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Abstract
In this paper we study sufficient contitions for the mean square stability and instability of linear
stochastic differential equations in the Skorohod sense (i.e., the involved stochastic integral is
defined using the chaos decomposition approach). Here the drift is in the chaos of orden 1 and
the diffusion is a square integrable deterministic function. In order to obtain our results, it is
estimated the L?-norms of the kernels in the chaos decomposition of the solution.
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Resumen

En el presente trabajo se dan condiciones suficientes para la estabilidad e inestabilidad en
media cuadratica de soluciones de ecuaciones diferenciales estocasticas lineales en el sentido de
Skorohod (i.e., la integral estocastica involucrada es definida a través de la descomposicién en
caos de It6-Wiener). Aqui el coeficiente de deriva considerado tiene una descomposicién en caos
de orden 1, y el de difusién es determinista y cuadrado integrable. El analisis realizado se basa,
principalmente, en estimar las normas en L? de los niicleos en la descomposicién en caos de la
solucién fuerte de dichas ecuaciones.

Palabras y frases claves: Descomposiciéon en caos de It6-Wiener, estabilidad en media cua-
drética, integral de Skorohod

1 Introducciéon

La palabra estabiltdad se origina en el campo de la mecéanica, donde al emplear
este concepto se caracterizaba el equilibrio de un cuerpo rigido (Magnus [12]). El
equilibrio era llamado estable si el cuerpo regresaba a su posicién original, habien-
do sido perturbado por un ligero movimiento respecto a su posicién en reposo. Si el
cuerpo después de este desplazamiento tendia hacia una nueva posicién, entonces,
su equilibrio era llamado inestable.

La definicion basica de estabilidad de una solucién de una ecuacion diferencial
ordinaria se debe al matemético ruso A. M. Lyapunov (1857-1918), quien en el ano
1892 la plante6 como parte de su tesis doctoral “ Probléeme Générale de la Stabilité
du Mouvement” |11]|. La teoria de estabilidad de Lyapunov fue completada por
diversos autores. El lector interesado puede consultar Afanasi’ev [1], Hahn [5],
Sinha [16], entre otros. En estos trabajos se puede encontrar un extenso estudio
para sistemas deterministas (ecuaciones diferenciales ordinarias).

Con la evolucion de los modelos mateméticos surgieron los modelos estocés-
ticos, para los cuales la estabilidad es una propiedad basica que también fue
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estudiada con grandes aportaciones (ver Kozin [8]). Es importante mencionar que
para los sistemas estocdsticas no se tiene una definicién “global” del concepto de
estabilidad, sino que existen numerosos trabajos en donde se pueden encontrar
diferentes enfoques (ver Arnold [3], Has'minskii [6], Kushner [9]). Una excelente
recapitulacion sobre este tema lo da Kozin en [8]. En la actualidad, el estudio del
concepto de estabilidad para sistemas de ecuaciones estocésticas abarca ecuacio-
nes diferenciales estocésticas con saltos markovianos (ver, por ejemplo, Chigansky
[4] o Mao [17]), ecuaciones estocasticas con retardos (Rodkina [14], Nosov [15];
entre otros), etc.

Los trabajos anteriores hacen alusién a sistemas de ecuaciones estocasticas en
el sentido de It6. Es decir, consideran procesos adaptados a la filtracién dada. Sin
embargo, el cdlculo clasico de Itd no se puede utilizar en el estudio de sistemas
anticipativos, en donde el calculo de variaciones o célculo de Malliavin es la he-
rramienta fundamental a utilizar. Incluso en el articulo de Alos y Bonaccorsi [2],
en el que se se estudia la estabilidad para un tipo de ecuacién estocastica par-
cial adaptada, se utiliza el calculo de Malliavin; pero en la literatura no existen
textos donde se examine la estabilidad de sistemas de ecuaciones estocésticas no
adaptadas hasta donde sabemos.

El objetivo principal de este trabajo es dar condiciones suficientes para los
conceptos de estabilidad e inestabilidad en media cuadratica de las ecuaciones es-
tocésticas no adaptadas. Dada la complejidad que puede presentar dicho anélisis
con las herramientas del célculo de Malliavin se considerd solamente ecuaciones
lineales estocésticas en el sentido de Skorohod, con coeficiente de difusion de-
terminista y de deriva con descomposicién en caos de orden 1. La solucién en
L%*(Q x [0,7)) de dichas ecuaciones fue obtenida por Leén y Pérez-Abreau [10]
analizando su descomposicién en caos de [t6-Wiener. Sin embargo para nuestros
fines es necesario hacer una estimacion maés fina de la norma L? de los nucleos
en la descomposicién en caos de la solucion, de la que se puede encontrar en [10]
(ver Secciones 3 y 4).

El caso presentado se puede generalizar considerando una condicién inicial
aleatoria, una descomposicién en caos mayor a uno del coeficiente de deriva o un
coeficiente de difusion aleatorio; siendo una perspectiva de un trabajo en desarrollo
y a futuro.

El trabajo es dividido de la siguiente forma. En la Seccién 2 se presentarin
conceptos basicos referentes a la descomposicién en caos de Ito6-Wiener, asi como
las propiedades de la ecuacién a considerar. Los resultados principales se presentan
en la Seccion 3.

2 Preliminares

En esta seccién se presentan las definiciones y los resultados basicos que usaremos
en este articulo.
A lo largo del trabajo se considera un espacio de probabilidad completo



Estabilidad no adaptada 53

(Q,F, P), donde esta definido un movimiento browniano W = {W; | t € [0,T},
y T que puede ser un real positivo o igual a co. Si no se supone lo contrario, los
resultados enunciados seran validos para ambos casos de T. Ademads, en lo que
sigue se supone que F es la o algebra generadada por W y los conjuntos nulos,
es decir, F = o{W; |t € [0,T]} VN (resp. F = o{W; | t > 0} VN) para T' < o0
(resp. T = o0), donde N es la familia de todos los conjuntos de medida cero de €.

Para n € N, L?([0,T]") representa a la familia de funciones cuadrado inte-
grable en [0, T]" (resp. en R7), si T € (0,00) (resp. T = 00), con respecto a la
medida de Lebesgue.

2.1 Elementos basicos del Calculo de Malliavin

La siguiente definicién dara el concepto central para la descomposicién en caos.
A saber, la integral multiple.

Definicion 2.1. Sean n € N y f € L*([0,T]"), entonces, In(f) es la integral
maltiple de f con respecto al movimiento browniano W de orden n, la cual es
definida como:

L(f) :n!/OT/OSn--./OSQ F(s1, oy 80) AWy, - - AW, (1)

donde f es la simetrizacion de f, esto es

1
f(sla "'7sn) = E Z f(SO'(l)a "'780'(71))'

" oeS,
Aqui S, es el grupo de permutaciones del conjunto {1,...,n}.

Una propiedad de las integrales multiples es la siguiente formula producto (ver
Ito [7])

T
In()11(0) = Tnss(F © g) + nlos ( / f(s,~>g<s>ds) @

con (f & g)(tl, c. ,tn+1) = f(tl, ey tn)g(tn+1).
La herramienta principal que utilizaremos seré la descomposicién en caos de
1t6-Wiener. Esta descomposicion en caos es debida a Wiener [18] y a It6 [7].

Teorema 2.2. Sea F € LQ(Q,S'", P). Entonces F' tiene una representacion en
L3(Y) de la forma

F = (EF) +ZIn(fn)
n=1

con fn € L*([0, T|"). Ademds dicha descomposicion es tinica si todas las funciones
fn son simétricas.
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Al elemento f,, € L?([0,T]") se le lama niicleo o kernel de orden n. Aqui, EF
es la esperanza de la variable aleatoria F.

Particularmente, si u € L? (Q x [0, T}) entonces se puede encontrar una familia
{fn € L*([0,T]"*) | n > 0}, f, simétrica en las primeras n variables, tal que:

we =3 L(ful 1)) 3)
n=0

para casi toda t € [0, T], donde Io(fo(t)) = fo(t) = E(uy).
La igualdad (3) en L?(f2) permite caracterizar al dominio del operador & (de-
notado por Domd), utilizando la descomposicion en caos de Ité-Wiener, es decir:

Definicion 2.3. Se dice que el proceso u dado por (3) es Skorohod integrable
(denotado por uw € Domd) si y sdlo si

> Inii(fa) € LP(9). (4)
m=0

En este caso se define la integral 6(u) de u con respecto a W, en el sentido de
Skorohod como

5(“) = Z Ierl (fn)
m=0

Se puede demostrar (ver Nualart [13]) que (4) implica que

E(6(u)?) = i(m + DU fmll 2o, 2pm+ 1),
m=0
por lo que uw € Domd si y sblo si
i(m + 1)!||fm||i2([oj]m+1) < 0.
m=0
Aqui || - || 2(jo,rymy denota la norma en L*([0, T]™).

La integral de Skorohod es una extension de la integral de It0, en el sentido
de que si u es un proceso adaptado de L?(Q x [0,77]), entonces u € Domd y
d(u) coincide con la integral de It6 fOT usdWs. Por esto denotaremos a d(u) como

I usdWs.

2.2 Ecuacién estocastica

La siguiente ecuacion diferencial estocéstica lineal no adaptada es la considerada
en nuestro anlisis:

dXy = A({t)Xidt + B(t)XydWy, te(0,T] (5)
XO = X

con
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e rcRy0O<T <0
o A(t) = I(a'(-)), donde a € L*([0,T]?)
e B un proceso determinista en L2([0, T)

Leon y Pérez-Abreu [10] examinan la existencia de una solucién de una ecua-
cion mas general que (5) debido a que su condicion inicial es una variable aleatoria
F—medible con descomposicion en caos finita. La técnica usada en [10] es suponer
que (5) tiene una solucion en L?(£2 x [0, T]) e igualar los nicleos del mismo orden
en ambos miembros de la ecuacién. De esta forma se obtiene un sistema infinito
de ecuaciones para los nucleos que se resuelve inductivamente. Finalmente se da
una estimaciéon de la norma L? de los ntcleos encontrados para verificar que la
solucion construida es, en efecto, un proceso en L%(Q2 x [0,T]). En este articulo
necesitamos una estimacion mas fina (ver Proposicion 2.5).

Cabe mencionar que un proceso X7 € L%(Q x [0,7]) es una soluciéon de la
ecuacion (5) si AXT € L'([0,T]) para casi toda w € 2, 1joyBX" € Domd y

t T
X' =a+ / A(s)XTds + / Ljo4(s)B(s) X dW,
0 0

para t € [0,T].
Para dar la forma de la solucion de (5), definamos lo siguiente

Ct = exp </ / deS)
ha(r) =/0 a*(r) ds

1 /7
Y(iT = exp <2/0 hf(r) dr) .

También utilizaremos la siguiente notacién:
e h®™ eg la m-ésimo producto tensorial de h consigo mismo.

e dados un vector (t1, ..., t,,) € [0,7]™, y un subconjunto {iy, ...,7;} de {1, ..., m},
con j <m, i1 < ... < ij, denotaremos al vector

(tla "7ti1—17ti1+17 eeey tij—la tij-‘rla ’tm)

por (7?1'17 ,2?1])

Por [10], donde se usa la férmula producto (2), la solucion X7 en L2(Q x [0,T7)
de la ecuacion (5) tiene la forma

XU =" In(h,) (6)
m=0
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donde los ntcleos qﬁ}; son dados de manera inductiva:

¢(t) = CtYot,Tx

n'¢t tl)"'v Z Z (_1)]_1B®J (til”"’tij)

J=11<i1<i2<...<i;<n

’ {X{ti tz <t}(n_]) ¢n ](£i17'-->£ij)}
+ CLYgphi™(ty, ... tn)® (7)

con n € N.
Los célculos de la siguiente proposicion se presentara en el Apéndice 4, debido
a que su demostraciéon es bastante técnica y tediosa.

Proposicion 2.4. Los niicleos (7) se pueden reescribir como:
n! @l (t1, ..., tn)

= 9 [Z { Z B® (t;,, o tiy) X{tiy oot <t}

J=1 1<41<i2<..<i;<n

I (tm,..,fij)} + hP™ (tl,...,tn)], n>1. (8)

Con la proposiciéon anterior se concluye:

Proposicion 2.5. Sea X7 la solucion de la ecuacion (5), definida por (6) y (7).
Entonces

E ([X[T?) < |62 exp (1Bl 2oy + Nhellz2orp)?) (9)
con By = BX[o,4-

Demostracion. Por (8) tenemos

|65l 2o, 1ym)

< |¢6{ Z Z |:”Bt||L2( OT])||ht|‘z;(J[O7T]) + ||htH7[L,2([O,T])}

Jj=11<i1<...<i;<n

_ |¢OZ( V1B oy Vel

= 1obl (IBell 2oy + el 2oy )
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Por la desigualdad anterior se tiene

E(X77?) = > nléhli0m,
n=0

2n

IA

62 i (IBell 2o,y + el £2(0,177))

|
n=0 n:

16617 exp ((I1Bell z2(jo.7) + el 22 o.1)?)-

3 Estabilidad de las soluciones

Aqui, analizaremos la estabilidad en media cuadratica y en probabilidad débil,
asi como también la inestabilidad en media cuadratica (i.e., cuando no hay es-
tabilidad) de la solucion del sistema (5). Cabe mencionar que la estabilidad que
definiremos es con respecto a X? =0 (i.e., la condicion inicial es cero).

Como ya se menciond, son diversos los enfoques de estabilidad para las ecua-
ciones estocésticas. Los que usaremos aqui son:

Definicién 3.1. Considere el sistema (5). Se dice que la solucion X =0 es:

1. FEstable en probabilidad débil, si para toda e > 0 y § > 0, existe un r > 0

tal que
P{xf|>et <4

para toda |x| < r y para todo t, T € R, tales que 0 <t <T.

2. Estable en media cuadrdtica, si para toda € > 0 eziste un r > 0 tal que
E(IX]]?) <e
para toda |x| < r y para todo t, T € R tales que 0 <t < T.

Observe que en el caso en que el proceso A es adaptado a la filtracién generada
por W, se tiene que a®(r) = 0 para r > s. Por lo tanto, en este caso, la solucién
XT de (5) es independiente de Ty las Definiciones 3.1.1 y 3.1.2 coinciden con las
dadas para sistemas adaptados. Por ejemplo, en este caso, tenemos que X =0 es
estable en media cuadrética si para toda € > 0 existe r > 0 tal que

E(1X:?) <e

para toda |z| <7yt > 0.
Ahora podemos establecer los resultados principales de este articulo.

Teorema 3.2. Supongamos que
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a [y° B*(s)ds < 0o

2
b (fo |a®(r ds) dr < oo

Entonces la solucion (6) de la ecuacion (5) es estable en media cuadrética y
estable en probabilidad débil.

Demostracion. Primero notemos que por la desigualdad de Holder se tiene

/OtB(r)</: as(r)ds>dr g(/ooo B(?‘)2d7“> 1/2(/000 (/roo\as(r)\ds)er> v
g(/ooo B(r)er> 1/2</Ooo (/Ooo|as(r)|ds>2dr> v

<o

por lo que se concluye que:

Sup exp (Bl 2o, + Nhellz2(o,m)?) < o0

1 T
sup exp </ / drds) - exp </ h?(r)dr) < 0.
t<T 2 Jo

Recordemos que X! = x € R es la condicién inicial de (5), luego dado un € > 0
se tiene por (9)

E (IX/[1?) < 16617 exp ((I1Bell 2o, + 11l £2(0,77))?)

exp </ / drds) . exp (; /OT h?(r)dr> . yxoyr.

: [eXp ((IBell L2 (po,ry) + HhtHLQ([O,T}))z)] <e

si |z| es suficientemente pequena. Por tanto se tiene la estabilidad en media cua-
drdtica.

Por otra parte de las desigualdades de Chebychev y Hélder se sigue que la
estabilidad en media cuadrdtica implica la estabilidad en probabilidad débil. ]

Teorema 3.3. La solucion (6) del sistema de ecuaciones estocdsticas no adaptada
(5) es inestable en media cuadrdtica si

/ / r)drds — oo cuando t — o0.
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Demostracion. Por (6) se tiene

E(X[]?) = ZN!H%H%%[O,T])"
n=0
de donde
E ([X[1) = |66
Es decir

E (IX7]?) > exp (2 /Ot /0 aS(r)B(r)drds> exp (/OT h,?(r)dr> 22,

Ademaés observemos que exp ( fOT h? (r)dr) > 1, por lo que se tiene que:

E ([X[]?) > exp (2 /Ot /0 as(r)B(r)drds> s

Asi, por nuestra hipotesis, se concluye que la solucion (6) del sistema de ecuacio-
nes estocasticas no adaptada (5) no es estable en media cua-drdtica, es decir, es
inestable en media cuadrdtica. O

4 Apéndice
Demostraciéon de la Proposiciéon 2.4. Observemos que por (7) se tiene
Uei(t) = GiYgpah(t) + Bti) xg,<n 1 6

= ¢y hi(t1) + B(t1) Xgt, <t} 11 ¢
= ¢6 [B(tl) X{t;<t} T+ ht(tl)]

Es decir, (8) se satisface para k = 1. Procediendo por induccién podemos suponer
que la igualdad (8) se cumple para cada natural menor que k con k > 1. Para
probar que es también vélida para k utilizamos (7) de nuevo para obtener que

k—1
KLt o ti) = > S (CU)TIBY (ty, )

J=11<d1 <ip<...<ij<k
'{X{til,...,tijgt}(k — )b Ly oo, t}j)}
+ [(—1)k—13®k (1, wor 1) {X (bt cty O }}
+ PR (1, ooy ).

Para los proximos calculos, consideremos la siguiente notacion en [0, T

{81, PN Sk:—j} = {tl, ...,tk} \ {til, ...,tij}
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y recordemos que
®j . j
Bt J(til, ceny tij) = B®J (til, veuy tij) X{tily--~7tij <t}-
Retomando los célculos, por hipétesis inductiva se tiene

KO (1, o )

k—1
- . k—i  n ~
Z Z (71)J lBl?j (tila"'atij)' qbé{h;@ j(tilv"'vti]')

J=11<61<i2<...<1;<k

k—j
k—(j+ /A A
+ Z Z Bf@l(sml,...,sml)h? (J+)(sm1,...,sml)}]

=1 1<mi<..<m<k—j

+ [(—1)’f—1Bg®’f (t1, ...,tk)¢g} + SRR (¢, .. b)),
es decir,

K 6L (th, .o ty) = &, [hg%(tl,...,tk) + (—1)k-1pRk (tl,...,tk)}

[k—1
- . k:* A~ ~
130 ST (1B (ty, et )b B J)(til,...,tij)]
Lj=11<i1<...<i;<k

[k—1

+ Z Z (71)]‘_131?].(7&1'17""“1)

L j=1 1<ir1<...<i;<k

k—j
' [Z Z Bl(fg)l(smm "'737711) ) h?k_(j—i_l)(‘éml? "'7§ml>i| ¢6] . (10)

=1 1<mi<..<m;<k—j

Observemos que, considerando la definicién de los elementos {s;}, el término | =
k —j del altimo sumando de la igualdad anterior cumple lo siguiente:

N

-1

> (F1YTBP (k)

1 1<i1<...<ij§k

. Z B (s, Smk,j)}
1<mi<..<my_;<k—j
1
k .
(%)
=1 M

(Bt [3 )y -1-cvr

=0
= (~=1)BPk(t1, ., ty)[07 — 1 — (=1)"]
= BE*(ty, s ) [L — (—1)F71]. (11)

J

k
= B&"(ty, .. tg) - [
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Por otra parte, notemos que, para l =k — j — 1, se tiene

k—2 )
> (B (b ti)
j=1 1<i1 <...<i;<k
|: Z ny(sml’ "‘7Sml) ’ h?k_(j+l)(‘§m17 ""gml)]
1<mi<..<m;<k—j
k k—2
LD VD S
p=1 =1 1<is<...<i;<k—1
k k—2
®k—17 -1 (k-1
- B ) -1y ("7
k—1
() Y ki) B Gy) [ o (f7h)] -1- (—1)’“]
p=1 7=0
= lty) BN (E) [1 — (—1)F? (12)
p=1

Ahora, tomando (11) y (12) en (10) se tiene

KL OL(t, o t) = & [hf@’“(tl,...,tk) + BPF (tl,...,tk)}

M k—1
+ Z > <—1>J'13;‘”’<til,...,tij>¢6h;®<’“‘”<fh,...,fij>]

=11<i1<..<i; <k

k 2
+ Z (—1)7 7 B (tiy, o i)
| 7=1 1<ii<..<i;<k
k—j—1 1
k— (541 N ~
' [ Z Z Bt@l(sml"”vsml)' hz?( vt ))(Smlv"‘vsml)]¢6

=1 1<mi<..<my<k—j—1

— g[h?k(tl,...,tk) + BPF (tiy, oty +th )BER(£,) [1 — (—1)F 2]

>

[ k—1
- . k_ A
13 ST CITIBE (ty, ) O R (o ij)]
Lj=11<i1<...<i;<k

[k—3

+I1Y > (1 TBY ()

Lj=1 1<ii<...<i;<k
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k—j—2

. [ Z Z Bt®l(3m17 ~--;sz) ’ h?k_(j+l)(§m1a -~-7§mz)} ¢6]

=1 1<mi<..<m;<k—j

Procediendo como en (11) y (12), consideramos el sumando j =k —q (¢ > 1)
en el segundo término y el | = kK — ¢ — j en el tltimo término, para obtener la
siguiente recurrencia sobre el indice j:

k—q—1 p®k— ®q /3 n
> (—0)F Byt ) R (e )

1<i1<...<ig—q<k
k—q—1

+ [ Z Z (_1)3'—131‘?]'(%1’ ""tij)

j=1 1<i<..<i;j<k

®q (4 2 Qk—q—j
E by (8mys ooy Sy ) By (Smas o Smp_y_;)
1<mi<..<mg_q—;

®k—q (3 n ®
= Z B, q(tiu s tiq) hy q(ti17---7tiq)'

1<iy,...,<ig<k

goos

Asi se tiene que (8) también vale para k, lo cual implica el resultado.
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