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Abstract
In this paper we exhibit a family of metrics which are conformal to the Euclidean metric on
the unit sphere in R"*! and such that K = n(n — 1) is its scalar curvature. To obtain this
family we use stereographic projection, conformal transforms of dilatation and pullback of
the metric.
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Resumen
En este trabajo mostramos una familia de métricas conformes a la métrica usual en la esfera
unitaria de R™™* tal que K = n(n — 1) sea su curvatura escalar. El resultado se obtiene
usando proyecciéon estereografica, transformaciones conformes de dilatacién y pullback de
la métrica.

Palabras y frases claves: Curvatura escalar, métrica conforme, proyeccion estereografica,
transformaciéon conforme de dilataciéon y pullback de la métrica.

1 Introducciéon

n+1
Sea S" = {(.7}1,.1‘2, ey Tpg1) € RPTLL 5™ 22 = 1}, n > 3 la esfera unitaria en
i=1

n+1
R™*! con la métrica usual go = > dr?. S™ tiene curvatura escalar constante
i=1
igual a Ko =n(n —1). Si g es otra métrica Riemanniana en S™, decimos que
g es una deformacién conforme de gg si y s6lo si existe una funcién u suave
_4 . , . .
positiva tal que g = un»—2¢gp. Un problema clésico en geometria diferencial
es determinar las funciones K definidas sobre S™ para las cuales existe una
métrica conforme a la métrica gg, con curvatura escalar prescrita K en S™.
Dada la funcién K, la existencia de g es equivalente a la existencia de una
solucién positiva suave u del problema siguiente,
(n—2) n—2 n+2

n
—A e K n—2 n
u+ U =1 (x)un—2, xS,

4
donde g = un—2gyp.
En este trabajo tomamos el caso particular donde K = Ky = n(n — 1).
Luego, la existencia de g es equivalente a la existencia de una solucién positiva
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suave u del problema siguiente,

nn—2)  n(n—2) ni2

—Au + 1 U= 1 un—2, xze€fS", (1)

donde g = uﬁgo.

Presentamos en la seccién de preliminares una definicién, una observacién
sin demostrar y dos ejemplos que usaremos para encontrar una familia de
soluciones de la ecuacion diferencial no lineal (0.1).

2 Preliminares

Definiciéon 2.1. Sean M una variedad suave de dimension n, (N,g1) una
variedad Riemaniana suave de dimension n y la funcion F : M — N un
difeomorfismo. El pullback de la métrica g1, asociada a F' es la métrica F*(gy)
sobre M definida por F*(g1)(vp, wp) = g1(dF,(vp), dFp(wp)) para todo vy, w,
en T, M.

Observacion 2.2. Si (M, g1), (Ma, g2) y (M3, g3) son variedades Riemania-
nas diferenciables, ¢ : My — Ms y ¢ : My — Ms aplicaciones biyectivas
suaves con diferencial biyectivo, entonces

(Y0 ¢)"(g3) = ¢"(¢"(93))

donde si la métrica (1 o ¢)*(g3) se evalia en py, entonces la métrica g3 se
evalia en Y(p(p1)) y la métrica v*(g3) en ¢(p1).

Ejemplo 2.3. Sea Il : R™ — S™ la inversa de la proyeccion estereogrifica
desde el polo norte de la esfera, definida por

2z |z2-1
I(z) =
(=) <1+|x|2’1+r:c|2>’

donde v = (z1,...,7,) € R™. Si § es la métrica en S"™ inducida por R"!
entonces el pullback de la métrica g, asociada o I es la métrica

e 4
II*(9) = ———5%i;-
(14 12%)
En efecto,
g)H () — 2(1 4 |z|*)e; — 4xix’ 22;(1 + |z|?) — 22;(|z|> = 1)
T

(1+ 1)’ (1+ 1)’

4
Un cdlculo directo muestra que 11*(g) = (dIl(e;), dIl(e;)) =

(1+ 1)’

(Sij.
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Ademds, si trasladamos el origen de coordenadas al polo sur de S™ encon-
tramos que el pullback de la métrica g, asociada a Il es la métrica

L 64
II*(9) = ——di;-

(4+1aP)’

Ejemplo 2.4. Sea T : R" — R"™ la transformacion lineal de dilatacion
definida por T'(x) = Bx, B > 1. Entonces dT = 31 y por lo tanto T*(d;;) =
(dT (e:), dT (e5)) = 520;.

3 Resultado principal
En esta seccion demostramos el siguiente teorema, el cual implica la existencia

de una familia de métricas conformes a la métrica usual en S™.

Teorema 3.1. La ecuacion diferencial no lineal,

-2 —2) n
—Au+n(n4 )u:n(n4 )qu%7 resS, (2)

tiene infinitas soluciones.

Demostracion. Tomemos un sistema de coordenadas en R™! tal que el polo
sur de S™ sea el origen de coordenadas O y el centro de la bola B"*! sea el
punto e,+1 = (0, ...,0,1). Denotaremos por |.| a la distancia en R*+1.

Sean g la métrica estandar sobre S™, T': (R",d;;) — (R", 6;;) la dilatacion
definida por T'(z) = fz, 8 > 1,y II : (R",0;;) — (S™(en+1),9) la inversa
de la proyeccion estereografica desde el polo norte. La familia de soluciones
suaves positivas u del problema (5.1) se obtiene al componer la inversa de la
proyeccion estereogréfica con dilataciones y tomar el pullback de la métrica
estandar g de S™.

Usando la observacién 2 v los ejemplos 3 y 4, tenemos que para x € R,

* [~ * * [~ * 64 64—52
(ILoT)"(g) =T"(II"(9)) =T ((ZH—MZ)?(S”) = W@r

Puesto que las métricas (IToT)*(g) y IT*(g) son conformes existe una funciéon
suave positiva u tal que

4 64 64,32

n—2 R Ois
AT PR T B

por lo tanto
2 Bd+]zP)
4+ 2l
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Si 7 = II(x), tomando coordenadas esféricas T = (r,0) en S™(ep11), (0 <
|

r < m 6 € S"1(0)) tenemos que tan§ = % y sing = % Se sigue que
sin? = A2 v [7] = —22_ Entonces
2 VP44 Ve?+4
4|z|?
2 g (4 + 445\2) 165 I}
un—2 = — — — — = —
4+t AR HARREP 1y B -

donde 1 < 8 < .

1
Tomando A = 3 se tiene que 0 < A <1 y

u%— A B A
B )\2+@(1_>\2) A2 (1= A2)sin? 5

Por consiguiente

n—2

)\ 2 )\ 5
B = T 3
ule) <A26082g+sin2£> <)\2 +(1— )\2)n2+1) (3)

donde ;11 es la n + 1 coordenada de x.

Esta solucion (5.2) fue presentada en [1] sin dar alguna sugerencia de su
demostracion.

En general, si ¢ es un punto de la esfera S™(e, 1), tomando la proyeccion
estereografica desde el punto de la esfera simétrico a ¢ respecto de en41, se
obtienen las soluciones!

n—2

u(z) = ! N
T\ R L0 (@ +ilenr —0) )

Asi, el problema (5.1) tiene infinitas soluciones. O

4
Con lo anterior se encuentra una familia de métricas g = u»—2 gg conformes
a la métrica usual en S™.
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