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Abstract
In this paper we derive the distribution of the trace of A, tr(A), where A stands for the sam-
ple sum of squares and products matrix when sampling from a mixture of two multivariate
normal distributions.
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Resumen
En este articulo se deriva la distribucion de la traza de A, tr(A), donde A es la matriz de

sumas de cuadrados y productos cuando la muestra proviene de la mezcla de dos distribu-
ciones normales multivariadas.
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1 Introduccion

Sea x1,...,x Ny una muestra aleatoria de una distribucién normal p-variada
con vector de medias g y matriz de covarianza X definida positiva. Sea A la
N

matriz muestral de sumas de cuadrados y productos, A = (a;;) = ., (x; —
z)(x;—x)', donde Nz = Zf\il x;. Entonces A tiene una distribucién Wishart
con n = N — 1 grados de libertad y matriz de pardmetros ¥ = (0;;). Sea
Y = tr(A). Una gran variedad de pruebas estadisticas estan asociadas con Y
y sus funciones. Cuando ¥ = Diag(o11,...,0pp), los elementos de la diagonal
de la matriz A = (a;;) son independientes y a;; ~ 042, i = 1,...,n, por
tanto la variable aleatoria Y se distribuye como una combinacién lineal de
variables independientes chi-cuadrado (Gupta y Nagar |8, p. 107]). Ademas,
la distribucion asintotica de (Y — ntr(X))/1/2ntr(X?) es normal estandar
(Mathai [9]).

Las variables aleatorias, en la préctica, generalmente no tienen una dis-
tribucién normal. Una alternativa para el modelo normal multivariado es el
modelo normal mixto. La densidad normal mixta se define como

f(m) = ENP(“’lv Ev :E) + (1 - E)Np(u% E7m)a S Rpa (1)

donde
exp{—(z — p)S " (z — p)/2}
(27)P/2 det(2)1/2 ’

Np(l'l’v 27 33) =
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vy 1—¢€ 0<e<1,seconoce como grado de contaminaciéon.

El modelo de mezcla de normales es muy comun en situaciones practicas,
donde los datos se pueden considerar provenientes de dos o mas poblaciones
normales mezcladas en diferentes proporciones. Este modelo tiene una am-
plia aplicacién en estudios experimentales en varias ramas de la medicina,
la biologia y la agronomia (Everitt y Hand [4], y Titterington, Smith y Ma-
kov [19]). Estudios sobre crecimiento de plantas (Rao [14]), presiéon sanguinea
de humanos (Cicchinelli [5]), excrecion de una droga (Murphy y Bolling [12]),
limites auditivos de humanos (Orlando [13]), estudios genéticos (McLachlan
y Basford [10]), y estudios sobre variedades de cebada y col (McLachlan y
Basford [10]), son algunos ejemplos de problemas que se han analizado por
varias técnicas estadisticas y mateméticas, suponiendo un modelo normal
mixto. También se han usado en estudios de identificacion de outliers (Aitkin
y Wilson [1]). Otros resultados sobre teoria de distribuciones y la robustez de
ciertas pruebas estadisticas bajo el modelo normal mixto se pueden leer en
Amey [2], Gupta y Kabe [6, 7|, Nagar y Castafieda [15], y Srivastava [16].

En este articulo se deriva la distribucién de Y cuando la muestra proviene
de la mezcla de dos distribuciones normales multivariadas. Se obtienen dos
representaciones de la distribucién de Y a partir de su funciéon generadora
de momentos. En la seccion 2 se obtiene la funcion generadora de momentos
de Y, en la seccion 3 se deriva la distribucién en términos de la funcién
hipergeométrica confluente y en la seccion 4 se obtiene una representaciéon en
términos de polinomios zonales.

2  Funcién generadora de momentos

Como Y es una funcién de la matriz muestral A de sumas de cuadrados y
productos, la funciéon generadora de momentos de Y se puede obtener a partir
de la distribucion de A bajo el modelo normal mixto. Srivastava y Awan [17]
y Tan [18] mostraron que la densidad de A, bajo el modelo normal mixto, es
una combinacién lineal de densidades Wishart no centradas con coeficientes
binomiales

N
f(A) = Z (]?\Af) (1 — N TWy(n, S, 28 w/; A), (2)
r=0

donden =N —1, ¢ = rw y v = (1 — p2). Aqui Wy(n, %, 28" twi/; A),
representa la densidad Wishart no centrada con n grados de libertad y matriz
de parametros de no centralidad c2X~'vv/, definida como

1A

Kp(n,X,v)etr (— ) det(A)(n—p—1)/2

n CZ —1p5—1,,.
X0F1<2;4 AY VV>7A>O, (3)



Distribuciéon de la traza de la matriz de sumas de cuadrados y productos 111

donde

y oF1 (+;-) es la funcion de Bessel de argumento matricial. La definicion y
propiedades de la distribucion Wishart no centrada se pueden encontrar en
Gupta y Nagar [8, p. 113]. La funciéon generadora de momentos de Y esta
dada por

N
M) => €(1—e)NTM,(t), (5)
r=0
donde
M,.(t) = Kyn, Z,V)/ exp [ttr(A) - tr(Z)] det(A4)m—P=1/2
A>0 2
2
X oF1 (Z, % _1AZ_1V1/) dA. (6)

Usando el resultado (Gupta y Nagar [8]),
/ etr(—X Z) det(X)2~®TV/2  F\ (a; XT) dX
X>0
=Ty(a)det(Z) " 1F1(a;a; Z7'T) = Tp(a) det(Z) “etr(Z1T),

donde Z > 0, Re(a) > (p — 1)/2, la integral en la expresion (6) se puede
evaluar como

-1
/ exp [t tr(A) — tr(ZzA)} det(A4)m—P=1/2
2
XOF1 <n; cl _IAE_IVV/) dA
2 4
— np/2 2 -1 —n/2
onp/2T (2) det(27! — 2t1,)

X etr [‘; (et —otr) ! zlw’} , I, — 2t > 0. (7)

Sustituyendo (4) y (7) en (6) y simplificando, se obtiene el siguiente resultado.
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Teorema 2.1. Sea A la matriz de sumas de cuadrados y productos obtenida
a partir de una muestra aleatoria de tamano N = n + 1 bajo el modelo (1).
Sea Y = tr(A). Entonces la funcion generadora de momentos de Y estd dada
por

N
Z( > (1 —e)N "M, (t), I, — 2t% > 0, (8)
r=0
donde
M,(t) = det(I, — 2t%)~"/?
C%dQ a 121 1y—1/2
X exp | =3 2 VYT, - 2t8) TN v ), (9)
con

@ =V'S = (g — ) S (g — o). (10)
Sea () una matriz ortogonal tal que

Q' (I, — 2t2)7'Q = diag((1 — 2tA) 71, ..., (1 —2t\,) 1Y),

donde Aq,..., A, son los valores propios de ¥. Entonces
P
det(, — 2t2) ™% = [J (@ — 2tA:) ™2, (11)
i=1
y

2
exp [zu’ﬁl/Q(Ip - 2752)121/21/]

= exp [ Zb” —2t\;) ] (12)

donde by1,...,bpy son los elementos de la diagonal de la matriz Q' »1/2y

V'Y"12Q. Sustituyendo (11) y (12) en (9) se obtiene

p
Mo(t) = JT{0—200) " exp [e2tbani(1 —260) '] |
=1

donde 1 — 2t\; > 0,4 =1,...,p. Ahora, si X ~ x2 (), entonces la funciéon
generadora de momentos de X esti dada por

M(t) = (1 —26)"™2 exp[6t(1 — 2¢) 7],
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y la f.d.p. de Y puede escribirse como

f: (7) (1= fily), y >0,

r=0
donde f, es la funcién de densidad de Y ?_; A\;Yi, A1,..., A\, son los valores
propios de X y Yi,...,Y), son variables aleatorias independientes con distri-
bucién chi-cuadrado no central, Y; ~ x2(c2b;;) para i =1,...,p.

3 La densidad y la funcién hipergeométrica confluente

En esta seccion se expresa la f.d.p. de Y en términos de la funcién hipergeo-

(m)

métrica confluente ®, 7 en m variables 21, ..., 2y, la cual se define como

@gm)[bl,...,bm;c;zl,...,zm]

_ i (bl)jl U (bm)ij{ ) Z%n (13)

(&) jrtotjmdt ! Jm!

.jl"“»jm:O

donde el simbolo Pochammer (a),, se define como (a), = a(a+1)---(a+n—
1) = (a)p—1(a+n—1) paran = 1,2,...,y (a)o = 1. Para profundizar en
resultados y propiedades de esta funcion se puede consultar a Exton |3, p.
42].

Expandiendo explc? >°F_, b;;(1—2tA;)~1/2] en forma de serie, la expresion
(9) se puede escribir como

M) = exp(cff)i( ) STy

Kk =1

donde k = (ki1,...,kp), k1> - >k, >0, k1 +---+ky=kymy =k +n/2,
i=1,...,p. Escribiendo (1 — 2t\;)™™ como

A =A™
1—2tA 1—-—2%
( ) <)\Z> < 1—2t\ )
o AT S (M), (1= AN
= (1—2t\)™ [ == i :
( 1) ()\z> Z ;! < 1—2t\ ’

r;=0

(1—2tA\)™

donde |(1— A\ A7 1)/(1—2tA)| < 1 parai=2,...,pen (14) se obtiene

2d?\ & AR Am—ml
o - ()5 (2) TS

k_
y i (mz)r2 e (mp)rp ( _ )\1)\2 )7’2 ca (1 _ Al)\;l)rp
7“2!-~-7”p! (1 —2tAy)mtr

T2y, Tp=
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dondem=mq+---+mpyr=ro+- -+,

Sustituyendo la ecuacion anterior en (8) e invirtiendo la expresion resul-
tante, teniendo en cuenta que (1 — 2tA;)~("*") es la funcién generadora de
momentos de una distribucién gamma con pardmetros m—+r y 21, se obtiene
el siguiente resultado.

Teorema 3.1. Sea A la matriz de sumas de cuadrados y productos obtenida
a partir de una muestra aleatoria de tamano N = n + 1 bajo el modelo (1).
Sea Y = tr(A). Entonces la f.d.p. de Y estd dada por

N

t =3 (V)= 0"y >o

r=0

donde
c2d?\ & I exp(—y/2X)y™ !
frly) = exp <— r > ( ) 11---%p - L
D)5 (3) S et eaCumy
(p—1) 1 1)\ vy 1 1\ y
0] . ml—— 2, ., ——— ]2
X 2 |:m2a y My TS <)\1 )\2) 27 7<)\1 )\p 2 )

Y 'l’épil) se define como en (13).

4 La densidad y los polinomios zonales

Expresando det(, — 2t%2)~™/2 en términos de polinomios zonales
det(I, — 2t%)™™2 = 5"/2 det(X)"2(1 — 2nt) /2
x det(L, — (1= 2t) ' (L, = nx~")) /2
_ np/2 det( )fn/Q( - 2nt)fn/2
n/2 (I, — 2
D 3) P LSRR T

k=0 K

donde Kk = (k1,...,kp), k1 +---+k, =k, kp > --- >k, >0y Cy es un
polinomio zonal de orden k (Muirhead [11, p. 227 |, Gupta y Nagar [8, p.
29]). Ademas 0 < ) < oo vy se elige de manera que la serie dada en (15) sea
convergente, es decir, ||I, — nX 7| < 1 — 2nt. Ahora

2
%’”u’z—l(z—l —otn,)"'v "y
2
= Tt —20) WE (L, — (1= 200) (I, —nZ ) ISy

o0
=Y a1 —2pt), I -7 <1,
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donde
Cz Iy—1 —1yj—1y—1
A = 5NV STy —nX )Y TN .
Luego,
2 oo
exp |5 7o 1/2( —2t3)” 12_1/21/} = exp Z (1 —2nt)™7

j=1
= Zﬁ]r 277t

donde Gy =1,y

1< ,
B = ;Zﬁae,rﬂj_z,r, j=12....
=1

Reemplazando (15) y (16) en (9) se obtiene que

c2d?

M,(t) = exp <—T2> n"P/? det (%) /2

oo o0

(n/2)xCr(I, —nEh)
x Z Z Z (1 — 2nt)n/2+i+k!
Vi K
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(16)

(17)

(18)

Sustituyendo (18) en (8) e invirtiendo la expresion resultante, teniendo en
cuenta que (1 — 2nt)~("/2+7+k) ¢5 1a funcion generadora de momentos de una,
distribucién gamma con pardametros n/2 + j + k y 27, se obtiene el siguiente

resultado.

Teorema 4.1. Sea A la matriz de sumas de cuadrados y productos obtenida
a partir de una muestra aleatoria de tamasio N = n + 1 bajo el modelo (1).

Entonces la f.d.p. de Y = tr(A) estd dada por

N
s =3 (V)ea-a%nw.y>o

donde

frly) = 7" det(S)"exp <— r

d2> i i Bjr

§=0 k=0
% Z (n/Q)RCN(Ip - 772_1) yn/2+j+k_1 eXp(—y/Wl)
k! (2n)/2HI+KT (n/2 + j + k)

K

con Bor =1y Bj, se calcula a partir de (17).
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