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Abstract
The purpose of this work is to ilustrate the use of variational techniques for solving a
nonlinear analysis problem. More precisely, we show the existence of at least one solution
for a certain sublinear Dirichlet problem when the growth of the nolinearity at infinity is
bounded by a line whose slope is less than the first eigenvalue. For proving this theorem
we use a classical result of the minimization theory of functionals.
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Resumen
El objetivo del trabajo es ilustrar la aplicacion de técnicas variacionales para la solucion de
un problema del anélisis no lineal. Mas especificamente, se demuestra que un problema de
Dirichlet sublineal tiene por lo menos una soluciéon cuando el crecimiento de la no linealidad

en infinito esta controlado por una recta de pendiente menor que el primer valor propio.
La demostracion utiliza un resultado clasico de la teoria de minimizaciéon de funcionales.

Palabras y frases claves: Problema de Dirichlet sublineal, minimizacion de funcionales.

1 Introduccién

N
Sean © C RY un dominio acotado con frontera suave y A = S ;—;2 el opera-
i=1
dor de Laplace. Sea A; el primer valor propio del problema lineal

Au+Adu=0 en ), (1)
u=0 en Jf.

En este articulo se demuestra, usando técnicas variacionales, el siguiente
resultado.

Teorema 1. Supongamos que f: QxR — R es una funcion de Carathéodory
que envia conjuntos acotados en conjuntos acotados. Si existen p € (0,\1) y
My > 0 tales que

Fa,s)| <ulsl Vsl =M Ve (2)
entonces el problema de Dirichlet

Au+ f(z,u) =0 en (3)
u=0 en 0N

tiene al menos una solucion.


https://core.ac.uk/display/11861661?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

2 J. B. Baena, J. Cossio & C.A. Vélez

El Teorema 1 se puede probar también empleando técnicas de punto fijo,
més especificamente el Teorema de Schauder (véase [12]). Esta técnica se
puede usar gracias a la hipotesis u < A1 en el Teorema 1. Bajo condiciones
diferentes, por ejemplo cuando la derivada de la no linealidad es mayor que
el primer valor propio, la existencia de soluciones para el problema (3) se
puede obtener por medio de métodos variacionales. Este problema ha sido
ampliamente estudiado por distintos autores tanto en el caso radial (véase [2]
y [9]) como en el caso no radial (véase [3], [4], [5], [6], [7], [8])- La solubilidad del
problema (3) ha estado ligada a la posicion de la derivada de la no linealidad
con respecto al espectro del operador de —A. En efecto, A. Castro y J. Cossio
en [2], usando técnicas de bifurcacion, demostraron que el problema (3), con
f dependiendo sélo de wu, tiene 45 — 1 soluciones radiales cuando {2 es una
bola y la no linealidad tiene un cero positivo y el rango de la derivada de la
no linealidad incluye al menos los primeros j valores propios. En [3], usando
técnicas variacionales y teoria de grado, A. Castro y J. Cossio demostraron
que si el intervalo (f(0), f/(c0)) contiene los valores propios Ap, Az, ....., Ak
y f'(t) < Aps1 para todo t € R, entonces (3) tiene por lo menos cuatro
soluciones no triviales. K.C. Chang (véase [7]) se ha aproximado al problema
(3) usando Teoria de Morse.

El Teorema 1 se demuestra usando un resultado clasico de la teoria de
minimizaciéon de funcionales, el cual hemos incluido, por efecto de completez,
en la Secciéon 2. La demostracion del Teorema 1 se presenta en la Seccidon
3. Alli se incluye, ademés, un ejemplo donde se aplica el Teorema 1 (véase
Proposicion 3).

2 Un teorema de minimizacién de funcionales

Sea f : @ x R — R una funciéon Carathéodory, es decir f(z,:) : R —
R es continua c.t.p x € Qy f(-,t) : @ — R es medible para todo t € R.
Supongamos que f que satisface la condicién de crecimiento

\f (z,8)| < c|sP™ + b(x) Vs € R y para casi todo x € Q,  (4)

donde
1<p<# siN>3
1<p<+o0 siN =2,

be L () con % + 1% =1y c es una constante positiva.

Consideremos el espacio de Sobolev H} (Q) (véase [1]) y el funcional
J : H} () — R definido por

J(u):;/ﬂyvuﬁ—/QF(m,u), (5)
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donde F(z,s) = fos f (z,t) dt. Con las hipotesis que se tienen sobre f se puede
probar que J esté bien definido, J es débilmente inferiormente semicontinuo
(véase [10], p.18), J € C* (H} () ,R) (véase [13], p.90) y

<DJ(u),v)Hé = /QVU.VU - /Q f(zx,u)v Vv H(Q). (6)

El siguiente teorema, que es de caracter abstracto, se utiliza en la demostra-
ciéon del Teorema 1. Recordemos que un funcional I : X — R definido en
un espacio de Banach X es secuencialmente semicontinuo inferiormente si
xn, — xg implica que I(zg) < liminf, o I(zy).

Teorema 2. Sea X un espacio de Banach reflexivo real y sea I : X — R
un funcional débilmente secuencialmente semicontinuo inferiormente. Si I
es coercivo en X, es decir I(x) — oo cuando ||z|| — oo, entonces eziste un
xg € X tal que
I(xzp) = min I(x). (7)
zeX

Ademds, si I es diferenciable entonces DI(xg) = 0.

Demostracion. Consideremos una sucesion {z,}, C X tal que I(z,) —
inf x I cuando n — co. En virtud de la coercividad de I, la sucesion {xy, },, esta
acotada. Por la reflexividad de X existe una subsucesion {x,, }r y un 29 € X
tales que z,, — ¢ cuando k — o0o. Debido a la hipotesis de semicontinuidad
de I,

I(zo) <lim inf I(zp, )= igl{f[.

k—o0

Esto demuestra la primera afirmacion del teorema. A partir de la definicién
de diferenciabilidad se demuestra facilmente que DI(zg) = 0. O

En las siguiente seccién aplicaremos el Teorema 2 tomando X = H{ ()
e I = J, donde J esta definido por (5).

3 Demostracion del teorema 1

Recordamos que una soluciéon débil de (3) es una funcién u € H} (Q) que
satisface

/Vu.Vv—/f(x,u)v:O Yo € H (Q).
Q Q

Como f envia conjuntos acotados en conjuntos acotados, existe una constante
c1 > 0 tal que
|f(z,s)| <c1 V|s| <M VaeQ. (8)

De (2) y (8) se tiene que

[f(z,s)| < pls|+e1 VseRVz€Q (9)
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es decir, f satisface (4) con p = 2. Por lo tanto el funcional J definido por
(5) es tal que J € C! (Hj (Q2),R) y

(DJ(u H1 /VuVU—/f r,u)v Yo € Hy (). (10)

En particular u € H} () es solucién débil de (3) si y s6lo si u es un punto
My

cr1t1c0 de J. Usando (2), (8) y la descomposicion F(x,s) = [, f(x,t)dt +
Jar, f(z,)dt, se obtiene
1
F(x,s) < 5/182 +co VseER, VxeQ, (11)

donde ¢y es una constante positiva. Sea u € H} (Q). De (11) se sigue que

J(w) = 1/ ]Vu\Q—/F(a:,u)
> 5 (19 =g [ -0l

Por la caracterizacion variacional de A\ (vease Brézis 1], p.168-174) se tiene

que
1
/u2§/|VU|2.
Q A1 Ja

1 H 2
a0 2 5 (1= £ ) Iy -l

Como p < Ap se sigue que

Por lo tanto

J(u) — 400 cuando ||UHH3 — 400,

lo cual prueba que el funcional J es coercivo. Como f satisface (4), por el
Teorema 3 se concluye que existe ug € H& (©) que es un punto critico de J y
por lo tanto ugp es una solucién débil del problema (3). Como f es sublineal
y continua, por la teoria de regularidad para operadores elipticos (véase [6])
se sigue que las soluciones débiles son soluciones clasicas. Por lo tanto u, es
una solucion clésica de (3).1

Como un ejemplo de aplicaciéon del Teorema 1 demostramos la siguiente
proposicién.

Proposicion 3. Sea f : R — R wuna funcion diferenciable. Si existe k > 0
tal que

/)] <k<A VteR (12)
entonces el problema de Dirichlet
—Au= f(u) enQ,
{ u=20 en 082 (13)

tiene una unica solucion.
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Demostracion. Por el Teorema del valor medio, para todo s

[£(s) = FO)] < [f/(€)s] < Kls]

donde £ esta entre 0 y s. Por tanto para todo s

£ (s)| < K[s[ +£(0)]

que es la desigualdad (10) en el caso que estamos considerando. El resto de
la prueba se sigue de manera andloga a la demostracién del Teorema 1.

Demostremos ahora la unicidad. Sean u y v soluciones del problema (13).
Entonces, usando la formula de Green, se tiene

—’1)2: u—v u) — v)).
/Qrwu ) /Q< )(f(u) - F())

Utilizando el Teorema del valor medio y la hipotesis (12) se tiene que

/Q\V(u—v)\? gk/ﬂ(u—v)2.

Por la desigualdad de Poincaré se sigue entonces que

2 )
/Qrv<u—v>|2sh/9|v<u—v>| |

Como /\—kl <1, ||lu— UHH& = 0 de donde se concluye la unicidad. O

Observacion: Supongamos que f envia conjuntos acotados en conjuntos
acotados, satisface la condicion (4) y cumple

lim sup m

|s]—o0 S

<<

en lugar de (2). Razonando como en la demostracion del Teorema 1, también
se puede demostrar que bajo estas hipdtesis el problema (3) tiene al menos
una solucioén.
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