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Abstract

In this paper we discuss several open problems in classical knot theory and we develop techniques
that allow us to study them: Lagrangian tangles, skein modules and Burnside groups of links.
We start from the definition of the Fox p-colorings, and rational moves on links. We formulate
several elementary conjectures including the Nakanishi 4-move conjecture of 1979. In the second
part we define a simplectic structure on the colorings of the boundary of a tangle and interpret
a tangle as a Lagrangian in this structure. In the third part we discuss the skein modules, or as
I prefer to say more generally, algebraic topology based on knots. We discuss, in more detail,
skein modules related to the (deformations) of 3-moves and related to the Montesinos-Nakanishi
3-move problem. Finally, we show how to use Burnside groups of knots to disprove the 3-move
conjecture.

Keywords: knot theory, Fox p-coloring, Lagrangian tangles, Nakanishi conjecture
MSC(2000): 57TM25, 57TM27

Resumen

En este articulo se discuten varios problemas abiertos en teoria de nudos. Ademads se definen las
p-coloraciones de Fox y se discuten los movimientos racionales en entrelazados para introducir
la estructura simpléctica sobre la frontera de un entrelazado, de tal forma que los entrelazados
den lugar a lagrangianos en el espacio simpléctico. El objetivo final es abordar los médulos de
madeja, discutiendo la topologia algebraica basada en los nudos e introduciendo los mdédulos
de madeja relacionados con los 3-movimientos y la conjetura de Montesinos-Nakanishi. Se
introduciré al lector a todos estos temas haciendo un pequeno recorrido en el mundo de los
modulos de madeja.

Palabras y frases claves: Nudo, coloracién de Fox, n-movimiento, lagrangiano, médulo de
madeja, conjetura de Nakanishi

1 Introduccion

La teoria de nudos tiene més de 200 anos de antigiiedad: los primeros cientificos
que consideraron los nudos como objetos matematicos fueron A. Vandermonde
(1771) y C.F. Gauss (1794). No obstante el impresionante crecimiento de esta
teoria, existen preguntas fundamentales que pueden ser formuladas de manera
muy sencilla y de las cuales todavia no se tiene respuesta. En la primera seccién
del presente articulo se discutiran varios de estos problemas, describiendo con
detalle la conjetura de Montesinos y Nakanishi. Estos problemas conducen a
estructuras mateméticas sofisticadas (algunas de estas serdn aqui descritas).

En la segunda seccién se describiran las p-coloraciones de Fox y los movimien-
tos racionales en entrelazados; para culminar en la introduccién de la estructura
simpléctica sobre la frontera de un entrelazado, de tal forma que las entrelazados
dan lugar a lagrangianos en el espacio simpléctico.
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Finalmente, la tercera secciéon nos introducira a la historia de los médulos de
madeja. En esta ultima se abordaran los médulos de madeja, o como prefiero
decir de una manera mas general, se discutird sobre la topologia algebraica basada
en nudos. Se introduce con més detalle los médulos de madeja relacionados con
los 3-movimientos y la conjetura de Montesinos-Nakanishi, se daréd la definicién
general y se hara un pequeno recorrido en el mundo de los médulos de madeja.

2 Problemas abiertos en teoria de nudos que cualquiera puede inten-
tar resolver

2.1 n-movimientos y (m,n)-movimientos

Los enlaces son circulos encajados en R3, médulo deformaciones topoldgicas. Esto
es, dos enlaces son equivalentes si se puede obtener uno a partir del otro mediante
deformaciones en el espacio, sin permitir cortar y pegar. Los enlaces son repre-
sentados en el plano mediante sus respectivos diagramas planos que son clases de
isotopfa de la proyeccién del enlace sobre R2.

Primero debemos introducir el concepto de un n-movimiento sobre un enlace.
Note que ésta no es una deformacién topoldgica, asi que puede que cambie el tipo
de enlace con el que trabajaremos.

Definicion 1. Un n-movimiento sobre un enlace es un cambio local en el enlace
como se ilustra en la siguiente figura

n right handed half twists

Convencionalmente la parte del enlace que queda afuera de la vecindad en el
que efectuamos el movimiento queda intacta. El siguiente es un ejemplo de un
3-movimiento:

— — X

Definicion 2. Decimos que dos enlaces L1, Lo son equivalentes usando n-movi-
mientos si podemos obtener uno a partir del otro a través de una sucesion finita
de n—movimientos y sus inversos (a los que llamamos —nmovimientos).

Si trabajamos con los diagramas de enlaces, entonces las manipulaciones de los
enlaces en el espacio se pueden traducir al respectivo diagrama a través del uso
de movimientos de Reidemeister. Es decir, dos diagramas representan al mismo
enlace en el espacio si y sdlo si uno se puede obtener a partir del otro mediante
movimientos de Reidemeister:
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Asi también decimos que dos diagramas Dy y Dy son equivalentes usando n-
movimientos si uno se puede obtener a partir del otro mediante n-movimientos,
sus inversos y mediante movimientos de Reidemeister. Para ilustrar esto nétese

o NN . o
que el movimiento /\ /\K es una consecuencia de un 3-movimiento y un
movimiento de Reidemeister del tipo II (ver figura siguiente).

N move N\ /7 Reidenciser e

Conjetura 1 (Montesinos-Nakanishi). Cualquier enlace es equivalente a un en-
lace trivial (unidn disyunta de circunferencias), usando 3-movimientos.

En 1981 Yasutaka Nakanishi presenté esta conjetura. Anteriormente José
Montesinos habia analizado los 3-movimientos y su relacién con las cubiertas
ramificadas diedrales de 3-variedades, también habia formulado una pregunta
relacionada con esta conjetura aunque diferente.

Ejemplo 1. Los nudos trébol (derecho e izquierdo) son equivalentes usando 3-
movimientos al enlace trivial de dos componentes:

>

El nudo de figura ocho es equivalente usando 3-movimientos al nudo trivial:

K -3-move < isotopy
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Posteriormente, en esta seccién, mostraremos que enlaces triviales con dis-
tinto nimero de componentes no son equivalentes usando 3-movimientos. Para
llegar a esta conclusién necesitaremos un invariante de enlaces indiferente a los
3-movimientos y que distinga distintos enlaces triviales; tal invariante se deno-
mina la 3-coloracién de Fox. En esta seccion hablaremos de este invariante de
una manera muy simple y en la segunda seccién hablaremos de su generalizacion,
la m-coloracion de Fox y de las coloraciones de Alexander-Burau-Fox. A con-
tinuacion presentaremos algunas otras conjeturas relacionadas con la conjetura
Montesinos-Nakanishi.

Conjetura 2. Cualquier 2-entrelazado es equivalente usando 3-movimientos a
uno de los cuatro 2-entrelazados de la figura siguiente. En estos permitimos
componentes triviales adicionales.

AN " N/
__\: I/\I | |

S . S o S o

La conjetura de Montesinos-Nakanishi es una consecuencia de la conjetura 2.
Ma3s generalmente, si la conjetura 2 se cumple para alguna clase de 2-entrelazados,
entonces la conjetura 1 se sigue para enlaces obtenidos mediante la cerradura de
cualquier entrelazado de esa clase, sin introducir ningiin cruce nuevo. Los entre-
lazados mas interesantes y sencillos para los que se cumple la conjetura 2 son los
entrelazados algebraicos en el sentido de Conway (en adelante los llamaremos en-
trelazados 2-algebraicos y presentaremos su generalizacién en la préxima seccion).
La Conjetura 2 se cumple para entrelazados 2-algebraicos por induccion, dejare-
mos esto como ejercicio de entrenamiento para el lector. La definicién formal es
la siguiente (compérese [10],[4]):

Definicion 3. Los entrelazados 2-algebraicos son la familia mds pequena de 2-
entrelazados que satisface:

o Cualquier 2-entrelazado con a lo mds un cruce es 2-algebraico.

e Si Ay B son entrelazados 2-algebraicos entonces r'(A)*r’ (B) es 2-algebraico;
donde r denota la rotacién de 90° a lo largo del eje z y * denota la com-
posicion (concatenacion horizontal) de entrelazados. Por ejemplo

SEN
XVae

Un enlace es 2-algebraico si se obtiene de un entrelazado 2-algebraico al unir los
extremos sin introducir nuevos cruces.

(D00 = (30K =
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Mis estudiantes Qi Chen y Tatsuya Tsukamoto demostraron la conjetura de
Montesinos-Nakanishi para varias familias especiales de enlaces [9], [45], [42]. En
particular Chen demostro que la conjetura es cierta para todos los enlaces de cinco
trenzas, posiblemente excepto para una familia representada por el cuadrado del
centro del grupo de 5-trenzas A* = (01020304)'°. También encontré un enlace
que es la cerradura de una 5-trenza, con 20 cruces, equivalente por 3-movimientos
a A%, Hasta ahora es el contraejemplo a la conjetura Montesinos-Nakanishi més
pequeno que se conoce. Ver figura siguiente

A

AN
4
e

Anteriormente en 1994, Nakanishi sugirié el doble paralelo de los anillos bor-
romeanos (tiene 24 cruces) como un contraejemplo posible (ver figura 1).

Figura 1:

Conjetura 3 (Nakanishi, 1979). Cualquier nudo es equivalente al nudo trivial,
usando 4-movimientos.

Ejemplo 2. Las reducciones de los nudos trébol y de figura ocho al nudo trivial
se ilustra en la figura que viene a continuacion
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Se sabe que no es cierto que cualquier enlace es equivalente usando 5-movimi-
entos a enlaces triviales; uno puede demostrar por medio del polinomio de Jones
que el nudo de figura 1 no es equivalente usando 5-movimientos a ningin enlace
trivial. Sin embargo, podemos presentar un nuevo movimiento mas sutil llamado

X — 4

\
(2, 2)-movimiento ’ R , de tal forma que un 5-movimiento es la combinacién
de un (2, 2)-movimiento y de la reflexién de este, a la cual llamaremos un (—2, —2)-

N Y
movimiento /Q, esto se ilustra en la figura siguiente (compérece [18], [31]).

isotopy
v

‘ isotopy
_

—_— T

Figura 2:

Conjetura 4 (Harikae, Nakanishi, 1992). Cualquier enlace es equivalente a un
enlace trivial, usando (2,2)-movimiento .

Como en el caso de los 3-movimientos, se puede demostrar usando induccién
que la conjetura se cumple para enlaces 2-algebraicos (algebraicos en el sentido
de Conway). También se sabe que la conjetura se cumple para todos los enlaces
con hasta 8 cruces. La clave del argumento en esta demostracién es notar (véase
Conway [10]) que cualquier enlace con hasta 8 cruces ( distinto a 813 ver la nota
1 al pie de pdgina) es 2-algebraico. La reduccién del nudo 815 al nudo trivial con
dos componentes se debe a mis estudiantes Jarek Buczynski y Mike Veve. Ver
figura siguiente

|

El nudo més pequenio que no se ha reducido todavia es el nudo 949 (préxima
figura). jTal vez el lector lo pueda reducir!
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Para establecer otra pregunta abierta (de la cual no estoy convencido que la
respuesta sea positiva, por lo tanto no la llamaré una conjetura), definamos un
(p, ¢)-movimiento (o un movimiento del tipo (p,q)) como una modificacién local
de un enlace como el mostrado en la figura 3. Decimos que dos enlaces L1, Lo son
(p, q)-equivalentes si uno puede pasar de uno al otro mediante un nimero finito
de movimientos de los tipos (p,q), (¢,p), (—p, —q) v (—¢, —p).

\

/\//\/X — 2 q half twists

(p,q)-move \
p half twists K

Figura 3:

Problema 1 ([26];Problem 1.59(7), 1995). sEs cierto que cualquier enlace es
equivalente usando (2,3)-movimientos a un enlace trivial?

Ejemplo 3. La reduccion de los nudo trébol y de figura ocho se muestran en la
figura 4. La reduccion de los anillos Borromeanos se muestra en la figura 5.

SR == =0

¢
5
Figura 4:

En general, se puede usar un argumento inductivo muy sencillo para de-
mostrar que los enlaces 2-algebraicos son equivalentes usando (2, 3)-movimientos
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ey = oS

isotopy _—

"
_—

23)
2.3)
(-2,-3)
(-2,-3)
e moves \/\\/\_/-\\/\

isotopy
2T

—

Figura 5:

a enlaces triviales. En la figura 6 se muestra por qué los anillos borromeanos son
2-algebraicos.

Si se reemplazan los discos negros con los cruces adecuados se puede demostrar
que todos los enlaces con hasta ocho cruces, excepto 8;g, son 2-algebraicos. Asi,
similarmente al caso de la equivalencia por (2,2)-movimientos, el inico enlace
con hasta 8 cruces que todavia tiene que verificarse es el nudo 8;3. Nadie ha
intentado seriamente probar esto, tal vez el lector lo quiera intentar.

feh = @

isotopy

If@ are 2-algebraic tangles
then the diagram is 2-algebraic

Figura 6:

Para demostrar que el nudo 8;3 no es 2-algebraico uno debe considerar la
cubierta ramificada de dos hojas de S? con dicho nudo como conjunto de rami-
ficacioén, Méiz Montesinos demostré que los nudos algebraicos tienen como cu-
biertas a las variedades de graficas de Waldhausen [28]. Bonahon y Siebenmann

demostraron ([4], Chapter 5) que Méiz es una 3-variedad hiperbdlica, asi que no
puede ser una grafica.
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2.2 Coloraciones de Fox

El invariante llamado 3-coloracién que utilizaremos para mostrar que distintos
enlaces triviales no son equivalentes usando 3-movimientos fue introducido por
R.H. Fox!' aproximadamente en 1956, mientras ensefiaba teorfa de nudos a los
estudiantes de pregrado en Haverford College (“mientras intentaba hacer que el
tema fuese mas accesible para todos” [12]). Es un método agradable de codi-
ficar representaciones del grupo fundamental del complemento de un enlace en
términos del grupo de simetrias de un tridngulo equilatero, pero su representacion
no es necesaria para la definicién ni para la mayor parte de las aplicaciones de
las 3-coloraciones. (ver [11], [12], [16], [17]).

Definicién 4. [3-coloracion de Fox para el diagrama de un enlace] Consideremos
la coloracion del diagrama de un enlace utilizando los colores rojo (r), verde (v)
y azul (a), de tal manera que cada arco del diagrama es coloreado con un color de
modo que en cada cruce uno encuentre solo arcos con un solo color o arcos con
los tres colores. Dicha coloracion se llama una 3-coloracion de Fox. Si todo el
diagrama tiene el mismo color decimos que es una coloracion trivial. Definimos
tri(D) como el nimero de diferentes 3-coloraciones de Fox para D.

Ejemplo 4. tm’(@) = 3 puesto que el diagrama de un nudo trivial solo tiene
coloraciones triviales.

tri(oo) = 9 y, mas generalmente, para el diagrama de un enlace con n com-
ponentes, U, se tiene tri(U,) = 3".

Para un diagrama estdndar de un nudo trébol tenemos tres coloraciones tri-
viales y 6 coloraciones no triviales, una de ellas se ilustra en la figura que sigue

(las demds se obtienen permutando los colores). Como consecuencia tri( & )

=3+6=09 C@

Note que los diferentes colores en la figura anterior se representan aqui medi-
ante lineas con grosores diferentes.

Las 3-coloraciones se definieron para diagramas de enlaces, pero ademas son
un invariante de enlaces. La prueba consiste en mostrar que ¢ri(D) es inmutable
a los movimientos de Reidemeister.

La invarianza bajo los movimientos R; y Ro se muestra en la figura siguiente:

'Ralph Hartzler Fox naci6 el 24 de marzo de 1913 en Morrisville, Pa. El asistié a la uni-
versidad Swarthmore dos anos mientras estudiaba piano en el Conservatorio de Misica Leefson
de Filadelfia. Obtuvo su maestria en Johns Hopkins University y el doctorado en Princeton
University en 1939 bajo la supervisién de Solomon Lefschetz. Fox se casé mientras todavia era
un estudiante con Cynthia Atkinson. Tuvieron un hijo, Robin. El ano posterior a su graduacién
del doctorado lo pasé en el Instituto para Estudios Avanzados de Princeton. Fue profesor en las
universidades de Illinois y Syracuse antes de regresar a formar parte del profesorado de Prince-
ton en 1945, en el cual permanecié hasta su muerte el 23 de diciembre de 1973 en el Hospital
Graduado de University of Pennsylvania, mientras le practicaban una cirugia a corazén abierto.
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SIS D

La invarianza bajo los movimientos R3 se ilustra a continuacién:

)y
KX

La siguiente propiedad de las 3-coloraciones de Fox es la clave para demostrar
que diferentes enlaces triviales no son equivalentes usando 3-movimientos.

Lema 1 ([29]). tri(D) es invariante mediante un 3-movimiento.

La demostracién del lema se ilustra con el siguiente grafico:

T XN T XXX

3-move 3-move
D D

(@) (®)

Este lema también explica el hecho de que el nudo trébol sélo tiene 3-colora-
ciones de Fox triviales: éste es equivalente usando 3-movimientos al nudo trivial
con dos componentes (Ejemplo 4).

En la siguiente seccién ubicaremos la teoria de las coloraciones de Fox en
un contexto mas general (y sofisticado), y la aplicaremos al anédlisis de los 3-
movimientos (asi como de los movimientos de los tipos (2,2) y (2,3)) para n-
entrelazados. La interpretacion de las coloraciones de entrelazados como la-
grangianos en espacios simplécticos sera nuestra principal (y nueva) herramienta.
Posteriormente discutiré otro motivo para estudiar los 3-movimientos: Estudiar
los médulos de madeja basados en 3-movimientos.

3 Aproximacion lagrangiana de las p-coloraciones de Fox de entre-
lazados.

En esta seccién introducimos una estructura simpléctica sobre la frontera de un
entrelazado de tal manera que el entrelazado produzca lagrangianos en el espacio
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de las coloraciones de Fox. Estos lagrangianos pueden utilizar para analizar
movimientos en entrelazados si consideramos el espacio de sus coloraciones y
ademas la coloraciéon en los puntos de la frontera del entrelazado; de esto se
hablard en detalle en esta seccién posteriormente. Primero definiremos las k-
coloraciones de Fox.

Definicién 5. (i) Decimos que el diagrama de un enlace (o entrelazado) tiene
una k-coloracion st cada uno de los segmentos del diagrama se puede col-
orear (etiquetar) con uno de los nimeros 0,1, ...,k — 1 (formando un grupo
Zy) de tal manera que, en cada uno de los cruces, la suma de los colores
de los arcos correspondientes al segmento del nudo que pasa por abajo es
dos wveces el color del segmento que pasa por arriba, mddulo k; ver la figura
stguiente:

a / ¢ = 2a-b mod(k)

/b

(ii) El conjunto de las k-coloraciones de un diagrama forma un grupo abeliano,
denotado Coli(D). La cardinalidad del grupo se denotard coly(D). Para un
entrelazado de n hilos T, cada k-coloracion de T induce una coloracion de
los puntos en la frontera de T', asi tenemos el homomorfismo 1 : Coly(T) —
zzn.

Es un ejercicio agradable mostrar que C'ol (D) es inmutable a los movimientos
de Reidemeister y también de los k-movimientos como lo sugiere el grafico que
sigue

. \za‘i /33_'% — (tha- Kb=amod(
b—" /\ x ka - (k-1)b = b mod(k)
a 2a-b

Enfoquemonos ahora en el hecho de que un k-movimiento preserva el espacio
de las k coloraciones de Fox y a las conjeturas descritas relacionadas con la
trivializaciéon de enlaces. Hemos discutido la conjetura de los 3-movimientos y
la de los 4-movimientos para nudos (esta tltima no se cumple para enlaces). 2
Como ya se ha establecido, no se puede simplificar cualquier enlace utilizando
5-movimientos, pero un 5-movimiento es una combinacién de (2,2) movimientos
y estos movimientos pueden ser suficientes para reducir cualquier enlace. De
manera similar, no cualquier enlace se puede reducir via 7-movimientos, pero

2Kawauchi sugirié que para enlaces uno deberfa conjeturar que cualesquiera dos enlaces
homotdépicos son equivalentes usando 4-movimientos.
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un 7-movimiento es la combinacién de (2,3)-movimientos ® lo cual podria ser
suficiente para la reduccion.

Consideremos ahora el caso de un p-movimiento, donde p es un nimero
primo. Sugerimos considerar movimientos racionales, esto es, la sustitucion de
un %—entrelazado racional de Conway en lugar del entrelazado identidad?. Para
nosotros es importante notar que Col,(D) es preservado por los %—movimientos.
La figura 7 ilustra el hecho de que Coli3(D) es inalterable ante %-movimientos.

a \/ a a ™ Nd/ 13b-12a
13/5 - move
i 2b-a
8b-7a
c /\ c Sb-4a 18b-17a
Figura 7:

., .. . 1
También notemos que los (m,¢)-movimientos son equivalentes a los matl

movimientos(figura 8) asi que el espacio de las (mgq + 1)-coloraciones de Fox
también es invariante.

m left handed half-twists m right handed half-twists
\

\

\
(mg+1)/q -move (m,q)-move \

\

,/"/\/\ \

Q -

/\ o s i e LTSN
\\\////\ '/\X - K/\ / : q’nght handed half-twists

N
N

O

—

Figura 8:

3Para ser més precisos: un 7-movimiento es una combinacién de los movimientos (—3, —2) y
(2, 3); ver figura 2.

4Este movimiento fue considerado por primera vez por J. M. Montesinos; véase Y. Uchida
[48].
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a
X 4/\/\//\/& Xy X, 4&\//\/& X,

nis even nis odd

Figura 9:

Los 2-entrelazados mostrados en la figura 9 se denotaran conforme a la con-
vencién de Conway T'(ay, ag, ..., a,). Un entrelazado racional es un %—entrelazado
1
O
son isotépicos en su entorno (con la frontera fija) si y sélo si sus pendientes son
iguales (véase [25]).

Para una coloracién de Fox de un Z-entrelazado racional con colores en las

orillas x1, x2, x3, x4 (figura 9), se tiene x4 — x1 = p(x — 1), T2 — 1 = q(x — 1)

y x3 = x9 + x4 — x1. Para una coloracién no trivial (z1 # ) se tiene ﬁ = g.

si £ =a,+ > Conway demostré que dos entrelazados racionales

q

Conjetura 5. Sea p un nimero primo fijo, entonces

(i) Cualquier enlace se puede reducir a un enlace trivial mediante %—mom’mientos
(donde q es cualquier entero).

(ii) Ezxiste una funcion f(n,p) tal que cualquier entrelazado de n hilos se puede
reducir a uno de los f(n,p) modelos basicos de los entrelazados de n hilos
(permitiendo componentes triviales adicionales) mediante %—movz’mientos.

P

Primero observemos que es suficiente considerar a—movimientos en los que

lg| < &, puesto que a partir de estos se pueden crear otros g-movimientos.

p  _ 1 p _ 1 p
A saber, tenemos o = 1+ S Y i = -1+ T Por lo que los i

-movimientos. Ademas sabemos que cuando p es

movimientos generan a los — ;D =
P

impar el {-movimiento es una combinacién de % y %-movimientos (ver figura
2). Entonces, de hecho, las conjeturas de los 3-movimientos, (2,2)-movimientos
y (2, 3)-movimientos son casos particulares de la conjetura 5. Para el caso de
p = 11 se tiene que % :5+%, % :4—%, 1 _ LU :2—1-%. Asi tenemos

4 27 D5
la siguiente conjetura.

5El cociente 2 se conoce como la pendiente del entrelazado y puede asociarse facilmente con
la pendiente del disco meridiano del toro sélido que es la cubierta doble del entrelazado racional.
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Conjetura 6. Cualquier enlace se puede reducir a un enlace trivial (con el mismo
espacio de 11-coloraciones) usando movimientos del tipo (2,5) y (4,—3), sus in-
versos y sus reflexiones.

Pero, ;qué podemos decir del nimero f(n,p)? sabemos que, puesto que los
%—movimientos preservan las p-coloraciones, entonces f(n,p) estd acotado inferi-
ormente por el niimero de subespacios de las p-coloraciones de los 2n puntos en las
orillas de la entrelazado de n hilos, inducidas por cada una de las p-coloraciones
de Fox en el correspondiente diagrama. (esto es, por el nimero de subespacios
P(Coly(T)) en Zg”). En [31] se observa que para los entrelazados de 2 hilos este
numero es p+ 1 (incluso para este caso particular los argumentos fueron compli-
cados). Para p =3 y n =4 el nimero de subespacios que se encontraron a partir
del trabajo del estudiante Tatsuya Tsukamoto fue 40, ver [42]. Posteriormente,
en un trabajo conjunto entre Mietek Dabkowski y Tsukamoto calcularon 1120
subespacios 1(Col3(T")) en entrelazados de 4 hilos. Hasta alli llegaba nuestro
conocimiento en la primavera del 2000. El 2 y 3 de mayo escuchamos las con-
ferencias impartidas por J.Dymara y T.Januszkiewicz en los edificios de Tits, en
el Centro de Banach en Varsovia, y nos dimos cuenta de que aquel tema podria
estar relacionado con nuestro trabajo, le preguntamos a Tadek Januszkiewicz si él
encontraba alguna relacién y le hablamos de los niimeros hasta entonces calcula-
dos: 4, 40, 1120 para p = 3. Inmediatamente nos contesté que era muy probable
que estuviesemos contando el nimero de lagrangianos en el espacio simpléctico
7272 y que la férmula para contarlos era [[7=]' (p’ + 1). Fue fécil construir una
forma simpléctica siguiendo el procedimiento de Janek Dymara. A continuacién
describiremos la construccién de ésta y terminaremos la discusién de los tipos de
entrelazados para los cuales se ha demostrado que f(n,p) = H?;ll (p* +1).

Consideremos 2n puntos en un circulo (o un cuadrado) y un campo Z, para
las p-coloraciones de un punto. Las coloraciones de los 2n puntos crean un espacio
lineal Z%”. Considere la base e, ..., e,

Clq b

€
€59 p 2

n

>
en‘ » elﬁ‘l

donde e¢; = (0,...,1,...,0) y el 1 se encuentra en el i-ésimo lugar. Sea Zzn_l C
22" el espacio de vectores ) aze; que satisfacen Y (—1)a; = 0 (llamada condicién
alternante). Considere la base f1,..., fon,—1 de Zzn_l donde fi, = e + egy1. Por
iltimo, considere la forma simétrica de entrelazados ¢ sobre ZZ”fl de nulidad 1
dada por la matriz
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esto es,
0 si|j—i#1
S(fif)=3 1 s j=i+l
-1 si j=i-1.

Note que el vector e1+ea+. . .+e2, (= fi+fat+...+fon—1 = fot+fat.. .+ fon)es
¢-ortogonal a cualquier otro vector. Si consideramos Zznﬂ = Zg"il /Zy, donde el
subespacio Zj, estd generado por e1+. ..+ ea,, esto es, Z, consiste de coloraciones
monocrométicas (i.e. triviales), entonces ¢ nos lleva a la forma simpléctica qg en
ZI%”*Q. Ahora podemos analizar subespacios isotrépicos W de (ZI%"*Z, <Z>), esto es,
subespacios en los que & es 0 (W C ZZ“‘Q, d(w1,we) = 0 para wy, wy € W). Los
subespacios maximales isotrépicos de ZZ%”_Q con dimensién (n — 1) son llamados
subespacios lagrangianos (o subespacios maximales completamente degenerados)
y el ntimero de estos es [[1}'(p" + 1).

Para v : Col, T — ZZ", la condicién local para las coloraciones de Fox (Fig.
3.1) garantiza que para cualquier entrelazado, T', ¥(Col,T") C Zgn_l. También
garantiza que el espacio de las coloraciones triviales, Z,, siempre estd contenido
en Col,T. Entonces 9 induce e Col,)T/Zy, — Zg”_2 = Z%”_I/Zp.

Nos encontramos ahora con la pregunta fundamental: ;Qué subespacios de
ZIZ,"_2 son producidos por entrelazados con n hilos? Responderemos a esta pre-
gunta a continuacion.

Teorema 1. ﬁ(ColpT/Zp) es un subespacio lagrangiano de ZIQ,”_2 para la forma

simpléctica qZ;

La pregunta natural podria ser, dado cualquier subespacio lagrangiano jex-
istird un entrelazado que lo produzca? La respuesta es negativa para p = 2 y
positiva para p > 2 [13]. Lo que anteriormente parecia muy dificil de contestar,
incluso para entrelazados de dos hilos, ahora es un corolario:

Corolario 1. Para cualquier p-coloracion de un entrelazado que satisface la
propiedad alternante (i.e. que es un elemento de Z%"_l) existe un entrelazado
de n hilos y una p-coloracion que producen la coloracion dada en las orillas. En
otras palabras: Zi"‘l =Up¥r(Col,(T)). Ademds, el espacio 1 (Coly(T)) es de
dimension n.

Podemos decir que entendemos el valor de la funcién f(n,p) de nuestra
conjetura, pero jcuando podremos demostrar la conjetura 5 para f(n,p) =
H;:ll (p* +1)? De hecho, sabemos que para p = 2 no todo lagrangiano se puede
producir y, de hecho, f(n,2) = 1—[?:—11 (2¢ + 1). Para entrelazados racionales de
2 hilos la conjectura 5 se sigue casi directamente de la definicion. Del mismo
modo, la generalizacién a los 2-entrelazados algebraicos (entrelazados algebraicos
en el sentido de Conway) tampoco es muy dificil. Para poder usar induccién
para entrelazados con n hilos, n > 2, generalizaremos el concepto de entrelazado
algebraico:
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Definicién 6. (i) Los entrelazados algebraicos de n hilos, o n-entrelazados al-
gebraicos, son la familia mds pequenia de entrelazados de n hilos que satis-
face: (0) Cualquier entrelazado de n hilos con a lo mds un cruce es alge-
braico. (1) Si A y B son n-entrelazados algebraicos, entonces r'(A) 17 (B)

27

es un n-entrelazado algebraico; donde r denota la rotacion con dngulo 5

del entrelazado, y * denota la composicion de entrelazados.

(ii) Si en la condicion (1), B se restringe a entrelazados con no mds de k cruces,
obtenemos la familia de (n, k)-entrelazados algebraicos.

(11i) Si un entrelazado de m hilos, T, se obtiene a partir de un (n, k)-entrelazado
algebraico (respectivamente de un entrelazado algebraico de n hilos) a través
de cerrar parcialmente las (2n — 2m orillas de éste, sin introducir ningin
nuevo cruce, entonces a T se le llama un entrelazado de m hilos (n,k)-
algebraico (respectivamente algebraico de n hilos). Si m = 0 tenemos un
enlace (n, k)-algebraico (respectivamente n-algebraico).

La conjectura 5, se ha demostrado cuando p = 3 para entrelazados 3-alge-
braicos, ver [42], f(3,3) = 40, y para los entrelazados (4, 5)-algebraicos ver [45],
f(4,3) = 1120. En particular, la conjetura de Montesinos-Nakanishi se cumple
para enlaces 3-algebraicos y para enlaces (4, 5)-algebraicos. Los 40 entrelazados
de 3 hilos bésicos se muestran en la figura 10.

Invertible (braid type) basic tangles

e e I N B s B DN IEANY: B N

o oyl 0, o;! 06162 065! olo,

4 B Y BRY P P9 MY RS
6i'cy 0201 00l Gloi 6ol cima 616G cido
PG PRY P K9 B B RSd P2
06,83 66,6663 659 683 6,66 6,00 6300

Noninvertible basic tangles

29 bgd Pd BY Bd Bd RY B9
O

Ui U UU GU oU, o', oUp 65l
4 R | PRd pRd PR A
"d BE R BP9 B9 B9 DA DS

-1 -1 1A g -l
U,0, Ug U, Ujoy, oUxo; oiUxor 6, Uy, &1(561

Figura 10:

Los entrelazados de 4 hilos més simples que no se pueden distinguir mediante
las 3-coloraciones y para los cuales la equivalencia por 3-movimientos no estd
establecida todavia se muestran en la figura 11. Respecto a los (2, 2) movimientos,



Topologia algebraica basada en nudos 17

la equivalencia de los entrelazados de 2 hilos de la figura 12 es todavia un problema
abierto.

3-move

equivalent?

Figura 11:

>
Y\¥@

equivalent?

/

Figura 12:

Finalmente, mencionaremos dos de las generalizaciones de las k-coloraciones
de Fox.

Para la primera generalizacion consideremos cualquier anillo conmutativo R
con la identidad en lugar de Z;. Construimos ColgT igual que antes, utilizando
la relacién ¢ = 2a — b (en R) como se ilustra en la figura de la definicién 5. De
manera similar se definen la forma simétrica de madejas ¢ en R?=1 la forma
simpléctica qb en R?"2 y los homomorfismos 1 y ¢ El teorema 1 se generahza
de la siguiente manera ([13]):

Teorema 2. Sea R un dominio de ideales principales, entonces {)(ColgT/R)
es un submddulo de lagrangianos virtuales de R*™"~2 para la forma simpléctica
¢. Esto es, Y(ColgT/R) es un submddulo de indice finito de un lagrangiano en
R2n—2'

La segunda generalizaciéon nos lleva al estudio de los “racks” y los “quan-
dles” [24], [15], pero nos restringiremos al caso abeliano, el de las coloraciones de
Alexander-Burau-Fox (ABF)®. Una coloracién de ABF utiliza colores tomados
de un anillo, R, que tiene un elemento invertible ¢ (e.g. R = Z[t*!]). La relacién
de la figura en la definicién 5 se cambia por la relacién ¢ = (1 —t)a + tb in R en
cada uno de los cruces del diagrama de un enlace orientado:

SEste enfoque ya se vislumbraba en la carta de J. W. Alexander a O. Veblen, en 1919 [1].
Alexander fue probablemente influenciado por la tesis de P. Heegaard, 1898, de la cual revisé su
traduccién al frances [19]. Burau estuvo considerando una representacién de las trenzas, aunque
localmente la relaciéon que establecié era la misma que la de Fox. De acuerdo con J. Birman,
Burau supo de esta representacién através de Reidemeister o Artin [14], p.330.
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a / c=(1-t)a+tb
(1-t Ha+t1 c:b/

Figura 13:

El espacio R*"2 tiene una estructura natural hermitica [44], pero también
se puede encontrar una estructura simpléctica y se puede demostrar el teorema
2 dentro de este contexto[13].

4 Introduccién histdrica de los médulos de madeja

En esta tdltima seccién se discutira la topologia algebraica basada en nudos.
Aunque la idea fue también concebida por otras personas (principalmente por
Vladimir Turaev), y ya la habia vislumbrado en la década anterior John H.Conway
(denotada entonces como “linear skein”), nosotros la consideramos como un
pequeno hijo. Los médulos de madeja tienen su origen en la observacién hecha
por Alexander [2], de que sus polinomios (polinomios de Alexander) basados en
los cruces, Ly, L_y Lo en R? estan relacionados linealmente (figura 14).

En nuestro caso, el inicio fué en Norman, Oklahoma en abril de 1987, cuando
nos dimos cuenta de que la versién de multivariables del polinomio Jones-Conway
(lamado Homflypt) que Hoste y Kidwell analizaron es, en realidad, un médulo de
enlaces en un toro sélido (més generalmente, en la suma conexa de toros sélidos).

Un médulo de madeja es un objeto algebraico asociado a una variedad, que
usualmente se construye como una combinacién lineal formal de subvariedades
encajadas (o inmersas en ésta), salvo relaciones definidas localmente. En un
contexto mas restringido, un médulo de madeja es un moédulo asociado a una
3-variedad considerando combinaciones lineales de enlaces en la variedad, salvo
relaciones (de madeja) elegidas adecuadamente. Estos son los objetos principales
de la topologia algebraica basada en nudos. Cuando elegimos las relaciones, se
quiere obtener respuesta satisfactoria as las siguientes preguntas.

(i) ;Obtendremos un médulo accesible (computable)?

(ii) ¢Qué tan precisos son nuestros médulos para distinguir 3-variedades y en-
laces dentro de estas?

(iii) ¢{Reflejara el médulo la topologia/geometria de la 3-variedad (e.g. superfi-
cies en una variedad, descomposicién geométrica de la variedad)?.

(iv) jAdmitird el médulo alguna estructura adicional, (e.g. filtraciones, gra-
duaciones, multiplicacién, estructura de dlgebra de Hopf)? ;Dard lugar a
una teoria topolégica cudntica de campos (TQFT) al hacer un cociente de
dimension finita?
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Uno de los médulos de madeja mas sencillos es la g-modificacién del primer grupo
de homologia de una 3-variedad M, denotado por Sz2(M;q). Estd basado en la
relacién de madeja (entre enlaces con collar no orientados de M): L = qLy;
también satisface la relacién debida al collar: L) — gL, donde L(Y) denota un
enlace obtenido a partir de L al torcer el collar de L una vuelta en sentido positivo.
Este médulo de madeja definido tan sencillamente ya “distingue” superficies no
separantes en M. Estas superficies son responsables de la parte de torsiéon de
nuestro médulo de madeja [38]. Se encuentra también un patrén mas general:
la mayoria de los mdédulos de madeja detectan ciertas superficies en la variedad.

Los médulos de madeja mas estudiados utilizan relaciones de madeja que tra-
bajan bien dentro de la teoria cldsica de nudos (relaciones que definen invariantes
de polinomios para enlaces en R3).

(1) El Médulo de Madeja del Corchete de Kauffman, (MMCK). Este médulo
estd definido por la relacién de madeja, Ly = AL_ + A~'L.,, denotado
S9.00(M), y es el mejor entendido dentro de los médulos de madeja del tipo
de Jones. Este se puede interpretar como una cuantizacion del anillo de
caricteres de las representaciones en SL(2,C) del grupo fundamental de
M, 6], [7], [41]. Para M = F x [0,1], el MMCK es un &dlgebra (general-
mente no conmutativa); si F' es compacta, estd finitamente generada [5] y
no tiene divisores del cero [41]. El centro del élgebra estd generado por los
componentes de la frontera de F' [8], [41]. Los toros incompresibles y las 2-
esferas en M producen torsiéon en el MMCK. Es fundamental averiguar qué
otro tipo de superficies también producen torsién (si es que éstas existen).

(2) Los médulos de madeja basados en la relacién Jones-Conway (o relacién de
Homflypt). Este médulo estéd definido por la relacién de majeda v~ 1L, —
vL_ = zLg, donde Ly, L_,Lg son enlaces con orientacién, ver Fig.4.1.
Estos médulos de madeja se denotan S3(M) y generalizan a los médulos
de madeja basados en la relacion sugerida por Conway. Para M = F X
[0,1], S3(M) es un algebra de Hopf (generalmente no es conmutativa ni
co-conmutativa), [47], [34]. S3(F x [0,1]) es un mddulo libre y puede
interpretarse como una cuantizacién [20], [46], [33], [47]. S3(M) se relaciona
con el conjunto algebraico de las representaciones en SL(n,C) del grupo
fundamental de la variedad M, [43].

Y \/’ N
/ N at

L, L_ L,

Figura 14:

(3) Los mdédulos de madeja basados en la relacién del polinomio de Kauffman
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Ly +L_ 1 =a(Lo+ L) (ver fig.4.2) y en la relacién de collar L) — aL.
Se denotan por S3 o y se sabe que son libres para M = F x [0, 1].

(4) Mdédulos de madeja de homotopias. En estos médulos de madeja Ly = L_
para los cruces dentro de la misma componente. El ejemplo més estudiado
es el de los médulos de madeja de la g-homotopia con la relacién ¢ 'L, —
gL_ = zLg para cruces entre diferentes componentes. Para M = F x [0, 1]
los médulos son cuantizaciones, [21], [47], [39], ademds Kaiser observé que
se pueden entender casi completamente utilizando la técnica de los toros
singulares de Lin.

(5) Los médulos de madeja basados en la filtraciéon de Vassiliev-Gusarov. Si
anadimos los nudos singulares, denotados por K, a la familia de los nudos,
y resolvemos un cruce singular mediante la relacién K. = K, — K_, esto
nos permite definir la filtracién de Vassiliev-Gusarov: ... C C3 C Cy C Cq C
Co = RK, donde C}, esta generado por nudos con k puntos singulares. El
k-ésimo médulo de madeja de Vassiliev-Gusarov se define como el cociente:
Wi(M) = RK/Cjy1. La completacién del espacio de nudos con respecto
a la filtracién de Vassiliev-Gusarov, RK, es un dlgebra de Hopf (para M =
S3). Los duales de las funciones de los médulos de madeja de Vassiliev-
Gusarov se llaman invariantes de tipo finito o invariantes de Vassiliev de
nudos; [35].

(6) Modulos de madeja definidos por relaciones que modifican los n-movimientos.
Se denotan por S, (M), donde S,(M) = RL/(boLo + b1L1 + baLo + ... +
bp—1Ln,—1). Para el caso de enlaces no orientados podemos agregar a la
relacién el término b, Lo, para obtener S, o (M), y también posiblemente
una relacién de enlaces con collar. El caso n = 4, sobre el cual estamos
trabajando, serd descrito con mayor detalle a continuacién.

Los ejemplos (1)-(5) nos dan una descripcién breve de los médulos de madeja
estudiados ampliamente hasta este momento. Ahora presentaré otros dos ejem-
plos que sélo recientemente se han considerado con mayor detalle. El primer
ejemplo estd basado en una modificacién del 3-movimiento y el segundo en la
modificacién del (2,2)-movimiento. El primero lo han trabajado Tsukamoto y
Veve. Denotaremos al médulo de madeja descrito en este ejemplo por Sy o porque
la relacién incluye a 4 madejas en posicién horizontal y los segmentos paralelos
verticales (L)

Definicién 7. Sea M una 3-variedad orientada, sea Ly, el conjunto de enlaces
con collar no orientados en M (incluyendo el enlace vacio, §) y R un anillo
conmutativo con identidad. Definimos el mddulo de madeja del tipo (4,00) de la
siguiente manera: Syoo(M;R) = RLp /11400y, donde Iy es el submddulo de
RL;, generado por la relacion de madeja: boLo+b1 Ly +ba Lo +b3L3+bsLoo = 0
y la relacidn de enlaces con collar: LY = aL donde a,by,bs son elementos
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L

3 2 o

SO0 DOT O = ¢
Figura 15:

invertibles en R y b1,b2,bs son elementos arbitrarios fijos de R (ver la figura
15).

La generalizacién de la conjetura de Montesinos-Nakanishi dice que Sy (5%,
R) esta generado por enlaces triviales y que, para entrelazados de n hilos, el
modulo de madeja estd generado por f(n,3) entrelazados bésicos (posiblemente
con componentes triviales). Esto proporcionaria un conjunto que genera el médulo
de madeja para S o D3 (con 2n puntos en las orillas). En [42] analizamos
extensamente la posibilidad de que los enlaces triviales, T;,, sean linealmente in-
dependientes. Esto puede suceder si by, = 0y bpby = b2b3. Lo cual nos lleva a la
siguiente conjetura:

Conjetura 7. (1) Ezxiste un polinomio invariante de enlaces orientados, Pi(L) €
Z|x,t], el cual satisface:

(i) Las condiciones iniciales: Py(T,) = t", donde T,, es un enlace trivial
con n componentes.

(ii) La relacion de madeja Py(Lo)+xPy(Ly)—xP1(Lo)—Pi(Ls) = 0 donde
Lo, Ly, Ly, L3 es un cuarteto estandar de madejas no orientadas (esto
es, Liy1 se obtiene de L; mediante una media vuelta con la mano
derecha en los extremos de L;; ver figura 15).

(2) Eriste un polinomio invariante de enlaces orientados, Po(L) € Z[A*! 1], el
cual satisface:

(i) Las condiciones iniciales: Py(T,) = t".

(i) Las relaciones del collar: Po(L™M)) = —A®Py(L) donde L™ se obtiene
de un enlace con collar L al torcer el collar media vuelta en sentido

positivo.
(i4i) La relacion de madeja: Po(Lo)+A(A2+A2)Py(L1)+(A%+A72)Py(Lo)+
APy(Ls) = 0.

Las conjeturas anteriores suponen que b, = 0 en nuestra relacién de madeja.

Supongamos por un momento que b, sea invertible en R. Utilizando el
“denominador” de nuestra relacién de madeja (16) obtenemos la relation que nos
permite calcular el efecto que tiene agregar una componente trivial al enlace L
(se agregara t" para el enlace trivial de n componentes, T, ):

(*) (a_3b3 + a_2b2 =+ a_lbl + bo =+ boot)L =0
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Al considerar el “numerador” de la relacién y su reflejo (ver figura 16), obtenemos
férmulas para los sumandos del enlace de Hopf y, ya que éste es anfiqueiral, lo
podemos eliminar en las ecuaciones obteniendo la férmula (**):

bs(L#H) + (aby + byt + a by + abso)L = 0.

bo(L#H) + (a™ by + bot + abs + abs) L = 0.
(#%)  ((boby — babs)t + (@162 — ab2) + (aboby — a1 b1bs) + boo(aby — ab3))L = 0.

Posiblemente las tinicas relaciones en el médulo sean (*) y (**). Més precisa-
mente nos preguntamos si Sy (9%; R) es el anillo cociente R[t]/(Z), donde T es
el ideal generado por (*) y (**) donde L =t y t' representa el enlace trivial con
1 componentes. La sustitucién que satisface esta relacién es: by = b3 = a = 1,
b1 = by = x, boo = y. Lo cual nos puede guiar para encontrar un polinomio
invariante de enlaces no orientados en S con valores en Z[z,y] y a la relacién de
madeja L +xLs + 2Ly + Lo +yLy = 0.

Y ;como se relaciona esto con las coloraciones de Fox? una de estas rela-
ciones ya ha sido mencionada, es el uso de las 3-coloraciones para estimar el
ntmero de tipos bésicos de entrelazados de n hilos (mediante []7=}' (3" 4+ 1)) para
el médulo de madeja Sy 0. También estamos convencidos de que Sy oo(S%; R)
contiene toda la informacién sobre el espacio de 7-coloraciones de Fox. Esto seria
una generalizacién al hecho de que el polinomio de corchetes de Kauffman con-
tiene informacién acerca de las 3-coloraciones y de que el polinomio de Kauffman
contiene informacion acerca de las 5-coloraciones. De hecho, Frangois Jaeger
dijo saber como obtener el espacio de p-coloraciones a partir de una pequena
relacién de madeja (del tipo de (%, o0)). Desafortunadamente Frangois muri6
prematuramente en 1997 y no sabemos c6mo demostrar esta afirmacién 7.

Si |Coly(L)| denota el orden del espacio de las p-coloraciones de Fox para el enlace L,
entonces entre los p + 1 enlaces que difieren en Lo, L1, ..., Lp—1, ¥ Lo, existen p de estos que
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Finalmente, describiremos brevemente el médulo de madeja relacionado con
la conjetura de los (2, 2)-movimientos. Puesto que un (2,2)-movimiento es equi-
valente al movimiento racional del tlpo , denotaremos a este modulo de madeja
como S%(M7 R).

Definicién 8. Sea M wuna 3-variedad, sea Ly, el conjunto de enlaces con co-
llar no orientados en M (incluyendo al enlace vacio, B) y R cualquier anillo
conmutativo con identidad. Definimos el mddulo de madeja del tipo % como
sigue: 8% (M;R) = Rﬁfr/(fg) donde Ig es el submddulo de RLy, generado por
la relacion de madeja: (i) boLa~+b1 Ly +boLo~+booLoo +b_1L_1 + b_%L_; =0,
su reflexion: (i) byLo + b{Ly + byLo + VsLoo + b L1 +b L _1

2

2

=0yla
2

2
en R y by,b), 00,0, b_1,b"1,bs, y bl son elementos arbitrarios fijos de R. Los

enlaces Lo, L1, Lo, Loo, L_1, L1 y L _1 se ilustran en la figura 17. 8
2

relacién de collar: L) = oL, donde a, bg,bé,b_%,b’_l son elementos invertibles

[N

Si rotamos la ilustracién de la relacién (i) obtenemos: (i’) b_%Lg 4+b_1L71 +
booLo + boLoo + b1 L_1 + b2L_1 = 0 Uno puede utilizar (i) y (i’) para eliminar
L_% y obtener: (b3 — 62_%)[/2 +2(b1b2 — b_1b_%)L1 + ((bobz — boob_%)Lo + (b_1by —
by b_% )L_l—l—(boobg—bob_% )Loo = 0. Asi que, ya sea que trabajemos con la relacién
mas corta (basicamente la del cuarto médulo de madeja descrito anteriormente),

o ya sea que todos los coeficientes son zero (suponiendo que no hay divisores de
cero en R) se obtiene que by = e€b_1, by = €b_1, y by = ebs. De manera similar
2

obtenemos: by = ¢eb’ |, b = b,y by = ebl,, en la que ¢ = +1. Para simplificar
2

tienen el mismo orden que |Col,(L)| y el restante tiene orden p veces més grande [31]. Esto
nos lleva a la relacién del tipo (p,o0). La relacién entre el polinomio de Jones (o el corchete
de Kauffman) y Colz(L) es de la forma: Colsz(L) = 3|V (e™/3)|? y la férmula que relaciona el
polinomio de Kauffman y Cols(L) es de la forma: Cols(L) = 5|F(1,e2™/> 4 ¢=2™/%)|2. Esto
parece sugerir que la férmula que Jaeger descubrié incluye sumas gaussianas.

8Nuestra notacién esta basada en la notacién de Conway para entrelazados racionales.
Aunque difiere de esta por un signo. La razén de esto es que la convencién de Conway para un
cruce positivo practicamente no se suele utilizar en el contexto de las relaciones de madeja.
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a2 L a’lL L
k@ Kp 0
Z# H al LT1

Figura 18:

la situacién supongamos que € = 1. Podemos obtener méas relaciones entre los
coeficientes a partir del calculo del coeficiente con el enlace de Hopf y usando su
propiedad de anfiqueiralidad. A saber, comparando los diagramas en la figura 18
y el de su reflejo:

L#H = —b;l(bl(a + a_l) +a by + bo(1+11))L

L#H = —V5 ' (0 (a+a™b) + a®by + b)(1 + T1)) L.
;Seré el caso de que las igualdades anteriores proporcionan las tnicas relaciones
restantes entre los coeficientes (para S3)? A continuacién haremos una pregunta
mucho més sencilla, supongamos que a = 1,b, = bl y denotemos ¢" por T,
sobra).

Pregunta 1. Ezistird un polinomio invariante de enlaces no orientados en S3,
Ps(L) € Z[by, b1,t], que cumpla con las siguientes condiciones?
2

(i) Condiciones iniciales: Ps(T,,) = t", donde T,, es un enlace trivial con n
2
componentes.

(ii) Las relaciones de madeja:

Pg (Lz) + blpg (Ll) + b()P% (L()) + boPg (Loo) + blpg (L_l) + P% (Li ) =0.

1
2

1
2
Note que al sustraer las relaciones de madeja podemos obtener la (interesante)
identidad:
Pg(Lg) — Pg(L_Q) = P%(L%) — Pg(L_%).
Todavia nadie ha estudiado seriamente el médulo de madeja Sg (M;R) asi que

cualquier informacién que el lector obtenga seria un nuevo avance, incluso seria
un gran avance obtener la tabla de polinomios Ps (L) con L un enlace sencillo.
2

iLes deseamos buena suerte en el intento!
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5 Adendum sobre la conjetura de los 3-movimientos de Montesinos-
Nakanishi

Los calculos preliminares de Mietek Dabkowski (21 de febrero, 2002) muestran
que la conjetura de los 3-movimientos de Montesinos-Nakanishi no se cumple para
el enlace de Chen (ver figuras asociadas a la Conjetura 4). A continuacién les
presentamos el texto del resumen que se envio al congreso de “Nudos en Montreal”
organizada por Steve Boyer y Adam Sikora en abril del mismo afio. Autores:
Mieczyslaw Dabkowski, J6zef H. Przytycki (GWU). Titulo: Contraejemplos a la
conjetura de Montesinos-Nakanishi de los 3-movimientos.

En 1981 Yasutaka Nakanishi pregunto si los 3-movimientos pueden desanudar
a cualquier nudo. Esta pregunta se denomind la conjetura de Montesinos-Nakani-
shien la lista de problemas de Kirby. A partir de entonces, Q.Chen, Y. Nakanishi,
J. Przytycki y T. Tsukamoto han obtenido varias repuestas parciales a esta pre-
gunta. Nakanishi y Chen presentaron ejemplos que ellos no pudieron reducir al
enlace trivial (los anillos Borromeanos y la cerradura del cuadrado del centro
del quinto grupo de trenzas, 7, respectivamente). En 1999 la tnica herramienta
con que se contaba para analizar la equivalencia mediante 3-movimientos eran
las 3-coloraciones de Fox (se sabe que los 3-movimientos no cambian el nimero
de 3-coloraciones de Fox). Esta permitié distinguir enlaces triviales con diferente
nimero de componentes pero no distingue los ejemplos de Nakanishi y Chen de
enlaces triviales. El grupo de 3-coloraciones de un enlace L corresponde al primer
grupo de homologia con coeficientes en Zg de la cubierta doble ramificada de un
enlace L, M]gQ), i.e.

Tri(L) = H(M?, Zs) & Zs

Nosotros hemos encontrado invariantes de los 3-movimientos més sensibles que
utilizan homotopia en lugar de homologia, y para ello consideramos el grupo
fundamental de M jgz).

Definimos el n-esimo grupo de Burnside para un enlace como el cociente del
grupo fundamental de la cubierta doble ramificada del enlace, médulo todas las
relaciones de la forma a™ = 1. Para n = 2,3, 4,6 este grupo cociente es finito.

El tercer grupo de Burnside de un enlace se mantiene inmutable a los 3-
movimientos. En la demostracion utilizamos la presentacion “médula” del grupo
obtenida a partir del diagrama; esto es, los arcos del diagrama son los gener-
adores y por cada cruce obtenemos una relacién de la forma ¢ = ab~'a donde a
corresponde al arco que pasa por arriba en cada cruce y b y ¢ son los segmentos
que representan al arco que pasa por abajo.

La conjetura de Montesinos-Nakanishi de los 3-movimientos no se cumple para
el ejemplo de Chen, 4.

Para mostrar que el tercer grupo de Burnside correspondiente a % es difer-
ente de cualquier grupo de Burnside correspondiente a cualquier enlace trivial es
suficiente mostrar que el elemento P, P = uwtu 'w='"! donde u = xy 12t~}
y w = 2 'yz~'t del grupo libre de Burnside B(4,3) = {z,y,2,t : (a)?} no es
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trivial. Logramos probar esto tltimo con la ayuda del programa GAP (21 de
febrero, 2002). Posteriormente hemos confirmado nuestros calculos utilizando el
programa Magnus.

6 Notas historicas acerca de la bibliografia
6.1 Una carta de J.W. Alexander

Me gustaria agradecer a Jim Hoste por darme una copia de la carta de J.W.
Alexander a Oswald Veblen escrita en 1919 [1] y que se conserva en la biblioteca
del Congreso de los Estados Unidos.

Para que se perciba mejor la carta de Alexander, cito un fragmento del prin-
cipio de ésta: “When looking over Tait on knots among other things, He really
doesn’t get very far. He merely writes down all the plane projections of knots
with a limited number of crossings, tries out a few transformations that he hap-
pens to think of and assumes without that if he is unable to reduce one knot to
another with a reasonable number of tries, the two are distinct. His invariant,
the generalization of the Gaussian invariant ... for links is an invariant merely of
the particular projection of the knot that you are dealing with, - the very thing I
kept running up against in trying to get an integral that would apply. The same
is true of his “Beknottedness”.

Here is a genuine and rather jolly invariant: take a plane projection of the
knot and color alternate regions light blue (or if you prefer, baby pink). Walk all
the way around the knot and ...”

6.2 Una entrevista con W. Thurston

En agosto de 1983 A. Mednykh no pudo asistir al Congreso Internacional de
Matematicas en Varsovia asi que me envié una lista de preguntas para W. Thur-
ston. Me reuni con Thurston y le hice las preguntas a las cuales el respondio
amable y ampliamente. Entonces escribi las respuestas (en ocasiones con mis
comentarios). En particular, Thurston conjetur6 que la variedad con el volumen
m&s pequeno es una cirugia en el nudo de la figura ocho. Yo comenté que posi-
blemente una variedad sobre la que habia discutido en [3] tenia el volumen més
pequeno. Después las tabulaciones extensivas de J. Weeks [49] y de V. Matveev
y A. Fomienko [27] le dieron credibilidad a esta conjetura, la cual es atin un
problema abierto ? [23].
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