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Abstract:

Mathematical models have any types and measures of uncertainties. They occur from not correct
information about system and not correct system parameters. The aim of this paper is to show the
methodology of the linearized mathematical model’s usage to investigate effects of parametrical
model uncertainties.

1. Bevezetés

Egy matematikai modell felallitasakor, illetve a kapott eredmények elemzésekor mindig
szamolnunk kell valamilyen fajtaji, és mértékli bizonytalansaggal. Ennek oka részben az, hogy
ismereteink sosem teljesek a modellezett rendszerrel kapcsolatban, illetve a rendelkezésre alld
adataink is némi pontatlansaggal birnak. Integralt rendszerek tervezésekor nagy fontossagt kérdés a
berendezések vagy az alkatrészek megengedhetd paraméter-eltéréseinek, gyartasi tlrésinek
meghatarozasa.

A matematikai modellek parametrikus bizonytalansagéaval, illetve azok elemzési, leirasi
modszereivel Ferson és Tucker (Ferson, Tucker, 2006), illetve Moller és Beer, (Mdéller, Beer, 2007)
foglalkozott. Hazénkban az integralt repiilégép rendszerek anomalidinak kutatdsa Rohacs
vezetésével folyt (Rohacs, Pokoradi, Ovari, Kavas, 2000). A repiildgéptorzs elasztikus mozgasanak
matematikai leirasaval Szabolcsi foglalkozott. Tanulmanyaban igazolta, hogy az aeroelasztikus
hajlitd lengések iranyitastechnikai jellemzo6i, az erdsitési tényezd, a sajatlengések frekvenciaja,
valamint a csillapitasi tényez6, a merev repiillogép repiilésdinamikai jellemzoihez képest
paraméterbizonytalansagként értelmezhetdek, melyek matematikai modellezésére az additiv sémat
javasolta (Szabolcsi, 1996). A Szerzé témakorrel kapcsolatos korabbi eredményeit a (Pokoradi,
2002) és (Pokoradi, 2008) irodalmakban foglalta 6ssze.

A cikk — a fent bemutatott publikaciokra tdimaszkodva — a matematikai diagnosztikai modellek
parametrikus  bizonytalansdganak intervallum elemzését mutatja be. A tanulmany az
alabbifejezetekbdl all: A 2. fejezet a modellbizonytalansag értelmezését irja le. A 3. fejezet a
parametrikus bizonytalansadg egy — a Szerz0 altal kidolgozott — intervallumelemzési eljarast mutat
be. A 4. fejezetben az intervallumelemzés inverz feladatdnak megoldasa olvashato.

2. A bizonytalansag értelmezése

A mérndki gyakorlatban a rendelkezésre all6 informacié gyakran nem kelléen megbizhatd vagy
pontos — inkabb pontatlan, diffiz, fluktuald, nem teljes, téredékes, megbizhatatlan, félreérthetd, és
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foleg a nyelvi valtozok jelentds szubjektivitdssal birnak. Ezeket az informéciokat fOleg tervek,
tervrajzok, mérések, megfigyelések, tapasztalatok, szakértéi ismeretek, ¢és eldirasok alapjan
nyerhetjiik. Rdadasul, ezeket az adatokat a gyartds, lizemeltetés sordn bekovetkezé emberi
tévedések, hibak, illetve a kornyezet paramétereinek sztochasztikus valtozésai is befolyasoljak. A
fenti jelenségeket egy altalanos kifejezéssel tudjuk Osszegezni, ez a bizonytalansag. A
bizonytalansag elvalaszthatatlan egy modelltdl, a gerjesztésektdl €s a modellparaméterektol. A
bizonytalansag elemzés informaciot ad a kapott valaszok hibahatérair6l, a modell eredményeinek
elfogadasi szintjérol.

A bizonytalansdg — annak forrasa alapjan torténd — osztalyozasa megkiilonboztet parametrikus
(,,aleatory uncertainty”, illetve ,,parameter uncertainty’) és ismereti (epistemic) bizonytalansagot.

Az ismereti bizonytalansdg szubjektiv bizonytalansdgként szemlélhetd, ami mint a valdsziniiségi
modellezéssel szembenalld okok sorozataként vezetheté be. Ezek az okok magukba foglalhatjak
példaul az informacidk hidnyat, mely megakadalyozhatja a helyes modell és a véletlen természet
altalanos megfigyelési rendszereinek meghatarozasat.

A parametrikus bizonytalansag elsddlegesen az objektivitashoz kapcsolhatd, szemben az ismereti
bizonytalansaggal, mely az objektivitdshoz €s szubjektivitashoz egyarant kothetd, esetileg kiilon-
kiilon, illetve egyszerre. Kovetkezésképpen, a parametrikus bizonytalansdg megfelel6 modszerekkel
modellezhet6 és dolgozhato fel.

A parametrikus bizonytalansag tudomanyos szintii elemzése alapvetéen két eltéré6 moddon oldhatd
meg.

Az els6 mod a gerjesztések bizonytalansaga kovetkeztében fellépd lehetséges rendszervalaszok
meghatdrozasa intervallum értékekkel. Ezen eljarasi mod annak figyelembevétele, hogy néhany
vagy az 0sszes paraméter nem egy adott értékkel rendelkezik, hanem bizonyos intervallumon beliil
talalhato. Altalanos megfogalmazasuk esetén az intervallumokhoz nem kapcsolunk valésziniiségi
eloszlasokat, csak a lényegi eredmények lehetséges jovObeli értékeit hatarozzuk meg.

A masik alapvetd modszer a kornyezet gerjesztéseinek minden lehetséges eleméhez valod
valamilyen valdszinliségi eloszlas rendelése. A lehetséges rendszervalaszokhoz torténd
valoszintiségek rendelése egy altalanosan alkalmazott gyakorlat, noha ilyenkor az sem ritka, hogy
az ugynevezett szubjektiv valdszinliségekkel taldlkozunk, ami a szakérték (vagy bizonyos
valoszinliségeket, mint intervallumokat adjdk meg, ilyenkor Ugynevezett masodrendii
bizonytalansagi modellekrdl beszéliink.

3. Intervallum bizonytalansagelemzés

A részegységek gyartdsi tliréseinek, illetve az {lizemeltetés sordn megengedett paraméter-
eltéréseinek helytelen meghatarozasa tobb problémat is okozhat, akar a teljes rendszer
miikodésében. Lehetséges, hogy a teljes rendszer nem teljesiti az eldirt miikodési paramétereket,
mikézben az Osszes berendezés, alkatrész kielégiti a velik szemben tdmasztott gyartasi
kovetelményeket.

A fenti miiszaki kérdés vizsgalhato az adott rendszer linearis matematikai diagnosztikai
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modelljének felhasznalasaval.

Egy rendszer matematikai modelljének felallitasait a rendszer funkcionalis — a modellezett
lizemmod szempontjabol fontos — részegységeinek (aggregatjainak) meghatarozasaval kell
kezdeni. Ezt kovetden a kivalasztott részegségek be- €és kimend jellemzdit kell megvizsgalnunk és a
koztik 1évo fizikai kapcsolatot felirnunk, altaldnos esetben az aldbbi vektor—vektor fliggvény
alakban:

fy)=9) . (D
ahol:
y —  fliggetlen paraméterek vektora:
X —  fliggd paraméterek vektora:

Egy rendszer (linearis) diagnosztikai modelljének felallitdsahoz az eredeti — altalaban nem lineéris
— modellt, azaz egyenletrendszert valamilyen mddon linearizalni kell. Ekkor egy olyan linearis
egyenletrendszert kapunk, amely a vizsgdlt rendszer paramétereinek relativ valtozasai kozti
kapcsolatot irja le:

Ady =B , (2)
ahol:
A — arendszer fliggd paramétereinek egylitthaté matrixa
B — arendszer fliggetlen paramétereinek egyiitthatdo matrixa.

Bevezetve a

D=A"B 3)
diagnosztikai matrixot, a (2) egyenlet a
& =D “)

alakura modosul.

A belsd jellemzok parametrikus bizonytalansagainak intervallumelemzése esetén elsé 1épésként
meg kell hatdroznunk azok relativ maximalis-, és minimalis értékeinek vektorait, melyek a névleges
értékeitdl valo, ahhoz viszonyitott eltéréseit fejezik ki

X = X_l (Xmax - Xnom)

max nom , (5)
Kppin = X;im (Xmin - Xnom)

ahol:

Xmax — @ belso jellemzOk maximalis értékeinek vektora;

Xnn —  abelsd jellemzOk maximalis értékeinek vektora;

Xnom —  a belsd jellemzdk névleges érték matrixa:
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Xom 0 .. 0
0 X2nom 0
xnom = : .. : * (6)
0 0 x

A tovabbi vizsgélatokhoz a kordbban felallitott diagnosztikai matrixot felhaszndlva kell
meghatdroznunk az ugynevezett pozitiv és negativ diagnosztikai matrixok elemeit az alabbi
egyenletek alapjan:

I d; ha d;>0]
D, = dij+=

! 0 ha d;<0 .
| d; ha d;<0] @)
D_: di._z
! 0 ha d;>0

A fentiek alapjan a kiils6 jellemzd relativ maximum, illetve minimum értékeinek vektorai a
OY max = D,0X 10 + D_0X i ®)
5ymin = D+5Xmin + D—éxmax

egyenletekkel hatarozhatok meg, melyek — az inverz feladat késdbbi megoldédsa érdekében — az
alabbi hipermatrix egyenletbe rendezhetdk:

5ymin D— D+ 5Xmin .
Ismerve a kiils6 jellemzdk relativ maximum ¢és minimum értékeit, a kiilsé jellemzOk szorasi
tartomanyainak hatérai az

Ymax = Ynom T (Ynomaymax)
ymin = ynom + (Ynomaymin)

egyenletek alkalmazéasaval kapjuk meg, ahol:

; (10)

Ynom —  abelsd jellemzdk névleges érték vektora,

Ynom —  abelsd jellemzok névleges érték matrixa:

Yioom 0 ... 0
0 0
Ynom = : yznom .. : ‘ (1 1)

0 .. 0 Y.
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4. Azintervallum elemzésinverz feladata

Az inverz feladat megoldasakor az egyes részegységek megengedhetd paraméter eltéréseit keressiik
a teljes rendszer szamara eldirt vagy legkedvezdbb technikai kovetelmények (megengedhetd
kimend paraméter-eltéréseinek) biztositadsa érdekében. Ilyen eset lehet, amikor a rendszer feladata
szigora kovetelményeket tdmaszt a kimend jellemzok eltéréseivel szemben, vagy ha a kiilsd
jellemzdk fentiekben meghatéarozott tiirései nem megfeleldek.

Az inverz feladat megoldasdhoz meg kell hatdrozni a kiilsé jellemzék megengedett relativ
maximum ¢€s minimum értékeinek vektorat, az alabbi egyenletek felhasznalasaval:
5ymax = Yn_c;Lm (ymax - ynom)
5ymin = Yn_:m (ymin - ynom)
A kiilsé jellemzok megengedett eltéréseinek ismeretében a belso jellemzok sziikséges szoradsait gy

tudjuk meghatdrozni, hogy — a (I1X.4.22) egyenlet alapjan —keressiik a bels6 paraméterek azon
relativ maximum €és minimum érték vektorait, melyek megfeleld pontossaggal kielégitik a

qéymax} {D+ D_}FXWDZ
- =0 (13)
5ymin D— D+ 5Xmin

matrix egyenletet. A belsd jellemzok relativ megengedhetd mért maximum és minimum érték
vektorai ismeretében azok abszolut megengedhetd értékei az alabbi egyenletekkel hatarozhatok
meg:

(12)

Xmax = Xnom + (X nom§xmax)
Xmin = Xnom + (X nomé‘xmin)

(14)

Fontos azonban megjegyezniink, hogy az inverz feladat megoldidsa nem egyértelmii és nem
egyediili eljaras a feltett kérdésre adando valasz kimondésara. Nem egyértelmii, mert a megoldas
soran optimum-keresd, becslé modszereket kell alkalmaznunk. Nem egyediili, mert a végleges
dontéshez, a tlirések meghatarozashoz mindenképpen sziikséges megvizsgalni a gyartd technologiai
lehetdségeit is. Ez a mddszer ,,csak” hatasos segitséget nytjt a probléma megoldasahoz.

5. Osszefoglalas

A tanulmény roviden bemutatta a matematikai modellek parametrikus bizonytalansdganak forrasat,
elemzési eljarasait. A hivatkozott irodalmak alapjan fontos megallapitdsok fogalmazhaték meg: A
matematikai modelltdl elvalaszthatatlan annak valamilyen form4ju és mértékli bizonytalansaga. A
modell bizonytalansagat — az alkalmazhatosaganak értékelése érdekében — elemezni kell.

Ezt kovetden a parametrikus modellbizonytalansag egy intervallumelemzési eljaras és annak inverz
feladat megoldasa keriilt bemutatasra, melyet Szerzé dolgozott ki. A fenti leirt parametrikus
modellbizonytalansag vizsgalat, illetve az inverz feladat megoldasanak eredményeit a vizsgalt
rendszer fontos szakmai szempontjai szerint kell a szakértoknek elvégezni.

A Szerz6 témakorrel kapcesolatosan jovobeni tudomanyos tevékenységét az alabbiakban fogalmazza
meg:
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o parametrikus bizonytalansdg valdszinliségi elemzési modszerének kidolgozasa, ha a

gerjesztések (bemend adatok) nem fiiggetlenek egymastol;
o parametrikus bizonytalansag fuzzy logikara épiild elemzési modszereinek tovabbi vizsgalata;

o a modellek ismereti bizonytalansaganak fuzzy halmazelméletre épiild elemzése.
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