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A szilard kdzegek véges rugalmas és képlékeny deformaciéinak maigleindsai szamos
fizikai szempontbdl nem kielégitéek (s6t, nem elfogadhatéak). BEégokat lesziirve, jelen iras
egy olyan targyaldsmaodot épit ki, amely mentes mindezektol a préakiéim

1. ELOSzO

A kontinuumfizika (termodinamikéval egyesitett kontinuaethanika) i@derivalta-
kat is tartalmazo rugalmas és képlékenységi konstitucsdgditiggéseihez (,anyagtor-
vényeihez”") szikség van a rugalmas és a képlékeny alakasltbbeliségénekielégi
leirasara. Ezek az @beli folyamatok olyanok is lehetnek, melyek soran végea{amem-
kicsi') alakvaltozasok lépnek fol. Emellett mind adigmind a térderivaltas konstitlci-
0s Osszefiiggések igénylik az anyagi objektivitas elvémekofatkoztatasi rendszékt
téridd-megfigyedtdl figgetlen leiras) biztositasat. Ezek a szempontok ialjiak hogy
ebben az, id- és térderivaltas anyagtorvényékszo6lo kétetben egy kontinuumkinemati-
kai iras is helyet kap: egy olyan iras, mely ezeket a szergahkivanja megvalésitani,
biztositani, és igy alapul szolgalni adices térderivaltakat tartalmazo konstitaciés 6ssze-
flggések témakorének jolbeli fejlddéséhez.

Az itt ismertetett megkozelités@lutara a FuLor (2008b)] munka, amely problé-
makat fogalmazott meg a kdzegkinematika szokasos lembhkapcsolatban, lefektette

Lnem ,végtelen kicsi”, nem ,infinitezimalisnak tekintidét
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azokat az alapelveket, amelyek mentén ezek a probléméakitikék, és ismertetett két
olyan deformaciotenzor-jeldltet, melyek eme elvek férmgrékiilondsen egyszerl defini-
cioval rendelkeznek.

Az ott megkezdett munka folytatddik itt. A felallitott aleivek tovabbi elemzésével
ugyanis az ott bemutatottakon is tulndem, Iényegében egyértelmire szUkithatru-
galmas alak- és deformaltsagtenzor definicidéja. Emelleéipdekeny alakvaltozasok —
mégpedig a véges, azaz nem feltétlendl kicsi képlékenyalazasok — minden ismert
szempontnak megfelgkinematikai targyaldsa is kiadddik, teljes szerves amsghan a
rugalmas folyamatok kinematikai jellemzésével.

Az U] eredmények egy része a 2009-es lisszaboni ESMC200%tantian (7.
EUROMECH Szilardtestmechanikai Konferencia) is bemutatderilt [FULOP-VAN
(2009)], a tobbi — koztuk a képlékenyedésre vonatkoz6 @&sszét mutatkozik be dl-
Szor.

2. BEVEZETES

A kontinuumok fizikai leirasa a kontinuumok mozgasanalakdral, a kinematika-
val kezdbdik. Ennek megfel@len a tertlet rengeteg muég foglalkozott mar a ,véges”
(azaz nem feltétlendl kicsi) alakvaltozasok mennyiséiigiezésével, és szamos javaslat
sziletett a rugalmas alakvaltozasi tefzés a deformaciotenzodefiniciojara. EI§ la-
tasra az a kérdés meriil fel, hogy van-e még kutatnival6 eteriiketen, nem elegetee

egyszerien fellapozni az irodalmat.

Masodik ranézésre mar kevésbé kielégithelyzet. A Bség zavaraban talaljuk ma-
gunkat: tul sok a definicio, és tul kevés hozza az instrukmgy miért van ennyi, és hogy
melyiket hasznaljuk, vagy hogy melyiket mikor hasznaljuk.

Még kozelebbdl szemlélve pedig problémakat is felfedezhetiink e debikial kap-
csolatban is, és a kézegkinematika mas pontjain is. igygoéld képlékeny alakvalto-
zasok leirdsa a rugalmas esetnél is kevésbé kiéhégitbizonyul. Kideril tehat, hogy
van még teendl — mégpedig nem bizonyos ,akadémikus” szempontok miatieiraa
k6zegek mozgasanak és az ahhoz kapcsol6édé dinamikai jgkmsek a fizikai inkon-
zisztenciaktol mentes leirasa érdekében. Annal is székedl ez, mert ha a kinematika
fizikai hibdkat hordoz, akkor azok mind drdékinek a kontinuumfizika 6sszes tébbi ré-

szére, melyek mint felépitmények alapoznak a kinematikara

2Ez alatt jelen irds olyan mennyiséget fog érteni, mely defdatlan allapotban az egységtenzor.
Angolul deformation tensor
3mely deformalatlan allapotban nulla; angodtiain tensor
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3. AKOZEGKINEMATIKA SZOKASOS TARGYALASA

Hogy lassuk, mik azok a problémak és fizikai inkonzisztekcamik a kdzegki-
nematika tipikus targyalasaban felmerilnek, tekintsila &zamos tankdnyvben, szak-
konyvben és enciklopédiaban megtalalhaté szokasos meljiést. (Bizonyos mivek,
pl. [TRUESDELL-NoLL (1965)], [HAurPT (2002)], tartalmaznak ehhez képest néhaiy el
relépést, de a probléméak zome ezeknél a targyaldsoknahisnf@rad, illetve pusztan
atfogalmazodik. Ezért az alabbiak nem térnek ki az 6sspesretes valtozatra.)

A szokasos targyalas szerint tehat nulladik |épésbenztalaak egy inercidlis vonat-
koztatasi rendszert, egyddrigot, €s az inerciarendszer terében egy térorigot. Epésl
azért nevezhétnulladiknak, mert altalaban hallgatélagosan torténémrfogalmazzak
meg expliciten. Ezutan valasztanak egyreferencia-idpontot, a kbézeg akkori allapo-
tat nevezik ki referencia-allapotnak (referencia-konfigionak), és ezutdn minden egyes
anyagi pontot azzal jellemeznek-indexelnek, hagior mely X helyvektora helyen jart.

A to-kor X-ben jart kbzegpont-kor az

x = x(t,X) (1)
helyen jar, igy
u(t,X) = x(t,X) — X 2)
az elmozdulasg, 6ta. Sebességét
v(t,X) =x (t,X) =u(t,X) (3)

adja meg, ahol a felllpont a szubsztancialé&derivaltat jelenti, mely aX ,anyagi hely-
valtoz4” hasznélata esetén egyszert’je’;ig|9 parcialis idderivalt.

Bevezetik ezutan, g mozgasfuggvény illetve az elmozdulasfiiggvény térderivalt-
jaként az

F:=xoVy=I1+usVy 4)

un. mozgésgradienst vagy elmozdulasgradienst, melyraidiéja kdvetkezményekent
teljesul

FFl=veV, és (FeVy)*2* =0; (5)

itt Vi, ady anyagi térderivaltaty, pedig aj, inercialis térderivaltat jeloli, melyek a helyes
tenzorialis sorrend (,indexsorrend”) érdekében kontettufiiggden hatnak balra\()
illetve jobbra (V) [kérdéses esetekben a kontextust zardjelezés fogjatetipésiteni],
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® a diadikus vagy tenzorszorzat j&leégul A a tenzorok antiszimmetrikus részét jeloli
[a szimmetrikus részt pedity tovabba™ a transzponalast; tobbindexes tenzornal pedig
pl. A23 a masodik és harmadik ,indexben” vett antiszimmetrizakaely indexesen pl.
3(Cije — Cin) 1.

A kovetked 1épés az, hogy tekintik a— nemnulla determindnsu tenzaregyértel-
m{ — bal ill. jobbCaucHy-dekompoziciét (polaris felbontast):

F=U,O = OUg, (6)

ahol O ortogonalis, U_ := VFFT és Ugr := VF'F pedig szimmetrikus, pozitiv definit
tenzorok.

Ezek segitségével definialjak, kulonidozaldés n hatvanykitevkkel, a kiulonboa
(CAucHY-GREEN, FINGER, ...) bal és jobb alakvaltozasi tenzorokat:

c = ()", Cy) = (Ur)". 7)

Azokbol pedig a kulonbdz (GREEN-LAGRANGE, ST. VENANT, BIOT, ALMANSI, HENCKY,
...) deforméciétenzorokat vezetik be:

e = e —1] =~ )" -1], EY = U, (8)
E® . %[cgv 1] = H(UR)” -1], EQ .~ lnU, ©)

(az n = 0 eset, aHencky-féle vagy ,természetes” deformaciotenzae n # 0 esetek
természetes folytatasaként, azaz» 0 hataratmenetekéntldH ospiTaL-szaballyal szar-
maztathatd). A kis deforméacidkra hasznalucHy-deformaciétenzor pedig

ECAUCHY — FS — | = <U®VX>S. (10)

Ennek a deforméciétenzornak egyébként bevezétes valtozata is, amelyben az anya-
gi Vi helyett az inercialis/, all:

EM GV — (ueV,)°. (11)

A Vy tipusa és &V, tipusu térderivalt érték aF szorzoval szamithatdé at egymasba,
mely kis alakvaltozasok soran korulbelll bzgységtenzor, ezért kis deforméacidkra e

4 A magyar irodalomban szintén gyakoerjelen irasban a fiiggvénykompoziciot (6sszetett fliggyényt
kell jeldlje.

5 A bal és a jobb oldali felbontasban fel@prtogonalis tenzorok egyediiek bizonyulnak, ezért jeldl-
hetjiik ket a k6z6© modon.UE = FFT illetve U = FTF determinansat véve konnyen belathato,
hogy det U, = det Ug = det F = det F'.

8 Egy pozitiv sajatértékekkel rendelkeszimmetrikus tenzor logaritmusa az a tenzor, melynek-saja
vektorai megegyeznek az eredeti tenzoréval, a sajatépiédlig) az eredeti sajatértékek logaritmusai.
Vagyis a Btengelyrendszerben é4tlobeli elemeket a logaritmusukkal helyettesitjik.
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két deformécid-valtozat vezetendben megegyezik. Utdbbi azért viselheti-azercialis

CAUCHY < nevet, mert mindkét ,tenzori indexében” (tenzori kompas#hen) inercialis
vektori tipusu, hiszew is inercialis vektor, ésv, is inercialis vektori értékl derivalt.
ECAUCHY viszont olyan ,hibrid”, amely részben inercidlis, részhaszont anyagi vekto-
ri tipusu. Emiatt a£ ™™ ©AveHY valtozat konzisztensebbnek tiinik. (Ez a megitélé$lbiés
fokozatosan egyre megalapozottabba fog valnigsycHy-deformaciétenzor (mindket-
t6) szimmetrikus, sajatiranyai vannak, sajatértékei pedigiranyokba tortéa relativ

megnyulasokat adjak meg (amint az geometriailag megé#iiaid). A t6bbi deforma-
cidtenzor pedig mind agy van kialakitva, hogy szintén szetrikusak legyenek, és kis
alakvaltozasokra — amikor i ~ |, — vezeb rendben megegyezzenekCaucHy-

deformaciotenzorral (vagyis mindkét valtozattal).

4. A KOZEGKINEMATIKA SZOKASOS TARGYALASANAK PROBLEMAI

4.1. TUL SOK DEFORMACIO-JELOLT

Lathatjuk tehat, hogy tulajdonképpen végtelen sok aldkzak- és deformaciotenzor

kerul bevezetésre. Raadasul, egy kis tobblet fantaziaval a

1 n —-n 1 n —-n

S(EPHEC), S (B +ECT) (12)
tovabbi jeloltek is természetesnek tlinnek. Megallapjitkaovabba, hogy a¥ = U O
felbontas egy olyan jelentést hordoz, miszerint a kozey kéghelyi darabkaja) élszor
csak fordul ©), utana pedig csak tagul és torzUl (). A masik felbontas pedig a forditott
értelmezés: élszor torténik tAgulas és torzulddy), utana pedig csak elfordulé®). Va-
|6jdban azonban helyesebbnek tlinik az a felfogas, hogy@dgyszerre torténik minden
egyes pillanatban. Ezért nemcsak igazsagosabbnak, dmkialgbbnak is tinnek példaul
az

% (EE’“ + ES”) (13)

jeléltek. Vagy, ha belathaté lenne, hogy léteznek ,kdzblilsolaris dekompoziciok is,
pl.

JU0, 10U, VO,Un0,  vagy VU000, (19)

akkor ezekre is tAmaszkodhatnénk.

"Még igazsagosabbnak tlinik a kicsinytdrtamok alatti kicsiny elfordulasokat valahogy felupnté-
ni. Latni fogjuk azonban, hogy az elfordulas altalanos kipzezgasok esetén csak egy korlatozott
mértékben értelmezhigtezért ezt az elgondolast sem érdeméieni.
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Mas szempontbdl viszont nem tlinik egyenértékiinek a baljébb leheség. Egy
egyszer(i szemléltetésként, ha az egyszer(i fydpexialis példajat tekintjiik akkor U,
(és igy a hatvanyai, és a béd képezett bal deformaciétenzorokjriinyai a szemlélete-
sen vart iranyba forognak, egyre lassul6 modon; az egydtisapy a nyiras iranyahoz
tart, egyre novekd, ,nyuld” sajatértékkel, a masik pedig egyre kisebb, ,dild” sa-
jatértékkel. A jobb tenzorokUr és fliggvényei) sajatiranyai viszont természetellenesen,
visszafelé iranyba forognak (szintén lassuld, és ,nyGladulé” modon). A visszafele
forgas azzal magyarazhato, hogy a jobb tenzorok az anyagigaitett iranyokhoz vi-
szonyitanak — mig a bal tenzorok az inercidlis térirAnyakhe, és kiderul, hogy az
anyaghoz rogzitett irAnyok az inerciarendsbéri®zve gyorsabban forognak, minté f
irdnyok, ezért latszik az anyagi irdnyokhoz képest visdeaforgas. (A diranyok for-
gasa és nyulasa-révidilése egyébként efygyek bizonyul egy anyagi gdmbodcskének a
nyirds hatasara ellipszoidda val6 torzulasat jeli@rfizengely-forgassal és -nyulassal-
roviduléssel.) Ez a példa tehéat kilonbséget jelez a bald@statgnzorok kozoétt: egyrészt

&4

hogy eltéd iranyviszonyokhoz mérnek, masrészt hogy a bal tenzorsddkedése szem-
|életesebb, kdnnyebben atlathatd, mint a jobb tenzorokédlEa szempontbdl viszont
akkor hiba volna ezek valamilyen igazsagos atlagat, kdategpromisszumat keresni an-
nak kifejezésére, hogy valdjdban egyszerre torténik élfidis €s nyulas+torzulas. No de

akkor mitéwok legylink ?

A végtelen sok deformaciotenzor-jeldlt lattan pedig joggelril fel benniink a kér-
dés: akkor melyiket rakjuk példaul egy rugalmassagtanskticios dsszefliggésbe ? (Pl.
melyikben a legHooke-szeriibb egy anyad® Gyakorlati tapasztalatok is arra mutat-
nak, hogy ez a valasztas egy fontos kérdés: amikor példgagrozottan nemlineéris
rugalmassagu kozegre folvett kisérleti adatokbdl a neralisM urRNAGHAN-mModell sze-
rinti anyagi egyutthatokat kivanjak meghatérozni,l:‘éé) deformécibétenzor feltételezése
esetén irrealisztikus, és oriasi hibaval terhelt értekélpnak, mig azEgJ) valasztas
esetén sokkal megbizhatobb eredmények adodiraksExk—KRuisovA (2006)], [KRrRul-
SOVA-PLESEK (2007)].

4.2. ASZINGULARIS HATARESETEK LEIRASA

s s

Furcsa tovabba, hogy a pozitix E(L”) , EE{‘) -ek végtelenll 6sszenyomott anyagra
(azaz adet F — 0 hataresetben) véges értéket vesznek fel. A negatiek ellenben a
végtelen kitagultsagdet F — oo) hataresetében maradnak végesek. Kifapenek tlinik
egy olyan geometriai mennyiség, amely mindkét ilyen széugsihataresetben divergal.
Az elvi kifejezberd mellett az alkalmazdsokban fontos numerikus stabilggaziilyen

80, :=cy, v, =0, v, := 0 alakban megadhaté sebességin@zercialis helykoordinatakban)

9a szamolasi részleteket nigtve
10Frtsd: melyikben a leglineérisabb a rugalmassagtani kaogis 6sszefiiggés ?
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mennyiségekil varhatd. llyen szempontbdl az = 0-ju deformaciétenzorok tiinnek j6
valasztasnak [de ilyen tulajdonsaguak példaul a (12)Kétebinaciok is, tetsdegesn-
re]. Az imént emlitett PLESEk—KRuISOVA (2006)], [KrRuisoVvA—-PLESEK (2007)] eredmeé-
nyek is rogton illusztraljak ennek az aspektusnak a fodéss €s hogy példaul az= 0
vélasztas valdban jobban teljesit ilyen szempontbdl.

Erdemes egyébként itt feltenni a kovetkdardést is. A kis deforméaciokra hasznéalha-
t0 CaucHy-tenzor rendelkezik azzal a — fizikai értelmezéshez ésalkafshoz egyarant
értékes — tulajdonséggal, hogy a gbmbi része irja le a défidahas térfogatvaltozasi ré-
szét!, a deviatorikus része pedig az allandé térfogati részéerkstms-e, vagy legalabbis
létezhet-e olyan véges deformacios deformaciotenzta;famely szintén ilyen tulajdon-
sagu, tehat nem-kicsi deforméaciokra is egzaktul ator@dtiaz értekes viselkedést? A
valasz az, hogy igen, mégpedigaz 0-ju, azazHencky-féle deformaciétenzorok ilyen

77 7

tulajdonsaguak. Ez a kdvetkaz&ppen mutathaté meg.

Tekintslink egy, pozitiv,, 2, A3 sajatértékekkel rendelkészimmetrikusA tenzort.
Ennek determinansa a sajatértékek szorzata, melyre

)\1)\2)\3 — eln(/\l)\Q)\g) — eln)\1+ln/\2+ln)\3’ (15)
tehat a 6. labjegyzet fényében
det A = & azaz atrendezett alakban IHtA =1IndetA.  (16)

Mivel pedig a deformalddas térfogatvaltozasi része a mongditranszformacidacosi-
determinansa,

det F = det U = det Ug, a7)
igy
trinU, =trinUg = Indet F. (18)

A Hencky-tenzorok nyoma tehat pontosan akkor nulla, amik@@osi-determinans 1,
tehat amikor nincs térfogatvaltozas.

4.3. AZ ELFORDULAS JELLEMZESE

Visszatérve a gondok attekintésére, dilemma lép fel azdrlfés jellemzésénél i©
merevtestszer( (taAvolsaigd) mozgas esetén valdban az elfordulast irja le, és altaidba
egy ortogonalis tenzor, és igy

007! (19)

11 Ezért szokéas a tenzorok gdémbi részét térfogati résznekezne
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is egy matematikailag kielé@inek tird (mert antiszimmetrikus) szogsebesség-jeldlt. Ha
azonban vesziink, t; ést, idopillanatokat, és az egyesititervallumokhoz rendelh@ét
Fito.r]» Freute) €S Fpeot,) Mozgasgradienseket, akkor a hozzajuk tart@zg;,;, Oy, 1]

€s Oy, +,) ortogonalis tenzorokra altalaban

O[t11t2] O[to,tl] 7£ O[to,t2]7 (20)

csak merevtestszerli mozgasok esetén all fenn egg@ml noha egy elfordulas-
fogalomtdl ezt altaldban is elvarnank. Van emellett egyikntesmészetes leh@ség is
a szogsebesség definialasafas V)A , mely altaldban nem egyezik meg adlabivel :

00! #£ (vaV)*. (21)

Mivel veV irja le egy kicsinyAt idétartam alatti elmozdulasok helyi kilonkiisggét
[(veV)At], és ezen beIU(V®V)S fejezi ki a pillanatnyi relativ tAguldsokat és torzula-
sokat FuLopr (2008b)], ezért hihének tlnik, hogy(vcaV)A jellemezze az elfordulast,
0 jelentse a kbzeg szogsebességét. Sajnes,\a jellemezte valtozasok soran egy adott
helyen a killonb&z irdnyd vektorok altalaban kilénbédmaodon fordulnak el, azaz irany-
flggd a szbgsebességLor (2008b)]. Az viszont belathatd, hogy (a/®V)S okozta
(altalaban nemnulla és iranyfiiggelfordulas iranyokra vett atlaga nulla [Id. ugyanott].
Ezért a maradék(ve V)" jellemzi az elfordulast, legalabbis az irdnyokra vett giea-
telmében. Ez tehat &/@V)A szdgsebesség-jeldltet latszik tamogatni, I~ nem
latszik semmi kitlintetett szerepet jatszani a pillanagtigrdulasi sebességek szemszo-
géldl nézve.

Mivel pedig a szbgsebességhez is csatolodhatnak dinajei&aségek, ezért a kdzeg-
kinematikdban a szogsebesség dilemmajat is fontos felol8ajnos, a jelenlegi tipikus
gyakorlat az, hogy vagy csak az egyik, vagy csak a masik sbhaégség-jelolél tesznek
emlitést, és azt alkalmazzak pl. a kbzeggel egyuttforgdedvalt értelmezésére.

4.4. AREFERENCIAIDOPONT

Gond van aztan g referencia-idponttal is. Mint lathattuk, az alakvaltozast jelleinz
tenzorok definialasahoz sziikséges volt egy ilyépilianatot valasztani. Elvi szempont-
bél azonban nem jogos ez a lépés, mert &hidmogén, minden @pillanat egyenértékd,
ezért egyikik sem jatszhat kitlintetett szerepet a moZtgsgk leirasdban.

A t, referencia-idpont azonban nemcsak adidomogenitasa miatt problémas, ha-
nem a hozza kapcsolt fizikai szerep szempontjabdl is. A soskkinematika-targyalas
ugyanis a kdzeg,-kori allapotat egy referencia-allapotnak tekinti. A defdciétenzor
to-kori értéke pedig definicio szerint nulla, legyen az a deifird fenti végtelen sok lehe-
tdség barmelyike, mert mindegyik a mozgasgradiens egysémtel vett eltérését méri
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valahogy, a mozgésgradiens pedigkor definicid szerint az egységtenzor. Marpedig a
deformaciotenzor nem azért kell nekiink, mert a mozgasesaank jellemezni vele —
arra a célra nem is lehetne kielégitmert egy tetdileges merevtestszerl mozgaskor nul-
la kell legyen. Arra kivanjuk hasznalni, hogy a szilard kiedoen ébrel rugalmas (és
esetleges mas) @ket leird konstitlicios dsszefliggésekben szerepeljedzegkkinema-
tikai allapotanak jellemzésére. Egy tartdsan magara hggsavartalan, teljesen relaxalt
szilard k6zeg ugyanis egy bizonyos meghatarozott alakat ficdsEgy kristalyos anyag
példaul a szabalyos kristalyszerkezetet veszi fol, a htertéz0 szabalyos racstavolsa-
gokkal és szimmetridkkal. Ez a geometriai elreriitls a szilard kozeg természetes, ki-
tintetett, idealis allapota. Ha étieltéd alakviszonyok k6zé kényszeritjik, rugalmas (és
esetleg mas) ék ébrednek benne, és a konstitlicios relaciok feladata ebkereegadasa
az idealistdl eltéd geometriai allapot figgvényében. A deforméciotenzatédrt fizikai
szerep tehat az, hogy a geometriai allapotnak az idedaligtGhtetet6l, alapallapottél
vett eltérését mérje. A szilard kdzeg deformaltsagat (téggat és torzultsagat) kell mér-

je, mely természetesen az idedlis alaki elreddézhez képest érteid

Mit tesz ezzel szemben a szokasos deformaciétenzor-dékiméndegyike : &q-kori
allapottol vett eltérést, az azota bekdvetkezett valtoxdsi. Mikor esik egybe a defor-
maltsag valtozasa a deformaltsaggal ithy#or a kozeg deformalatlan volt. Ez azonban
altaldban nem teljestl. Példaként, talaj- ézé¢mechanikai laboratériumi prébatestekre
tobbnyire teljesul. Mélyépitési szituaciokban (alagithsytalajban, stb.) pedig altalaban
nem, mert a talaj vagydeet egy, az d6nsuly és mas foldtani viszonyok altal terhielpat-
bél indul. Egy &ltalanosan érvényes leiras tehat nem alepi@y referencia-ipontra.

Altalanosan a helyzet az, hogy a kdzeg egy adott defornggitkazdeti feltétel6l
indul, és tovabbi mozgasa a deformaltsdiifejl6désészabja med? A deformaciotenzor
definiciéjanak kérdése tehat az a kérdés kell legyen, hogyardaltsag valtozasi gyor-
sasagat hogyan szabja meg a kdzeg mozgasa. A kezdetilfghgdey a gyakorlatban
példaul az ismert kezdeti feszllts&lfpl. dnsuly altal nyomott talaj, vagy situ kimért
kezdeti fesziiltségeloszlas) és a kdzeg ismert konstilisézefliggésébhatarozhatjuk
meg.

Hogy a deformaltsag valtozasi gyorsasagat mi szabja mega@lhamarosan részlete-
zésre kerid inercialis kovetelményeket is kielégjtv e V, igérkezik ésszer( jeloltneR.

sr s

A deformaciétenzor fefidési egyenlettel torténértelmezési modja egy egyszerl pél-
dan maris bemutathat6: @aucHy-deforméciotenzor a hagyomanyos (10) értelmezés,

12E7 a séma pedig ugyanaz, ami altalaban mindendmeiegli mennyiségre fenn szokott allni: az
idébeli valtozast valamilyen feé)dési egyenlet hatarozza meg, és emellé kezdeti felté&tiblirieg-
adni.

B3Ezen beliilv e V, szimmetrikus és antiszimmetrikus része esetleg kiiloéirkisl szerepet jatszhat,
mégpedig kiulonbd#t — ilyenre mindjart latni is fogunk példat.
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megismeételve az
ECAV = (ueVy)° (22)
definicid helyett ezentul az
ECAUCHY _ (V®VX)S (23)
id6beli fejlddési egyenlettel definialandd, mely differencialegyardk a megoldasat egy
ECAYHY (1) = Eo (24)
kezdeti feltétellel rogzithetjik. A (11) inercidlis vatat fejlodési egyenlete pedig

Ein.CAUCHY _ (V®VX)S. (25)

A fejl6dési egyenletes felfogas egyébként rogton Uj, termésestegyszer( jeldlte-
ket is javasol a deformacio jellemzésére. Ezek egyike a

Eco—rotating — (V ® v)()S (26)

fejlodési egyenletli deforméaciotenzbrahol * a (V®VX)A szogsebesség-definiciot hasz-
nalo Jaumann -féle egyuttforgd idderivalt, amelynek definicioja

T=T- VeV AT+T VeV, . 27)

Ezt az egyuttforgos deformacio-definiciot az az elgondeddisfol, hogy egy merevtest-
szer{i forgasnak nem szabad valtoztatnia a deformaci6ERP® 9 deforméacidtenzor
tulajdonsagairdl részletesen lasa{opr (2008b)].

Emellett érdemes kiszamolni a tobbi ismert deformaciatefgl6dési egyenletét is.
Technikai okokbol (mivel egy tenzor altaldban nem csetéltiel az iddderivaltjaval)
bizonyos alakvaltozasi tenzorok, a bal és jabkucHy-GReEeNn-tenzorok idderivaltjat
sikertl kiszamolni:

(UD) = (vo V) Ui + U (vo V)T, (28)

mely egyenlet mas alakban (észrevéve, hogyJegwann -derivalt is kialakithato):

o

(U2) = (veV,)°UE + UE (ve V,)°. (29)
Masrészt

(U3) = 2F" (ve V,)°F. (30)

Ezeknek a fepjdési egyenleteknek a kiiisbiekben hasznat fogjuk latni.

14co-rotating = egyiittforgo (angol)
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4.5. AZ ANYAGI SOKASAG SZERKEZETE

A referencia-idponthoz és referencia-konfiguracidhoz kapcsolédik anblema is,
hogy magat a kbzeget, az Un. anyagi sokasagot a szokadsasbhaira referencia-kon-
figuracié reprezentalja. (Fejlettebb targyalasok, PRUESDELL-NoLL (1965)], [HAUPT
(2002)] formilag valamennyire mashogy jarnak el, de az wdkéit fizikai hibak lénye-
gében ugyanazok.) Lattuk ugyanis, hogy altalaban nem kétdgan iddpont, amikor a
kdzeg minden pontban az idealis, természetes, magara thafjgpotaban van (pl. 6n-
suly és egyéb kortlmények miatt), ezért egy referenddgaditbeli allapot, elrendezés
nem hasznalhato fel a kbzeg tulajdonsagainak fizikailagt&iéh jellemzésére. Mégpe-
dig nemcsak a referenciaéigontbeli deformaltsadg nemnulla altaldban, hanem az akkor
irAnyviszonyok sem a kdzeg természetes, zavartalan &lelparanyviszonyai. Ezért a
vektorok, tenzorok referencia-iranyviszonyok szeriifiejkése sem hordoz semmi kitlin-
tetett fizikai jelentést,&, épp félrevezéttéves lehet.

Egy szilard k6zegnek létezik egy természetes, sajat sztkeanz az elrendédés,
azok a tavolsag- és irdnyviszonyok, amiket a természetigssen zavartalan allapotaban
felvesz. Ahogy a kbzeg kiragja magat, két kilonbddzegpont tavolsaga egy jol meg-
hatarozott érték lesz, ahogy az is meghatarozott lesz, ey k6zegpontok esnek egy
egyenesbe, és hogy egy kdzegpontok alkotta haromszogridionak lesznek a szogei,
sth. A szilard kdzegnek ez a sajat természetes szerkezaeferdgs tulajdonsaga, ezért
fontos, hogy hien legyen leirva, nem pedig eqy fizikailagl@ban nem helytallé médon
(a referencia-konfiguraciéval tortémeprezentalas pedig altaldban nem helytalld).

Ezzel ellentétben, folyadékoknal és gazoknal mas a helyZéttk nem kapcsolodik
fizika a deformaciohoz mint tenzormennyiséghez. Folyakié&begy skalar mennyiség-
hez, a tagultsaghoz tud kapcsolédni, ahol a tagultsag az asaén, hogy egy elemi
anyagtartomanyocska pillanatnyi térfogatd fnennyivel nagyobb a természetes, zavar-
talan, idealisan békénhagyott allapotbeli térfogatahgl {/iszonyitva ehhez a nyugalmi
térfogatértékhez-‘(;TVO). A tagultsaghoz varhatéan rugalmas energid@ddidt, mely az
alapallapotban, azaz 0 tagultsagérték esetén nultd,bEtmelyik irdnyba kitérve a ru-
galmas energia — és igy a visszatériteni kivané rugalmasilfeég nagysdga —on
Mi tobb, a nyugalmi térfogati allapot olyannyira kitlinteéfehogy a folyadékokat sok-
szor 6sszenyomhatatlannak veszik. Torzulasi szempowtstdnt minden konfiguracio
egyenértékl. Gazok esetén viszont a tagultsagnak sitelsér mert egy gaz annyira
tagul ki, amennyire csak hagyjak, nincs egy nemnulla teretészanyagsirlisége, amire
beszabalyozna magat (Ugymohgl = o).

Hibaja tehat a szokasos kdzegkinematikanak az is, hogy esnktilonbséget asze-
rint, hogy milyen tipusu k6zedt beszél, mikdzben pedig fligg étthogy mik a relevans
kinematikai jellemai.
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4.6. AKEPLEKENY DEFORMACIO

Tekintsiink most ra a képlékeny alakvaltozassal is jaroikootnfolyamatok leira-
sara. Itt az egyik szokasos megkdzelités az, hogy egy @ferrtciot tekintenek, mint
egy rugalmas deformacio és egy képlékeny deformacio 66szegugalmas tagot rugal-
mas konstitucios dsszefliggés valtozojakéent hasznaljk&pkikeny deforméacié értékeét
pedig szintén egy allapotjéinek tekintik, és szerepeltetik képlékeny és termodinamik
potencialok valtozéjaként.

Mint azt az imént mar lattuk, a szokasosan értelmezett defoiotenzor-tipusok nem
allapotjeldk, nem a pillanatnyfizikai allapototjellemzik, hanemvéltozastmérnek —
a referencia-i@pontbeli viszonyokhoz képest. A rugalmas deformécié fogahzonban
feljavithat6 volt a rugalmas deformaltsag fogalmara, medyallapototjellemez: a pilla-
natnyi kitérést a szilard kozeg természetes sajatszaskezekéepest. Mas viszont a hely-
zet a képlékeny deformacioval.

77 114 o

Nézziunk egy egyszerlds leegyszerisitett, csak a szamunkra [ényeges momentum
kat hangsulyozo) példat. Az acélontédében a csapolas mtacéhmegdermed. A kapott
aceltombot atvezetik egy hengerpar kozott, amellyel lapbsa nyujtjak, azaz képlik.
A hengerpar utdn megy tovabb, (Iényegében) békénhagy@sak gordkon ddcog to-
vabb). Ezutan atvezetik egy masodik, egymashoz kozeledigdrpar kozott, amellyel
megint valamennyivel laposabbra alakitjak. Ezutan megieihet tovabb egy szakaszon
békénhagyottan. Aztan megint tovabblapitja egy hengeEsafgy tovabb: a végén egy
lapos acéllemez jon ki. Ezt teherautéra rakjak, és el§akleégy lemezfeldolgozo tizem-
be.

Kijelolhet6-e fizikailag egy olyan természetes nullhelyzet, éiniett eltérést fejez-
ne ki a képlékeny deforméacio? A mikori elrendezése lennantled® az ,igazi sajat-
elrendezésének”? A dermedés utani? AD dlengerpar utani? Az 6tddik utani? A le-
mezfeldolgozé lizembe érk@2 (Vegyik észre, hogy a lemezfeldolgozdban dolgoz6 mun-
kdsok szdmara az Uzembe beérkezéskori allapot a ,kezdgthz el hengerpér utani
és masodik éitti, lenyegében békénhagyott szakaszon csak egy kiosikelés éri az
acélt, ahogy a tovabbit6 gdlgon zotyog és a sajat sulya miatt egy kicsikét behorpad: ez
rugalmas behorpadas, mely azéelengerpar utan allandésult alapelreriisébl vett
eltérés. Ha itt befejeznénk a folyamatot, ez az alapszetkearadna meg az acélnak.
Am jon a masodik hengerpar, elvaltoztatja ezt az alapetrgutest, atrendezi a kozeget,
aztan a kovetkdz hengerparig ismét nincs valtozas az alapelrebdiégben, csak eset-
leg kicsike rugalmas kitérések a gokin az Uj, szintén allandésult alapelrendidzshez
képest. A masodik alapelrende&gs ugyanolyan legitim, mint az élsés minden tovab-
bi képlés utani allapot ugyszintén. Egyikik sem kitlintetst a tobbinél. A képlékeny
deformacio csakis valtozast tud mérni. Mégpedig mi olyathetite, ami nem valami
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onkényes viszonyitasi ponttdl mért valtozas, hanem vafemikii tartalmi dolog valto-
zasa:az alapszerkezet megvaltozas@#rhetné. Az alapelrend&2és megvaltozasat egy
t; és egyt, idépont kdzott. Olyan mennyiség, ami nem két, hanem e@padtra vo-
natkozik, az alapszerkezet valtozasi gyorsasagaleidvaltja lehet. Ez a képlékenyedési
sebesség mar allapotjélzek tekintheh, és joggal szerepelhet konstitlicios 6sszefiiggé-
sekben, termodinamikai potencialokban. (Természetapgridee még nem tudjuk, hogy
az alapszerkezetet pontosan milyen matematikai médotniemeegadni, igy most még

nem vildgos az sem, hogy ez a valami hogyan lenne derivéithatgrzerint. A kovetkea
szakaszokban fog majd fény deriilni a konkrét megvalGsitidjara.)

Megjegyzend, hogy a képlékeny deformacio bevezetésére létezik egik megyko-
zelités is, ahol a mozgéasgradienst irjak fel rugalmas éeképy mozgasgradiens szor-
zataként. Ez természetesen 6rokli a referendigatttal és -konfiguracidval kapcsolatos
ellenvetéseket, és szintén nem észleli a kilonbséget, aagggalmas deformaltsag al-
lapot, mig a képlékeny alakvaltozas valtozas. (Tovabbijegggéseket is lehetne tenni,

de mar az eddigield is latszik, hogy ez az Ut sem kielégia képlékeny kinematika
megnyugtaté megfogalmazasahoz.)

A helyzet jellemzéséil és kovetkezmények sulyossagaddnées megismételni
BERTRAMNAK az A sszoNYHVAN-SzARKA (2007)] mUben mar felidézett sorait:

A véges képlékenységelméletglik alapved problémaja a befsvaltozok
definicidja, és kulondsen a képlékeny vagy inelasztikusvaltozasé. Habar
aképlékeny deforméaciifejezés meglehésen szokasosnak tlinik a mérnoki
irodalomban, kiderll, hogy nagy deforméaciok esetén megbaasa rendki-
vul bonyolult.” [BERTRAM (2005), 249. 0., kiemelések a sz&td)].

4.7. ATERIDO ALTAL KIROTT KOVETELMENYEK

Az utolso kritikai észrevételhez idézzik fel a 3. szakaspeal tett nulladik, impli-
cit |épést. Ott tulajdonképpen egy szivességet tettliniggdmanyos targyalas szaméra,
azzal, hogy megélegeztiik, hogy a leiras egyercialis vonatkoztatasi rendszer szerint
fog torténni. Ez ugyanis — a nulladik 1épés impliciéitsfel nem ismert volta miatt — a
szokasos targyalasban egyaltalan nincs biztositva, aafammus barmely nem-inercialis
(hanem csak merev/tavolsagtartd, vagy akar még altalbbpsanatkoztatasi rendszer
szerint zajlhat. Ezzel viszont a leirds nemcsak a kdzegrhgokora mértékben eme
tetsdleges megfigyél viselkedését is tartalmazza, és ez atkathposan dssze van ke-
veredve. Ez a probléma jo ideje felismerésre is kerllt, éangagi objektivitas elvének
nevezték el azt a toérekvést, hogy a kdzeg viselkedése ésfagpadq viselkedése szétva-
laszthato legyen.
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Ennek egy lehetséges megvalositadsanak tekintik az ,arsmgisagon” dolgozast.
Ez azon a felismerésen alapul, hogy a kozeg maga is tekintggtmegfigyeinek, ezért
habéhozza viszonyitunk, akkor nem kellett semmi Kijlsegéd-elemet felvenni, hanem a
viszonyitas egy lényeqi, fizikailag valéban kitlintetegrepbhoz torténik.

Sajnos ez a megoldas csak latszatmegoldas. A kdzeg ugyamiagdhoz képest
nyugszik (definicié szerint). igy tehat nem lehet leirnigha kdzegpontok valjaban alta-
laban tavolodgatnak-kdzeledgetnek egymashoz, porogmehkds korul stb., valamilyen
gazdag idfuggd mintat kirajzolva. A kbzegmozgasok leirasdhoz ezért Zekés ven-
ni ax mozgasfuggvényt ill. aF mozgasgradienst, mint valamilyen anyagi iblezt az
anyagi sokasagon — és adil— értelmezve. Ezek a fliggvények azonban akkor milyen
halmazban is veszik ol az értékeiket? Mihez is viszongkdhTovabbra is valamilyen
kiilsd viszonyitasi alaphoz. Sehogy se lehet megtriikkézni eetyzétet, mindenképpen
szlikséges marad egy kéilmérce, tampont, amihez képest a kzeg mozgasat kifejezik.

Ezenkivul a kdzegnek mint egésznek az altalaban neminisraiglorsulo és forgo
mozgasa még igy is elsikkad a fizikai leirasbvEzek a nemtehetetlenségi mozgasok
pedig szintén fizikai hatasokkal jarnak a kézeg szamarantzategyszerii hétkbznapi
tapasztalatok is mutatjak: az ember egyensulyszerve @amgy megérzi, amikor az au-
toébusz, amin 0l, gyorsit, fékez vagy kanyarodik, amikoftehirtelen elindul vele folfelé
vagy lefelé, és amikor a repiihirtelen sillyedni kezd vele egy alacsonyabb nyomasu
leveghtartomanyba érve.

A kdzeghez mint megfigyéhoz viszonyitasnal tehat ilyen szempontbdl jobban ja-
runk, ha egy tetsileges, de inercialis megfigy#6z viszonyitunk, mert igy kifejezhet-
juk a neminercidlis k6zegmozgasokat. Tény, hogy viszokbels van egy nem-lényegi
tetsdlegesség leirasunkban: az 6nkényesen valasztott irerdezer. Raadasul egy ren-
des kinematikaban matematikai megfogalmazast, kritéotkallene adni arra, hogy egy
megfigyeb, egy vonatkoztatasi rendszer inercialis-e.

Rejlik azonban itt egy olyan tovabbi probléma is, amelybenardiarendszerek hasz-
nalata esetén is belettkdzunk: az abszolut tér, ,a gecantdri problémaja. Hétkbznapi
térélményeink zome, ,féldhdzragadt” — a Fold bolyg6 fetetiez ragadt, ahhoz régzi-
tett — tapasztalataink és latAsmodunk ugyanis egy abs&olid@tezésének illlzidjat épiti
fel benntink. Akadnak azonban olykor olyan éiményeink idysiemegingatjak ezt az il-
lGzidnkat. Vegylk példaként a kovetkez2letdl ellesett szituaciot. Andras (A) és Bence
(B) két kiilbnb6d vonatban l, melyek szomszédos vaganyokon allnak egyrefistm
Kint s6tét este van, kifsfények nem latszanak, fulkéikben viszont ég a villany. #&ité
ménye a sajat fulkéje, B-é az ové. Meglatjak egymast az ablkéresztil (ugyebar ég a

15A mozgasgradiens ugyanis érzéketlen egy tdeses merevtestszer(i mozgasra, igy a tétges
idéfliggési forgo és gyorsulé mozgasra.
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vilagitds mindkét fulkében). Néhany perc eltelik, aztapszgrcsak mindketten észreve-
szik, hogy egymashoz képest mozogni kezdenek. Olyan finantarthatott el az egyik
— vagy esetleg mindkét? — vonat, hogy semmit nem érzett sese, B. Elbizony-
talanodva néz mindkeita méasikra: melyikiink vonata indult el? A tere mozog B-éhez
képest, B-é A-éhoz képest. Egyikik tere sem tlinik kitlntdbihek a masikéhoz képest.

A tudomanyos gondolkodasban a geocentrikus vilagkép hegmdni kezd helio-
centrikus felfogas vilagitott ra arra, hogy a Fold porogseaéNap koril kérbekeringve
mozog, €s a gravitacids hozzadés és surlbdassal hozza képest lefé#ég tiinteti csak
ki életiinkben a Foldhoz rogzitett vonatkoztatasi rends2er

Az inerciarendszerek fizikai egyenértékiiségét pedigzirGaLiLel fogalmazta meg
(remek hajos példabeszédét IdaLILEI (1632)], de elolvashatoFpLor (2008a)]-ban
is). Ez aGaLILEI -féle relativitasi elv képletileg azt mondja ki, hogy azriciarendszerek
kozotti atjaras nemrelativisztikus jelenségkorben éyeén

t'=t, r'=r—Vt (31)

formuldjara, az UnGALILEI -transzformaciora (ahdf az inerciarendszerek relativ sebes-
sége) minden fizikai képletnek invariansnak kell lennie.

Namarmost, etdl a képletdl leolvashatd, hogy az @abszolut, mert a transzforma-
cios képlett’ = f(t) alakd’.

&4

Hasonlé szemmel ranézve, a masodik képlgiedig az olvashato le, hogy a tér nem
abszoldt, ugyanis a transzformacios képlet mém ¢(r) alaka, hanenr’ = ¢(r,t) ala-
ku.t8

Az is lathaté, hogy a térbe belekeveredik a@ id. Ha a térvektorokbdl szeretnénk
konstrualni valami abszolat mennyiséget (olyan menngségmelyek halmazabol mar
nem visz ki aGALILEI -transzformacio), akkor az @ kell hozz&kapcsolni valahogy. Ez
megteheh gy, ha a

(32)

N\
=
~~
Il
[SENS S I

négydimenziés vektort képezzik. llyen négyesvektor aaldiGALILEI -transzformacid

()= (D)) @

16 A nehézkedést mar BvTON eltt is magyaraztak egyesek a Fold vonzasavaufsiyi (1978),
218. 0.].

17s6t, az idh egydimenzios lévén, belathatd, hogy ekkor szilkségképpert .

18 Az egy adott inerciarendszeren beliili térbeli forgatasok ¢(r) alakGak. Nem visznek ki tehat az
0sszes helyvektorok halmazabdl. Ha csak rajtuk mulna, @bgrolit lenne.
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(blokkmatrix alakba irva), tehat a lehetséges négyeskekttalmaza mar abszolit: nem
visz ki beble aGaLILE! -transzformacid?

Abszolut térid van tehat, és ezen belul [étezik abszolétist°, abszolut tér viszont
nincs. Minden vonatkoztatasi rendszer sajat teret cipewvalgmelyltdl még jobban lat-
szik, hogy mennyi 6nkényességet jelent és mennyi nemkiognaavard nyiligot jelent
egy megfigyedhoz viszonyitani — még egy inercialishoz is. Mindezék gondokbdl
igazabdl ugy tudnank kikeveredni, ha rendelkeznénk egyrolgridh- €s mozgasleirassal,
amelyhez nem kell valasztani semmilyen segéd-elemetgmf@m-akarmit, vonatkoztata-
si barmit.

5. MODSZERTAN A PROBLEMAK MEGOLDASAHOZ

A jo hir az, hogy rendelkezink is ilyen leirassal. Néhanyefaspecialis relativitas-
elmélet sziletése utANeyL ismerte fol ebszor, hogy mar a nemrelativisztikus fizikaban
is szukséges a téddogalma, és egydl egy olyan megfogalmazast adott r4, amely megfi-
gyeld, vonatkoztatasi rendszer nélkil beszél a tatibés a benne jatszé6dé mozgasokrol,
folyamatokrél. Ezt a targyalast azéta tobben gazdagitopéaldauldacLom vizsgélta a
geométer matematikus szemszégjdbiacLom (1969)], ARNOLD ismertette a mechanika
mUvebBivel [ARNOLD (1974)], részletes elvi és gyakorlati kidolgozaséat pedigroLcsi

adta meg MatoLcsi (1984)], MaToLcsi (1993)].

Ez a targyalasmod olyan, ahol a matematikai forma végreoganta fizikai tartal-
mat fejezi ki, nem mast, nem tébbet és nem kevesebbet. AGtélid fizika torténete
soran kialakult 6sszes tapasztalatunk és konzisztenpzalésiink helyet kap benne, az
igy-ugy kialakult inkonzisztens beidegdések pedig nem. A leiras 6sszes matematikai
szerepbje fizikai tartalommal bir, nincsenek pusztan technikaigényelmi szempont-
bél bevezetett segéd-elemek. Ezzel a latasmoddal @tpddtosan annak latszik, amit a
fizika val6jdban kideritett rola, és a benné sterepdk sorsa is kozvetlenil fogalmazédik
meg és kdzvetlenll vizsgalhato. Kritériummal rendelkézéimél, hogy mely mozgasok
inercialisak, és igy tovabb.

o

Hogy GALILEI nek és kortarsainak téil; idorol és relativitasrol tett felismerései miért
évszazadokkal kébb nyertek csak korrekt megfogalmazast, arrél vélleet leginkabb
NEwTON tehet. Az6 tbmegvonzasi elmélete ugyanis pillanatszer( tavothaédelez fel,
eés ehhez nem tudott mas matematikai keretet elképzelnt, eginabszolut tér feltéte-
lezését imonyI (1978), 227. 0.]. Ez a feltételezés pedig ,sziven szlrjaGAalLEl -
relativitasi elvet. Ezt a problématis latta, €4 eiBNIz is joggal birdlta emiatt, de az utdkor

19A (32) alak a négyesvektornak egy inercialis koordinatdszer szerinti alakja. Vonatkoztatasirend-
szer-mentes alakjat Id. a kovetkezzakaszban.
20Ne feledjiik, most csak a nemrelativisztikus jelenségkdrhezgunk.
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a newtoni fizika nagy sikerei miatt elfogadta az abszolutdgalmat is — jo résziik talan
az imént emlitett hétkbznapi, F6ldhodz ragadt beideigs miatt is —, &ALILEI -féle re-
lativitasi elv fontossaga pedig csak az elektromagnessegspecidlis relativitaselmélet
sziletése koril kertlt ismétéerbe.

Kétségtelen, hoglMewTont a korabeli matematika fejlettségi szintje akadélyozta eg
abszolat tédl mentes, aGALILEI -relativitasi elvet megvalésitod elmélet megadasaban. A
geometria fogalmanak fétiése egy nemtrividlis folyamat volEfiLop (2008a)], mely
szintén a specialis relativitAselmélet megsziletéseagaa euklideszi sik-/térgeometrian
tuli geometria megfelél fejlettségi fokan tudott csak eljutni az olyan affin térddmaig,
amelyen nincs egy teljeskor( euklideszi szerkezet, cggk@&szleges, van viszont rajta
egyéb struktira is. llyen ugyanis a nemrelativisztikugltészerkezete, és ilyenen lehet-
séges megfogalmazni a pillanatszer(i tavolhatast ablidéoligltételezése nélkat.

Az affin teres téridleiras tehat olyan keret, amelyben a kézegkinematikantgdra
tan megvaldsitja az anyagi objektivitas elvét és az dsgpgsbdsmert fizikai kivanalmat
is. Minden mas ismert leiras pedig szenved a fent emlitettl@maktol, ezért egyetlen
kitorési irany adodik: az affin teres tédanegfogalmazasban adni meg a kézegek moz-
gasanak targyalasat.

777

A feladat ekkor az, hogy ebben a té@ifbrmalizmusban értelmezziik az alakvaltozasi
és deformaciotenzort, a rugalmassag és a képlékenyedsmddikai aspektusait, €s még
mindent, ami a kontinuumok dinamikajahoz majd szikséges les

Jelen iras ezt az utat fogja valasztani. Lattuk, hogy a soskieirashoz felvett segéd-
elemek mennyire elhomalyositjak a fizikai Iényeget, jOsebiguzsba kotik az embert,
|épten-nyomon belezavarnak a fizikai tisztanlatasba. Iglem a referencia-ipont, a
referencia-konfiguracio, a vonatkoztatasi rendszeryés indokolatlan kovetkezményiik
folyadékra és gazra az anyagi sokasag metrikus szerkéigptanilyen nem-lényegi tet-
sz0legességek lIépnek fel mindig olyankor is, ha térpontokatarokkal (helyvektorok-
kal) reprezentalunk, vektorokat szamharmasokkal reptaikenk, de mar az is, ha dimen-
Zios mennyiségeket valds szamokkal reprezentalunk, kegység-valasztas réven.

Igen, a mértékegység-valasztas is egy olyan segéd-mozzamahem lényegi, és
emiatt olykor értelmetlen képletekre vezet. Ha ugyanigékégységeket valasztva, valés
szamokkal reprezentaljuk a tavolsagértékeket is és@aridmokat is, akkor mi akada-
lyoz meg benniinket abban, hogy 6sszeadjunk egy tavolagatdégartammal? Hiszen
valos szamok 0sszege értelmezve van. Bizony, csak a fizikanjész akadalyoz meg,
mert tudjuk, hogy ezt azért mégsem helyes megtenni. F@matunk azonban megen-
gedi, és ismeretesek az irodalomban olyan képletiéknagyivi elméleti konstrukcid is,

21 Amire sziikség van, az ugyanis egy picit kevesebb : az ablisobzer(iség fogalma {Id. a kvetkez
szakaszt}.
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ahol ilyen meg nem engedett [épéseket kdvettek el. A fizik@an ész nem kapcsolt be,
annyira masra figyeltek az iliék. Az ilyen szarvashibak elkertlésére szintén az a biz-
tos at, ha olyan a formalizmusunk, hogy egyszertien nem emgedlyen hibakat, azaz
szamizve van béle minden segéd-elem, minden szetdiitikai Iényeggel rendelkezik.

A dimenzidés mennyiségek kapcsan is, és altalaban is, neyed)dia mindennek a
leirAsahoz valos szamokat, illetve valdés szamharmasakahilunk. Sokszor valamilyen
hasonl6, de kicsit mas mennyiségtipusok lennének fizikaithekvatabbak, példaul egy
vektor, egy affin tér egy pontja, vagy egy sokasag egy poetjad a fizikai Iényeghez il-
leszked matematikai modell. A valés szamok (szamharmasok, difahdulajdonsagok-
kal is rendelkeznek, amikkel a modellezni kivant fizikairepdd nem, és ilyen esetekben
a tobblet tulajdonsagok utakadalyként nehezitik a boltisgu

Ugyanigy példaul ha azt allapitjuk meg, hogy a bal és a joldbragciétenzorok
fizikailag mas jelentésiiek — mert egyik fajta az anyaghogzitétt tavolsag- és iranyvi-
szonyokhoz viszonyit, a masik az inercialis/téridszonyokhoz, és emiatt fizikailagdal
lenne egy bal és egy jobb mennyiség atlagat venni [v.0. (8BNor a bal és a jobb ten-
zorok legyenek kilonbdrtipusi matematikai mennyiségek, amelyekre nincs érslene
az 6sszeadas, és akkor garantaltan nem lehet az atlagukataréormalizmus automati-

kusan meg fogja gatolni a fizikailag hibas konstrukciot.

Leirasunkhoz tehat olyan matematikai objektumokat kerdssimik pont annyit fe-
jeznek ki, ami fizikai tulajdonsagokat velik épp ki szeretnéejezni: nem tébbet, nem
kevesebbet, nem mast. Pontosabban — és itt egy fontos nmtadgzeegallapitas kovet-
kezik: meg kell kilonboztetni elvi szerepi-tartalmu éhtekai-alkalmazassegifogal-
makat. E6bbieket a modelllink, a fizikai lényeg megfogalmazédsahozndjsk, utdbbi-
akat pedig egy-egy konkrét alkalmazéasban, specialisadmisben a szamolas, a kezelés

minél praktikusabb leirasahoz.

Példaul a tomegpont-mechanika bolygdmozgasos alkalrbadshasznos specialis
fogalom a palyaexcentricitas, altalanos tomegpont-nrakhaszerepe, jelentése azonban
nincs. A kontinuumfizikaban a referenciakonfiguracié hasztechnikai segédfogalom
szamos konkrét feladat analitikdslletve numerikus (pl. végeselemes) megoldasahoz,
elvi szerepe ellenben nincs. A henger-koordinatarendgeercélszerii hengerszimmet-
rikus elrendezésekhez, gdbmbszimmetrikus szituacioklisaont alkalmasabb a gombi
koordinatarendszer, altalanos elvi targyalashoz pedigoadinatarendszer-mentes leiras
a legjobb?®

22|d. pl. [FULOP—BEDA (2009)], [ASSZONYHSZARKA—BEDA (2009)]

23z a felosztas is csak nagyjabol igaz, hogy az alkalmazdatan valés szamokat, szamharmaso-

kat stb. hasznalunk, elvi célokra pedig vektorokat, affmetémeit, sokasag pontjait sth. A fizikai
mérések példaul nem mindig szamokat adnak eredményulamgir példaul egy iranyt magat mér.

Bizonyos szamitdgépes programok pedig képesek kezelmendiés mennyiségeket is, nem kell
mértékegység-valasztas révén szammal reprezedidhi
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Az alkalmazasok természetesen fontosak, azonban nem adiddgntosak: az el-
mélet megalkotdsaban nem j6, ha kizardlag az vezérel b&ahimogy hogyan fogjuk
majd tudni alkalmazni. Példaul HansTEINt az vezette volna az altalanos relativitasel-
mélet megalkotasa soran, hogy hogyan lehet majd elmélksdtreazni, konkrét szituaci-
okban megoldani, akkor az altalanos relativitdselmélet elyralkalmazasokban egy, tiz
ismeretlen négyvaltozds flggvényre vonatkozd, csatoltlinedris masodrendl parcia-
lis differencidlegyenlet-rendszer megoldasat kivanjg mebizonyara sohasem szliletett
volna meg. Szerencsé@NsTEINt néhany egyszeri fizikai elvaras és észreveétel veze-
relte, a megszileteBINsTEIN-egyenlet pedig az alkalmazhat6ség terén is kieméked
sikeres lett: a fizika maig ismert legnagyobb kisérleti peséggal igazolt egyenletének
bizonyult?*

Ezen a ponton arra is érdemes kitérni, hogy egy tudomanyosletnek két fontos
szerepe van: a magyaraz® s a josdi. Az el az, hogy szeretnénk megérteni az adott
szituaciot minél jobban. (Ez egyrészt valdszinlleg etpldhos intellektualis igénye az
emberiségnek. Emellett konkrét konstruktiv haszna is eaaltal tudunk egy elméletet a
tobbihez viszonyitani, kapcsolni, és Uj elméleteket kgdahi.) A masodik pedig az, hogy
az elméletet alkalmazni tudjuk tudomanyos jéslatok kimasdda. Mindkét feladatban
szempontjabol szerepet jatszik az elmélet elvi-lényeaijalis és az alkalmazéasai is, de
az alkalmazéasok éisorban a jésérkapcsan jatszanak nagy szerepet, a magyarahéer

kisebb sullyal jarulnak hozza, mint az elvi-lényegi rész.

Namarmost, az elvi oldalon olyan matematikai megfogalntaai&essunk, aminek
lehebtleg minden tulajdonsaga megfelel fizikai jelentésnek (midir kozelitleg, hiszen
azt azért ne varjuk, hogy tokéletesen pontos lesz egy madel6sagra, illetve annak
egy szeletére). Ugyanigy a mar mediélvi munkak is feldolgozanddk az irodalomban:
ha valaminek nincs elvi szerepe, és ha nélkile is boldogdtuakkor melbzziik.

Minden elméletdl szo6lé irasnak: cikknek, kdnyvnek, tankdnyvnek helyasnée

feltlintetnie ezt a megkulonbdztetést elvi és alkalmazagséogalmak kdzott. Sajnos
még az olyan igényességre torékmivek, mint fRUESDELL-NoLL (1965)] és HAuPT
(2002)] is keverik a kétfajta fogalmakat, amelynek megszasa levét kbzegkinematika-
juk (és bizonyara k6zegdinamikajuk is). Pedig segitene &datt teriilet megértésében és
elérehaladasaban, ha ezt a megkulénboztetést mindig megadeékigy rogton latnak,
hogy hol vannak olyan pontok, ahol egy technikai segéd-edeenepel, amelyet az elvi

24 A kettdscsillagok egymas korili keringési idejének megjosolt ravidacios hullamokkal kisugar-
zott energiaveszteség miatti — apid,~'? nagysagrendii relativ csokkendge? relativ hibaval
nyert kisérleti megésitést [FzIKAl NOBEL-DiJ SAJTOKOZLEMENY (1993)]. A keringési i@ ér-
telmezésének em~'* relativ hibaji pontossaga maig lekorozi a részecskefiaikaért eddigi
legnagyobb pontossagokat is.

2Shiszen azért nem mindig olyan kiforrott fizikailag vagy masgikailag kezelhét a helyzet, hogy
boldoguljunk barmi technikai segéd-elem nélkil

117



targyalasbdl el kellene tavolitani: megoldandé elvi tealiikra mutatna ra, orientalna a
kutatast.

Jelen iras példaul a tovabbiakban csak az elvi oldallal dggptkozni. De csak terje-
delmi okokbdl: folytatasaként egy kdvetkezrasmiiben be kell majd mutatni az itt fel-
allitott targyalas specialis esetekben egyszeriibbjrak@asseght alakokra atforditasat
IS.

Ami pedig a fogalmak megadasat illeti, az érdendirehaladdshoz ajanlatos elta-
volitani bebliik minden hallgatlagos feltételezést, magatol édimiek tartott és ezért
ki nem mondott mozzanatot, de a kifelejtett elemeket is &l tarni. Ennek az ismert
legkonstruktivabb mddszertana, melyet tobbek kodattoLcsi képvisel teljes kdvetke-
zetességg#l, az, hogy az elvi alapvetésben (is) minden fogalom teljgratematikai
legyen, definiciéja csupa olyan objektumra hivatkozzorelgmar matematikai defini-
ciot kapott. igy példaul ,A tavolsagértékek halmazanak ggggydimenzios valds ira-
nyitott vektorteret nevezink.”, vagy ,Nemrelativisztiktéridbnek egy (M, T, r,L, h)
fogalomotost neveziink, ahdf egy négydimenziés valos iranyitott affin téraz iddtar-
tamok egydimenzids valGs iranyitott vektortere, stb.”. yakprlatban ez tébbnyire gy
szokott kinézni, hogy minden fogalom vagy egy halmaz, vagy ealmazbol egy hal-

mazba képez fliggvény?’

Ezért tulajdonképpen konnyl megéallapitani, hogy egy — adsdgeteg matematikat
hasznalé — irasmi eleget tesz-e ennek a tudomanymodszeiitariumnak. Ha min-
den fogalma (marmint annak matematikai modellje) egy matiai definicid, melyben
semmi definialatlan fogalom nincs, az eleget tesz neki. Aaarval6ban semmi definia-
latlan fogalom ne szerepeljen a definicibban. A mar tobbsaditett [TRUESDELL-NOLL
(1965)] és HaurT (2002)] mlvekben példaul definialatlanok maradnak tobk@Etott
olyan fogalmak, mint id, tér, fizikai megfigye (igy a megkllonboztetés is inercialis és
neminercialis megfigyélkozott).

Y4

Nem valamiféle ,rendmaniarol”, formalis és 6ncéll igérigaesél van itt sz6. A
hétkdznapi mondas is azt tartocH (1985)]: ha mar minden prébalkozadét mon-
dott, olvasd el a hasznalati utasitast! Vagy ahBgyrermeseéli PorrPer(1995)], amikor
egy hosszu kilfoldi tanulmanyuton szerzett tapasztafdtprobalt konyvet irni: ,Neki
is fogtam a kényv megirasanak, de révidesen elakadtam. $takiereztem azt, ami a
papirra kerllt. Banatomat elkeseregtem egy muzsikus bargto, aki elgondolkozott,
majd azt mondta: — Tudod, én is jartam mar ugy, hogy készidgyndarabra, és nem
szélalt meg bennem. En ilyenkor nekiallekechnikaznk : tokéletesen kigyakorolom a

26|d. pl. [MATOLCSI (1984)], MATOLCSI (1986)], [MATOLCSI (1993)]

27 A fizikai érzék természetesen szintén fontos szerepetatsiz, hogy milyen tulajdonsagi matema-
tikai objektumot valasztunk az adott fizikai objektum mdeletsére. Az alabbiak ezt részletesebben
is hangsulyozni fogjak.
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darabot. Es nemegyszer azt tapasztaltam, hogy munka kéitem kelt, amit csinaltam,
€s bennem is megtortént az, ami a hangszeren.” Ugyaniggyhadomanyterilet mar
régota meg van akadva egy fogalommal vagy problémavabbelitébb nem marad mas
at: neki kell latni és kitechnikazni az adott dolgot: pontoatematikai megfogalmazast
prébalni adni neki.

Nem csak akkor érdemes azonban rendet rakni, amikor maggasedoldogulunk a
rendrakas nélkdl, hanem jo, ha altalaban is allandé, foastammmunkastilusunkka valik,
hogy mindig mindent rendes matematikaval fogalmazunk rAdgpasztalat ugyanis azt
mutatja, hogy amikor a fizikaban valamit nem sikertl matéka#dag pontosan megfogal-
mazni, akkor azt fizikailag sem értjik. Ezért egy produktiar@6 dnelledrzési modszer
az, ha mindig minden fogalmat pontos matematikaval sikeegadni.

Ez a tapasztalat, mely egy érdekes megfigyelés, tulajdmekegiszonylag érthétis.
A matematika ugyanis nem mas, mint az emberiség eddig iseyataposabb, legszisz-
tematikusabb gondolkodasi formaja. Ha valamit nem sikebilile a keretbe beilleszteni,
arrol valésziniileg még nem vagyunk képesek elég konnsetegondolkodni.

Eqy fizikai elmélet pontos matematikai megfogalmazasa lethelzért is praktikus,
mert onnantdl kezdve tudjuk, hogy konkrét feladatok megsdaa milyen (egzakt és ko-
zelitd) moédszereket hasznalhatunk, a matematika eszkoztandikhaz nyulhatunk. Egy
matematikai tételre ugyis csak akkor tamaszkodhatunk, tégethez felsorolt feltételek
biztositva vannak. Természetesen felmerilhetnek olyfienenatematikai problémak,
amikre még nem ismeretes megoldas, amikor az altalunk betezeljainkra alkalmas-
nak talalt matematikai fogalmak tulajdonsagair6l még nemdelkeziink elegeiddtu-
dassal. llyenkor jogunk van sejtéseket megfogalmaznizékkal haladni tovabb. llyen
esetekben azonban végeredményeinknél fel kell tintebgiy lazok is csak sejtések, és
hogy mely feltételezéseink teljesilése igazdikét.

A teljes — esetleg csillogdb — matematikai megfogalmazadsban 6nmagaban ke-
vés. Az is szlikséges, hogy az altala megfogalmazott fiziktalom fizikailag helytallo
legyen (legalabbis modelliink érvényesseégi kérén belyl,efipgadhaté pontossagu ko-
zelités erejéig). Rossz fizikai tartalmon annak pedéns nadiieen megfogalmazéasa nem
javit. Léteznek olyan szefk és olyan irasmivek, akik ill. amelyek a 16 tuls6 oldalara
esnek-csusznak at: formalizmusuk preciz, am a fizikailtant&érdéses, vagy explicite
hibas. A matematikai modellezésnek két oldala van: a vglésa matematika. Tiszteljuk
a valésagot, annak minél hiibb figyelembe vételére toréké&dMasrészt, a valésaghoz
rendelt — annak egy részéhez rendelt, egy adott pontossiggpdhaté — modelliink
teljesen matematikai médon legyen megfogalmazva. A lorh&ézépen uljink, nem
pedig az egyik, €és nem a masik oldalara lecsuszva.

Egy mérnok, egy tudos annak a félstégének is tudatdban kell legyen, hogy mun-
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kajan emberi életek és rengeteg embebifeszités értelme mulik. Csak egyetlen példat
emlitve: 2009 juliusdban szinte teljesen ledllt a 300 kétenes német S-Bahn gyorsvas-
uthalézat [NDEx.HU (2009-10)]. Az egyik szerelvény kerekén ugyanis toréstedtek,
majd ezt kdveden elrendelték az 6sszes vonat valamennyi kerekénelbetieseét. A vizs-
galat soran bebizonyosodott, hogy a kocsik kétharmadatlkiv&nni a forgalombdl és a
kerekeket biztonsagi okokbdl si@sen ki kell cserélni. Varhatéan legalabb masfél évig
nem all helyre a menetrend, az okozott kdzlekedési kaostdlly egymillio embert érint
naponta, és csupan az utasok kartalanitasa tobb, mint sixdzowroba keril. A kerekek
torékenységének valdszinl oka pedig az, hogy késziiésaglk egy Ujfajta — és a je-
lek szerint hibas — képlékenységi elméleten alapulEfel (2008)]. Ezt a felgdsséget
eészben tartva kell arra térekedniink, hogy az elméletek ait szituacio 6sszes relevans
fizikai aspektusat lefedjék, és teljesen kdvetkezeteszteanatikus gondolati konstrukci-
Ok legyenek.

6. A SZUKSEGES ESZKOZOKES AMIKHEZ SZUKSEGESEK

Tekintstiik most at azokat a matematikai eszk6zoket, amedysKikségiink lesz a ko-
zegkinematikahoz az imént megfogalmazott médszertanreaiateben, és egydl las-
suk is fizikai alkalmazésuka: hogy melyik milyen célra islkebjd. Az itt céliranyosan
0sszefoglaltakon tuli részleteket példaul a 26. labjetere hivatkozott mivekben talal-
hatjuk meg.

6.1. VEKTORTEREK ES ALKALMAZASAIK

Elsd hasznos eszkoziink a vektortér lesz (nevezik linearigkés). Egy valos vek-
tortér olyan halmaz, melynek elemeire értelmezve van azasss és a valos szammal
valo szorzas, és ezek a miveletek eleget tesznek bizomjiesnles muiveleti tulajdon-
sagoknaké. Egy végesn dimenzids vektortéren kivalaszthdtaon darab linearisan fiig-
getlen nemnulla vektor, ezek bazist alkotnak, azaz a vektbarmely eleme 8All ezek
egy bizonyos linearkombinaciéjaként. A bazisok sodragirseerint kétfélék lehetnek,
ha egyiket kivalasztottuk pozitiv sodrasiranynak, akkényitotta tettiik a vektorteret.
Egy egydimenzios vektortéren — mely szemléletesen eggoual ellatott egyenes”, és
melyen egy bazis egyetlen nemnulla vektort jelent —, azjitas megadasa arra egysze-
risddik, hogy a vektortér egyik felét nevezzik ki pozitikntehat az egyik ,félegyenes”
elemeit nevezzik ki a pozitivaknak,1-szereseik lesznek a negativ elemek.

Egy m dimenziés U és egy n dimenziés V vektortér diadikus vagy ten-
zorszorzata, U=V egy mn dimenzids vektortér. Rajta azu,®v; vektorok

28|d. asszociativitas, disztributivitas, kommutativitas
2messze nem egyértelm{ modon: folytonosan végtelen sekSk¥y van

120



(t=1,2,...m; y=1,2,...n) egy bazist adnak meg, ha;-k egy bazisU-n és v;-

k egy bazisV-n. Egy m dimenziosU és egy egydimenziodV vektortér diadikus
vagy tenzoridlis hanyadosd/ /W egy m dimenzids vektortér. Rajta am;/w vek-
torok (i =1,2,...m) egy béazist adnak meg, ha, -k egy bazisU-n és w egy bazis
W-n. Ez a tenzorialis oszt4s a vektorok valdés szdmokkal sértk értelemszeri kiter-
jesztéseé? Az egydimenzids vektorterekkel vett tenzorszorzas koratiut U e W =

= Weao U, usw = weu. Mivel az iranyitott egydimenzios vektorterek ugyanugy vi-
selkednek a tenzorszorzasra és -osztasra vonatkozodrg walos szamoR halmaza, a
tovabbiakban a valés szamok halmazahoz hasonléan Uretjisg&lélést kapnak, piV,

és roviden mértékegyeneseknek is fogjuk hisket:.

Ertelemszer(i médon definialhatd mértékegyenesek tenisdnatvanya, plw(?) .=
= WeW, &m nemcsak pozitiv egész, hanem télsges valds kitedre is, igy a tenzori-
alis gyokvonasok is értelmesek. Az egydimenZigp-edik tenzorialis hatvanyayw ()
egydimenzids, és elemei rendelkeznek az elyaw)(?) = \»»w(?) tulajdonsaggal, min-
den) pozitiv valos szamra. Kideril, hogW(—") = R /W = W* (itt * a dudlis vektorteret
jeloli, definiciéjat Id. hamarosan).

Ha A egy U-bdl V-be hato linearis leképezés, jeldléssel: U — V', akkor ter-
mészetes, kitintetett, egyértelmi modon tartozik hozga€«W — VoW linearis
leképezés (ugyanis hA egy u-t v-be visz, jeldlésselA : u — v, akkor ehhez az
usw — vew leképezés tartozik), mely leképezést jeldlhetiink szicaéval. igy ter-
mészetesen mindegnvel is mondhato, hogyA : Us W) — Ve W®)

Avégesmn dimenzidsU vektortér kovektorainak & : U — R linearis leképezéseket
nevezzikU 6sszes lehetséges kovektordnak halmaza egy szinthmenzids vektorte-
ret alkot, jeleU*, neveU dualisa. EgyU-beli u; (i =1,2,...m) vektorok alkotta bazis
dudlis bazisa az az egyértelmi médon 16td’ (j = 1,2,...m) vektorok alkotta bazis
U*-ban, melyrek’(u;) = ¢/, ahol 5/ aKroNECKERdelta. A lineéris leképezések hatasa
a tovabbiakban zaréjel nélkil lesz jelolve (,szorzat je3), tehat pl.k7u; = 5{ .

U dudlisanak dualisa természetes médon azonosithato atidiedal, tehat mond-
hatjuk, hogy(U*)* = U, mert mindenu € U egybenU* egy kovektora isuk := ku
maddon hatva mindek € U* -ra, ésU* minden kovektoraegue U. EQy A: U — V
lineéris leképezéshez egyeértelm, kitlintetett méddozéeegyrészt egy bilineérid * x
x U — R leképezé¥, masrésztV « U* egy eleme. Mindkettejiiket szintén egyszeriien
A-nak jelolhetjuk. Ezek a megfeleltetések, azonositasokyeén szemléltethéek azzal,
hogy egy méatrixra is harom modon nézhetink r4. Egyrészt étpakozos fuggvénykeént

30Megjegyzés: a tenzoridlis hanyadosnak nincs kéze ahhdkpaagy vektorteret egy alterével fak-
torizalunk, noha a két miivelet jeldlése hasonlo.

31 Az elnevezés eredete az a fizikai alkalmazasuk, mely hamatwamutatasra kerdil.

32 » itt a halmazok [ESCARTESSzorzatanak a jele.
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— balrdl egy sor-, jobbrél egy oszlopméatrixszal szorozvaskészt egy vektorbdl vektort
készit fliggvényként — jobbrdl egy oszlopmatrixszal szorozva egglopmatrixot ka-
punk. Harmadrészt egy diadikus/tenzori szorzatként — eglopmatrix és egy sormatrix
diadikus szorzataként (vagy tobb ilyen 6sszegeként).

Az A : U — V lineéris leképezés dudlis transzponadltja azAiz: V* — U* li-
nearis leképezés, melf— £o A. A kompozicid (6sszetett fliggveny)jele linearis le-
képezések kompozicioja esetén a tovabbiakban el lesz hdggmtén ,szorzat jeldles”).
Tehat A* : £ +— LA, azazA*f: u— £Au € R. Leképezések szorzatanak (vagyis iga-
zabdl kompoziciojanak) a dualisa a dudlisok forditott esadifi szorzata (kompozicidja):
(AB)*=B*A*.

Ha egy C lineéris leképezedJ-bol U*-ba hat, akkorC* : U — U*, és ilyen-
kor értelmezhét C szimmetrikus részeCS := 1(C + C*), és antiszimmetrikus része,
Ch = %(C — C*). Egy ilyen C szimmetrikus, ha antiszimmetrikus része nulla, és anti-
szimmetrikus, ha szimmetrikus része nulla-bél U-ba hato lineéris leképezésne&m
értelmezhet@& szimmetrikus és antiszimmetrikus része, szimmetrilggsantiszimmet-
rikussaga. A tr leképezés ellenbdiie U* és U*eo U, azazU — U és U* — U*
tipusu tenzorokra értelmes, és specidlisdmdrk) = tr(k© u) = ku = uk .

Egy G : E — E* szimmetrikus linearis leképezés skalarszorzat (mas névetnika)
E-n, ha minden nemnulle € E-re (Ge)e > 0. llyenkor E-t euklideszi térnek nevez-
zUk, G-re vonatkozbéan. Egy skalarszorzat invertalhato, és neve ! : E* — E egy
skalarszorzaft* -n. A fentebbiek értelmébei= felfoghat6 egy bilinearisE x E — R
leképezésként éE* « E* egy elemeként isG~! pedig egy bilinearisE* x E* — R
leképezésként éE » E egy elemeként is.

A G: E — E* skalarszorzat egy kélcsondsen egyértelmi megfelefiétésitE és
E* elemei kozott. Ezért nem szokas egy euklideszi tér kovektarbeszelni: mert a ska-
larszorzat révén azonositani szoktak a vektoraival. Mitmeskodvessiik ezt a gyakorla-
tot, mert a kbvetkez szakaszokban olyan vektorterekkel lesz dolgunk, melyeggetlen
skalarszorzat helyett két killonkibzkalarszorzat is fel fog bukkanni, melyek kiilénb6z
maddon fognak megfeleltetést jelenteliiés E* elemei kdzott — és akkor inkdbb mar
egyiket se valasszuk.

Egy e € E vektornak aG : E x E — R skalarszorzat szerinti hossza ge||; :=
=/G(e,e) eR} (itt RS anemnegativ valés szamokat jeldli). & : E — E* alakkal
megadva ugyanez atel ., := /(Ge)e € Rf mddon irhat6. Aze és f altal bezart
sz0g:

G(e,f)
lellgliflle’

és specialisae ésf medlegesek, haG(e,f) = 0. Szemléletformal6 az az észrevétel,

© := arccos (34)
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hogy ha egy vektortéren nincs skalarszorzat megadva, aidrarbeszélhetlink vektorok
memdlegességét. Két vektor lehet linearisan flggetlen egymastél, denadrisan flg-
getlen helyzetek kozott nincs egy kitlintetett, Bleges helyzet. Két vektor bezart szége
sem értelmezhétskalarszorzat nélkil. Ugyanigy nincs vektoroknak hosszra, mind-
0ssze olyan vektorok ,hosszaranyarol” tudunk beszélniyekeégyméas szamszorosai.

Mint az elhangzott, egyA : E — E linearis leképezésnek nem létezik szimmet-
rikus és antiszimmetrikus része. Eqy : E — E* skalarszorzat segitségével azonban
értelmezhdi az A" := G 'A*G : E — E metrikus adjungéltja, és az ezzel definialt
metrikusan szimmetrikus és antiszimmetrikus rész. Latk&hat, hogy amikor egy euk-
lideszi téren egyszeriien ,transzponaltrél” beszélneiggott két dolog is lehet: a dualis
transzponalt (mely nem tamaszkodik a vektortér skalarsz@mzerkezetére), és a metri-
kus adjungalt (amely tAmaszkodik). HaB2sE* kdzotti azonositast feloldjuk, az addig
egyféle E — E linearis leképezések (tenzorok) négy kulonbdajtaju mennyiségnek
bizonyulhatnak:E — E, E — E*, E* — E vagy E* — E* tipusli mennyiségnek.
Ezek kozll az efsnek és a negyediknek nem beszélhetiink szimmetrikussagatid
szimmetrikussagarol, csak metrikus szimmetrikussagérétrikus antiszimmetrikusséa-
garol. Amivel nincs is baj, ha van egy kitlintetett skalargatunk erre a célra. Ha viszont
két kulonb6d skalarszorzatunk is mutatkozik, akkor mar el kell gondetiunk, hogy mit
is akarunk csinalni. Sajatérték-problémaja ellenben d8ak E és E* — E* leképezé-
seknek van — mert a sajatvektor valahanyszorosat kellafsgmom, tehat ugyanabba a
vektortérbe kell visszaérkezzek.

Az E x E — R bilinearis, szimmetrikus, pozitiv definit leképezéselalamosita-
saként azE x E — W(? bilineéaris, szimmetrikus, pozitiv definit leképezésekka-s
larszorzatok, ahoWv egy mértékegyenes. A fentiek értelmében ezek egyliefiw) x
x (EJW) — R leképezések is, és igle /W — (E/W)* leképezések is é$E/W)*
x©(EJW)* -beli elemek is. Egy € E vektornak aH : E x E — W) skalarszorzat
szerinti hossza a#le||;; := \/H(e,e) € W, azaz nemnegatiW érték(i mennyiség. A
H:E/W — (E/W)* alakkal megadva ugyanez de||,, := \/(He)e € Wy modon
irhato.

Az eddig elhangzottak disalkalmazésaként a dimenziés fizikai mennyiségek ma-
tematikai modelljét adhatjuk meg. Vegylk példaként a ts&gértékek halmazat. Ha az
erdbben vagy parkban sétalva talalunk egy botot, ennek a batrtadssza dnmagaban
egy fizikai realitas. Van értelme két bot hosszanak az 6gsedg egymas mogé, egymas
meghosszabbitasaiként egy egyenesbe tasaitk \Van értelme egy bothossz egész szamu
tobbszorosének és tortrészének, és ésszeri absztrakeidds j6forman tetszés szerinti
pontossagu gyakorlati eljarassal — szarmaztatva egy tetsséleges valés szamszoro-
sanak. Véalaszthatunk egy hosszat egységként, ekkor baimesz megadhat6é azzal a
valos szammal, ahanyszorosa egységinknek. Egységneizthatuk példaul egy ural-
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kodo6 alkarhosszat, bolygdnk Egyef|ének valahanyadrészét, vagy egyiglszamu szi-
liciumatom alkotta egykristaly gémb sugarat, de ezek eggik univerzalisan kitlintetett
masikukhoz képest.

A fentiek fényében ésszer(i a tavolsagértékek halmazaiLeggydimenzios valés
irAnyitott vektortérrel, rovidebb nevén meértékegyeniessmellezni. (A mértékegyenes
elnevezés eredete tehat az, hogy egy ilyen halmaz césrhesznéalhato fizikai mennyi-
ségek, méresi ertekek matematikai modelljeként.) A méggkég-valasztast egy bazis-
vektor valasztdsa modellezi, a mértékegységvaltast egguddtas. Az idtartamokat mo-
dellezze egy masikl' mértékegyenes. Ekkor nincs értelmezve — fizikailag helyese
egy £ € L ésegyt € T érték dsszege, értelmezve van viszont — fizikailag szingn h
lyesen — szorzatuk,» t és hanyadosul,/t. Ez a szorzat és hanyados teljesiti a fizikai
érzék szerint elvart miveleti szabalyokat, pf; + £2)/t =€, /t + £ /t, (af)/(6t) =
= (a/p)(€]t).

A mértekegyenes valtozoju, és a meértekegyenes értékivdinggk analizise (foly-
tonossag, derivalas, integralas, miveleti szabalyaiypougy zajlik, mint azR — R
fuggvényeké. Automatikusan teljesil minden olyan elvaméshogy példaul egfi’ — IL
fuggvény —pl. egy tavolsag az elteltddiiggvényében — derivaltji /T értékd, tehat
sebesség dimenzigju.

6.2. AFFIN TEREK ES ALKALMAZASAIK

Ahogyan egy vektortér szemléletesen egy origéval ell@gyenes (origbval ellatott
sik, origbval ellatott tér, stb.), ugy az affin tér az orig@asatas nélkili, ,sz0z” egyenes
(sik, tér, stb.) fogalm& Maga a szintiszta egyenletesség.

Minden affin tér egy vektortér segitségével definialodiky, egktortér tartozik hozza.
Ezt a vektorteret az affin tér alulfeé@wektorterének is nevezik. Szemléletesen szélva, egy
affin tér barmely két eleme (pontja) k6zé behtzhatd egy vektoalulfekw vektortér
egy egyértelmiien meghatarozott eleme. Ugyanezt egyt kidshogy nézve, ha az affin
térnek barmelyik pontjat megragadjuk, onnan mint origgi¥#ve egy vektortérnek néz
ki — mégpedig ugyanannak a vektortérnek, az alulekektorterének fog kinézni. Ez
utdn a baratkozo bevegetitan lasuk a pontos definiciot is: affin térnek neveziink egy
(U,U,d) fogalomhéarmast, ahdl egy nemuires halma] egy vektortérd pedig egy

33 Annyira vigyazzunk csak ezeknél az egyébként kivalo szkemdseknél, hogy az origoval ellatott
papirlapunk sikjan, az origébdl huzott iranyitott szakargznak fizikailag van méilegességuk, be-
zart szoglk és hosszuk, mig a vektorterek kozil ezek csalildideszi vektorterekre léteznek. Az
egyéb vektorterek szemléltetéséhez el kell feledkezniamkriapunk euklideszi tulajdonsagairol.
Ugyanigy affin térBl is van euklideszi is és euklideszi szerkezet nélkili isitrazt mindjart latni
fogjuk.
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U x U — U leképezeés, melyre

d(p,q) +d(q,7) =d(p,7) (35)

mindenp, q,r € U -ra, tovabba mindem € U -raa g — d(p,q) leképezés kdlcsdndsen
egyertelml megfeleltetds és U kozott.

U tehat az alulfek® vektortér, ésd hizza be a vektort (kilénbségvektort) az affin
tér két pontja kozeé. A rovidség kedvéérit magat szokas az affin térnek hivni, de persze
mindig ott kell legyen hozzé alJ alulfekvd vektortér és al ,vektorbehlzo leképezés”
is.

Az U affin tér dimenzidja definicio szeritf dimenzidja. HalU iranyitott, akkorU -t
is iranyitottnak nevezzik. Hasonlédneuklideszi affin tér, hd&J euklideszi vektortér. Ha
nem, nent* Minden U vektortér egyben egy affin tér is 6nmaga mint aluli@kektortér
folott, a d(p, q) := q — p vektorkivonassal mint vektorbeh(zé leképezéssel. Ugymon
ugy lesz egy vektortér affin tér, hogy eldobjuk el az orig6 kitlintetett voltat. (Persze
az igazan izgalmas affin terek azok, melyek nem vektortgrek.

Az affin tér fogalma azért sziikséges jelen céljainkhoz, segitségével adhaté meg
a nemrelativisztikus téri@modell. A nemrelativisztikus téridtulajdonséagair6lfuLor
(2008a)] adott egy ismertat ott egy inercialis koordinatarendszer szerinti kooédi
takkal szemlélve. Most a vonatkoztatasirendszer-meidigydlas kdvetkezik. Nemre-
lativisztikus téridmodellnek neveziink egyM, T, r,1L, h) fogalomotost, ahol\/ egy
négydimenziés valds iranyitott affin tér egyl vektortér folott, T az iddtartamok mér-
tékegyeneser, egy M — T nemelfajulé linearis leképezéS jeldli M-nek azt a harom-
dimenzids alterét, melyena nulla értéket veszi fol, a tavolsagértékek mértéekegyenese,

h pedig egyS x S — L(?  azazS/LL — (S/L)* skalarszorzat.

Ertelmezve mindazt, ami itt elhangzotd/ elemei a téridpontok, hely- és id-
szempontbdl pontszer( ,lelistégek arra, hogy valami itt €s ekkor torténjéhKét ilyen

s o

kdzé lehet behuzni egy téddektort.7 minden téridvektorhoz egy idtartamot rendel,
ugymond minden téritivektornak megmondja az fdszempontu tulajdonsagat” — ez
nem valamifajta melleges vetilet ¥ nem egy euklideszi tér! nincs rajta egy négydi-
menzids skalarszorzat!), hanem csak egy valamifajta asgekegydimenziés jellerdje
a téridbvektoroknak: az id szempontu aspektusa. A null@idspektusu téri/ektorok
neve térszerii vektor, a tobbiek adgter( vektorok (jodszerliek ill. multszerlek, azdd
aspektus éljelédl fuggden). Csak a térszerll vektor@k halmazan van egy euklideszi
szerkezeth, mely tAvolsagnégyzet dimenzioju, tehat minden térsgekiiorhoz egy ta-
volsag dimenziéju hosszot rendel. Barmelye azt idétartamu téridvektorok egy affin
34Es akkor itt tekintsiink vissza azieb, 33. labjegyzetre.
35A téridd nem események, torténések halmaza, hanem csak a tokiézéstere, kerete, egyfajta
hattérszerkezet. A vaszon, amire a festmény késziilhet.
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hipersikot alkotnakVI-ben, minden ilyen affin hipersik egy haromdimenziés ew@did
affin tér azS alulfekvd vektortérrel és annak skalarszorzatavall tehat nem egy egydi-
menziés alteres-nek, hanemr igymond felszeletelM -et parhuzamos szeletekre, egy
csikozast fest rd pedig ennek a csikozasnak a szinskalaja (képzeljuk el, miggen
csik a szivarvany szinspektrumanak egy-egy kuloalszinét kapja).

1. abra. A nemrelativisztikus téridvektorok halmazanak\l) szemléltetése

M dualisa,M* nem azonosithatd1-el, mert M-en nincs egy négydimenzids euk-
lideszi szerkezetlink. Egk € M* téridd-kovektor ugyebar definicio szeritd — R,
mely filggvénynek a megszoritasalfznek azS részhalmazar® — R, azaz elem&*-
nak. Jeloljen ezt a megszoritast, azaz aztk#* — S* linearis leképezést, mely minden
téridd-kovektorhoz azS-re megszoritottjat rendeli. igyy* : S — M, mely nem mas,
mint az a trivialis leképezés, ami minden térszerl vekipnmegmondja, hog$ melyik
M-beli vektor (azaz 6nmaga), teh¥ identitas-leképezésénékre vett megszoritasa.

M szerkezete orokdik M -re. Két tériddpontot egyidejlinek hivunk, ha térszer( vek-
tor koti Oket 6ssze. Az egymassal egyidejl tépdntok haromdimenzids euklideszi affin
altereket rajzolnak kil/-ben azS alulfekvd euklideszi vektortér folott. A ,felszeletelés,
csikozas” tehat orokdik M -re. Egy ilyen térszer( affin alteret neveziink eg§pdnt-
nak. Az iddpontok halmazat — tehéat ezeknek az affin altereknek, stelek a halmazét
— T-vel jeloljuk, mely egy egydimenzids iranyitott affin t@rfolott. Az idopillanatok

¥

tehat nem valami elemi, ,pici” objektumok, hanem térszedityban nagyon is kiterjedt

yon

objektumok: mindazon tér@pontok, melyek egymassal egyidejlek.

Egy pontszerlinek tekinthefizikai objektum mozgasat, helyesebben tébien va-
16 |étezését egy vilagvonal modellezi: egy vilagvonal eiyopzeri folytonos és kélen
sokszor differencialhat6 gorbe a téi (jovoszerl: minden éridvektora jovbszerld). A
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vilagvonal tehéat egy pontszer( Iéfegorsat, annak téridlenyomatat modellezi (ki mi-
lyen ,csikot huz” a térién, élete folyaman).

|~
—] S T //
pd ] —
} f } - T
t1 to t3

2. dbra. Az M nemrelativisztikus térid, az iddpontok, és a vilagvonalak

A vildgvonalak kitlintetett €s kényelmes modon paramékadek a7’ idovel: az igy
paraméterezett vilagvonalakat vilagvonalfiggvényekniefuk, melyek tehatl” — M
fluggvények. Mégpedig nem is akarmilyenek: minden ponttagranvektoruk, me-
lyet abszolut sebességnek vagy négyessebességnek rlevayén, hogy ar leképezés
(mely M — T, ezértegybenugydZ /T — R is,) az 1 értéket adja rajuk. A négyessebes-
ségek tehéat olyan elemé¥I /T -nek, amelyek nemcsak hogy fdszeriiek, de I-juak.

Az ilyen vektorok halmazat’ (1) -nek fogjuk jeldlni, mely egy haromdimenzios euklide-
szi affin tér S /T folott.

Egy kiterjedt anyagi objektum, egy folytonos anyagi k6zek anyagi pontbal all,
melyek teljesen sirlien helyezkednek el egymas mellatieke modellje az lesz, hogy
augymond teljesen sirlin egymas mellé pakolunk egymastmetsd vilagvonalakat.
Egy ilyen vildgvonalmeének tekinthetjlik az éridvektorait, azaz minden tédgont-
hoz hozzarendeljuk azt a négyessebesség-értéket, anmmnayiott téridponton atha-
lad6 vilagvonal ottani ériit négyessebessége. Egy — V(1) négyessebesség-niez
rajzolodik tehat kit® Forditva is eljarhatunk: vesziink egy Kedh sokszor differenci-
alhaté négyessebesség-iiea téridn, és tekintjik ennek integralgorbéit, azaz azon
vilagvonalak seregét, mely vilagvonalfiiggvények é&ringégyessebességei az oftbidl
négyessebesség-értéket. A két Ut ekvivalens, és utdébknmasikailag kényelmesebb és
egyszerlibb megfogalmazas, ezért egy folytonos kdzegeksdodelljét egy téridin vett
négyessebesség-ndeel fogjuk megadni.

36Ha kozegiink nem tolti ki az egész tébigakkor a négyessebesség-éx csak egy dsszefiigg
részhalmaza/-nek.
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Minden vonatkoztatési rendszer, (té&iyimegfigyed is egy ilyen anyagi kdzeg va-
l6jaban. Ha a valésagban nem is toltjuk ki az egész &¢radirin anyagi referencia-
objektumokkal, azért rendelkeziink olyan eljarassal, brledzt ki tudjuk potolni, meg
tudjuk szerezni azokat az adatokat, amiket a hianyzé amgégyiencia-objektumok ész-
leInének és ahogy észlelnék. MUKbitGziot tudunk felépiteni, mert killdnben nem tudna
vonatkoztatni rendszeriink, nem tudna megfigyelni megfimelA megfigyeb matema-
tikai modellje tehat joggal egy sir(, sima vilagvonadggrilletve valasztott matemati-
kai megfogalmazasunkkal egy négyessebessé@-reemek integralgdrbéit a megfigyel
térpontjainak nevezzik. A megfiggeminden térpontja egy-egy anyagi referenciapontot
modellez. Szemléletesen sz6lva, minden egyes térpontcamyi itdrpe, mely rendelke-
zik egy 6raval, és mindig feljegyzi, ha valamikor valabmala jart. (A modellben: mikor
metszette vilagvonalat egy megfigyelérahyagi pontot modellézvildgvonal.) Minden
torpe a térid egy fonalat figyeli meg, eldh all dssze a tdérperendszer mint medfigyel
szamara az 6sszkép. A megfigilaugy figyel meg tehat egy vilagvonalat, hogy ,torpé-
inek jelentése alapjan” felallit egy fliggvényt: hogy mklid6pillanatban a megfigyél
melyik térpontjaban jart a vilagvon@i.Ennek a fliggvénynek azadszerinti derivaltja a
megfigyeb szerinti relativ sebesség.

yo4

A megfigyebk kozil kitlintetettek a merev (szabatosabb széval: tagditgd) meg-
figyeldk, ahol barmely két térpont pillanatnyi thvolsaga allaidfiben. Itt a pillanatnyi
tavolsag ugy érter@ hogy at idépillanatot mint haromdimenzids euklideszi affin teret
elmetszi a két térpont mint vilagvonal, és a két metszéspdrsszekdi térszerl vektor
hosszarol beszélunk.

A tavolsag@rzd megfigyebk kozil pedig még specidlisabbak az inercidlis avagy
tehetetlenségi megfigy@, melyeknél a négyessebességmerinden téridpontban
ugyanazt a négyessebesség-értéket veszi fol. A megfeléigvonalak egymassal par-
huzamos egyenesek a téfmen. A térid idészerli egyeneseit azért hivjuk inerciélis-
nak/tehetetlenséginek, mert ezek modellezik az egyenesv@gyenletes mozgasokat,
amikkel a magukra hagyott testek mozognak (tehetetlers®§§imozgas)GALILEI re-
lativitasi elve valositodik abban, hogy modellinkben neindehetetlenségi vilagvonalat
egyenértékd, nincs olyan, hogy ,egyik all, a tobbi mozdginem mindet egy-edy (1)-
elem jellemez, mely elemek egyike sincs kitlintetve a tolbképest, és az altaluk veze-

3Tamit az altalanos relativitaselméletben sokszor megfiggelnek hivnak

38 A téridd nemrelativisztikus modelljében létezik egy modszerggho az egyes térpontokbandel
id6 (a térpék orai) 6sszehangolhatdak, szinkronizalhatddkgnagyobb ismert jelterjedési sebes-
ség, a vakuumbeli fénysebesség véges volta miatt a valésdigbn szinkronizalas nem lehetséges,
nulla idejl jelkiildés nem lehetséges. A specidlis rakatikus tapasztalatok alapjan kidertilt, hogy
altalaban egy megfigygkzamara nem létezik értelemszer(, kiefégitinkronizalas, mert tgymond
helyfiggen telik az id a megfigyed killonbdd térpontjaiban. A helyfliggidéd aldl csak az iner-
cidlis/tehetetlenségi megfigyd, és a nemtehetetlenségi megfigebgy szlik kore kivétel csak.
Gravitacio gorbitette térith pedig mak sem.
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tett egyenes vildgvonalak is mind egyenértékliek (mindmadlyen idbszeri iranyba halad
a téridbben).

r s orr

Az inercidlis, és altalanosabban a tavotsag megfigyebk tere egy haromdimenzi-
0s euklideszi affin térnek bizonyul, mely tér (vilagvonallezer) neminercialis esetben
gyorsul és/vagy forog/csavarodik a téiimbn, mig az inercialis megfigyié eltolassze-
rien egyenletesen halad. A nem-tavofsag megfigyebk tere csupan egy haromdimen-
Zios sokasag (a sokasagok fogalmat hamarosan szintémgitkk de még csak nem is
euklideszi sokasag (mas névRremAaNN-sokaség): ami metrikus szerkezet definialhato

rajta, az idfugg.

A tériddn értelmezett fliggvények analizise hasonlé a vektort@retmezettekéhez
(az pedig azR™-en értelmezettekéhez), bar vannak bizonyos tartalmirkidégek, amik
abbdl fakadnak, hogR™ egy euklideszi vektortér, ak/ alatt fekwd M-en viszont a ra-
vaszabbr ésh struktirak vannak. Egy térimh értelmezett, valds értékli skalarfliggvény
(skalarmen), f : M — R téridd-derivaltja, f @ D (Id. 39. labjegyzet) minden egyes tér-
idopontban egyVI* értéket vesz fol. Egy dimenzids skalar mennyiség értékéiz &gy
W mértékegyenes értékl skalarfliggvény t@ritkrivaltja pedigM* oW = We M* ér-
tékl. Az f e D téridd-derivalt azt mondja meg, hogly mennyit valtozik helyileg a egy
téridé-iranyban. Megszoritottja, az(f @ D) = (f @ D)n* médorf® definialt f  V pedig
azt, hogy mennyit valtozik térszerl irAnyokb&htehat a térderivalds, mely tehat érdekes
maodon egy abszolut, azaz megfig¥feiggetlen operacio, annak ellenére, hogy nincs ab-
szolut tér, hanem minden megfig§iakk sajat kulonbdztere van. Abszolut térszerliség
ugyanis van, és a térderivalashoz ez elég.

V skalarfuggvényekre a gradiens, illetve vektorfliggvémgektenzori gradiens (Id.
derivalttenzor). Egyf : M — S térszerii vektorméztérderivaltjaS « S* érték, ezért ér-
telmesraa tr leképezés, és ennek eredménye a (harmasgjetiver vagy térdivergencia,
jelolésben V- avagy -V .*'EgyS* érték(, azaz térszer(i kovektorndegrderivaltja vi-
szont S*® S* értéki, ennek antiszimmetrikus részével definidlhat&&cro, jeldlésben
Vx . S értékl med rotacidja ésS* eértékli med divergenciaja csak attételese$/IL és
(S/L)* azonositasa utan értelmeziieinely azonositas h skalarszorzat révén hajthaté
végre.

Hasonld6 megallapitasok teldét arra a szamunkra fontos esetre, amikor egy
négyessebesség-ni¢zlerivalunk: egyv : M — V (1), azazv : M — M /T derivalt-

39skalarfliggvényekre irhatnank egyszerd@rf -ként is, de azf ® D irasmaod, amilyen konvencio a
korabbi szakaszokban is szerepelt §pk V, ), vektori és tenzori értékl fliggvényekre a tenzoriélis
sorrendet is helyesen tukrozi.

40y definiciojat Id. a 126. oldalon.

41 étezik a négyes vagy tébedivergencia is: egM négyesvektormézD térids-derivaltjanak nyo-
ma.
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ja minden téridpontban M © M* /T érték{i*? Ennél azonban tobb is mondhatd, mivel
V(1) -beli elemek kilonbség& /T -beli: vy, v, € V(1) C MJT eseténrv, = 1vy =

=1, ezértt(vy, — v;) = 0. Emiatt egy sebességnteréridd-derivaltia S« M* /T ér-
tékd. Térderivaltja pedif S* /T értékl. Automatikusan értelmes tehat egy négyesse-
bességmdz térdivergenciaja, rotacioja viszont csalhdérszer( euklideszi szerkezetre
tamaszkodd azonositas utan. Ugyanigy a (25) egyenletlsanehia(veavx)s-nek is csak

h bevonasaval van értelme, célszerlien az

%[V®V+h_1(V®V)*h] :%[V®V+h_1(V®V)h] (36)

maodon. Az inercialisCaucHy-deformacio igy a

Join. CaucHY _ % [V®V +h ' (Vev) h] (37)

fejlédési egyenletes definicioval valik tébidkompatibilissé, ahol a felllponttal jelzett
szubsztancialis derivalt téibd értelmezett mennyiségekre (pl. BzLEr-leirassal meg-
adott kontinuumfizikai meakre)

T = (TesD)v, (38)

egy adott négyessebességireaonatkozoan. (48)&tt azért all a ,célszerlien” sz6, mert
igy En-caveny ST, — S/IL (azazS — S) tipusu tenzornak definialodik. Ez azért a sza-
munkra fizikailag érdekes eset, mert az ilyen tenzornakréegla sajatérték-problémaja,
raadasul sajatvektoraitipustak, azaz a téddérszer( iranyvektorai kozé tartoznak. igy
pedig térid-kompatibilis moédon fenn tudjuk tartani azt az értelmézésgy a deforma-
cidtenzor sajatvektorai térszerli megnyulasanyok (v.6. 103. oldal). Lenne harom méas
lehetséglink is, merh teljes atjarast biztosis /L és (S/L)* kozott, tehat a mar ér-
telmesre kialakitott (48) kombinaciét beszorozhatjukdiah -val, jobbrél h=! -el, vagy
mindkettvel. Ennek a harom masik leldstgnek azonban egyike sem rendelkezne tér-
szerl sajatvektorokkal.

6.3. SOKASAGOK ES ALKALMAZASAIK

At kell még tekinteniink a sokasagok szamunkra fontos jeifénés alkalmazasait.
Az itt kdvetked dsszefoglaldo nem fog minden pontos részletre kitérnk asajékozodéas
szempontjabol fontosabb jellegzetességekre.

Egy m dimenzids sima sokasag olyan halmaz (topologikuS)téamelynek kornye-
zetei kdlcsondsen egyértelm és sima (végtelen sokszeattertd) kapcsolatban vannak

42 A specidlis relativitaselméletben a négyessebességekrietilés a szokasos, a kontinuumkinema-
tikdban azonban keverltetenne azi elmozdulasfiiggvénnyel, emellettvajeldlés azt is sugallja,
hogy ez a szokasos, inercialis megfigysterintiv relativ sebesség megfigpehentes négyes meg-
felelgje.

BAz itt kovetked allitasok egy része azt is megkovetelheti majd, hogy ledgyeusDORFFféle,
masodik megszamlalhat6, esetleg egyszeresen 0ssoafiiditgek nem ,vészes” igények.
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egym dimenziés affin tér alkalmas kornyezeteif€Egy R™, egy vektortér, egy affin tér
tehat sokasag, de ezeken a ,lineérisan feszes, sik” esdillskasag példaul egy affin
tér (vektortérR™) egy kelben simayn dimenzids részhalmaza is, mint példaul egy két-
dimenzios gombfelilet egy haromdimenzios euklideszi affibhen. Helyi koordinatazas-
nak hivjuk, amikor a sokasag egy kérnyez&étegy kornyezetével hozzuk kdlcsdndsen
egyértelm( kapcsolatba. Ekkor a kdrnyezeten belll mistddasagpontot: darab valés
koordinataval lattuk el.

Egy m dimenziésU sokasadgnak mindempontjaban létezik egy ugynevezett édint
tere, jeldlésberY, (U) , mely egym dimenzios vektortér. Euklideszi (Id. alabb) sokasag
esetén — amilyen példaul a gdmbfelllet, — ez felfoghatd aywpt a sokasag kordli
kornyezetének a ,kisimitasa”, sik kdzelitése. Létezikndiam euklideszi szerkezet nél-
kil is, mint ap-beli 6sszes lehetséges iranymenti derivalas halmaza. #ffiérinttere
minden pontban ugyanaz a vektortér, mégpedig a sajat kwdifecktortere. Altalaban
azonban minden pontban mas és mas azdént

Egy f: U — vV sokasagbdl sokasagba képdiaggvényp € U pontbeli derivaltja,
(feD)(p) eqy T,(U) — Ty (V) lineéris leképezés (mar persze fialerivalhato).
Lathatéan a sokasaghbdl és/vagy sokasagba Kéfiemvények analizise cirkalmasabb
az affin tér eseténél, meptfliiggd a derivalt értelmezési tartomanya és értékkéstete.
Vektormednek neveziink egy olyan sima fliggvényt, amely a sokasagemmngontja-
hoz hozzarendeli &, (U) érintOtér egy elemet, azaz egy ottani édwektort. Ugyanigy
egy tenzormeza 7, (U) 1, (U) egy elemét rendeli hozzahez, egy kovektormér
T, (U)" -nek, az érinfitér dualisanak vagy koériitérnek egy elemét, egy kotenzorrbez
pedig T, (U)" T, (U)" egy elemét.

Az eddigiek alkalmazasaként emlékezziink vissza a folyg@aegeknél mint tériit
megfigyebknél elhangzott megjegyzésre, hogy altalaban egy medfiggee — vilagvo-
nalainak halmaza — csupan egy haromdimenzidés sokasagegeéek kap a tériatol,
csak a megfigyék egy specialis szlikebb korének tere nyer egy eukliddfaitar szer-
kezetet. Azt a |épést viszont ne tegylk meg, hogy mindengapantot a téridben ha-
zott vilagvonalaval modelleziink. Egy vilagvonal csak egylomata, aspektusa az anyagi
pont életének, de azon kivil, hogy e pont a t@lpien valahogy létezik, szdmos mas dolog
is torténhet még vele fizikailag (egyéb mennyiségei vakhizpéldaul a nala észlelliet
homérséklet valtozik, vagy barmi egyéb torténés is zajltatgrt vezessiink inkabb be
egy C haromdimenziés sokasagot maga a folytonos kézeg mint fipeditds matema-
tikai modelljeként!® A ¢ anyagi sokasag pontjaival sokminden térténhet, ezek egyik

44Sima: mindenhol, ahol kdrnyezetek egymassal atfednekgyik &apcsolat a masikhoz képest le-
gyen sima.

“SEmiatt az f ® D jeldlés is leegyszer(igit a pontos részletefirld. pl. [O’NEILL (1983)].

46Hiszen legyen harom koordinataval paramétergyhatgpedig folytonosan, ugyanis a kézegek fi-
zikailag kézel ilyenek. Példaul érintstink egy fésivacsot egyik lapjaval piros festék felszinéhez:
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a koteled ,feladatuk”, hogy valahogyan léteznitk kell a tésien, ezt egy leképezéssel
adjuk meg, mely mindemp € C kbdzegponthoz egy vilagvonalat, egyp) vilagvonal-
flggvényt rendel, sima mddon. Mindef(p) vilagvonalfiiggvény ugyebar egy — M
figgvény, bizonyos célszerliségi okokbdlidopontban felvett értéke,(p) modon lesz
jelolve. Az r, : p — ri(p), C — t leképezésil*’ fel fogjuk tenni, hogy kodlcsondsen egy-
értelm(, amivel fizikailag azt mondjuk, hogy a k6zeg, ai@sualsoran nem esik 6ssze vég-
telen kicsire és nem tagul ki végtelen nagyraz D nem mas, mint a mozgasgradiens
megfigyebmentes, abszolut alakja. Hogy k6zegkinematikai forrmil&iellemesebbek,
beszédesebbek, jobban atlathatdéak legyenek, érdemdselaszetniink azt a konvenciot,
hogy az anyagi iranyviszonyok szerinti mennyiségek, taligt(C) értéki vektormeik,
T,(C)eT,(C) értékl tenzormexk stb. feltilhullamos ) jelolést kapnak, és az anyagi
sokasagon vett derivaltat (az anyagi térderivaltaiDifielyett V-nak irjuk, tehat pl. az
abszolut mozgéasgradiens (Iétezésgradieta@ﬁ. A hulldmtalan mennyiségek pedig a
téridd-iranyviszonyok szerintiek¥I, M « M stb. értékliek), illetve specialisan a térsze-
rd iranyviszonyok szerintieky, S® S stb. értéklek) lesznek, ph.

Most mér minden hozzavalénak birtokdban vagyunk, hogy rékgik azt az anyagi
objektivitas biztositasara tett kisérletet, amikor adfitriaz anyagi sokasagon keresztl
probaljak meg leirni. Sokkal hatarozottabban latszik,yhag anyagi sokasag és adid
DESCARTESSZOrzata egy igencsak tokéletlen, fizikailag probléméaddépotiék. Altala
egy nemtehetetlenségi ide-oda tekerglagvonalrendszeren keresztiil nézik a vilagot,
melyben pedig fizikailag oly kitlintetettek a tehetetlensdégzgasformak. Radadasul, som-
masan szélva, fizikailag a kozeg mozog —addjk, létezik — a téribben, nem a tériil
mozog — fejbdik, létezik — a kozegbetf. (Nem beszélve arrél, amikor egynél tobb ko-

zeg van jelen egyszerre a tésltbn, egymason esetleg at is fedve — lasd tdbbkomponensii
kozegek.)

Visszatérve az eszkoztar ismertetéséhez, euklideszi RagyanN-sokasadgnak ne-
vezlink egy sokasagot, ha meg van adva rajta egy — euklidesdiezetnek vagy met-
rikanak nevezett — pozitiv definit és szimmetrikus kotenzm®, azaz mindemp soka-
sagpontban egy skalarszorzatbeli érinbtéren (mely siman valtozik, ahogwaltozik).
Lehet ez a skalarszorzat valos szam értékii is, de leheitrédshbbaVv(?) értékii is, ahol
W egy mértékegyenes. A metrikat legtobbszor abban az akakjidsz célszerl hasznal-
nunk, amikord mindenp pontban egyg : 7,, (U) /W — [T, (U) /W]* leképezés.

a festék felszivodik, magassagfidggliriiségeloszlassal. Ezutan elforditva egy masiktlépiatsik
sarga, majd harmadik oldalat kék festékhez. igy minden dgiaet kilonbod ,RGB” (RYB —
Red-Yellow-Blue)-koordinatazast kapott, és kbzeli kragok kdzeli koordinataértékeket.

47Sose feledjukt a térids egy szelete, mely egy haromdimenziés euklideszi affiriZegyszeriiség
kedvéért feltesszilk, hogy minden pontjan halad at kozagwinal, azaz a kbzeg kitdlti az egész
tériddt. Ha nem tolti ki, akkor sokaséag helyett peremes sokasdghédellezend.

48Egy hétkoznapi kdzegkinematikai példaval: a takarito islabsovizet lottyinti ki az udvarra, nem
az udvart a felmosovizre.
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A metrika egy adott pontban az ottani édtéren definial tavolsadg- és szogviszo-
nyokat, az egész metrika nepedig a sokasagon magan is, mar amennyire ezek a fo-
galmak ,begorbithétek” (hiszen egyRIEMANN-sokaséag altalaban ,,gorbil”). igy példaul
értelmezhdi a sokasagban halad6 gorbék ivhossza: egy gorbének vévtetsgyeges
s : a1, as] — U valos paraméterezését, slza) derivalt egys(a) sokasagpont-beli érin-
tévektor, melynek hosszfs'(a)l| (. - ENNeka szerinta;-tol a,-ig vett integralja fug-
getlennek bizonyul a paraméterezés maédjatol, és ez azrahteggdrbe ivhossza. Két
sokasagpontot (pp-t ésg-t) sok modon lehet gorbékkel 6sszekotni, ezek kozil a tegki
sebb gorbehosszot nevezziik a két pont tavolsagéanak, jedlés, ¢). Egymast metsz
gorbék metszéspontbeli szoge pedig a metszéspontbabérkioraik altal bezart szog.

A szemlélet szamara kézzelfoghatobb a tavolsag és szogameuklideszi skalar-
szorzat. Ha al kétvaltozGs tavolsagfiiggvényt ismerjik, abbdl a metrikatekonstru-
alhatjuk, a tavolsagfiiggvényt masodik valtozojaban kétdeeivalva, és a két pontot
egybeejtve, azaz jeldléssel

1
g(n) = 5{ s~ d*(n.q)] «D=D }(p). (39)

vagy egy nagyon mas jeldlésvilag szerint is megadva,
1
g(p) =59, d’(p,q)

A tavolsagfiggvény és a metrika tehat ekvivalens egymaadalabbiakban az utobbit
lesz érdemes hasznalnunk, mert nem két-, hanem csak emgdsiltehat lokalis mennyi-
Ség.

(40)

q=p

A metrika egyébként, az altala definialt tavolsagviszongitdpjan érthét mddon,
egy térfogatfogalmat is bevezet-kitlintet a sokasagon, @ﬁ@ maodon jel6lt térfogati
mértéek W(™) értékii (ahol: a sokasag dimenzidja).

Amint az mar elhangzott, egy@ke heurisztikus megjegyzésként, eByEMANN-
sokasag altaldban nem ,sik”, hanem ,gorbllt”, a goérbllézenban pontosan és
mennyiségileg értelmeztietis, a metrika helyfliggéséb leolvashaté mdédon. Ez egy
T,(U) T, (U) =T,(U) =T, (U)" tipust vegyeRNEVANN tenzormedvel tehed meg,
melynek neve gorblileti vagriEMANN -tenzor. Lathatéan RIEMANN-tenzor egy megle-
hethsen bonyolult objektum, létezik szerencsére egy velevalans jellemzése a gorbu-
letnek, a kétdimenziés vagy sikgorbiilet, amely ésikokhoz rendel skalart. Masrészt,
a RIEMANN-tenzorbdl szarmaztathatdé egy kovetkezménye, az é@snegyedik tenzori
komponense egybeeijtésével (nyomaval) ka®tt®® Ricci-tenzor. m < 3 dimenzi-
6s RIEMANN-sokasagon ez az egyszer(ibb, ,kétindexes”, a@gazll)" =T, (U)" tipu-
su szimmetrikusRicci-tenzor is egyértelmiien meghatarozza a sikgorbileteigyesa

RIEMANN-tenzort O’NEeiLL (1983), 88. 0°.

Az oldal legfol képletét mintm darab egyenlet alkotta linearis egyenletrendszer 3 ese-

133



A gylp):T,(U) /W — [T, (U) JW]* metrikaju U RIEMANN-SOKasagot &, (q) :
Ty (V) JW — [T, (V) JW]* metrik4ju? RIEMANN-sokasaggal 6sszekdyf : U — V
kolcsbndsen egyeértelm(, sima leképezést izometriangalhiha dgymond a metrikat is
atszallitja, azaz mindemre

gu() =[(foD)p)]" gy (f(p) (foD)(p). (41)

azaz

gy =(f®D) (gyof) (feD). (42)

A tovabbiakban atlathatobba fogja tenni képleteinket, hasaszetett fliggveény jeldlését
elhagyjuk, amikor ez nem okoz zavart, azaz amikor a valtdgiknyen kitalalhatdak,
tehat példaul azt irjuk, hogy

8y =(f®D) gy (feD). (43)

Belathatd, hogy az izometriak atszallitjaReeMANN-tenzort, a sikgorblletet ésRacci-
tenzort is (ezek atszallitasai is hasonlo, értelemstiearis miveletek). Az is teljesdl,
hogy izometridk kompozici6ja is izometria.

A nulla gorbdleti tenzoriRiIEMANN-sokasagokat sik sokasagnak nevezik. llyenek pél-
daul az euklideszi affin terek. Egy tétel szeribt§uponNE (1976), 408. 0., 20.23.5 tétel]
pontosan azok & EMANN-sokasagok izometrikusak sliEmANN-SOkasaggal, amelyek
sikgorbllete nulla (igyRiIEMANN-tenzora is nulla). A fentiek alapjam < 3 dimenzio-
ban ugyanez &icci-tenzorral is igaz: pontosan a nulacci-tenzortiak izometrikusak
sikkal.

A hamarosan kovetkézalkalmazéasainkra kikacsintva, nevezziink metrikus geméd
tencialnak egy olyan izometriat, mely egy lkRIEMANN-sOkasaghoz eg¥ euklideszi
affin teret tarsit. Rogzitettl ésE' esetén ez az izometria tavolsagtarto transzformacioi
(az eltolasok és forgatasok) erejéig hatarozatlan — ugyaomtosan ezek 6nmagaval
vett izometridi, marpedig barmely két (azonos dimenzi@uaklideszi affin tér izomet-
rikus egymassal, Iévén nulla gorbulletliek (és izometridkpozicidja ugyebar szintén
izometria).

Az izometridkkal tortéa atszallitas egy gyors és fontos kdzegkinematikai alkafma
sa a kovetkez. Ahogy a k6zegpontok mozognak (léteznek) a ti#veh, ap ésq kdzeg-
pontokt idépillanatbeli tAvolsaga a tégthen

di(p,q) = [Ire(q) — (D)l - (44)

tén meg lehet oldani a bazisvektor-parok kijeloligm — 1)/2 érintbsikhoz tartozé sikgorbulet-
értékekre.
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Ehhez a tavolsagfliggvényhez a (39) moédon rend@ifiet egy metrika, jeldljik ezﬂrt -
ként. E” tehat nem mas, mint a kzegnozgasa sorantgillanatban a téridben realiza-
|6dott tavolsag- és szogviszonyok. Ha megvizsgaljuk e2tralevd metrikat, definicidja
alapjan azt talaljuk, hogy a 132. oldalon bevezeteleképezés izometriaként kapcsolja
Ot 6ssze &-n élb h metrikaval:

I~1Tt = (7}@6)*11 (73@6) (45)

[v.0. (43)], mely egy kézegpontbar), (C) /L — [T, (C) /L]|* leképezés. Tulajdonkép-
pen természetes is, amit kaptunk: a pillanatnyi tavolsaghkadja meg, a térigh —
annak pillanatnyi szeletén — kozvetleniil, az anyagi irésganyokra atszamitva pedig a
|étezésgradiens révén (45)-tel, vagy ami ugyanaz kelldegy mozgas (térilétezés)
ismeretében (44)-gyel. A tovabbiakban neveziﬂ[(-t a pillanatnyi metrikanak, ponto-
sabban a pillanatnyi metrika anyagi alakjanak. A pillagametrika térids-alakja pedig
természeteseth : S/L — (S/L)* marad.

7. A RUGALMAS ALAKVALTOZASOK LEIRASA

7.1. MENNYISEGUNK DEFINICIOJA ES ALAPTULAJDONSAGAI

Miutan attekintettik az 6sszes szikséges eszkozt, sgigiter] €s eddigi alkalmaza-
saik felhasznalasaval nekifoghatunk a rugalmas alakzédiuk leirasanak.

A célunk itt az, hogy a 107. oldalon kifejtett okokbol, a ard kbzegeknél tapasz-
talhaté rugalmas bdiserd (feszlltség) énorvényéhez (konstitlcios dsszefliggéséhez)
egy kinematikai mennyiséget keresunk, d@h#z ébred rugalmas fesziltség figgene.
Namarmost, a nemrelativisztikus mechanikaban a testettk@arkolcsonhatasok alta-
laban j6 kdzelitéssel pillanatszerl tavolhatassal rddkéa pillanatnyi tavolsagtol fidg
erbk. Ezért a szilard kozegben ébéeldelyi rugalmas fesziltséget is a helyi pillanatnyi
tavolsagviszonyok fiiggvenyének ésszer varni. A 133alordlattuk, hogy a tavolsag-
viszonyok ekvivalensek egfiemAaNN-metrikaval, a 135. oldalon pedig, hogy konkrétan
a kbzegmozgas pillanatnyi tavolsagviszonyai a (45)-betatoti En metrikaval ekviva-
lensek.

Azt gondoljuk tovabba (Id. a 107. oldalt, és az ennek az klsznak a végén tett
megjegyzéseket is), hogy szilard kbézegeknek van egy niigdtendebdése, alapszer-
kezete, amelyet a kdzeg, ha lebstge van ra, igyekszik folvenni. Eme nyugalmi tavol-
sagviszonyokhoz is tartozna egy metrika, a kzeg nyugakiikdja. Jeloljuk ezg -mal,
az anyagi iranyviszonyok szerint értve, azaz

gp): T,(C) L = [T, (C) JLI". (46)
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Ez a metrika a térid iranyviszonyaiba atszamitva — mely atszamitas olyant (4h),
csak most a forditott irAnyban —, a tésloken at idépillanatban a

g, = [(ve¥) ] & (ro%) " s s/ (S/L) (@)

RIEMANN-metrika, mely tovabbra ig € C valtozéju. Egyebre maradhatunk ugyanis en-
nél az UnLAGRANGE-leirasndl, raériink a legvégén attérni a téridltozoju, azaEuLER-
leirasra, az, valtozdtranszformaciévalg,, tehat a nyugalmi metrika teideli megje-
lenése az adott kozegmozgas esetén. Magdoflggetlen, téridbeli g, megjelenése
azonban iéfugg.

A rugalmas deformacio Ugyében pedig azt kivanjuk egy vdjemimennyiséggel
jellemezni, hogy hogyan térnek el a pillanatnyi tavolsagenyok a nyugalmitol. Ez a
jellemzd a téric iranyviszonyai szerint legyen megfogalmazva, ne az ansé@ayviszo-
nyok szerint, mert a téria fizikailag biztos hattér, keret.

Tovabbi indokolt elvaras leeddmennyiséginkd, hogy kis deforméciokra adja ki
a CaucHy-deformaciétenzort. Kozelebbiy annak E™ CAUCHY valtozatat sikerdlt tério-
szempontbdl kielégit médon értelmezni [a (37) fétési egyenlettel], tehdit lenne
jO visszakapni hataresetként. Mint a 139. oldalon lattukzempontjainknak megfele-
16 E™CAVeHY egy S/ — S/L értékii tenzormdz Atszéllitva az anyagi irdnyviszo-
nyokra pedig7, (C) /L — T,(C) /L ertékl ap kdzegpontban. Ezért véges rugalmas
deforméaciot mé mennyiségiink szintén legye$/IL — S/IL értéki, avagy atszallitva
T,(C) /L — T,(C) JL értékl, hogy egy adott hataresetben egybe tudjanak esni.

llyen mennyiséget épiteni nem is lehet majd sok modon. Ugyfaikai szituacionk-
ban két kitlintetett metrikdnk is van — a pillanatnyi és a ralog —, emiatt egyiket se
indokoltabb vektortér és dudlisa beazonositasara haszhi pedig nincs ilyen azono-
sitasunk, az hatarozottan megszoritja a igegeket.

Miutan minden korilményt attekintettlink, nekifoghatunigalmas deformaltsagot
jellemzd mennyiséglink felallitasanak. Ha a kbzeg iranyviszongaiist fogalmazunk,
akkor a pillanatnyi tavolsagviszonyokat megatd (p) : 7, (C) /L — [T, (C) JL]* le-
képezést szeretnénk viszonyitangé&) : 1, (C) /L — [1,(C) J/L]* leképezéshez, és az
eredmény legyefT, (C) /L — T, (C) JL leképezés. Ezt az

A, =g 'h, (48)

kombinacié valésitja meg. A téridiranyviszonyai szerint megfogalmazott célkitlizésnek
pedig épp ennek atszallitottja,

A, = g;lh (49)

tesz eleget. Elvi-lényegi célra a tébidranyviszonyok szerinti alakot fogjuk preferalni, az
anyagi irdnyviszonyokat pedig csak atmeneti, technikaikaél fogjuk hasznalni.
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Ha van egy olyan idpillanat, amikor a pillanatnyi tvolsagviszonyok épp epgez-
nek a nyugalmi tavolsagviszonyokkal, akkgr, = h = A = Ig, ahol Iy a térszer(
vektorok egységtenzora. Ez arra latszik utalni, hafjynem a deformacié (mely nyu-
galmi allapotban nulla kell legyen), hanem az alakvaltazasly nyugalmi allapotban
egységtenzor kell legyen) szempontjainknak megbeddalanositasa/értelmezése. Ezért
arugalmas alaktenzofréviden: alaktenzor) nevet adhatjuk neki.

Ha kibontjuk a rugalmas alaktenzor definiciéjat,

A, = (reV)g ' (r,oV) h, (50)
An =g ! (rt®6)*h (rt®€) (51)

[v.0. (45) és (47)], leolvashatjuk, hogy metrikusan szimikasak (Id. 123. 0.), mégpedig
A, h-szimmetrikus,:&m pedig g -szimmetrikus.

Az (50) egyenletben szerepg] mely a téridn végezheét méréseink révén kozvetle-
nil nem hozzaférhét Nem kell azonban megijednink: ugyanugy, ahogy az eddigre
méciotenzorokat is fejidési egyenlettel fogalmaztuk meg, rugalmas alaktenkaaetén
is elegend, ha van ra egy olyan féjtiési egyenlet, amelyben minden egyéb mennyi-
ség csupa kimérh@kinematikai hozzava8. A fejl6dési egyenlet megoldasai koziil pe-
dig kezdeti feltétellel rogzithetjik az adott szituaciéraényes megoldast. Képezve (50)
szubsztancidlis idderivaltjat, mely egyszerlientazerinti derivaf!:

A"'t = (Vt®6) g'_l (Tt®6)*h+ (7"1}86) g_l (Vt®%)*h =
= (Vt®6) (7}@%)_11473 + Am hil |:(Tt®%)_1i| ) (Vt®6)*h =
= (w®V)A,, + A, h(v,oV)"h, (52)

felhasznalva, hogy ¥ és aV derivalasok kozotti atjaras azmint valtozétranszformacio
derivaltja, r,@ V. Egy olyan fejbdési egyenletet kaptunk tehat, melyben valéban csak
téridon kimérheb mennyiségre, a négyessebességéné@merivaltjara van szikség.

Erdekes — bar tulajdonképpen nem is olyan szornyen méglegszrevétel, hogy
az (52) egyenlet ugyanolyan, mint a li&ducHy-GREEN alakvaltozasi tenzor (28) féj
dési egyenlete. Rugalmas alaktenzorunk tehat &€batHy-GREEN alakvaltozasi tenzor
Jfeljavitasa”.

Akis deformaltsag esetd ,, ~ Is, ahol e két lineéris leképezés kozelsége ugy érten-
dé, hogy kulénbségik egy alkalmas normaja joval kisgdbmormajanal. Esetiinkben ezt

50pontosabban valami teefitbsz még, ezt a kvetkéalszakasz fogja elvégezni.

5INe feledjilk,A egyebre a LAGRANGE-leirasban van megadva, igy egy allandé kdzegpont mellett
vett derivaltrél beszéliink. Az ad6do féglési egyenlet mar téiiah vett differencialegyenletként
is tekintheb lesz, pusztan trividlis médon at kell majd térni valtoaészformaciéval az & ER-
leirdsra (annak térimegfelebjére), ap — r.(p) leképezéssel. Térith a szubsztancialis édleri-
valtat (38) definialta.
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egyszerlien ugy is megfogalmazhatjuk, hody, sajatértékei kdzel kell legyenek 1-hez.
Tekintve (52)-tA,, — Is vezeb rendjében, az eredmény

(A, —Is) ~ (vieV) + h ™' (v;oV)"h, (53)

melyet (37)-tel 6sszevetve lathatjuk, hogy a kis deforsd@thataresetében valdban a
CaucHy-deformaltsagtenzort kapjuk vissza:

%(A'r't . IS) ~ Ein.CAUCHY’ (54)

mert adott kezdeti feltétetth a két fejbdési egyenlet vezétrendig ugyanabba a tenzorba
fejleszt, amig a kis deformaltsag tartomanyaban maradunk.

A definicidja alapjan belathato, hogy

Vibe /8]
det \/A,, = \/det A,, = Y — , 55
et/ Vde = 8] (55)

azaz a pillanatnyi és a nyugalmi térfogati mérték hanyadagdiuk. Ez a hanyados adja
meg a szilard kozekjterjedtsegéfjeldlje ezt A ), mely a nyugalmi allapotban, a nyugalmi
tavolsagviszonyok esetén 1. Ennek egy figgvényeként kém&snajd a 109. oldalon mar
emlegetettagultsagotamit jel6ljon majdd, amikor a fliggvényalakrél mar dontéttiink),
mely nyugalmi allapotban 0. Az (55) eredmény mar onnan issegged, hogy A a
bal CAaucHY-GREEN alakvaltozasi tenzor rendbetett rugalmas kinematikatiozata, és

det \/C(f) = detF, mely a térfogatvaltozast méri [Id. a 3. szakaszt, kulongseatig
(17)-et és szbvegkornyezetét].

Hogy ne torje meg az alaktenzor felallitasanak gondolaététnezért csak itt, utana,
az alszakasz végén célszerli még egy kiege§izikai megjegyzést tenni. Nevezetesen
azt, hogy az alapszerkezet léte egyfajta memoriajelersségeart amikor a kzeg nem
az alapelrendezésében van, akkor is emlékszik ra, hogykeethdagynék, milyen elren-
deddést szeretne felvenni. Az alapszerkezet |éte tehat napanskinematikai, hanem
részben konstitlcios jellegl informacio, és részbenrdikai informacié a kdzedil. De
ez nem baj. lgazabdl mar az is konstitucios jellegll infoiddwogy kdzegiink nem me-
rev test, €s nem is pontszeri test. Masrészt, mar @tératlellje sem tisztan kinematika,
abba is kerult beépitésre dinamikai informacio is: hogy gukea hagyott testek mozga-
sa kitlintetett, és egymassal egyenértéki, eés egymashegtlegryenes vonall egyenletes
mozgas. A magara hagyas ugyanis dinamikai kérilmény. Beséee ennél tobbl, az-
az arrdl, hogy mi és hogyan szabalyozza a nem magukra haggtek mozgasat, nem
kellett beszélnink. A szilard k6zegeknél sem kell arrélatgpznunk, hogy milyen ko-
rilmények kozott és hogyan tudnak tartani az alapelrédtesdikh6z. Annyira van csak
szikségunk, hogy létezik alapelrenddesik, ezt fel tudjak venni, és hogy ez az alap-
szerkezet a nyugalmi tavolsagviszonyokat szabja meg.
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7.2. AKOMPATIBILITASI FELTETEL

A rugalmas alaktenzor fé&jtési egyenletéhez elegek a térnd beszerezhét
kimérheb kinematikai informéaciok (konkrétan a négyessebességaghense), ez azon-
ban még nem elég ahhoz, hogy a téridlolgozva minden szikséges dolgot el tudjunk
intézni. Azt a kérdést még fel kell tennlnk, hogy a rugalmaktanzor egy kezdeti felté-
tele lehet-e tet€ileges, vagy ha nem, milyen megszoritas van ra? Atfogalmazverdés
tulajdonképpen a kovetkéz a g nyugalmi metrika lehet-e tetéleges, vagy ha nem,
milyen megszoritas van ra?

A g alapszerkezdit elvarjuk, hogy a kbzeg ki tudja magat ragni ebbe a nyugal-
mi elrendebdésbe, a nyugalmi tavolsagviszonyokba. Ez azt jelengyh® olyan kell
legyen, hogy a pillanatnyi metrika képes legyen — alkalniasiknények biztositotta al-
kalmas folyamat, kozegmozgas esetén — ezzel a nyugalmiidnedt megegyezni. Kicsit
konkrétabban, létezhessen olyarfolyamat, és olyant id6pillanat, amelynek soran és
amikor a pillanatnyi metrika megegyezik a nyugalmival. yélgm: nem tételezzik fol,
hogy a kdzeg valdban olyan mozgasu lesz, hogy lesz ily@pilidnat. A kbzeg egyféle.
Szilard kozegnek az alapszerkezete is adott. E kdzegneldariéral6 mozgasa viszont
rengetegféle lehefg azelvi lehetdségéktell biztositsa annak, hogy szerencseés esetben re-
alizalédhasson, mint pillanatnyi metrika. Hogy aztan a kimegvaldsulé mozgésa ilyen
lesz-e, vagy sem, az mas kérdés.

Felirva tehat az alapszerkezetre ezt a kbvetelménythéssen olyarr ést, hogy
Eﬁ =g, azaz kibontva, (ﬁ@%)* h (7’7@6) =g. (56)

Osszevetve ezt (43)-mal, azt ismerhetjik fel, hogyizometria az mint haromdimen-
zi6s euklideszi affin tér (Id. 126. 0.) és a nyugalmi metrdd&REmMANN-SOkasagga tett
C anyagi sokasag kozoétt. Mégpedig ez az izometria egy sikssgkml kapcsol dssze,
ezért a nyugalmi metrikdhoz tarto®dcci-tenzor nulla, amint az a 134. oldalon lattuk.
Az ugyanott bevezetett szohasznalattala g metrika egy metrikus segédpotencialja.

Szintén az ottani targyaldsban hangzott el, hogy barmelgdenos dimenzioju euk-
lideszi affin tér izometrikus, tovabba hogy izometridk kanizidja is izometria, és az
is, hogy az izometriak atszallitjiak Ricci-tenzort is. Ezért egy valéban megvalosulo
mozgas esetén a nulRicci-tenzort nyugalmi metrikaAnak egdyidopillanatra mint ha-
romdimenzios euklideszi affin térre atszallitottjg, is nulla Ricci-tenzoru. At affin
teret mint sokasagot ugyebgr. is egyRIEMANN-sokasagga teszi, nemcsak-hez ter-
mészetes moédon tartoe. Torténetesen tehd,, is nullaRicci-tenzorl sokasagga teszi
t-t. Az tehét, hogy a nyugalmi metrika képes megvalosul@pdtnyi metrika lenni, arra
fogalmazodott at, hogy,, Ricci-tenzora nulla-n mint affin téren (nem t@dve most a
t-hez tartozoh euklideszi szerkezettel).
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A Ricci-tenzor szadmolésokra praktikus alakjat, és az ahhoz sg&kS@RISTOFFEL-
mennyiségeket a sokasag egy koordinatazasaban szokasninggadkiLL (1983)], de
affin téren koordinatazas nélkil is megadhat6:

R =V .T — (tr;sT) eV + (tr 3T)T — tr; 3(TT), (57)
ahol
1
=g, [g,26V+(g,eV)**~Vg,], (58)

és a 102. oldalon bevezetett: jeldléshez hasonléan ty az el$ és harmadik tenzori
komponensben (,indexben”) vett nyomot, egybeejtést je{arhamarosan felbukkané pl.

tri 505 jelolés pedig az esés harmadik komponens egybeejtését, emellett a masodik és
otodik komponens egybeejtését fogja jelenteni).

Mivel g,, = hA_! [ld. (49)], igy R®°®' =0 kévetelményiink atfogalmazhaté egy
A, -ravonatkoz6 egyenletre. Ezt az egyenletet a rugalmatealatr kompatibilitasi fel-
tételének fogjuk nevezni. Az atfogalmazas és képletrersdraészadalmas szamitésait
melldzve, ez a kbvetelmény a kovetkerek adodik — a rovidség kedveea . -t A -
ként irva a tovabbiakban:

trss34[A '@ AT (AeV)(AaV)] +2hA ' tr, [Ah' (VeVe A)| A~ +
+2htry3 [A™' e (V- A)h™' (Vo A)] A" —2hA "'t [(AeVeV)h ']+
12t 435 [AT 0 AT (AeV) (AeV)] +1ras5 [A™ (AeV) (AsV) A -
—2hA "Mry556 [(AeV)Ah ' (Ve A)AT ] A7+ (59)
+2tr 4 [(Ve A) AT (A V)| A7 = 3trgs5 (Ve A) A7 (AeV) A7 -
—2[Ve (V-A) A —hirs 05 [A'9 A7 (AeV) AR (Ve A)| A7+
+2tr, [A™ (AeVeV)] —2hA 't 55 [(AeV)eh™' (Ve A)] A~ =0.

Ez egy meglehésen bonyolult, nemlinearis egyenlet. Ennek a kompatsilifeltételnek
tegyen tehat eleged egy kezdeti feltétele, és akkor a fajlési egyenlet biztositja, hogy
késbb is eleget fog neki tenni.

Erdemes megnézni, hogy milyen ennek a kompatibilitaséfelhek a kis deformalt-
sagu hataresete. (59)-ben a tagok kétfélék: az egyik fajralamilyen masodik derivalt-
jat tartalmazza, a masi els derivaltjat, de két ilyen szorzatéat. Feltéve, hady~ Is
olyan értelemben is teljesll, hogy az@erivaltak szorzata jéval kisebb (lineéris lekeé-
pezések normajaban) a masodik derivaltaknal, (59)-bdnacs@sodik derivaltas tagokat
tartva meg:

2hA " 'tr, [Ah ' (VoVeA)| A —2hA "ty [(AeVeV)h '] - (60)
—2[Ve (V-A)JA +2tr, [A7 (AeVeV)] = 0.
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Ebbe A =~ Ig-et kbzvetlenll is behelyettesitve,

2htr172 [hil (V@V@A)] — 2htr274 [(A@V@V) hil] — (61)
—2[Ve (V-A)+2tr[(AeVeV) ~0.

Ez a formula mar linearisA -ban. Behelyettesitve (54)-et, az — ezuttal egyszerli —tech
nikai Iépések mefizésével, arra juthatunk, hogy

V x Ein.CAUCHY XV a2 0’ (62)

amely aCaucHy-deformaciotenzorra isme8aiNT-VENANT-féle kompatibilitasi feltétel.

A véges deformaltsag (59) kompatibilitasi feltétele ekggnyolult. Szerencsés len-
ne valami technikailag egyszerlibb jellemzését adni ataathegengedett rugalmas alak-
tenzoroknak. Ehhez fogodz6t nyujt az, hogy a nulla goéridufetmetrikanak azr; izo-
metria egy metrikus segédpotencialja. Tekintve, hbgg egy tetsilegest egyarant ha-
romdimenzids euklideszi affin terek, megadhat6 kdztlk i@, igy izometriak kompo-
ziciéjakéntg -nak megadhato egy; izometriaja is. Ez, a 134. oldalon emlitettek szerint
at euklideszi affin térben hat6 eltolasok és forgatasok eyéjatarozatlan figgvényerté-
kében. Ez az;, nem egy valddi, fizikai, realizalodo k6zegmozgast jeldl,drarcsak egy
technikai segédmennyiség, melynek valasztasa fisaikényt tartalm&z Az, hogy ez
az r; al-mozgéasg -nak metrikus segédpotencialja, azalz metrikaju siki-vel kapcsola-
tot Iétesi6 izometridja, azt jelenti, hogy

g=(7eV) h(ieV) (63)

[Id. (43), és vegyuk észre eme (63) képletiink analogiaBtidl is]. Helyettesitsiik ennek
inverzét be (50)-be:

*

A= (7“,@6) (?t®€)71h_1 [(?’tea%)*l} (r@%)*h, (64)

melyet atirhatunk az
A=[(rpot, ) eV]h ' [(r,of, ) eV] h (65)
alakba is. Onként kinalkozik tehat, hogy bevezessiik a
G =100 (66)

kombinaciot, mely & affin tértdl képez dnmagaba — és amely fliggvény a ,hasdban”
az eltoldsok és forgatasok erejéig hatarozatarmegadhato tehat egy ilyen figgvény
52Qlyannyira, hogy a véltozéban nem is kell, hogy folytonos legyen: kilonbadbpillanatokhoz
egészen kuldnbdzmaodon is megvalaszthatdak. Természetesen célszer mégen elegeniken

sokszor differencialhaténak valasztani — ez lehetséges, gnaz idd fliggvényében siman valto-
zik, konkrétan a rugalmas alakvaltozasok korében allando.
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segitségével. Felismerve azt a Id€isgtget, hogy az affin tér értékg-bdl levonhatjuk
at affin tér I, identitasleképezését, és igy egy egyszerlibb, vektati&k(eleképezést
kapunk — S értékait, hiszen ezalulfekvd vektortere —, definialhato

q: ‘= g — [t (67)
is, mely tehat egy térszeri(i vektornd¢elent a térién, és akivel
A=(qoV) h_l(Qt®v)*h (68)

irhat6. Egy térid-koordinatazasbaaA-nak hat fliggetlen komponense vgnanak harom,
tehatq egy gazdasagosabb technikai segédjellemzését nyujtigatnras alaknak, mint
A. Tudnunk kell viszont réla, hogy eltolasnyi-elforgatasnyi hatarozatlansagot hordoz,
kozvetlen jelentése nincs. vektori alakpotenciahévvel illethetjik,g-t pedigaffin alak-
potencialnéwvel. q;@V ~ Is eseténA =~ Ig, és (68) el rendig az

A%IS‘i‘(Qt(@V)‘i‘h_l(Qt@V)*h, (69)

En- CAUCHY % [<qt®v) + h! (qt®V)* h} (70)

kis deformaltsagi képleteket nyujtjay tehat a véges deformacios valtozatarcHy-
deformaciotenzorhoz

Ein.CAUCHY — % [(UCAUCHY®v) + h—l (uCAUCHY®V)*h] (71)

maodon tartoza®VcHY CaucHy-potencialnak fuLop (2009)], melyet tévesen azonosita-
ni szoktak a (2)-ben bevezetettelmozdulasfliggvénnyel {nemnulla kezdeti deformécio
esetén ugyanis a kétmenthetetlenil eltér egymastéifLor (2009)], ezenfelGu©AveHY
eltolasok és forgatasok erejéig hatarozatlan (Id. ugygnot

Adott g alapszerkezet esetén a lehetségeasetrikus segédpotencialok, avagy adott
A alaktenzor esetén a lehetséggslakpotencialok meghatarozasa kemény nemlinearis
feladat. Gyakorlati szempontbdl, alkalmazasokban azo@ab@rditott Ut az érdekes: az
0sszes lehetségeg-kkal az 6sszes lehetséges-kat — és azr mozgas ismeretében
g -t— jellemezni tudjuk. Tény, hogy egy;, kezdeti feltétel meghatarozasa szintén nem
egyszeri, plane annak fényében, hagynem egy kodzvetlen fizikai mennyiség, hanem
egy hatarozatlansagokat tartalmazé segédmennyiségs Mégit, hogy kdnnyebben bol-
dogulunk vele alkalmazasokban. Emellett, a kezdeti fdl&étlra tortéd felhasznalason
tul egy konkrét kontinuumfizikai feladat egyenletrendének megoldasaban is hasznos
technikai szerepet jatszhat, mert kevesebb szabadsagidelknyomon kévetni a megol-
das soran, és aA -ban |é\d fliggetlen szabadsagi fokok explicitebben mutatkoznaix me
q nyelvén. Az alakpotenciallal val6 banasmédhoz azonbam A&t kell tartani azokat
a korlatozo6 aspektusokat, melyekaucHy-potenciélra ismeretesekLop (2009)]. gy
példaulg nem foghat6 fel, mint az k6zegmozgas&, viszonyuk is nemtrivialis.
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7.3. ADEFORMALTSAGTENZOR DEFINICIOJA ES TULAJDONSAGAI

A fizikai szempontjaink alapjan kdzvetlenll adédott kingiked jellemzd alakten-
zor lett, mely a nyugalmi allapotban egységtenzor, nemgpaeliormaltsagtenzor, mely a
nyugalmi allapotban nulla lenne. Deformaltsagtenzort Kgghatunk bdlle, ha egy va-
lamilyen flggvényét vesszik, egy olyan fuggvényét, melNanha A az egységtenzor.
Emellett olyan kellene legyen, hogy kis deformaltsag esaE™ AUcHY tenzort kapjuk
vissza. Ezt a kivanalmat most mar-nyelven is meg tudjuk fogalmazni: (54) alapjan ve-
ze® rendbeni(A,, — Is) kellene legyen deforméltsdgtenzorunk ebben a hataresetbe

Ezek az éirasok még rengeteg leldstget megengednek. Mivel : S — S tipu-
su, ezért hatvanyai, exponencialis és logaritmusfliggyééy minden olyari figgvénye
értelmes, amely valés szamokra értelmes. Mindezek a fiygképedig esetiinkben egy-
szerlien gy hatnak, hogf(A) féiranyai (sajatvektorai) megegyeznek fdirdnyaival,

a sajatértékekhez pedig sajatértekeinelf figgvényeét kell venni.

Oriési fizikai elvi kifejederbvel és egyben gyakorlati értékkel rendelkezne egy olyan
valasztas, amellyel a deformaltsagtenzor nyoma mérnéudtgagot, €s igy deviatorikus
része az allando térfogatt deformalédasokkal lenne k#gtoso A 105. oldalon védott
fel ez a kérdés a hagyomanyos, referencia-konfiguracidisanwyitdé deforméaciotenzo-
rokra, és azt kaptuk, hogy a logaritmikisNcky-féle tenzorok rendelkeznek ilyen tulaj-
donséaggal. A (15)—(16) képletek — S tipusu tenzorokra is alkalmazhatoéak, és (55)-nél
lattuk, hogy v/det A irja le a kiterjedtséget. Ezért referencia-konfiguradigiéntes, és
a tobbi problématdl is megtisztitott targyalasunkban igkapjuk a valaszt: a

D::ln\/Z:%mA (72)
deformaltsagtenzamz, amelynek nyoma,
trD = InvVdet A (73)

kozvetlenll a kiterjedtség fiiggvénye, azaz a 138. olddiodiéott 6 jelolést szilard ko-
zegek esetén képletszer( tartalommal toltve fol,

0:=InA, vagyis 0 =trD=InvVA=InA. (74)
Deformaltsagtenzorunk tehat a bakEncky-tenzor szempontjaink szerint ,rendbetett”
valtozata.

Orvendetes észrevenni, hogy azt a 104. oldalon megfogalinaményt is teljesiti
D, miszerint olyan deforméltsagtenzor volna kivanatosymmehd a végtelenl kitagult,
mind a végteleniil 6sszenyomott kozeg hataresetében divéryz, hogy mennyiségiink

53 D ezt ugyebar nyomanak oo -hez illetve —oco -hez tartasaval lathatoan biztositja.
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divergal, amikor a kézeg a kétfajta extrém geometriai @idyarmelyike felé kozeledik,
varhatéan numerikus stabilitast is nyujt majd konkrét fatatkgoldasokban: nem enge-
di, hogy a kozelth szamitasok hibai barmelyik irdnyba is elszaladhassanaki, ebs
dinamikai visszatéritést (pl. @ visszatérit fesziltséget) fognak maguk utédn vonni a
konstitucios dsszefiiggésen keresztiil.

Megjegyzend még, hogy kellemes volna, ha nemcsakra, hanem kdzvetlendD -
re is le lehetne vezetni fétlési egyenletet. Sajnos, mivel egy tenzor éslativaltja al-
talaban nem cseréltik fol egymassal, ezért ilyen levezetésre nincs médiejl6dési
egyenletét kell hasznalni, és annak megoldasabdl szamam -t. Lehet azonban, hogy
D még igy is, azaz ennek ellenére is kitlintetett viszonyblam f&fjlddési egyenlettel —
lasd a kovetke bekezdés végeét.

D-definicionk alapveten kinematikai ényei utan néhany dinamikai illetve konstitu-
cios ebny is megemlithét. Ezek kozill az efsaz, hogy a legegyszerlibb termodinamikai
szabadenergia épp ebben az altalanositoti bat k y-tenzorban bizonyul kvadratikusnak
[VAN (2009)]. Ez a (72) deformaltsagtenzor fizikai modellezéskrdo kitlintetett szere-
pére utal. Ennek a szamolasnak a részletei itt nem keruleslutatasra, a déditmoz-
zanata azonban igen: a termodinamikai levezetés soraszarepet jatsz6 tag mg—;
kombinéacié formajaban adodik (ahelaz entrépiastriiség), és vegyuk észre, hogy ez a
tag a (72) definicio k'dvetkeztében(% egyszeri format olti. A szébanforg6é kombinacié
egyebként amiatt alakul ki, amilyen konkrét specialis mbdox V szerepelA fejlodési
egyenletében. Ezért vélliethogy a logaritmikus definiciojiD kitlintetett modon illesz-

kedik az alak fefpdési egyenletéhez is, és az alapeetfontosv«V mennyiséghez is.

Ezzel az elméleti észrevétellel parhuzamosan, kisénwilikaciok is vannak arra,
hogy a lineéris rugalmassd -ben lehet a leglinearisabb. Gumira végzett nagydeforma-
cios laboratoriumi kisérletek adatainak elemzése soréragibvetkeztetésre jitfoRGAN
€SMURPHY [HORGAN-MURPHY (2009)].

A 104. oldalon mar megemlitett eredményelrLfSEk—KRuUISOVA (2006)],
[KRuisovA-PLESEK (2007)] szerint pedig nemlinearis rugalmassagtani ktureés
0sszefliggés valtozojaként is jobban teljesitencky-tenzor mas deformaciotenzorok-
nél, ot, az anyagi egyutthatok illesztésében jobb numerikuslgéest biztosit.

Természetesen szamos tovabbi szisztematikus vizsgékdéges ahhoz, hogy meg-
ismerjuk D tulajdonséagait, elméleti és kisérleti egyarant.

8. AKEPLEKENY ALAKVALTOZASOK LEIRASA

A szilard kézegek rugalmas alakvaltozasainak imént fedépiargyalasa fényében
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természetes médon kinalkozik a képlékeny alakvaltozaddk dldalon megvizsgalt fi-
zikai jellegzetességeinek formai megfogalmazasa is. Aéképyedés g alapszerkezet
idobeli valtozasaval irando6 le. A pillanatnyipillanatbeli g; valtozasi gyorsaség@“t
fejezi ki a képlékenyedés sebességét és maodjat (tenzonyiséyg idbderivaltia nemcsak
nagysagbeli valtozast fejez ki, hanem a valtozas iranydijgiegzetességeit is). Amikor
a kinematikai mennyiségek felhasznalasaval dinamikaioistitlcios 6sszefliggéseket
allitunk majd fel a kbzegre, a képlékenyedést okozo-vétatasok ezt @ mennyiséget
kell, hogy megszabjak.

Két nehézség meriil fel azonb@nszerepeltetése kapcsan. Az egyik az, hgggem
érheb el kozvetlenil kinematikai mérések révén. A rugalmas\allikzasoknal erre sze-
rencsére nem is volt sziikség, a ténidnegfogalmazotid kifejezett, hordozott mindent,
amire sziikséglink van. Kellene keresni egy témidhegadott mennyiséget a képlékenye-
dési sebesség kifejezésére is. A masik nehézség pediggyzghnem lehet akarmilyen,
mert az alapszerkezet tovabbra is minden egyes pillanatbiajelenti, hogy ha attél a
pillanattol kezdve engedjik a kdzeget, hogy kiragja magaiégkereshesse nyugalmi el-
rendeddését, akkor erre az akkori tAvolsadgviszonyra, metrikaskezetre fog torekedni.
A valtoz6 g tehét tovabbra is minden pillanatban nuRecci-tenzoru kell legyen. Lat-
hattuk, hogy a&Ricci-tenzor nulla volta egy igencsak komplikalt kévetelmém; fz (59)
kompatibilitasi feltételt, amivel analdg g -ra vonatkozé egyenlet]. A gyakorlat szadmara
igencsak nehéz lenne olyan dinamikai ill. konstituciosl&tgket felirni, amelyek ezt a
feltételt tiszteletben tartjak. E célbdl értékes lenne elyan mennyiséget talalni, amely
csak azokhoz az alapszerkezet-valtozasokhoz tartoziédyakime@rzik a gorbilet nul-
la voltat. Hogy pedig az ébbi kivdnalomnak is eleget tegylink, ez a mennyiség legyen
téridon megadott.

Hogy milyen mennyiségben is gondolkodjunk, vegyilk szemgigy (52) egyenletet,
amely képlékenyedésmentes esetben a szilard kdozeg kikantdifferencidlegyenlete.
Ezt (50) idbderivaltjdbdl szarmaztattuk. Képlékenyedés esetén exizadt kibdvil egy
tovabbi taggal:

A, =weV)g " (neV) h+ (neV) (&) (rneV) h+ (neV) g (vioV) h.
(75)

A (63) egyenlet mar megfogalmazta szamunkra a nulla gobigtigalmi metrikakat,
az - al-mozgasok segitségével, ahonnan az extra tag ((75) jdblan a kbézépstag) a
kdvetkedDképpen is kifejezhét

(e V) (i1 V) (0 V) (00 V) B (e 9) ] (e V) B (76)
—(reV)(foV) B! [(ftoﬁ)‘lr [(m%)*]* [(ftea%)‘l]*(rt@%)*h -

=~ (@) {[(Foi) ov| B+ nt (R0 ) ®V]*} (:©V)" h.
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Ez egy tanulsagos és értékes alak, viszont nem elégengraktikus. Ezért fussunk neki
a dolognak egy kerdluton is. ldderivaljuk (65)-6t, melybe ébb beirtuk (66)-ot:

A = (4oV)h  (goV) h+ (oV)h ' (=V) h=
= (%®V) (V) A+ AR [(oV) (42 V) "] h=

=[(@oq ') eV]A+Ah " [(gog ') eV] h= (77)

= (vweV)A+Ah ' (v,oV) h— (ZA+Ah™'Zh) , (78)
ahol

Z = Vt®V—(5]tht_1) oV = [Vt—(Qtht_l)] oV, (79)

melyre definicioja alapjan nyilvanvaloan teljesul, hogy
(ZaV)*** =0, azaz ZxV =0, (80)

vagyis hogy masodik tenzori komponensében (,indexébengriymentes. Ezen a maso-
dik aton tehat a— (ZA + A h~'Zh) alakban tudtuk felirni azt az iménti extra k6zéps
tagot. A

Wy (= Vi — (Qt © Qt_l) (81)

jelblésselZ = wo 'V irhat6 roviden. Erre aw -re mar nem mutatkozik semmilyen fel-
téteP4, tehat a jelek szerint az dsszes lehetségesogkelsokszor derivalhatoy gor-
blleBrzd alapszerkezet-valtozast jelent. Az sajnos nem igaz, RaHnbod w -k ki-
l6nb62 §~-okat szolgaltatnak. Az: al-mozgasok mar emlitett eltolasnyi és forgatas-
nyi hatarozatlansagai kozul az eltolasok a térderivaladtriiesnekq-bol és igy w -t

is invaridnsan hagyjak, a forgatdsok azonban nem. Fontogitdt kérdés, hogy van-e
olyan mennyiség, amely mind az eltolasokra, mind a forg&tasiovarians, és igy kol-
csondsen egyértelmi kapcsolatban van a gortiietalapszerkezet-valtozasokkal. Eh-
hez egy adalék az, hogy a (76)-ban felbukk@mézimmetrikus [(n o fﬂ;l> ®V} h™ '+

+h! [(ﬁ o %;1> ® V} ' kombinacio invarians az eltolasokra és a forgatasokrarégya
Sajnos,b viszont kevés ahhoz, hogy a képlékenyedés miatti extiat,tagaz aZA +
+ A h~'Zh kombin&ciét megkapjuk béle: (76)-bdl leolvashaté, hogy ehhgze V -t
is ismernink kellene még (amely mennyiség viszont nem fasjatarians).

Nos, a megengedett alapszerkezet-valtozasok egyik é&fetanddja tehat egw
megadasa (értsd: konstitucidésan vagy dinamikailag). Ezgjoval egyszeriibb feladat,
mint az eredeti. Az al-mozgas forgatasnyi hatarozatladrsagzonban invariansnak kell
lennie ennek a megadasnak (amikor nem explicite,®gy- ... médort®, hanem pl. egy
54 Az tudhato, hogyg; o ¢; ' is V(1) értékii, azaz négyessebességdnégy w S/T érték.

SSEgy ilyen explicit megadasban szerepelhatadisiDE-féle egységugrasfiiggvény-szerii szorzé is,

amely bekapcsolja a képlékenyedést, ha plarrugalmas energia, és mar at is lépett egy kritikus
értéket, és kikapcsolja, ha cstkken.
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termodinamikai potencial valtozéjakéolsaGeR egyenletet szarmaztatunk ra: az ilyen
potencialoknak invaridnsaknak kell lenmi -nek az al-mozgas forgatasaibol szarmazoé
transzformacidira), ami még szintén egy nemtrivialis kisd@m. A helyzet tehat itt nem
lezart, tovabbi fejlesztésekre var.

Zarasul érdemes megnézni a kis rugalmas deformaltsagebatéf® A ~ I esetén
A~ (v;eV)+h ! (v,eV)"h—Z - h"'Zh, (82)
igy D~ 1(A—1Is), D~ 1A behelyettesitésével
S (oY) +h 7 (veV) hl ~ D+ | [weV+h'(weV)'h].  (83)

Ezt felintegralva idben egy referenciar-tol ¢-ig, olyan képletet kapunk, amely ,6ssz-
deformacio = rugalmas deformacio + képlékeny deformaciétiam interpretalhatd. Itt
azonban a deformécidlaltozasoka bal oldalon a referenciaégonttol mért elmozdulas
térderivaltja bukkan fol, a jobb oldal €l$agjaban a rugalmas deforméltsag megvaltozasa,
a masodik tagban pedig iddintegralja (,képlékeny elmozdulas”) szerepel egy ugyan-
ilyen térderivaltas szerkezetben (,képlékeny deformacio

9. TOVABBI TENNIVALOK

A szilard kdzegek rugalmas alakvéaltozasainak kinematik&jén a logaritmikus de-
finiciéju, altalanositott baHencky-deformaciotenzor elvi (dinamikai-termodinamikai)
és kisérleti szempontokbdl kitlintetett volta tovabbi vidatpk targya kell legyen. Meg-
jegyzend, hogy az eddigi jelek szerint ez a — tovabbi bevont fizikaispontok alapjan
bevezetett — tenzor kielé@ibb, mint a FuLor (2008b)] munkaban javasolt egyuttforgd
deformaltsagtenzor {érdekes észrevétel, hogy e két teszzomértékileg a deformaltsag

négyzete rendjéig egyezikjLor (2008b)]}.

Az itt bemutatott, térid-alapu kinematika altalanositandd mikropolaros kozegpek
tére is, ott ugyanis mikro- és makro-szintli mozgasok inaltn melyek inkorrekt tar-
gyalasa>megduplazza az elkodvetett fizikai hibak szamat az egyszerl kontinuumok
hoz képest, és édeszilkség van a megbizhaté kinematikai alapratraszkIEwiCcz—
EREMEYEV (2009)].

Folyadékokra rugalmas deformaltsag nincs, csak rugalatpdtsag van: fel kell al-
litani a tagultsag-alapu folyadékdinamikat. Az anyagiasalg mebzése a leirasbal itt
olyan szempontbdl is fontos, hogy a turbulens aramlasdéesesebességniedifferen-
cidlhatosaga, a kbzegpontok vildgvonalainak differdhatésaganak rendje is kérdéses.

56 A képlékeny deformaltsag kicsiségét nem tessziik fel, hitzajuk : nincs is értelme képlékeny de-
formaltsagnak, nincs ilyen allapotj@mmennyiség. Semmi képlékenyedéssel kapcsolatos faleevés
nem is lesz szilkség a most kovettdzvezetésben.
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Gazok esetén pedig mar rugalmas tagultsag sincs, és azaéraraf konnyebben valik
kuszava (turbulenssé), mint folyadékokra. Ezért folyattés gazok esetén a mérleg-
egyenletek, és példaul a feszlltségtenzor &alhpl értelmezése is nemtrivialis lehet.
Ide kapcsolodik az is, hogy a mozgasi energia és abmiergia téridbarat értelmezé-
se is elkerulhetetlentl sziikséges. A kozegforgas, a shégség kérdésének tisztazasa is
hatra van még, mely folyadékok és gazok esetén kilonlegdadrieladat.

A szilard kdzegeknél folytatni kell olyan mennyiség kerésemely hatarozatlan-
sagok nélkil, vagy legalabb valamilyen jél kezetheh6don jellemzi a gorbuilétzd
alapszerkezet-valtozasokat (képlékenyedési telégeket). Az eddigi és az esetleges jo-
vobeli Uj mennyiségekre alapozva kiépitéral képlékenység termodinamikai alapu di-
namikaja, a YAN (2010a)] irasban bemutatott iranyvonal folytatasaképectlisan, a
reoldgia is atértékelerdda jelen kinematikai keret fényében.

A deformaltsag térderivaltjat is tartalmazo rugalmassadgermodinamikai targyala-
sa [VAN (2010b)] is megismételedda tériddbarat mennyiségek nyelvén, rendezve igy
azt a nyugtalanité jelenlegi helyzetet, amely az anyagldhjitas elvének kilonbdrér-
telmezései és az ezalszarmaztatott kilonbdzkonstitlcids és dinamikai egyenletek
kapcsan fennall.

Az elvi-lényegi megfogalmazas fejlesztésével parhuzamasallitandoak alkalma-
zassegd, technikailag konnyen kezellteitfogalmazasok, melyek a konkrét analitikus
és numerikus, pl. végeselemes feladatmegoldasokatkseggtimos konkrét példa végig
is szamolando, tanulmanyozva a kulonbségeket, amelyekghint@td Uj kinematikai
mennyiségek hasznélata és az eddig szokasosaké kdzépniell. A kidolgozott példak
alapjan elvégzeriismert és Uj, célzatosan nyert kisérleti adatok kiérédeshz () és az
eddigi mennyiségek nyelvén egyarant.
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