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1. A KUTATAS SORAN KITUGZOTT ES MEGOLDOTT
FONTOSABB FELADATOK

A kutatomunka tirgyét az inhomogén anyagu szerkezeti elemek mechanikai tulajdonsé-
gainak vizsgalata képezi. Az elméleti rugalmassagtan, a szildrdsagtan és a numerikus mecha-
nika mddszereinek kombindldsdval tobb specidlis geometridji, dontden rid alakd inhomogén
szerkezeti elem mechanikai viselkedésének €s mechanikai jellemzdinek a meghatarozasaval
foglalkozik az OTKA T049115 szamu kutatds. A vizsgalt rdd alakud szerkezeti elemek inho-
mogenitdsa elsGsorban a keresztmetszet sikjaban jelentkezik. Igy példdul egyenes tengely(
rudak esetében, feltéve, hogy az axidlis irdny a z tengellyel esik egybe, az anyagjellemzdk (E
rugalmassagi modulus, G csusztato rugalmassdgi modulus, p stirliség) csak a keresztmetszeti
x, y koordinédtinak fiiggvényei. Az inhomogenitdsnak ezt a tipusat keresztmetszeti inhomo-
genitdsnak hivjuk. E tipusba tartozé rudakkal kapcsolatban még haszndlatos elnevezés a
z-homogén rud, amely kiemeli, hogy az ,,anyagallandok™ fiiggetlenek az axiélis koordinata-
tol.

Az allandé gorbiiletd, keresztmetszeti inhomogenitassal rendelkez rudak esetében hasz-
ndlatos elnevezés a p-homogén gorbe rid, ez esetben az anyagjellemzdk a keresztmetszeti r
radidlis és keresztmetszeti z szélességi koordindta fiiggvényei, a ¢ polarszogtdl fiiggetlenek
[2]. Itt r, ¢,z egy alkalmasan megvalasztott Orgz polarkoordinata-rendszerre vonatkozik,
ahol a z = 0 sik a rud szimmetriasikja és O a gorberud kdzépvonalanak gorbiileti kézéppont-
ja.

Megjegyzendd, hogy a keresztmetszeti inhomogenitdssal rendelkez6 rudakra e kutatd-
munkdban elért eredmények egyardnt vonatkoznak folytonos (funkciondlisan gradiens anya-
gi) és nem folytonos (kompozit, rétegzett, szdlerGsitett, stb.) keresztmetszeti inhomogenita-
su rudakra.

A részlegesen kapcsolt, kétrétegli egyenes tengelyl kompozit rudak statikai és dinamikai
feladatainak megfogalmazasa és megolddsa analitikus dton €s végeselem-modszerrel szintén
kiemelt részét képezte az OTKA kutatdsnak. A rdd legalabb egy szimmetria sikkal rendel-
kezik és szimmetria sikjaban terhelt. A rud keresztmetszet A = A; U A,, A; (i = 1,2) rész-
tartomdnyat E; (i = 1, 2) rugalmassdgi modulusu, izotrop, homogén, rugalmas anyag tolti ki.
Az A; és A, tartomdnyok kozos hatdrgorbéjét 0A,, jeloli. Az A; (i = 1,2) keresztmetszetl B,
(i = 1,2) ridkomponensek kozos hatdra pedig a 0B, = A, X (0O, L) hengerfeliilet, ahol L a
rid hossza. Feltevés szerint By és B, kozott normadl irdnyban a kapcsolat tokéletes, szakadas
csak az axidlis irdnyu elmozduldsokban lehetséges a B, k6zos hatarfeliileten torténd atha-
ladaskor. Tobb tanulmény €s el6adas, amely az OTKA tdmogatasaval késziilt, foglakozott az
ilyen felépitési rétegzett rudak mechanikai jellemzdinek a meghatdrozasaival, mint példaul,
lehajlasok és fesziiltségek, valamint szabad rezgések sajat-korfrekvencidinak a szdmitésa,
mind analitikus (egzakt) és mind végeselemes szamitdsok irdnyédban torténtek kutatdsok.

Egy és tobbrétegii téglalap keresztmetszetli szimmetria sikjdban hajlitott és radidlis irdny-
ban polarizalt dllandé gorbiiletli piezoelektromos rudak statikai feladatdnak megolddsara,
egy — a mechanikai fesziiltség €s villamos eltolds vektorra épitett —, analitikus megoldast
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dolgozott ki a kutatécsoport. Tovabba a vizsgalatok targyat képezte még egy rugalmas anya-
ga kiils6” és ,,belsd” hatarold hengerfeliiletéhez piezoelektromos aktudtorokkal erdsitett,
allandé gorbiiletd rid hajlitasi feladatanak vizsgélata. Az aktudtor elemek vastagsagi mérete
Iényegesen kisebb, mint a téglalap keresztmetszetli rugalmas rud vastagsigi mérete.

Kiemelten foglalkozott a kutatdcsoport egyenes kozépvonali piezoelektromos aktudtoro-
kat és szenzorokat tartalmaz6 hajlitott és nyirt rudak analizisével. Tobb optimizacids feladat
megfogalmazdsa és megolddsa — elsGsorban statikai keriiletérték feladatokkal kapcsolatban
— kertilt részletes kidolgozasra.

Keresztmetszeti inhomogenitassal rendelkezd csavart prizmatikus rudak elméletében, ame-
lyek gyakran el6fordulé szerkezeti komponensek, tobb eredményt ért el a kutatdcsoport. Al-
s6 és felsd korlatokat bizonyitott az tgynevezett effektiv nyirdsi modulusra, egy kozelitd
modszert dolgozott ki a hengeresen anizotrop rudak csavarési feladatdnak a megolddsara.
Néhany homogén anyagu rddra vonatkozd csavarasi feladat megoldasanak az ismeretében,
tobb funkciondlisan gradiens anyagu rud csavarési feladatanak az egzakt megoldésat is leve-
zette a kutatdcsoport.

Még emlitésre mélté eredmények sziilettek a p-homogén, nem teljes térusz alaku testek
hdvezetésével kapcsolatban, tovabbd Rayleigh (1876) és Duffing (1959) altal homogén, izot-
rop anyagu, sikbeli tartomanyokra megfogalmazott ,,vezetési” problémak egy nem trividlis
altalanositdsaban inhomogén és anizotrop esetekre.
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2. SZEMELYI FELTETELEK

Dluhi Kornél, aki kutatéi megbizas keretében dolgozott, 2006. december 15-én meg-
valt a kutatdcsoporttdl. Az MTA dltal biztositott tudomdnyos segédmunkatarsi alkalmazésa
megszlint, 4j munkahelyén mint informatikus tevékenykedik. Tekintettel arra, hogy PhD
értekezésén dolgozik, a kutatécsoport igyekszik vele a kapcsolatot tartani és szakmailag ta-
mogatni. Tevékenysége 2005.01.01-2006.12.15-ig dontSen elméleti modellek finomitdsdban
€s szamitdgépi programok kifejlesztésében, valamint néhany publikdlasra szant kézirat szer-
kesztésében realizdlodott. Kiesése a 2007-2008 évi kutatomunkdkbol, tekintettel arra, hogy
PhD értekezését is megirhatta volna, az eredmények megjelenitésében gyengitette a kutato-
csoport teljesitményét.

A hallgaték, Kocsan Lajos, Sztics Nora, Téoth Balazs, kezdetben dontéen irodalomku-
tatdsban és dokumentdldsban vettek részt, id6kozben doktorandusz hallgaték lettek. PhD
kutatési témajuk ,,gyengén” kapcsolddik a jelen OTKA kutatdshoz. Ennek ellenére, Kocsan
Lajos és T6th Baldzs cikkek szerkesztésében és részszamitdsok elvégzésében tdmogattik a
kutatécsoport munkajat.
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3. KUTATASI TEVEKENYSEG ROVID LEfRASA

3.1. Keresztmetszeti inhomogenitdssal rendelkezd hiizott-nyomott és hajlitott-nyirt rudak
statikai és dinamikai problémdinak megfogalmazdsa vektor-tenzor szdmitds alkalma-
zdsdval

E témdhoz az aldbbi publikalt (eladott) és publikdlds alatt 1évd tanulmédnyok tartoznak [8,
9,10, 21].

A [8] tanulmdny egyenletesen el6csavart rudak lehajlasfiiggvényének, kritikus terhelésé-
nek szdmitdsat, valamint a kapcsolt hajlité rezgéseinek a meghatarozdsat ismerteti. A me-
chanikai mennyiségek szdmitdsdnal kiemelt szerepe van a

Pu_ J@)-(e.x M)

92~ EdetJ(2) o

differencidlegyenletnek, ahol u = u(z) a ridkeresztmetszetek kozépvonalra merdleges el-
mozdulasat, M = M(z) a keresztmetszetet terheld hajlitényomatékot, J = J(z) a homogén
keresztmetszet sulyponti tehetetlenségi tenzorat, E a rugalmassagi modulust, z pedig az axi-
alis koordinétét jeloli. Nyilvinu -e, = M -e, = 0.

A [9] és [10] tanulmanyok a z-homogén rudak kapcsolt longitudindlis-hajlit6 és kapcsolt
hajlit6-hajlit6 rezgéseinek a vizsgalatdval foglalkoznak. A [9] tanulmény a rezgési feladat-
hoz kapcsolddé linedris sajatérték probléma levezetésére a Galerkin-féle kozelité modszert
hasznélta és a kapott eredmények pontossagit végeselemes szamitdsokkal ellendrizte. A [10]
tanulmdnyban a kapcsolt axidlis-hajlité és hajlit6-hajlité rezgésekre bizonyos megtamasztasi
feltételek mellett egzakt sajatfrekvencia értékek keriiltek meghatarozdsra az Euler-Bernoulli-
Rayleigh ridmodell keretein beliil. Az analitikus modell alapjan szamitott értékeket végese-
lemes szamitdsi eredményekkel 6sszehasonlitottuk. Minden esetben az analitikus szamitasi
eredmények — az altalunk vizsgélt feladatokban — a végeselemes szdmitdsi eredmények ko-
zelébe esetek, 3 — 7 %-o0s pontossaggal.

A [21] tanulmény vektor-tenzor algebrai médszerek alkalmazasédval egy igen tomor leira-
sat adja a z-homogén rudak hizds-nyomds €s hajlitds-nyirasi feladatainak. Vékony fald nyi-
tott és zart szelvény( hajlitott-nyirt radra egy elsérendd nyirasi alakvaltozasi raidmodell lett
kifejlesztve, amely dont6en a nyirdsi merevségi tenzor bevezetésén alapul. Zart alakd kép-
letek igen tomor, vektor-tenzoregyenletek formdjaban koordindtamentes megfogalmazasban
adjak meg a lehajlés és szogelfordulds vektor kifejezéseit.

E kifejezések elkiiloniilten tartalmazzdk a hajlitdsbol és nyirdsbol szarmazé elmozdula-
sokat és szogelforduldsokat. Szampéldék illusztraljak, hogy a hajlitasi €s nyirdsi deforma-
ciok fGirdnyai dltaldban nem esnek egybe. Bizonyos szimmetria feltételek esetén amely a
geometridra és az anyageloszlasra vonatkoznak a hajlitasi és nyirdsi deformacidk fGirdnyai
megegyeznek.

Tekintettel arra, hogy a keresztmetszet belsé magidomjanak meghatarozasaval foglalko-
z6 kiszerkesztett cikk még nem keriilt benyujtasra publikdlds céljabol és ebbdl kifolyolag
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megjelenése is késébbiekben varhatd, e pontban roviden 6sszefoglaljuk az ez irdnyban vég-
zett kutaté munkat, amelynek eredményei els6sorban a megjelenés alatt 4116 [21] tanulma-
nyon alapulnak.

Az 1. édbra egy éllando keresztmetszetli z-homogén rudat szemléltet. A z irdnyti homo-
genitds fogalmdbol kovetkezik, hogy a ridd E rugalmassdgi modulusa csak az x, y kereszt-
metszeti koordinatak fiiggvénye. Az Oxyz koordindtarendszer O origéja a balszélso kereszt-
metszet E-vel silyozott stlypontjdba esik, vagyis z tengely E-vel stilyozott keresztmetszeti
sulypontokat koti dssze. A keresztmetszet rugalmassdgi modulussal sulyozott centrumat,
amit C jelol, az aldbbi egyenlet hatarozza meg (1. dbra)

fE(x, V)RdA =0, R = xe, + ye,. 2)
A
te, ?
’y M
L
w -N N = Ne.
; o=cC z ;

1. dbra. Axidlis erével és hajlitonyomatékkal terhelt z-homogén rid.

Az egyidejlileg alkalmazott N axidlis er6 és M hajlitdbnyomaték hatdsara a rugalmas
anyagu rddban ébredd o, normalfesziiltség szamitdsara a [21] tanulmanyban az aldbbi képlet
keriilt levezetése

N
O'Z:E(x,y)[§+M-(J‘1><R)-eZ , 3)
ahol
S :fE(X,Y)dA, J:fE(X,y)I:lRZ—ROR:IdA, (4)
A A
melyben 1 kétdimenzids, masodrendli egységtenzor, ,, X a vektoridlis, ,,” a skaldris, ,,0”

pedig a diadikus szorzis jele, tovabba J - J ' = J7' - J = 1.
Az alkalmazott axidlis erd hatdsvonala a z tengely, tovabbd M - e, = 0. Centrikus axidlis
erd esetén (N # 0, M # 0) a rid minden keresztmetszetére érvényes a

N
0. = E(x.y) ¢ ®)

képlet. A 2. 4bra excentrikusan elhelyezkedd axidlis erdvel terhelt z-homogén rudat szem-
Iéltet, nyilvan N > 0 esetén excentrikus hiizds, mig N < 0 esetén excentrikus nyomads a rid
igénybevétele. Ez esetben nem érvényes a (5) képlet, o, szdmitdsdra a (3) egyenletet kell
haszndlni, ahol M = NC_Q> X e, (2. abra). A tovadbbiakban kihajlassal kapcsolatos jelensé-
gektdl eltekintiink, vagyis nyomds esetén zOmok rudat vizsgdlunk. Jeldlje p = e, + nje, az
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alkalmazott excentrikus erd Q tdmaddspontjanak helyvektorat a z = 0 keresztmetszetben. Az
(2) képlet alkalmazasédval azt kapjuk, hogy

1 p-J-R
o.(x,y) = E(x,y) [5 + pdeJtJ ] N, R=xe +ye, (6)
€y ? ?ey
Y Yy
5 _ I .
A -N N = Ne,

o * — —

o=¢C e, o=C z e,
n

2. édbra. Excentrikusan huizott z-homogén rud.

Az (6) egyenlet alapjan lathatd, hogy létezik egy egyenes vonal, amelynek pontjaiban a
normalfesziiltség zérus érték, és ezen egyenes vonal helyzete fiiggetlen az alkalmazott erd
nagysagatol, elgjelétdl. A szdban forgd vonalat az adott Q tdmadasponti N axidlis er6hoz
tartoz6 zérusvonalnak hivjuk. A zérusvonal elvdlasztja a keresztmetszet hizasra (o, (x,y) >
0) és nyomasra (o,(x,y) < 0) igénybe vett tartoményait, a z€rusvonal pontjaiban o, (x,y) = 0.
Az (6) egyenlet alapjan az n z€rusvonal egyenlete (2. abra)

1 p-J-R _0 7

S Tdets

alakban irhaté.

A zérusvonallal kapcsolatban két problémat oldunk meg. Az els6 feladatban adott Q ta-
madasponti axidlis er6hoz tartozé n zérusvonalat hatdarozzuk meg. E feladatban a zérusvonal
egyenletét

R =R, +te —00 <t <™ (8)

alakban keressiik, ahol Ry = O_P()) egy fix pont az n zérusvonalon és e pedig a zérusvonallal
parhuzamos vektort jeldl, tovabba a zérusvonal pontjait a f paraméter jeloli ki. A (7) egyenlet
felhasznalasaval az alabbi képleteket tudjuk levezetni R, €s e szamitdsara

detJ p

R, = S p.J.p’ p#0), e=exJ-p. )

A masodik feladat az elsd feladat inverze; adott az n zérusvonal, meghatarozand6 az
alkalmazott axidlis erd Q tdmadaspontja. Legyen adott az n zérusvonal egyenlete

R =R, +te (o0 <t < 0) (10)

alakban, ahol R, és e ismert! Egyszerl szdmoldssal nyerjiik, hogy Ry, e és p kielégiti az

aldbbi egyenleteket
detJ

S

+p-J-Ry=0, (11)
p-J-e=0. (12)
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A fenti egyenletekbdl azt kapjuk, hogy

B _detJ (J-e)xe,
S [J-R)x(J-e)]-e.

(13)

Gyakran célszerli egy masik megoldasat haszndlni az elsd és mdsodik feladatnak. A
z€rusvonal egyenlete minden esetben felirhat6 a kovetkezd formdban egy alkalmasan meg-
véalasztott m vektor segitségével

t
m-R+deJ:

0. (14)

Az elsé feladat esetében p adott €s m ismeretlen. A (7) és a (14) egyenletek Osszevetésé-
bdl az kovetkezik, hogy
m=J-p. (15)

A madsodik feladat esetében m adott €s p ismeretlen. Ismét a (7) és (14) egyenletek
Osszevetésébdl, illetve a (15) egyenletbdl az kovetkezik, hogy

p=J" m. (16)

A zérusvonallal kapcsolatos képletekbdl kovetkezik, hogy a zérusvonal anndl tavolabb
esik az O = C ponttdl, minél kozelebb van az O = C ponthoz az excentrikus nyomé(hizo)-
er6 Q tdmadéaspontja. Ha a nyomé(huzd)-er6 Q tdmadédspontja elég kozel van az O = C
ponthoz akkor az is el6fordulhat, hogy a zérusvonal teljes egészében a keresztmetszeten
kiviil fekszik, ami azt eredményezi, hogy az egész keresztmetszetben egynem, vagyis min-
deniitt nyomo, vagy hizo fesziiltségek ébrednek N eldjelének megfelelden. Ennek az esetnek
elsésorban rideg keresztmetszeti komponenseket is tartalmazé rudak, oszlopok, pillérek ese-
tében van jelentdsége. A rideg anyagbdl késziilt keresztmetszeti komponenseknek hiizassal
szemben igen kicsi az ellendllasuk, csak olyan terhelést szabad haszndlni, hogy e komponen-
seket is tartalmazo keresztmetszetekben mindeniitt nyomofesziiltség ébredjen. Ennek bizto-
sitdsdhoz pedig az sziikséges, hogy az alkalmazott excentrikus nyomoderd tdmaddspontja az
O = C ponthoz elég kozel essen.

Az O = C pont kornyezetében fekvé mindazon pontok, amelyekhez a keresztmetszet
konvex burkan (,,tdmasztéidomon”) kiviil fekvd zérusvonal tartozik a keresztmetszet belsé
magidomjat alkotjdk. A keresztmetszet konvex burkat érinté zérusvonalaknak megfeleld
axidlis erd timadaspontok a belsé magidom kontdrpontjait (hatargorbéjét) hatarozzak meg.

A 3. édbra szemlélteti egy konvex keresztmetszet esetén a belsé magidom hatdrgorbé;é-
nek a meghatdrozdsat. A keresztmetszeti hatargdrbe 7 pontjdban egyszeresen végtelen sok
lehetséges zérusvonal 1étezik, amelyeknek csak egy kozos pontja (7)) van a hatargorbével.
A T pontra illeszkedd ny, n, n, zérusvonalak rendre a belsé magidom Q,, Q, O, pontjait
hatdrozzak meg, vagyis a belsé magidom az n; és n, ,,félérint6k” ltal meghatarozott 0, Q,
egyenes szakaszt is tartalmazni fogja.

Az n; z€rusvonal (hatargorbe érintd) a belsé magidom Qs pontjat hatdrozza meg.

A 4. dbra egy tobbszorosen 0sszefiiggd nem-konvex rudkeresztmetszetet szemléltet. A
keresztmetszet ,.kiils6”” hatdrgorbéje by €s ,,belsd” hatargorbéi by és b,.

E keresztmetszet bels6 magidomjdnak meghatarozdsihoz egy hozzarendelt modositott
keresztmetszeti alakot haszndlunk, amelynek kialakitasat az 5 dbra szemlélteti. ElsO 1€pés-
ben a by zart gorbe altal hatdrolt egyszeresen Osszefiiggd nem-konvex tartomany konvex
burkdnak bj, hatargorbéjét hatdarozzuk meg. Ezt kdvetden by hatdrgorbéji tartoméanyban a b,
és b, belsd hatdrgorbék altal hatdrolt lyukakat helyezziink el (eltdvolitjuk az anyagot). Az
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3. dbra. Konvex keresztmetszet egy torésponttal rendelkez6 hatargobével

4. dbra. Tobbszorosen Osszefiiggd lireges tartomany.

igy kapott keresztmetszetbe, amelynek hatargorbéi by, by és b,, a vonalkazott teriiletekhez
(iiregekhez és kiegészitéssel nyert ¢ tartomanyhoz) mivel ott nincs anyag z€rus rugalmassagi
modulust rendeliink (5. dbra). Erre az 1) keresztmetszeti alakra kdzvetleniil hasznédlhatok a
(9), (10), (13) és (15), (16) képletek, amelyek megadjak az eredeti — a 4. dbran szemléltetett
—, tobbszorosen Osszefiiggd keresztmetszeti tartomany belsé magidomjat.

Néhany példa a belsé magidom meghatdrozdsara.

1. Példa: Inhomogén ellipszis alakii keresztmetszet.

A 6. dbran szemléltetett keresztmetszet ,,belsd” ¢ sugard koralakd tartomédnyédban 1év anyag
rugalmassagi modulusa E;, a keresztmetszet tobbi részét kitolté anyag rugalmassigi modu-
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vonalkézott teriileten FE(z, y) =0

5. ébra. A 4. abréan vazolt tobbszordsen Osszefiiggd iireges tartomdnyhoz rendelt ,,egyszere-
sen” Osszefiiggd konvex tartomany.

lusa E;. Egyszeri szdmoldssal adédik, hogy

E,-E
O=C, S=Eab+{P)m, (= 2E L (17)
1
J=<lJuly> J.=Eab®+ {c4);—r, (18)
J, = E\(@b + gc“)%, Jy =0, (19)
tovabba az ellipszis Py(xy, yo) pontbeli érintdje

det J det J (xo Yo det J

moR+ S5 = -5 (;ex+ﬁey)-R =0, 20)

A (16) és (20) egyenlet kombindlasaval azt kapjuk, hogy p = C_Q> = £e, + ne,, helyvek-
torral adott belsé magidom &,  koordinatéi az aldbbiak

1+74
£=-x), A= —5”; Q1)
A1 +72)
1+§CT43
n = —Wwo, M= — (22)
’ a1 +72

A (21) és (22) egyenletekbdl az kovetkezik, hogy az Osszetett keresztmetszet belsé ma-
gidomja egy ellipszis, melynek f6tengelyei az x és y tengelyekkel esnek Ossze, tovdbba a
fotengelyek a; és b, hosszai az aldbbiak

a; = Aa, by = ub. 23)

Homogén keresztmetszetre E; = E, és { = 0, azt kapjuk, hogy

X0 Yo
=——, = -, 24
& | n | (24)
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Yy
< P(x, y)
=
6. dbra. Inhomogén ellipszis keresztmetszet.
tovabba ¢ sugari korfurattal gyengitett keresztmetszetekre £, = 0 és { = —1 és ennek
megfeleléen
a’b —c* ab® — c*
_ _ i - " . 25
= @m-a 1T T wa-a) (23)

A homogén anyagu keresztmetszetekre vonatkozo (24) és (25) képleteket mds modszerrel
Mofid és Yavari is levezette (Mofid, M., Yavari, A., 2000. On the kern of a general cross
section. Int. Journ. of Solids and Struc. 31. pp. 2377-2403).

2. Példa: Funkciondlisan gradiens anyagii tomor korkeresztmetszet.

Az anyag rugalmassdgi modulusa az r sugarkoordinata sima fiiggvénye (7). Egyszer(i sza-

e,!

Ry =ce, Y
e ()
Po(zo, vo)
¢ P(x, y)
R
12
o=C x g
E(r)

7. dbra. Funkciondlisan gradiens anyagu tomor korkeresztmetszet.
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moldassal kapjuk, hogy

C C

S :2ﬂfE(r)rdr, J=Jgl, Jg =ﬂfE(r)r3dr, (26)

0 0

tovabba az érintd egyenes egyenlete
e, - (R-—Ry =0, Ry =ce,, 27)

Nyilvan
2

J
m=-"Le(p), p=-—celp) (0<¢<2m (28)
cS cS

3. Példa: Téglalap keresztmetszetekbol felépitett kompozit keresztmetszet.

A 8. dbra az ABLH és DFGH téglalap keresztmetszetekbdl, amelyek rugalmassagi modulu-
sai E| és E,, felépitett Osszetett keresztmetszet szemlélteti. A keresztmetszeti tartomanyok
kapcsolédasa a kozos DH él mentén tokéletes, azaz semmilyen irdnyu relativ elmozdulés
nem lehetséges. A numerikus szamitdsokat az E; = E, E, = 3E adatokkal végezziik. A
keresztmetszet rugalmassdgi modulussal sulyozott silypontja (centruma) a D pontba esik.
Elemi szdmit4sokkal azt kapjuk, hogy

S =484°E, J = [ 82 5?3 ]a“E, det J = 23552E°a8. (29)
ey?
y -
AB = 12a
BL = DF = 2a
4= G Av=F  GF=AG=4a

8. abra. Téglalap keresztmetszetekbdl felépitett inhomogén keresztmetszet.

A keresztmetszet belsé magidomja egy 6tszog, melynek csucspontjai Ky, K,, K3, K4 €s
Ks. E csucspontokhoz amelyek egyben kiilonb6zd excentrikus axidlis erdk tdmadaspontjai-
nak is tekintend6ek, rendre az alabbi zérusvonalak tartoznak (8. dbra): K;-hez az A; és A,y
pontok 4dltal meghatdrozott egyenes (i = 1 —5; Ag = A;). A K; (i = 1 —5) pontok meghataro-
zasat a (13) egyenlet felhaszndldsdval végeztiik. Részletes szdmitds az aldbbi eredményeket
adta (8. abra):

— 2
p; = 0K, = (e, + gey)a, (30)
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— 4 1

P = OK; = (—se. + _ey)a’ 3D
37Ty

_OK, = (—te.— 2 (32)

by = URs =736 = 1004
N 2

P, =OKy = (e, - gey)a’ (33)
N 8 1

Ps = OKs = (gex - Eey)a7 (34)

3.2. Linedrisan rugalmas, izotrop keresztmetszeti inhomogenitdssal rendelkezd rid hajli-
tdasa (alternativ megoldds)

A [19] tanulmény linedrisan rugalmas, izotrop, keresztmetszeti inhomogenitassal rendelkezd
rud hajlitasaval foglalkozik. Kimutatdsra keriilt, hogy a hajlitott rdd szamitdsanal hasznalt
alapképletek ugyanolyan formaban is megfogalmazhatdk, mint a homogén anyagu egyenes
hajlitdsnak aldvetett rid esetében érvényes képletek. Minden esetben elkeriilhetd a hajlitasi
féiranyok, a (4), egyenlet altal definidlt J tenzor féirdnyainak a meghatarozasa. A levezetett
képletek segitségével konnyen meghatarozhatéak a legnagyobb nyomé €s hiizé normalfe-
sziiltségek értékei funkciondlisan gradiens anyagd rudakban. Ez utébbira egy szampéldat
ismertet a [19] tanulmany.

3.3. Kétrétegii, rugalmas anyagiui, részlegesen kapcsolt rudak

Az [1] és [7] tanulmanyok kétrétegii, részlegesen kapcsolt rugalmas dgyazatra helyezett ru-
dak statikai és dinamikai feladatainak megoldasdval foglalkoznak. Az [1] tanulmény anali-
tikus tton, a [7] tanulmdny pedig végeselemes mdodszer alkalmazdsaval oldja meg a vizsgélt
peremérték-feladatokat. Kovetkez6kben néhdny fontosabb Osszefiiggés ismertetésével az e
teriileten elvégzett kutatdmunka bemutatdsaval foglalkozunk.

A kétrétegli, rugalmas anyagu, rugalmas dgyazathoz kapcsolt kompozit rad terhelését és
keresztmetszetét a 9. dbra szemlélteti. Az yz sik a rud szimmetriasikja és az alkalmazott
terhelések, valamint a megtdmasztasi kényszerek sikja is az yz sik. AzA = A; U A, egyben
az yz sik radkeresztmetszet A; (i = 1, 2) résztartoményét E; (i = 1, 2) rugalmassagi modulusu
homogén, linedrisan rugalmas anyag tolti ki. Az A; és A, tartomanyok kozos hatdrgorbéjét
0A1, jeloli, tovabba az A €s A, keresztmetszetl részlegesen kapcsolt By és B, ridkompo-
nensek k6zos hatdra a 9B, = 0A; X (O, L) hengerfeliilet, ahol L a rid hossza.

Feltevés szerint normadl irdnyban a B és B, ridkomponensek kapcsolata tokéletes, sza-
kad4s csak az axidlis irdnyu elmozduldsban lehetséges a dB), feliileten torténd dthaladaskor,
a By ridkomponensrdl a B, ridkomponensre (interlayer slip). Az Oxyz koordindtarendszer
O kezddpontja a z = 0 koordinataval kijelolt keresztmetszet E-vel sulyozott C stulypontjaval
esik egybe, tovabba az A; és A, homogén keresztmetszeti tartomanyok sulypontjait C; és C,
jeloli (9. abra). A 9. dbra alapjan irhatd, hogy

A2E2 AlEl
<AE>C <AE >

ahol < AE >= A|E| + AyE,. Mind a By és mind a B, ridkomponensek elmozduldsmezdje
koveti az Euler-Bernoulli hipotézist €s ennek megfeleléen

¢ = |CCY| = & = |CCH| = c=|CiC|=ci+en 69

u(x,y,z,t) = u(x,y,z,t)e. + v(x,y,z,t) e, + w(x,y, z,1) e, (36)
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A

€y €y

y y f(Z, t) T

A1 Bl

Cro\

0A1 C 0]
/A2 1 Cy \ x e, B, z e,
001261 CCQZCQ z=1L

9. dbra. Rugalmasan dgyazott, kétrétegii részlegesen kapcsolt rud.

u=0, v=v(z,t) (x,y,2) € B=B;UB,, (37)

0
W= wiz 1) - ya—z (x.y.2)€B; (i=1,2), (38)

ahol ¢ az id6koordinéta.
A rétegek relativ elcsuszasat (interlayer slip-et) az aldbbi egyenlet definidlja

S(-x’y’ <, t) = W](Z, t) - WZ(Z’ t) (-xaya Z) € 6812. (39)
A nem tokéletesen kapcsolddo rétegek altal atvitt axidlis irdnyu erd
T =ks, (40)

ahol k a kapcsolat nyirdsi merevsége. A teljes ridkeresztmetszetre esd axidliserd N = N;+N,
zérus, ahol

N,:fasz (i=1,2). (41)

Egyszeri szdmoldassal nyerjiik, hogy

N, = —N, =< AE >_, (g—z - cgz‘;), 42)
M = fa'sz EI}Z—+c<AE>lg—z, 43)
ahol 1 { {
<AE>, AE @ AE) “4)
(EI} = f Ey* dA. (45)

A
Hosszadalmas, de elemi szdmitdsok elvégzésével kapjuk a rugalmasan dgyazott, részle-
gesen kapcsolt, kétrétegii rid ,,dinamikai” egyensulyi egyenletére az aldbbi eredményt:
v 0% K &v KQ? 1 &p O

Qfv, 2 0V - = L,
o5 " eEt TEsaz EN  <Eisez Twnt” Y O<z<Dh. @9

OTKA T049115 13



ahol (9. abra)

(2.0 = f(z,0)— < 45 (47)
p Z9 - Z9 p atz .
Itt bevezettiik az aldbbi jeliiléseket
< EI >={EI} - ¢* < AE >_,, (48)
{ET}
< pA >= piA; + prAs, Q* =k 49
PA >= p1A1 + P2A) <El><AE >, (49)

ahol p; az A; tartoményt kitolt6 anyag tomegsirlisége, tovibba K az dgyazasi tényezd.
Az [1] tanulmdny a (47) differencidlegyenlet analitikus, a [7] tanulmany pedig végesele-
mes megolddsat ismerteti €s szemlélteti kiilonb6zd szdmpéldakon.
A végeselemes vizsgdlathoz hasznalt rétegezett rid elemet a 10. dbrdban vazoltuk, az
elem kétcsomodponti hat szabadsdgfoku. A csomdponti ,.,elmozduléds™ vektor
T
u () = | s(Pit) v(Pt) WPt | .

0
w(Pk,o:—(a—V) . (k=ij) (50)
< Pk,l‘

tovabba az u;-nak megfelel csoméponti tehervektor

T .o
g =| M(Pt) V(Pot) QPut) |, (Ni=Z)  (k=ij) (51
ahol V nyiréerd, Q hajlitonyomaték.
!

Vi y v

Qi 0,
( b O B Cyy % ) j
V; Uj
S; S

Zi Ci B C; Z; z

(08 ( Cy; 2 Caj )%‘
z=1

Zy=Ni(Py,t)  P=Cy (k=1i,j)
10. abra. Kétcsomdpontu rétegezett, részlegesen kapcsolt ridelem.

A potencidlis energia minimum elvére épitett elmozdulds alapui végeselemes approxima-
ciondl az aldbbi alakfiiggvényeket hasznaltuk

sz, 1) = s(Pp, £)(1 — %) + 5(P;, z)?, (52)

Wz, 1) = v(P;, ni(2) + Y(Pi, Hny(2) + v(Pj, n3(2) + Y(Pj, Hing(z), (53)
ahol

b

3 2 )
m@=1+2() =3() . m@=-2(;-1) (54)
m@=3() -2 m@ =[] -5

Az 1. tdblazat egy mindkét végén csuklosan megtamasztott (szabadon felfekvd) rugalmas
agyazaton nyugvo téglalap keresztmetszetli rid analitikus dton meghatarozott (pontos) €s
végeselemes szamitdssal eldallitott (kozelitd) hajlité rezgési sajat-korfrekvencidinak ossze-
hasonlitdsdra ad lehet&séget. A vizsgalt rdd adatait a 11. dbrdban adtuk meg.
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Y
Y
A E
hq Ay > Ch ! o
y
A
a z
h2 A2 E2 x
S O
Y
<—b>

L=05m, b=20mm, h;=15mm, hy=285mm
E, =2-10°MPa, FE,=75-10*MPa

p1 = T500 58, p, = 3000 15.

m3

11. abra. Példa hajlitérezgések sajit-korfrekvencidinak a szdmitdsara.

1. tdblazat. Hajlitérezgések sajat korfrekvencidi [Hz].

k=0 k = 10 MPa k = 60 MPa k = o0

w; FEM exact FEM exact FEM exact FEM exact

1 619.61 618.88 | 629.54 62892 | 663.11 662.78 | 73943  739.42 ?2

2 | 1450.80 1430.59 | 1468.20 1448.91 | 1544.44 1528.87 | 1993.48 1991.13 | x NE
3 | 3151.70 3042.27 | 3169.13 3061.91 | 3251.17 3153.94 | 4027.28 3996.09 C: Z
4 | 5708.35 5353.86 | 5724.53 5373.80 | 5802.79 5469.82 | 6758.97 6593.92 |

1 | 1095.55 1095.14 | 1101.20 1100.85 | 1120.73 1120.54 | 1167.51 1167.50 "é

2 [ 1709.13 1692.02 | 1723.93 1707.54 | 1789.31 1775.89 | 2188.67 2186.53 | x ‘&
3 | 3278.65 3173.60 | 3295.41 3192.43 | 3374.38 3280.80 | 4127.38 4096.95 Cﬁ’ Z
4 | 5779.41 5429.56 | 5795.39 5449.22 | 5872.71 5543.94 | 6819.09 6655.53 |

3.4. Piezoelektromos réteggel erositett egyenes kozépvonalu rudak

E téren végzett vizsgalatokat [4, 15, 16, 22, 25] tanulmanyok tartalmazzdk. A [4] tanulmény
haromrétegli, asszimmetrikus elrendezés, kollokdlt piezoelektromos aktuator-szenzor pér-
ral felszerelt prizmatikus tart6 analitikus és végeselemes vizsgdlatat targyalja. A cikk annak a
kérdésnek a vizsgalatdval foglalkozik, hogy az aktuatorba bevezetett idében allandé elektro-
mos fesziiltség hatdsdra, hogyan véltozik a szenzorfesziiltség az aktiv rétegek vastagsdganak
a fliggvényében. ElGszor kiilsé mechanikai terhelést6l mentes, majd excentrikus huzasnak
alavetett tart6 képezte a vizsgalatok targydt. A tanulmdny legfontosabb megéllapitdsai az
alabbiak:
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o létezik egy kritikus rétegvastagsag, amely értéknél a szenzor barmilyen bemend U,
aktudtor fesziiltség esetén sem ad elektromos kimend jelet,

o létezik egy optimalis rétegvastagsag, amely értéknél a szenzor extremdlis kimend jelet
szolgaltat,

e tehermentes tartd esetén a szerkezet szélességi mérete nem befolyédsolja 1ényegesen a
szenzoron megjelend fesziiltséget,

e a piezoelektromos rudmodell és a 3D végeselemes modell kozotti kiilonbséget a ke-
resztmetszetek eltéré deformdcidja és a piezoelektromos hatdsok (es; és e33) elkiilonii-
1ése okozza. Pontosabb szdmitdsokhoz célszer{ibb haromdimenziés modellt haszndlni.

A [15] tanulmany targyat rétegezett rudak statikai peremérték-feladataival kapcsolatos
optimalizdciés problémdk megfogalmazdsa é€s megolddsa képezi. Minden esetben a tartd
tartalmaz legalabb egy aktiv réteget is. Az aktudtorra (aktudtor parra) alkalmazott villamos
fesziiltség helyes megvalasztidsdval lehet6ségiink van minimadlis lehajlds biztositdsara. Ezen
allitast a [15] tanulmény két példa kapcsin szemlélteti. Vizsgélat targyat képezte az aktiv
réteg optimdlis vastagsagi méretének a meghatdrozdsa is. Optimalis vastagsagi méret ese-
tén adott alap tarténdl egységnyi erdsségli villamos tér hatdsdra maximalis értékd gorbiilet
véltozas alakul ki a vizsgélt tartészakaszon. A [15] tanulmany egy eljarast ismertet a stati-
kailag hatdrozott megtdmasztdson, minimélis sulyu, valtozé szélességi tartd tervezésére, ha
a tarté valamelyik keresztmetszetének elmozdulasa eldirt értékl. Egy példa keretében a [15]
tanulmdny szemlélteti a legnagyobb hajlitonyomaték minimadlis értékének eléréséhez sziik-
séges aktuator fesziiltség meghatdrozasat. A [15] tanulmany két példdja foglalkozik az eldirt
deformdcids alakot ,,legjobban” megkozelité alak meghatdrozdsaval, amely az alkalmazott
aktudtor paron el6irando villamos fesziiltség célszeri megvalasztasaval érhetd el.

A [25] tanulmany piezoelektromos aktuatorral erdsitett Rayleigh-Euler-Bernoulli rid di-
namikai feladatainak analitikus megolddsaval foglalkozik. Az analitikus megoldds felépité-
sénél feltételezett, hogy a tarton elhelyezett aktudtorparhoz tartozé tehetetlenségi er6rendszer
elhanyagolhat6, vagyis a dinamikai egyenletek megfogalmazdsdnal az aktuator elemek strt-
ségét zérusnak tekintjiikk. E feltevés alapjan levezetett egyenletek pontossagat olyan végese-
lemes szamitasokkal ellendriztiik, amikor is az elemek tomegmatrixdban figyelembe vettiik

az aktudtorelemek sirliségét (tehetetlenségi erSrendszerét) is. Az aldbbi numerikus példdban
(12. dbra) az aktudtorparon miik6do iddben

1
U@) = (100 V) cos wt (w=1325-) (55)
S
torvény szerint valtozo fesziiltséggel harmonikusan gerjesztett tartot vizsgéalunk.

A 13. abra az analitikus szamitdssal (o, = 0) és a végeselemes szdmitdssal (p, # 0) ka-
pott lehajlasgorbéket szemlélteti, a szaimitdsok a 12. dbrdban megadott tartéra vonatkoznak.
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z aktuatorok

—

Ix =1L
Iy z
ly
Y : I = 600
tp 73— aktuator - i
A ) [ = 50mm
—+—ruad I, = 150 mm
b y b = 20mm
ty =25
¢ ! 13— aktuator ’ _ o
P t, = 0.2mm
-0 E,=2-10" Pa

E, =6.67-10" Pa
py=T845 X8 p = T80018, €5 =—102I.

m3
12. abra. Harmonikusan gerjesztett tarté szimmetrikus elrendezésti aktuatorokkal.

x10°

T T
*| = = FEM result
| = closed—-form result

1 ST R DN S e SR

0 0.1 0.2 0.3 0.4 08 position [ 3 F

13. dbra. Harmonikusan gerjesztett tart6 lehajlés fiiggvényei (analitikus és VEM megoldas).

3.5. Allandé gorbiiletii kompozit rudak, valamint egy és tobbrétegii piezoelektromos rudak
hajlitasa

E teriileten végzett kutatbmunka eredményeinek egy részét az [2, 5, 11, 14] tanulményok
tartalmazzdk. Az [2] tanulmanyban egy egyszerli egydimenziés mechanikai modell, amely a
Rayleigh-Euler-Bernoulli rid elméleten alapul lett kifejlesztve ¢-homogén rudakra. A moz-
gasegyenletek és kapcsolddd peremfeltételek két kinematikai véltozo, a radidlis elmozdulds
€s a keresztmetszet szogelforduldsanak a fiiggvényében keriiltek megfogalmazasra. A rugal-
massagtan egzakt kinematikai egyenleteit haszndlja [2], tovabba a forgasbol szarmazo tehe-
tetlenségi erOrendszert is tartalmazzdk a levezetett mozgasegyenletek. Mind statikai, mind
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dinamikai problémadk szdmitdsara tobb példat ismertet [2]. Az [2] tanulmany 2005 oktéber-
december id6szakban a Science Direct-ben a Top 25 Hottest Articles Applied Mathematical
Modelling cikkeit tekintve a leggyakrabban letoltott 25 cikk rangsordban a 7. helyen szere-
pel.

Az [5] eldadas piezoelektromos rétegekkel erdsitett gorbe rudak hajlitdsi feladatdnak a
megoldasdra harom elméleti modellt dolgozott ki egy egzakt rugalmassdgtani és két szi-
lardsagtani modellt. Az alkalmazott aktudtor elemek vastagsdgi mérete a vizsgdlat targyat
képezd radidlis irdnyban rétegezett rudak esetében lényegesen kisebb, mint a téglalap ke-
resztmetszetll rugalmas anyagu rud vastagsaga.

A [11] tanulmény egyrétegli piezoelektromos rud hajlitasi feladatdnak a megoldédsdval
foglalkozik sikrugalmassdgtani modell alkalmazasédval. A [11] tanulmédny eredményeit tobb-
rétegl hajlitott piezoelektromos rudakra rugalmassdgtani modellt hasznélva a [14]-ben élta-
lanositottunk. Itt egy publikdldsra elokészitett szilardsdgtani modellt ismertetiink, amely
kapcsolddik a [2] tanulmanyhoz.

Allandé gorbiiletii, rétegzett piezoelektromos rudak hajlitdsa

A 14. édbra szemlélteti a vizsgélat targyét képezd tobbrétegd, téglalap keresztmetszetd, 4l-
land6 gorbiiletl piezoelektromos rudat. A rdd rétegei radidlis irdnyban polarizéltak, mind a
rétegvastagsig, mind pedig az anyagjellemzdk rétegenként mds és mas értéket vehetnek fel.

14. dbra. Allandé gorbiilett, rétegzett piezoelektromos rid.

Az ismertetésre keriil6 modell donten az aldbbi feltevésre épiil
dU
u(r,p,z7) =U(p)e, + (wre + @) e, (56)

ahol u az elmozdulés vektor, U = U(yp) a radidlis elmozdulds, w egyenldre ismeretlen dllan-
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d6. Egyszer(i szamossal azt kapjuk, hogy

Er =& =Y =Yz =Yz = 0, (57)
Q(p) d?U
£, = T"” ro. Q)=+ (58)

A villamos eltolasi vektort, ami kielégiti a Gauss egyenletet 6sszhangban a [14]-ben
bemutatott rugalmassagtani megoldassal, az aldbbi alakinak valasztjuk

D =D,e, (D, = —, D = allando) (59)

Az (56), (57), (58) és (59) képletek minden rétegre igazak. A [11, 14] tanulmédnyokban
haszndlt anyagegyenletekbdl &, = 0 helyettesitésével és o, elimindldsdval azt kapjuk, hogy

Oip = Ci&p — ]’liDr R, <r <Ry, (60)

Eir = _higcp +ﬂ,’Dr Ri <r< Ri+1’ (l =1, ,I’L) (61)

Az (57), (58), (59) és az (60) (61) egyenletek kombindldsaval jutunk a (62) és a (63)
egyenletekre

Q D
Oip = C[(— + L()) - h,'—, Ri <r< Ri+1 (62)
r r
0 Q D
Eir = ——¢ = —hl’(— + 0)) +ﬁi_’ Ri <r< Ri+], (l = 1, ,l’l) (63)
or r r

Az (60), (61), (62), (63) egyenletekben szerepld c;, h;, B; igynevezett ,redukdlt” anya-
géllandok. Az Q = Q(¢), w és D meghatdrozasdra az alabbi egyenleteket hasznaljuk

R+ R+
N =2b foqp dr=0, M=2b f roy,dr, ¢(R)) =0, ¢R,1) =V, (64)
Ry Ry

ahol V az eldirt villamos potencidl.
Az R, és R,;; sugaru hengerfeliileteken igen vékony vezetdréteg van, amely biztositja a
villamos potencidl dllandésdgét. Hosszadalmas, de elemi szamitdsokkal azt kapjuk, hogy

asds — dyag ards — Azdy

Q= M + V, 65
2bA A (63)
2
ade — a; ards — ads
= M —+ ‘/, 66
Y= A A (00)
2
a ds — axas a, —dayay
D = M
WA A 67
ahol
n R, n
ar=) el a=) R~ R). (68)
i=1 ! i=1
_ - Ri+1 _ 1 C 2 2
as —Zhilnfa as = Ezci(RHl_Ri)’ (69)
- ! i=1
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n R[
as= ) bR =R).  ag=) filn—r, (70)
i=1 i=1 !
A = 2arazas + ajasae — a§a6 - a§a4 - agal. (71)

A (65), (60), (67) egyenleteknek a (62) és (63) egyenletekbe torténd helyettesitésével koz-
vetleniil megkapjuk a o, normalfesziiltség €s a ¢ villamos potencidl képleteit. Az utGbbi
levezetéshez a (63) egyenletet integrélni kell

¢i [azas — aag hi(aias — axas)

2
o = + —-a;|M - M+
7 = 2bA r 16 — 43 2bAr
. _ hi (a2 —ajas
A r
melyben R; <r < Rj;1,ési=1,..,n,
asds — drdg ards — dzdy
¢,(r)=<p-1> [a3p (—2bA M + S — V)+
2 2
ajae — dy aas — ads ayas — apds a, —a)ay
+ V- M + Vv
“5”( 2bA A ) aﬁp( 2bA A )
+h (a3a5 - a2a6M 4 aras — Azdy V)l r + a)de — agM + aras — adas v ( R )
n— r— -
P\ 2pA A R, 2bA A b
2
a ds — axas a, —a)ay r
—,8,-( A M + ) V)lnR—p R, <r<R,n, p=12,.,n (73)
Itt bevezettiik a
0O h =1
<p-1>= ap (74)
1 ha2<p<n

elbirdssal értelmezett diszkrét argumentumu fliggvényt, tovabba as,, as, €s ae, egylitthatok
(p =2,3,...,n) az aldbbi egyenletek altal definidltak

p-1 R p-1
azp = El hiln ==, asp = 1:21 hi (Riz1 — Ry), 5

p—1 R
dep = ;1,8,- In 1’;{_‘, (p=2,..,n).

Végezetiil a

d

a(rgr) =0y (76)
mechanikai egyensulyi egyenlet és a 0,.(R,) = 0,(R,;1) = 0 statikai peremfeltételek és a o,
normalfesziiltség folytonossagat kifejez6

oir(R) = 0'(i+1)r(Ri) i=12,..,n-1) (77)

egyenletek felhasznaldsaval megkaphaté o, = o,.(r), (R < r < R,;;) normélfesziiltségre
vonatkoz6 képlet is, ez utdbbi felirdsatol eltekintiink.

A piezoelektromos rudakhoz kapcsolddik a 3.1. pontban emlitett vektor-tenzoralgebrai
modszerek alkalmazasédval levezetett dinamikai egyensulyi egyenlete az axidlisan polarizalt
egyenes tengely( piezoelektromos rddnak, amely axidlis és hajlité rezgésre vonatkozik. Ezen
levezetés részletes ismertetésével a [22] tanulmény foglalkozik.
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3.6. Inhomogén keresztmetszetii rudak csavardsa

E témakorhoz tartozé eredmények dokumentéldsa a [12, 13, 17, 18, 20, 23, 24, 26] mun-
kakban taldlhat6. A [12] tanulmany egy kozelitd mddszert ismertet a hengeresen anizotrop,
inhomogén rudak csavarasi feladatdnak a megolddsara. A [17] és a [24] tanulmédnyok pie-
zoelektromos rudak csavardsi feladatdval foglalkoznak. A [17] tanulmdny homogén, mig a
[24] tanulmany gy(riszer( rétegzett iireges keresztmetszetli piezoelektromos rudakra vonat-
kozik. A [18] tanulmédnyban bizonyitott tételek egyardnt érvényesek homogén és inhomo-
gén anyagu zdrt szelvényl tobbmezds vékony fali prizmatikus rudakra. A homogén ridra
vonatkoz6 eredmények inhomogén ridra a falvastagsag csusztatd rugalmassagi modulussal
torténd alkalmas sulyozdsa révén vihetdk at.

A [20] tanulmany egy pontos megoldésat adja a funkciondlisan gradiens anyagu, anizo-
top, ellipszis keresztmetszet csavarasi feladatdanak, ha az anyagjellemzdk az axidlis koordi-
nata sima fiiggvényei. A megoldds arra az esetre vonatkozik, amikor is a keresztmetszeti
hatargorbe az anizotrop rid anyagéllanddinak egy alkalmasan megvélasztott fiiggvényeként
adhaté meg. A [13] tanulmdny funkciondlisan gradiens anyagi korkeresztmetszetli rudak
statikai és dinamikai (rezgési) csavarasi feladataival foglalkozik. A kozlésre benyujtott [24]
tanulmany néhdny funkciondlisan gradiens anyagu egyenletes csavardsnak kitett rid csa-
varési feladatdnak a pontos megoldédsat adja meg. A [26] tanulmény a z-homogén rudak
egyenletes csavarasi feladatdnak Saint-Venant-féle megoldasat felhasznélva egy also és fels6
korlatot bizonyit a csavart rid effektiv nyirasi modulusara.

3.7. Allandésult vezetési problémdk inhomogén, anizotrop testekben

A [3] tanulmény néhany elméleti tételt fogalmaz meg inhomogén testekben kialakult allan-
désult hovezetési problémadkkal kapcsolatban. A bizonyitott felcserélési tétel alkalmazasat a
¢-homogén, nem teljes térusz alaku testben kialakult keresztmetszeti hdaram meghatiroza-
sén illusztralja.

A [6] tanulmédny Rayleigh (1876) és Duffing (1959) 4ltal bizonyitott tételek nem trividlis
altalanositasaval foglalkozik inhomogén €s anizotrop siktartomdnyokra. Az &ltalanositott
tételek hasznalatat két példa szemlélteti.
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