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Az ,,Arbitrazs és arazé funkcionalok pénziigyi piacokon” c. OTKA palyazat
(F 49094) zarojelentése

Kutatdsaimban t6zsdei szarmazékos termékek (példdul opcidk) drazdsat vizs-
galtam. A pénziigyi matematika egyik alapfeltételezése az, hogy a piacok arbit-
razsmentesek; ezért 1étezik helyes araz6 funkciondl; sét, dltaldban ilyenek egész
sokasdga, melybdl ki kell védlasztani a szamunkra legmegfelel6bbet.

A valasztds alapjaul a befektet6k kockdzathoz vald viszonya, illetve a piaci ter-
mékek ara és hozama kozt megfigyelt Osszefiiggések szolgdlhatnak. A klasszikus
elmélet arazo funkciondljai olyan valdszintiségi mértékek, melyekre nézve a rész-
vényarfolyamok martingdlok. Ez az elmélet azonban idealizdlja a kereskedést,
figyelmen kiviil hagyva a portfolidkra vonatkoz6 megszoritdsokat, a tranzakcids
koltségeket, valamint a likviditasi problémakat.

Az elvégzett kutatdémunkat az el6z6 bekezdésben felmeriilt szempontok sze-
rint csoportositva mutatom be.

Optimalis befektetések, folytonossag, kockazatkeriilés

A mikrodokonémia egy befektetd pénzhez vald viszonyét dltaldban egy konkayv,
monoton novd U un. hasznossagi fiiggvénnyel irja le. A fiiggvény értelmezési
tartomanya lehet R (pl. U(x) = —e™") vagy R, (példaul U(x) = 2P, 0 < p < 1).
Az ut6bbi esetben a veszteséges pozicidkat eleve kizarjuk vizsgdlatainkbdl, ami
altalaban konnyebb matematikdhoz vezet.

Adott U hasznosségi fiiggvénybdl és adott részvényar-dinamikabdl tobbféle
draz6 mérték szdrmaztathat6: a hasznossag-semleges 4r, a minimdlis (altaldno-
sitott) entropia mérték vagy a Davis-féle un. ,helyes” ar. Itt most nem bo-
csiatkozom definiciokba; elég megjegyezni, hogy ezen arfogalmak mindegyike
pénziigyi-kozgazdasagtani vagy informaciéelméleti megfontoldsok alapjan keriilt
bevezetésre.

Optimaélis befektetések 1étezését igazoltuk az eddigi legenyhébb feltételek mel-
lett diszkrét id6paraméteri modellekben a [28] és [29] cikkekben a dom(U) = R
ill. a dom(U) = R, esetben tarsszerzGmmel, Lukasz Stettnerrel. A [9] cikkben
egy olyan algoritmust adtunk meg, amely portfolionk novekedési ratajat optima-
lizélja hosszu tdvon, tranzakciés koltségek mellett.

Ezutan azt vizsgéltuk, vajon folytonosan fiigg-e az optimalis befektetés az
adott befektetd hasznossagi fiiggvényét6l. Matematikailag megfogalmazva: ha
adva vannak a részvényarfolyamok és az U, fiiggvénysorozat tart U-hoz (ponton-
kénti konvergencia), akkor a kapcsolédé optimdlis befektetések konvergalnak-e
(1 valoszintiséggel) ?

Az els6 ilyen irdnyd eredményt [13] érte el a kozismert Black-Scholes mo-
dellben, ahol az drfolyamat geometriai Brown-mozgast kovet. Az U, fiiggvények
értelmezési tartomdanyat R, -nak feltételezték.
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Kollégandémmel, Laurence Carassus-sal diszkrét idéparaméterti folyamatok
egy széles osztdlydban és R-en értelmezett hasznossdgi fiiggvényekre igazoltuk
ezt az eredményt. Belattuk azt is, hogy a befektetdk altal szamolt drak (hasznossag-
semleges ill. Davis ar) is konvergalnak, s6t, a Davis-ar ugyanolyan gyorsan, aho-
gyan az U, tart U-hoz (a pontos definiciét itt mell6zom). Az eredmény gyakorlati
tartalma az, hogy ha pontatlanul hatarozzuk is meg U-t, és utdna ezzel a kozeli-
téssel szamolunk, a kapott drak hibdja ardnyos a kezdeti becslés hibdjaval. Mas
szOval, a hasznossdagi fiiggvényeken alapul6 drazas robusztus az U perturbécidira
nézve.

A problémat azéta tobben targyaltdk folytonos ill. diszkrét idejli modellekben
(1asd [22], [21], [17], [19] és [20]), hivatkozva a mi eredményiinkre is. Eziddig a
miénk az egyetlen cikk, amely a dom(U) = R esetet tirgyalja, a tobbi kozlemény
mind a pozitiv tengelyen definidlt hasznossagi fiiggvényekkel foglalkozik.

A befektetd hasznossagi fliggvényétdl fiiggetlen az un. szintetizdlasi koltség
(angolul ,,superhedging/superreplication price”). Ez a legkisebb kezdeti téke ami-
bdl 1 valdszintiséggel (azaz kockdzatmentesen) biztosithatd az adott szarmazékos
termék (opcids szerzddés) kifizetése. A befektet6k szubjektiv kockazatkeriilé-
sét az r(z) = —U"(x)/U’(x) figgvénnyel szokds jellemezni. Természetesen
folmertiil a kérdés: vajon ha ez a fiiggvény (pontonként) végtelenhez tart, abbol
kovetkezik-e, hogy egy adott opcié hasznossdg-semleges dra a szintetizalasi kol-
tséghez tart ?

A kezdeti eredmények mind az exponencidlis fliggvényekre sziilettek, azaz
ha U,(z) = —e~**. Ilyenkor r,(x) = « konstans. Specidlis modellosztalyok
vizsgalata utdn ([31]) a [8] cikkben belattdk, hogy o — oo esetén a hasznossag-
semleges drak tartanak a szintetizdl4si koltséghez mid6n a részvénydrak éltalanos
(lokalisan korlatos) szemimartingél folyamatot kdvetnek (€s nincs arbitrdzs).

A [1] értekezésben hasznossagi fliggvények néhany mds osztdlydra is kiter-
jesztették ezt az eredményt. Tovabbra is nyitott kérdés volt azonban, mi torténik
dltalanos U, fiiggvénysorozat esetén ha r,(x) — oo minden z-re.

ElGszor a [2] cikkben sikeriilt egy ilyen eredményt igazolnunk a dom(U,,) =
R, esetre, diszkrét idGparaméterti piacmodellek egy nagy osztdlydra. A dom(U,,) =
R eset joval bonyolultabbnak bizonyult, ezt a [4] kdzleményben sikeriilt belat-
nunk, valamint azt is bizonyitottuk, hogy az optimdlis stratégidk sorozatanak egyik
(alkalmas mdédon definidlt) torl6ddsi pontja szintetizdlja az opciét (azaz megfe-
leléen kereskedve portfolionk értéke 1 valdszinliséggel legalabb az opcid értéke
lesz). Hasonl6 eredményeket kordbban csak egy 1épéses modellekben ([6]) illetve
véges valoszinlis€gi mez6kon ([10]) értek el. Konvergencia dltaliban nem remél-
hetd (lasd [6] ellenpéld4jat).

A [4] és [3] cikkek részben hosszadalmas direkt becsléseken alapulnak. Fel-
hasznélva a [28] cikk eredményeit, beldtjuk, hogy az adott feltételek mellett a
feladat helyesen kit(izott (azaz a maximalis elérhet hasznossag véges), valamint
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az optimadlis stratégidk (n-ben egyenletesen) korlatosak. A [4] és [2] kozlemé-
nyekben egy mdsik fontos felhaszndlt tény a kereskedéssel elérhetd portfolid ér-
tékek halmazédnak zdrtsaga (valdszinliségi valtozok egy alkalmas terében); ez a
funkciondlanalizis technikdinak egyik alapvet6 alkalmazdsa a pénziigyi matema-
tikaban. A [3] kozleményben 1ényeges szerepet jatszik az implicit fiiggvény tétel
egy ,.egyenletes” vdltozata.

Teljesen mas modszerrel sikeriilt [4] eredményét dltaldnos (lokdlisan korl4tos)
szemimartingdl arfolyamatok esetére kiterjeszteni, a késziilo [S5] cikkben.

Arbitrazs nagy piacokon

Az uttord [30] cikkben a szerzd olyan piacokat tekintett, melyeken ,,nagyon
sok” (matematikailag megszamlalhat6an végtelen szdmi) termék van jelen. A
gyakorlati életben példaul a kiilonbozd lejarati kotvények sokasdga modellezhetd
igy. A [30] cikk f6 eredménye szerint a piac arbitrazsmentességébdl kovetkezik,
hogy az egyes termékek hozama kozel linedris fiiggvénye a té6zsdeindexszel vald
korrelaci6juknak.

Ez az észrevétel a mikrookondmia egyik sarokkovévé valt, amivel rengeteg
kozgazdasdgtani cikk foglalkozott. A matematikai elméletet Yu. M. Kabanov és
D. O. Kramkov 1j szempontok szerint targyalta, lasd a [14] cikket (illetve an-
nak irodalomjegyz€két). A [30] konkrét modelljét részletesen vizsgdltam a [23]
€s [24] cikkeimben. Sikeriilt a régebbi, [30]-ban szerepld arbitrdzs-fogalom és
a modern pénziigyi matematikdban haszndlt definicié ekvivalencidjat belatnom,
valamint martingdlmérték 1étezését igazolnom, ldsd még a [25] 4ttekint6 cikket is.

A Ross-féle modell hatranya, hogy igen szegényes kovariancia-struktirat fel-
tételez a piacr6l: minden egyes termék korreldlt a t6zsdeindexszel (amit 0. ter-
mékként szokds szerepeltetni), de mdskiilonben sajat, fiiggetlen véletlen forras
hajtja meg a dinamikdjat. (Kicsit precizebben: az 7. termék hozama a 0. ter-
mék hozamdénak és ¢;-nek linearis kombindcidja, ahol ¢;-k fiiggetlen valdszin(-
ségi valtozok. A [30]-beli modell megenged véges sok faktort is, azaz tobb
,»t0zsdeindex”-et, de ez még mindig csak egy nagyon specidlis modellosztalyt olel
fel és a gyakorlatban faktoranalizist tesz sziikségessé.)

Tényleges kotvénypiacok vizsgalatahoz elengedhetetlennek tiinik az édltalanos
kovariancia-struktdra vizsgalata. A [27] cikkem elsd 1épésként olyan nagy piaco-
kat vizsgal, ahol a termékek hozamai lognormadlis eloszldsiak tetsz6leges kovari-
anciamatrixszal. Feltételt adtam a piac paramétereire (hozamok és korrelaciok),
mely elégséges (és plusz feltevések mellett sziikséges is) ekvivalens martingdl-
mérték (azaz arazé funkciondl) 1étezésére ebben a modellben. A feltétel empiriku-
san tesztelhetd valodi hozamadatokon, faktoranalizist nem igényel €s dltaldnositja
a [30] cikk jol ismert Osszefiiggéseit.

A tétel egyik irdnya véges dimenzids mértékcserén és egy kompaktsagi lem-
man alapul, a mésik irdny pedig a Parseval-egyenl&tlenségen.



Arbitrazs és arazas az idealizalt modelleken til

A szabvanyos modellek figyelmen kiviil hagyjdk a piac surloddsait, azaz a
kiilonboz6 likviditdsi gondokat és a tranzakcids koltségeket. A valdsdgot ponto-
sabban leiré modellek vizsgalatdval is foglalkoztam. A szabvényos, sturléddsmen-
tes modellekben (lasd [18]) az optimaélis befektetésekkel kapcsolatos problémék
kulcsa gyakran nem a dinamikus programozds elve, hanem az un. dudlis feladat
vizsgalata. A kérdés most az, mik a dudlis objektumok (azaz draz6 funkcionélok)
tranzakcios koltségek megléte esetén ?

Diszkrét ideji modellekben kielégitd eredményeket értek el [16], [15] és [32]:
az arbitrdzsmentesség ardnyos tranzakcié koltségek esetén (pl. a broker részese-
dése mindig 1%) ekvivalens az un. konzisztens drazdsi rendszerek 1étezésével (a
[32] cikk &ltal bevezetett terminoldgidval élve). A [15] cikk f6 eredményére 4j
bizonyitdsi mddszert javasoltam [26]-ban.

Folytonos idejli modelleket vizsgaltunk ardnyos tranzakcios koltségekkel kol-
légaimmal, Paolo Guasonival és Walter Schachermayerrel egyiitt. Sikeriilt dudlis
valtozokat (=4razo funkciondlokat) konstrudlnunk a [11] cikkben egy széles folya-
matosztdlyra, mely tartalmazza példdul a geometriai frakciondlis Brown-mozgést
is. Eredményiink jelents visszhangra talalt, a [7] cikken kiviil mar legaldabb 3
kéziratos kozlemény hivatkozik ra. Uj modellekre is kiterjesztettiik a diffiziés
arfolyamatokra jol ismert dllitast, hogy tranzakciés koltségek esetén egy eurdpai
vételi opcid csak trividlis kereskedéssel szintetizalhaté (azaz meg kell venni az
adott részvényt a kereskedési periddus elején), lasd pl. [33]. Tovabbi ilyen irdnyd
vizsgélatainkat tartalmazza a [12] cikk.

Mind [11], mind [12] magja egy direkt rekurziv konstrukcié. El6nye, hogy
igen dltaldanosan miikodik, viszont nem szolgdltat analitikusan kezelhetd folya-
matokat (pl. sztochasztikus differencidlegyenletet).

A fentebb ismertetett programot az OTKA 2005-t61 2008-ig tdmogatta. E ku-
tatds gyiimolcsei a [2], [3], [4], [9], [11], [12], [26], [27], [28], [29] cikkek, vala-
mint a [5] még kéziratban 1év6 kozlemény. Az OTKA tdmogatas lehetévé tette,
hogy szdmos kiilfoldi konferencidn ismertessem ezeket az eredményeket és kon-
zultdljak szakteriiletem kiilfoldi miiveldivel. Szeretném ez uton is kifejezni halas
kdszonetemet.

Budapest, 2009. februér 10. Résonyi Miklos
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