
Az „Arbitrázs és árazó funkcionálok pénzügyi piacokon” c. OTKA pályázat
(F 49094) zárójelentése

Kutatásaimban tőzsdei származékos termékek (például opciók) árazását vizs-
gáltam. A pénzügyi matematika egyik alapfeltételezése az, hogy a piacok arbit-
rázsmentesek; ezért létezik helyes árazó funkcionál; sőt, általában ilyenek egész
sokasága, melyből ki kell választani a számunkra legmegfelelőbbet.

A választás alapjául a befektetők kockázathoz való viszonya, illetve a piaci ter-
mékek ára és hozama közt megfigyelt összefüggések szolgálhatnak. A klasszikus
elmélet árazó funkcionáljai olyan valószínűségi mértékek, melyekre nézve a rész-
vényárfolyamok martingálok. Ez az elmélet azonban idealizálja a kereskedést,
figyelmen kívül hagyva a portfoliókra vonatkozó megszorításokat, a tranzakciós
költségeket, valamint a likviditási problémákat.

Az elvégzett kutatómunkát az előző bekezdésben felmerült szempontok sze-
rint csoportosítva mutatom be.

Optimális befektetések, folytonosság, kockázatkerülés
A mikroökonómia egy befektető pénzhez való viszonyát általában egy konkáv,

monoton növő U ún. hasznossági függvénnyel írja le. A függvény értelmezési
tartománya lehet R (pl. U(x) = −e−x) vagy R+ (például U(x) = xp, 0 < p < 1).
Az utóbbi esetben a veszteséges pozíciókat eleve kizárjuk vizsgálatainkból, ami
általában könnyebb matematikához vezet.

Adott U hasznossági függvényből és adott részvényár-dinamikából többféle
árazó mérték származtatható: a hasznosság-semleges ár, a minimális (általáno-
sított) entrópia mérték vagy a Davis-féle ún. „helyes” ár. Itt most nem bo-
csátkozom definíciókba; elég megjegyezni, hogy ezen árfogalmak mindegyike
pénzügyi-közgazdaságtani vagy információelméleti megfontolások alapján került
bevezetésre.

Optimális befektetések létezését igazoltuk az eddigi legenyhébb feltételek mel-
lett diszkrét időparaméterű modellekben a [28] és [29] cikkekben a dom(U) = R
ill. a dom(U) = R+ esetben társszerzőmmel, Lukasz Stettnerrel. A [9] cikkben
egy olyan algoritmust adtunk meg, amely portfoliónk növekedési rátáját optima-
lizálja hosszú távon, tranzakciós költségek mellett.

Ezután azt vizsgáltuk, vajon folytonosan függ-e az optimális befektetés az
adott befektető hasznossági függvényétől. Matematikailag megfogalmazva: ha
adva vannak a részvényárfolyamok és az Un függvénysorozat tart U -hoz (ponton-
kénti konvergencia), akkor a kapcsolódó optimális befektetések konvergálnak-e
(1 valószínűséggel) ?

Az első ilyen irányú eredményt [13] érte el a közismert Black-Scholes mo-
dellben, ahol az árfolyamat geometriai Brown-mozgást követ. Az Un függvények
értelmezési tartományát R+-nak feltételezték.
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Kolléganőmmel, Laurence Carassus-sal diszkrét időparaméterű folyamatok
egy széles osztályában és R-en értelmezett hasznossági függvényekre igazoltuk
ezt az eredményt. Beláttuk azt is, hogy a befektetők által számolt árak (hasznosság-
semleges ill. Davis ár) is konvergálnak, sőt, a Davis-ár ugyanolyan gyorsan, aho-
gyan az Un tart U -hoz (a pontos definíciót itt mellőzöm). Az eredmény gyakorlati
tartalma az, hogy ha pontatlanul határozzuk is meg U -t, és utána ezzel a közelí-
téssel számolunk, a kapott árak hibája arányos a kezdeti becslés hibájával. Más
szóval, a hasznossági függvényeken alapuló árazás robusztus az U perturbációira
nézve.

A problémát azóta többen tárgyalták folytonos ill. diszkrét idejű modellekben
(lásd [22], [21], [17], [19] és [20]), hivatkozva a mi eredményünkre is. Ezidáig a
miénk az egyetlen cikk, amely a dom(U) = R esetet tárgyalja, a többi közlemény
mind a pozitív tengelyen definiált hasznossági függvényekkel foglalkozik.

A befektető hasznossági függvényétől független az ún. szintetizálási költség
(angolul „superhedging/superreplication price”). Ez a legkisebb kezdeti tőke ami-
ből 1 valószínűséggel (azaz kockázatmentesen) biztosítható az adott származékos
termék (opciós szerződés) kifizetése. A befektetők szubjektív kockázatkerülé-
sét az r(x) = −U ′′(x)/U ′(x) függvénnyel szokás jellemezni. Természetesen
fölmerül a kérdés: vajon ha ez a függvény (pontonként) végtelenhez tart, abból
következik-e, hogy egy adott opció hasznosság-semleges ára a szintetizálási köl-
tséghez tart ?

A kezdeti eredmények mind az exponenciális függvényekre születtek, azaz
ha Uα(x) = −e−αx. Ilyenkor rα(x) = α konstans. Speciális modellosztályok
vizsgálata után ([31]) a [8] cikkben belátták, hogy α → ∞ esetén a hasznosság-
semleges árak tartanak a szintetizálási költséghez midőn a részvényárak általános
(lokálisan korlátos) szemimartingál folyamatot követnek (és nincs arbitrázs).

A [1] értekezésben hasznossági függvények néhány más osztályára is kiter-
jesztették ezt az eredményt. Továbbra is nyitott kérdés volt azonban, mi történik
általános Un függvénysorozat esetén ha rn(x)→∞ minden x-re.

Először a [2] cikkben sikerült egy ilyen eredményt igazolnunk a dom(Un) =
R+ esetre, diszkrét időparaméterű piacmodellek egy nagy osztályára. A dom(Un) =
R eset jóval bonyolultabbnak bizonyult, ezt a [4] közleményben sikerült belát-
nunk, valamint azt is bizonyítottuk, hogy az optimális stratégiák sorozatának egyik
(alkalmas módon definiált) torlódási pontja szintetizálja az opciót (azaz megfe-
lelően kereskedve portfoliónk értéke 1 valószínűséggel legalább az opció értéke
lesz). Hasonló eredményeket korábban csak egy lépéses modellekben ([6]) illetve
véges valószínűségi mezőkön ([10]) értek el. Konvergencia általában nem remél-
hető (lásd [6] ellenpéldáját).

A [4] és [3] cikkek részben hosszadalmas direkt becsléseken alapulnak. Fel-
használva a [28] cikk eredményeit, belátjuk, hogy az adott feltételek mellett a
feladat helyesen kitűzött (azaz a maximális elérhető hasznosság véges), valamint
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az optimális stratégiák (n-ben egyenletesen) korlátosak. A [4] és [2] közlemé-
nyekben egy másik fontos felhasznált tény a kereskedéssel elérhető portfolió ér-
tékek halmazának zártsága (valószínűségi változók egy alkalmas terében); ez a
funkcionálanalízis technikáinak egyik alapvető alkalmazása a pénzügyi matema-
tikában. A [3] közleményben lényeges szerepet játszik az implicit függvény tétel
egy „egyenletes” változata.

Teljesen más módszerrel sikerült [4] eredményét általános (lokálisan korlátos)
szemimartingál árfolyamatok esetére kiterjeszteni, a készülő [5] cikkben.

Arbitrázs nagy piacokon

Az úttörő [30] cikkben a szerző olyan piacokat tekintett, melyeken „nagyon
sok” (matematikailag megszámlálhatóan végtelen számú) termék van jelen. A
gyakorlati életben például a különböző lejáratú kötvények sokasága modellezhető
így. A [30] cikk fő eredménye szerint a piac arbitrázsmentességéből következik,
hogy az egyes termékek hozama közel lineáris függvénye a tőzsdeindexszel való
korrelációjuknak.

Ez az észrevétel a mikroökonómia egyik sarokkövévé vált, amivel rengeteg
közgazdaságtani cikk foglalkozott. A matematikai elméletet Yu. M. Kabanov és
D. O. Kramkov új szempontok szerint tárgyalta, lásd a [14] cikket (illetve an-
nak irodalomjegyzékét). A [30] konkrét modelljét részletesen vizsgáltam a [23]
és [24] cikkeimben. Sikerült a régebbi, [30]-ban szereplő arbitrázs-fogalom és
a modern pénzügyi matematikában használt definíció ekvivalenciáját belátnom,
valamint martingálmérték létezését igazolnom, lásd még a [25] áttekintő cikket is.

A Ross-féle modell hátránya, hogy igen szegényes kovariancia-struktúrát fel-
tételez a piacról: minden egyes termék korrelált a tőzsdeindexszel (amit 0. ter-
mékként szokás szerepeltetni), de máskülönben saját, független véletlen forrás
hajtja meg a dinamikáját. (Kicsit precízebben: az i. termék hozama a 0. ter-
mék hozamának és εi-nek lineáris kombinációja, ahol εi-k független valószínű-
ségi változók. A [30]-beli modell megenged véges sok faktort is, azaz több
„tőzsdeindex”-et, de ez még mindig csak egy nagyon speciális modellosztályt ölel
fel és a gyakorlatban faktoranalízist tesz szükségessé.)

Tényleges kötvénypiacok vizsgálatához elengedhetetlennek tűnik az általános
kovariancia-struktúra vizsgálata. A [27] cikkem első lépésként olyan nagy piaco-
kat vizsgál, ahol a termékek hozamai lognormális eloszlásúak tetszőleges kovari-
anciamátrixszal. Feltételt adtam a piac paramétereire (hozamok és korrelációk),
mely elégséges (és plusz feltevések mellett szükséges is) ekvivalens martingál-
mérték (azaz árazó funkcionál) létezésére ebben a modellben. A feltétel empiriku-
san tesztelhető valódi hozamadatokon, faktoranalízist nem igényel és általánosítja
a [30] cikk jól ismert összefüggéseit.

A tétel egyik iránya véges dimenziós mértékcserén és egy kompaktsági lem-
mán alapul, a másik irány pedig a Parseval-egyenlőtlenségen.
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Arbitrázs és árazás az idealizált modelleken túl

A szabványos modellek figyelmen kívül hagyják a piac súrlódásait, azaz a
különböző likviditási gondokat és a tranzakciós költségeket. A valóságot ponto-
sabban leíró modellek vizsgálatával is foglalkoztam. A szabványos, súrlódásmen-
tes modellekben (lásd [18]) az optimális befektetésekkel kapcsolatos problémák
kulcsa gyakran nem a dinamikus programozás elve, hanem az ún. duális feladat
vizsgálata. A kérdés most az, mik a duális objektumok (azaz árazó funkcionálok)
tranzakciós költségek megléte esetén ?

Diszkrét idejű modellekben kielégítő eredményeket értek el [16], [15] és [32]:
az arbitrázsmentesség arányos tranzakció költségek esetén (pl. a bróker részese-
dése mindig 1%) ekvivalens az ún. konzisztens árazási rendszerek létezésével (a
[32] cikk által bevezetett terminológiával élve). A [15] cikk fő eredményére új
bizonyítási módszert javasoltam [26]-ban.

Folytonos idejű modelleket vizsgáltunk arányos tranzakciós költségekkel kol-
légáimmal, Paolo Guasonival és Walter Schachermayerrel együtt. Sikerült duális
változókat (=árazó funkcionálokat) konstruálnunk a [11] cikkben egy széles folya-
matosztályra, mely tartalmazza például a geometriai frakcionális Brown-mozgást
is. Eredményünk jelentős visszhangra talált, a [7] cikken kívül már legalább 3
kéziratos közlemény hivatkozik rá. Új modellekre is kiterjesztettük a diffúziós
árfolyamatokra jól ismert állítást, hogy tranzakciós költségek esetén egy európai
vételi opció csak triviális kereskedéssel szintetizálható (azaz meg kell venni az
adott részvényt a kereskedési periódus elején), lásd pl. [33]. További ilyen irányú
vizsgálatainkat tartalmazza a [12] cikk.

Mind [11], mind [12] magja egy direkt rekurzív konstrukció. Előnye, hogy
igen általánosan működik, viszont nem szolgáltat analitikusan kezelhető folya-
matokat (pl. sztochasztikus differenciálegyenletet).

A fentebb ismertetett programot az OTKA 2005-től 2008-ig támogatta. E ku-
tatás gyümölcsei a [2], [3], [4], [9], [11], [12], [26], [27], [28], [29] cikkek, vala-
mint a [5] még kéziratban lévő közlemény. Az OTKA támogatás lehetővé tette,
hogy számos külföldi konferencián ismertessem ezeket az eredményeket és kon-
zultáljak szakterületem külföldi művelőivel. Szeretném ez úton is kifejezni hálás
köszönetemet.

Budapest, 2009. február 10. Rásonyi Miklós
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