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Szakmai zardjelentés (OTKA T-048544)

A T-048544 szami OTKA palyazat kutatasi szerzodésében foglaltaktol egyetlen 1ényeges
pontban tortént eltérés: 2007 decemberében kérvényeztiikk a tamogatas idétartamanak a
pénzmaradvanyok terhére torténd meghosszabbitasat, igy a tamogatott iddszak a 2005.
januar 1. és 2008. december 31. kozotti négy évet foglalta magaba.

A kutatécsoportunk féleg hatareloszlastételekkel és azok alkalmazédsaival foglalkozik. A
T-048544 szamu OTKA palyazathoz benytjtott munkatervhez hiven ezen palyazat a fent
emlitett idoszakban elsOsorban a pénziigyi matematika teriiletén végzett kutatdasokat foglalta
0ssze.

A pénziigyi matematika tertiletén figyelmiink az igynevezett ,,forward interest rate” mo-
dellek felé fordult, melyek a kiilonboz6 lejarati idejii kamatlabak véletlen valtozasat irjak
le. A Heath-Jarrow-Morton—féle (mér klasszikusnak szamité) modellt egyetlen Wiener—
folyamat hajtja, vagyis a dinamikajaban a véletlen hatast csak egyetlen Wiener—folyamat
eredményezi, mégpedig gy, hogy a véletlen hatas a lejarati idot6l nem fiigg. Kozelebb allnak
a valosdghoz azok a modellek, melyeket egy véletlen ,lepedd” hajt meg, azaz a véletlen
hatés fiigg az idéponttdl és a lejarati id6tol is. A legegyszertibb, kézenfekvd lehetdség auto-
regresszios mezoket tekinteni, és igy felhasznalhatjuk az ezekre vonatkozé régebbi kutatasi
eredményeinket is.

Az elsé természetesen felvetddd kérdés az arbitrdzsmentesség problémédja. A [24] cikk
tartalmazza a diszkrét és folytonos ideji alapmodelleket, valamint diszkrét idejii modellekben
az arbitrazsmentességet garantald drift-feltételeket.

Kutatésaink kozéppontjaban ezen modelekkel kapcsolatos statisztikai vizsgalatok vol-
tak. Korabbi munkankban kizardlag a volatilitds maximum likelihood becslését vizsgaltuk.
A pélyazat ideje alatt ratértiink a gyakorlati szempontbol sokkal 1ényegesebb egyiittes pa-
raméterbecslési kérdésekre. Ehhez a forward kamatlabmodellek meghajté mezojének egy
térbeli autoregressziés mezot valasztottunk, a motivaciot a folytonos idejii analdgiakbol
vettiik, és megvizsgaltunk néhany alternativ , market price of risk” strukturat. Az ar-
bitrazsmentességi feltételek alapjan bevezetett sztochasztikus diszkonttényezot tgy valasz-
tottuk, hogy abban egy vektor adta a piacra jellemzo ,,market price of risk” paramétereket.
Ezen modellben vizsgaltuk a volatilitas és a fent leirt paraméterek egytittes maximum likeli-
hood becslését. A nem fliggetlen és nem azonos eloszldsu mintan felirt ML probléma esetén
a fenti nehézségek ellenére igazoltuk az egyiittes ML paraméterbecslés erts konzisztenciajat,
tovabbé azok aszimptotikus normalitdsat (melyben egyes normald tényezék eltérdek). A £6
eredményeket foglalja dssze a [25] Technical Report, melyet kozlésre benytjtottunk ([27]).
Erdemes kiemelni, hogy a paraméterbecslést a valodi valdszintiségi mérték mellett végeztiik,
nem pedig a martingdl-mérték mellett (ami az irodalomban egy gyakran eléfordulé hiba).

A korabbi volatilitasra vonatkozé6 ML becslésekkel ellentétben az ML becsléseknek itt
nincs elérheté explicit alakja, igy azokat numerikusan kell kozeliteni. Foglalkoztunk ezen
becslések (és a sziikséges numerikus eljardasok) empirikus tesztelésével is. Szimuldcidk segit-
ségével vizsgaltuk a becslések kismintas viselkedését (hiszen elméleti eredményeink rendre
aszimptotikusak). Ezeket a vizsgalatokat tartalmazza a [26] cikk.

A fenti eredmények mind tigynevezett stabil (vagy masképpen aszimptotikusan staciona-
rius) modellekkel kapcsolatosak, amikor az autoregresszids egyiitthaté abszolut értéke kisebb
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mint egy. Erdekes kérdés az, hogy mi torténik az igynevezett instabil modellekben, amikor
az autoregresszids egyiitthato abszolit értéke éppen egy. Az egyik meglepé eredmény, amit
a [22] cikk tartalmaz, az, hogy az autoregresszids egyiitthaté maximum likelihood becslése
ekkor is erdsen stacionarius marad. A probléma nehézsége itt is az, hogy a minta nem
azonos eloszlasi és nem is fiiggetlen. A megoldashoz adtunk egy elégséges feltételt erds
konzisztenciara, mely a Kullback—Leibler informécidés mennyiségen alapul (14sd [4]). Nyilvén
ez az informéciés mennyiség mas nagysagrendl a stabil és instabil modellekben, de ami
meglepd, hogy a +1 és —1 esetekben is kiilonbozik. Azt is sikeriilt beldtni a [12] cikkben,
hogy a megfelel6 statisztikai kisérletek sorozata lokalisan aszimptotikusan normalis, igy van
der Vaart egy altalanos eredménye alapjan aszimptotikusan optimalis teszteket tudtunk
explicit médon konstrudlni ezekben a diszkrét idejii hataridés kamatlabmodellekben. Itt a
normalas a szokasos modon a Fisher-féle informéaciés mennyiségen alapul; a meglepé nem
is az, hogy ennek nagysagrendje a +1 és —1 esetekben itt is kiilolbozik, hanem hogy nem
aranyos a Kullback—Leibler informécios mennyiséggel.

Szintén a pénziigyi matematikai kutatdasaink eredményeképpen az [1] cikkben sikeriilt
késleltetett sztochasztikus differencialegyenlet segitségével felirt modellben Black—Scholes
tipusu formulakat levezetni.

A pénzigyi matematikai problémékhoz szorosan kotédnek a diffizids folyamatok. Egy-
részt bebizonyitottunk egy funkciondlis hatdreloszlas-tételt, mely arroél szol, hogy valészinii-
ségi valtozok haromszogrendszerébdl a szokasos médon felépitett véletlen 1épcesosfiiggvények
bizonyos feltételek mellett inhomogén diffizids folyamathoz konvergédlnak (lasd [33]). Az az
1j, hogy a haromszogrendszerrél semiféle fliggéségi viszonyt sem tételeziink fel (nem kell,
hogy a sorok martingdlok vagy Markov-folyamatok legyenek), és hogy a hatarfolyamat in-
homogén is lehet. Ezen eredmény alkalmazasaval példaul hatéreloszlas-tételt bizonyitottunk
diszkrét idejl kritikus tobbtipusos eldgazo folyamatra; az a meglep6 dolog deriilt ki, hogy a
hatérfolyamat elfajulé (egy egyenesre koncentralodik). A cikk tartalmaz egy mésik érdekes
eredményt is, amely véletlen lépcsosfiiggvényekbol képzett integralkozelité osszegek szto-
chasztikus integralhoz valé konvergencidjara ad elegendo6 feltételeket. Mindkét hatareloszlas-
tétel lefed olyan eseteket is, amelyekben az eddig ismert eredmények nem alkalmazhatdak.

Masrészt inhomogén diffiziés folyamatokra vonatkozd statisztikai kérdésekkel is el kezd-
tiink foglalkozni. A [14] cikkben a drift egylitthatéban szereplé paraméterek maximum
likelihood becslésének aszimptotikajat vizsgaltuk az tgynevezett szingularis esetben, és si-
keriilt elegend¢ feltételeket adni arra vonatkozodan, hogy a hatareloszlds az ugynevezett
Dickey—Fuller statisztika eloszlsa legyen. A [15] cikkben sikeriilt bizonyos tipusti inhomogén
diffazios folyamatok bizonyos funkcionaljainak a Laplace-transzformaltjat explicit modon
meghatdrozni. Megmutattuk a [13] cikkben tovabbd, hogy kiilonb6z6 paraméterti a-Wiener
hidak altal generalt valészintiségi mértékek szingularisak, illetve vizsgaltuk az a-Wiener hi-
dak trajektoridinak regularitasi tulajdonsagait is.

Foglalkoztunk feltételes diffuziés folyamatok definiciéjanak preciz megadasaval, vala-
mint ilyen folyamatok egyértelmiiségének viszgélataval. Teljes szepardbilis metrikus térbeli
értéki, idohomogén Markov-folyamatokbol szarmaztatott hidak olyan konstrukciéjat adtuk
meg, mely csak az dtmeneti stiriiségfiiggvényeket hasznalja [8]. Megmutattuk azt is, hogy
bizonyos tobbdimenzidés Ornstein-Uhlenbeck folyamatok esetén az un. radialis rész képzése
és a 0-végpontu hidképzés felcserélheto.



Folytattuk a térbeli autoregresszids folyamat paramétereinek legkisebb négyzetes becs-
lésének vizsgélatait is. El6szor a [3] cikkben igazoltuk, hogy a becslés — eltéréen az id6beli
AR(1) folyamattél — mind a stabil, mind pedig az instabil esetben aszimptotikusan normélis.
A bizonyitas soran jelentés nehézséget okozott az a tény, hogy a kapott hatareloszlas dlta-
laban elfajulé. Megvizsgdltuk tovdabba a modell kozel instabil valtozatét is (stabil modellek
sorozata, instabil helyzethez tarté paraméterekkel), és itt is beldttuk a legkisebb négyzetes
becslés aszimptotikus normalitdsat a [4] cikkben. FEzek a vizsgdlatok tgynevezett ,uni-
lateralis” modellekkel kapcsolatosak. Joval nehezebbnek bizonyultak az tgynevezett szi-
multén autoregresszids (SAR) modellek, amikor a folyamat egy adott pontban felvett értéke
a koriilotte 1évo pontokban felvett értékek linearis kombinaciéjanak és a zajfolyamatnak az
Osszege. Egy specidlis egydimenziés SAR modell esetén sikeriilt eredményeket elérniink a [5]
cikkben. Ehhez a témakorhoz tartozik az a vizsgalat is, melyben egy Wiener mez6 eltolas-
paraméterének maximum likelihood becslését hataroztuk meg egy meglehetdsen altalanos
megfigyelési tartomany esetén [6].

Folytattuk a lokalisan kompakt topolégikus csoportokon, specialisan Lie-csoportokon
értelmezett valoszintiségi mértékek analitikus és algebrai tulajdonsdgainak vizsgalatat. Si-
kertilt explicit képletet nyerniink Heisenberg-csoporton értelmezett Gauss-mértékek Fourier-
transzformaltjara. Mindezen tul sziikséges és elegendé feltételeket talaltunk arra vonat-
kozdan, hogy mikor lesz két, a Heisenberg-csoporton értelmezett Gauss-mérték konvoliciéja
tjra Gauss-mérték, 1ldsd [10]. Centralis hatareloszlas tételeket bizonyitottunk lokalisan kom-
pakt Abel csoportokra a [12] cikkben. Bizonyos Abel-csoportok esetén (térusz, p-adikus
egészek és szolenoid csoport) sikeriilt tetszoleges gyengén korlatlanul oszthaté valdszintiségi
mérték konstrukcidjat megadni valds értékil valdsziniiségi véaltozdk segitségével [11]. Ered-
ményeink specidlis eseteként a szolenoidon adott Haar-mérték egy 1j eloallitasat nyertiik.
Mindezek mellett sikeriilt a portmanteau tételt altalanositanunk nem korlatos mértékekre a
[9] cikkben. A [29] cikkben lokalisan kompakt Abel csoportokon értelmezett valdszintiségi
mértékek korlatlanul oszthatdsagaval és konvolicios félcsoportokba torténd bedgyazhato-
sagaval foglalkoztunk. A [30] cikkben egy hasznos egyenldtlenséget altalanositunk lokalisan
kompakt Abel csoportokra, és kiillonb6z6 alkalmazédsokat vesziink sorra. Végiil a [31] cikkben
hipercsoportokon értelmezett fliggetlen névekményt folyamatok martingal-karakterizacioit
vizsgaljuk.

Mindezeken tul statisztikai modelleket illesztettiink az elmilt évtizedek magyar morta-
litasi adataira. A biztositastanban jol ismert Lee-Carter mdédszerbol kiindulva magyarorszagi
halandésagi adatok alapjan megalkottuk a klasszikus modell egy, a magyar esetre az erede-
tinél jobban illeszkedd altalanositott varidansat és ennek alapjan elorejelzéseket adtunk a
magyar halanddsdgi ratak alakuldsara [2].

Egy masik alkalmazott kutatasi témank a pénziigyi matematikdhoz és okonometridhoz
kapcsoloddéan makrogazdasdgi adatok statisztikai vizsgalata volt, amely mogott szintén ak-
tuarius alkalmazasok jelentették a motivaciét. Ennek soran a klasszikus un. Wilkie modellt
vettitk alapul, tovabba vizsgatunk természetesen addodé alternativakat, médositdsokat. A
vizsgalt idésormodelleket illesztettilk néhdny magyar makrogazdasdgi adatsorra (inflacid,
bérek ill. bérindex, hozamindex) és segitségiikkel elkészitettiik ezen mutatdk elérejelzését
[7].

Végezetiil itt jegyeznénk meg, hogy a tamogatéasi idoszak alatt tobb, a palyazatban



résztvevo kutato karrierjében jelentds szakmai elérelépés tortént: Baran Sandor 2005 decem-

berében, Ispany Marton 2006 majusaban védte meg habilitacids értekezését, Barczy Matyas
és Gall Jozsef pedig 2006-ban illetve 2008-ban szerzett PhD fokozatot; Fazekas Istvan pe-
dig elokészitette és 2009 februarjaban benytjtotta disszertaciéjat az MTA doktora cim el-

nyerésére. Ezen kiviil bekapcsolédott a kutatécsoport munkajaba Fiilop Erika PhD hallgato,

aki varhatéan a kozeljovoben szerzi meg a PhD fokozatot.
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