
Szakmai zárójelentés (OTKA T-048544)

A T-048544 számú OTKA pályázat kutatási szerződésében foglaltaktól egyetlen lényeges

pontban történt eltérés: 2007 decemberében kérvényeztük a támogatás időtartamának a

pénzmaradványok terhére történő meghosszabb́ıtását, ı́gy a támogatott időszak a 2005.

január 1. és 2008. december 31. közötti négy évet foglalta magába.

A kutatócsoportunk főleg határeloszlástételekkel és azok alkalmazásaival foglalkozik. A

T-048544 számú OTKA pályázathoz benyújtott munkatervhez h́ıven ezen pályázat a fent

emĺıtett időszakban elsősorban a pénzügyi matematika területén végzett kutatásokat foglalta

össze.

A pénzügyi matematika területén figyelmünk az úgynevezett
”
forward interest rate” mo-

dellek felé fordult, melyek a különböző lejárati idejű kamatlábak véletlen változását ı́rják

le. A Heath–Jarrow–Morton–féle (már klasszikusnak számı́tó) modellt egyetlen Wiener–

folyamat hajtja, vagyis a dinamikájában a véletlen hatást csak egyetlen Wiener–folyamat

eredményezi, mégpedig úgy, hogy a véletlen hatás a lejárati időtől nem függ. Közelebb állnak

a valósághoz azok a modellek, melyeket egy véletlen
”
lepedő” hajt meg, azaz a véletlen

hatás függ az időponttól és a lejárati időtől is. A legegyszerűbb, kézenfekvő lehetőség auto-

regressziós mezőket tekinteni, és ı́gy felhasználhatjuk az ezekre vonatkozó régebbi kutatási

eredményeinket is.

Az első természetesen felvetődő kérdés az arbitrázsmentesség problémája. A [24] cikk

tartalmazza a diszkrét és folytonos idejű alapmodelleket, valamint diszkrét idejű modellekben

az arbitrázsmentességet garantáló drift-feltételeket.

Kutatásaink középpontjában ezen modelekkel kapcsolatos statisztikai vizsgálatok vol-

tak. Korábbi munkánkban kizárólag a volatilitás maximum likelihood becslését vizsgáltuk.

A pályázat ideje alatt rátértünk a gyakorlati szempontból sokkal lényegesebb együttes pa-

raméterbecslési kérdésekre. Ehhez a forward kamatlábmodellek meghajtó mezőjének egy

térbeli autoregressziós mezőt választottunk, a motivációt a folytonos idejű analógiákból

vettük, és megvizsgáltunk néhány alternat́ıv
”
market price of risk” struktúrát. Az ar-

bitrázsmentességi feltételek alapján bevezetett sztochasztikus diszkonttényezőt úgy válasz-

tottuk, hogy abban egy vektor adta a piacra jellemző
”
market price of risk” paramétereket.

Ezen modellben vizsgáltuk a volatilitás és a fent léırt paraméterek együttes maximum likeli-

hood becslését. A nem független és nem azonos eloszlású mintán feĺırt ML probléma esetén

a fenti nehézségek ellenére igazoltuk az együttes ML paraméterbecslés erős konzisztenciáját,

továbbá azok aszimptotikus normalitását (melyben egyes normáló tényezők eltérőek). A fő

eredményeket foglalja össze a [25] Technical Report, melyet közlésre benyújtottunk ([27]).

Érdemes kiemelni, hogy a paraméterbecslést a valódi valósźınűségi mérték mellett végeztük,

nem pedig a martingál-mérték mellett (ami az irodalomban egy gyakran előforduló hiba).

A korábbi volatilitásra vonatkozó ML becslésekkel ellentétben az ML becsléseknek itt

nincs elérhető explicit alakja, ı́gy azokat numerikusan kell közeĺıteni. Foglalkoztunk ezen

becslések (és a szükséges numerikus eljárások) empirikus tesztelésével is. Szimulációk seǵıt-

ségével vizsgáltuk a becslések kismintás viselkedését (hiszen elméleti eredményeink rendre

aszimptotikusak). Ezeket a vizsgálatokat tartalmazza a [26] cikk.

A fenti eredmények mind úgynevezett stabil (vagy másképpen aszimptotikusan stacioná-

rius) modellekkel kapcsolatosak, amikor az autoregressziós együttható abszolút értéke kisebb
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mint egy. Érdekes kérdés az, hogy mi történik az úgynevezett instabil modellekben, amikor

az autoregressziós együttható abszolút értéke éppen egy. Az egyik meglepő eredmény, amit

a [22] cikk tartalmaz, az, hogy az autoregressziós együttható maximum likelihood becslése

ekkor is erősen stacionárius marad. A probléma nehézsége itt is az, hogy a minta nem

azonos eloszlású és nem is független. A megoldáshoz adtunk egy elégséges feltételt erős

konzisztenciára, mely a Kullback–Leibler információs mennyiségen alapul (lásd [4]). Nyilván

ez az információs mennyiség más nagyságrendű a stabil és instabil modellekben, de ami

meglepő, hogy a +1 és −1 esetekben is különbözik. Azt is sikerült belátni a [12] cikkben,

hogy a megfelelő statisztikai ḱısérletek sorozata lokálisan aszimptotikusan normális, ı́gy van

der Vaart egy általános eredménye alapján aszimptotikusan optimális teszteket tudtunk

explicit módon konstruálni ezekben a diszkrét idejű határidős kamatlábmodellekben. Itt a

normálás a szokásos módon a Fisher-féle információs mennyiségen alapul; a meglepő nem

is az, hogy ennek nagyságrendje a +1 és −1 esetekben itt is külölbözik, hanem hogy nem

arányos a Kullback–Leibler információs mennyiséggel.

Szintén a pénzügyi matematikai kutatásaink eredményeképpen az [1] cikkben sikerült

késleltetett sztochasztikus differenciálegyenlet seǵıtségével feĺırt modellben Black–Scholes

t́ıpusú formulákat levezetni.

A pénzügyi matematikai problémákhoz szorosan kötődnek a diffúziós folyamatok. Egy-

részt bebizonýıtottunk egy funkcionális határeloszlás-tételt, mely arról szól, hogy valósźınű-

ségi változók háromszögrendszeréből a szokásos módon feléṕıtett véletlen lépcsősfüggvények

bizonyos feltételek mellett inhomogén diffúziós folyamathoz konvergálnak (lásd [33]). Az az

új, hogy a háromszögrendszerről semiféle függőségi viszonyt sem tételezünk fel (nem kell,

hogy a sorok martingálok vagy Markov-folyamatok legyenek), és hogy a határfolyamat in-

homogén is lehet. Ezen eredmény alkalmazásával például határeloszlás-tételt bizonýıtottunk

diszkrét idejű kritikus többt́ıpusos elágazó folyamatra; az a meglepő dolog derült ki, hogy a

határfolyamat elfajuló (egy egyenesre koncentrálódik). A cikk tartalmaz egy másik érdekes

eredményt is, amely véletlen lépcsősfüggvényekből képzett integrálközeĺıtő összegek szto-

chasztikus integrálhoz való konvergenciájára ad elegendő feltételeket. Mindkét határeloszlás-

tétel lefed olyan eseteket is, amelyekben az eddig ismert eredmények nem alkalmazhatóak.

Másrészt inhomogén diffúziós folyamatokra vonatkozó statisztikai kérdésekkel is el kezd-

tünk foglalkozni. A [14] cikkben a drift együtthatóban szereplő paraméterek maximum

likelihood becslésének aszimptotikáját vizsgáltuk az úgynevezett szinguláris esetben, és si-

került elegendő feltételeket adni arra vonatkozóan, hogy a határeloszlás az úgynevezett

Dickey–Fuller statisztika eloszlsa legyen. A [15] cikkben sikerült bizonyos t́ıpusú inhomogén

diffúziós folyamatok bizonyos funkcionáljainak a Laplace-transzformáltját explicit módon

meghatározni. Megmutattuk a [13] cikkben továbbá, hogy különböző paraméterű α-Wiener

hidak által generált valósźınűségi mértékek szingulárisak, illetve vizsgáltuk az α-Wiener hi-

dak trajektóriáinak regularitási tulajdonságait is.

Foglalkoztunk feltételes diffúziós folyamatok defińıciójának prećız megadásával, vala-

mint ilyen folyamatok egyértelműségének viszgálatával. Teljes szeparábilis metrikus térbeli

értékű, időhomogén Markov-folyamatokból származtatott hidak olyan konstrukcióját adtuk

meg, mely csak az átmeneti sűrűségfüggvényeket használja [8]. Megmutattuk azt is, hogy

bizonyos többdimenziós Ornstein-Uhlenbeck folyamatok esetén az ún. radiális rész képzése

és a 0-végpontú h́ıdképzés felcserélhető.
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Folytattuk a térbeli autoregressziós folyamat paramétereinek legkisebb négyzetes becs-

lésének vizsgálatait is. Először a [3] cikkben igazoltuk, hogy a becslés – eltérően az időbeli

AR(1) folyamattól – mind a stabil, mind pedig az instabil esetben aszimptotikusan normális.

A bizonýıtás során jelentős nehézséget okozott az a tény, hogy a kapott határeloszlás álta-

lában elfajuló. Megvizsgáltuk továbbá a modell közel instabil változatát is (stabil modellek

sorozata, instabil helyzethez tartó paraméterekkel), és itt is beláttuk a legkisebb négyzetes

becslés aszimptotikus normalitását a [4] cikkben. Ezek a vizsgálatok úgynevezett
”
uni-

laterális” modellekkel kapcsolatosak. Jóval nehezebbnek bizonyultak az úgynevezett szi-

multán autoregressziós (SAR) modellek, amikor a folyamat egy adott pontban felvett értéke

a körülötte lévő pontokban felvett értékek lineáris kombinációjának és a zajfolyamatnak az

összege. Egy speciális egydimenziós SAR modell esetén sikerült eredményeket elérnünk a [5]

cikkben. Ehhez a témakörhöz tartozik az a vizsgálat is, melyben egy Wiener mező eltolás-

paraméterének maximum likelihood becslését határoztuk meg egy meglehetősen általános

megfigyelési tartomány esetén [6].

Folytattuk a lokálisan kompakt topológikus csoportokon, speciálisan Lie-csoportokon

értelmezett valósźınűségi mértékek analitikus és algebrai tulajdonságainak vizsgálatát. Si-

került explicit képletet nyernünk Heisenberg-csoporton értelmezett Gauss-mértékek Fourier-

transzformáltjára. Mindezen túl szükséges és elegendő feltételeket találtunk arra vonat-

kozóan, hogy mikor lesz két, a Heisenberg-csoporton értelmezett Gauss-mérték konvolúciója

újra Gauss-mérték, lásd [10]. Centrális határeloszlás tételeket bizonýıtottunk lokálisan kom-

pakt Abel csoportokra a [12] cikkben. Bizonyos Abel-csoportok esetén (tórusz, p-adikus

egészek és szolenoid csoport) sikerült tetszőleges gyengén korlátlanul osztható valósźınűségi

mérték konstrukcióját megadni valós értékű valósźınűségi változók seǵıtségével [11]. Ered-

ményeink speciális eseteként a szolenoidon adott Haar-mérték egy új előálĺıtását nyertük.

Mindezek mellett sikerült a portmanteau tételt általánośıtanunk nem korlátos mértékekre a

[9] cikkben. A [29] cikkben lokálisan kompakt Abel csoportokon értelmezett valósźınűségi

mértékek korlátlanul oszthatóságával és konvolúciós félcsoportokba történő beágyazható-

ságával foglalkoztunk. A [30] cikkben egy hasznos egyenlőtlenséget általánośıtunk lokálisan

kompakt Abel csoportokra, és különböző alkalmazásokat veszünk sorra. Végül a [31] cikkben

hipercsoportokon értelmezett független növekményű folyamatok martingál-karakterizációit

vizsgáljuk.

Mindezeken túl statisztikai modelleket illesztettünk az elmúlt évtizedek magyar morta-

litási adataira. A biztośıtástanban jól ismert Lee-Carter módszerből kiindulva magyarországi

halandósági adatok alapján megalkottuk a klasszikus modell egy, a magyar esetre az erede-

tinél jobban illeszkedő általánośıtott variánsát és ennek alapján előrejelzéseket adtunk a

magyar halandósági ráták alakulására [2].

Egy másik alkalmazott kutatási témánk a pénzügyi matematikához és ökonometriához

kapcsolódóan makrogazdasági adatok statisztikai vizsgálata volt, amely mögött szintén ak-

tuárius alkalmazások jelentették a motivációt. Ennek során a klasszikus ún. Wilkie modellt

vettük alapul, továbbá vizsgátunk természetesen adódó alternat́ıvákat, módośıtásokat. A

vizsgált idősormodelleket illesztettük néhány magyar makrogazdasági adatsorra (infláció,

bérek ill. bérindex, hozamindex) és seǵıtségükkel elkésźıtettük ezen mutatók előrejelzését

[7].

Végezetül itt jegyeznénk meg, hogy a támogatási időszak alatt több, a pályázatban
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résztvevő kutató karrierjében jelentős szakmai előrelépés történt: Baran Sándor 2005 decem-

berében, Ispány Márton 2006 májusában védte meg habilitációs értekezését, Barczy Mátyás

és Gáll József pedig 2006-ban illetve 2008-ban szerzett PhD fokozatot; Fazekas István pe-

dig előkésźıtette és 2009 februárjában benyújtotta disszertációját az MTA doktora ćım el-

nyerésére. Ezen ḱıvül bekapcsolódott a kutatócsoport munkájába Fülöp Erika PhD hallgató,

aki várhatóan a közeljövőben szerzi meg a PhD fokozatot.
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[28] Györfi, L., Ispány, M., Pap, G. and Varga, K. (2007). Poisson limit of an inho-

mogeneous nearly critical INAR(1) model. Acta Sci. Math. 73(3–4), 809–835.

[29] Heyer, H. and Pap, G. (2005). On infinite divisibility and embedding of probability

measures on a locally compact Abelian group. In: Infinite Dimensional Harmonic Analy-

sis III (Proc. of the Third German-Japanese Symposium, Tübingen, 2003), pp. 99–118,
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