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Gorbék és feliiletek a geometriai modellezésben

A szamitogéppel segitett geometriai tervezés (Computer Aided Geometric
Design — CAGD) elsésorban gorbék és feliiletek modellezésével foglalkozik,
amibe beletartozik ezen objektumok leirdsa, tulajdonsagainak vizsgalata és
alakjuk modositasa is. A projekt megvaldsitasa soran mindharom tertileten
értiink el eredményeket. A beszamolot ezen teriileteknek megfeleléen tagol-
tuk.

A CAGD-ban a gorbéket legtobbszor

g (u) = Z?:OFJOL) d; (1)
Fj:la,b) - R,u € [a,b] CR,d; € R’ § > 2

alakban irjuk le, ahol a d; pontokat kontrollpontnak, az 8ket 6sszekotd torott-
vonalat kontrollpoligonnak, az [ fiiggvényeket pedig bazisfliggvényeknek ne-
vezziik. A feliileteket az (1) gorbék felhasznéldsaval

s (u,v) = > 1Lo i Fi (u) Gy (v) dy
F;:]a,b) = Ru € [a,b] CR, (2)
G;:le,d] > Rv € [c,d] CR,d;; € R

alakban irjuk le, ahol a d;; pontokat kontrollpontnak, a beldlik képzett po-
ligonhélét kontrollhdlénak, az F; és G fliggvényeket bazisfliggvényeknek ne-
vezziik. (Az F; és G fiiggvények lehetnek kiilonbozéek is, de a gyakorlatban
szinte mindig megegyeznek.)

A fenti alakban el6éllitott gorbék (feliiletek) koziil a Bernstein-
polinomokkal eléallitott Bézier-gorbék (feliiletek), valamint a normalizélt B-
spline alapfiiggvényekkel el6dllitott B-spline gorbék (feliiletek) a legismerteb-
bek.

Alakmoddositas

A normalizalt B-spline alapfiiggvény értelmezéséhez az értelmezési tar-
tomanyt részintervallumokra kell bontani és az alapfiiggvényeket eze-
ken értelmezziik. Az értelmezési tartomanyon felvett osztépontokat
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csomoértékeknek nevezzilkk. Ha az (1) gorbe, illetve a (2) felilet vala-
mely meghatarozé adatat megvaltoztatjuk, akkor természetesen megvaltozik
a gorbe alakja is. A gorbe (feliilet) valamely meghatarozé adatdnak
folytonos véltoztatdsa sordn a gorbe (felillet) pontjai altal leirt gorbéket
palyagorbéknek nevezziik. Egyetlen csomoéérték valtoztatdsakor fellépo
alakmodosulassal mar korabban foglalkoztunk, a gorbékre és feliiletekre vo-
natkozo alaperedményeket mar publikaltuk.

A projekt megvaldsitdsa sordan azokat a palyagorbéket is vizsgéltuk,
amelyeket két csomoéérték szimmetrikus véltoztatasakor irnak le a B-spline
gorbék pontjai [1], [2]. A B-spline feliiletek csomoéértékeinek valtoztatasakor
kapott palyagorbék kiterjesztésérdl, valamint a feliiletek egy, illetve két
csomoértékének véltoztatdasakor kapott feliletseregek burkoléfeliileteirdl a [7]
cikkiink jelent meg.

Az is célunk wvolt, hogy a csoméértékek valtoztatasakor fellépo
alakmodosulasrél szerzett ismereteink alapjan olyan, a gyakorlatban is
hasznalhaté eljarasokat dolgozzunk ki, amelyek gorbék, illetve feliiletek el6irt
(valamilyen geometriai kényszert kielégité, pl. adott ponton athaladd, adott
egyenest érinté) alakmddositasat teszik lehetévé. A [3] konferencidan harmad-
foku B-spline gorbék gorbiiletét figyelembe vevo alakmodositasaval kapcsola-
tos eredményeinkrol tartottunk el6adast. A B-spline gorbék csoméértékének
valtoztatasaval kapcsolatos eredményeinket feliiletekre &ltalanositottuk,
praktikus, a CAD rendszerek felhasznalé éltal is hasznalhaté alakmodosito
eljarasokat dolgoztunk ki, amivel csak csoméértékek valtoztatasaval a feliilet
adott pontjat, illetve adott paramétervonalat elére megadott helyzetbe tud-
juk mozgatni (a természetes korldtok adta keretek kozott), lasd [9].

Gorbék és feliiletek  kontrollpontokkal valé leirdasakor hasznalt
bazisfiiggvények tobbsége polinomidlis vagy raciondlis fiiggvény, azon-
ban az utébbi idében szamos olyan bazist is publikaltak, amelyek a
polinomok mellet a trigonometrikus és/vagy a hiperbolikus fiiggvényeket
is magukba foglaljak. Ilyen a C-Bézier, C-B-spline (sin(u),cos(u)); a
H-Bézier, H-B-spline (sinh (u),cosh(u)), valamint a mindkett6t magaba
foglalé bazisra épiilé F-B-spline gorbe és felillet. A C-Bézier és C-B-spline
gorbék palyagorbéinek geometriai tulajdonsdgait vizsgaljuk a [8] cikkben,
a [16] cikkben pedig az F-B-spline gorbék alakjanak médositdsat vizsgaltuk,
megadva a palyagorbéket és azok geometriai tulajdonsagait. Mindegyik
esetben Kkitértiink a geometriai kényszereket kielégité alakmoddositasok
lehetdségére is.

A polinomidlis bazisfiiggvények egy mas tipusui altaldnositdsa, ami-
kor a bazisfiiggvényekbe tigynevezett alakparamétereket épitenek be abbdl
a célbol, hogy valtozatosabb alaki gorbéket lehessen leirni az adott
bazisfiiggvényekkel. Ezek a paraméterek globalisan vagy lokalisan be-



folyasoljak a gorbe alakjat anélkiil, hogy egyéb definidlé adataikon
valtoztatnank. Az ezekkel foglalkoz6 publikaciok tobbsége azonban nem
tisztazza az alakparaméter geometriai hatasat, illetve azt, hogy ezek
segitségével elérhet6-e kényszeres alakmodositas. A geometriai hatasokat
egyrészt konkrét polinomidlis gorbékre is vizsgaltuk, masrészt pedig olyan
altaldnos leirdsi médot (,linear blending”) sikeriilt taldlnunk ezekre a
gorbetipusokra, mely egységesen tudja kezelni az alakparaméterekkel ren-
delkez6 gorbék széles osztélyat [13], [14], [19]. Ezt a technikét alkalmaztuk
alakparaméterrel rendelkez6 interpolalé gorbékre is, lasd [18].

Gorbeinterpolacié soran abbdl indulunk ki, hogy adottak az inter-
polédlandé pontok, valamint a hozzdjuk rendelt egyméstol kiilonbozé pa-
raméterértékek (csomodértékek); és keressiik azt az (1) alakban felirhatd
gorbét, amely az adott csomoéértéknél a hozzarendelt ponton megy at. Itt is
felmeriil a kérdés, hogy hogyan valtozik a gorbe alakja, mik lesznek a gorbe
pontjainak palyagorbéi, ha valamelyik csoméértéket valtoztatjuk. Ezen a
teriileten a legtobb eredményt harmadfoki polinomidlis interpolaciéval kap-
csolatban értiink el, ahol interaktiv alakmoédositéd eljarast is sikeriilt kidol-
gozni a csomoérték véltoztatasara épitve. Ehhez kapcsolédo publikacioink:
[5], [10], [15].

Gorbék és feliiletek tulajdonsagai

Az (1) alakban eldéllitott gorbék szingularitdsainak (inflexié, csicspont,
onmetszéspont) vizsgalataval is foglalkoztunk. Harmadrendii polinomialis
és racionalis gorbékre mar voltak ismert eljarasok a szinguldris pontok meg-
talalasara. Mi tetszéleges bézisfiiggvények esetén geometriailag szépen in-
terpretalhatd eredményekre jutottunk, mely segitségével a kontrollpontok
helyzete alapjan automatikusan detektélhatdk (sziikség esetén interaktivan
biztosithat6k) a szingularitdsok. Ehhez kapcsolddé publikacick a [4] konfe-
rencia el6adas és a [6] cikk. A vizsgdlatokat kiterjesztettitk az (1) gorbék
torzidjanak eltlinésére, mely eredményeit a [11] cikkben kozoltiik.

Miiszaki alkalmazéasaik miatt fontos szerepet jatszanak a vonalfeliiletek.
A kontrollpontok helyzetén alapuld sziikséges és elégséges feltételt adtunk
arra, hogy egy Bézier-feliilet paramétervonalai egyenesek legyenek [17]. Erre
alapozva a Bézier-vonafeliiletek kifejtheté részhalmazat is tanulmanyoztuk
[12].



Kontrollhald 1étrehozasa

Az utébbi néhany évben, els6sorban a haromdimenzids szkennerek megje-
lenésével, megnott a jelentosége a rendezetlen adatok modellezésének, ami-
kor is feliiletet kell illeszteniink tobb ezer vagy tizezer pontbdl all6 ,,pont-
felhore” gy, hogy a pontok koordinatain kiviil méds informaciénk nincs.
A manapsag hasznélatos feliiletinterpolaciés eljarasok tiulnyomé tobbsége
négyszog topoldgiaju pontracsra tud feliiletet illeszteni. Ezért a standardnak
tekinthetd eljaras az, hogy a pontfelhére haromszoghalot illesztenek, majd
a haromszoghalobdl négyszoghaldt allitanak eld, ami mar alkalmas input az
feliiletinterpolaciéhoz. Célunk az volt, hogy a kozbiilsé 1épés kihagyéasaval
kozvetleniil négyszoghaldt illessziink a pontfelhére. Eredeti terviink az volt,
hogy ontanulé mesterséges neuralis héalézatokkal oldjuk meg a feladatot,
masok altal publikalt sikbeli algoritmusok tovabbfejlesztésével. Hosszas imp-
lementélasi kisérletek utan kideriilt, hogy ez nem jarhaté 1t, igy més meg-
oldast kerestiink — ezért kellett kérniink a palyazat 2008 évi lezdrdsanak
lehetoségét. Egy Monte Carlo mddszert dolgoztunk ki a feladat meg-
oldaséara. Azt feltételezziik, hogy a pontfelh6t és annak topoldgikus grafjat
(skeleton) ismerjiik (a skelton létrehozéaséra szamos ismert eljaras létezik).
Az algoritmus f6 1épései: topoldgikus graf koré egy durva négyszoghalot
épitiink, a halét finomitjuk, majd a finomitott négyszoghalot fokozatosan ki-
feszitjik a pontfelhére. Eljarasunkkal 6nmetszést nem tartalmazo, viszonylag
komplex topoldgidju (eldgazdsokat, hurkokat tartalmazd) pontfelh6hoz lehet
négyszoghdlot 1étrehozni. Eredményiinkrél a [20] konferencidn szdmoltunk

be.

Gorbék és feluletek leirasa

A legfeljebb n-edfoku trigonometrikus polinomok terében 1j, tgynevezett
ciklikus bazist adtunk meg, mely zart gorbék és feliiletek (1), illetve (2)
alakban valé leirasat teszi lehetové gy, hogy barmely pontban tetszolegesen
sokszor folytonosan differencidlhaté. A ciklikus gorbe (feliilet) a kontroll-
pontok ciklikus permutacidjaval szemben invarians, a kontrollpontok affin
transzformécidjara nézve zart, a gorbe (feliilet) kontrollpontjainak konvex
burkdban van. Zart formuldt adtunk a fokszamnovelésre (n — n+r, r > 1),
valamint bebizonyitottuk a ciklikus gérbe hullimzascsokkent6 (variation di-
minishing) tulajdonsagat [21]. A ciklikus gorbékkel (feliiletekkel) olyan is-
mert zart gorbéket (feliileteket) lehet leirni, mint az ellipszis (kor), epi- és
hipociklois, Lissajous-gorbe, téruszcsomo, féliumok, illetve ciklikus gorbék
megforgatasaval kapott zart feliiletek (pl. gdmb, térusz), vagy az egyoldald



Steiner-féle feliilet. A ciklikus bézis elméleti érdekessége az, hogy a gorbék és
feliiletek kontrollponttal valé leirasahoz sziikséges kedvezé tulajdonsagokkal
rendelkezik, ugyanakkor a jelenleg legelterjedtebb bazisokkal szemben nem
totalisan pozitiv.

Osszegzés

A projekt megvaldsitdsa soran 21 publikéacio sziiletett, ebbdl 13 folydiratcikk.
A folyéiratcikkek kozil 7 impakt faktoros folyéiratban - ebbol harom a szak-
teriilet egyik legrangosabb folydirataban a Computer Aided Geometric De-
signban - jelent meg, ezek Gsszesitett impakt faktora 7,302.

A projekt négy éve soran uj kutatéi kapcsolatok is kialakultak, ezért
tobb publikacioban a szerzok kozott a projekt résztvevoi mellett mas
tarsszerdk (kinai, magyar, osztrdk) is megjelentek. Ezek az egyiittmitkodések
természetesen segitették a célok megvalodsitasat.

Eredményeinkrél az alabb felsorolt publikacidkon kiviil meghivott
el6addként tobb egyetemen is beszamolhattunk: Ausztridban (Johannes
Kepler Universitét, Linz), Hollandidban (Delft University of Technology),
Horvatorszagban (University of Split, Technical Univeristy of Zagreb) és
Kindban (Zhejiang University, Dianzi University, Forestry University of
Lin’an, Univeristy of Shaoxing, Zhejiang University of Technology, Jiaxing
University).
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