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BEVEZETES

Az elmult két évtized hatalmas szdmitdstechnikai fejlodést hozott magaval: kordbban
ugyszolvan elképzelhetetlen teljesitményli processzorokkal és memdridval ellatott szamito-
gépek szerezhetdk be, rdaddsul egyre olcsébban. Feliiletes szemlélé ennek alapjan azt hihetné,
hogy ezzel a szdmitastechnikai hattérrel a numerikus matematika majdnem minden problé-
mdja szinte magatél meg kellene, hogy old6djék. Azonban ez nincs igy: az alkalmazas és a
kutatads étvagya még e lehetdségeknél is nagyobb mértékben is novekszik. Ahol — pl. a ter-
mészetes vizek mozgisdnak modellezésekor — nem is olyan régen megelégedtek egy-
dimenziés modellezéssel (St. Venant-egyenletek), ott igen hamar fellépett az igény két-, sot
haromdimenziés modellezésre (sekélyvizi egyenletek, teljes Navier-Stokes-egyenletek). Ahol
a PC-k megjelenése elott egy-egy futdsi eredményre — vagy akdrcsak egyetlen iterdcids
1épésre! — ordkat kellett varni, ott ma természetes az igény, hogy az eredményeket mésod-
percek alatt lehessen megkapni. Ahol valamikor — jobb hijan — analitikus kozelitéseket vagy
ekvidisztans racson definidlt véges differencia modszereket alkalmaztak kiilonféle mecha-
nikai, hovezetési, dramlési stb. problémak megoldaséra, ott ma mar igen finom, végeselemes
szoftverek miikodnek (bar igencsak borsos aron). Mindez kitermelte a maga sajatos, addig
nem létezd problémakorét is. Ilyen pl. a végeselemes hdldgenerdlds vagy az adott probléméa-
hoz legjobban illeszkedd gorbevonali koordindtarendszerek konstrukcidja. Ezen részproblé-
mak csaknem olyan nehezek — olykor hatdrozottan nehezebbek is! —, mint az eredeti (hOveze-
tési, aramldsi stb.) feladatot kelléen pontosan megoldé mddszer kidolgozdsa. Nagyon jellem-
z0 a perem-integralegyenlet (vagy peremelem) mddszer esete, melyet eredetileg épp a nume-
rikus nehézségek enyhitésére taldltak ki: a modszer az emlitett szamitastechnikai fejlodés elle-
nére ma is létezik, és elterjedtebb, mint valaha. Ugyanakkor j problémadkat is hozott magéval,
igy pl. bizonyos tartomanyon vett integralok kiszdmit4sat racs- ill. haléfelbontés nélkiil.

Megéllapithatjuk tehat, hogy a szamitdsi bonyolultsdg csokkentését ill. elkeriilését célzo
modszerek kutatdsa ma is aktualis, sot, talan aktualisabb, mint valaha.

A disszertaci6 targyét a palydzo ilyen irdnyd, majdnem 20 évre visszamend és jelenleg is
tartd kutatdsainak osszefoglaldsa alkotja. Iddrendben az els6 eredmény a peremelem mddszer
€s a mds teriileteken nagy karriert befutott multigrid médszerek Osszekapcsoldsa volt [19],
[26]. Ezt kovette egy nagyon szerencsésnek bizonyult "takarékos" diszkretizdldsi otlet,
melyrdl kideriilt, hogy nem mads, mint a szdmitégépes grafikdban méar ismert quadtree (QT)
algoritmus (elfogadott magyar elnevezése ma sincs, leginkdbb "négyzetfanak" lehetne
nevezni). Az algoritmus &ltal generdlt cellarendszer meglepden univerzalis eszkdznek bizo-
nyult. Alkalmazhat6 pl. lokdlis finomitasokkal bird végeselemes halo elddllitdsara; nagysza-
mu, de szabdlytalanul elhelyezkedd pontbdl allé pontrendszer térbeli stirtiségeloszlasanak
meghatdrozaséra (ez kiilondsen a részecskeszemléletli szimuldcidkban lehet hasznos); az ilyen
pontrendszerhez tartozé pontok legkozelebbi szomszédainak gyors megkeresésére és igy
tovabb. A mddszer ereje azonban igazdn akkor mutatkozik, ha a cellarendszert szdmitdsi
hdloként hasznaljuk, és kiilonosen akkor, ha egy természetes médon ad6do multigrid (tobb-
szintll) modszerbe dgyazzuk be. Az igy nyert numerikus mddszerek lényegesen kevesebb
ismeretlen bevezetését kivanjdk meg €s joval gyorsabbak is a hagyoményos véges differencids
ill. véges elemes moddszereknél. E modszerek nagyon jol hasznédlhatéknak bizonyultak
kiilonféle daramlési és transzport problémak modellezésére ([20], [22], [23], [25], [28], [29]),
sOt, sekély tavak komplex vizmindségi modellezésére is. Kideriilt, hogy a mddszer rokonit-
hat6 a perem tipusi modszerekkel, igy a perem-integralegyenlet modszerrel, amennyiben a
perem éltal generdlt, a perem kornyékén stirlisodé QT-cellarendszert hasznédlunk [21].

A mddszer Uj lehetéségeket hozott a szort pontii interpoldcio klasszikus probléméjéban is,
amikor kideriilt, hogy nagyon j6 interpolécids tulajdonsigu fiiggvények konstrudlhatok bizo-
nyos magasabbrendii (pl. biharmonikus) parcidlis differencidlegyenletek megoldasaval, me-



lyekhez az interpolaciés feltételeket mint specidlis, diszkrét pontokbeli peremfeltételeket
csatoljuk [27]. E megkozelités pusztin elméleti érdekesség volna, ha a szébanforgé maga-
sabbrendii egyenletekre nem lehetne gyors megolddsi modszereket konstrudlni: a QT-cella-
rendszereken alapulé multigrid médszerek viszont épp ilyenek. Ennek az interpoléciés mod-
szernek aztian a kozvetlen interpoldcion tilmenden, 4j alkalmazési teriiletei is mutatkoztak.
Egy ilyen teriilet a perem-integrilegyenlet modszeren beliil adédik eléggé természetes modon
(amikor is bizonyos tartomdnyon vett integralok kiszdmitasat peremintegrdlok kiszamitasanak
sorozatdra vezetjiikk vissza, [43-46]). Egy madsik teriiletet pedig egy Uj — mondhatni, djra-
felfedezett — és nagyon gyorsan fejlodé modszercsalad, a hdlonélkiili médszerek [48] alkotjak.
A hélonélkiiliség igénye a peremelem modszerben is fellépett, és a fentebb jelzett uj
interpolaciés mddszer itt is sikerrel alkalmazhaténak bizonyult [47], [49]. Az ezredfordul6 6ta
az ilyen témakornek szentelt konferencidk, workshopok gyorsan nd, és jelenleg a halénélkiili
moddszerek témakore a numerikus matematika egyik legdinamikusabban fejlédo részének te-
kinthetd.

Az értekezés harom fejezetébdl az elsoben Osszefoglaljuk a QT-halok generdldsat, azok
legfontosabb tulajdonsagait. Attekintjiik a véges térfogati séméak QT-hélékon valé konstruk-
cigjat, egyuttal bemutatva a fa-struktirabdl ad6do természetes multigrid technikét is. Példakat
mutatunk ennek a modszernek els6, kozvetlen alkalmazasaira foként a numerikus hidraulika-
ban, majd kiilon szakaszban foglalkozunk a perem-integralegyenlet modszerben (ezen beliil a
gyors multipélus médszerben) kindlkoz6 alkalmazasi lehetoségekel.

A maésodik fejezet a szort pontd interpolaciés problémat és annak magasabbrendii parcidlis
differencidlegyenletekre vezetd megoldasat targyalja. Ez utébbi probléma numerikus megol-
dasdra ugyancsak QT-halokat és multigrid technikdt haszndlunk, melynek révén a targyalt
mddszer jelentds elonyodket mutat fel a manapsag dltalanosan elterjedtnek tekinthetd radidlis
bazisfiiggvény-mddszerhez képest: igy pl. nincs sziikség nagyméretii, tele matrixd és sokszor
nagyon rosszul kondicionélt egyenletrendszer megoldaséra €s ilyen madtrixok taroldsdra sem.
A fejezet végén vektor-interpolacids problémakra valé alkalmazasi lehetdségeket is mutatunk.
Itt az interpoldlt vektormezdokre még globdlis feltételeket is tesziink (pl. drvénymentesség
és/vagy divergenciamentesség), melyre a hagyomanyos, pl. a radidlis bazisfiiggvényeken ala-
pul6 interpolécids technikdk alig alkalmazhatok.

A harmadik, legterjedelmesebb fejezet pedig a palyazé azon — jelenleg is folyé — kuta-
tdsainak eredményeit mutatja be, melyekben az el6zd fejezetben bemutatott multi-elliptikus
interpolécio technikdjat halonélkiili médszerek konstrukcidjara hasznaljuk. Idérendben az els6
ilyen eredmény az volt, amikor a multi-elliptikus interpoldciét a perem-integralegyenlet
moédszer dudlis reciprocitdsi modszerére alkalmaztuk. E megkozelités 1ényege, hogy bizonyos
tartomanyon vett integralok kiszdmitdsat peremintegralok kiszamitdsdra vezeti vissza, igy
maganak a perem-integrilegyenlet modszernek az alkalmazhatésdgat kiterjeszti inhomogén
és/vagy nemlinedris egyenletekre is. A dudlis reciprocitdsi médszer alapgondolata nem mas,
mint egy szort pontu interpolacié (amely ennélfogva nem igényli a tartomdny végeselemes
diszkretizalasat, pusztan interpolaciés alappontok elhelyezését), igy nem meglepd, hogy az
el6z0 fejezet interpolaciés moddszere itt is alkalmazhatd, méghozzd figyelemreméltd
szamitasigény-csokkenés mellett. A tovabbi szakaszokban a hagyomdnyosabb, radidlis
bazisfiiggvényeken alapulé hélonélkiili mddszerek helyett multi-elliptikus interpoldcion ala-
pulé halonélkiili médszereket konstrudlunk és analizdlunk. Kiilon megemlitjiik a Laplace-
Helmbholtz-interpoldcidra alapozott megolddsi modszert, mint a Laplace-egyenlet (és dltala-
nosabb elliptikus, de homogén egyenletek) egy kiilonosen hatékony hélénélkiili megoldasi
mddszerét, tovabba a regularizalt alapmegoldds-mddszert, a perem-rekonstrukcié médszerét:
Ujra hangsulyozzuk, hogy az értekezésben bemutatott technikdk elkeriilik a nagyméreti,
teljesen kitoltott és rosszul kondicionalt matrixokkal jaré numerikus problémakat, melyek a
hagyomanyosabb, radidlis bazisfiiggvényeken alapulé médszerek komoly gyakorlati hatranya.



A fejezetet — és az egész értekezést — a lokdlis és djraglobalizalt halonélkiili sémak algo-
ritmusainak bemutatdsa zdrja. A lokdlis sémdk lényegében 4ltaldnositott véges differencia
moddszereknek tekinthetok, a sémdk konstrukciéja azonban nem a hagyomanyos Taylor-sor-
fejtésen, hanem ugyancsak a radidlis bazisfiiggvény-mddszeren alapul (azt lokdlisan alkal-
mazva, minden diszkretizal4si pontban csak annak bizonyos szomszédait haszndlva). A multi-
elliptikus interpolaci6 itt is sikerrel alkalmazhat6: igy nyerjiikk az djraglobalizdlt sémdkat,
melyek miiveletigénye mindazondltal mérsékelt marad. A mddszert példaként a Stokes-
egyenletrendszer hdlonélkiili megoldésara is alkalmazzuk.

Az értekezésben bemutatott Uj mddszerek kozos alapgondolatdt a multi-elliptikus inter-
polécio jelenti. Erre alapozva, ezen mddszerek lehetOvé teszik a szokdsos elliptikus masod-
rendii parcidlis differencidlegyenletek ,,visszavezetését” magasabbrendii parcidlis differen-
cidlegyenletek megoldasira, melyek ugyanakkor az eredeti probléma tartomanyatdl és annak
peremétdl teljesen fiiggetlenek, igy a QT-hdlés multigrid technikdval hatékonyan megold-
hatok. Roviden szdlva tehét, egy peremérték feladat megoldédsa sordn a szamitdsi munka z06-
mét nem annyira a differencidlegyenlet megolddsa, hanem a perem megfeleld leirdsa jelenti
(hagyomanyosan: halégenerélas), €s épp ez az, aminek elkeriilését ill. minimalisra redukaldsat
a bemutatott mddszerek lehetdvé teszik.

Végezetiil, a palyazo szeretné koszonetét kifejezni az Orszdgos Tudomdnyos Kutatdsi
Alapprogramok (OTKA) szervezetének az eddigi kutatdsok részbeni finanszirozasaért az
alabbi kutatasi témdk keretében: T4105 (1992-94), T17373 (1995-97), T47287 (2004-2006).



1. Egyenlétlen felbontasi cellarendszerek (QT-halok)
1.1.QT-halok generéldsa, regularizdlasa

Ebbe a szakaszban Osszefoglaljuk az egyenldtlen felbontdsu cellarendszerek eldéllitasara
szolgal6 quadtree (QT-) algoritmus lényegét. Az algoritmus egy (4ltalaban) nemekvidisztans,
nem-uniform, de derékszogii cellafelbontast eredményez. A cellastruktdra kialakitdsa teljesen
automatikus, az algoritmus vezérlése altalaban egy véges ponthalmazzal torténik.

E szakasz eredményei javarészt elég régoéta ismertek, bar els6sorban nem a numerikus
matematikaban ([13], [16], [71], [77]). Mégis fontosnak lattuk osszefoglalni a f6 eredménye-
ket, mert a QT-cellarendszerre alapozott tobbszintli technikdk — rendkiviili robusztussaguknak
koszonhetden — alapvetd szerepet jitszanak az értekezésben bemutatott numerikus modszerek
konstrudldsaban.

A quadtree/octtree algoritmus: Jeloljon Q( C R? egy kiinduldsi négyzetet, és legyen
So ={x1,x,...,xy} = Qy egy véges ponthalmaz, melynek elemeit vezérld pontoknak
nevezzik. Legyenek N, ,,Ln.x € N adott nemnegativ egészek. A quadtree (QT) algoritmus

az alabbi, rekurziv médon definialt felbontdsi eljards (a szemléletesség kedvéért egy szimboli-
kus, Pascal-szerii programozasi nyelven leirva):

procedure build(Q,S,L);
begin
if (L<L,,x) and (IS=ZNy;,) then begin
... (bontsuk fel Q-t az Q,Q,,05,Qy
egybevagd rész-négyzetekre) ...
build (Q,SNQ,L+1);
build (€,,5NQy,L+1);
build (Q3,SNQ3,L+1);
build (Q4,SNQy,L+1);

end;
end;

ahol ISI jeloli az § halmaz pontjainak szamat. Az Q négyzetet tehat négy egybevagd részre
bontjuk, ha legaldbb N, vezérld pontot tartalmaz, és ugyanakkor az L paraméter — az

aktudlis felbontdsi szint — még nem érte el a maximalis L, szintet. Ezek utdn a kiindulasi
Qq négyzet QT-felbontdsa (QT-cellarendszer, QT-hdlo) a

build ( .Q(),So,o ) H

eljarashivassal torténik.

A felbontés sordn keletkezd négyzeteket celldknak nevezziik.

Az algoritmus egy olyan egymadsba dgyazott cellarendszert szolgdltat, melynek leg-
finomabb celldi (melyeket mar nem osztunk fel tovédbb) éltaldban kiilonb6z6 méretiiek. A
cellarendszer tehdt nem uniform és nem ekvidisztins, ugyanakkor a vezérl6 pontok
kornyezetében beslrlisodik, melyet lokdlis finomitdsokként interpretdlunk. Ekvidisztins
cellarendszert az N;, =0 valasztdssal nyeriink (S -tdl fiiggetleniil).



Az algoritmus szamitdsigénye meglepden kevés, O(N - L) értékkel becsiilhetd. Tipi-
kus, hogy L;.x < C-log N valamilyen N-tdl fiiggetlen C konstanssal: ekkor a miiveletigény
O(NlogN).

A cellarendszer természetes modon reprezentdlhaté egy fa-struktirdju gréaffal, melynek
elemei az egyes celldk. A gyokérelemnek az Q) négyzet felel meg, az élek pedig a felbonté-

sokat reprezentdljak.

Az algoritmus nyilvanvaldan altalanosithaté més véges dimenzios terekre. Egydimenzids
megfeleldje a bin-tree algoritmus (szisztematikus szakaszfelezések), mely egyidejlileg egy
gyors rendezési algoritmust is ad a vezérld ponthalmaz elemeire. A haromdimenzids térben
ennek megfeleldje az octtree algoritmus: itt egy kocka nyolcfelé daraboldsardl van sz6. Nyil-
vanval az is, hogy a felbontdsi kritériumok meglehetdsen szabadon valtoztathaték. fgy pl.
lehetséges lokalis finomitasokat generdlni azokon a helyeken, ahol egy adott fiiggvény adott
értéket meghalad. Ha ez a fiiggvény valamilyen probléma kozelitd megoldasat jellemzo6 hiba-
jellegli fiiggvény, akkor adaptiv finomitdsokhoz jutunk. Az sem kotelezO, hogy négyzetet
daraboljunk: az eljards konnyen Kkiterjeszthetd pl. konvex négyszogekre vagy akar
haromszogekre is ([89]), bar ekkor annak eldontése, hogy egy adott vezérlé pont melyik
celldba esik, altaldban munkaigényesebb, mint a négyzet alaku cellak esetében.

QT-halék regularizalasa. Egy QT-cellarendszert reguldrisnak neveziink, ha barmely két
szomszédos cella méretének ardnya legfeljebb 2. Ez azt jelenti, hogy a cellaméretekben
nincsenek nagy ugrasok. Minden QT-cellarendszer regularizalhaté potldlagos cellafelbon-
tasokkal, és a regularizalas miiveletigénye még mindig csak O(N log N).

A regularizélas jelentosége a QT-hédlokon torténd véges differencia ill. véges térfogat
sémak definidldsakor van: regularis QT-hdlok esetén ui. a kiilonb6z6 cellakonfiguraciok
szama minimélisra csokken, ami a sémak definidlasat jelentdsen megkonnyiti.

Az 1.1. dbrdn egy nemreguléris QT-hal6 és annak regularizdlasa lathat6, melyet 150 db, az
egységnégyzetben szabdlytalanul elszort pont generdl: jol megfigyelhetdk a vezérld pontok
kornyékén keletkezett lokéalis finomitasok.
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1.1. dbra. Nemreguldris és regularizdlt QT-cellarendszerek

Az 1.2. dbra olyan reguldris QT-halokat mutat, melyet egy korvonal pontjai generdlnak. Itt
tehat automatikusan olyan héalé alakul ki, mely egy tartomdny (jelen esetben egy kor) pere-



mére slirisodik, ami sok esetben nagyon hasznos (pl. a tartomanyon kittizott Laplace-egyenlet
megoldédsakor). Nyilvdnvald, hogy a celldk szdma &ltalaban csak toredéke a legfinomabb
celldk méretével mint racstavolsdggal egyezd ekvidisztans racs racspontjai szdmanak. Ez a
cellarendszer "takarékossagat" jelzi.
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1.2 .dbra. Korvonal dltal generdlt nemreguldris és regularizdlt QT-cellarendszerek

Szomszédkeresés QT-halokban. A QT-halék hasznédlatdhoz minden cella esetében sziikség
lesz a szomszédos celldkra is. Szemben az uniform (egyenes- vagy gérbevonald) racsokkal, a
szomszédsdg megéllapitdsa QT-hdlok esetében nem trividlis. Ezen segit a méar emlitett graf-
reprezentacid. Standard fa-bejard algoritmusokat haszndlva, a szomszédos celldk mar egysze-
rlien, és kevés miivelettel meghatarozhatok.

Nevezziik egy cella gyermekeinek a cellafelbontds sordn kapott négy cellat. Nevezziik a
felsO kettdt (az 1. és 2. szamut) északi fekvésiinek, a jobb oldali kettdt (a 2. €s 4. szamut) keleti
fekvésiinek és igy tovabb (1.3. dbra).

1.3. dbra. Gyermek-celldk szdmozdsa a szomszédkereséshez

A kovetkez6 algoritmus egy reguldris QT-cellarendszer egy adott levél-celldjanak (mely mar
nincsen tovabb-bontva) az északi szomszédjat (szomszédait) szolgéltatja:

1.lépés: Haladjunk a grafon felfelé (az dsok irdnydba) mindaddig, amig a cella aktudlis 6se
déli fekvésli lesz a sajat sziilo-celldjaban. Ha ilyen 6s nincs, akkor a cella a négyzet északi
peremére illeszkedik, igy nincs északi szomszédja.

2.lépés: Vegyiik az 1.1épésben kapott Os-cella kdzvetlen északi szomszédjat: ez testvér-cella
1évén, azonnal addodik.



3.lépés: Haladjunk vissza a grafon ugyanigy, ahogy az 1. 1épésben felfelé haladtunk, a kelet-
nyugati irdnyitast megtartva, de mindig a déli fekvésli gyermek-cellat véve. A kiindulasi cella
felbontdsi szintjével azonos szinten igy eljutunk a kiindulési celldval azonos méretii celldhoz,
mely annak kozvetlen északi szomszédja. (Ha eddig a szintig nem tudunk visszamenni, akkor
— a regularitds kovetkeztében — az eggyel alacsonyabb szintig biztosan eljuthatunk, és ekkor
ez lesz a kiindulasi cella egyetlen északi szomszédja.)

4.lépés: Ha a 3.1épésben kapott azonos méretli északi szomszéd gyermektelen, akkor ez az
egyetlen északi szomszéd. Ellenkezd esetben e cella 3. és 4. szdmu (azaz déli fekvési)
gyermekei a kiindulasi cella két északi szomszédja: a regularitas értelmében pedig nincs is
tobb, mert ezek a celldk mar sziikségképpen gyermektelenek.

Megmutathatd, hogy az dsszes cella osszes szomszédja megkeresésének miiveletigénye még
mindig csak O(Nlog N), tehat nem tobb, mint a generdlds és a regularizdlas miiveletigénye.
A szomszédos celldk megkeresésének algoritmusa egyszertien dltaldnosithaté egy rendezetlen
sikbeli (térbeli) ponthalmaz esetére, az egyes pontok legkozelebbi szomszédainak meg-
keresésére. A "naiv" megoldds (az Osszes pontpar tdvolsidgdnak Osszehasonlitisa) nyilvan

O(N 2) miuveletet igényel, ami nagy N esetén a QT-halds algoritmus miiveletigényénél sokkal
nagyobb.

1.2.Néhéany kozvetlen alkalmazas

A quadtree/octtree algoritmus a komputeres grafikabol szarmazik [71]; bizonyos adatbazisok-
ban is célszerli a QT-adatstruktira hasznélata [84]. Az algoritmus onmagdaban is alkalmazhat6
a numerikus modellezésben. E szakaszban két kozvetlen alkalmazast mutatunk: egy harmadik
— a multipélus médszerrel Osszefiiggésben — kiilon szakaszban keriil bemutatasra.
Végeselemes halok automatikus generalasa. Nyilvanval6, hogy minden regularis QT-cella-
rendszer a celldk alkalmas felvdgasaval triangularizdlhatd: ehhez elég a cellakozéppontokat a
cellacsicspontokkal €s — amennyiben kisebb méretli szomszédok is vannak — a megfeleld
cellaoldalak felezOpontjaival 6sszekotni (1.4. dbra):

1.4. dbra. Korvonal dltal generdlt reguldris QT-cellarendszer triangularizdldsa



Megjegyezziik, hogy az ily médon keletkezé haromszogek mindegyike egyenld szard derék-
sz0gli haromszog, azaz kicsi (1/4—nél kisebb) szogek sehol sem keletkeznek: ismeretes, hogy
ez a nyert haromszoghalon definidlt véges elem modszerek stabilitdsa szempontjabdl fontos
tulajdonsag.

Egy masik kozvetlen alkalmazds a részecskeszemléletli szimulacidkban fontos
pontsiirtiség-becslés. Tegyiik fel, hogy az xj,x;,....xy € R? pozicidkban egy-egy azonos

tomegli részecskét helyeztiink el (ahol N nagy szdm: szdzezres vagy milliés nagysagrendi is
lehet), és a probléma ezen részecskék meghatirozta koncentrdciomezé minél pontosabb
eldallitdsa. Ennek szokdsos mddja az, hogy — valamilyen eldzetes informdciéra tdmaszkodva
— megadunk egy cellaméretet, és ilyen méretli cellarendszerrel lefedjilk a szoban forgd
tartomanyt: az egyes celldkban Osszeszamolva az ott-tartézkod6 részecskéket, ezek szdma
megadja a cellara jellemzO koncentraciéértékeket (konstans szorzé erejéig). A f0 kérdés a
cellaméret alkalmas definidldsa. Ha a cellaméret til nagy, akkor a koncentracié-eloszlas
térbeli felbontdsa lesz rossz; ha az tal kicsi, akkor a becslés hibdja lesz nagy. Egyfajta
optimdlis kompromisszumot jelent az, ha térben vdltozo cellaméretet alkalmazunk, éspedig
olyat, hogy minden cellaban kb. azonos szdmu részecske esik: pontosan ilyen cellarendszert
generdl a QT-algoritmus, ha vezérld ponthalmaz gyanant a részecskepozicidok halmazat va-
lasztjuk [29]. Ezt illusztrdlja az 1.5. dbra, ahol egy egyenldtlen siirliségli részecskeeloszlas és
az altala generdlt QT-halé lathatd: az dbra jol szemlélteti, hogy a hdlé térbeli felbontdsa koveti
a lokdlis pontsiirtiségeket.

1.5. dbra. Nem-egyenletes stirtiségeloszldsu ponthalmaz, és az dltala generdlt QT-hdlo

1.3. Véges differencia €s véges térfogat mddszerek QT-halokon

Ebben a szakaszban felvdzoljuk a QT-hdloknak szdmitdsi rdacsként (hdloként) vald hasznala-
tat. Az otlet a palyazo nevéhez flizodik, az elsd ilyen jelleglhh publikaciok 90-es évek elejéig
nydlnak vissza [27], [28], [30], [31], [33], [35], [36], [37], [38], [39], [72]. Az igy kapott
modszer kozvetleniil hasznalhat6 elliptikus peremértékfeladatok megoldasara, és kozvetve —
az id6 szerint végrehajtott diszkretizdldssal és az operdtor splitting elv alkalmazisaval —
transzportfolyamatok Lagrange-1 (mozg6 koordinatarendszeres) modellezésére is.

A reguléris QT-halok szerkezete nem lényegesen bonyolultabb a hagyoményos (uniform,
ekvidisztans) racsokéndl, de lényegesen egyszerlibb egy szabdlytalan, nem strukturdlt sok-
sz0ghél6éndl. Varhato tehat, hogy a szokdsos differencidloperatorok diszkretizaldsa nem lesz
sokkal bonyolultabb, mint az ekvidisztins ridcsok esetben. Ez valdban igy is van. Csak a La-

place-operator diszkretizdlasara koncentralunk, az elsérendii derivaltak esete ennél egysze-
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ribb és eléggé kézenfekvd. Tobbféle diszkretizalasi stratégia kozott valogathatunk, a kovetke-
z0kben ezekbdl mutatunk be néhanyat.

Cella-csticsponti sémak. Ekkor egy tetszdleges u:Qy; — R fliggvényt a celldk cstcs-

pontjaiban felvett értékeinek sorozatdval diszkretizdlunk. Legyen C egy centralisnak tekintett
cellacsticspont, amely nem illeszkedik €2 peremére. Kihaszndlva a QT-hdl6é regularitdsat,

mindossze két, [ényegesen kiillonbozo esetet kell megkiilonboztetni (1.6. dbra):

—— N NE
|
N W — ¢
W _ C E ‘s SE
S
(a) (b)

1.6. dbra. Cellakonfigurdciok cella-csiicsponti sémdk esetén

2 2
(@) C-re négy cella illeszkedik: ekkor g—;‘ és g—;‘ kiilon-kiilon is diszkretizdlhatok
X Y

kozonséges, nem feltétlen centralis sémakkal, igy Au-ra 5-pontos séma irhato fel:

— Uy tuy +ug tug —4uC
h2

AMC

(b) C-re hdrom cella illeszkedik: ekkor Au diszkretizaldsa az aldbbi sémdval torténik (4 jeloli
a kisebbik cella oldalhosszat):

— uy +uy +ug +ME—4MC
' 3
2

u +U +U +U
. ahol u, = N NW4 SW tug

AMC

Standard Taylor-sorfejtéses technikdval megmutathat6, hogy e sémdk a Laplace-operétort leg-
alabb elsorendben approximaljak [43].

Cellakozepi sémak. Ez a fajta diszkretizacié sokkal jobban illeszkedik a QT-adatstruktdra-
hoz, mivel az u: Qy — R fiiggvényeket most a cellak6zéppontokban felvett értékeivel diszk-
retizaljuk, igy minden cellahoz pontosan egy diszkrét fliggvényérték tartozik. A sémdk konst-
rukcidja torténhet pl. a Taylor-sorfejtés alapjan: ekkor, a regularitast kihasznalva csak korlatos
szamu kiilonboz6 cellakonfiguraciot kell figyelembe venni, bar ezek szdma még mindig
kényelmetleniil nagy [37], [43]. Két jellemz0 esetet kiragadva:
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NE
+
H+ +l3 H+ +l3
+
E
+ + +
o 5 EE

1.7. dbra. Két tipikus cellakonfigurdcio cellakozépponti sémdk esetén

Az elsO esetben:

ZOMN + 24MW + 201/15 +16MNE +16MSE —96MC

AMC =
2112

A masodikban pedig:

18MN +18MW +16MS +6MSE +8ME —66uC
21h?

AMC =

Mindkét séma elsérendben approximélja a Laplace-operatort, ami standard Taylor-sorfejtési
technikaval nehézség nélkiil igazolhato.

Sokkal egyszerlibbek az integrdlt sémdk (box-sémadk, véges térfogati sémak), melyekhez
ugy juthatunk, hogy a Au kifejezést integraljuk a C centrdlis celldn, és alkalmazzuk a Green-

formulat: [~ AudQ = jacg—udl" , ugyhogy csak a dC cellaoldalakon keresztiili fluxusokat kell
n

approximdlni. A regularitds kovetkeztében mindegyik oldali fluxus szdmitdsakor mindossze
harom kiilonb6z6 cellakonfiguraciora kell tekintettel lenni (ezekbdl is csak kettd kiillonbozik
lényegesen), melyet a keleti cellaoldalra nézve a 1.8. dbrdn véazoltunk:

NE N
C E C — E E
SE C
(a) (b) (©

1.8. dbra. Cellakonfigurdciok cellakozépponti, integrdlt sémdk esetén

Az egyes esetekben a fluxusok approximaciéja az alabbi formuldkkal torténik (ICl jelenti a C
cella oldalhosszuiséagat):

ou Ug —u
dl ~—E €.\ Cl=ug —uc

(@ ron ICl
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UNE TUSE

uc
(b) jg—udf~ 23 |C|:gI/tNE +2MSE—EMC
ron el 3 3 3
" l/lc+l/lN
ou E- 2 1 1
c —dl ~ ACl=—up ——uny ——u
© 1I~8n 3c) 3 3TN 3TC

Ugyanezek a sémdk alkalmasak elsrendii derivaltak diszkretizdldsara is. A Bramble-Hilbert-

lemma [7] alapjdn megmutathat6, hogy az igy nyert sémdk legalabb elsérendiiek (a H ! (L2¢) -

norma szerint).
Még egyszerlibb a fluxusok aldbbi kozelitése, mely mar csak centrdlis sémdkat tartalmaz.
Az 1.8. dbrdn jeldlt harom eset koziil az elso kettdben legyen most is:

ou Uup —u
—dl ~—L£ _"C | Cleug —uc,

a harmadikban pedig:

ou UE —UpP(C) 1 1
Har ~ L9 Cle Zup ——upey.
r-on |E| 2 E PO

ahol P(C) jeloli a C cella sziil6jét, amely a regularitds miatt biztosan azonos méretli E-vel: az
up(cy Crtéket pedig a gyermek-cellakhoz tartozo értékek szamtani kézepe definialja. Ez a

diszkretizalasi technika kiilonosen jol illeszkedik a QT-hédlékon definidlt tobbszintli (multi-
grid) modszerekhez, és szintén legaldbb elsorend.

Hasonl6 médon konstrudlhatok az eltolt hdlos (staggered grid) sémék, melyek kiilondsen
dramlasi problémdk esetén népszertiek. Itt bizonyos fizikai paramétereket (jellemzden:
sebesség- €s fajlagos hozam-komponenseket) a cella oldalaihoz (azok kozéppontjaihoz), mig
a tobbit (nyomds, vizmélység) a celldk kozéppontjaihoz csatoljuk [43].

A fenti sémdk nem a legpontosabbak, de taldn a legegyszeriibbek. QT-hal6s kornyezetben
elvileg nem lehetetlen magasabbrendii sémdkat konstrudlni, de akkor épp az egyszerliséget
veszitjilk el, mert a kiilonbozé cellakonfiguraciok szdma gyorsan nd, ha a kozvetlen oldal-
szomszédokon kiviil més celldkat is bevonunk a séméba.

Mindegyik séma kozos jellemzdje, hogy bar a sz6 szoros értelmében tartomdny tipusii
modszert definidl, lényegesen kevesebb ismeretlent vezet be, mint a klasszikus véges differen-
cia vagy véges elem mddszerek, tovabba a feladat geometridjabdl is sokkal kevesebb informa-
ci6t haszndl. Elkeriilheto tehdt a numerikus hdlégenerédlds nehéz problémadja, ennek helyébe a
joval egyszeriibb QT-algoritmus 1é€p. Miutidn pedig ez a vezérld pontokon kiviil semmiféle a
priori informéciét nem kivédn, a QT-halokon értelmezett diszkretizaciés mddszerek egyfajta
"fekete doboznak" tekinthetok, melyekhez egyediil a vezérl6 pontokat kell input adatként
megadni. Ilyen értelemben a QT-halok rdcsnélkiili médszereknek tekinthetok.
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1.4. Tobbszintli (multigrid) médszerek QT-halokon

A hatékony numerikus modellezéshez egy mégoly pontos diszkretizacié onmagaban még ke-
vés, ezt egy robusztus megoldasi algoritmussal kell 6sszekotni. Elliptikus parcidlis differen-
cidlegyenletek esetére az egyik leggyorsabb algoritmus az 1960-as évek elején felbukkant és
1976-ban ujra felfedezett modszer, a multigrid modszer ([10], [69]). Itt a megoldandé prob-
1émat egyszerre tobb diszkretizacids szinten (az elterjedt terminoldgia szerint: durva és finom
hdlokon) is kezeljiik. A durvdbb halokon nyert kozelitéseket lehetséges a finom halokon vett
megolddsok javitdsdra oly mddon felhaszndlni, hogy az eljards teljes miiveletigénye a
bevezetett ismeretlenek szamdnak csupdn elsé hatvdnyaval ndé. A multigrid modszerek
konstruédldsahoz jellemzden az aldbbi 1épések sziikségesek: Ha az eredeti probléma Ax =5
alakd egy X Banach-térben (ahol A: X — X adott linedris operdtor, be X adott vektor), ak-
kor:

e véges dimenzids terek egymdsba dgyazott Xy D X| D...D X, sorozatdnak definidlasa

(ezekben torténnek a kiilonbozd szintli diszkretizdciok), ahol Xy a legfinomabb, X, a
legdurvabb hilo;

e az egyes szintek kozotti Osszekottetést 1étesitd Py : X — X4 lesziikitési operdtor (re-
strikci®) Oy : X 41 — X kiterjesztési operdtor (prolongacid) konstrudldsa;

® az eredeti problémédnak minden szinten egy, az eredetivel konzisztens Ay x; = b, alakd
diszkretizélasa;

e végiill minden szinten egy, a diszkrét problémaval konzisztens simito eljdrds, azaz egy
Xy = Byx; + f alaku javité formula konstrudldsa, amely pl. egy konvergens iteracids el-

jaras is lehet, mindazonadltal a célja csupén a hiba bizonyos Fourier-komponenseinek csok-
kentése.

A legegyszeriibb, mégis meglepden jol mikodd multigrid moédszer a kaszkdd-modszer. Ebben
eldszor a legdurvdbb hdlon oldjuk meg a problémaét (ennek miiveletigénye csekély, mert X,
alacsony dimenzids), majd a k-adik szinten alkalmazzuk a simit6 eljarast:

x]((nﬂ) = ka](cn) + f

mégpedig tipikusan csak néhanyszor, igyhogy e 1épések is kevés szamu mivelettel elvégez-
hetdk. A simit6 iterdcié kezddértékét az el6z6 szintrdl vessziik:

0 max
x1(< )= Qkxl(cr-:l :

Elérve a legfinomabb szintre, egy, mar rendszerint igen j6 kozelitést nyeriink, mely tovabb
javithaté kifinomultabb multigrid technikdkkal (multigrid ciklus, Full Multigrid Algorithm)
[10], vagy akér prekondicionerként is haszndlhaté valamilyen (pl. konjugdlt gradiens tipusu)
iteracidhoz.

A multigrid technika fenti formédja eléggé régota ismert. Kutatdsainkban az igazi attorést az
jelentette, amikor ezt a mdodszert QT-hédlékon alkalmaztuk ([26], [27], [28], [30], [33]). Ez, a
QT-hdlék specidlis graf-szerkezetét kihaszndlva, meglehetésen természetes modon
elvégezhetd. A k-adik diszkretizélési szint egyszeriien a QT-fa k-adik szinten val6 elvagdasaval
adddik, azaz mindazon celldk alkotjak, melyek felbontési szintje vagy pontosan k, vagy k-ndl
kisebb, de gyermektelenek. Az egyes szinteken a diszkrét problémdk az el6z6 szakaszban leirt
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médon definidlhatok (a Poisson-egyenlet esetére), a simitd eljards a kozonséges Seidel-
iterdcié (vagy alulrelaxélds) lehet. A lesziikités és a Kkiterjesztés operdtorai egyszeri
atlagoldssal ill. silyozdssal konstrudlhatok. Ha a C cella gyermekeit az egyszertiség kedvéért
C,...,Cy jeloli, akkor a lesziikités:

1
Uuc = Z(I/tcl + MCZ + I/tC3 + I/tc4 ).
A kiterjesztés legegyszertibb esetben a konstans kiterjesztés:
l/tcl = l/tC2 = l/tc3 = l/tc4 =Uuc,

de ennél simébb kiterjesztés is konstrudlhaté (1.9. dbra):

+Z

o+

1.9. dbra. Jelolések a kiterjesztési operdtor konstrudldsdhoz

_ 2uc tuy tuy _2uc tug +uy
unw = 4 > usw = 4

. 2MC+MN+I/£E . 2uc+u5+uE
MNE = 4 . MSE = 4

1.5. Alkalmazasok a numerikus hidraulikaban

A QT-halok és a multigrid moédszer 6sszekapcsoldsa bizonyos elliptikus parcidlis differencidl-

egyenletekre olyan robusztus moédszert eredményezett, mely a legvéltozatosabb esetekben is

alkalmazhatonak bizonyult, egyebek kozt Lagrange-i szemléletli modellezésekben is, oly

moddon, hogy minden egyes id6lépésben 1) QT-hal6t generdlunk a mozgoé pontokra alapozva.
A legkozvetlenebb alkalmazds a Poisson-egyenlet megoldésa:

Au=f
amelynek kozvetlen fizikai jelentése is van (potencidlos dramlds, staciondrius Darcy-féle

szivargds, staciondrius hdvezetés stb. modellezése) ugyanakkor egy sor nemstaciondrius fel-
adatban is fellép az egyes iddszinteken megoldandé részproblémaként.
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A staciondrius szivargdsi feladatokndl maradva, ha a szivargdsi kozeg inhomogén (de
izotrdp), akkor a jelenséget az dltalanosabb

divkgradu = f

elliptikus egyenlet irja le, ahol k:R?> >R adott, pozitiv értékt fiiggvény. Erre az el6z6
szakaszban targyalt QT-haldés diszkretizdcié csekély modositassal adddik. Ilyen jellegli
problémdra vezet a sekély tavakban kialakulé szélkeltette dramldsok vizsgélata is. Ezt a
jelenséget a

div % grady=B- rot[@j

egyenlet irja le, ahol y az dramléds aramfiiggvénye, A a fenék-, B a szélsurlodast leir6 tag, h a

vizmélység, W pedig a szélsebesség vektora. Megjegyezziik, hogy a fenti probléma kénnyen
kibdvithetd komplex vizmindségi modellé. Csekély szamitdsigénye miatt a QT-halos diszkre-
tizaci6 megfelelonek bizonyult éves nagysdgrendii folyamatok elfogadhaté idd alatt vald
szimuldl4sara.

A QT-halok rugalmas felhaszndlhatésdga lehetové tette Lagrange-i (mozgd koordinata-
rendszeres) modellezéseket is. Ennek legegyszeriibb esete a

%+V-gradc—DAc=0
t

konvekcids-diffizids egyenlet Lagrange-i megolddsa, mely lehetové teszi a konvektiv deri-
valtak diszkretizdlasdnak és ezéltal a numerikus diffizié jelenségének elkeriilését. Cserébe
ezért, minden egyes id6lépésben egy diffuzids jellegli problémat kell megoldani. A probléma
egy igen gazdasigos megoldasat a mozgé (Lagrange-i) pontok altal generdlt QT-halés diszk-
retizalds 1ll. multigrid médszer adja. Itt markdnsan kihasznalhaté a QT-halok generalasanak
csekély miiveletigénye, mert minden egyes id6lépésben 1j QT-haloét kell generdlni a mozgd
pontok aktudlis helyzeteire alapozva.

Szintén Lagrange-i alkalmazds a kétdimenziés Navier-Stokes-egyenletek megoldasa, ami-
kor az egyenleteket orvényfiiggvény-aramfiiggvény alakban irjuk fel:

%—m+v-gradw—vAw=O
t

Ay = -

€s az ® orvényességet véges sok, egy-egy pontra koncentrdlt eloszldssal, tn. orvényrészecs-
kék egyiittesével kozelitjiik. (Itt @ az orvényfiiggvényt, ¥ az dramfiiggvényt jeloli, v pedig a
kinematikai viszkozitdst.) Az dramfiiggvényre vonatkozé Poisson-egyenletet az Orvényré-
szecskék altal generdlt QT-hédlon oldottuk meg minden egyes idélépésben. A mddszer hidro-
dinamikai instabilitidsok (6rvénylevdlas, -felcsavarodds, Kelvin-Helmholtz-instabilitds) mo-
dellezésére is alkalmasnak bizonyult.

Megjegyzés: Az e szakaszban leirt eredmények (QT-hdlékon differenciasémék és multigrid

mddszerek konstrukcidja) mind a palydzé eredményei; szamos alkalmazdést is a palydzé és
munkatarsai dolgoztak ki. Mindezek az aldbbi publikdcidkban lettek kozzétéve:
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a differenciasémak és multigrid technikdk konstrukcidjaval kapcsolatos eredmények: [33];
alkalmazdsok a 2D Navier-Stokes-egyenletekre: [28], [30];
alkalmazasok tavi modellezésben: [35], [43];

egyéb alkalmazasok (peremelem moddszer kivéltasa ill. transzportfolyamatok Lagarange-i
modellezése): [26], [27].

A sémadk approximdcios tulajdonsdgait részletesen [34]-ban vizsgaltuk. Magyar nyelven a
Hidrol6giai K6zlony hasdbjain 1994-95-ben egy (késobb Vitdlis Sdndor Nivddijjal elismert)
négyrészes cikksorozatot jelentettiink meg, melyben — dramldsi problémékra koncentrdlva —
részleteztiik a most vazolt technika 1ényegét €s addigi alkalmazasait [36], [37], [38], [39].
Hasonl6 témakorokkel foglalkoznak a palyazo [41], [46] kutatdsi jelentései is. A palydzo
emlitett publikdcidin alapulnak a vizmozgéssal és transzportfolyamatokkal foglalkoz6 [6],
[65], [66], [81], [90] cikkek is.

1.6. Alkalmazasok a gyors multipélus médszerben

Sok problémdban, kiilondsen a 2D pontforrasok altal keltett potencidlok kiért€kelése kapcsan
fellép az alabbi probléma. Tegyiik fel, hogy az aldbbi tipusu Osszegeket kell kiszamitani:

N
D(z)=Y ;P ;(z)  (k=12...N) (1.6.1)
1

]:
Jj#*k

ahol 0,0,...,0y € C adott egyiitthatok, zj,z5,....z5 (most komplex szdmoknak tekintett)
adott kétdimenzi6s vektorok, @ ;-k pedig (valamilyen z; koriili kéron kiviil konvergens)

multip6lus sorba fejthetd fliggvények:

() = _a)
CIDj(z):zaO log(z—zj)+z

_— (1.6.2)
r=1(z— zj)r

Nyilvanval6, hogy (1.6.1) "naiv" (definicid szerinti) kiértékelés€éhez O(N 2) miuvelet
szitkséges (mivel minden egyes ® ; fuggvényértek kiszamitdsanak miveletigénye egy N-tol

fiiggetlen konstanssal becsiilhetd, tekintve, hogy a gyakorlatban (1.6.2) kiértékelésekor az
Osszegzést természetesen csak egy eldre adott p indexig végezziik el).

Felhaszndlva azonban a multipélus sorokra vonatkozd eltoldsi tételt [83], mely szerint
multip6lus sorokat mds kozéppont koriili multipélus sorokkd lehet — kevés szamitds ardn —
transzformdlni, a miiveletigény lényegesen csokkenthetd. A stratégia az, hogy minden k
indexre a zj -hoz kozeli pontok adalékat az (1.6.1) 6sszegben kozvetleniil szamitjuk, mig a ta-
voli pontok esetén tobb pont adalékat egyszerre szamitjuk ki ugy, hogy a megfelel6 multip6-
lus sorokat kozos kozéppontba transzformalva, egyesitjiilk azokat. A kozeli-tdvoli osztalyba-
sorolashoz pedig pontosan az 1.1. szakaszban leirt QT-cellarendszer hasznalhaté. Megmutat-
hat6, hogy ily médon a (4.8) kiértékelések Ossz-miiveletigénye O(N 2) -1l O(N log N)-re
csokken.

A fenti kiértékelési modszert eredetileg pontforrdsok keltette potencidlok gyors kiértékelé-
sére haszndltdk [11], [14], [67], késébb a 2.2. szakaszban leirt radidlis bazisfiiggvények maod-
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szerrel kombindlva, a szért pontd interpoldcié problémakorében alkalmaztak sikerrel [3]. A
palydazé a modszert a perem-integralegyenlet médszerben fellépd perem-integraloperdtorok
gyors kiértékelésére terjesztette ki, mely kombindlva a perem-integralegyenletekre szintén a
palyazo 4ltal kifejlesztett multigrid moédszerrel, kiilondsen robusztus médszert eredményezett.
A kovetkezokben ennek 1ényegét tekintjiik at.

A perem-integralegyenlet (peremelem) moédszer. Ez a mddszer — jollehet, a hozza sziik-
séges matematikai eszkozok mdar régdta ismeretesek — az elmult negyedszdzadban futott be
latvanyos karriert (1d. pl. [9]). F6 gondolata, hogy a megoldandd, valamilyen tartomdnyon ki-
tlzott parcidlis differencidlegyenletet visszavezetjilk egy olyan integralegyenletre, mely a
tartomany peremén van Kkitlizve. Ezéltal egyrészt sokkal kevesebb ismeretlent vezetiink be,
mint a tartomdny tipusd modszerek esetében, mdsrészt elmarad a tartomany (rdccsal vagy
haloval vald) diszkretizdldsa: ennek helyébe a perem diszkretizdldsanak jéval egyszeriibb
problémadja 1ép.

A moédszer a harmadik Green-formuldn alapszik, mely szerint minden, elég sima U fiigg-
vény egy (szintén elég sima) € tartomdny belsejében felvett értékei két perem- és egy tarto-
manyon vett integrallal fejezhetdk ki. Kétdimenzids tartomany esetében:

19 1 1 1
=- ! ~a
V= LG o8y O g [0 v e
1 1 -
—552(10}; lz—y Il)f(y)de

ahol I''=0Q, u=U I, vzz(z)—Ulr és f=Au.
n

A jobb oldal elsé integrdlja egy klasszikus kettdsréteg potencidl, a masodik egy egyszerl
réteg potencidl, a harmadik egy logaritmikus Newton-potencidl. Mindhirom integral
magfiiggvénye a Laplace-operator alapmegoldasabol szarmazik.

Tekintsilk a Au = f Poisson-egyenletet, melyet valamilyen szokdsos peremfeltétellel

latunk el. A perem-integrdlegyenlet (vagy peremelem) mddszer alapgondolata, hogy z-vel
valamilyen xe I' peremponthoz tartva, vizsgaljuk (1.6.3) két oldaldnak limeszét. A bal oldal
nyilvdn u(x)-hez tart, a jobb oldalon a megfeleld potencidlok folytonossdgara ill. ugrdsira

vonatkozd klasszikus tételeket alkalmazzuk. Innen kapjuk a Poisson-egyenlet perem-integrdl-
egyenletét:

ou()u(x) + (Ku)(x) = (Rv)(x) = =(Lf)(x) , (1.6.4)

ahol o(x) jeloli a I' perem x-beli belsd torésszogét, K, R, L pedig a kettds-, egyszeri- ill.
logaritmikus potencidlt:

X—y,n
(Ku)(x) = | <—y2>u<y)dry ,
rlihx—yl

(Rv)(x):= [(log
I

”x_y")v(y)dfy , (1.6.5)

1
fx—yll

(Lf)(x) = [(log )f(n)dLy,
Q
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és xe I tetszdleges perempont.

Az (1.6.4) egyenletben az ismeretlen fiiggvények csak az u, v peremfiiggvények.

(1.6.4)-hez csatolva a Poisson-egyenletre tett peremfeltételeket, az igy nyert rendszerbdl —
valamilyen szokdsos diszkretizacié utdn — u, v kozelitden meghatdrozhat6. Ha u, v mindketten
ismertek mar a teljes I peremen, az U megoldas Q belsejében felvett értékeit tovabbi egyen-
letmegoldas nélkiil, a (1.6.3) Green-formula kozvetlen implementalasdval kaphatjuk.

Ha az (1.6.3) egyenldségben nem az oldalak értékeinek, hanem normadlis irdnyud
derivaltjainak limeszét szamitjuk ki a I" peremen, akkor egy (1.6.4)-hez hasonl6 szerkezetli
egyenletet nyeriink (derivdlt perem-integrdlegyenlet):

T v(x) + (K v)(x) = (Qv)(x) = (L () . (1.6.6)

ahol K~ a K operator adjungdltja, Q egy hiperszinguldris operator (a kettdsréteg potencial
normdlis irdnyud derivaltja), L pedig a Newton-potencidl normadlis irdnyu derivéltja. Ha a T’
perem elég sima, akkor a fellépd perem-integrdloperatorok folytonossdgi tulajdonsagai jol
jellemezhetsk: Ke L(H'*T)), K e LLHY>M), Re LHV*>(M),H"*(T)), végil

e L(HY2 M), H V2.

A modszer — 1ényegét tekintve valtozatlan gondolatmenettel — haromdimenzids és éltaldno-
sabb parcidlis differencidlegyenletekre is kiterjeszthetd, ha explicit médon ismert a széban
forgd egyenlet egy alapmegoldasa. Ez a helyzet masodrendi, dllando egyiitthatds parcidlis
differencidlegyenletek esetében. 1dofiiggd problémékra szintén alkalmazhat6 a moddszer, az
1d0 szerinti szokdsos diszkretizaldst alkalmazva, sOt, lehetséges 1d6fiiggd alapmegolddsok
haszndlata is. Nem ez a helyzet viszont valtozé egyiitthatés €s/vagy nemlinedris problémak
esetén. Ilyenkor a feladatot valamilyen algoritmus szerint alland6 egyiitthatés egyenletek
sorozatdra szokds visszavezetni.

Numerikus problémak. Amikor a peremelem moddszer hasznédlhat6, akkor altaldban jéval
gazdasagosabb a hagyomdnyos véges differencia ill. véges elem moddszereknél. Modell-
feladatként, tekintsiik pl. az egységnégyzeten kitlizott Laplace-egyenletet Dirichlet-perem-
feltétellel. Ekvidisztians NXN-es raccsal diszkretizdlva és véges differencia moddszert

alkalmazva, a bevezetett ismeretlenek szidma O(N 2), a diszkrét egyenletek matrixa
N2ZxN?-es szimmetrikus, ritka matrix. Megolddsdhoz egyszeri Gauss-elimindciot
haszndlva, a sziikséges miveletszdm O(N 6). Konjugdlt gradiens mddszert alkalmazva
(prekondicionalds nélkiil) a miveletigény O(N 4) -re csokken, mely prekondicionéléassal
tovabb csokkenthetd. Mivel  most specialis alaku (ez éltaldban nincs igy), a gyors Fourier-
transzformécids algoritmus alkalmazhat6, mely O(N 2 log N) miiveletbe keriil. Végiil egy jol

felépitett multigrid médszer miiveletigénye csak O(N 2) .

Ha ugyanerre a modellfeladatra a peremelem mddszert alkalmazzuk (pl. kollokécids
mddszerrel Osszekotve), akkor elég csak a peremet diszkretizédlni; az elobbivel azonos
pontstirtiség eléréséhez csak 4N pont sziikséges. A bevezetett ismeretlenek szdma tehat
O(N), a diszkrét egyenletek matrixa 4Nx4N-es. A megoldashoz leggyakrabban egyszerii

Gauss-eliminéciot hasznalnak (az dltalanosan alkalmazott iterdciés modszerek nagy része ui.

nem konvergdl [5]), a miveletigény igy O(N 3). Ha tehdt a viszonylag ritkan alkalmazhat6
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FFT-médszert €s a viszonylag djabb keletii multigrid mddszert nem szamitjuk, akkor a
peremelem moddszer memoriaigénye kb. a véges differencia modszerével egyezik, de a
megoldds miiveletigénye hatdrozottan kisebb, és mint emlitettiik, elmarad a tartomdanyra
vonatkozd racs- (hdlé-)generalas problémaja.
Ezen elonyokért cserébe az alabbi arat kell megfizetni:
e adiszkrét egyenletek matrixa teljesen kitoltott, nem szimmetrikus €s rosszul kondicionalt;
e a peremmegoldds meghatdrozdsa utidn a tartomdny belsejében vett fiiggvényértékek
meghatdrozasdhoz még kb. ugyanannyi miivelet sziikséges (bdr tovdbbi egyenletmeg-
oldasra mar nincs sziikség).
Kutatdsainkban el6szor a miiveletigény csokkentését céloztuk meg: ezt azzal sikeriilt elérni,
hogy a multigrid médszert perem-integralegyenletekre kiterjesztettiik. Tovabbi miiveletszam-
csOkkenést eredményezett a multip6lus modszer alkalmazasa a perem-integraloperdtorok
kiértékelésében.

Multigrid médszerek perem-integralegyenletekre. Masodfaji Fredholm-egyenletekre a
multigrid technika altaldban nehézség nélkiil alkalmazhat6. A racsok (héaldk) konstrukcidja
nem kiillonbozik 1ényegesen a differencidlegyenletek esetétdl, a simitd eljards konstrudldsa
pedig kézenfekvld. Ha az egyenlet pl.

u=ALu+b

alaku, melyet a k-adik szinten
up =ALguy +by
alakban diszkretizalunk, akkor simit6 eljarasként az
Uy =ALguy + by,

Picard-iteraci6 éaltalaban megfeleld, és a multigrid médszer standard médon felépithetd [68],
[69], [85].

Ha viszont a megoldani kivéant integrdlegyenlet egy (1.6.4) vagy (1.6.6) alaki perem-integ-
ralegyenlet, akkor ez 4ltaldban nem masodfaju egyenlet. Az egyenlet tipusa a tett perem-
feltételek jellegétdl fiigg. Tiszta Neumann-probléma esetén (1.6.4) masodfaju, tiszta Dirichlet-
probléma esetén elsoéfaju, ekkor viszont az (1.6.6) egyenlet mdsodfaju. Ez esetekben tehat a
multigrid technika a perem-integridlegyenletekre is miikodik. Nem ez a helyzet, ha kevert
peremfeltétel (a perem egy I} részén Dirichlet- a fennmarad6 I részén pedig Neumann-fel-

tétel) adott. Ekkor sem (1.6.4) sem (1.6.6) nem mésodfajuak, igy a multigrid mddszer kozvet-
len alkalmazasa nehézségbe iitkozik.

Erre a problémdra a palydzonak sikeriilt kidolgozni egy, a gyakorlatban igen jol miikkodd
modszert (1d. [24], [25], [40], [42]). Ennek alapgondolata, hogy a kevert peremérték feladatot
visszavezetjiik tiszta Dirichlet- és tiszta Neumann-feladatok sorozatdra, melyek megoldésai
gyorsan konvergdlnak az eredeti kevert feladat megoldasdhoz. Modellfeladatként tekintsiik a
kovetkezd kevert peremérték feladatot:

oU
AU =0, U |1"1 =Uugp |1"l . a—n|1"2 =V |1"2 . (167)
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Jelole W, ={ue H1/2(F) u I1~1=0}, mely a H”Z(F) Szoboljev-tér egy zart altere, és
legyen Pe L(H 1/ 2(F)) ennek egy projektora. Jelolje A =1—-P, P = P (ezek szintén

projektorok). Akkor minden ue H 1/ 2(1“) esetén Pju =u a I} peremszakasz mentén, igy P
a I7-r6l I'-ra valo kiterjesztésként interpretalhat6. Hasonléan, Pv (mint funkciondl) egyezik

v-vel a W zart altéren minden ve H - 2(F) mellett, igy P, is kiterjesztésként foghat6 fel

(I';-r6l I'-ra). Ezekkel a projektorokkal az eredeti (1.6.7) probléma az aldbbi formaba irhato
at:

AU =0, Pl’YU =P1u0, P28U =P2VO , (168)

ahol YU :=U Iy és dU ::E)a_U Ir a kdzonséges nyom-operatorok.
n

Az (1.6.7) feladat megolddsat (mely, mint ismeretes, 1étezik és egyértelmii a H 1(Q, A)
Szoboljev-térben) ezek utan keressiik a kovetkezd iteracios eljarassal:

AUp172=0, YUpq1/2 =upy+Pug—uy) (1.6.9)
AU, 1 =0, OUp1=vyyy/0 +Pr(vo = vyi1/2)

ahol u, =vYU,,, v,41/2 =08U, 1/, az iterdciét pedig tetszleges U € Hl(Q, A) fiiggvény-
bdl indithatjuk.

Az (1.6.9) iteracié szemléletes jelentése a kovetkezd. Az elsd fél-lépésben egy tiszta
Dirichlet-feladatot oldunk meg, melynek peremfeltétele pontosan egyezik az eredeti
peremfeltétellel a I peremszakasz mentén. Hasonl6an, a mdsodik fél-lépésben tiszta

Neumann-feladatot oldunk meg, és most a I, mentén elégitjiik ki pontosan a Neumann-

peremfeltételt. Igy (1.6.9) tiszta Dirichlet- és tiszta Neumann-feladatok egymdasuténja.
Megmutattuk [42], hogy — a P projektorra vonatkozd, nem tul er0s feltételek mellett — az
(1.6.9) iterdci6 valéban konvergens, sot, a tapasztalatok szerint gyorsan konvergdl. Az iterdcid
realizdlasahoz csak a peremmegoldasok sziikségesek, ezért a perem-integralegyenlet modszer
természetes modon alkalmazhat6 az egyes részproblémadkra. Mivel pedig e részfeladatok mar
tiszta Dirichlet- ill. tiszta Neumann-feladatok, a megfeleld perem-integrilegyenletek mér

multigrid technikdval is megoldhatok. A sziikséges 6ssz-miiveletszam O(N 3 )-r6l O(N 2) -re

csokken, ami nagysdgrendben mar eléri a tartomany tipusi médszerekre alkalmazott multigrid
modszerek hatékonysagat.

Gyorsitas multipélus modszerrel. A perem-integralegyenletek megolddsanak miiveletigénye
(a multigrid technik4tdl fliggetleniil is) tovabb csokkenthetd, ha a fellépd (diszkretizalt) pe-
rem-integraloperatorok kiértékelését gyors multipdlus moédszerrel végezziik. Tegyiik fel, hogy
a I perem poligon, ill. azzal approximaélhatd. Jelolje az oldalakat I7,...,I'y , a csticsokat pedig
Wi,.... Wy . Az u, v peremfiiggvényeket szakaszonként konstans fiiggvényekkel approximadlva,

a perem-integralegyenletek diszkretizalasara a z;:=(w; +w;_;)/2 pontokra timaszkodo
kollokdciés médszert haszndlva (ahol wy :==wy ), az (1.6.9) iterdcié minden egyes 1épésében

ki kell értékelni a K@ ;,RQ;, K *(p j-Q¢; figgveények valamely linedris kombindci6jat a
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Z1,--» 2 kollokacios pontokban. Itt ¢ ; jeloli azt a szakaszonként konstans peremfiiggvényt,
mely azonosan 1 a I'; peremszakaszon, mdsutt pedig azonosan 0. A multipélus modszer

alkalmazasahoz a fenti potencialokat z; koriili multipélus sorba kell fejteni. Megmutattuk
[45], hogy (azonositva az R? sikot a C komplex szamsikkal), az R ; fiiggvény az alabbi

komplex egyszeri réteg potencidl valds része:

—IQ
Ri(x)=—e "7 [log(z—{)dC (1.6.10)
L
ahol eimj =ajllajl, € aj=w;—w; . Innen a z—log(l-z) fiiggvény Taylor-
sorfejtését hasznalva, kapjuk, hogy:
—1
—i; * e r
Rj(z)=—e flog(z—zj)jd§+2—2j(c—zj) dg (1.6.11)

r, r=lr(z=z;)7 T

A jobb oldali 0sszegben levé integralok analitikusan kiszamithatok, innen nyerjiik R ;-nek a

z j kézéppont koriili multip6lus sorat:

Rj(z)=0glog(z—z;)+ X ———,
r=l(z—=2z;)

,
—i®. a;
o. —laje iw; 1 —L 1, ha r péros

r r(r+1)\ 2
0, ha r pératlan

Hasonl6an, a K¢ ; figgvény az alabbi komplex kettosréteg potencidl valos része:

1
g

Kj (Z) = —lf[ .

J

Felhaszndlva, hogy konnyen lathat6an R’j (2) =—ie_imj K;i(z), a K; figgvény z; koriili

multip6lus sora mar egyszerlien adodik:

0, ha r péros
K= —Pr— anol B, ={ 2ifa;) ,
r=l(z-2;) ] ha r pératlan
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A K *(p j» 90 fiiggvények multipélus sorai hasonloan allithatok el (felhaszndlva, hogy e

fiiggvények az egyszert ill. a kettOsréteg potencidl normalis irdnyu derivaltjai, igy multipdlus
soruk K¢ ;, R ; multipolus soraibol egyszeriien szarmaztathatok).

Az itt vazolt médszer részletei a palyazé [42], [44], [45] publikdcidiban taldlhaték. A
mddszer kombindlva a mddszert a perem-integralegyenletekre alkalmazott multigrid mod-

szerrel, a perem-integrilegyenlet megolddsanak miiveletigénye O(N 2)—r('Sl O(NlogN)-re
csOkkent. Tudomasunk szerint ennél gyorsabb perem-integrdlegyenlet megoldé6 modszer
mindmadig nem sziiletett.

Megjegyzés: Numerikus szempontbdl tovabbi problémat jelent, ha a (1.6.4) perem-integral-
egyenletben f #0. Ekkor mar nemcsak peremintegrilok fordulnak eld, és Lf értékeinek
meghatdrozdsa gondot okozhat. Ha ui. az (Lf)(x) integralokat valamilyen szokdsos numerikus
kvadratirdaval szdmitjuk, akkor Q-n racsot vagy halét kell definidlni, igy a mddszer egyik f6
eldnye elvész. Az f fliggvény pedig biztosan nem azonosan zérus, ha a perem-integralegyenlet
modszert inhomogén és/vagy nemlinedris feladatra alkalmazzuk. A probléma a Newton-
potencidlok halomentes kiértékelésével vagy hdldémentes moddszerek alkalmazasdval keriilhe-
t0 meg. Ezekkel a kérdésekkel a 3. fejezetben foglalkozunk.
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2. Multi-elliptikus interpolacié QT-halokon

A fizikai-mérnoki problémdak matematikai modellezésében a leggyakrabban eldéforduléd
részfeladat — kimondva vagy kimondatlanul — az interpoldci6 feladata. A modellek
megvaldsitdsakor sok paraméter numerikus megadasa sziikséges. Ezek tobbsége mérési adat.
A legritkabb eset az, hogy egy adatra mérési eredmény épp abban a pontban all rendelkezésre,
ahol a modellnek sziiksége van. Igy pl. sekélyvizi egyenletek esetén sziikséges a
fenékgeometria ismerete; szivargasi problémak esetén a szivargasi tényezo értékei; hdvezetési
probléma esetén a hovezetési tényezd értékei stb. stb. Végeselemes vagy végesdifferencids
numerikus modellek (de akdr a kovetkezd fejezetben targyalandé hélonélkiili médszerek)
esetében ezen ért€kekre eldre meghatarozott helyzeti csomod- vagy racspontokban van
sziikkség, ami ezen adatokra vonatkozé interpoldcidhoz vezet. A numerikus modellek
szamit4si eredményeinek vizualizdldsakor az interpoldcié ugyancsak természetes modon
fellépd részprobléma.

Az egydimenzids interpolacié témakore jol ismert és jol kidolgozott, nem utolsésorban
azért, mert a szdmegyenesen létezik egy természetes rendezés. Nem ez a helyzet kett6- vagy
tobbdimenzids problémdk esetén, ha az interpoldcids alappontoknak semmiféle szabdlyos
struktdrdja nincs. Ebben a fejezetben ilyen problémadkra koncentrdlunk, a hangsulyt a palyazé
altal kidolgozott multi-elliptikus mddszerekre helyezve. Végig kétdimenzids problémdkat
vizsgalunk azzal a megjegyzéssel, hogy az eredmények konnyen kiterjeszthetok magasabb di-
menzids terekre is. A 3. fejezetben a szort pontu interpolacié természetes médon 1ép fel a
halénélkiili (mas széval racsnélkiili) médszerek konstrualasakor.

2.1. A szoért pontu interpolacios probléma

Legyen Qg c R? korlétos tartomdny, legyenek xj,x,,...,xy € Q( adott, paronként kiilon-

boz6 pontok, melyeken semmiféle (racs- vagy halo-) struktirdt nem tételeziink fel; legyenek
végil fi, f2,.... fy € R adott szdmok. Keressiink olyan, minél simdbb f:Q,; — R fiigg-

vényt, mely kielégiti az
J ) = fr (k=12,.,N) (2.1.1)

interpolacios feltételeket.

Nyilvanvalé, hogy a probléma ebben a megfogalmazdsban alulhatirozott, igyhogy az
interpolacios f fiiggvényre tovabbi feltételeket kell tenni.

Az approximdcidés tulajdonsdgok vizsgdlatdhoz célszeri a problémat az alabbi mddon
atfogalmazni. Legyenek X,Y Banach-terek, X Y folytonos injekcidval, és tegyiik fel,

hogy X < C(Qg), ugyancsak folytonos injekciéval. Az Ae L(X,Y) folytonos linedris

operatort interpoldcids operdtornak nevezzik az S :={x,xy,..., x5y} € €y halmazra nézve,
ha

(Af)(xg) = f(xg) (k=12,.,N) (2.1.2)

teljesiil minden fe X esetén, azaz az f és az Af fliggvények megegyeznek az {xj,x;,...,xp }
alappontrendszeren.
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Interpolaciés operatorok konstrudldsakor arra toreksziink, hogy f és Af a lehetd legkisebb
hibdval megegyezzék (az Y-beli norma szerint), azaz az A operator a lehetd legjobban
kozelitse az X-beli [ identitast:

IAf = Flly<CS)I flly

ahol a C(S) konstans S-t6l fiigghet, de f~t6l nem. Azt mondjuk, hogy az A interpolacids
operator s-edrendii valamely s >0 szam mellett, ha

IAf = Flly<C-h5 N flly |

ahol a C konstans S-t6l és f-t0l is fiiggetlen 4 pedig az S halmaz stlirliségét jellemz6 karak-
terisztikus vagy szepardcios tavolsagot jeloli:

h:= sup inf llx—yll
)CEQO yGS

A probléma hasonléan fogalmazhaté meg akkor is, ha € nem két-, hanem hdrom- vagy még
magasabb (de véges) dimenzids. Az egydimenzids interpoldcié ezeknél jéval specidlisabb és
sokkal kidolgozottabb problémakor, elsOsorban azért, mert R-nek van egy természetes
rendezése, melyet az interpoldaciés modszerek hallgatélagosan vagy kimondottan
felhaszndlnak.

Példa: Tetszdleges f € C(ﬁo) fiiggvényre definidljuk az Af interpolacids fiiggvényt az alabbi
sulyozott atlaggal (Shepard-interpol4cid):

N

Z f(xj)w(x—xj)
(Af)(x) =T ahol w(x):=—
> wlx—x;) Il
j=1

Ez a formula akkor értelmes, ha x # x; semelyik k=12,..,N indexre: ehelyett legyen

(Af)(x¢) = f(x;) az alappontokban. Ismert, hogy Af folytonos Qg-on (sét, folytonosan
differencialhat6), de az alappontokban mindkét parcidlis derivélt eltlinik, ami az interpol4ciot
rontja.

AJ modszer realizdlasa (ellentétben a kovetkez0 szakasz mddszereivel) egyenletmegoldast
nem igényel, miiveletigénye minden egyes xe € esetén O(N) .

A modszert illusztralandd, legyen Q) az egységnégyzet, és legyen f(x,y):=sinTxsinTy .
Az  xp,xp,..,xy pontokat Qq-ban egyenletes eloszlds szerint kvéazi-véletlenszeriien
valasztottuk (nem fogadva el olyan pontokat, melyek a tobbiek barmelyikétdl elére adott

€>0 szamndl kozelebb vannak). N =50 mellett az interpolaciés fliggvényt a 2.1. dbra
mutatja. Az interpoldci6 relativ hibdja 27.88% volt (a maximum-norma szerint).
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2.1. dbra. Interpoldcio Shepard-modszerrel. f(x,y):=sinTxsin Ty

2.2. A radidlis bazisfiiggvények modszere

Jelenleg a tobbdimenzids interpolacids problémdk megolddsanak valdszinlileg a legnép-
szeribb moddszercsalddja a radidlis bazisfiiggvények moddszere (RBF-mddszer, [19], [20],
[62], [63], [64]). Ebben a megkozelitésben, ha adottak az fj, == f(x;) fliggvényértékek az x;

interpol4cids alappontokban, akkor az Af interpoldcids fiiggvényt az aldbbi alakban keressiik:

N
(A )(x)= X o ;P ;(x—x;) , (2.2.1)
Jj=1

ahol @,,P,,... Py ‘R? 5 R adott radislis (korszimmetrikus) bazisfiiggvények, azaz a
@ ;(x) fuggvenyértekek csak az r:=ll x|l normitol fuiggnek. Az ismeretlen 0, Qy,..., 0y

egylitthatok pedig az interpoldcids egyenletekbdl hatarozhatok meg:
N
2 0P (e —xj) = fi (k=12,..,N), (2.2.2)
Jj=1

feltéve, hogy a (3.8) egyenletrendszernek egydltaldan van megoldasa (ez nem mindig teljesiil

[78]).
A @ radidlis bazisfiggvények alkalmas megvilasztasaval sokféle konkrét moédszerhez

jutunk. A leggyakrabban hasznélatos modszerek a kovetkezok:

Multikvadrikus médszer (method of multiquadrics, MQ-mddszer [70], [73], [74]):

D ;(r) :=1[r2+c% ,

ahol a ¢j,cy,...,cy >0 szamok alkalmasan valasztott skaldzé paraméterek, egy lehetséges
megvalasztasuk:
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¢ =minll x; —x; |
Jj*k

Vékony lemez modszer (thin plate splines, TPS-moédszer [22]):
D ;(r)= r? logr, minden jindexre

Gauss-fiiggvények:

c3r?

. —p
D;(r)=e
(cp,cp,...,cp 1tt 1s skalazo konstansok).

A dudlis reciprocitdsban (3.1. szakasz) tradiciondlisan hasznalt fiiggvények [82]:

O] j (r):==1+r, minden jindexre

Néha a (2.2.1) formula jobb oldalat kiegészitik még néhany tovéabbi taggal, tipikusan alacsony
fokszamu polinomokkal:

N M
(Af)(x) = Zlajq’j(x—xj)"‘ Zlajpj(x) (2.2.3)
J= J=

Ez esetben a (2.2.2) rendszer tovabbi egyenletekkel egésziil ki (ortogonalitési feltételek):

N M
jZ_:l(ijDj(xk—xj)+J§1ajpj(xk)=fk (k=1,..,N)

Iy (2.2.4)
2 0ipr(x;)=0 (k=1,...M)
j=1

Mindezen bazisfiiggvények kozos jellemzdje, hogy bar a (2.2.2) interpoldcids egyenletrend-
szer altaldban megoldhatd, de a rendszer numerikus szempontbdl nagyon kedvezdtlen. Miutan
e bazisfiiggvények tartéja nem korldtos, a rendszer maétrixa teljesen kitoltott méatrix, sokszor
nemszimmetrikus €s dltaldban rosszul kondiciondlt: a kondiciészam tetszdlegesen nagy lehet,
ha § egymashoz kozelesd pontokat is tartalmaz. Ezért (2.2.2) megolddsara dltaldban — jobb

hijan — Gauss-elimindciét hasznalnak: ennek miiveletigénye O(N 3) , ami megengedhetetleniil
naggya vilik, ha az alappontok N szdma nagy (a jelenlegi gyakorlatban: N meghaladja az
ezres nagysagrendet). Ez a fenti moddszerek alapvetdé hétranya, jollehet, a moddszerek
interpol4cids tulajdonsdgai nagyon jok: megmutathaté pl., hogy az MQ-mddszer (elég sima
figgvények esetén) exponencidlisan konvergdl [76]. Sok alkalmazds viszont, igy pl. a
rdcsmentes modszerek konstrukcidja, ennél joval tobb alappontot is hasznélhat.

A 2.2. dbrdn az eldz6 szakasz példdja lathatd ( f(x,y):=sinmxsinmy, 50 kvazi-véletlen-
szerlien valasztott alappontrendszerrel), de az interpoldciés modszer most az MQ-mddszer
volt, mely a Shepard-mdédszernél sokkal simébb interpolacios feliiletet ad. A relativ hiba most
1.23% volt (a maximum-norma szerint).
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2.2. dbra. Interpoldcio MQ-modszerrel. f(x,y):=sinTxsin Ty

A fentebb jelzett nehézségek dthidaldsara tobb modszer is kindlkozik. Az egyik lehet6ség a
kompakt tartoju bazisfiiggvények hasznélata [88]. Ekkor a (2.2.2) egyenletrendszer métrixa
ritka métrix lesz, tovabba lehetséges az interpoldcids probléma tobbszintii megoldésa is [12],
[21], ami tovabb csokkenti a miiveletigényt. Egy més lehetdség a TPS-mddszer haszndlata oly
modon, hogy a (2.2.2) egyenletrendszert valamilyen robusztus iterdcids mddszerrel pl.
konjugdlt gradiens moddszerrel oldjuk meg, és ekozben a (2.2.1) formula kiértékelését a
multipolus maodszerrel gyorsitjuk [3]. Mi egy harmadik mddszert javasoltunk, mely azon
alapul, hogy a szort pontd interpolaciés problémat visszavezetjiilk egy magasabbrendt (pl.
biharmonikus) parcidlis differencidlegyenletre, melyet aztdin numerikusan QT-hélén definialt
multigrid médszerrel oldunk meg (ezt elsdként [32]-ban javasoltuk). Ez a megkozelités
lehetdvé teszi, hogy a (2.2.2) ill. a (2.2.4) egyenletrendszert és annak megoldasat teljesen
elkeriiljilk: megemlitjiik tovabb4, hogy ez a megkozelités akkor is mikodik, ha néhany alap-
pont nagyon kozel keriil egymdshoz, ugyhogy a (2.2.2) ill. a (2.2.4) egyenletek mar
lényegében szingularisak.

2.3. Multi-elliptikus interpolacid

Ismeretes, hogy a TPS-mddszerben fellépd P : R%Z SR , P(r)= r? log r fiiggvény (konstans

szorz6 erejéig) alapmegolddsa a kétdimenzids biharmonikus egyenletnek. Ennélfogva a
(2.2.1) formula 4ltal definidlt interpolaciés fiiggvény az interpolacids alappontok kivételével
mindeniitt biharmonikus. (Ugyanez 4ll a (2.2.3) alaku kiterjesztett TPS-mddszerre, ha (2.2.3)
jobb oldalan fellépé p; fuggvények elég alacsony foku polinomok). Ez adja az otletet, hogy

interpolécids fliggvényt olyan f fiiggvényként keressiik, mely kielégit egy alkalmas,

Lf =0 (2.3.1)

alaku parcidlis differencidlegyenletet Qgq-ban, az interpoldciés alappontok esetleges

kivételével (disztribicio-értelemben), ahol L egy, a mddszert jellemzd operdtor. A (2.3.1)
egyenlethez az
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fGp)=fr (k=12,.,N) (2.3.2)

interpoldcios egyenleteket mint specidlis "peremfeltételeket”" csatoljuk. Az € tartomdny

peremén tetszoleges reguldris peremfeltételt pl. Dirichlet-feltételt irhatunk eld.

Ezt az interpolaciés oOtletet mas meggondoldsok is aldtdmasztjak. Egyrészt nyilvanvalo,
hogy csak olyan L operatorok johetnek szoba, melyek alapmegoldédsa folytonos az origdban;
igy két- vagy haromdimenziés interpolacios problémak esetén a jol ismert masodrendli opera-
torok (Laplace-operator, Helmholtz-operator) nem hasznalhatok (logaritmikus jellegii
szingularitdsok generdlédnak az alappontokban), de pl. negyedrendii operdtorok (bi-
harmonikus operator) mér igen. Mésrészt, egydimenziés problémadkat tekintve, a Laplace-

operatornak megfeleld d? | dx? operator alapmegolddsa (az abszolutérték-fiiggvény) folyto-
nos az origéban, és a (2.3.1) - (2.3.2) probléma megoldasa épp a szakaszonként linedris inter-
polacié. Hasonl6 éllitas igaz a harmadfoku spline interpolaciéra, mely az alappontok kivételé-

vel mindeniitt kielégiti a d* f Jdx* =0 egyenletet, a megfelelé alapmegoldds (x —| xl3)

pedig szintén folytonos az origéban. Két- €s magasabbdimenzids problémékban szokatlan
ugyan a diszkrét pontokban adott peremfeltétel, de megmutattuk [49], [51], hogy ez mégis

korrekt kit{izésii problémakra vezet alkalmas H®(Q() Szoboljev-terekben, ha s> 2.

Biharmonikus interpolacio. A (2.3.1)-ben szerepldé L operator legegyszerlibb megvalasztasa
a biharmonikus operator: L:=AA. Ekkor tehat az interpolacios fiiggvény az az Af := F
fiiggvény, melyre

AAF =0  Qy\{x},x7,...,x } -en (disztribicié-értelemben), (2.3.3)
és
F(xi) = f(x) (k=12,.,N) (2.3.4)

teljesiil. Az Q( tartomdny peremén tetszOleges reguldris peremfeltételt irhatunk eld, pl.

Flag,= O,aa—: o, =0 (Dirichlet-feltétel).

A problémét a Hg () Szoboljev-térben vizsgiljuk. Mint ismeretes, itt a kovetkezd
(skaldris szorzat altal generdlhatd) normdk mind ekvivalensek:

lull®>= 3 I D% ||i @)
lal<2 212°0

2 o 2
Null®= > I D ull
laul=2 L2 (@)

2. 2
2 17 =1l Au ”Lz(Qo)

Vezessiik be a

We={ue H3(Qy): ulx)=..=u(xy)=0)
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alteret, amely a bedgyazasi tételek értelmében zdrt altere a H 3 (€2p) Szoboljev-térnek. Akkor
a(2.3.3) - (2.3.4) probléma az aldbbi médon is megfogalmazhato:

Direkt interpoldcios probléma: Adott f e Hg () fiiggvényhez keressiink olyan ue W
fiiggvényt, hogy

Aw+ f)=0 (2.3.5)
teljesiiljon (disztribucié-értelemben) az Qy\{x, x,,...,x) } tartoményon.
Ekkoraz F:=u+ f fliggvény nyilvan megoldasa (2.3.3) - (2.3.4)-nak.

A fenti probléma varidcids feladatként is felirhato:

Varidcios probléma 1: Adott f € Hg (Q() fiiggvényhez keressiink olyan ue W fiiggvényt,
hogy

(A + f),Aw) L@ =° (2.3.6)

teljesiiljon minden we W -re.

A probléma egy masik varidcios megfogalmazasa a kovetkezo:

Varidcios probléma 2: Adott fe H 5 (Q() fiiggvényhez keressiink olyan ue W fiiggvényt,
mely minimalizdlja a W altéren az aldbbi kvadratikus funkciondlt:

Gw)=llA(v+ f) "%2(90) (veW) (2.3.7)

A kovetkezo tétel [49] szerint a fenti problémédk mind ekvivalensek:

2.3.1.Tétel: A (2.3.5), (2.3.6) és (2.3.7) problémak ekvivalensek, és egyetlenegy megoldasuk
1étezik, éspedig: u =—Pf , ahol P jeloli a W zart altér ortogonalis projektorat a

<u,v> = <Au,Av> = [Au-AvdQ

L, () g
0

skaldris szorzat szerint (amely skalaris szorzat a H 3 (€2() -normaval ekvivalens normat ge-
neral).
A tétel bizonyitdsdnak f6 gondolatmenete a kovetkezd (részletek [49], [S1]-ban). A két
variacios feladat atirhaté az alabbi formakra:

(a) keressiink u € W -t, hogy <u + f,w> =0 teljesiil minden we W -re (2.3.8)

(b) keressiink ue W -t, hogy lu+ f I?<llu+ f +wll? teljesiil
minden we W -re (2.3.9)
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E két varidciés probléma ekvivalens. Valéban, ha u megolddsa (2.3.8)-nak, akkor
(2.3.9)-nek is, mert tetszoleges we W -re:

lu+f+wiP=lu+ £ 1% 20w+ oWl wiZ=lu+ 12 +0wiZ2 e+ £12.
Ha pedig u megoldésa (2.3.9)-nek , akkor

N+ f+wiP=lu+ 1% +20u+ fowh I wl?> i+ f 17

miatt minden we W -re 2<u + f ,w> > [lwl? teljesiil: innen standard meggondoldsok-

kal adédik, hogy sziikségképp <u +f ,w> =0, azaz u megoldasa (2.3.8)-nak is.

A (2.3.8) varidcios probléma megolddsara pedig: u+ f € WJ‘, teljesiil, ahonnan adddik,
hogy a megoldas 1étezik, és egyértelmi, éspedig u =—Pf , ahol P jeloli a W zart altér
ortogondlis projektorat a <,> skalaris szorzat szerint.

Végiil a (2.3.5) direkt és a (2.3.6) varidcids problémak ekvivalencidjat kell megmutatni.
Legyen u megoldésa (2.3.6)-nak, és legyen @& D(Qq\{x,....,xy}) tetszdleges, akkor

eeW s teljesill, igy [A(u+ f) -A@dQ =0, ahonnan (disztribiicio-értelemben)
Q

AA(u+ f)=0 az Qy\{x,...xy} tartomidnyon, azaz u megolddsa a (2.3.5) direkt

problémanak. Megforditva, ha u megoldasa (2.3.5)-nek, akkor egyuttal (2.3.6)-nek is
megoldasa, mivel a D(Qg\{xq,...,x }) altér stirh W-ben: ez az allitds nem kovetkezik

abbdl a jol ismert allitdsbol, hogy D (L)) slrl altere H 3 (£2() -nek; ennek (egyébként
technikai jellegii) igazolasa [S1]-ban taldlhato.

A fenti formuldkban szerepld F :=u+ f fliggvényt biharmonikus interpoldcios fiiggvénynek
nevezziik. Mas szdval, a (2.3.4) interpolécids feltételek mint diszkrét pontokbeli peremfeltéte-
lek valéban nem rontjdk el a (2.3.3) biharmonikus egyenlet korrekt kitliz€sét, ami onnan is
sejthetd, hogy az alappontokra koncentrélt Dirac-disztribuciok folytonosak a H 8 (£2() -norma

szerint.

A biharmonikus interpolaciés fliggvény approximaciéja a klasszikus (Taylor-sorfejtésen
alapuld) megkozelitéstdl eltéréen, Szoboljev-terekben vizsgalhaté kényelmesen. Az appro-
ximdaciét a h szeparacids tavolsag fiiggvényében szeretnénk becsiilni. Az eredményeket az
alébbi tétel foglalja 0ssze [49]:

2.3.2.Tétel: A biharmonikus interpoldcié mdsodrendli az L, (£()-norma és elsérendii a
! () -norma szerint, azaz tetszéleges f e H 5 () esetén érvényesek az
2
I F—f ”Lz(QO)S Cih Il f "HOZ(QO)’
- <

I F—f ”Hl(QO)—CZh" f ”H&(QO)
becslések, alkalmas C;,C, =0 konstansok mellett: e konstansok € -t6l fiigghetnek, de f-tdl
valamint az interpolaciés alappontokt6l nem.
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A tétel bizonyitasanak 6 eszkoze az aldbbi lemma [34], [51]:
Lemma: Legyenek X, Y Banach-terek, X Y, kompakt injekcidval. Tegyiik fel, hogy

X norméja el84ll Il x 1% =l x 1% +p(x)? alakban, ahol p folytonos félnorma X-ben.
Legyen g egy mdsik folytonos félnorma X-ben, melyre p+¢ mar norma, azaz
p(x)=0, g(x)=0 csak ugy lehet, hogy x=0. Akkor alkalmas C >0 konstans
mellett Il xlly < C-(p(x)+q(x)) teljesil minden xe X -re (ahonnan konnyen
kovetkezik, hogy X normédja ekvivalens is a p + g normadval).

(Megjegyezziik, hogy ebbdl a lemméabdl mind a j6 ismert Bramble-Hilbert-lemma, mind
a Friedrich-Poincaré-egyenlGtlenségek levezethetok [34])

Alkalmazzuk a lemmat a kovetkezd szereposztdsokban. Legyen Q egy korlatos, elég
sima tartomdny, xg € Q tetszdleges pont. Legyen

X=H>Q),Y=L(Q),

1/2
p(u) :=|u|m:=[ > I1D% ||i2(g)] > q(u) =lulxp) 1+l gradull (),
lal=2

innen kapjuk, hogy minden ue H 2 (Q2) esetén
il )< C-lulxg) 1+ gradully ) +luly o)

teljesiil alkalmas C >0 konstans mellett (mely Q-tol és x(-tdl fiigg, de u-t6l nem).

Hasonl6an, legyenek xj,x;,x3 € £ nem kollinedris pontok, és
X = HZ(Q),Y = HI(Q) s pw)=luly o, qu) = ulx) I +1u(xy) I+ 1u(xz)l,

innen kapjuk, hogy minden ue H 2(Q) esetén
Il u ||H1(Q)sc-(| w(xp) 1+ (o) 1+ lu(ez) 1+l o)

teljesiil alkalmas (u-t6l fiiggetlen) C = 0 konstans mellett. E két becslésbdl mar adddik,
hogy ha x|, x;,x3 € Q nem kollinedris ponthdrmas, akkor alkalmas C;,C, =0 kons-
tansok mellett az

IIuIILZ(Q)SCI-IuIZ’Q . ”u”H](Q)SCZ'lub’Q

becslések teljesiilnek minden olyan ue H 2(Q) figgvény esetén, melyek eltlinnek az
X1,Xp,x3 pontokban. A Cj,C, =20 konstansok fliggését az € tartomdny 4tmérdjétol

egyszerli valtozotranszformacidval kapjuk: innen a tétel allitdsa mér kézenfekvd 1€pé-
sekkel adodik. A részletek megtaldlhatok a palyazé [S1] publikaciéjaban.

A biharmonikus interpoldciés fiiggvény és az RBF-tipusid interpolacié kozt szoros

Osszefiiggés 4ll fenn, ahol a radidlis bazisfiiggvény épp a biharmonikus alapmegoldas.
Pontosabban, érvényes az alabbi tétel [49]:
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2.3.3.Tétel: Az F biharmonikus interpolaciés fiiggvény egyértelmiien reprezentalhat6 az

F(x)=w(x)+ g BjP(x—x;) (2.3.10)
j=1

alakban, ahol w:Qy —R egy Qg-on mindeniitt biharmonikus fiiggvény (beleértve az
interpoldciés alappontokat is), ¢ pedig a biharmonikus alapmegoldadst jeloli:
@(r)zirzlogr.

Ry

Legyen ui. @€ D(Q() olyan fiiggvény, melynek tartdja az egységkor belsejében van,

Y

€s @p(0)=1. Jeldlje (pj(x) = (po{ ] (j=12,..,N), ahol az €,€,,...€ pozitiv

8 .

J
szamok olyanok, hogy az x; kozéppontd, €; sugard korok paronként diszjunktak s
mind €g-ba esnek. Ezekutdn tetszileges @ D() fiiggvény esetén jeldlje

N
v(x)=@(x)— X (p(xj )(pj(x) , akkor ve W, és ezért:
J=1

N
(For)=(aF.80), ) = X 00e)) {F.0;)=0.
Innen (disztribucié-értelemben) az kovetkezik, hogy:
N N
AAF=j§1<F,(pj>-8xj = ]EIBJ- 8y

ahol & X jeloli az x; alappontra koncentrdlt Dirac-disztribuciot. Innen a tétel allitdsa

mar kovetkezik

Megjegyzés: A 2.3.3. Tétel Duchon tételének [22] egy altaldnositdsa, mely szerint g = R?

esetén a TPS-interpolécié épp egy (2.3.10) alaku fiiggvényt eredményez: ez esetben w legfel-
jebb elséfoku polinom.

A (2.3.10) reprezentacioban szerepl6 B j egyutthatok egyenletmegoldds nélkiil szamithatok ki

a biharmonikus interpoléacié végrehajtasa sordn, ui.
N
AAF = % Bj8xj (2.3.11)
J=1

miatt (ij jeloli az x; pontra koncentralt Dirac-disztribiciot), ha az F interpolacios fiigg-
vényt mar meghataroztuk, akkor a AAF' fiiggvény x;-beli szingularitdsanak "mértéke” épp a
B j egyiitthatot adja. (2.3.11) numerikus kiértékeléséhez ugyanazok a differenciasémak

hasznalhatdk, mint a bitharmonikus interpolacids probléma megoldésara.
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A reprezentdcidban szereplo B j egyiitthatok nemcsak egyértelmtien, de stabil mddon is meg
vannak hatdrozva: az egyiitthatok abszolut értékei nem lehetnek akarmilyen nagyok. Ezt feje-
zi ki a biharmonikus interpolacié stabilitdsi tétele [49]:

2.3.5.Tétel: Ha az €,€5,....€y >0 szdmok olyanok hogy az x j kozepi, €; sugard korok

paronként diszjunktak, és mind Q-ba esnek, akkor

% eZpZ <C-Il £ 117 (2.3.12)
- 7T H{ () o

j=1

teljesiil, ahol a C konstans mind az f fiiggvénytl, mind az xj,x;,...,xy alappontoktdl

fiiggetlen.
Valbban, a 2.3.4.Tétel bizonyitdsabol kideriil, hogy a j egyitthatok explicit formaban

felirhatok, és:
B P=1(F,0;)*< [IAF PdQ- [IAg; 1PdQ,

J J
sugari kort. A jobb oldali utolsé integralt a B

ahol B; jeloli az x; kozepl, €;
egységkorbe transzformalva kapjuk, hogy
1
[1AQ; 17dQ =— [IAQ) I°d<2.
2
8% -tel szorozva, €s j szerint 0sszegezve j=1,2,...,N -re, a tétel allitdsa mar adodik.

A 2.3. dbrdn egy példat mutatunk a biharmonikus interpoldcidra. Itt Q az egységnégyzet,

f(x,y)= sin? mxsin2 my, és 100, az egységnégyzetben egyenletesen, kvazi-véletlenszeriien
elszért alappontot haszndltunk. Diszkretizalasként ekvidisztdns racshédléra épiilé centrdlis
differenciasémdkat alkalmaztunk. Az interpoldcié sima fiiggvényt szolgdltat, a relativ hiba

1.43% volt (a diszkrét L, -norma szerint).
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Megjegyezziik, hogy az interpoldcidban az €2 tartomdny peremére tett peremfeltételek ald-
oF

rendelt szerepet jitszanak. Az Flyq =0, a_laQ , =0 Dirichlet-féle peremfeltétel mas
n

reguldris peremfeltételre is kicserélhetd: ez a W altér definiciéjdban jelent kis valtozast. Igy pl.
W gyanant a

W={ue H*(Qy)NH}(Qg): u(x))=..=u(xy)=0)

alteret valasztva, a direkt problémaban ez az F Iy =0, AF lyq =0 Navier-féle peremfel-

tételt eredményezi. Az igy nyert interpoldcidé approximdcidjara, reprezenticidjira stb. az
el6z6hoz teljesen analog tételek igazolhatok.

Egyéb negyedrendi multi-elliptikus interpolaciés médszerek. A biharmonikus interpola-

ci6 nem az egyetlen stratégia a multi-elliptikus tipusu interpoldciés mddszerek konstrudlasara
(bar kétségkiviil a legegyszeriibb). Ennél altalanosabb az

L:=(A-cfD(A—-c31) (2.3.13)

differencidloperdtor alkalmazdsa, ahol c¢|,c, € R adott, a médszert jellemz6 szamok.

A H (% () térben a norma konnyen ldthatéan ekvivalens az

(1,v) = <(A—c121)(A—c§1)u,v>L .
2 0

(2.3.14)
_ 2 2 22
= <Au,Av>L2 Q) ~€i <u,Av>L2 Q) "2 <Au, y>L2 Q) +cichy <u,v>L2 Q)
skaldris szorzat altal indukalt norméval is:
I 12 =1l A 112 +(cf +¢3) 1 gradu II? +efes lull? (2.3.15)

Ly (Q) Ly () Ly (Q)

Ezért a biharmonikus interpolacié konstrukcidjakor tett meggondoldsok érvényben maradnak,
és — értelemszer valtoztatdsok utdn — az alabbi eredményeket nyerjiik.

Direkt interpoldcios probléma: Adott f e H(% (€2() fiiggvényhez keressiink olyan ue W
fiiggvényt, hogy

(A—cED(A-c3Du+f)=0 (2.3.16)
teljesiiljon (disztribucié-értelemben) az Qy\{x, x,,...,x) } tartoményon.

Hagyomédnyosabb megfogalmazasban ez azt jelenti, hogy az F:=u+ f interpolacids
fiiggvényre megkoveteljiik az alabbi egyenldségek teljesiilését:

(A=cfD)(A=c31)F =0 Qo\{x[, X9, Xy } -en,
Flyo, =0, oF 150, =0 (peremfeltételek)
0 al’l 0
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F(xp) = f(xg) (k=12,..,N) (interpolacios feltételek).
Varidcios probléma 1: Adott f € Hg (Q() fiiggvényhez keressiink olyan ue W fiiggvényt,
hogy

(u+f,w)=0 (2.3.17)
teljesiiljon minden we W -re.

Varidcios probléma 2: Adott fe H 5 (Qg) fiiggvényhez keressiink olyan ue W fiiggvényt,
mely minimalizélja a W altéren a

Gw)=llv+ f & veW) (2.3.18)

kvadratikus funkciondlt.
A fenti problémék megoldhatésagéra a 2.3.1.Tétellel analdg tétel érvényes [51]:

2.3.6.Tétel: A (2.3.16), (2.3.17) és (2.3.18) problémak ekvivalensek, és pontosan egy meg-
oldasuk létezik a W altérben. A megoldasbdl képezett F :=u+ f interpolaciés fliggvény

mdsodrendben kozeliti f-et az L,(€2()-norma szerint, és elsérendben a H 1(QO) -norma
szerint. Az F interpolacios fliggvény egyértelmiien eloall

N

F)=w+ X B;P(x—x;) (2.3.19)
J=1

alakban, ahol w:Qy — R egy Q-on mindeniitt (az interpoldcids alappontokban is), kielégiti

a (A- 012 DH(A- c% Iw =0 differencidlegyenletet, ® pedig a (A— 012 DH(A- c% 1) multi-ellip-
tikus operdtor alapmegolddsa: ha ¢j,cp >0 és ¢; # ¢y, akkor

_Koleyr)—Ko(cpr)
2ﬂ:(c12 —c%)

O(r) = (2.3.20)

ahol Ky az ismert harmadfaji médositott Bessel-fiiggvény.
Fontos specidlis eset, ha ¢; =cp =c¢ >0 (bi-Helmholtz-interpoldcié), és ha ¢; =0,
¢y =c >0 (kevert Laplace-Helmholtz-interpolé4cid). Standard meggondolasokkal igazolhato,

hogy a 2.3.6.Tétel most is érvényben marad, de a reprezenticidban szereplé & radidlis
bazisfiiggvény a kovetkezo alaku:

d(r) =—— K (cr) (2.3.21)
47c

(bi-Helmholtz-interpolacid), illetve
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(r) =~

5 (Ko (cr) +log(er)) (2.3.22)
2mc

(kevert Laplace-Helmholtz-interpoldci6). Megjegyezziik, hogy az el6bbi esetben K| origé-
beli szingularitdsit az r szorzé kompenzalja, utobbi esetben a logaritmusfiiggvény és a K,
Bessel-fiiggvény 0-beli szingularitdsai épp kioltjdk egymast, igy a fenti alapmegoldasok — a
biharmonikus alapmegolddshoz hasonléan — az origéban is folytonosak maradnak.

Ha sziikséges — de dltaldban nem sziikséges! —, a (2.3.19) reprezentdcidban szereplé [3 j

egylitthatok ismét egyenletmegoldds nélkiil szamithatok az innen azonnal ad6dé
2 2 N
A=cif ) A=c3F = Y Bjﬁxj (2.3.23)
Jj=1

egyenlOség alapjan.

Mint l4thatd, a biharmonikus és az altaldnosabb negyedrendii multi-elliptikus interpolacidk
meglehetdsen hasonléak. A Iényeges kiillonbség koztiik az, hogy mig a biharmonikus alap-
megoldds értékei nonek az origétdl tavolodva, az dltaldnosabb negyedrendli multi-elliptikus
operator alapmegolddsa (exponencidlisan) csokken r — +co mellett, amennyiben a ¢y, ¢y
paraméterek egyike sem O (beleértve a bi-Helmholtz-interpoldcié esetét is). Igy, bar egyik
fliggvény tartdja sem korlatos, numerikus szempontbdl azonban a (2.3.20) alapmegoldds még-
is Iényegében kompakt tartdjinak tekinthetd, a "lényeges tart6" szélessége a ¢j, ¢, paraméte-
rekkel szabdlyozhat6. A bi-Helmholtz-interpolacié esetén e két skdldzd paraméter megegye-

zik. Megmutattuk [49], hogy a bi-Helmholtz-interpolacié reprezenticidja még € = R?
mellett is érvényben marad, de ekkor w eltiinik:

N
F(x)= Zlﬁjcb(x—xj), (2.3.24)
]:

ami pontosan egy RBF-tipusu interpolacios formuldval egyezik. Ez egyuttal egzisztencia- és
unicitasi tételt is ad a bi-Helmholtz operdtor alapmegolddsara mint radidlis bazisfiiggvényre
alapozott klasszikus RBF-interpoldcios problémara. Ugyanakkor a [3 ; egyttthatok kiszamita-

séhoz tovabbra sem kell nagyméretii, tele matrixd egyenletrendszert megoldani, még akkor
sem, ha kozvetleniil az interpoldcids egyenletekbdl kivanjuk a 3 j egyiitthatokat meghataroz-

ni, ui. a fellépd egyenletrendszer matrixa (elég nagy ¢ mellett) ritka matrix lesz.

Megjegyzések:

1. A bi-Helmholtz-interpolaci6é alkalmazédsakor donté a ¢ paraméter helyes megvalasz-
tdsa. A cél az, hogy a ® fiiggvény lényeges tartdjanak mérete ne csokkenjen az
alappontok karakterisztikus tdvolsdganak nagysagrendje ald. Ha c tdl kicsi, akkor az
interpol4cid 1ényegében a biharmonikus interpoléciét adja vissza, igy a (2.3.24) repre-
zentdci6 érvényét veszti. Ha ¢ tdl nagy, akkor az alappontokban numerikus
szingularitdsok alakulnak ki, ami tonkreteszi az interpolaciot.

2. A kevert Laplace-Helmholtz-interpolaci6 esetében, mivel K, gyorsan csokken az ori-

gobtdl tdvolodva, a @ fiiggvény "majdnem" harmonikus az origétdl tavol. Ezt kihasz-
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ndlva, olyan interpolacids fiiggvények konstrudlhatok, melyek az alappontoktdl tdvol
lényegében harmonikusak. Pontosan ilyen fiiggvényekre van sziikség a Laplace-
egyenletre vonatkozé Dirichlet-probléma megoldasakor, amennyiben az interpolacios
alappontokat egy (£-ndl sziikebb) € tartomdny peremén vessziik fel. Erre a

gondolatra épiil a kovetkezd fejezetben bemutatdsra keriil6 egyik halomentes mddszer,
a regularizadlt alapmegolddsok modszere.

Poliharmonikus interpolacio. A multi-elliptikus interpolaciés médszerek egy masik iranyd
altaldnositdsi lehetdsége az alkalmazott L differencidloperitor rendjének novelése. Ha L-et a
Laplace-operdtor magasabb hatvanyainak vélasztjuk, az igy kapott mddszer nagyjabol
megfelel a poliharmonikus spline-okra épiil6 RBF-moédszereknek (de az interpolécids
egyenletrendszer megoldésa itt is elkeriilhetd). Az aldbbiakban ezt a megkozelitést vazoljuk,
részletek a palyazo [51], [55] publikécidiban talalhatok.

Legyen m > 2 egész szdm. Az interpoldcios fiiggvényt most a H{)' (Qq) Szoboljev-tér egy

alkalmas zart alterében keressiik, mely tobbféleképp is megvalaszthaté (annak megfelelden,
hogy most mar nemcsak az alapponti fiiggvényértékek, de (m—2)-edrendig bezardlag a

derivéltak is el6irhatok, mivel nemcsak az alappontokra koncentrélt Dirac-disztribicidk, de

annak derivaltjai is folytonosak a H™ (Q)-norma szerint). Egy lehetséges valasztds:

Wom ={ue H'Qo): ulx))=..=u(xy)=0} . (2.3.25)

Az ennek megfeleld varidcios €s direkt probléma (egyszertiség kedvéért csak egyetlen varia-
cids problémat fogalmazunk meg):

Varidciés probléma: Adott fe H{y' (Q) fiiggvényhez keressiink olyan ue Wo.m filggvényt,
hogy minden w € Wy ,, esetén

(w+fow) =0 (2.3.36)
teljesiiljon, ahol

<grad Alu,grad Alv> , ham=2[+1
<u v> - Ly ()
m <&mdﬁ , ha m = 21
Ly (Qp)

(2.3.37)

mely valéban skaldris szorzat H(’)" (Qp)-on, éspedig az eredeti H m (Q() -norméaval
ekvivalens normat generdl [51].

Direkt interpoldcids probléma: Adott fe H{' (Qq) fiiggvényhez keressiink olyan ue Wo.m
fiiggvényt, hogy

A"u+ f)=0 (2.3.38)
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teljesiiljon (disztribucié-értelemben) az Qy\{x, x,,...,x) } tartoményon.

Az F:=u+ f fluggvényt m-harmonikus interpoldcios fiiggvénynek nevezzik. A (2.3.37)
direkt probléma hagyoményosabb felirdsban a kdvetkezo:

AmFZO QO\{xl,xz,...,xN}—en,
d'F
on’

F(xi) = f(xg) (k=12,..,N) (interpolicios feltételek).

0 0Q( mentén (j =0,1,...,m—1) (peremfeltételek),

Ha m > 2, akkor a direkt interpoldcids probléma megoldhaté ugyan, de a megoldds nem
egyértelmil. Szemléletesen, ennek oka az, hogy nemcsak F értékei, de bizonyos derivaltak is
eléirhatok az alappontokban. A (2.3.36) varidciés probléma azonban egyértelmiien
megoldhatd, és megoldasa egyuttal a (2.3.38) direkt problémat is kielégiti. Az interpol4cid
rendjére érvényes az

HF—fI c-nm bl (I=01,...m-1) (2.3.39)

1 < m
H'(Q) Hy (Q9)

becslés, az interpolacids fiiggvény pedig egyértelmiien reprezentdlhat6 az alabbi alakban:

F(x)=w(x)+ g BjCIDm(x—xj) , (2.3.40)
j=1

ahol w:Qy — R egy €(-on mindeniitt m-harmonikus fiiggvény, ®,, pedig az m-harmoni-

kus alapmegoldas: ®,,(r) = r2m logr (konstans szorzo erejéig).
A W altér egy mésik lehetséges megvalasztasa:

Wi ={ue HQo): Au(x))=...=Au(xy)=0}, (2.3.41)

(itt fel kell tenni, hogy m >3 : ekkor Wy ,,, valéban zért Hy' (Q() -ban).

Ez a vdlasztds annak felel meg, hogy az alappontokban nem f', hanem Af értékeit irjuk elo.
A megfelel6 variaciés és direkt probléma most a kovetkezo:

Varidciés probléma: Adott fe H{' () fliggvényhez keressiink olyan u e Wi flggvényt,

hogy minden we Wy ,, esetén
(w+fow) =0 (23.42)

teljesiiljon, ahol (.,.) ~a (2.3.37)-ben definidlt skaldris szorzat.

Direkt interpoldcids probléma: Adott fe H{'(Q) fiiggvényhez keressiink olyan ue Wim
fiiggvényt, hogy
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A"u+ f)=0 (2.3.43)
teljesiiljon (disztribucié-€rtelemben) az Qo\{x;,x,,...,x) } tartomdnyon.

A variaciés probléma most is egyértelmiien megoldhatd, €s megolddsa a direkt problémat is
kielégiti, mig a direkt problémdra az egyértelmiiség nem teljesiil. Némi eltérés van a reprezen-
tacids formuldban: most az F :=u + f interpoldcids fiiggvény egyértelmiien eldall az

N
F(x) =w(x)+ Zlﬁj¢m_1(x—xj) (2.3.44)
]:

alakban, ahol w egy (-on mindeniitt m-harmonikus fiiggvény, mig &®,,_; az (m—1)-har-

monikus alapmegoldas: ®,,_;(r)= p2m=2 logr.
A fentiekkel anal6g interpolaciok konstrudlhatok még pl. a W =W, , "W, valasztas

mellett (ekkor mind a fiiggvényértékek, mind a Laplace-értékek eldirtak az alappontokban);
az is lehetséges, hogy az alappontok egy részében fliggvényértéket, a tobbiben Laplace-
értéket frunk eld. Ez utébbi eset a W altér kdvetkezd valasztasdnak felel meg:

W:={ueH(’)"(QO): Au(xp)=...=Au(xp;)=0, u(xpr4q)=..u(xy)=0}.

Ez a valasztas kiillonosen Poisson-egyenletek racsmentes mddszereinek konstrudlasakor tiinik
fel természetes modon. Ilyenkor a Poisson-egyenlet € kitizési tartomdnya egy €2(-nal
sziikebb tartomdny: Q-ban elhelyezve az xj,x,,..x); pontokat, € peremén pedig az
Xpr41-Xp42---Xy pontokat, ez az interpolacio a kovetkezoképp interpretdlhato: keressiink
olyan u fliggvényt, melyre a belsd pontokban a Au(xy ) = f; (k=1,2,...,M), a perempontokban
pedig az u(x;)=ug(x;) (kK = M+1,...,.N) eldirasok teljesiilnek. Ez a probléma pedig
nyilvdnvaléan a Au = f , u lyg=u Dirichlet-probléma egyfajta kozelitését jelenti.

Az eddig emlitett mddszerek kozos jellemzdje, hogy az interpoldciés problémét egy 2m-
edrendli parcidlis differencidlegyenletre vezetik vissza. Nagyobb m esetén ez numerikus
nehézségeket okozhat. Tapasztalatunk szerint legfeljebb m = 4 mellett érdemes a mddszert

implementdlni (tetraharmonikus interpolacid): ennél nagyobb m esetén a mddszer haszndlata
kényelmetlen.

2.4. Numerikus multi-elliptikus interpoldcié QT-halok haszndlataval

Az eloz0 szakaszban konstrudlt multi-elliptikus interpolaciés moédszerek numerikus reali-
zéldsa nem magétdl értetddd feladat, kiillonosen, ha a hagyomanyos RBF-mddszereknél
gazdasdgosabb modszereket szeretnénk nyerni. Ehhez ui. egy legaldbb negyedrendi, sik-
vagy térbeli Q( tartomdnyon kitlizott parcidlis differencidlegyenletet kell megoldani. Az
eredeti interpolacids problémat tehat egy — latszolag — sokkal nehezebb probléméara (negyed-
rendil differencidlegyenletre) vezettiik vissza; azonban az € tartomany lényegében szabadon

vélaszthatd, végletekig egyszerli geometridval rendelkezhet: kétdimenzids problémdk esetén
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pl. négyzet (vagy kor) lehet, haromdimenzids esetben kocka (vagy gomb), stb. Ugyanakkor az
Q) tartomany peremén tett peremfeltétel is tdg hatarok kozt szabadon vélaszthato.

Sikbeli probléma esetén néha az egyszerli ekvidisztans racsra épitett multigrid mddszer is
versenyképes lehet. Legyen ui. N az interpoldciés alappontok szdma. Akkor, a pontok
helyzetét 1/N pontossaggal kozelitve, az € tartomény lefedhet6 egy, nagysdgrendben NxN-

es raccsal. Multigrid médszert alkalmazva elérhetd, hogy a fentebb targyalt interpolacidk imp-

lementalasdnak miiveletigénye O(N 2) legyen, ami kevesebb a hagyomanyos RBF-mod-

szerek O(N 3)—os miuveletigényénél. Térbeli (és magasabbdimenzids) problémdk esetén ez
madr nem all: a megfeleld ekvidisztans racs itt mar legalabb NxXNxN-es, igy a multigrid méd-

szerek sem tudndk a miveletigényt O(N 3) ala szoritani.

A leginkabb gazdasdgos megoldast az 1. fejezetben bemutatott QT-hdlés multigrid méd-
szerek kindljak, ha a QT-h4lo szerkezetét az interpolacids alappontok vezérlik. Ekkor a prob-
léma mar csak a megfeleld differencidlegyenlet megoldasara és az interpolacids feltételek
helyes diszkretizdl4sara korlatozodik.

Fontos kiemelni, hogy a multi-elliptikus interpoldciéra alkalmazott QT-halés multigrid
technika kikeriili az RBF-modszereknek mar kordabban emlitett numerikus hatranydt, a
nagyméretli, teljesen kitoltott €s rosszul kondiciondlt egyenletek megolddsdnak sziikséges-
ségét. A multi-elliptikus interpolaci6 még akkor is stabilan miikodik, amikor két alappont
nagyon kozel van egymdashoz, igyhogy a hagyomanyos RBF-mddszeren alapul6 interpolacios
egyenletrendszerek 1ényegében mar szinguldrisak. Ismételten hangsulyozzuk, hogy a médszer
miveletigénye ugyanakkor nagysdgrendben csak toredéke az RBF-moddszerek miiveletigé-
nyének.

A késobbiekben csak a f6 negyedrendii (biharmonikus, bi-Helmholtz, kevert Laplace-
Helmholtz) egyenletekre szoritkoztunk.

Biharmonikus interpolacié: Ekkor az F interpolacids fiiggvény az alappontok kivételével
kielégiti a

AAF =0 (2.4.1)
biharmonikus egyenletet, mely ekvivalens egy Poisson-egyenletpérral:
AF =G, AG=0 (2.4.2)

Megjegyzés: A fenti egyenletpar egy nyeregpont-problémaként is felirhato:

I —-A\G 0
= (2.4.3)
-A O \F 0
A tobbszintli moédszereket szem elott tartva, elég tehat Poisson-egyenleteket megoldani
minden diszkretizacids szinten. Ezt az 1. fejezetben mar targyaltuk.
Az interpolécids feltételek diszkretizdlasara — az egyszeriibb megfogalmazas érdekében —
ekvidisztdns rdacsot alkalmazunk. Legyen C egy olyan centrdlis rdcspont, mely az

alappontoktdl kiilonbozik, szomszédait jelolje N, W, S, E. Ekkor (2.4.2) diszkretizdldsa
értelemszerien a centralis
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FN+FW+FS+FE_4FC G
=UcC

2

h (2.4.4)
GN +GW +GS +GE—4GC ~0

h2 B

sémakkal torténhet, melynek Seidel-iteracidra alkalmas alakja:
FC I:l(FN +FW +FS +FE —thc)
‘i (2.4.5)

Ge ::Z(GN + Gy +Gg +Gpg)

Ha viszont C interpoldciés alapponttal egyezik, akkor a (2.4.2) egyenlet diszkrét megfeleldje
érvényét veszti. Ehelyett F eldirt, G -t pedig definidljuk a

. FN +FW+FS +FE—4FC

Gc
12

(2.4.6)

formulaval.

Bi-Helmholtz-interpolacié: Ekkor az F interpolacids fiiggvény az alappontok kivételével a
(A-c?1)?F=0 (2.4.7)
egyenletet elégiti ki, mely a
(A-c’)F =G, (A-c*1)G=0, (2.4.8)

egyenletparral ekvivalens. Ha a C rdcspont nem interpoldciés alappont, akkor (2.3.8)-bdl az

FC Z:%(FN +FW +FS +FE—h2Gc)

4*"1h (2.4.9)
GC ::ﬁ(GN +GW +GS +GE)

4+c“h

Seidel-iteracids formuldk adédnak. Ha C interpoléciés alappont, akkor F eldirt, G- pedig
definici6 szerint:

_ FN +FW +FS +FE—4FC _

e ’Fe . (2.4.10)

Gc

Kevert Laplace-Helmholtz-interpolaci6é: Ekkor az F' interpoldcids fiiggvény az alappontok
kivételével kielégiti a

AA—c2F =0 (2.4.11)
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egyenletet, mely ekvivalens az alabbi egyenletparral:
(A-c’D)F=G, AG=0. (2.4.12)
Ha a C rdcspont nem interpolacios alappont, akkor (2.4.12)-bol:

1

4+ 02h2

Fo = (Fy + Fy + Fg + Fp —h*G)

(2.4.13)
Ge :=i(GN + Gy +Gg +GE)

ha pedig interpoldcids alappont, akkor F~ eldirt, G -t pedig (2.4.10) adja.

A fenti iterdciok nehézség nélkiil multigrid médszerbe dgyazhatdk, és QT-halds kérnyezetbe
is atirhatok.

[lusztrativ példaként, a 2.4. dbra egy QT-hélon elvégzett biharmonikus interpoldcié ered-
ményét mutatja ( f(x,y):=sinmxsinmy, 50 db, az egységnégyzetben kvazi-véletlenszerlien
vilasztott alapponttal). A biharmonikus egyenlethez itt az Flyo =0, AFlyo =0

peremfeltételeket csatoltuk.

2.4. dbra. Biharmonikus interpoldcio QT-hdlon

Az 1. tdbldzat pedig azt mutatja, hogyan valtozott a relativ hiba az alappontok szdmanak (€s
az alkalmazott legnagyobb felbontési szintnek) fiiggvényében. Azt tapasztaltuk, hogy — amint
az varhaté is volt — a QT-halds interpoldcié pontossaga lényegében egyezik az ekvidisztins
radcsot haszndlé interpoldciééval, miveletigénye viszont csak toredéke az utdbbi mddszer
miuveletigényének.
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N\ Ly« 6 7 8 9 10
25 2.616 2.703 2.639 2.601 2.577
50 0.620 0.591 0.614 0.610 0.607
100 0.147 0.114 0.103 0.102 0.105
200 0.103 0.059 0.047 0.042 0.040
400 0.059 0.046 0.034 0.026 0.023
800 0.052 0.029 0.018 0.015 0.012

1. tabldzat. A biharmonikus interpoldcio relativ hibdja az alappontok szdmdnak és a
maximdlis felbontdsi szintnek fiiggvényében

2.5. Vektor-interpolacios problémék, multi-elliptikus megoldas

Egy sor gyakorlati interpoldciés problémédban az alappontokhoz nem skaldr, hanem
vektormennyiségek (pl. sebesség, magneses indukcid, elektromos térerdsség stb) vannak
rendelve. Tipikusan ez a helyzet pl. dramldsi jelenségek leirdsa esetén. Ilyenkor az
interpolacié ugyan végrehajthaté komponensenként is, ugyanakkor az interpoldcids
fliggvénytdl még valamilyen globdlis tulajdonsagot is elvarunk, pl. azt, hogy az interpolalt
sebességmezd orvénymentes és/vagy divergenciamentes legyen.

Az e szakaszban leirtak alapjaul a palyazo [52] publikacidja szolgal.

Példaként, legyenek az xj,xp,...xy € Qg C R? interpoldcids alappontokhoz (ahol
Qo c R? egyszeresen Osszefliggd tartomdny) az uy = (uivy)e R? (k=12,...N)

(sebesség)értékek rendelve. Az interpoldlt u:Qy — R? sebességmezotdl koveteljik meg az
orvénymentességet is:

rotu=0 Q) -ban. (2.5.1)

A klasszikus RBF-megkozelités két fiiggetlen interpoldciés problémédra vezet a két
sebességkomponensre nézve:

N
2

N
OchID(xk—xj)zuk, > Bj‘P(xk—xj)zvk (k=12,...N), (2.5.2)
j=1 j=1

ahol @ és W két (nem feltétlen kiilonb6z0) radidlis bazisfiiggvény. Ekkor a rotu =0 feltétel

altalaban nem teljesiil.
Bevezetve azonban a sebességmezd ¢ potencidlfiiggvényét, az u = grad @ sebességmezo-

re az orvénymentesség automatikusan teljesiil, mivel rotu =rotgrad @ = 0. Ez a megkozelités
a @ potencidlfiiggvényre nézve a kovetkezd Hermite-tipusu interpoldcids problémara vezet:

grad @(x; ) =uy (k=12,.,N),
azaz

chp(xk):uk, D2(p(xk):vk (k =12,...,.N) (2.5.3)
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Formalisan most is felirhatok az RBF-tipusu interpolaciés egyenletek. Az interpolaciés poten-
N N

cidlfiggvényt @(x):= > o jDIdD(x—x j)+ > B jD2<I>(x—x j) alakban keresve, az inter-
Jj=1 /

j=1
polécids egyenletek alakja a kovetkezo:

N N
Y oD@ —xj)+ X B D@y —x;) =
Z =

=1 =
’N ’N (k=12,..N),
ZIOClez(b(xk —Xj) + ZlﬁjDzch(xk —xj) =V
J= J=
azaz tomoren:
N 9
> D P(x; —xj)aj =uy (k=12,..,.N), (2.5.4)

j=1

ahol a ; == (a. B j)- Azonban a (2.5.4) tipusu interpolacios egyenletrendszer megoldhatoséga

adott @ radidlis bazisfiiggvény mellett — a palyazé tudomadsa szerint — még nyitott probléma.
A numerikus tapasztalat szerint (2.5.4) 4altaldban megoldhaté ugyan, de ugyanazok a
kedvezdtlen numerikus tulajdonsagok lépnek fel, mint a klasszikus (skaldr) RBF-mddszer
esetén: a rendszer matrixa nagyméretli, teljesen kitoltott €s sokszor rosszul kondicionalt.

A probléma megkeriilhetd a multi-elliptikus interpoldcié alkalmazasaval. Mivel most a
derivéltak el6irtak, varhatd, hogy negyedrendii multi-elliptikus operatorok alkalmazdsa nem

elegendd. A (A—czl )3 tri-Helmholtz-operdtor (hatodrendii!) viszont alkalmazhatd, a

probléma a H 3 (() Szoboljev-térnek a
W ={we H>(Qq): Dyw(x ;) = Daw(x;) =0, j=12,.., N}

zart alterén nehézség nélkiil kitlizhetd. A fenti tri-Helmholtz-interpolécids fiiggvény most a
kovetkezd alakban reprezentalhato:

N N
w(x)+ X (ijqu(x—xj)+ > BJ-DZCI)(x—xj), (2.5.5)
J=1 J=1

ahol @ a tri-Helmbholtz-operétor alapmegoldasa, és a w fiiggvény €(-ban mindeniitt (az

interpoléciés alappontokban is) kielégiti a (A-— 21 )3 w=0 tri-Helmholtz-egyenletet.
Standard meggondoldsokkal megmutathatd, hogy ® alakja a kovetkezo:

D(r)=— (rzczKO(rc) + 2rcK1(rc)), (2.5.6)

16Tl:c4

tovabb4, felhaszndlva, hogy @ az orig6tdl tavol gyorsan csokken, a (2.5.5) reprezenticid az

Q= R? vélasztds mellett is érvényben marad, éspedig ekkor a megfelel6 w fiiggvény
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azonosan zérus. Kovetkezésképp megoldhatésdgi tételt nyertiink a (2.5.4) interpoldcids
problémara is (legaldbbis a (2.5.6) radidlis bazisfiiggvény-valasztds mellett). Numerikus
szempontbdl gazdasdgosabb a tri-Helmholtz-interpolacié implementdlésa, az el6zdekben rész-
letezett QT-halds multigrid technikat alkalmazva.

Az itt vazolt vektoridlis interpoldcié akkor is alkalmazhaté (2D problémék esetén), ha az
orvénymentesség (2.5.1) feltétele helyett a divergenciamentesség

divu=0 Q(-ban (2.5.7)

feltételét irjuk eld. Ez esetben az interpolacids a y dramfiiggvényre vonatkozik, melybdl a

sebességmezd az u = (grad \|!)J‘ = (Dyy,—D;Vy) formuldval szamithato.
IMlusztrativ példaként tekintsiik az egységnégyzetben a W(x,y):=v( -sin27mxsin 21y

aramfiiggvényl (divergenciamentes) dramlast. Az alkalmazott interpoléacids alappontok szdma
200 volt. A sebességmez0 a 2.5. dbrdn lathatd. A 2.6. dbrdn tiintettiik fel a komponensenkénti
TPS-mddszerrel nyert interpoldlt sebességmez6t (baloldalt), és a tri-Helmholtz-interpolacié-
val nyert sebességmezdt (Jobboldalt). Az elso interpolélt sebességmezd nem teljesiti a diver-
genciamentesség feltételét, mig a masodik igen.
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2.6. dbra. Komponensenkénti TPS-modszerrel ill. tri-Helmholtz-interpoldcioval interpoldlt
sebességmezok
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3. Multi-elliptikus interpolaciora alapozott halonélkiili
modszerek

Az 1. fejezetben rdmutattunk, hogy a peremelem modszer nem igényli a tartomanyon vett
racs- ill. halogeneralast, még akkor sem, ha a perem-integrilegyenletben tartomanyon vett
Newton-potencidlok fordulnak eld (ami tipikus, ha nemlinedris és/vagy inhomogén problé-
mara alkalmazzuk a perem-integralegyenlet modszert). Megmarad azonban a peremen torténo
racs- ill. halégenerdlds problémédja, ami, bar joval egyszertibb (kiilondsen kétdimenzios fel-
adatoknal), mégis bizonyos kényelmetlenséggel jarhat, ha pl. lokdlis finomitasok l1étrehozasa
céljabol 1) pontokat kivanunk a peremen elhelyezni ill. annak haléstruktirdjaba beilleszteni.
Mindenesetre kétségtelen, hogy a legegyszeriibb adatstruktirit az jelenti, ha egydltaldn nem
haszndlunk racsot. Ezzel viszont nagymennyiségii informaciét vesztiink (racspontok kapcso-
l6dasa, szomszédsdgok, metrikus paraméterek stb.) Racsnélkiili mdodszerek konstrudlasakor
tehat az a f6 cél, hogy a struktdra hidnya miatti informécidvesztést kompenzalni lehessen,
tehat a mddszer ne is haszndlja fel ezeket az informdcidkat. Varhat6, hogy ennek éra a
diszkretizacié bonyolultabbd és/vagy munkaigényesebbé valdsa lesz. Ennek fényében meg-
lepd, hogy lehetséges olyan racsnélkiili modszereket konstrudlni, melyek miveletigénye —
legalabbis nagysdgrendben — nem tobb a racsokat haszndl6kéndl, még ha azok multigrid tech-
nikdval fel is lettek gyorsitva. Ilyen mddszerek konstrudldsa a palydzonak is sikeriilt: a fosze-
repet itt is a 2. fejezetben részletezett interpolacios technikdk €s a QT-halés multigrid modsze-
rek jatszzdk. Természetesen nem ez az egyetlen lehetséges ut, mindenesetre tény, hogy az
utobbi években az ilyen moédszerek kutatdsa szerfelett intenzivvé valt. Csak néhany példat
emlitve, az aldbbi moddszerek sziilettek meg: racsmentes Galjorkin-mddszerek; az egység-
osztason alapulé modszerek (partition of unity methods [2]); csuszé legkisebb négyzetek
mddszere [15], [79]; az alapmegolddsok moddszere [1], [17]; radidlis bazisfiiggvényeken ala-
pulé moédszerek [18], [19], [20], [23] stb. Az altalunk konstrudlt médszer leginkdbb a leg-
utébbival rokonithatd, ezért roviden dsszefoglaljuk az idevagé fogalmakat.

Elsének olyan médszereket targyalunk, amelyek, ha nem is a sz szoros értelmében vett
halénélkiili médszerek (meshless methods), hanem olyan eljarasok, melyek bizonyos, a pe-
rem-integralegyenlet modszerben fellépd tartomdnyon vett integralok kozvetlen kiszamitasat
peremintegrdlok kiszamitdsara vezetik vissza, ezdltal jelentds szdmitdsi munka megtakaritisat
teszik lehetové, tekintve, hogy ekkor a tartomany raccsal vagy hédléval valé diszkretizdldsa
helyett elég csak annak peremét diszkretizalni (mesh reduction methods).

3.1. Multi-elliptikus interpolaci6 a dudlis €s tobbszords reciprocitasban

A dudlis €s tobbszoros reciprocitds az inhomogén perem-integralegyenlet médszerben fellépd

(L)) = | (log jf(y)dszy (G.1.1)
21 [9)

fx—yll

alaku integralok kiszamitdsat teszi lehetové az € tartomdny raccsal vagy haldval val6 diszkre-
tizdldsa nélkiil, azéltal, hogy a széban forgd integrdlokat a I':=dQ peremen értelmezett
peremintegralok kiszamitasara vezetjiik vissza [86].
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A tobbszoros reciprocitas elve [80]: Jelolje

Ly(x) = —ilogL

2 llxll’
€s vezessiik be a poliharmonikus alapmegolddsokat a
ALy =Ly, ALy =L, AlLz:=1L,, ..
definicidkkal. Egyszeriien igazolhatd, hogy e fiiggvények eldallithatdk az alabbi alakban:

2 (A .
Li(x)=llxlI*/-(A;logllxll+B)

ahol az A;, B; egyiitthatok a kovetkezd rekurzi6bol nyerhetok:

Aj
| A, T
Ag=——, A =—T By=0, Bjg=—" "0 (j=012.)
2n A(j+1) A(j+1)
Ezek utan (3.1.1) az alabbi alakba irhato6:
(Lf)(x) = AL (x = y)f (y)dQ,, . (3.1.2)
Q
A jobb oldalon a Green-formulat haszndlva kapjuk, hogy
oL (x—7y) 0
(L) = [ Ly (= A (a2 + [ZEZD i — (- Lpar,  (3.13)
Q r any r an

A jobb oldal elso tagja hasonldan kezelhetd, most mér az L, fiiggvény szerepeltetésével:

(Lf )(x) = [ ALy (x = y)Af (y)dQ, + (peremintegrélok) (3.1.4)
Q
= [Ly(x— y)AAf (y)dQ + (peremintegralok),
Q

és az eljaras folytathatd. A modszer alkalmazhatosaga természetesen az igy nyert sor konver-
gencidjatol fiigg, mely nem mindig biztosithato.

A duadlis reciprocitas elve [82] ennél éltalanosabb. Itt elészor f-et prébaljuk meg f =Ag
alakban el6allitani, ahol g-re nem koveteliink meg semmilyen peremfeltételt. Ekkor

(LX) = [Lo(x = )Ag(»)dQ,, . (3.1.5)
Q

Ismét a Green-formulat alkalmazva:
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0 -
(LF)(x) = g(x) + [ Lo(x — y)g—g(y)dfy _(2lm o (3.1.6)
r n r ony

€s a jobb oldal mér csak peremintegralokat tartalmaz, tartomdnyon vett integralokat nem.
Egy, a fenti tulajdonsagu g fiiggvényt (kozelitdleg) dgy nyerhetiink, ha f-et valamilyen,
elore adott xj,xp,...,x)y € £ pontokra tdmaszkodva, egy szort ponti RBF-interpoldcidval

kozelitjiik:
N
f)=20;P;(x=x;) . (3.1.7)
j=1
Ekkor ui. a
N
g(x) = Zloﬂj‘l’j(x—xj) (3.1.8)
J:

elSirdssal definidlt fuggvényre Ag = f teljesiil, amennyiben a ¥; radialis bazisfiggveények
kielégitik a A¥; =® ; egyenleteket. P ; -k szokdsos valasztasa mellett ilyen W'; fuggvények

konnyen taldlhatok: igy pl. a tradiciondlis

D i(r)=1+r
valasztds mellett
1 o 13
Y.(r)=—r"+—r
i 4 9

adodik.

A dudlis reciprocitds tehdt magdban foglal egy szort pontii interpoldciot, igy orokli annak
minden numerikus elOnyét, de hatranyat is. Természetesnek tlint tehét alkalmazni a 2. fejezet-
ben bemutatott, numerikusan igen gazdasagos interpolaciés médszereket. A szakasz hatralevo
részében ennek eredményeit mutatjuk be. Részletek a [47], [48], [49] publikdciokban taldl-
hatok.

Biharmonikus és bi-Helmholtz-interpolacié alkalmazasa a dudlis reciprocitiasi médszer-
ben. Az RBF-mddszer explicit alkalmazdsa helyett, az f fiiggvényt allitsuk el bi-Helmholtz-
interpoldcidéval (c=0-t is megengedve, ekkor a biharmonikus interpoldciét kapjuk). A

2.3.3.Tétel (reprezenticios tétel) szerint ekkor az interpoldcids fiiggvény elddll a kovetkezd
alakban:

N
S x)=wlx) + ZIBJ-CD(x—x,-), (3.1.9)
]:

ahol ®(r)= 4LK 1(cr),a B j egyitthatok pedig egyenletmegoldas nélkiil szamithatok a
e
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N
A-c*D*f =X B;d,,
j=1

egyenldségbdl. Ha tehat a B j egyitthatokat mar meghatéaroztuk, w is ismertnek tekintheto.

Jelolje ¥ a A(A- ?I )2 operator egy alapmegoldésat, akkor AW =& . Ilyen pl. az aldbbi
formulaval definialt fiiggvény:

! + (Ko(er)+log(er) +——Kj(cr) (c#0)

¥(r) = 2]‘{6‘ 47c (3.1.10)

4 3 4
——vr logr— r c=0
128w g 256w ( )

Akkor (A—c2D)?W = L, igy az (Lf)(x) integrél alakja:

N
(LA = [(A=c*DP¥(x— y)w(»)dQ,+ zlﬁj [Lo(x— »)A¥(y)dQ, (3.1.11)
o =l @

A jobb oldal els6 integraljaban kétszer, a tobbiben egyszer alkalmazva a Green-formulat, €s

kihasznalva, hogy (A — ’1 )2 w=0, ajobb oldal a kovetkezd alaku lesz:

(Lf)(x)= g‘, Bj‘Pj (x— xj) + (peremintegrilok), (3.1.12)
j=1

azaz a tartomdnyon vett integrdl kiszamitasat sikeriilt peremintegralok kiszamitdsara vissza-
vezetni, és ehhez nem kellett interpoldcios egyenletrendszert megoldani.

(3.1.11) jobb oldala els6 tagjanak atalakitidsa egy tobbszords reciprocitdsi eljarasnak felel
meg, mely 2 1épés utan véget ér. A tobbi tag atalakitdsa a dudlis reciprocitas alkalmazasanak
felel meg.

(3.1.11) kiértékelése tovabb egyszerlisodik, ha az integraldst egy €2-ndl bOvebb tarto-
manyra terjesztjiik ki, és elég nagy ¢ paramétert alkalmazunk ahhoz, hogy w méar elhanyagol-
hat6 legyen (1d. (2.3.24)): s6t, valgjdban a fellépd tobbi peremintegrilt sem kell kiszdmitani,
mert 1évén ezek egyszerl- és kettOsréteg potencidlok, Q-n harmonikusak, igy egy extra pe-
rem-integralegyenlet megolddsaval meghatarozhatok.

3.2. Halonélkiili médszerek konstrukcidja a radidlis bazisfiiggvények modszeré-
vel

Modellfeladatként tekintsiik a kétdimenzids Poisson-egyenletet Dirichlet-peremfeltétellel el-
latva:

Au=f  Q-ban, ulyo=ug . (3.2.1)
Legyenek az xp,...,x3; pontok az Q tartomdnyon, az xps,q,...,Xp 4y pontok pedig a oQ

peremen elhelyezve.
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Aszerint, hogy magat az u megoldast vagy az f jobb oldalt approximaljuk RBF-mddszerrel,
a (3.2.1)-re alkalmazott racsnélkiili RBF-mddszerek két csoportra oszthatok:

Kansa médszere [73], [74]: Ekkor kozvetleniil az u megoldast approximaljuk

M+N
u(x) = Zlocjcbj(x—xj) (3.2.2)
J:

alakban, ahol ®|,®,....,®,,,  adott radidlis bazisfiiggvények, az o}, 0ly,...,0 )7,y egylitt-
hatok egyelore ismeretlenek. Feltéve, hogy nemcsak (3.2.2) jobb oldaldn 4ll6 kifejezés
approximalja jol u-t, hanem annak Laplace-értékei is Au -t, az ismeretlen egyiitthatokra az
alabbi rendszert nyerjiik:

M+N

> oA (xy — ;) = £ () k=12...M)

/=1 (3.2.3)
M+N

]Eloch)j(xk—xj)zuo(xk) (k=M +1....M +N)

Ez az egyenletrendszer — nagy M és N esetén — épp olyan rossz numerikus tulajdonsdgokkal
rendelkezik, mint a 2.2. szakaszban bemutatott interpolaciés mdédszerekbdl ad6d6 egyenlet-
rendszer: a matrix nagyméretii, altaldban teljesen kitoltott, sokszor nemszimmetrikus és rosz-
szul kondicionlt.

A gondolatot a kovetkezd szakaszban tovabbfejlesztettiik ugy, hogy ezek a numerikus ké-
nyelmetlenségek elmaradnak. A f0 szerepet a poliharmonikus és ezzel rokon interpolacios
modszerek jatsszak.

A partikularis megoldasok médszere: Ekkor el6szor (3.2.1) jobb oldalan 4ll6 f fiiggvényt
approximaljuk:

M+N
fx)= o ;P (x—x;) (3.2.4)
=1

J

alakban, ahol ®;,®,,...,P,,, y adott radidlis bazisfiiggvények, az o, %y,...,0y 4+ y €gYlitt-
hatok egyelore ismeretlenek. Megoldva a megfeleld

M+N
2 0P (g —xj)=fxg) (k=12,...M +N) (3.2.5)
j=1

interpoldcios egyenletrendszert, tekintsiik az ugyanezen o ; egyiitthatokkal képzett v fiigg-

vényt:

M+N
v(ix)= Y (xj‘Pj(x—xj) , (3.2.6)
j=1
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ahol W;-k olyan radidlis bazisfiggveények, melyekre AY; =& ; teljesiil. Akkor v (kozelito)
megolddsa az (3.2.1) Poisson-egyenletnek, mert:
M+N

N
J_lotjAle(X—Xj): Jélotj@j(x—x]’):f(x). (3.2.7)

M+
Av(x) = Z

Ennélfogva (3.2.1) u megoldasa u =v+w alakban elddll, ahol w megolddsa a Aw=0 La-
place-egyenletnek, és kielégiti a modositott

wlyg=ug—vlyo (3.2.8)

peremfeltételt.

A problémét igy a Laplace-egyenletre kitlizott Dirichlet-feladatra vezettiikk vissza, amely
tartomanyon definidlt fiiggvényt mir nem tartalmaz, igy pl. peremelem mddszerrel gazdasa-
gosan megoldhato.

Ehelyett a 3.5.1.szakaszban olyan mddszert mutatunk, mely a kevert Laplace-Helmholtz-
interpoléacidra timaszkodva, még a perem diszkretizaldsat sem igényli, csak az interpolacids
alappontok elhelyezését.

Megjegyezziik, hogy mind a Kansa-mddszer, mind a partikularis megolddsok modszere
nehézség nélkiil alkalmazhaté dltaldnosabb peremfeltételek mellett is. Igy pl. ha (3.2.1)-ben
Dirichlet-peremfeltétel helyett az dltalanosabb

ou
u |1"1 =U E |1"2 =Vy . (329)

kevert peremfeltétel adott, ahol I7 UT, a I':=dQ perem egy diszjunkt felbontdsa, akkor a
megfeleld homogén (Laplace-) egyenlethez (3.2.8) helyett az

ow v
W|1"1=I/t1 —V|1"1 a—nlr‘2=V2 —a—n|1"2 . (3210)

modositott peremfeltételt csatoljuk.

3.3. Multi-elliptikus interpolacio és a Kansa-mddszer

Alkalmazzuk a magasabbrendi multi-elliptikus interpolaci6 moddszerét magira az u
megoldasfiiggvényre. Minden feltételt — a peremfeltételt, és magdt a Poisson-egyenletet is —

interpolécids feltételként kezeliink. Ehhez (legalabb) H 4(Q) -beli interpoldciés fliggvényt,
azaz (legaldabb) tetraharmonikus (vagy tetra-Helmholtz) interpoldciét haszndlunk. Legyen
tehdt QD Q tetszOleges, elég sima tartomdny, és u-t approximaljuk tetraharmonikus
interpolacidval:

Au=0 Qo\{x],%p,..., Xy } -en, (3.3.1)

melyhez a kovetkez6 mellékfeltételeket csatoljuk:
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j
9%u 0, =0 (j=0123)

on’
uG) =ug(xg) (k=M +1..M +N) (3.3.2)

Au(xy) = f(xg) (k=12,..,N)
A megfelel6 varidciés probléma most a H 5‘ (Q() térnek az aldbbi zért alterére épiil:

W={ue HJ(Qq): Aulx)) = Au(xy) =...= Au(xyy ) =0,

(3.3.3)
M(XM+1) =..= M(XM+N) = 0}

oz

Egy végletekig leegyszerisitett példat mutat a 3.1. dbra. Itt f =0, és u =1. Az Q tartomany
egy Y4 sugaru korlemez, Q pedig az egységnégyzet. £ peremét minddssze 32 peremponttal
diszkretizaltuk. Megfigyelhetd mindazonaltal, hogy az (3.3.1) — (3.3.2) probléma u megoldasa
nemcsak Q-n sima, hanem az egész Q(-on is (sima kiterjesztés). A numerikus tapasztalatok
szerint viszont a tetraharmonikus interpolécio realizdldsa kényelmetlen, €s — noha a QT-cella-
felbontdssal alapulé multigrid médszer alkalmazhaté — a konvergencia lassabb, mint a ké-

sObbi szakaszokban mutatott mddszereké, melyek csak negyedrendl interpoldcids feladatra
vezetik vissza a problémat.

T “:\\‘:{\\\
e
EEraN
/ e N
R T IR e
e O
R A R e e
A R O s
1Ty W A YN
A b,
RS
ST g e et e oss
T

3.1. dbra. Tetraharmonikus interpoldcion alapulé rdcsnélkiili modszer.
Pontos megoldds: u =1

3.4. Multi-elliptikus interpolacio és a partikularis megoldasok médszere

A multi-elliptikus interpoldcié kézenfekvd és természetes médon alkalmazhat6 a partikularis
megolddsok moédszerében. Az eljards szoros kapcsolatba hozhaté a 3.1.szakaszban targyalt
dualis reciprocitasi elvvel: a lényeges kiilonbség, hogy mig a dudlis reciprocitas elvének al-
kalmazasakor a logaritmikus (altaldban: Newton-) potencidl kiszamitdsat peremintegralok
kiszamitasara vezetjiik vissza, addig a multi-elliptikus interpoléacié alkalmazasaval a perem-
integralok kiszamitasat is megtakaritjuk.

A mddszert ismét a Poisson-egyenlet Dirichlet-feladatanak péld4jan mutatjuk be:

Au=f  Q-ban, (3.4.1)
u laQ: Up (342)
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Tegyiik fel, hogy az Q tartomdnyon az f jobb oldali fiiggvény értékei xj,...,x3; € Q szort

alappontokban adott. A partikuldris megolddsok mddszere szerint el0szor keressiink olyan
v:Q — R fiiggvényt, amely a (3.4.1) Poisson-egyenletet kielégiti, de a (3.4.2) peremfeltételt
nem feltétleniil:

Av=f Q-ban (3.4.3)

Ilyen v partikuldris megoldést konnyen nyerhetiink az alabbi algoritmussal:

1. lépés: Generdljunk egy QT-halét az xi,...,xp; € Q alappontokra mint vezérld pon-
tokra tdimaszkodva egy kiindulasi > Q négyzetben.

2. lépés: Alkalmazzunk egy multi-elliptikus (pl. biharmonikus vagy bi-Helmholtz)
interpolécidt az f fiiggvényre. Az interpolacié eredményeképp minden cellakozéppont-
ban nyeriink az f fliggvényre egy-egy (interpolalt) értéket.

3. lépés: Ugyanezen a QT-halon oldjuk meg a (3.4.3) Poisson-egyenletet az (2-ndl bo-
vebb) Q tartomdnyon, annak peremén tetszoleges reguldris peremfeltételt irva eld.

A 2.3.2. approximdcids tétel szerint az interpolalt f fiiggvény j6l (az L, (£2)-norma szerint

madsodrendben) kozeliti az eredeti f jobb oldali fiiggvényt, ennélfogva a 3. 1épésben kapott v
fiiggvény is joOl kozeliti az elméleti partikularis megoldast.

Az eljaras ott kiilonbozik 1ényegesen a 3.1. szakasz dudlis reciprocitdsi elvétdl, hogy a
partikularis megoldast nem a reprezentacios tétel adta RBF-formaban allitjuk eld, ehelyett
kozvetleniil a (3.4.3) Poisson-egyenletet oldjuk meg, éspedig ugyanazon a QT-hdlén, mint
amelyen a jobb oldali f fiiggvényre vonatkozé interpolaciét hajtottuk végre.

Gyakorlati szempontb6l érdemes megjegyezni, hogy mivel késébb, a homogén egyenlet
megoldadsakor a partikularis megoldds értékeire a perempontokban is sziikség lesz, célszerli a
QT-hél6 generdldsaban az x,;,,....,x)/ 4+ perempontokat is bevonni vezérld pontokként.

Ugyanakkor megjegyezziik azt is, hogy a multi-elliptikus interpolacié alkalmazédsa esetén
nincs mindig sziikség a partikuldris megoldasok modszerének két 1épését (a partikulédris meg-
oldas megkeresését és a homogén egyenlet megoldéasat) élesen elvédlasztani, mint a klasszikus
RBF-mddszerek esetén. Mihelyt a jobb oldali fiiggvény interpoldcidja megtortént, és annak
értékei igy definidlva lettek minden cellak6zéppontban, lehetséges magat az eredeti (3.4.1)
problémat megoldani ugyanezen a QT-halon valamelyik, a kdvetkezd szakaszban részletezett
moédon kezelve a peremfeltételt. A tovabbiakban mégis szétvalasztjuk a fenti két 1épést a
mddszerek tisztdbb bemutathatésdga érdekében.

Végezetiill megjegyezziik, hogy a jobb oldali fiiggvény interpoldcidja utdn a partikularis
megoldas — elvben — mds, tradiciondlis médszerrel (igy pl. az FFT-algoritmussal) is megkap-
hat6. Azonban az FFT alkalmazdsahoz el0szor ekvidisztans racsra kell interpolélni, az 0ssz-
miuveletigény pedig legalabb nagysagrendben legalabb akkora, mint a multi-elliptikus inter-
polaciéé. Ugyanakkor a QT-halés multigrid algoritmus — mivel az interpolaciéhoz a QT-hélé-
struktdra amugy is sziikséges — sokkal egyszeriibben implementélhaté.
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3.5. A homogén probléma megolddsi médszerei

Ebben a szakaszban a partikuldris megolddsok médszerének alkalmazédsa soran nyert homo-
gén egyenlet megoldasara konstrudlunk kiilonféle halonélkiili algoritmusokat. Modellfeladat-
ként tekintsiik a kétdimenzids Poisson-egyenletet:

Au=0 Q-ban, (3.5.1)
melyet az egyszeriiség kedvéért Dirichlet-peremfeltétellel latunk el:

ulp=ug (3.5.2)

(ahol T":=0Q), de a kés6bbiekben vizsgélni fogjuk a Neumann-peremfeltétel esetét is.
Tegyiik fel, hogy a I' peremet az xj,x,,...,xy € I' pontokkal diszkretizdljuk, melyeken

semmiféle struktirit nem tételeziink fel.

Multi-elliptikus interpolaciordl 1évén szdé, melyben a (3.5.1)-(3.5.2) modellfeladatnél
lényegesen bonyolultabb, legaldbb negyedrendii differencidlegyenletet kell megoldani, termé-
szetes modon kindlkozik magdnak a (3.5.1)-(3.5.2) modellfeladatnak QT-hdlén valé multigrid
technikat haszndl6 megoldédsa, hasonléan az 1.5. szakaszban leirtakhoz. Ezt — interpolacids
szempontbdl — perem-interpolacidként is interpretdlhatjuk, ahol az alkalmazott multi-ellipti-
kus operator maga a Laplace-operator (,,harmonikus interpolaci6”).

Ha a T" peremen elhelyezett pontok szdma olyan nagy, hogy ezeknek a peremen vett
karakterisztikus tdvolsdga az alkalmazott legfinomabb cella mérete ala esik, akkor ez a meg-
kozelités elvben alkalmazhat6. Azonban ekkor a sziikséges perempontok szdma a QT-halo
felbontasatol fiigg. Ez sokszor nagyon nagyszamu perempont elhelyezését tesz sziikségessé,
ami egyrészt a szamitasi munkat noveli meg feleslegesen, mésrészt a kelld finomsagu perem-
pont-sorozat sokszor nem is dll rendelkezésre. A halénélkiili médszerek tipikus alapproblé-
mdja, hogy az x|, x,,...,xy € I' perempontok rendszerint eldre adottak, Gj perempont definia-
l4sa sokszor nehézségbe iitkozik. Ha pedig a megoldasra QT-halés multigrid technikat alkal-
mazunk ugy, hogy a legfinomabb cellaméret a perempontok karakterisztikus tdvolsdga ala
esik, ez sziikségképp numerikus szingularitdsok megjelenését eredményezi a perempontok-
ban. Masképp megfogalmazva, a diszkrét pontokban adott peremfeltétel a Laplace-egyenletet
inkorrekt kitlizésii feladatta teszi, ami a kozelités pontossagat tonkreteszi.

A jelenség jol megfigyelhet6 az aldbbi példan. Tekintsiik a Laplace-egyenletet az Ql\ﬁ8
tartomdnyon, ahol Q; az egységkor, Q. pedig egy origd kozepli, 0 < e <1 sugart kor. Az
egységkor I7 peremén legyen az u Ir1 =0, az Q; kor I'; peremén pedig a u Ir8 =1 perem-

feltétel adott. Ha € << 1, a feladat numerikus megolddsa j6l modellezi az origéban mint egyet-
len pontban adott interpoldcids feltétel hatdsat. A pontos megoldds (polarkoordindtdkban)
logr

nyilvan ug(r) = . Ha € = 0, akkor u, — 0 pontonként €;-ben mindeniitt, az origét

loge
kivéve. Azaz a ,harmonikus interpoldcidénak™ nincs az alappontokban is folytonos megoldasa:
a numerikus megolddsok azt az esetet kozelitik, amikor € az alkalmazott racs 1épéskozének
nagysagrendjébe esik, igy logaritmikus jellegii numerikus szingularitds 1ép fel az origéban.
A peremen elhelyezett interpolacids alappontok problémadjat szemléltetendd, tekintsiik a
(3.5.1) Laplace-egyenletet az egységkoron. A pontos megoldas legyen

ulx,y)=x+y,
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a Dirichlet-peremfeltétel legyen ezzel konzisztens. Helyezziink el a peremen 32 pontot
(ekvidisztans modon). A tesztfeladatra QT-hdlés multigrid médszert alkalmazva, max. 8 fel-
bontési szinttel, a kozelitd megoldas a 3.2. dbrdn l4thatd. J61 megfigyelhetdk a (logaritmikus
jellegli) numerikus szingularitdsok a perempontokban, melyek miatt a kozelités relativ hibaja

nagy ( L, -normdban mérve 13.36%).

3.2. dbra. Harmonikus perem-interpoldcio 32 alapponttal
Szingularitdsok az alappontokban

Ha a perempontok szdmat — véltozatlan QT-cellafelbontds alkalmazédsa mellett — 1024-re no-
veljiik, a numerikus szingularitdsok eltlinnek, és a kozelités relativ hibdja ( L,-norméban)
0.10%-ra csokken. Ez persze a szamitasigény novekedésével jar.

3.3. dbra. Harmonikus perem-interpoldcio 1024 alapponttal
Nincsenek szingularitasok az alappontokban

A szakasz tovédbbi részében olyan halomentes mddszerek konstrudlunk, melyek a perem-
szingularitdsok most vazolt problémédjat megkeriilik.
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3.5.1. A Laplace-egyenlet approximdldsa Laplace-Helmholtz-interpoldcioval

Modellfeladatként tekintsiik egy korldtos, sima € tartomdnyon kit{izott Laplace-egyenletet,
Dirichlet-peremfeltétellel elldtva ((3.5.1)-(3.5.2) probléma), ahol uy e H 1 2(1“) adott, folyto-

nos peremfiiggvény. Jelolje ueH 1(Q) ennek megoldasat. Tegyiik fel ismét, hogy a I pe-

remet az xj,Xp,...,xy € I' pontokkal diszkretizdljuk. A mdédszer alapotlete, hogy az u meg-

oldast elsd 1épésben az aldbbi tipusu (szinguldrisan perturbalt) negyedrendii multi-elliptikus
egyenlet megoldasaval kozelitjiik (1d. a palyazo [50], [51], [53], [54], [55], [56] publikacidit):

A(I —%Aju =0 Q-ban, (3.5.1.1)
c

ahol ¢ >0 egy késObb megvalasztandé (skalazé jellegli) konstans. Az egyenlet nyilvan ekvi-
valens a

AA=c D=0
Laplace-Helmholtz-egyenlettel. Ennek megolddsat pedig a

AA—c2Tyw =0 (3.5.1.2)
vxp) =ug(xy)  (k=12,.,N)

Laplace-Helmholtz-interpolacidval kozelitjiik. Azt varjuk, hogy alkalmasan megvalasztott ¢
konstans mellett ily médon a (3.5.1)-(3.5.2) probléma megolddsanak egy jo kozelitését kap-
Juk.

Az els6 részproblémat vizsgalandd, tekintsiik a

AA=c?Du=0 (3.5.1.3)

differencidlegyenletet, ellatva az aldbbi Dirichlet-féle peremfeltétellel:

ulp=ug, S—Z|F=o, (3.5.1.4)

az u peremfiiggvényrdl pedig tegylik fel, hogy ug e H3/2(F). Akkor (3.5.1.3)-(3.5.1.4)-

nek egyetlen megoldésa létezik a H 2(Q) Szoboljev-térben. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik
fel, hogy Q =(0,L)Xx(0,+0), a peremfeltételeket pedig a I':={(x,0): 0 < x <L} szakaszon
irjuk eld, a megoldast x szerint L-periodikusnak tételezve fel, mely y — +oo esetén gyorsan
csokken. Innen a korlatos, sima € tartomany esete egyszerii valtozétranszformaciéval adédik.
(Természetesen, mivel £ most nem korlatos, a konstans fiiggvény nincs benne H 2(Q) -ban,
igy fel kell tenni, hogy az u( peremfiiggvény trigonometrikus Fourier-sordnak konstans tagja

hidnyzik, ez azonban nem lényeges megszoritas.)
Az alabbi tétel a (3.5.1)-(3.5.2) modellfeladat és a (3.5.1.3)-(3.5.1.4) negyedrendli prob-
léma megoldasanak eltérésére ad becslést:
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3.5.1.Tétel: A (3.5.1)-(3.5.2) és a (3.5.1.3)-(3.5.1.4) feladatok u il u megoldasainak eltéré-
sére érvényes az alabbi becslés:

) T 2
Nu—u | <—lugll
L@~ 270 g2

Bizonyitds: Fejtsiik az u( peremfiiggvényt komplex trigonometrikus Fourier-sorba:
2mikx

ug(x)= Yoge L = Yoze™,
k=—o0 k=—c0

ahol az egyszertiség kedvéért a x:=k(k) = % jeloléssel éltiink. Akkor az u' megol-
das explicit mdédon kifejezhetd:

u*(x, y) = ZOCke_lKlyein )
k=—co
Kézenfekvo levezetések utan azt kapjuk, hogy a (3.5.1.3)-(3.5.1.4) feladat u megolddsa
szintén kifejezhetd szeparalt alaka megoldasok végtelen dsszegeként:

2,2 .
(Ake—ll(ly +Bke—\/l< +c yjemx

b

ury)= 3 o

k=—c0

ahol

K2+02 [k

Ak: , Bk:_
Vi + -1l Vi +c2 -1k

Standard technikdval konnyen levezethet6 ugyanis, hogy a (3.5.1.3) negyedrendii
egyenlet

(ke Z).

e (%, y) = b ()
alaku (szeparalt) megoldasait keresve:

AA =Dy (x,y) = Mg (x, y) = > Ay (x, y) =
= (b, ()~ 28 () + Y () + PRy (0) - by ()=
=Y () - 22 + Py () + (o + AR () =0,
igy a by, (ke Z) figgvények sziikségképp kielégitik a
bV — 2% + Hby + (x* + 2P)b, =0
negyedrendli differencidlegyenletet. Ennek karakterisztikus gyokei: |xl, (—=1xl),

VK2 +¢? és (- K2+ c? ). Ezekbdl csak a negativ gyokok vehetdk figyelembe, a pozi-
tiv gyokoknek megfelel6 megoldasok ui. y szerint exponencidlisan nonek, igy a megfe-
leld szepardlt megolddsok nem tartoznak mar az L, (€2) térbe sem. Kaptuk tehat, hogy

minden ke Z egész szam és Ay, B; € R esetén

2,2 .
(Ake—ll(ly +Bke—\/1< +c yJele
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megolddsa a (3.5.1.3) egyenletnek. Az A, B; egyiitthat6k konkrét alakja pedig onnan

adodik, hogy a by fiiggvényeknek ki kell elégiteniiik a by (0) =1, b,'( (0) =0 mellék-
feltételeket ahhoz, hogy a fenti alaku u fiiggvény kielégitse a (3.5.1.4) peremfeltételeket.
Ezek utdn a modellfeladat pontos u megoldasa és a (3.5.1.3)-(3.5.1.4) feladat u megol-
2 (o]
M(x’}’)—u (x,}’) = z a’k

dasanak eltérése:
[,.2 2 .
((Ak —1)‘€_|K|y +Bke_ K™ +c yjel](x —
k=—oc0

o0 [2, 2 ,

=3 OckBk(e_lKly+€_ K +c y]enoc
k:—w

ahol felhasznaltuk a nyilvanvalo A; + Bk =1 egyenldséget. A Parseval-tételt haszndlva:

9

lu—u "Z(Q) ”Iu(x V) —u (x,y) 1 dxdy =

0 oo 2
:L_J- Y loy |2 Blg(e—ﬂlcly_ze—(llcl—ﬂjl( +c? )y+e—2\jK +c dey:

Okz—oo

=L Y |ock|23,§[ L _ 2 PR }

k=—oo 2161 i@+ i+ 2

B;. helyébe annak kifejezését beirva, a jobb oldal lényegesen leegyszerlisithetd. Hosz-
szabb, de kézenfekvd algebrai atalakitdsok utdn kapjuk, hogy

L Ikl
lu—u" 112 T o P ,
L(Q) e \/ \/2 B
e K2 +c? K +c"+1xl
ahonnan a kivant becslés mar adédik:
L2 || L e n e
lu—u ||i @5 X Loy P o= <= Sy Pelxl=— Tloy P -lkl<
k=—oc0 K™ +c 2¢° k=—co C~ k=—oo
T T
< Tlay 2 A1+k2 =+ llug ||2
C” k=—oo C

Miel6tt ratérnénk a (3.5.1)-(3.5.2) modellfeladat u megolddsa €s a (3.5.1.2) Laplace-Helm-
holtz-interpolacids fiiggvény eltérésének becslésére, sziikségiink lesz a Laplace-Helmholtz-
egyenlet megoldasainak becslésére. Erre vonatkozik a kovetkezo tétel:

3.5.2.Tétel: Legyen ue H 2(Q) tetszdleges megolddsa a A(A—czl Ju =0 egyenletnek, és

tegytk fel, hogy 1 < L. Akkor
c

aul

2 | on

2 2 2 L2
Nl @y ST WIel o o+

—1/2(1—)

Bizonyitds: A bizonyitds technikdja hasonlé a 3.5.1.Tétel bizonyitdsdhoz. Allitsuk elé az
u fliggvényt szeparalt alaki megoldasok végtelen 0sszegeként:
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ux,y)= %

k=—o0

d 2 2 .
(ake_hdy+bk€_\“( +c yjellcx

alakban, ahol x:=x(k):= ? . Az u fiiggvénynek a I" peremen vett nyomai:

u(x,0)= Y(a; +b;)e™ = Yoy e™
k=—c0 k=—co

a ) . ) .
a—”(x,O) =3 (l Kla, +Vk> +c2bkjemx = TP
n k:—°° k:—oo
Innen az ay, b egyiitthatok meghatarozhatok:
ar = Agoy + APy, b = Broy + BBy
ahol minden k € Z -re

2, 2
K °+c¢ [kl
Ay = , By =— =1-4A;
\/K2+02—|K| \/K2+c2—IKI
- 1 - 1 -
A =— B, = =—A;

’ k_
\/K2+c2—|1<| \/K2+62—|K|
Bo

Mivel ue HZ(Q), azért nyilvan ay =0. Ugyanakkor ay = Ag0g + AOBO =0y ——
c

és by = Bpoi( + EOBO = B—O, ahonnan by = ay. A nemzérus indexii ay, by -ra kapott
c
kifejezéseket visszehelyettesitve az u fliggvény formuldjaba:

[2. 2.
u(x,y)=oge 0+ ¥ ock(Ake_lKly+Bke_ Kote y}tKX_,_

k#0
~ ~ [2. 2. )
+ 3 Bk(Ake_|K|y+Bke_ K +c y}mx
k=+0
A Parseval-tételt €s az elemi | z; + 2o <2 21 1”421 &) B egyenldtlenséget hasznalva:
2 =2 2
ol = [ [ lu(x,y)|” dxdy <
L (Q)
00
2 2
L A 2AB B
S—IocOI2+2LZIock 12 k_ k_k + k +
2c k=0 21kl I1<I+\/1<2+c2 2\/K2+62
12 ~ = n2
A 2AB B
+2L Y 1B 12| K+ S S k =
k=#0 21%| IKI+\/K2+c2 2\/K2+c2
L. o, 2 5, 4lxlAB,  |xIB}
=—lagl” +L X AL+ + +
2c k20 1%l IclVk2 +c2 VK 42
2 s n2
IBr 17| ~ 41xl A B x| B
+L 3 P A,f+ LSl S k=
k=0 1! el Vi +c2 Vi 42
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Ay, By és Ak , Ek helyébe azok kifejezését beirva, a jobb oldali zardjeles kifejezések
leegyszertisithetok. A kovetkezot kapjuk:

2
411 AL By lxIB; Ikl +|K|+\/K2+62 _
|K|+\/K2+C \/K +c2 IKI+VK2+C2 \/K2+62

[kl [kl

2
Ak+

= ¢ + == +1::f[ﬂj

el |2 K2 ¢
—+ —2+1 —2+1
c c c

ahol f(¢):= ! + ! +1. Hasonldan:
t+\/t2+1 \/t2+1
~ ~ 52
~9 4|K|AkBk IKIB
Ak+

|K|+\/K2+C \/K +c?

_(Wer Ptk 4kl Ixl

1-—

et IKI+\/K2+c2 \/K2+62
| K| Ikl
1| (k2 |1<|2 o o 1 (1kl
=— _2+1+T 1= > + > ::—2~g[7j,
K| K K ¢
— 5+ —+1
e |

ahol g(1) = (z+\/z2+1j2[1— ¥, ! J

t+\/t2 +1 \/t2 +1
Standard fiiggvényvizsgalati médszerekkel (pl. a ¢ :=sh z helyettesitéssel) konnyen lat-
hat6, hogy f monoton né a [0,+e) intervallumon, és minden & [0,+o) esetén

1< (1) <%; tovdabba g monoton fogy a [0,4+c0) intervallumon, és minden 7 [0,+o)

esetén 0 < g(¢) <1. Innen

2 2
Loy | 1B, |
2 (Q)_Llocolz s 1% TZL:
L 2470 Ikl (2450 Ixl
L 5 SIE _log 12 12 1B 1P
=—lagl” + +
2c 47 k20 | k| 27'(36‘2 k0 I k|

Felhasznalva az l < L feltételt €s az elemi L < ﬁ

c Tkl 142

séget, végiil a kivant becsléshez jutunk:

(ke Z, k #0) egyenldtlen-

a2 L2 L2op +5J§L2 L 2 +J§L2 y
_ 0 =
L) 4n gz0 1kl 2me? gz0 kI

=12 lu || +—|| du 2

1/2 -1/2 :
k‘—°°\/1+k c? k‘—°°\/1+k @ > on HTED)

SLz |OCk| L |Bk|



Végiil igazolunk egy tételt, mely olyan peremfiiggvények Szoboljev-normdira ad becslést,
melyek a I peremen elhelyezett interpolacids alappontokban eltiinnek.

3.5.3.Tétel: Legyen ue H 3/ 2(F) olyan fiiggvény, mely eltlinik a I -n elhelyezett
X{,.X,...,x)y alappontokon. Jelolje & a szomszédos alappontok maximalis tdvolsagat I" men-
tén, akkor:

3

h
hul® ,  <23203 D un® .
HY () I3 H> ()

Bizonyitds: Fejtsiik u-t komplex trigonometrikus Fourier-sorba:
® i 2km
u(x)= Yoge™  (k="5)
k=—co L

Tetszbleges s€ R esetén a H* (') -norma a kdvetkez6 alakban fejezhetd ki:

2 > 2 2.
el = Ylog I©-0+k°)",
HY D) (o ¥
tovabba:
2 Si2 ) _4m? =, ) _4m? 2
[7Al! 0= 2lxllog 19 =—- Yk loy I” <—-1llull | .
H(T) I, R — 12 H'(T)

Mivel pedig minden x e [x;,x;41]-re

u(x) = )fu'(t) drt,
Xk

innen, a Cauchy-Schwarz-egyenl6tlenséget hasznélva:

| u(x) |23[ )flz dtj-{ )fl u'(t) 17 dt] =(x—xp)- )fl u' ()1 dt,

Xk Xk Xk
ahonnan
X+l 2 2 X )
[ Tu(x)l deT- [ lu'(r)1”dt.
Xk Xk
Osszegezve az Osszes részintervallumra, kapjuk, hogy:
S or 12 =il (12 <h2 W2 < rp2 25 o
Lk:Z_LockI —IIuIILZ(F)_7~IIuIILZ(F)_Lh 'FIIuIIHl(F),
2 2 h? 2
ahonnan llul®  <27%-—-llull® .
H™ () 12 H*(I')

Most felhasznéljuk a klasszikus interpoldcios egyenlotlenséget [75], mely szerint tet-
szlleges r < s <t (r #t)indexek mellett:

t—s
Iz I .

0 1-06
s <lull Al , ahol 0 :=
HS @)=Y H" () “ H'() ano t—r
Alkalmazzuk ezt az egyenlotlenséget az r =0, s:=1, t:=3/2 szereposztissal, ekkor

0 =1/3, és az el6z6 becslést felhasznalva kapjuk, hogy
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o

5 )3
1/3 2/3 V2 1/3 2/3
[zl <lull Al < S I7a| S I7a|

Tataoy=" oy T s ( L j Tty M

ahonnan azonnal adédik, hogy
TR N P L
H*(I') L H> ()

2
A kapott becslést Osszevetve az eldzoleg nyert |l u IIiIO - <2n? s a1l | .. becs-
L
Ié€ssel, az allitas mar adodik.

Megjegyzés: A 3.5.3. Tétel dltalanosabban is igaz. A fentihez hasonlé médon igazolhatd, hogy
ha p < g tetszdleges olyan nemnegativ szdmok, melyek kozott van egész szam, ue D (Q)

pedig olyan fiiggvény, mely eltlinik a I'-n elhelyezett xj,.x,,...,x)y alappontokon, akkor

q—p
érvényes az Il ull e (F)S C(Zj Aull HO(T) becslés alkalmas, az alappontoktol és u-tol

fiiggetlen C >0 konstans mellett.

A 3.5.1 — 3.5.3.Tételek felhasznédldsaval most mar egyszeriien adédik e szakasz f6 eredménye,

a (3.5.1)-(3.5.2) modellfeladat u megoldasanak és a (3.5.1.2) Laplace-Helmholtz-féle
perem-interpoldcios v fliggvény eltérésének becslése. Jelolje u a (3.5.1.3)-(3.5.1.4) negyedren-
du feladat megoldasat. Akkor nyilvan:

* 2 * 2 2 21 2 2
lu™ v <2lu” —ull 2Mu—-vI? <l 20u—-vI? .,
Ly () “L@ L@~ 2 0 g2y TV @

ahol felhasznéltuk a 3.5.1. Tételt. Elég tehat a jobb oldal mésodik tagjat tovabb-becsiilni. A
3.5.2. Tétel értelmében:

2090 A2
lu—vi2 o <Plu—viI?_,,  +2 =) <
L () H2M@ 2 on |gy-in2 @)
, ) (3.5.14)
<Plu-vid, +& o) :
H'T) on ||g-112

ahol a jobb oldalon a durva llu—v 12 2 Sllu—v 112 0 becslést alkalmaztuk. A jobb
H @I H™(T)

oldal két tagjat kiilon becsiiljiik. Legyen Qy D Q egy, az eredeti Q tartomdnynél bévebb

tartomany, melyen a Laplace-Helmholtz-interpolaciét végrehajtjuk. A jobb oldal elsé tagjanak
becslésében hasznaljuk fel a 3.5.3. Tételt és a nyom-tételt:

2

2 3 2 3 2 3
lu—vi? . <CH lu—vl <3 Nu=v12. <Coh3lu-vl ,
TV Tgo T M TV g oy = R TV e )= Rt BTV g g )
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ahol az utols6 egyenlOtlenségben feltettiik, hogy u a bdvebb Q) tartomanyra H 2 -folytonosan

ki van terjesztve ugy, hogy a kiterjesztett fiiggvény egyuttal a H 3 (Q() Szoboljev-térhez tar-
tozik: ismeretes, hogy ilyen folytonos Kkiterjesztés létezik. Itt és a késdbbiekben Cj,C,,...

alkalmas, az u*,u,v fiiggvényektdl valamint a perem-interpoldcids alappontoktol fiiggetlen

konstansokat jelentenek. Most hasznéljuk ki, hogy a H 3 (Qg) térbena H 2 _norma ekvivalens

allwl=I Aw ||L2(QO) -normaval, innen kapjuk, hogy:

2 3
e —vli ()<C3h I Au — v)IIL @, )_

(3.5.1.5)

<C3h3(IIA(u v)II +c? Il grad(u —v) I

1,(©y) 1@y

A jobb oldali zaréjeles kifejezés nem mads, mint (# —v) normdja a H 02 () -normdval ekvi-
valens (2.3.15) norma szerint. Mivel az (u —v) fiiggvény u-nak a

W={we HZ(Qg) :u(x) =...= u(xy) =0}

zart altérre vett ortogondlis vetiilete (Id. a 2.3. szakasz eredményeit), azért (« —v)-nek e nor-
mdja u-nak ugyanezen normdjaval becsiilheto feliilrdl, és kapjuk, hogy:

+c* Il gradu I

—y 2 < Cah3 _
o —vll 1O S Csh (IIAuII Ly ))

L, (Qp)
(3.5.1.6)

= C3h3 1 Au I +C3h3c? Il grad u II?

Ly () Ly () °

A (3.5.1.4) egyenl6tlenség jobb oldalanak masodik tagjat eloszor a nyom-tétellel becsiiljiik:

o(u—v) 2
on

C
<A lu-viz,
H'(Q)

2 2

c
Most haszndljuk ki, hogy az u, v fliiggvények mar ki vannak terjesztve a bovebb Q) tarto-
maényra Ugy, hogy a kiterjesztett fliggvények egyuttal a H 5 (Qy)cH (1) (£2() Szoboljev-térhez
tartoznak. H (1) (L) -ban a norma ekvivalens a Il wll:= Il grad wll (¢, ) normaval, innen

2
L o=y _C—§|| grad(u —v) I?

Al o gz

L, (Q )S

S > (Il A=) I7 +¢2 Il grad(u —v) I?

)-
A L, (Q)

L, (Qg)

Mint kordbban ((3.5.1.5)-ben), a jobb oldalon (u—v)-nek a H 02 (£2() -normdval ekvivalens

(2.3.15)-norméja jelent meg, melyet ismét u ugyanezen normdjaval becsiilhetiink feliilrol,
1évén (u —v) megegyezik u-nak a W zart altérre vett ortogonadlis vetiiletével. Innen
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2

1 |9(u—v) Cs 2 2 2
<Suai? P lgadul? )=
Al gy =t RO R0 (35.17)
_Gs 2 Cs 2
=3I g+ S Nerdul g )

A (3.5.1.4), (3.5.1.6) és (3.5.1.7) egyenldtlenségekbdl most mar leolvashaté a modellfeladat
megoldasanak és a Laplace-Helmholtz-interpolacids fiiggvény eltérésének becslése:

2 AL 2 3, 1 2 32, 1 2
Il V”LZ(Q)_C(CZ g 17112, )+ +c4)IIAuIIL2(QO) +Hhic +02)IlgraduIIL2(Qo) ,

ahol a C konstans az u*,u,v fiiggvényektdl valamint a perem-interpoldcids alappontoktol
figgetlen. Kovetkezésképp, ha a ¢ skdldzé konstanst a

C =

1
h

definicidval valasztjuk meg, akkor v — u (az L, (L) -norma szerint), ha A — 0. Ez teljes

0sszhangban all a szemlélettel is: ekkor az interpolacié a peremen még megfeleld, a peremtdl
tavol pedig a Laplace-Helmholtz-interpolécids fiiggvény 1ényegében harmonikussa valik.

Megjegyzés: A levezetett becslés nem éles (3.5.1.4)-ben alkalmazott durva

e —v "2—1/2@)3 lu—vi?,

becslés miatt. A numerikus tapasztalatok élesebb becslés 1étezésére engednek kovetkeztetni.

IMlusztracioként tekintsiik ismét a szakasz elején vazolt tesztfeladatot (Laplace-egyenlet az
egységkoron, a pontos megoldds: u(x,y):=x+y, ezzel konzisztens Dirichlet-peremfeltétel-
lel). A kozelité megoldést keressiik kevert Laplace-Helmholtz-tipusi perem-interpolacios
fiiggvényként.

Tekintsiik eldszor azt a sz€lso esetet, amikor a skdlazé konstans O (peremre épiilé biharmo-
nikus interpoldcid). Ekkor, szemléletesen, a megoldés jOl interpoldl a peremen (kis perem-
pontszdm esetén sem generdlédnak szingularitisok az alappontokban), de az interpolacids
fiiggvény nem harmonikus € belsejében, igy az interpolacié most ezért nem kozeliti j6l a
Laplace-egyenlet megoldasat (3.4. dbra; a perempontok szdma 32, az approximécio relativ
hibija pedig 28.67%).

Ha a skéldz6 ¢ paraméter nagyon nagy, akkor 1ényegében visszajutunk a 3.2. dbrdn szem-
1éltetett esethez (numerikus perem-szingularitasok kialakuldsa). Ha viszont c-t gy valasztjuk

meg, hogy (A—czl) alapmegolddsanak ,,numerikus tartdja” a szomszédos perempontok
tavolsdganak nagysagrendjébe essék, akkor elérhetd, hogy perem-szingularitisok még ne
1épjenek fel, ugyanakkor az interpoldcids fiiggvény a tartomdny belsejében is jOl kozelitse a
(harmonikus) tesztmegoldast. A 3.5. dbrdn olyan esetet mutatunk, ahol a peremen tovabbra is
csak 32 alappontot helyeztiink el, a skdldzé paramétert pedig c:=110-re allitottuk be. Az
approximadcio relativ L, -hibdja igy 0.5% ald csokkent.
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3.4. dbra. Biharmonikus perem-interpoldcio 32 alapponttal
Szingularitdsok nincsenek, de a kozelités rossz

3.5. dbra. Kevert Laplace-Helmholtz perem-interpoldcio 32 alapponttal
optimdlis skdldzo paraméter vdlasztas esetén

A 2. Tabldzat a kozelitd megoldas relativ hibajat mutatja kiilonb6z6 ¢ skdldzé paraméterek
mellett (a diszkrét L, -norma szerint). Lathat6, hogy a kozelités hibdja nem tilsagosan érzé-
keny a skaldzé paraméter megvalasztisara: az optimalis 110-es érték egy meglehetOsen tig
kornyezetében a relativ hiba még mindig 2% alatt marad.

c 0 50 70 90 110 130 150 200
relativ L, -hiba (%) | 28.67 | 5.17 2.95 1.41 0.48 1.09 1.95 | 3.80

2. Tablazat. A kevert Laplace-Helmholtz perem-interpoldcio relativ
L, -hibdi a skdldzo paraméter kiilonbozo értékeire
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Megjegyzés: Az e szakaszban alkalmazott otlet, hogy az eredeti Au =0 homogén egyenlet

helyett egy A(A— 21 )u =0 negyedrendii egyenletet oldunk meg, dltalinosabban is alkalmaz-
hato (I1d. a palyazé [58] publikécidjat). Legyen pl.

Lu =divogradu

egy elliptikus operétor, ahol ce L, (), ¢ >0 adott fiiggvény. Akkor az Lu =0 homogén

egyenlet megoldasat az L(L—c21 )u =0 negyedrendli egyenlet megolddsaval kozelithetjiik,
ahol a ¢ paraméter ugyanazt a skidlazé szerepet jatssza, mint idaig. A gyakorlatban ez utébbi

egyenlet helyett interpolacids problémat oldunk meg, azaz az L(L—c21 )u =0 egyenletet a
megfeleld interpolécios feltételekkel is ellatjuk. Az interpolacié implementdldsa most is QT-
halén kialakitott multigrid médszerrel torténhet, az alkalmazott véges térfogat sémdk értelem-
szerli modositasaval. Jollehet, a fentebbi pontossagi becslések most érvényiiket vesztik, a nu-
merikus tapasztalatok szerint a modszer még mindig j6l milkoddik. Ilusztrativ példaként: le-
gyen Q az egységkor, és

A o egyiitthatéfiiggvény szakaddsa a megolddsban torést generdl a tartomdny belsejében.
Tekintsiik az aldbbi (pontos) megoldast:

(e y)_:{4y (y=0)
Ty (<0

Csatoljuk az L(L—CZI Ju =0 interpoldcids egyenlethez a fenti megolddssal konzisztens
Dirichlet-peremfeltételt. A peremen 32 interpoldciés pontot elhelyezve, €s a ¢ egyiitthat6-
fliggvény szakaddsi helyein tovabbi 15 pont elhelyezésével a QT-hédlon lokalis finomitdsokat
alakitva ki, két kozelitdé megoldas a 3.6. dbrdn lathatd. ElsO esetben a skaldzé paramétert
¢ :=500-ra valasztottuk: j6l megfigyelhetOk a peremen fellépd numerikus szingularitdsok. A
kozelités relativ L, -hibdja 8.58% volt. Masodik esetben a ¢ :=100 vdlasztassal éltiink: ekkor

a perem-szingularitdsok eltlintek, a kozelités relativ L, -hibdja pedig 1.01%-ra csokkent.

(@) ¢ =500 (b) ¢c=100

3.6. dbra. Viltozo egyiitthatoju elliptikus egyenlet megolddsa multi-elliptikus interpoldcioval
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3.5.2. Az alapmegolddsok modszere és regularizdlds multi-elliptikus interpold-
cioval

Modellfeladatként tekintsiik ismét a

Au=0 €Q-ban (3.5.2.1)

Lalplace-egyenletet (Q R? korldtos, szakaszonként sima tartomany), ahol most kevert pe-
remfeltételt is megengediink:

ou
u |1"1 =u |1"1 , g |r‘2 =V |r‘2 , (3522)

ahol u; e HI/Z(F), vy € H_l/Z(F) adott fiiggvények, I3 U, pedig a I':=0Q perem egy
diszjunkt felbontasa.

Kiilonosen egyszerti implementalhatésdga miatt lett népszert az alapmegolddsok modszere
mint halénélkiili médszer [1], [17], [61]. Itt a peremen elhelyezett

Ol e, 12l
pontok kollokdcids pontok: a kozelitd megoldast pedig az Q tartomédnyon kiviil elhelyezett

X[y XD ooy XN € RO\Q pontokba eltolt harmonikus alapmegolddsok mint radidlis bazisfiiggvé-
nyek linearis kombinacidjaként keressiik:

u(x) = _gloc jPOx—x;), (3.5.2.3)
j=

ahol N =N;+N,, ®(x)=logll xIl. Az a priori ismeretlen 0,Q,,...,0p egyiitthatok a pe-
remfeltételekbdl hatdrozhaték meg:

N
zlaj¢(x,§1) —x)=u(x?) (k=12 N,
J:

N
2

j=1

. (3.5.2.4)
o S —x =) k=128,

Konnyen lathat6, hogy amennyiben az x; pontok tdvol vannak a peremtél (€2 jellemzé mére-

téhez képest), akkor, ha a (3.5.2.4) rendszer még elvben megoldhatd is, igen rosszul kondicio-
ndlt, ezenfelil matrixa teljesen kitoltott matrix. Szokdsos pl. x;-ket egy, az € tartomanyt

tartalmazé kor peremén elhelyezni, Q alapjatdl fiiggetleniil. A kondiciondltsdg javithatéd
azzal, haaz x; pontokata I' peremhez kozel helyezziik el (nagysagrendben olyan tévolsagra,

mint a peremen elhelyezett kollokédcids pontok jellemzd tdvolsdga). Megmarad azonban a
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rendszer matrixdnak teljesen kitoltott és altaldban nemszimmetrikus volta mint numerikus

probléma. A megoldas miiveletigénye igy jellemzéen O(N 3 ).

Az el6z6 szakaszban targyalt Laplace-Helmholtz-interpoldcidéval az emlitett numerikus
probléma kikiiszobolhetd. Mivel a (2.3.19) reprezenticids tétel értelmében a Laplace-
Helmholtz-interpolaciés fiiggvény maga is tekinthetd egy RBF-tipusu interpolécids fiigg-
vénynek, azért a Laplace-Helhmoltz-interpolacié egyfajta regularizilt alapmegoldas-mdd-
szerként is interpretdlhatd, tekintve, hogy az itt el6forduld radidlis bazisfiiggvényeknek nincs
szingularitdsuk. Hangsuilyozzuk, hogy a Lalplce-Helmholtz-interpolacié kozvetleniil az inter-
polaciés fiiggvényt allitja eld, nem pedig a (3.5.2.3)-ban szerepld o ; egyiitthatokat, megtaka-
ritva ezzel a (3.5.2.3) formula sokszori kiértékelését.

A Laplace-Helmholtz-interpoléacié az el6z0 szakaszban tdrgyalt formaban csak Dirichlet-
peremfeltétel esetén alkalmazhat6: az interpolaciés fiiggvény normadlis irdnyu derivaltja, mint
lattuk, nem approximalja a megoldds normalis iranyu derivaltjét.

A Laplace-Helmholtz-interpolaci6 otlete azonban mégis atmenthetd a Neumann-peremfel-
tétel esetére is. Ehhez a Neumann-feladatot Dirichlet-feladatok megolddsainak sorozatdra
vezetjiik vissza. Modellfeladatként tekintsiik a

Au =0, g—” Ir=voe H 2 (3.5.2.5)
n

Neumann-feladatot, ahol [vdl'=0, a megolddsban fellépd additiv konstanst pedig tgy
r

valasztjuk, hogy [udl =0 is teljesiiljon. Ismét csak avval a specidlis esettel foglalkozunk,
T

amikor Q =(0,L)Xx(0,4c), I'=(0, L), a megoldast pedig els6 valtozdja szerint szerint L-pe-

riodikusnak tételezziik fel. A térvaltozokra a szokdsosabb x, y jeloléseket hasznélva, legyen

vo komplex trigonometrikus Fourier-sora

vo(x) = T Bre™,
k#0

ahol x:= % Akkor (3.5.2.5) pontos u megoldasa eldall

u(x,y)= Yoge Vel (3.5.2.6)
k#0

alakban, ahol B; =l xla; minden O# ke Z-re. A Dirichlet-feladatokra val6 visszavezetés

alapotlete, hogy adott 8>0 mellett tekintsiik az Qg = (0, L)X (=8,+0), Q-ndl bdvebb
tartomanyon kitlizott

Au =0, u lrs =ug (3.5.2.7)

Dirichlet-feladatot, az ug peremfeltételt pedig iterativ médon javitsuk. A legegyszertibb iterd-

. e ou ug—u e
ci6 azon alapul, hogy a normadlis irdnyd derivdltat a — ~ =20 kiilonbségi hanyadossal
n

kozelitjiik (ahol ug == u I-). Innen a Dirichlet-peremfeltétel iterativ javitdsa kézenfekvden:
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u§n+1) — u(()ﬂ) + 6\)0 (n=0,12,...). (3.5.2.8)

Az igy nyert (u(()”)) peremfiiggvény-sorozat bizonyos értelemben jol kozeliti a (3.5.2.5)

modellfeladat u megolddsanak I'-n vett nyomat, ezért a (3.5.2.7)-(3.5.2.8) Dirichlet-feladatok
megolddsainak sorozata Q -n jol kozeliti a (3.5.2.5) modellfeladat megoldasat. Pontosabban,
érvényes a kovetkezo tétel:

3.5.4. Tétel. Legyen a (3.5.2.7)-(3.5.2.8) Dirichlet-feladatok u™ megoldasainak alakja:

AW (x,y)= 3 Ocgcn)e—hclyeiloc .
k#0

Akkor minden k # 0 indexre az (ocgc") ) Fourier-egyiitthatésorozat konvergens, és

: (n)
| lim oy

o
—oy I<loy |-l kl—.
n—>+oo L

Azaz minden ,kisfrekvencids” Fourier-komponens (melyekre |k I< % teljesiil, ahol €>0

adott hibakorlat) hatarértéke € -nal kisebb relativ hibaval kozeliti a pontos megoldas megfele-
16 Fourier-komponensét.
Bizonyitds: Nyilvan

uén) ) =u®x-8)= Otgcn)emsemx, és
k+0

w0 =uM(x0)= ¥ alMe™,
k#0
innen a Fourier-egyiitthatokra érvényesek az alabbi rekurzidk:

ol DM = () 488, (0#keZ n=0l12..),
ahonnan
"D = O 4 TMOSE (0%keZ, n=012..).
Mivel 0<e™™® <1 minden & #0 indexre, azért ezek a rekurziok mind konvergensek.
Hatarértékiikre pedig teljesiil, hogy
lim ol (™ -1)=8p; =8Ikl  (O#keZ),

n—>+oo
azaz
tim o =K% e g,
N> 400 eIKIS_l
Innen pedig:
. lxld
| lim oc%”)—ocklzlockI-1—W‘=:Iockl'f(llc|6) O=ke Z),
n—>+oo e -1
ahol f(t)=1- P Felhaszndlva a konnyen lathaté 1-— tt Sé egyenlOtlenséget
e —1 e —1
(t>0):
| lim ocgcn)—ockISIockI-lKlgzlockI-lklnﬁ O=keZ).
n—>+oo
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Pontosabb mddszerhez juthatunk az alabbi iteracioval (ami azonban a kozelitdé megoldasok
normalis irdnyud derivéltjanak kiszdmitasat is igényli I' mentén):

ou™
on

uéﬂ‘l‘l) = uén) + 0)8 . (VO - |1") (n = 0,1’2"") ) (3'5'2'9)

ahol >0 alkalmasan megvalasztott iterdcidos paraméter, €s u™ jeloli a (3.5.2.7)-(3.5.2.9)
Dirichlet-feladatok megoldésat. Az igy nyert kozelités pontossdgat jellemzi a kovetkezd tétel:

3.5.5. Tétel. Legyen a (3.5.2.7)-(3.5.2.9) Dirichlet-feladatok u™ megolddsainak alakja:

AW (x,y)= 3 Ocgcn)e—hclyeiloc .
k#0

Akkor minden k # 0 indexre és 0 < @< 2e iterdcids paraméterre az (ocgc") ) Fourier-egyiitt-

hatdsorozat konvergens, éspedig lim 0(5{”) = o . Tovdbba
n—>+oo
1ol oy 1< -l k18 ™1 ol — o 1,

azaz mindegyik (0(5(”)) Fourier-egyiitthatésorozat egy mértani sorozat sebességével konver-

gil a pontos megoldds o Fourier-egyiitthatdjahoz (melyek kvociensének abszolut értéke
azonban | k | novekedésével egyre kozelebb keriil 1-hez).

Bizonyitds: Nyilvan

k+0
innen a Fourier-egyiitthatokra érvényesek az alabbi rekurziok:
D8 = g (WS 3@ —1xlal™)  (OzkeZ, n=012..),
ahonnan
o = (1-wlk18e™). ol +olkI1doye ™ (0zkeZ, n=012..).

S | p ( . ( . Y
Az elemi " <= (120) egyenlStlenséget haszndlva, ezért minden 0 < m < 2e iterdcids
e

paraméter mellett

I>1-olklde B >1-9C5
e

azaz 11- @l k18 |<1 minden k #0 indexre, igy a fenti rekurziok mind konvergen-
sek. Hatarértékiikre pedig teljesiil, hogy
lim ol =(1-olkl8 ™). lim a” +olxldoe™®  (0zkeZ),
n—>+oco n—>+oo
azaz lim ocg‘) =
n—>+oo
z16 megolddsabdl becsiilhetd:

oy (0#ke Z). Az n-edik iterdlt és a hatarérték eltérése pedig a rekur-

s 1= (1= ol k1 8e7M0)"

—xld ’

oci”) = (1- ol k|8 K8y" -ocg)) +olxldoye
ol Kl de

ahonnan az allitas mar kovetkezik:
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ol —oy 1l T- 0l k18 ™ 10l —op | (0zkeZ, n=012..).

Megjegyzés: A fenti tételbdl azonnal kovetkezik, hogy minden rogzitett kye N esetén az

0sszes (0(5(”)) Fourier-egyiitthatésorozat, melyekre | k 1< k teljesiil, k szerint egyenletesen is

tart a pontos megoldds o, Fourier-egyiitthatéihoz.

A 3.5.4. - 3.5.5. Tételek gyakorlati alkalmazasdban a (3.5.2.7) Dirichlet-feladatokat az el6z6
szakaszban targyalt Laplace-Helmholtz-interpoldciéval oldjuk meg. Igy nyerjiik (értelemszerii
altaldnositdsok utdn) az aldbbi algoritmusokat, melyeket regularizdlt alapmegoldds-modszer-
ként interpretdlunk. Legyen most mar Q korlatos, szakaszonként sima tartomany, és tekintsiik
a (3.5.2.1)-(3.5.2.2) kevert peremfeltételli Laplace-egyenletet mint modellfeladatot. Legyenek
a I' peremen elhelyezve az xl( ),xg), WX (1) eIy, (2) xéz), WX ( )e I'; interpolécids ill.

kollokdciés pontok. A I, peremszakasz menti kollokdcids pontokhoz definidljuk az Q

2 52)' (2) (2) (2 (2)

tartomédnyon kivil az x; pontokat, az x;*’, x5, pontoktdl kifelé mu-

taté normdlis irdnyban, azoktdl 81,52,...,8 N, >0 tdvolsdgra. Legyen Q( egy olyan, Q -ndl
bdvebb tartomédny, mely még az Gjonnan definidlt kiilsé pontokat is tartalmazza. Akkor a mo-
dellfeladat megoldasat az aldbbi rekurzidval kozelitjiik: legyen ()

mezett, az xl(l),xg), (13 és )?1(2),9752),...,)?1(\,22) alappontokra tdmaszkod6 Laplace-

Helmholtz-interpolacids fiiggvény:

az € tartomanyon értel-

Aa=Dv™ =0 (@M x5 HD L ) -on)

ahol Q( peremén szokdsos, pl. homogén Dirichlet-peremfeltételt frunk eld, az alappontokban

pedig a
vy = D) k=12, N))
b o ) (3.5.2.10)
v G =W ) 48 vy () (k=12 Ny)
(v0. (3.5.2.8)) vagy pedig a
vy = D) k=12, N))
(3.5.2.11)

(n)
D G2y = 0 (D) 1 05, {vz(x(z)) Gl ((2))] (k=12,..,Ny)

interpolécios feltételeket, ahol @ > 0 egy elég kicsire vélasztott iterdcids paraméter.

Megjegyzések
I. A (3.52.10) as (3.5.2.11) rekurzi6k nehézség nélkiill bedgyazhatok a Laplace-
Helmholtz-interpoldcié megolddsakor haszndlt QT-halés multigrid kornyezetbe. En-
nek részleteivel nem foglalkozunk.
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2. A moddszer mindkét véltozatdnak alkalmazdsdhoz sziiks€g van a perempontokon
elhelyezett normdlvektorok ismeretére is, ami hdlomentes megkozelités esetén nem
mindig all rendelkezésre. (Ez az alapmegolddsok mddszere esetén is igy van.) Kiilon
problémaként meriil tehat fel a peremmenti normdlvektorok meghatarozasa. A kovet-
kez6 szakaszban erre is mutatunk mdédszert.

3. A modellfeladatnak a fenti mddszerek alkalmazdsdval egy, az eredeti tartomanynél
bdvebb tartomanyon vett megoldasat allitjuk eld, masszdval, automatikusan a megol-
das egy kiterjesztését kapjuk. Ismeretes, hogy a harmonikus kiterjesztés (amennyiben
egyaltalan 1étezik) igen gyengén meghatdrozott probléma. Tipikus, hogy a kiterjesz-
tett megoldas € -n kiviil gyorsan valtozik, €s alkalmasint sz€ls6séges értékeket vesz
fel, mig Q-n belill a kozelités megfeleld. Ugyanez a jelenség az alapmegoldasok
modszerének alkalmazdsakor is fellép.

A moddszer illusztralasara tekintsiik az egységnégyzetben elhelyezett 1/2 sugaru korben ki-
tizott Laplace-egyenletet, a fels6 félkor mentén Dirichlet-, az alsé félkor mentén Neumann-
peremfeltétellel elldtva. A pontos megoldas legyen

u(x,y) :=%—x+2y,

a peremfeltételek legyenek ezzel konzisztensek. A probléma megolddsara a (3.5.2.11)
iteraciés modszert alkalmaztuk. A peremen Osszesen 64 perempontot helyeztiink el, a
Neumann-perempontoktél normalis irdnyban 0.1 egységnyi tdvolsdgban tovdbbi pontokat
helyeztiink el a (3.5.2.11) iter4cid realizdlasdhoz. Az alkalmazott skdldz6 Helmholtz-para-
méter értéke c: =180 volt. Az iteraci6é végeredménye a 3.7. dbrdn l4that6: a kozelités relativ
L, -hibdja 0.21%. Jol megfigyelhetd, hogy a megolddsnak az eredeti tartomanyon kiviili

értékei extrém ingadozdsokat mutatnak (mig a tartomdny belsejében a kozelités megfeleld),
1d. [56].

1
3.7. dbra. A regularizadlt alapmegoldds-modszer eredménye az u(x,y) = 5 x+2y

tesztfeladat mellett, & =0.1

Egy masik példa eredményét mutatja a 3.8. dbra. A probléma itt a Laplace-egyenlet megolda-
sa volt az egységkorben. A pontos megoldds u(x,y)=(1—-x)y, a peremfeltételek ezzel kon-
zisztensek. A peremet 64 ponttal diszkretizaltuk. Itt a fels¢ félkor mentén tiiztiink ki
Neumann-peremfeltételt, az als6 félkor mentén pedig Dirichlet-feltételt. A skalazé Helmholtz-
paraméter értéke c:=200 volt. Az els6 esetben a perem €s a kiviil elhelyezett pontok tavol-

73



saga 0.1 egység volt, a masodik esetben pedig 0.3 egység. Utébbi esetben a megoldas az egy-
ségkoron kiviil mar er6s ingadozasokat mutatott, de az egységkor belsejében mindkét esetben
arelativ L, -hiba 0.5% alatt maradt. Ld. [57].

(@) =0.1 () 6=0.3

3.8. dbra. A regularizadlt alapmegoldds-modszer eredménye az u(x,y) = (1—x)y tesztfeladat
mellett

3.5.3. A perem-rekonstrukcio modszere

Az el6z0 két szakaszban targyalt modszerek kozos hatranya, hogy legtermészetesebben csak a
Laplace-egyenletre alkalmazhatok (bdr j6 tapasztalatok voltak a divogradu =0 elliptikus
egyenletekre vald alkalmazhatdsdggal is), tovdbba a Neumann-peremek kezelése bizonyos
Ujabb, a tartomdanyon kiviili interpolacids pontok definidlasat teszi sziikségessé. Elvben sokkal
egyszeriibb — még a Laplace-egyenlet esetében is — az amugy is felépitett QT-halon az eredeti
probléma megolddsa. Lattuk, hogy ekkor a perem mentén numerikus szingularitdsok 1épnek
fel, ha a perempontok szdma nem extrém magas. A perem-szingularitdsok kikiiszobolésének
egy Ujabb mddja, ha valamilyen médon megprébaljuk a tartomany belsejét rekonstrudlni — és
ezaltal annak peremét is —, ami lehetOvé teszi a peremfeltételek érvényesitését a perem-inter-
polaciés pontot nem tartalmazé QT-celldkban is (1d. a palyazé [57] publikacidjat).

A modszer alapotlete, hogy probdljuk meg a tartomany karakterisztikus fiiggvényét re-
konstrudlni a

Aw=0 €Q-ban (3.5.3.1)
w |1"= 1

Dirichlet-probléma megoldédsédval (I":=dQ). A pontos megoldds trividlisan az a fiiggvény,

mely az Q zirt tartomanyon azonosan 1-gyel egyenld. Tegyiik fel, hogy Q egyszeresen
osszefiiggd. Legyen Qy D Q egy Q-ndl bovebb tartomdny, €és (3.5.3.1) megoldasat kozeli-

tendd, konstrudljunk € -on egy optimalis Laplace-Helmholtz-interpolacids fiiggvényt a

wixg) =1 (k=12,.,N) (3.5.3.2)
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interpolécios feltételek mellett, ahol xj,x,,...,xy € I' a peremen elhelyezett interpolacids

alappontok. € pereme mentén — szokdsos médon — irjunk el homogén Dirichlet-perem-

feltételt: wip=0, E;_w lr=0. Akkor w (kozelitden) 1-gyel egyenld Q belsejében, € -n kiviil
n

pedig 0 és 1 kozti értékeket vesz fel. Az interpoldcids problémat egy, az xj,...,xy € I' perem-
interpoléaciés pontok dltal generdlt QT-hdlén megoldva, az Q tartomédnyba esé QT-celldkat
tehat a kovetkez6 algoritmussal rekonstrudlhatjuk: a C cellat belsé celldnak fogadjuk el, ha a
C cella xc kozéppontjdra w(xo)=1-¢ teljesiil, ahol € >0 adott tolerancia-paraméter. El-
lenkezd esetben C-t kiilsé celldnak tekintjiik. A belsé celldk egyesitése lesz a rekonstrualt
tartomany: mindazon belso (kiilsd) cellak Osszességét, melyekben van kiilsé (belsd) tipusu
oldal-szomszédjuk, perem-celldknak tekintjiik.

A perem-rekonstrukcios algoritmust ezekutdn a kovetkezo 1€pésekkel definidljuk. Tegyiik
fel, hogy a megoldand6 probléma a

Au=0 €Q-ban (3.5.3.3)
u |1"= Up

Dirichlet-feladat. Akkor:

1. Oldjuk meg a Aw=0, wlp=1 segédproblémdt Laplace-Helmholtz interpolécioval

egy > bdvebb tartomanyon, a wlpr=0, a—WIr:O peremfeltételek és a

on

(3.5.3.2) interpolécios feltételek mellett.

2. Adott € >0 tolerancia-paraméterrel hatdarozzuk meg a belsd-, kiils6- és peremcelld-
kat.

3. Végezziink el egy multi-elliptikus pl. biharmonikus interpolaciés az adott perempon-
tokon kitlizott interpolacios feltételekkel €2 -ban:

AAv =0, v(xg)=ug(x;) (k=L12,.,N)

Az igy nyert v-értékeket csak az eldz6 1épésben meghatarozott perem-cellakhoz
rendeljiik. Ily médon a rekonstruélt perem mentén egy perem-interpolaciét hajtottunk
végre.

4. Oldjuk meg ugyanezen a QT-hdlon az eredeti (3.5.3.3) Laplace-egyenletet, melyhez
a perem-celldkon az el6z6 1épésben kapott (interpolalt) értékeket mint peremfeltéte-
leket csatoljuk.

Mivel a perem a 3. 1épésben mar le lett fedve perem-celldkkal, a kordbbiakban bemutatott
perem-szingularitas jelensége nem 1ép fel.

Megjegyzések:
¢ A moddszer értelemszeriien altalanosithatd tobbszorosen osszefiiggd tartomanyok ese-
tére is. Bkkor Qy\Q minden komponensében elhelyeziink olyan zdrt gorbéket,

melyeken a w=0, =0 peremfeltételet irjuk eld. Ekkor ezen gorbék pontjainak

w

on

el0zetes ismerete sziikséges, ami az eredeti Dirichlet-feladat kitlizéséhez képest némi
tobblet-informéciot feltételez.

¢ A mddszer alkalmas a (struktdra nélkiili perempontok &ltal adott) perem normadl-

vektorainak kozelitd meghatarozasédra is. Az 1. 1épésben nyert w fiiggvény kiviilrol
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vett gradiensvektora ui. nyilvdn merdleges a peremre, mivel a tangencidlis irdnyu de-
rivalt azonosan z€rus.

e Ha a peremen ill. annak egy részén homogén Neumann-peremfeltétel adott, akkor a
rekonstrudlt belsé celldkon kozvetleniil az eredeti Laplace-egyenlet oldhaté meg: a
homogén Neumann-peremfeltételt kdzvetleniil a QT-celldkon lehet diszkretizalni. Eh-
hez nem sziikséges fiktiv kiilsd pontokat definidlni, mint a regularizlt alapmegoldas-
maddszer esetében.

A modszer illusztrdldsara tekintsiik ismét az egységnégyzetben elhelyezett 1/2 sugard korben
kitlizott Laplace-egyenletet, Dirichlet-peremfeltétellel ellatva. A pontos megoldas legyen

u(x,y) :=%—x+2y,

a peremfeltétel pedig ezzel konzisztens. A peremet 64 ponttal diszkretizdlva, a rekonstrudlt
tartomany karakterisztikus fliggvénye és a rekonstrudlt tartomdnyon a kozelitd megoldas a
3.9. dbrdn lathato. A megoldds relativ L, -hibdja 0.153% volt, perem-szingularitds nem lépett

fel.

i
i

|
i

o . ) 1
3.8. dbra. A perem-rekonstrukcio modszerének eredménye az u(x,y) = 5 x+2y

tesztfeladat mellett

Osszefoglalva tehat, a Laplace-Helmholtz-féle és az ezzel rokon interpoldciés technikdk le-
hetdvé teszik a homogén problémdk valodi halomentes megoldasat anélkiil, hogy ezért nagy-
méretil, teljesen kitoltott és rosszul kondicionalt méatrixd egyenletrendszereket kellene megol-
dani. A numerikus megoldas muveletigénye az alkalmazott MGR-technikdnak koszonhetden
sokkal kisebb, mint a hagyomédnyos RBF-alapi megkozelitések miiveletigénye.

A megkozelités £6 hitrdnya az, hogy a modszer feltételezi, hogy az interpoldcids alappon-
tok térbeli ill. peremmenti eloszldsa tobbé-kevésbé egyenletes. Ha ez nem teljesiil, akkor az
optimdlis skaldz6é paraméter definidldsa nem lehetséges, és el6fordulhat, hogy a perem egyes
részein numerikus szingularitdsok 1épnek fel, mig mas részeken ugyanazon skaldzé paraméter
mellett csak a peremtdl tavol tekinthetd a kozelitd megoldds harmonikusnak. A perem-re-
konstrukcié mdédszere ezen a probléman enyhiteni képes, ha a QT-felbontést a perempontok
stiriségével vezéreljilk. Ekkor viszont eléfordulhat, hogy a rekonstruélt perem csak durvéan
kozeliti az eredeti peremet.

Célszertinek latszik tehat olyan mddszereket konstrudlni, melyek ilyenfajta skdldzé para-
métereket nem tartalmaznak, ugyanakkor elkeriilik a numerikus perem-szingularitdsok problé-
majat is. A kovetkez6 szakaszban ilyen médszerekkel foglalkozunk.
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3.6. Lokdlis sémak generaldsa a radidlis bazisfiiggvények modszerével, és
yjraglobalizalds multi-elliptikus interpoléacidval

Az e szakaszban konstrudlt médszerek bizonyos szempontbdl a jol ismert véges differencia
sémadk altalanositasainak tekinthetok. A sémdk nem szabdlyos stencilen, hanem szabalytalanul
elszort pontokban lesznek definidlva. A lokdlis sémdk jellegzetessége, hogy egy-egy pontban
a vizsgalt differencidloperatort a szomszédos pontokhoz tartoz6 fliggvényértékekkel approxi-
maljuk. Szomszédos pontokként elven a legegyszerlibb az adott ponthoz egy adott tdvolsagon
beliil elhelyezkedd pontokat tekinteni (mely tdvolsdg nem feltétlen ugyanaz minden pont ese-
tén). Egy masik lehetdség: adott szamu, a szébanforgd ponthoz legkdzelebbi pontok Gsszes-
sége. Ismét mds lehetdség a szomszédos pontokat egy, az alappontok éltal vezérelt QT-halo
segitségével definidlni (ez egytttal egy természetes tobbszintli (multigrid) technikat is kinal).
Megjegyezziik, hogy ez az irdnyvonal még korantsem kiforrott, és a kutatds szintjén van: e
szakaszban az egyes moddszerek algoritmusanak jobbdra csak a leirdsdra toreksziink; pontos
konvergenciatételek kimondasa és igazoldsa a kozeli jovoben véarhatd, mindenesetre a numeri-
kus tapasztalatok igen biztatok.

A tovédbbiakban legyen S :={x|,x),...,xy}C Q szért alappontok egy véges halmaza.
Modellfeladatként tekintsiik ismét a

Au=0 €Q-ban (3.6.1)
Laplace-egyenletet, melyet egyelOre az

u |1"= Up (362)

Dirichlet-peremfeltétellel latunk el. Célunk ennek megfeleléen a Laplace-operator diszkretiza-
lasa az S ponthalmazon. Ha u egy Q -n értelmezett folytonos fiiggvény, jelolje a rovidség
kedvéért u; =u(x;) (k=1L2.,,,N). Lokdlis sémak konstrudldsakor a differencidloperdtort

tetszOleges x,, € S pontbeli diszkretizdcidjdhoz csak az itt €s a szomszédos pontokban felvett

fiiggvényértékeket hasznaljuk. A klasszikus Taylor-sorfejtésen alapulé technika szort alap-
pontrendszeren meglehetdsen nehézkes, ezért a sémakat az RBF-interpolacié felhasznalasaval
konstruéljuk.

Legyen x,, € S tetszdleges, rogzitett, centrdlisnak tekintett pont. Legyenek x,, szomszé-

dai xl(m) ,xém) ,...,xx") € S, melyek egymastol és x,, -tdl is kiilonboznek. Jeloljon u (m) egy,
az xl(m),xém),...,xxl) alappontokra tdimaszkodé lokdlis interpoldcids fiiggvényt:

)y _my, Y

u’(x)= Z ochID(x X; )+ Z ajpj(x) (3.6.3)

Jj=1 Jj=1

ahol @ adott radidlis bazisfiiggvény, py,..., pys pedig adott (alacsony fokszamu) polinomok

(jellemzden az 1, x, v, xy, x2, y2,... formuldkkal definidlt kétvdltozés alappolinomok koziil vé-
lasztva). Az ismeretlen 0.,..., 0 N, >l Oy egyiitthatdk az interpolacids €s az ortogonalitasi

feltételekbdl szamithatok:
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Zloc j@—x") + ZlaJpJ(x)—ul(Cm) (k=12,..N,,)
/ / (3.6.4)
¥ oy () =0 (k=12,..,M),

j=1

vagy tomoren:

& 21

ahol:
Ae M N, XN, » CID(x(m) (.m)) (k,j=12,..,N,,) (nyilvin A szimmetrikus matrix);

BeMy wum s Bkj = pj(xk ™Yy (k=12,.,N,, j=12,..M);

o= (0, 0p.n 0ty )€ RV és a=(ay,a;.....ap )€ RM .
Az oy,...,0 N, > @1 Oy egyiitthatok esetén az m indexet az egyszeriiség kedvéért nem tiin-

tettiik fel.
A (3.6.5) egyenletrendszer megoldhatésdga dltaldban nem biztositott, még akkor sem, ha

A B\o 0 - .
A pozitiv definit. Ekkor ui. A invertdlhato, és (B* Oj( j:(ﬁj -bol a=A 1Ba, innen
a
B*A_lBa:O, és A7l pozitiv definitsége miatt sziikségképp Ba=0. Ha tehit A
szimmetrikus, pozitiv definit, akkor (3.6.5) egyértelmli megoldhatésdga azzal ekvivalens,
hogy B magtere csak a zérusvektorbol all, azaz B mint linedris operator, kolcsondsen

M
egyértelmti. Ez pedig, B elemeinek definicidja miatt azzal ekvivalens, hogy a > a;p;
Jj=1
. N . . oo . . (m) _(m) (m)
polinomok koziil csak a zéruspolinom tlinik el mindegyik x;™",x5"",..., Xy alappontban. Ez
az xl(m) ém),..., (m) pontok elhelyezkedésére r6 nehezen ellendrizhetd feltételeket. Pl. ha
(mint az szokdsos) pl(x, V=1, ppx.y)=x, p3(r.y)=y. ps(x.y)=xy, ps(x,y)=x>,
Pe(x,y) = y2 ... , akkor M =1 esetén B kolcsondsen egyértelmi voltara vonatkozo feltétel
mindig teljesiil; M =3 esetén akkor, ha az xl(m),xgm),. (m) pontok nem kollinedrisak; de

(m) (m) (m)
1 %

mir M =6 esetén ez a feltétel csak akkor teljesiil, ha az x - pontok nem il-

leszkednek semmilyen legfeljebb masodrendii gorbére.
Ha a (3.6.5) rendszer minden x,, € S centralis pont esetén megoldhatd, akkor a (3.6.1) La-

place-egyenlet az aldbbi modon diszkretizalhat6. Helyezziink el x,, koriil, a {6 koordinata-

irdnyokban x,,-t6l h >0 tdvolsdgra négy fiktiv pontot (xN n“;, S xE ) » ahol & jeloli az

Il x,, — x](cm) I (k=12,..,N,,) tdvolsagok valamilyen kozepét: mi négyzetes kozepet

alkalmaztunk. A (3.6.1) Laplace-egyenlet diszkretizalt alakja ekkor (Seidel-iterdciora al-
kalmas formaba irva):
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tyy :=i<ﬁ<m><x$i Y+ "™ Cop )+ Cep) + T (). (3.6.6)

A séma jobb oldala az u,(cm) szamokkal kifejezhetd. Valdban, (3.6.6) jobb oldala definicio

szerint:

Ny @y —x")+ @y —x)+ @y, - 2) + @(xf - ™)
; +

> o —
= 4
N w S E
Mo i p e p S E) N
+Zajp] m p] m p] m p] n :ZZ(X.J'BJ"anjbj::

j=1 4 j=1 j=1
_ /() (B
B (a],(b] RVmtM ,

ahol B ; = 1 (cp(x,ﬁ‘{ — @y -2y + @y, -2+ @ - ), (=18,

/

(p](xm)+p](xm)+p](xm)+p](xm)) (j=1,..,M). Amde (3.6.5) alapjan:

& J ( J (J
JRIE),... (6K TR, ~GHC)-

(m)

WJ] ,

=<U,W>RNm = >

T MR

w
ahol a ( ] vektor megoldasa az
\

 ole)lo)

lokdlis egyenletrendszernek.
A lokdlis séma konstrukcidja tehdt a kovetkezd algoritmussal torténik. Minden x,, € S
ponthoz
¢ meghatdrozzuk a szomszédos pontokat;
e kiszamitjuk a B és a b vektorokat;
¢ megoldjuk a (3.6.7) lokalis egyenletrendszert.

Az igy kapott we RYVm ,ve RY vektorparbol v-t késobb mar nem hasznéljuk; w elemeivel
pedig felirhatjuk a diszkretizélt Laplace-egyenletet (Seidel-iterdciés formédban):
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Nﬂ‘l
= 3w (3.6.8)
j=1

A w; (j=L2,..N,) egyitthatokat elég a szamitds elején egyszer meghatarozni. A (3.6.8)

Seidel-iteraciot ezekutdn vagy dnmagdban hasznalhatjuk mint a diszkretizalt Laplace-egyenlet
megoldasi algoritmusat, vagy egy — eléggé természetes moédon definidlhaté — multigrid kor-
nyezetbe dgyazva, simitd iteracidoként. Az iterdcié sordn a (3.6.2) peremfeltétel figyelembe
vétele értelemszerlien, nehézség nélkiil elvégezhetd.

Standard eszkozokkel (a Bramble-Hilbert-lemmara alapozva) megmutathat6, hogy a fenti

lokalis séma képlethibdja O(hz) nagysagrendii, amennyiben a (3.6.3) interpol4cié reprodu-
kalja a legfeljebb harmadfokt polinomokat. Az ilyen tipusd sémadk stabilitdsa viszont — a pa-
lydz6 tudomadsa szerint — nincs igazolva, mint ahogy a (3.6.8) Seidel-iterdcié konvergencidja
sem. Egyszeri példdk mutatjdk, hogy a (3.6.8) séma dltaldban nem vezet szimmetrikus mat-
rixi egyenletrendszerre még a Laplace-egyenlet esetében sem. A numerikus tapasztalatok
ennek ellenére nagyon jonak mondhaték [59], még abban az esetben is, ha a (3.6.3) inter-
polacié csak a legfeljebb masodfoku polinomokat reprodukdlja (s6t, a legfeljebb elsofoku
polinomok reprodukcidja esetében is ez a helyzet).

Példaként, tekintsiik az egységnégyzetben a Laplace-egyenletet. A pontos megoldés

legyen u(x,y) :=log((3x+ 0.5)2 +Q@y+ 0.5)2 ), a Dirichlet-peremfeltétel pedig ezzel konzisz-

tens. A tesztfeladat megolddsara a fentebb leirt lokdlis sémat alkalmaztuk ®(r) = r? logr
radidlis bazisfiiggvénnyel (polarkoordindtdkban felirva), és legfeljebb elséfokt polinomokat
szerepeltetve (3.6.3)-ban. A szamitasokat kétféle ponthalmazon hajtottuk végre: egy ekvi-
disztans racson €s egy egyenletes eloszlds szerint kvazi-véletlenszeriien elszért ponthalmazon.
Harom kiilonb6z6 alappontszdm esetén a kozelitések relativ L, -hibait a 3. Tdbldzat mutatja
(N jeloli a tartomény belsejében, M pedig a peremen elhelyezett pontok szamét.) A 3.9. dbrdn
pedig a kozelitd megoldas lathatd N =4096, M = 256 esetében. Ld. [59].

N (M) 256 (64) 1024 (128) 4096 (256)
Relativ L, -hiba (ekvidisztdns réacs), % 0.1157 0.0285 0.0067
Relativ L, -hiba (sz6rt ponthalmaz), % 0.1798 0.0480 0.0165

3. Tablazat. A (3.6.8) lokdlis séma alkalmazdsa a Laplace-egyenlet megolddsdra.
A kozelito megolddsok relativ L, -hibdi
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3.9. dbra. A Laplace-egyenlet kozelito megolddsa lokdlis sémdval.
Tesztfeladat: u(x,y) :=1log((3x+0.5)% + 3y +0.5)%)

Erdemes megemliteni még egy nem vart pozitiv tapasztalatot. Ha a peremen elhelyezett pon-
tok nem mindegyikénél koveteljiik meg a Dirichlet-feltételt (azokra a peremfeltétel helyett
szintén a (3.6.8) sémat alkalmazva), akkor a séma a peremen automatikusan egy peremmenti
interpolaciot eredményez, perem-szingularitdsok generdldsa nélkiil (vo. a 3.5. szakasz elején
leirtakkal). Illusztracidként tekintsiik ismét az el6bbi példat: a pontos megoldds legyen

u(x,y) = 10g((3x+0.5)2+(3y+0.5)2). A belsé pontok szdma legyen 1024, a peremen

elhelyezett pontok szdma pedig 128, de ez utdbbiakbdl csak minden 8.-at deklardljunk
Dirichlet-perempontnak, ahol a peremfeltételt megkoveteljiik. A Dirichlet-perempontok
szama igy mindossze 16. A megfeleld kozelité megolddsokat a 3.70. dbra mutatja: az elsd
esetben ekvidisztans racsot, a madasodikban kvazi-véletlenszerlien elszort alappontokat

"o

haszndlva. A relativ L, -hiba természetesen most nagyobb, mint az el8z6 esetben, de igy sem
haladja meg az 1%-ot.

3.10. dbra. A Laplace-egyenlet kozelito megolddsa lokdlis sémdval: peremmenti
interpoldcio, perem-szingularitdsok generdldsa nélkiil

Egy masik tesztfeladat megoldasat szemlélteti a 3.11. dbra. Itt a pontos megoldas az

u(x,y) =ch(m(x—- %)) -sin Ty
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formuldval értelmezett harmonikus fiiggvény (az egységnégyzeten értelmezve). A

peremfeltétel ismét Dirichlet-féle. Az alkalmazott radidlis bazisfiiggvény: ®(r) = rzlogr
(polarkoordinatdkban), legfeljebb elséfokd polinomokkal kiegészitve. A szamitdst egy
ekvidisztans €és egy kvazi-véletlenszerlien elszért ponthalmazon hajtottuk végre. A belsd
pontok szdma 4096, a perempontok szdma 256. A relativ L, -hibak most 0.05% ill. 0.14%-ra
adodtak.

3.10. dbra. A Laplace-egyenlet kozelito megolddsa lokdlis sémdval.

Tesztfeladat: u(x,y) =ch(m(x— %)) -sinTy.

Megjegyzés: A Neumann-peremfeltétel diszkretizalasa éppoly konnyen torténhet, mint a ha-
gyomdnyos véges differencia sémak esetében. Legyen pl. x,, egy perempont, melyen az egy-

szeriiség kedvéért homogén Neumann-peremfeltétel adott. Tegyiik fel, hogy a kifelé mutat6
normalvektor épp az (1,0) vektor: ekkor a Neumann-peremfeltétel diszkretizalasa az

i = %(m'") (e )+ 28 e )+ 5 ()

sémaval torténhet, melyre (3.6.8)-hoz analég formuldk vezethetdk le.

Ujraglobalizalas multi-elliptikus interpolaciéval. A fenti lokélis sémék hasznalatdnak van
egy alapvetd korlatjuk, és ez a szomszédos pontok definidlasa. Ha a szomszédos pontok szdma
tdl kevés, ez numerikus instabilitast és divergencidt okozhat: ugyanez a helyzet, ha a pontok
térbeli elhelyezkedése véletleniil tul specidlis, pl. egy egyenesen helyezkednek el. A lokdlis
sémak megoldhatésdgara vonatkozé feltételek nehezen biztosithatok, a numerikus stabilitds
még kevésbé garantdlhat6. Ha a szomszédokat egy tul nagy kornyezetbdl vélasztjuk, az a
szamitasigényt noveli meg. Sokat javit a helyzeten, ha nem lokdlis sémat alkalmazunk, hanem
egy multi-elliptikus interpoldcidval realizdlt globdlis sémat: az ilyeneket neveztiik el djraglo-

balizdlt sémdknak. Ezek 1ényege, hogy a (3.6.6) formuldban fellépd u (m) Jokalis interpolacios
figgvényeket felvaltjuk globdlis (az 0sszes interpoldcids pontra timaszkodd) multi-elliptikus
interpolacios fliggvényekkel. Ez esetben természetesen a (3.6.7) interpoldcids egyenleteket
nem oldjuk meg direkt médon, hanem a multi-elliptikus interpolacids fiiggvényt QT-halos,
multigrid technikdval meghatarozva, kozvetleniil a (3.6.6) Seidel-iterdcids formuldkat értékel-

jiik ki. Tovébbd, kihaszndlva a QT-hdlok szerkezetét, a fiktiv xv,x!" x5 xE pontok
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generdldsat is megtakarithatjuk: a Laplace-operdtort approximdl6 séma mindig az x,, pontot

tartalmazé legfinomabb cella szomszédos celldinak segitségével torténhet, az 1.3. szakaszban
leirtak szerint (1d. a 3.11. dbrdt).

[ ]
{-{-‘-ll
Lol e Ll
L o
b= L e
| o
* | @ b
O
o L e
o] * 1]
[ 11
Lo IR I e

3.11. dbra. A Laplace-operdtor diszkretizdldsa az interpoldcios alappontokban. A fiktiv

xfnv , x,v,‘l/ , x,Sn, x,ﬁ pontok helyett a szomszédos celldk kozéppontjait haszndljuk

Végeredményben az alabbi algoritmust nyerjiik:

® Az xp,xp,....,xy pontokkal vezérelve (melyek egy része az Q tartomédny peremén, a

tobbi pedig Q belsejében van elhelyezve) generdljunk egy QT-hal6t olyan négyzetbol
kiindulva, mely mindegyik xj, x,,...,xy pontot tartalmazza;

e Hatdrozzuk meg a biharmonikus interpolaciés fiiggvényt, ahol a peremre esO
pontokban az adott peremfeltételt irjuk eld, az € -ba esé pontokban pedig tetszdleges
kezdeti kozelitést adunk meg interpolacios feltételként;

e Az Q belsejébe esO interpolacids pontokhoz rendelt értékeket yjitsuk fel a kornyezd
celldkhoz rendelt értékek haszndlataval, a Laplace-egyenlet Seidel-séméja alapjéan, és
ismételjiik az eljarast az el6z6 ponttol.

Az algoritmus gyakorlati megvaldsitdsdhoz a pontos biharmonikus interpolacié helyett elég
csak néhdny, a biharmonikus interpol4ciét diszkretizdlé Seidel-iterdciot végrehajtani. Az algo-
ritmus a QT-halo segitségével igen természetes modon tobbszintli (multigrid) algoritmussa
alakithatd: a részletekkel nem foglalkozunk.

Ez a fajta modszer tehdat olyan kozelitdé fliggvényt szolgéltat, mely az alappontok
kornyezetében biharmonikus, az alapponti értékek maguk — egy durvabb diszkretizacids
szinten — j6 kozelitéssel egy harmonikus fiiggvény értékeinek tekinthetok.

A mddszert a kordbbi (harmonikus) tesztfeladaton szemléltetjiik. A pontos megoldés az

u(x,y)=ch(mx— %)) -sinTy

formuldval értelmezett harmonikus fiiggvény, de most Q egy, az egységnégyzetben elhelye-
zett, 1/4 sugaru kor, a Dirichlet-peremfeltétel pedig ezzel konzisztens. Az Q tartomanyban
350, a peremen tovabbi 80 pontot helyeztiink el. A 3.12. dbrdn a kozelitd megoldas lathato: a

relativ L, -hiba 0.84% volt.
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3.12. dbra. A Laplace-egyenlet kozelito megolddsa vjraglobalizadlt sémdval.

Tesztfeladat: u(x,y) =ch(m(x— %)) -sinTy .

Ujraglobalizilas, perem-verzié: Az tjraglobalizlt algoritmus tovabb egyszertisitheté, ha
csak a peremen elhelyezett interpolacids alappontokat haszndlunk fel, a belsé interpoldcios
pontokat pedig automatikusan a (peremvezérelt) QT-hdlo cellakozéppontjainak vdlasztjuk.
Igy a kovetkez6 algoritmust nyerjiik:

e Az Q tartomdny peremén elhelyezett interpolacids pontokat vezérld pontokként hasz-
ndlva, generdljunk egy QT-halét.

e Keressilk meg mindazon celldkat, melyek Q belsejébe esnek, és méretiik legaldbb
akkora, mint a perempontok karakterisztikus tavolsaga. Nevezziik ezeket belsé celldk-
nak, az ennél kisebb méretli celldkat pedig peremkozeli celldknak. A fennmaradd
celldk a kiilso celldk.

e A perem-celldkhoz az adott Dirichlet-peremfeltételt, a belsé celldkhoz egy-egy
tetszOleges induld kozelitést rendelve, konstrudljunk egy biharmonikus interpolaciét
(csak a peremkozeli €s a kiilsd cellakra).

e A belsé celldkhoz rendelt értékeket udjitsuk fel a Laplace-egyenletre alkalmazott
Seidel-iteraciés formula alapjan (ekkor tehéat a peremkozeli celldkhoz rendelt értékek
véltozatlanok maradnak), €s ismételjiik az eljarast az el6z6 ponttol.

Megjegyzés: Ha az eljaras utolsé pontjaban a diszkrét Laplace-egyenletet a belsd celldkban
elég pontosan oldjuk meg (pl. multigrid médszert alkalmazva), el6zdleg pedig a biharmonikus
interpoldcidban a belsd cellaértékeket nem tekintjiik interpolacids feltételeknek, akkor nem
feltétlen sziikséges a peremkozeli biharmonikus interpoldcidra visszatérni, mivel az inter-
polécié a belso celldk kiilsé peremén mar jol kozeliti az ott érvényes peremértékeket. Ponto-
sabb kozelitést kapunk azonban az algoritmus utols6 két pontjanak iterativ ismétlésével (1d.
késdbb).

Durvén sz6lva, az algoritmus a belso celldkon a Laplace-egyenletet, a peremkozeli celldkon a
biharmonikus interpoléciét kozeliti. Mivel pedig a peremkozeli celldk csak a perem egy szik
kornyezetében helyezkednek el, szemléletesen nyilvanvald, hogy az itt elkdvetett inter-
polacids hiba ,kicsi”, és ez a hiba a beliil pontosan megoldott Laplace-egyenlet megolddsat is
csak kevéssé torzitja el.
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A moédszer gyakorlati kivitelezésekor a biharmonikus interpolaciot ismét helyettesithetjiik
néhany biharmonikus Seidel-iteracidval. Az algoritmus, taldn az el6z6nél is természetesebb
moédon, multigrid kornyezetbe dgyazhaté (a részletekkel itt se foglalkozunk).

A mddszer hasonldsdgot mutat a 3.5.3. szakaszban bemutatott perem-rekonstrukcié méd-
szerével. A leglényegesebb kiilonbség, hogy itt nem toreksziink a perem ill. a tartoméany
pontos rekonstrukcidjara. Magat a Laplace-egyenletet (ami a megoldand6 modellfeladat) nem
a rekonstrudlt tartomanyon, hanem egy ennél sziikkebb tartomédnyon (a belsé celldk Osszes-
ségén) oldjuk meg, a peremkozeli celldkon az algoritmus egy biharmonikus interpoldciot
eredményez.

Mis megkozelitésben, ez a modszer a perem kornyezetében, egy (vékony) sdvban egy
biharmonikus interpolédcids fiiggvényt szolgéltat, a tartomdny fennmarad6 részében pedig a
Laplace-egyenlet megolddsat adja. E két fiiggvény egymdshoz ugy csatlakozik, hogy a
figgvényértékek, esetenként pedig a normadlis irdnyud derivaltak is megegyeznek.

A moddszer hibgjat csak a kovetkezd specidlis esetben vizsgaljuk (az altaldnos eset erre
visszavezethetd). Legyen Q :=(0,L)X(0,+0), I':={(x,0):0< x < L}, a megoldasrél pedig
tegyiik fel, hogy x szerint L-periodikus. Legyen 08>0 egyeldre tetszéleges. Legyen
Qg :=(0,L)x(0,8) a peremmenti sdv, és jelolje I's :={(x,8):0<x<L}. A modellfeladat
legyen az Q -ban kitlizott Laplace-egyenlet, Dirichlet-peremfeltétellel ellatva:

Au=0 Q-ban, ulp=ug (3.6.9)

Ha u( komplex trigonometrikus Fourier-sora

up(x)= Yoge™,
k:—oo

ahol k=x(k) = % (és og =0), akkor (3.6.9) pontos u megoldasa az alabbi sor Osszege-

ként allithato el6:

()= Yoge KV (3.6.10)
k=—o0

Jeloljon v egy tetszOleges, rogzitett, az Qg sdvban biharmonikus fiiggvényt, melyre v Ip=u
teljesiil. Mivel a biharmonikus egyenlet linedrisan filiggetlen szepardlt megoldasai pl. az
e—lKlyein elKlyein e—lKlyein

y , ye“dy ¢™ formuldkkal értelmezett fliggvények, azért v

eldall

v(x,y) = z(ake—hcly +bkeIK|y +cp Il y,e—hcly +d; 1kl y_e|K|y)€in
k=—o0

alakban. A vI=u( egyenloségbdl adédéan pedig:
ap +b, =0 (ke Z) (3.6.11)

Jelolje w azt az Q \55 tartomdnyon harmonikus fiiggvényt, mely v-hez csatlakozik I'y men-
tén, azaz

Wiy =V =ved) = > (e 4 by 1y 1187 4 gy 115 B ik
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Konnyen lathat6, hogy ekkor

(o)

w(x,y) = Z(ak +bye

k=—o0

A (3.6.9) modellfeladat kozelitd6 megolddsanak most azt az u fiiggvényt tekintjiikk, mely az

20kld 2|K|5)e—|K|yein

+Cy |K|6+dk lkld-e

Qg sdvon v-vel, Q \55 -n pedig w-vel egyenld. Az (u — u*) eltérést célszerli a I'y szakaszon
vett eltéréssel jellemezni:
(w—u") Iy =v(x.8) —u (x,8) =

_ z(bke|1<|5_bke—|l(|5+ck 1818 1 g |K|5.eh<|6)€im,
k=—oo

ahol felhasznaltuk a (3.6.11) egyenldséget. Innen:

(w—u")lp,= §(2bksh(| K18)—bre 04 k18- (cpe ™ 4+ dkelKla))ein . (36.12)

=—00

Innen nyilvanvald, hogy minden k index esetén a jobb oldal k-adik tagja 0-hoz tart, ha 8 — 0,
éspedig ekkor a k-adik tag nagysagrendje O(d) (a konvergencia k szerint nem egyenletes).
Ennek az esetnek felel meg az tdjraglobalizalt médszer perem-verzidjanak fentebb vazolt
egyszerlsitése (amikor a peremkozeli biharmonikus interpoldciét csak egyszer hajtjuk végre,
ezutdn a bels0 Laplace-egyenletet oldjuk meg, szintén csak egyszer, iterativ javitds nélkiil).
Pontosabb kozelitést nyeriink, ha €g-n a biharmonikus interpoldciét ugy konstrudljuk, hogy

I's mentén nemcsak v és w nyomai egyeznek, hanem a normalis irdnyu derivaltjuk is (v0. a

g . , . .. : , ow v
perem-verzid algoritmusdnak leirdsa utdni megjegyzéssel), azaz 3, |1“5 = = I1~6 . Ekkor egy-
n n
részt:
v

v it _
Iy = —g(x,ﬁ) = k:z_wa Klage Pk b ™ -

—ixlege ™™ e 1kl? 80P xid ™ —d; 1k 1% 510,

on

masrészt pedig

0 0 ot _ _ ;
e =—22 8= Ylxlae™riklbe™® 4o 1x1? 8™ g, 1k1% 5 M0)e,
on ®  dy k——oo
Innen, minden k # 0 indexre

21 %1 be™ 424, 1612 8™ = xlcpe ™01kl dye™?,

ahonnan b kifejezhetd ¢ és d; segitségével:
b, =—2d;, 1 k18— (cpe ™0 +d, K19y o 1KI0,
Ezt visszahelyettesitve (3.6.12)-be, kapjuk, hogy most

(w—u")lp, = S (2d, 118-sh (1 k18) = (cpe ™3 1 q, 18y ek (151 8) +
k=—oc0

+ (cke_IKIS + dkehda) [kl S)eim =
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= S (2d, 1k18-sh(kI8) + (cpe ™8 4 d, ™). (1 k15— e ¥ (1 k1 8)))e’™ =
k:—oo
2 kI8 k15 - 2K0
= Y(2d; 1x18-sh(1xI8)+(cre ™ +dye'™ )-(|K|5—T))elm.

k=—o0

A jobb oldali 6sszeg minden tagja 6 — 0 esetén 0-hoz tart, éspedig — szemben a (3.6.12)

egyenlOség jobb oldali tagjaival — most 0(82) nagysagrendli, amint ez az x — x-shx és az
2x

X—x— leképezések 0 koriili Taylor-sorfejtésébdl azonnal lathato.

A modszert egy egyszerl tesztfeladaton illusztrdljuk (Id. a péalydaz6 [60] publikacidjat).

Legyen Q az egységnégyzetben elhelyezkedd kisebb négyzet:
13 13 1 3| . . .

Q= (4 , 4}{4 , 4) = {(x,y) © 3 <X,y < 4}, és u(x,y):=(1—x)y (harmonikus fiiggvény),
az Q tartomédny peremén eldirt Dirichlet-peremfeltétel ezzel konzisztens. Az € tartomany
peremét mindossze 48 peremponttal diszkretizaltuk. A perempontokkal egy QT-halét gene-
raltunk, 8 felbontési szinttel. Ezen kozvetleniil a tesztfeladatot megoldva, numerikus perem-
szingularitdsok jelennek meg, €s a relativ L,-hiba 13.62%. A fentebb leirt tjraglobalizalt

modszer alkalmazdsdval a perem-szingularitasok eltlintek, a relativ L, -hiba pedig 0.90%-ra
csokkent (3.13. dbra).

3.13. dbra. A Laplace-egyenlet kozelito megolddsa kozvetleniil és tijraglobalizdlt sémdval
(perem-verzio). Tesztfeladat: u(x,y):=(1—-x)y

Alkalmazas a Stokes-egyenletre. Végiil az e szakaszban leirtakat egy kevésbé egyszerti mo-
dellfeladatra alkalmazzuk. Tekintsiik a kétdimenzids staciondrius Stokes-egyenleteket: isme-
retes, hogy ez az egyenlet irja le a lasst és/vagy nagy viszkozitds melletti dramldsokat. Az
egyenletek az &ltaldnos Navier-Stokes-egyenletekbdl a konvektiv derivéltak elhagyasaval
szarmaztathatok:

a_u + ﬁ =0 (folytonossagi egyenlet) (3.6.13)
ox dy
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—VAu +la_p:0

p dx
—VAv+la—p=0
p dy

(momentumegyenletek) (3.6.14)

Itt u, v jelolik a sebességkomponenseket, p a nyomadst, p a stirliséget, v pedig a kinematikai
viszkozitast (ez utobbi kettét konstansnak tekintjiikk). Az Q dramlédsi tartomdny peremén
peremfeltételként u és v adottak. Ismeretes, hogy a p nyomds csak additiv konstans erejéig
egyértelmii: feltehetd tehat, hogy e konstans tigy van megvalasztva, hogy [pdQ =0 teljesiil.
Q

A Stokes-egyenletekre tobb, j6l mitkodd numerikus megoldasi modszer ismeretes. Itt a
klasszikus Uzawa-algoritmust vizsgaljuk [4], [8], [87], mely az (u,v, p) fiiggvényharmast az
alébbi rekurzidval kozeliti:

1 dp
Auty i _E_a;
1 dpy
AVk+1 —Eg (3615)

Pk+1 = Pk — VP -(auak“ + av"“j
X dy

Ismeretes, hogy minden, elég kis @ iterdcios paraméter mellett az iteraci6 a (3.6.13)-(3.6.14)
Stokes-egyenlet (az adott peremfeltétel mellett érvényes) megoldasdhoz konvergal.

Az algoritmus lényege tehdt, hogy a Stokes-egyenletek megolddsdt Poisson-egyenletek
sorozatdnak megolddsdra vezeti vissza.

Az Uzawa-algoritmus gyakorlati alkalmazasakor (3.6.15) els6 két Poisson-egyenletét nem
sziikséges pontosan megoldani, elég néhany (alul)relaxaldsi 1épést alkalmazni. Igy kapjuk az
egyszeriu nyomdskorrekcios modszert:

e Alkalmazzunk néhdny (alul)relaxéldst a diszkretizalt momentumegyenletekre:
Au = Lo , Av = Lo

Vp dx vp dy

e Korrigdljuk a nyomadst a szamitott divergencidval:

p=p p ax  dy ’

ahol ®> 0 egy elegendden kicsi iterdcids paraméter, és ismételjiik az eljarast az el6zo
ponttol.

Kihasznélhatjuk, hogy a pontos p nyomasfiiggvény (a (3.6.13)-(3.6.14) egyenletek egyszerli
kovetkezményeképp) az dramldsi tartomanyban maga is kielégiti a Laplace-egyenletet (pontos
peremfeltételek megaddsa azonban dltaldban nem lehetséges). Igy nyerjiik a simitott nyomds-
korrekcios modszert. Itt az egyszerli nyomdaskorrekcio két 1épése kiegésziil még egy 1épéssel:

e Alkalmazzunk néhany (alul)relaxdlast a Ap =0 egyenlet diszkrét megfeleldjére (az

el6z6 1€pésben kapott nyomasbdl kiindulva), és médositsuk a nyomdst egy konstans
hozzdaddsaval ugy, hogy a nyomés Q -n vett integralja O legyen:
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|
= e [ pdQ
p=r |Q|£2p

(ahol 1 Q1 jeloli az Q tartomdany teriiletét).

A simitott nyomdskorrekciés mddszer realizéldsa az ebben a szakaszban leirt lokélis (vagy
Ujraglobalizdlt) sémadkkal torténhet. Megjegyezziik, hogy az egész algoritmus multigrid
kornyezetbe dagyazhaté (kiilonosen az ujraglobalizdlt sémdk alkalmazdsa esetén): a
részletekkel nem foglalkozunk.

A mddszert illusztralandd, tekintsiik az alabbi tesztfeladatot. Legyen Q az egységnégyzet,
melyben vizszintes dramlést tételeziink fel kvadratikus sebességprofillal. Ekkor a pontos meg-
oldas:

ulx,y)=c-y(L-y), v(x,y)=0, p(x,y)=cvp-(L-2x),

ahol L =1, c pedig egy

dimenzidju skdlazo konstans. A tesztfeladatban a legegysze-
m-sec

ribb c¢:=1, vp:=1 vdlasztassal éltiink. A tartoméany peremét 128 ponttal diszkretizaltuk, a
tartomany belsejében 1024 kvazi-véletleniil elszért pontot helyeztiink el. A Poisson-egyenle-
teket lokdlis sémakkal diszkretizdltuk. A szamitott u vizszintes sebességkomponens és a p
nyomads a 3.14. dbrdn, a szamitott sebességmezd pedig a 3.15. dbrdn 1athat6. A sebességmezd
relativ L, -hibdja 0.754% volt.

3.14.dbra. Szdmitott vizszintes sebességkomponens és nyomds
a Stokes-egyenletre vonatkozo tesztfeladatban

3.14. dbra. Szdamitott sebességmezo a Stokes-egyenletre vonatkozo tesztfeladatban
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4. Osszefoglalas

A mérnoki alkalmazdsokban igen sok folyamat irhaté le (legaldbbis kozelitdleg) parcidlis
differencidlegyenletekkel. Ezek numerikus megolddsdnak technikdi hagyomanyosan harom
nagy modszercsalddba tartoznak: a véges differencia mddszerek, a véges elem moédszerek,
vagy a viszonylag djabb keletli perem-integralegyenlet (peremelem) mddszerek kozé. Az elsd
két nagy modszercsalddba tartoz6 moddszerek kozos hétranya, hogy a megfeleléen finom
diszkretizacidhoz eldbb egy, az adott geometridhoz jo illeszkedd gorbevonald réacs ill.
végeselemes halo konstrudlasa sziikséges. Ez a részprobléma sokszor az eredetileg modellezni
kivant folyamatot leiré differencidlegyenlet megoldasdval osszemérhetd nehézségii, eseten-
ként még bonyolultabb is annal. Ez a nehézség hivta életre eldbb a hdloredukcios modszereket
(mesh reduction methods: tipikus képviseldje a peremelem modszer), majd az elmuilt néhany
évben a hdlonélkiili modszereket (meshless methods). Késdbb a halonélkiiliség igénye a
peremelem modszerekben is természetes mdédon fellépett.

Az értekezés témakore e problémakor koré dsszpontosul. Kozos eszkdzként az eredetileg a
szamitégépes grafikdban definidlt quadtree (QT-) algoritmust haszndlja. Itt a QT-algoritmus
altal szolgaltatott egyenldtlen, konnyen kialakithaté struktuirdji cellarendszert szamitdsi racs-
ként haszndljuk, azon véges térfogati sémakat és tobbszintli (multigrid) megoldasi algoritmust
definidlva. Ezzel rendkiviil robusztus médszerekhez jutunk, melyek dnmagukban is képesek
egy sor modellezési probléma megolddsara, igy pl. aramlési és transzport folyamatok szami-
tdsara. Ugyancsak a QT-algoritmus bukkan fel a gyors multip6lus médszerben is, melyet sike-
riilt a perem-integralegyenlet médszerben is alkalmazni, akar multigrid kornyezetben is.

Az értekezés kozponti gondolata a szort ponti interpolacids probléma egy megoldasi Gtlete
(a multi-elliptikus interpoldcidnak nevezett médszer), mellyel az interpolacié visszavezethetd
egy magasabbrendll parcidlis differencidlegyenlet megolddsara. E differencidlegyenlet nume-
rikus megoldasara a QT-halokon felépitett multigrid médszer kivaléan alkalmazhaténak bizo-
nyult. Az igy kapott interpolaciés modszer segitségével aztdn egy sor halonélkiili numerikus
modszert sikeriilt konstrudlni és azokat analizdlni.

A péalyaz6 nevéhez kothetd Uj eredményeket az aldbbi hat tézisben foglaljuk 0ssze (az egy-
értelmuiség kedvéért egyes szam 1. személyben fogalmazva):

1. Gyors iteracids algoritmust dolgoztam ki kevert peremfeltétellel ellatott perem-integral-
egyenletek megolddsara. A mddszert tovabbfejlesztettem multigrid médszerré. A sziikséges
szamitasigény tovabbi csokkentésére a gyors multipélus moddszert altalanositottam az itt
eléforduld peremintegrdlok kiértékelésére, az egyes perem-integraloperdtorok multipdlus
sorba fejtésével. Igy a megoldds miiveletigényét sikeriilt N -log N -nel ardnyos mértékiire

csokkenteni (ahol N a peremelemek szdma).

Az 1. pontban jelzett eredmények a kovetkezd publikdcidkban taldlhatok: [24], [25], [31],
[34], [40], [42], [44], [45].

2. A QT-algoritmust egyenldtlen szamitdsi racsként haszndlva, cella-csicsponti és véges
térfogat modszeren alapul6 cella-kdzépponti sémdkat konstrudltam elliptikus differencidlope-
ratorokra. A cella-k6zépponti sémdkhoz multigrid algoritmusokat fejlesztettem ki QT-halos
kornyezetben, mely a diszkretizalds sordn bevezetett ismeretlenek szamét €s a megoldds szd-
mitasigényét igen jelentds mértékben lecsokkentette.

A 2. pontban jelzett eredmények és azok alkalmazésai a kovetkezd publikdcidkban taldlhatok:
[26], [27], [28], [30], [33], [34], [35], [36], [37], [38], [39], [43]
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3. Megmutattam, hogy a kétdimenzids szort pontud interpoldcids probléma egy gyakorlatban is
jOl hasznélhaté6 megolddsa a multi-elliptikus interpolacié, amikor az interpolaciés fiiggvény —
az interpolacidés alappontok kivételével — kielégit egy legaldbb negyedrendli parcidlis
differencidlegyenletet (multi-elliptikus egyenletet), melyhez az interpolacids feltételek mint
diszkrét pontokban adott peremfeltételek csatlakoznak. Igazoltam, hogy ily médon korrekt
kitlizé€sti problémat nyeriink. Az interpoldcids fiiggvényre approximacids és stabilitasi
tételeket bizonyitottam. Az interpolacids fiiggvény numerikus elddllitasat az el6zd pontban
emlitett QT-halés multigrid médszerrel végeztem. Megmutattam, hogy az algoritmus miive-
letigénye toredéke a hagyomanyos, radidlis bazisfiiggvényeken alapul6 interpoldcié mivelet-
igényének, ugyanakkor annak numerikus hatranyait (nagyméretii, kitoltott matrixd, rosszul
kondiciondlt egyenletrendszerek megolddsanak sziikségessége) teljesen kikeriili.

A 3. pontban jelzett eredmények a kdvetkezd publikaciokban taldlhatok: [32], [43], [48], [49],
[50], [51], [52].

4. Multi-elliptikus interpoldciora alapozott halénélkiilli médszereket konstrudltam elliptikus
differencidlegyenletek megoldasara. A multi-elliptikus interpolaciét mind a Kansa-mddszer,
mind pedig a partikularis megolddsok mddszerében alkalmaztam. A partikuldris megoldést
igy egy, a forrdsfiiggvényre alkalmazott multi-elliptikus interpolacio és az eredeti problémara
alkalmazott QT-hédlés multigrid médszer egymdasutanjaként allitottam eld. A multi-elliptikus
interpolaciot a perem-integralegyenlet modszer dudlis reciprocitdsi modszerében is alkalmaz-
tam. Megmutattam, hogy a sziikséges miiveletigény minden esetben Iényegesen kevesebb a
hagyomanyos, radidlis bazisfiiggvényeken alapulé modszer miiveletigényénél.

A 4. pontban jelzett eredmények a kdvetkezd publikaciokban taldlhatok: [47], [48], [49], [50],
[51], [52].

5. A homogén egyenletre (els6sorban a Laplace-egyenletre) specidlis, Laplace-Helmholtz-
interpoldcidn alapulé halénélkiili médszert konstrudltam. Megmutattam, hogy ha a Laplace-
Helmholtz-interpolacié skdlazé paramétere a karakterisztikus alapponttavolsdg reciprokaként
van definidlva, akkor a Laplace-egyenlet Dirichlet-feladatdnak megoldasa jol kozelithetd
Laplace-Helmholtz-interpolaciéval. Erre nézve pontossagi becsléseket vezettem le. A mod-
szert 4ltalanositottam Neumann-peremfeltétel esetére is, igy kaptam az alapmegoldasok madd-
szerének egy regularizdlt valtozatit, mely mindazondltal elkeriili a rosszul kondicionalt,
nagyméretii matrixokkal valé szadmitdsokat. Ugyancsak a Laplace-Helmholtz-interpolaciéra
alapozva, ujabb algoritmust konstrudltam (a perem-rekonstrukcié6 moédszerét), melyben elso
lépésben az eredeti probléma tartomdnyanak karakterisztikus fiiggvénye rekonstrudlhato,
majd az ily médon rekonstrudlt tartomdnyon az eredeti probléma oldhaté meg QT-halds
multigrid médszerrel, elkeriilve a peremen fellépd numerikus szingularitdsok problémajat.

Az 5. pontban jelzett eredmények a kovetkezd publikdcidkban taldlhatok: [53], [54], [55],
[56], [57], [58].

6. A radidlis bazisfiiggvényeken alapuld interpolacié lokalis alkalmazasaval lokélis halo-
nélkiili sémdkat vezettem le a Laplace-operator diszkrét megfeleldjének eldallitdsara, mér-
sékelt miiveletigény ardn. A lokélis interpolaciét globdlis, multi-elliptikus interpolédcidra cse-
rélve, Uj halonélkiili algoritmusokat konstrudltam (djraglobalizalt sémadk), melyek miivelet-
igénye mindazondltal sokkal kevesebb, mint a radidlis bazisfiiggvényeken alakuld sémaké. A
modszernek definidltam a peremvezérelt valtozatat is, melyben a bels6 interpolaciés pontokat
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elore megadni nem kell, azokat a QT-cellarendszer belsé celldinak kozéppontjai auto-
matikusan meghatarozzdk. Megmutattam, hogy ez a megkozelités egyenértékii egy perem-
kornyéki biharmonikus interpolécié és egy, a belsé celldkban végrehajtott QT-halés multigrid
megoldé algoritmus dsszekapcsoldsdval, igy maga is multigrid kdrnyezetbe dgyazhaté.

A 6. pontban jelzett eredmények a kdovetkezd publikdciokban taldlhatok: [59], [60].

Végezetiil hangsilyozzuk, hogy a témakor kordntsem tekinthetd lezartnak. A multi-elliptikus
interpolécié tovéabbi alkalmazési lehetdségei koziil érdemes megemliteni a feliiletrekonstruk-
ciot, amikor egy feliiletet egy azon szabdlytalanul elszort ponthalmaz ismeretében kell re-
konstrudlni, és esetleg valamilyen struktirat (pl. haromszoghalét) 1étrehozni rajta. Az itt be-
mutatott hdlonélkiili moédszerek tovdbbi, Osszetettebb problémdkra valé alkalmazdsa is jo
reményekre jogosit, tekintve, hogy elkeriilhetd a racs- ill. hadlégenerdlds. Tovabbi érdekes
problémakdr lehet még bizonyos feliileti integralokkal definidlt mennyiségek (fluxusok, viz-
hozamok) halonélkiili szamitdsa is, tekintve, hogy a perem hdlomentes leirdsakor az egyes
feliiletdarabok teriilete ismeretlen, sét, esetleg a feliileti normdlvektor sem adott.
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