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1. A kutatas célja

A kutatas keretein beliil az utébbi idoben el6térbe keriilt kiillonbozo értékelési skalak
(amelyek példaul a hétkéznapi nyelv szavaival fejezik ki alternativdk egy véges halmazdn
az ezek kozott fenndlld preferencidk erésségét, az egyes kritériumok fontossagét, stb) és a
rajtuk értelmezheto kiilonbozo rendezett algebrai struktiurak korében természetes modon
felmeriilo alapkérdéseket szeretnénk megvalaszolni. A fiiggvényegyenletek, a nem-klasszikus
(tobbértékil) logikak, valamint az algebra eszkoztaranak egyiittes felhasznélasaval szeret-
nénk meghatarozni azt a legaltalanosabb matematikai keretet, ahol a klasszikus preferenci-
amodellezés fogalmai értelmezhetok, az ezekre vonatkozd eredmények pedig kiterjeszthetok.
Ezéltal egységes keretbe lehetne foglalni az eddigi ismert megkozelitéseket és eredményeket.

2. A legfontosabb eredmények
2.1. Aggregdcios miveletek

2.1.1. Gytrtszer( struktira | — 1, 1[-en

Az [1] dolgozatban azt vizsgaltuk, hogy lehet-e a |—1, 1] intervallumon olyan miiveleteket
értelmezni, amelyekkel egy gytriszeri struktirat kapunk. A problémat a dontéselmélet
motivalta, ahol a fogalmakban és dontésekben természetes moédon meglévé szimmetriat
(pl.  veszteség - nyereség) olyan skaldak képesek megfelel6 médon reprezentalni, ame-
lyek szimmetrikusak az origéra. Ezen az intervallumon olyan miiveleteket (szimmetrikus
pszeudo-6sszeadds és pszeudo-szorzas) értelmeztiink, amelyek folytonos T' t-normékra és S
t-konormakra épiilnek.

Legyen S t-konorma. Az & S-kiilonbséget a kovetkezé moédon értelmezziik:

r &5y :=inf{z|S(y,2) > z}. (1)

El6szor a pszeudo-Osszeadast vezetjiik be.



Definicié 1. Legyen S t-konorma. Az @ szimmetrikus pszeudo-dsszeadds a [—1, 1] inter-
vallumon az alabbiak szerint értelmezett miivelet:

(R1) Haz,y > 0: x ©y = S(x,y).
(R2) Haz,y <0: z®y =—S(—z, —y).

(R3) Haz € [0,1[,y €] — 1,0]: s &y =z Sg (—y), ahol &g az S-kiilonbség szimmetrizalt

valtozata:
inf{z | S(y,z) > x}, ha z >y
rEsy=+< —inf{z|S(x,z) >y}, haz<y
0, ha x =y.

x,y > 0 esetén. Tovdbba 1 & (—1) = 1 vagy —1.
(R4) Ha z <0,y > 0: cseréljiik fel x, y-t.

A pszeudo-szorzas kevésbé problematikus. Egy kommutativ, asszociativ miiveletre van
sziikségiink, amelynek 1 egységeleme, 0 nulleleme, és elGjele ugyanaz mint a szorzaté, vagyis

r©y =sign(z-y) T(|z], |y]).

Ez a szabdly természetes médon kovetkezik abbdl, hogy © disztributiv é-ra nézve.
A kovetkezo definiciot javasoltuk.

Definicié 2. Legyen T' t-norma. A ® szimmetrikus pszeudo-szorzds a [—1, 1]-en az alabbi
modon értelmezett miivelet:

(R5) Haz,y > 0: 20y =T(x,y).
(R6) Egyébként pedig x ® y = sign(z - y)T'(|z], |y]).

Ha @ és © fenti konstrukcidja megvaldsithatd, és ha még © disztributiv @-ra nézve,
akkor a (| —1,1[,®, ®) algebrai struktira gytiri.

Az eredmények igazolasa soran az alabbi négy esetet tekintettiik, ezzel az 0sszes folytonos
t-konormat lefedve:

1. S szigord t-konorma;

2. S nilpotens t-konorma;

3. S a maximum miivelet;



4. S folytonos Archimédeszi t-konormék lexikografikus 6sszege (vagyis az el6zé harom
eset kombindcidja).

Tétel 1. Legyen S szigori t-konorma, & pedig az S alapjdn definidlt pszeudo-osszeadds.
Ekkor

(i) (]1—1,1[,®) Abel-csoport.
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(ii) Nincs olyan ©® pszeudo-szorzds, amellyel (] —1,1[,®,®) gydri.

Egyszerti megfontolasok alapjan megmutattuk, hogy ha S nilpotens, vagy S = max,
vagy S a fentiek lexikografikus szorzata, akkora a kapott pszeudo-Osszeadas nem asszo-
ciativ.

Az eredményekbol levonhaté kovetkeztetés: a T = min és S = max alapjan kapott Un.
szimmetrikus minimum és maximum tekintheté a legjobb konstrukcionak.

2.1.2. Racionalis uninormak

Korabbi munkainkban alapveté eredményeket kozoltiink egy asszociativ, részben kom-
penzativ aggregaciés miiveletcsaladrol, az uninormdkrol, lasd pl. [4] dttekintést. A [2]
dolgozatban meghataroztuk az 6sszes valédi raciondlis uninormat.

Definicié 3. Egy U : [0,1]> — [0, 1] fiiggvényt uninormdnak neveziink, ha U asszociativ,
szimmetrikus, nemcsokkend, és van olyan e € [0, 1], hogy U(e,z) = x minden = € [0,1]
esetén.

Egy U uninormat valamely e €]0, 1] egységelemmel raciondlisnak neveziink, ha felirhaté
Po(z,y)

alakban, ahol P, és P,, rendre n-ed foku, illetve m-edfoku polinomok. Egy uninormat
valodinak neveziink, ha egységeleme szigoruan 0 és 1 kozott van.

Ulz,y) =

Tétel 2. Legyen U wvalddi raciondlis uninorma e eqységelemmel. Ekkor U az aldbbi alaki

(z,y) €[0,1]*\ {(0,1),(1,0)} esetén:

_ (1 —e)ry
Veley) = ey el =)' )

tovabbd vagy U(0,1) = U(1,0) =0, vagy U(0,1) = U(1,0) = 1.

2.1.3. Migrativ t-normék
A [3] dolgozatban egy érdekes problémat vizsgaltunk és oldottunk meg.
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Definicié 4. Legyen o € |0, 1[. Egy T: [0,1]*> — [0, 1] fiiggvényt a-migrativnak neveziink,
ha teljesiil
T(azx,y) =T(x,cy) minden x,y € [0, 1] esetén. (4)

Hogyan jellemezheték azok a t-normdk, amelyek a-migrativak valamely a € |0, 1]
esetén? Nyilvanvald, hogy a szorzat t-norma kielégiti a 4 Definici6 feltételeit.

Legyen T folytonos t-norma. Ekkor belathato, hogy ha T" a-migrativ, akkor sziikségkép-
pen szigoru is. Vagyis van olyan szigorian csokkend folytonos ¢: [0, 1] — [0, co] fliggvény,
amelyre ¢(1) = 0 és t(0) = oo, és amellyel T'(x,y) =t 1 (t(z) + t(y)).

Ekkor a migrativ tulajdonsag felirhaté a ¢ additiv generatorra vonatkozé fiiggvény-
egyenletként:
t(ax) = t(a) +t(x) minden = € [0, 1] esetén. (5)
A megoldast az aldbbi tétel szolgaltatja.

Tétel 3. Legyen t eqy szigori t-norma additiv generdtora. Ekkor t pontosan akkor elégiti
ki a (5) figgvényegyenletet, ha van olyan folytonos, szigorian csokkend, az [a, 1] interval-
lumon értelmezett nemnegativ ty fiigguény, amelyre to(a) < +oo, to(1) =0, és

t(x) =k - to(a) + to <%> ha z € |t o], (6)

ahol k nemnegativ egész.
2.2. Preferencidk

2.2.1. Preferenciak generatorai

Megmutattuk, hogy fuzzy preferenciastruktirak konstrukciéja csak az indifferencia
generator valasztasan mulik. Karakterizaltuk azokat az eseteket, amikor az indifferen-
cia generator i) kommutativ kvazi-kopula, ii) Frank-féle t-normdk lexikografikus 6sszege,
iii) specidlis Frank-féle t-norma, ldsd [5].

Legyen s € [0,00]. Az aldbbi médon értelmezett T° t-normdkbol allé {T°},cp0,00) hal-
mazt Frank-féle t-norma-csalddnak nevezziik (z,y € [0, 1]):

min{z,y}, ha s = 0;
. zy, ha s =1;
T @9 =4 g, (1 n %) , ha s €]0,1[U]L, +o0f;
max{z +y — 1,0}, ha s = +o0;

Legyen ¢ a [0, 1] automorfizmusa, T" egy t-norma. Ekkor T,,(x,y) := ¢ 1 (T(p(x), ©(y)).
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Legyen ¢ a [0, 1] egy automorfizmusa, és tekintsiik a (73°, S3°, N,,) De Morgan hdrmast.

Definicié 5. A [0, 1]2-r61 [0, 1]-be képezd (p, 4, j) fuggvények rendezett harmasat generdtor-
hdrmasnak nevezzik, ha barmely az alternativik A halmazéan értelmezett R reflexiv fuzzy
reldcié esetén az alabbi médon definidlt (P, I, J) relacidk

P(avb) = p(R(CL,b) ( ))
I(a,b) = i(R(a,b), R(b,a))
J(a,b) = j(R(a,b), R(b,a))

olyan ¢-fuzzy preferenciastrukturdt alkotnak A-n, amelyre P U I = R is teljesiil.

Konnyen belathato, hogy (p,4,j) pontosan akkor generdtor-hdrmas, ha i(1,1) = 1
és barmely z,y € [0,1] esetén teljesil, hogy i(z,y) = i(y,z), ¢(p(z ,y)) o(p(y, ) +
e(i(z,y) + ¢(i(z,y)) = 1, é p(p(z,y)) + ¢(i(z,y)) = ¢(z).

Az utolsé két egyenléségbél pedig azonnal adédik, hogy barmely x,y € [0, 1] esetén

plz,y) = ¢ (@) —e(i(z,y))],
i(xy) = ¢ eli(z,y) — (e(x) + e(y) — 1))

Egy (p, i, j) generdtor-hdrmast monotonnak neveziink, ha p névekvé az elsd, és csokkend
a masodik valtozojaban, ¢ novekvo, j csokkend mindkét valtozdjaban. Ez éppen a korabbi
(PA) axiéma [5]. A monoton esetet karakterizaljuk a kévetkezd tételben.

Tétel 4. Egy (p,i,7) generdtor-hdrmas pontosan akkor monoton, ha az i fiiggvény névekvd
mindkét vdltozdjaban, és az i o~ -transzformdltja Lipschitz-folytonos 1 paraméterrel.
A kovetkez6 tételben olyan generator-harmasokat frunk le, amelyek t-normakkal kap-

csolatosak.
Tétel 5. Legyen (p,i,7) olyan generdtor-hdrmas, melyben i t-norma. Fkkor az aldbbi
allitdsok pdronként ekvivalensek:
(i) az (z,y) — N (2),No(y)) fiigguény t-norma;
(i) az (x,y) — p(z,N,(y)) figguény szimmetrikus;
(iii) ¢ eldall Frank-féle t-normdk p-transzformdltjainak lexikografikus dsszegeként.
A generator-harmasokrol szolé utolsé tétellel a kor bezarul: visszajutunk az altalunk
korabban felépitett axiomatikus megkozelités legfontosabb tételéhez, lasd [11].

Tétel 6. Legyen (p,i,7) olyan generdtor-hdrmas, melyben i t-norma. FEkkor az aldbbi
allitasok ekvivalensek:



(i) az (z,y) = p(x, Ny(y)) figgvény t-norma;
(ii) 7 egy Frank-féle t-norma @-transzformaltja.

2.2.2. Fuzzy gyenge rendezések

A gyenge rendezések a preferenciamodellezés alapvetd részéhez tartoznak. FEgy <
bindris relaciot egy adott X nem-iires halmazon gyenge rendezésnek neveziink, ha az alabbi
két felétel teljesiil minden z,y, z € X esetén:

hax Syésy S zakkor x < 2z (tranzitivités)
x<yvagyy <z (teljesség)
Jol ismert az alabbi klasszikus eredmény.

Tétel 7. Egy < bindris reldcio az X nem-ires halmazon pontosan akkor gyenge rendezés,
ha van olyan linedrisan rendezett nem-tires (Y, <) halmaz és f : X — Y leképezés, amellyel
< az alabbi alakban reprezentdlhato barmely x,y € X esetén:

xSy akkor és csak akkor, ha  f(x) X f(y) (7)

Adott nem-iires X halmaz esetén egy R : X? — [0,1] bindris fuzzy reldciét (fuzzy)
gyenge T-rendezésnek neveziink, ha az alabbi két tulajdonsag teljesiil minden z,y,z € X
esetén, ahol T egy balrdl folytonos t-normat jelol:

T(R(z,y), R(y, 2)) < R(z,z) (T-tranzitivités)
R(z,y)=1or R(y,z) =1 (erés teljesség).

Egy R: X? — [0, 1] bindris fuzzy reldcié

o reflexiv ha R(x,z) = 1 minden x € X esetén,

o szimmetrikus ha R(x,y) = R(y,z) minden z,y € X esetén,

o T-tranzitiv ha T(R(x,y), R(y,2)) < R(x,z) minden z,y, z € X esetén,

o crdsen teljes ha max(R(x,y), R(y,x)) = 1 minden x,y € X esetén.

Azokat a fuzzy relacidkat amelyek reflexivek és T-tranzitivak T'-eldrendezéseknek ne-
vezziik. A szimmetrikus T-elérendezéseket T-ekvivalencidknak hivjuk. Amint azt mar
emlitettiik, az erGsen teljes T-elorendezéseket gyengek T-rendezéseknek nevezziik. Adott

E : X? — [0,1] T-ekvivalencia esetén egy L : X? — [0,1] fuzzy reldciét T-E-rendezésnek
neveziink, ha L T-tranzitiv és az alabbi két feltételt is teljesiti:
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o E-reflexivitdas: E(x,y) < L(x,y) minden z,y € X esetén,

o T-E-antiszimmetria: T(L(z,y), L(y,x)) < E(z,y) minden z,y € X esetén.

El6szor értékelofiiggvényen alapuld reprezentaciét mutatunk be.

Tétel 8. Fgy R : X? — [0,1] fuzzy reldcié pontosan akkor gyenge T-rendezés, ha van
olyan nem-iires Y halmaz, eqy E : Y? — [0,1] T-ckvivalencia, egy L : Y? — [0,1] erdsen
teljes T-E-rendezés, és eqy f : X — Y leképezés gy, hogy a kovetkezd egyenldséq teljesiil
minden x,y € X esetén:

R(x,y) = L(f(x), f(y))- (8)
Legyen T' a balrdl folytonos T' t-normabél képzett rezidudlis implikdcié.

Allitas 1. Adott f: X — 0, 1] fiigguény esetén az

R(z,y) =T (f(x), f(v)) (9)
formula segitségével értelmezett R : X? — [0,1] fuzzy reldcid gyenge T-rendezés.

Definicié 6. Egy R : X? — [0, 1] gyenge T-rendezést reprezentdlhaténak neveziink, ha van
olyan f : X — [0, 1] generatorfiiggvény, hogy a (9) egyenléség teljesiil.

Tétel 9. Legyen T folytonos. Ekkor eqy R gyenge T-rendezés pontosan akkor reprezentdl-
hato, ha az aldbbi fugguény generdtorfigguénye R-nek:

f(z) = inf R(z,2).

Most a tartalmazasi relacion alapuld jellemzést mutatjuk be. Tekintsiik az X-en ér-
telmezett fuzzy halmazok F(X) Osszességét. Adott T balrdl folytonos t-norma esetén az
alabbi két fuzzy reldcié értelmezhet6 F(X)-en:

INCLy(A, B) = inf T(A(x), B(z))

SIMy (A, B) = inf T(A(z), B(x))

zeX

Tétel 10. Tekintsiik az R : X? — [0, 1] fuzzy reldcidt. Ekkor az aldbbi két dllitds ekvivalens:

(i) R gyenge T-rendezés.

(11) Fuzzy halmazoknak van olyan nem tres S C F(X) csalddja, amelyek linedrisan ren-
dezettek a C részhalmaz reldciora nézve, és eqy ¢ : X — [0, 1] leképezés tigy, hogy a
kovetkezo reprezentdcio teljesul minden x,y € X esetén:

R(z,y) = INCLy(p(z), ¢(y)) (10)



Most ratériink a fuzzy ekvivalencia-relaciok és hagyoményos linedris rendezések dekom-
pozicidjan alapuld reprezentacios eredményre.

Definicié 7. Legyen < egy hagyomanyos rendezés X-en és legyen F : X? — [0, 1] egy fuzzy
ekvivalencia relacié. Azt mondjuk, hogy E kompatibilis <-vel, ha az alabbi egyenlGtlenség
teljesiil minden harom eleml z < y < z X-beli lancra:

E(z,z) <min(E(z,y), E(y, 2))

Tétel 11. Tekintsiink egy R : X? — [0,1] fuzzy reldciét. A kévetkezd két dllitds ekvivalens:

(i) R gyenge T-rendezés.

(i1) Van olyan hagyomdnyos linedris rendezés < és ezzel kompatibilis E T-ekvivalencia,
hogy R az alabbi alakban reprezentalhato:

R(e.y) =1 et = (1)
E(z,y) eqyébként

2.2.3. Egy altaldnos keret fuzzy preferenciastruktirak szamara

A korébbi [11] axiomatikus megkozelitésiinket tjra tanulményozva kideriilt, hogy a
preferenciastruktirak alapjaul szolgald logikai miiveletek tulajdonsagai koziil az alabbi
sziikséges feltétel [7]:

Try)<: <« T(x,N(z)<N(y) (12)

minden (z,y,2) € [0,1]® esetén. Itt T t-norma, N pedig erés negdcié. Ez a tulajdonsdg
éppen az R- illetve S-implikaciok egyenléségének jellemzésére szolgdlt a [10] cikkiinkben.
Ezt az algebrai tulajdonsagot késébb geometriailag lehetett jellemezni, és igy a forgatas-
invariancia nevet kapta. Egy olyan t-normat, amelyre teljesiil (12), N-re nézve forgatés-
invariansnak neveziink. Belathato az alabbi két tétel.

Tétel 12. Ha T forgatas-invaridns valamely N erds negdciora nézve, akkor T balrol
folytonos.

Tétel 13. Egy balrdl folytonos T t-norma és eqy N erds negdacio esetén az aldbbi hdrom
tulajdonsdg eqymassal pdronként ekvivalens:

(1) T forgatds-invaridns N -re nézve;
(2) Ir(x,y) = z pontosan akkor, hal (z, N(y)) = N(z) bdrmely (x,y, z) € [0,1]* esetén;
(3) Ir(x,0) = N(z) minden x € [0,1] esetén.



A forgatas-invariancia tulajdonsag onmagdban még nem elegend6 a fuzzy preferenci-
astruktirdk szdmdra. Arra is sziikség van, hogy T folytonos legyen a {(z,y) € [0,1]* |
T(x,y) > 0} halmazon. Ekkor ugyanis érvényes az aldbbi eredmény.

Tétel 14. Legyen T forgatds-invarians t-norma N -re nézve. Teqyiik fel, hogy T folytonos
a{(z,y) € [0,1> | T(x,y) > 0} halmazon. Ekkor tetszéleges olyan x,y € [0, 1] esetén,
amelyre 0 < T'(z,y) < x igaz, teljesil az alabbi eqyenldséq is:

T(x, N(T(z,y))) = N(y). (13)

Ezen alapokra épitve a [11] szdmos, az additiv preferencidkra vonatkozé eredménye
kiterjesztheté: tobbek kozott a preferenciastruktiurak definicidja, 1étezésiik, karakteriza-
ciéjuk és konstrukcidjuk, valamint néhany specidlis klasszikus preferenciastruktura kiter-
jesztése. Ezeknek a részletezésétdl most eltekintiink.

Szeretnénk hangsilyozni, hogy ez a logikai keret egytttal altaldnositasa az altalunk
kordbban vizsgdlt maxitiv preferencidknak is. Tehat a fenti keret egy eléggé altaldnos,
ugyanakkor még kezelhetd hatteret jelent a preferenciastruktirdk szamara.
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