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Szakmai beszamol6

Keleti Tamas befejezte Petr Holickyval a Borel halmazok extrém és ,,exposed” pontjaibol
allo halmazok Borel osztalyainak meghatarozasat. Megmutattak, hogy legalabb 4-
dimenzidban mar G; halmaz esetén is lehetnek ezek a halmazok tetszéleges Borel osztalyban,
viszont 3-dimenzioban csak legfeljebb egyel bonyolultabb Borel osztalyban lehetnek mint az
eredeti halmaz, ennél jobb viszont mar nem mondhat6.

Keleti Tamas befejezte azt a cikkét, amelyben M. van den Berg egy kérdeésere véalaszolva
bebizonyitotta, hogy egy altalanositott von Koch féle hopehelygorbe, amelyben a kozépsé 1/3
rész helyett mindig a k6zépso c-edrészt cseréjik ki, pontosan akkor metszi énmagat, ha c
legalabb 1/2.

Keleti Tamasnak (Mihalis Kolountzakis-szal k6z6sen) sikerult meghataroznia, hogy mely n-
ekre igaz, hogy Z, tetszéleges részhalmazat eltolas erejeig meghatarozza, hogy a halmaz
mely ponthdrmasnak hany eltoltjat tartalmazza.

E kutatds soran merilt fel Keleti Tamasban az alabbi kérdés: igaz-e, hogy ha egy egész
értéka fuggveny elséall valds értéka periodikus fliggvenyek 6sszegeként, akkor biztos eléall
ugyanilyen periddust egész értékti periodikus fuggvények osszegeként is? Elészor Karolyi
Gyulaval, Kos Gézaval és Ruzsa Imrével sikerllt Keletinek az allitast az egészeken
értelmezett fliggvényekre bizonyitani, valamint részeredményeket elérni a szamegyenesen
értelmezett figgvenyekre. Végul Farkas Balinttal, Harangi Viktorral és Révész Szilarddal
sikerllt a teljes allitast bizonyitani valésokon értelmezett fliggvényekre. Ez az eredmény a
kovetkez6 bekezdésben ismertetett kutatas egy alkalmazéasaként adodott. Keleti Tamas azt is
megmutatta, hogy az analdg allitds nem mindig igaz, ha mérheté flggvényekre szoritkozunk,
tovabba jellemezte azokat a periddushalmazokat, amelyekre meérhet6 fggvényekre is igaz az
allitas.

Ruzsa Imre a hetvenes években vizsgalta, hogy mely fliggvények allnak el6 adott periddusi
periodikus fuggvények 6sszegeként. Miutan kiderilt, hogy a differenciaoperator segitségevel
megadhatd egyszeri szilkséges feltétel altalaban nem elégséges, sokaig abban az irdnyban
folyt igen eredmeényes kutatds, hogy milyen fliggvényosztalyokra szoritkozva lesz a feltétel
elégséges. Farkas Balint és Révész Szilard kezdte a kozelmultban vizsgalni annak a
lehetéséget, hogy esetleg egy kicsit bonyolultabb feltétel mar sziikséges és elégséges lehet
tetszéleges fliggvényekre. Ebbe a kutatasba kapcsolddott bele Keleti Tamas. Végul Harangi
Viktorral is kiegeszulve sikerult karakterizalni az adott periodust periodikus fuggvények
Osszegére felbonthatd fliggvényeket. Miutan a jellemzést tetszéleges szdmegyenesrol
oszthatd Abel csoportba mené fliggvényre sikerilt bizonyitani, egyszeriien adodott az el6z6
bekezdésben emlitett eredmény.

Elekes Marton és Keleti Tamas D. Mauldin egy 15 éves keérdésére valaszolva megmutatték,
hogy a Liouville szdmok halmazat "nem lehet megmérni”, azaz a mértéke minden eltolas
invarians Borel mértékre nézve nulla vagy nem szigma-véges. Ezutdn mas természetes
halmazokra, példaul a nem-normalis szdmokra, illetve a szdmegyenes additiv nem F-szigma
részcsoportjaira mutattdk meg ugyanezt a tulajdonséagot.

Mauldin ezzel az eredménnyel kapcsolatban Ujra felvetette Saks egy 6si kérdését: igaz-e,
hogy a szdmegyenesen minden szigma-véges eltolas-invarians Borel-mértek a Lebesgue-
mérték konstansszorosa. Elekes és Keleti azt a meglepd valaszt adtak, hogy ez attdl fligg, mit
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is értink Borel mértéken, illetve attol is, hogy megengediink-e végtelen konstanst.

Elekes Marton igazolta, hogy Hausdorff mertékekre nézve mérheté sikbeli Sierpinski halmaz
(tehat fuggoleges egyeneseken megszamlalhatd, vizszinteseken komegszamlalhaté halmaz)
letezése fliggetlen ZFC-t6l. Ehhez kapcsolodoan a kovetkezé nagyon meglepd eredményt is
bizonyitotta. Ismert, hogy a Lebesgue mértékre minden halmaznak van Borel (pontosabban
G-delta) burka. Elekes igazolta, hogy ennek a természetes analogonja Hausdorff mértékekre
nézve fliggetlen!

Gyenes és Palvolgyi kérdezte, hogy a halmazok G-delta illetve Borel burkat ki lehet-e jeldlni
monoton maédon (a tartalmazasra nézve). Mivel a kérdés érdekes az Gsszes halmaz (vagy
ekvivalens médon a mérheté halmazok) és a nullmértékti halmazok esetében is, dsszesen 4
probléméahoz jutunk. Elekes Mathé Andrassal megmutatta, hogy egy Kkivetelével mind
fuggetlenek, a kimarado esetben pedig konzisztenciat igazoltak.

Elekesnek sikerllt lezarnia egy Gruenhage &ltal felvetett, Darji és Keleti altal is targyalt
probléméat. Megmutatta ugyanis, hogy a klasszikus Erdds-Kakutani halmaz egy olyan
nullmértéki kompakt halmaz, amely minden perfekt halmaz alkalmas eltoltjat nem
megszamlalhatdo halmazban metszi. Ezzel valaszt adott Darji és Keleti ide vonatkozo
kérdésére, és ennek segitségével megmutatta, hogy a Sacks-modellben egy nullmértékii
kompakt halmaz kontinuumnal kevesebb eltoltja lefedheti a szamegyenest. Késébb Steprans-
szal erdsitették az eredményt, majd Toth Arpaddal altalanositottak dualitas és reprezentacio-
elmélet segitségével, pontos (konzisztens) karakterizaciot adva arra, hogy mely lokalisan
kompakt csoportok fedhetok egy alkalmas nullmértékii kompakt részhalmazuk kontinuumnal
kevesebb eltoltjaval. Mauldin vetette fel, hogy mondhatunk-e nullmértékii helyett
nulldimenziés halmazt. Ezt Elekes és Steprans munkajara épitve Mathé Andras egy friss
eredménye igazolja.

Elekes Steprans-szal Iényegében lezart egy Laczkovich Miklds altal a 90-es évek elso felében
felvetett problémat. Azt mutattdk meg, hogy a Martin-axioma feltételezése mellett egy
kontinuumnal Kkisebb szdmossagu rendezett halmaz pontosan akkor reprezentalhatd Baire 1
fuggvényekkel, ha minden jolrendezett része megszamlalhatd. Komjath egy tétele szerint
ennel tobb nem bizonyithatd. Elekes emellett megmutatta, hogy kontinuum szamossagu
rendezésekre ilyen karakterizacié nem érvényes.

A kilonbozé dimenzidés Hausdorff-mértékeket természetiknél fogva sokaig nagyon
kilénbdzoé objektumoknak kezelték, ezért igen meglepé volt, amikor két nagynevi
matematikus, H. Furstenberg és D. Preiss a kdvetkezot kérdezték. Lehetnek-e kilonbdzo
dimenzios Hausdorff mértékek Borel izomorfak? Varatlan médon Elekes pozitiv eredményt
bizonyitott, belatva, hogy ha Borel halmazok helyett mérheté halmazokat tekintiink, akkor a
Kontinuum Hipotézis feltételezése esetén az 6sszes Hausdorff mértek izomorf! Shelah és
Steprans egy friss eredménye szerint itt valdsziniileg szlikség van a Kontinuum Hipotézisre.
Ami a Borel verzidt illeti, Mathé Andrés friss eredménye teljes negativ valaszt ad!

Elekes Laczkovich Miklossal meghatarozta (nehany esetben csak konzisztencia erejéig) a
legtdbb ismert fliggvényosztaly megoldhatosagi szamossagat. Ez a szamossag végtelen
differencia-egyenletrendszerek megoldhatdsagara ad elégséges feltételt; azt vizsgaltak, hogy
mekkora részrendszerek megoldhatdsaga garantalja a teljes rendszer megoldhat6sagat.

Minden teljes metrikus tér rendelkezik az G.n. Banach fixpont-tulajdonsaggal, azaz rajta
minden kontrakcionak van fixpontja. Ismert volt, hogy nem teljes metrikus tér is lehet ilyen,



hiszen a siknak létezik ilyen tulajdonsagu nem zart része. E. Behrends kérdezte, hogy a
szamegyenesen is van-e ilyen példa, illetve, hogy milyen bonyolultsdgu példak léteznek.
Elekes minden dimenziéban megadta a (leir0 halmazelméleti szempontbdl) minimalis
bonyolultsagu peldat.

Egy valds fiiggvényt merevnek nevezink, ha minden pozitiv c-re cf(x) grafikonja
izometrikus f(x) grafikonjaval. Elekes Balka Richarddal igazolta az u.n. Jankovic-sejtést; egy
folytonos fiiggvény pontosan akkor merev, ha a+bx vagy a+be* alaki. Emellett negativ
valaszt adtak Cain, Clark és Rose egy merev fliggvények altalanos alakjara vonatkozd
problémajéra, és szdmos eredményt értek el Borel illetve Lebesgue mérhet6 fliggvények
merevségére vonatkozoan. Meglep6 modon az analdg ,vizszintes skalazds’ esetében
regularitas feltételezése nelkdl értek el hasonlé eredményt.

Elekes Marton és Keleti Tamés (Mathé Andréssal kozdsen) onhasonlo illetve o6naffin
halmazokra vizsgaltak egy eltolt/elmozgatott/hasonlé példanyaval vett metszetének mértekét
a természetes mérték szerint. Megmutattak, hogy szamos alapvet6 esetben (példaul diszjunkt
darabokbdl allé 6nhasonld halmazra, tovabba a legtobb 6naffin Sierpinski szivacsra) egyrészt
a metszet mértéke csak gy lehet majdnem 1 (azaz majdnem annyi, mint az eredeti halmaz
mérteke), ha a metszet tartalmazza az eredeti halmazt; masrészt csak trividlisan lehet pozitiv
a metszet mértéke, azaz ha tartalmaz egy elemi darabot.

Keleti Tamas és Matrai Tamas k6zosen megvalaszoltak Szergej Konyjagin kérdését, mutatva
tetsz6leges nem megszamlalhato lengyel téren folytonos valds fliggvények sorozatat ugy,
hogy az 6sszeg mindenlitt divergens, de az el6jelek tipikus megvaltoztatdsaval méar az 6sszeg
legalabb egy pontban konvergens. Az eredményt egy kdz6s cikkben publikaltak.

Matrai Tamas 2005-ben megirta és megvedte doktori disszertacidjat. Ebben kidolgozta a
topologikus Hurewicz teszthalmazok elméletét, mely altalanositja A. Louveau és J. S.
Raymond egy Hurewicz teszthalmazok leétezésérél szol6 eredményét es a valds fuggvénytan
alapveté eszkozenek szdmitd Baire Kategdria Tételt. Az elméletnek szdmos alkalmazésa
szlletett: Matrai (] karakterizacidt mutatott adott additiv Borel osztalyba tartozo halmazok
jellemzésére; megvélaszolta T. Natkaniec egy transzfinit konvergencidkra vonatkozo
redukcidjanak problémajahoz; topologikus Hurewicz teszthalmazokat konstrualt a
differencia-hierarchiahoz; Elekes kérdését megvélaszolva megmutatta, hogy a Borel
halmazoknak nem adhaté meg bizonyos monotonitési feltételeknek eleget tevé kanonikus
eléallitasa; sikertlt bizonyitania egy Borel idealokra vonatkozd generalasi tételt ZFC-ben,
valamint konstrualt egy olyan idealcsalddot, ahol "alacsony" Borel osztalyl kofinalis
rendszer konzisztensen nem létezik (ez a két eredmény egyben egymas optimalis voltat is
mutatja).

Matrai Tamas masik f6 kutatasi terlilete az operatorfélcsoportok elmélete volt. Egy Uj
Banach-tér konstrukcio segitségével megcafolta A. Pazy egy immaron negyven éves sejtését,
mely az operatorfélcsoportok azonnali normafolytonossaganak egy igen egyszerii és
alkalmazasokban j6l hasznalhatdé karakterizacidjat jelentette volna. Ugyanakkor megmutatta,
hogy az alkalmazasokban tipikusan el6forduld perturbaciés modszerek megérzik az azonnali
normafolytonossagot; ezzel a perturbacié-elméletben ismert szamos részeredmenyre adott
egységes, Uj, altaldnos bizonyitast. Métrai szintén megmutatta, hogy az un. Miyadera-Voigt
perturbaciok megérzik az operatorfélcsoportok kompaktsagat. Sikolya Eszterrel k6zos
munk@jaban lefektette a haldzatokon értelmezett transzportfolyamatok operétorfelcsoport-
elméleti alapjait.



Csornyei Marianna szerzotarsaival geometriai meértékelméleti jellemzést talalt Lagrange
fuggvenyekkel megadott varidciészamitasi problémak dgynevezett univerzalis szingularis
halmazaira. J. M. Ball és N. Nadirashvilli 1-dimenzids reguléris variaciés problémak
vizsgalata soran vezettéek be az univerzalis szingularis halmaz fogalmat. Ez a halmaz a sik
azon pontjaibol all, melyeken egy az adott Lagrange-fliggvényhez tartozé folytonos
minimalizalo fliggveny végtelen derivalttal halad at. Ball és Nadirashvilli megmutattak, hogy
ilyen halmaz nullmértékii. Természetesen adodik a kérdés, vajon mi az univerzalis szingularis
halmazok pontos mérete. Az idézett két eredményt altalanositva Csornyei Marianna B.
Kircheimmel, T. C. O'Neillel, D. Preiss-szal és S. Winterrel kdz6sen megmutatta, hogy az
univerzalis szingularis halmazok sehol sem rektifikalhatok, azaz minden Lipschitz gorbét
nulla 1-dimenziés Hausdorff mértékii halmazban metszenek. A jellemzés pontossagat
mutatja, hogy minden kompakt sehol sem rektifikalhaté K halmazhoz mutattak olyan sima
Lagrange fliggvényt, melynek univerzalis szingularis halmaza tartalmazza K-t.



