Szakmai zardjelentés az OTKA-42985 (2003-2006) palyazatrdl

A pélyédzati téma a kordbbi OTKA-29330 (1999-2003) téma folytatdsa volt.

Az elmilt 40 évben a diofantikus egyenletek elméletében rendkiviil jelentSs elérehaladas tortént. Sziilet-
tek igen altalanos, de ineffektiv végességi tételek; explicit fels6 korlatokat nyertek a megoldasszamra; effektiv
modszereket dolgoztak ki fontos egyenletosztdlyokra, melyek az GOsszes megoldds megkeresését teszik elvileg
lehetévé; olyan hatékony algoritmusokat is kidolgoztak, melyek bizonyos tipusi egyenletek esetén lehetové te-
szik konkrét egyenletek Osszes megoldasanak a tényleges megkeresését szamitégép felhasznalasaval; végiil a nyert
modszereknek és eredményeknek szdamos fontos alkalmazasa sziiletett, egyebek kozott az algebrai szamelméletben
és a rekurziv sorozatok elméletében. Kutatocsoportunk az OTKA-42985 sz. palyazati tamogatédssal mind az 6t {6
vizsgalati irdnyban nemzetkozi viszonylatban is igen jelentésnek mindsitett eredményeket ért el. Kutatasainkat
a szerzédésben megfogalmazott munkatervnek megfeleléen végeztiikk. Eredményeinket 82 tudoményos dolgozat-
ban publikéltuk, s igen sok eléadast tartottunk nemzetkozi férumokon.

Eredményes tudomaéanyos egyiittmiikodést folytattunk szamos kiilféldi matematikussal. Ko6zos cikkekket
publikaltunk amerikai, angol, francia, holland, horvat, indiai, japan, kanadai, kinai, lengyel, német és osztrak
matematikusokkal. Munkainknak jelent&s a nemzetkozi visszhangja, a publikacidinkra valé hivatkozasok szdma
meghaladja a 2700-at. Vizsgalatainkhoz sokan kapcsolédtak, eredményeinket, modszereinket sokan felhasznéltak
kutatasaikban.

Tudoményos eredményeinkért szamos elismerésben részestiltiink. Uj abb OTKA péalydzatunk mindharom op-
ponense ugy nyilatkozott, hogy a ”témavezetd korabbi palyazatai kiemelkedéen eredményesek voltak”. Gyéry
Kélmén Széchenyi-dijban (2003), Pintér Akos Erdés-dijban (2005), Hajdu Lajos Turén-dijban (2007), Rakaczki
Csaba Griinwald-dijban (2006) részesiilt. Gadl Istvan akadémiai doktori cimet (2003), Rakaczki Csaba PhD
fokozatot (2005) szerzett. A csoport vezeté kutatéi alland6 meghivottjai és felkért el6adoi szakteriiletiik nem-
zetkozi konferencidginak. Tagjai sok nemzetkozi folydirat szerkesztObizottsaganak.

Az OTKA 42985 sz. palyazat keretében végzett kutatasok legfontosabb eredményeinek révid
Osszefoglalasa

Szédmos jelent6s effektiv, kvantitativ és numerikus eredmény sziiletett egy sor alapvet6 fontossdgu diofantikus
problémaéval kapcsolatban. Az eredmények elsésorban szétesé forma egyenletekre, egységegyenletekre, szupe-
relliptikus és binom Thue-egyenletekre, altaldanositott Fermat-tipusu egyenletekre, szepardbilis egyenletekre,
valamint rekurziv sorozatokra, adott diszkrimindnsu, illetve adott rezultanst binér formékra, altalanositott
szamrendszerekre és alkalmazésaikra vonatkoznak. Az aldbbiakban ismertetjiik a legfontosabb eredményeket.
A legkiemelkeddbb eredményeket a rovid dsszefoglaléban is felsoroljuk.

Gyo6ry Kalman eredményei

Gyo6ry Kalman a projekt keretében 23 tudoményos dolgozatot publikalt. Az aldbbiakban részletezziik a
legfontosabb eredményeit.

Altaldnos effektiv végességi tételek (részben Pintér Akossal kozos eredmények)

A diofantikus szamelméletben kozépponti szerepet jatszanak az egységegyenletek és a szétes6 forma egyen-
letek. Egységegyenletekre, altalanosabban S-egységegyenletekre és szétesé forma egyenletekre Gyory Kalman
nyerte az elso effektiv eredményeket, explicit korlatokat adva a megoldasokra. Eredményeinek szamos alkal-
mazasat adta. [74]-ben K. Yuval kézosen jelentés mértékben élesitette a megoldasokra nyert korabbi korlatokat.
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Eredményeik egyik alkalmazasaként els6ként nyertek teljesen explicit, a korabbiakndl joval élesebb becsléseket
a hires ABC-sejtés algebrai szdmtestek feletti dltaldnositott véltozatdra vonatkozéan.
Szamos diofantikus problama vezethet6 vissza

Ax"™ — By" =C (1)

alakd binom Thue-egyenletekre, ahol x,y # 0,n > 3 ismeretlen egészek, A, B, C pedig rogzitett, 0-tél kiillonb6z6
egészek. A Baker-mdédszer felhaszndldsaval |z|, |y| és n-re egy A, B, C-t6l fliggd explicit felsd korldt adhatd. A
[26] és [72] dolgozatokban Gyéry Kalman és Pintér Akos az (1) alaki egyenletek és az S-egységegyenletek
kozos dltaldanositasara nyert effektiv végességi tételeket. Megmutattédk, hogy ha A, B,C is ismeretlenek, de
csak adott pq,...,ps primekkel oszthaték és Ax, By,C relativ primek, tgy Az, By és C abszolut értékére
csupan @ = p; - - - ps-tol fiiggd effektiv fels§ korlat adhaté. A nyert eredmény kozos altaldnositasat adja az S-
egységegyenletekre és a binom Thue-egyenletekre korabban nyert kvalitativ effektiv végességi eredményeknek.
Klasszikus, sokat vizsgélt egyenlet az

f(x) = wy" (2)

alakd szuperelliptikus egyenlet, ahol f(X) € Z[X] adott f&polinom, w # 0 rogzitett egész, x,y és n > 3 pedig
ismeretlen egészek. Sokan nyertek effektiv fels6 korlatot a megoldasokra, melyek azonban fiiggnek az w-tdl, az f
fokszdmatdl, valamint az f magassdgdtdl vagy diszkrimindnsatdl. A [26] és [72]-ben nyert emlitett eredmények
felhasznalasaval Gyory és Pintér megmutattak, hogy bizonyos természetes feltételek mellett a megoldasokra
olyan effektiv korlat is adhatd, ami csupan az f fokszamatél, valamint az w és az f altalanositott diszkriminansa
kiilonb6z6 primosztdinak szorzatatdl fiigg. A nyert eredmény mar véglegesnek tekintheté abban az értelemben,
hogy a korlatokban a nevezett paraméterektdl valé fiiggés tovabb mar nem gyengithetd.

Index forma egyenletek numerikus megolddsa (Gadl Istvannal k6zos eredmények)

Algebrai szamtestek hatvanyegészbdzisainak a tanulmanyozasa, keresése a 19. szdzadig visszanyulé klasszi-
kus probléméja az algebrai szamelméletnek. Gyéry Kalméan a 70-es években altaldnos algoritmust szolgaltatott
tetszbleges, m-ed foku K szamtestben index forma egyenletek megolddsara és ezaltal az Osszes K-beli hat-
vanyegészbazis meghatarozasara. Az algorirmus azonban nem volt elég hatékony ahhoz, hogy n > 4 esetén
konkrét szamtestekben az Gsszes megoldast ténylegesen meg lehessen hatdrozni. 2000-ben GyOry az algorit-
musét 1ényegesen hatékonyabbd tette, ami Wildanger egy algoritmuséval egyiitt n < 5 esetén mar lehetové
tette a széban forgd egyenletek megolddsdt. [32]-ben Gyéry és Gadl Biluval egyiitt Wildanger algoritmusat
lényegesen finomitottak, és ezaltal n = 6 esetén is lehetévé valt konkrét index forma egyenletek megoldasa és
hatvanyegészbdzisok meghatarozésa.

Teljes hatvanyok szdmtani sorozatokban (Hajdu Lajossal kozos eredmények)

Ezzel a klasszikus témakorrel a 17. szazad éta rendkiviil sokan foglalkoztak, kozottiik Fermat, Euler, Liou-
ville, Sylvester, Erdds és Siegel. Egy masfél évszdzados sejtést bizonyitva Erdés és Selfridge (1976) megmutatta,
hogy k > 2 egymasra kovetkezd egész szorzata nem lehet teljes hatvany. Egy altaldnos sejtés szerint — mely
k = 3 esetén egészen Fermat-ig nytlik vissza— az altaldnosabb

z(z+d)... (x4 (k—1)d) =y" (3)



egyenlet relativ prim z,d és (k, ) # (3,2) mellett sem megoldhats. Szédmos részeredmény utdn az els§ attorést
Gy6ry (1999) érte el, aki a sejtést k = 3-ra bebizonyitotta. Ezt az eredményt Gyéry és Hajdu [28], [76]
(térsszerzékkel kozosen) kiterjesztette a k < 12 esetre. Tovdbbd, rogzitett k, x mellett feltétel nélkiil, rogzitett
k mellett az ABC sejtést feltételezve bebizonyitottdk a (3) egyenlet megolddsszdmanak a végességét. A bi-
zonyitdsaik sordn (3)-at visszavezették

Az™ + By" = Cz%,q € {2,n} (4)

alakt egyenletekre, majd szamos mély, klasszikus és modern eredményt és modszert, kozottiikk a Frey gorbék,

Galois reprezentécidk és moduléris formék mddszerét hasznaltak fel a kapott (4) tipust egyenletek kezelésére.
Fermat és Euler egy régi, klasszikus eredményét kiterjesztve GyOry és Hajdu [77]-ben (térsszerzékkel kézosen )

meghataroztak az 6sszes legaldbb négytagi, négyzetszamokbdl és kdbszamokbdl 4ll6 szamtani sorozatot.

Binom Thue egyenletek és szuperelliptikus egyenletek numerikus megolddsa (Pintér Akossal
ko6z6s eredmények)

Tgen sokan foglalkoztak a klasszikus
Y L P 7L (5)

egyenlettel, ahol k > 1 adott egész szdm és x,y > 1,n > 2 ismeretlen egészek. Mivel a bal oldal z-nek (k + 1)-
edfoki raciondlis egyiitthatds polinomja, ezért (5) egy speciélis szuperelliptikus egyenlet. Szdmos részeredmény
utdn Gydry, Tijdeman és Voorhoeve (1979) megmutattdk, hogy (5)-nek csak véges sok megolddsa van és mind-
ezek elvileg meghatarozhatdk. A megoldasokra nyert korlatok azonban til nagyok, a megoldasok tényleges
meghatarozasara mar k = 1 esetén sem alkalmazhatok.

A [30] dolgozatban Gyéry és Pintér M. Bennettel kozosen teljesen megoldjak az (5) egyenletet minden
k < 12-re, s ezzel igazoljak Schiffer egy 50 éves sejtését. Ilyan magas fokszamu szuperelliptikus egyenletek
numerikus megoldasa énmagaban is jelentOs, ritkasagnak szamité teljesitmény. Ennél is fontosabb azonban a
kidolgozott mdédszer, mely a bizonyitas soran sziiletett.

[30]-ban a szerzék az (5) egyenletet (1) alakd egyenletekre vezették vissza, s eljardst doloztak ki a kapott
egyenletek megolddsdra. A C' = 1 esetben Gyéry és Pintér [73] szisztematikusan elkezdte (1) alaki egyenletek
teljes megolddsét korlatos A és B mellett, s max(|A|, |B|) < 20-ra az 6sszes megolddst meghatédroztédk. Tovabba
[75]-ben (térsszerzékkel kozosen) C' = 1 mellett az (1) egyenletet teljesen megoldottdk minden olyan esetben,
amikor A, B is ismeretlenek, de AB legfeljebb két, 17-nél kisebb primszdmmal oszthatd. Alkalmazdsként a (2)
egyenletet f(X) = X (X +1)-re teljesen megoldottdk minden olyan esetben, amikor w is ismeretlen, de legfeljebb
két, 17-nél kisebb primmel oszthato.

A szerz6k a bizonyitdsok sordan a modern diofantikus szdmelmélet szinte valamennyi fontos médszerét kom-
binéltak, beleértve a Baker-modszert, a hipergeometrikus médszert, a lokalis médszert, a modern szamitégépes
modszereket, valamint a Fermat-sejtés bizonyitdsara kidolgozott mdédszernek a szerzék &altal tovabbfejlesztett
véltozatdt. C' =1 és q € {3,n} esetén n > 13 primekre a (4) alaku egyenletek egy széles osztélydt megoldottak.
Eredményiik az A = B = C = 1 esetben n > 13-ra tartalmazza Wiles hires tételét a Fermat-féle egyenletre
vonatkozoéan.



Adott fokszamnu és adott diszkrimindnsu, illetve adott rezultansi binér formadk (részben Bérczes
Attildval k6zos eredmények)

Gyéry Kédlmén a 70-es évek elején szamos alkalmazassal jaré effektiv végességi tételeket nyert adott diszkri-
mindnsu egész egylitthatds fopolinomokrol. Késébb végességi eredményeket publikalt adott fokszamu és adott
rezultansi egész egyiitthatds f6polinomokrol is. Az eredmények a "monic” binér formak nyelvén is megfogal-
mazhatok. Birch és Merriman — Gydérytdl fiiggetleniil- analég, de ineffektiv tételt nyert adott diszkriminansi
binér formakrol, mely azonban nem adja ki specialis esetként a "monic” esetben nyert végességi allitasokat.

Evertse és Gy6ry (1991) kvantitativ formaban effektivizélta a Birch-Merriman tételt. Gyéry [71]-ben ezen
kvantitativ eredményt, valamint a f6polinomokra vonatkozé sajat kordbbi tételeit lényegesen élesitette, aminek
tobb fontos alkalmazasat adta egyebek kozott adott diszkrimindnsi algabrai (nem sziikségképpen algebrai egész)
szamokra.

Az adott diszkrimindnsu, illetve adott rezultdnst binér formak természetes médon ekvivalenciaosztélyokba
sorolhaték. Bérczes, Evertse és Gy6ry [11], [51] adott felbontdsi testtel rendelkezé binér formak esetén explicit
és egyben uniform fels6 korlatokat adtak az emlitett ekvivalenciaosztalyok szaméara. Alkalmazasként fontos 1]
eredményt nyertek Thue-Mahler egyenletek megoldasszamara vonatkozdan.

Peth6 Attila eredményei

Peth6 Attila 2003 és 2006 kozott 21 tudoméanyos dolgozatot készitett az OTKA palyadzat tdmogatdsaval.
Legfontosabb eredményeit az alabbiakban részletezziik.

Diofantikus egyenletek numerikus megoldasa.

J.H.E. Cohn 2002-ben az 2™ = Dy? + 1 diofantikus egyenlet megoldasait vizsgélta, ahol az ismeretlenck x,y
és n. Azt - tobbek kozott - 0 < D < 100-ra megoldotta, de hat eset nyitva maradt. Herrmannal és Jardsival
[23]-ban az elliptikus és a Thue egyenletekre kordbban kidolgozott numerikus mddszerek felhaszndldséval teljessé
tettitk Cohn eredményét.

S. Schmitt és H.G. Zimmer konyve [8] elliptikus gérbékre vonatkozé algoritmusokrdl sz6l. Ehhez irtam egy 20
oldalas appendixet az A. Baker mddszerén alapulé numerikus médszerekrdl diofantikus egyenletek megolddsara.

Tovéabbi, ebbdl a szempontbdl is relevans eredményeket a 2. pontban ismertetiink.

Szamtani sorozatok normaforma egyenleteken (részben Bérczes Attildval kozos eredmények)

Bérczes Attilaval [9] bebizonyitottuk, hogy egy normaforma egyenletnek altaldban csak véges sok olyan meg-
oldédsa van, ahol a megolddsok koordinatai egy szamtani sorozatot alkotnak. Az eredmény azért érdekes, mert
az altalunk vizsgédlt normaforma egyenleteknek altalaban végtelen sok megolddsa van. Példakat adtunk olyan
tetsz6legesen nagy fokszamu normaforma egyenletekre is, amelyek megolddsai koordindtai szamtani sorozatot
alkotnak. [48]-ban az o™ = a tulajdonsigi elemekkel definidlt egyenletet oldottuk meg 0 < a < 100 mellett.
Bérczessel és V. Zieglerrel [49]-ben pedig a legegyszeriibb harmadfoku testek feletti normaforma egyenletet
oldottuk meg ugyanezen feltétel mellett.

A Pell egyenletek normaforma egyenletek specidlis esetének tekinthetdek, mégpedig akkor, ha az alap-
test masodfoku. Ilyenkor persze a megoldds két koordindtajara nem értelmes a fenti kérdés, azonban meg-
vizsgdlhatjuk, hogy a megolddsok koordinétai kiilon-kiilon alkothatnak-e szémtani sorozatot. V. Zieglerrel [53]-
ban megmutattuk, hogy Pell egyenletre ilyen értelemben is csak véges hosszisdgu szamtani sorozat illeszkedhet,



sot effektiv korlat adhaté a sorozat kezddéértékére és differencidjara, valamint a hosszara is. Megmutattuk
tovabba, hogy adott hiaromtagi szamtani sorozathoz végtelen sok olyan Pell egyenlet van, amelyekre ezek il-
leszkednek. Konstrudltunk olyan példat is, amelyre 8 hosszisagu, de szimmetrikus szamtani sorozat illeszkedik.
A témdt tovabb gondolva A. Dujellaval és P. Tadié¢csal [52] bebizonyitottuk, hogy ha egy négytagi szdmtani
sorozat differencidja nagyobb 1-nél, akkor végtelen sok olyan Pell egyenlet van, amelyekre ezek illeszkednek.
Konstrualtunk olyan 6 és 7 tagi nem szimmetrikus szamtani sorozatokat, amelyek Pell egyenletre illeszkednek.

Rekurziv sorozatok tulajdonsagai. Legyen K egy algebrailag zart test és {G,}52, a K[z] egy d-ed
rendii linedris rekurziv sorozata. Korabbi kutatésainkat folytatva Cl. Fuchsszal és R. Tichyvel [20]-ban éltaldnos
feltételek mellett megmutattuk, hogy a G, (z) = G, (y) egyenletnek csak véges sok n,m egész megolddsa lehet
feltéve, hogy z és y algebrailag fiiggdk, amelyet a Q(z,y) = 0 egyenlet ir le. Fels becslést adtunk a megolddsok
szémadra is. Kordbban azt az egyszeriibb esetet vizsgdltuk, amikor Q(z,y) = y — P(z), ahol P(x) egy polinom.
Cl. Fuchsszal [35]-ben megmutattuk, hogy ebben a specidlis esetben nemcsak a megolddsok szaméra lehet felsé
becslést adni, hanem effektiv korldt adhaté max{|n|, |m|}-re is.

Altaldnositott szaimrendszerek. A targyalt idOszakban itt végeztem a legtobb kutatést.

a. K. Mahler bizonyitotta, hogy ha a tizedesvessz0 utan irjuk a 2-hatvanyainak tizes szamrendszerbeli
alakjat, akkor egy irracionalis szamot kapunk. Ezt az eredményt Bundschuh és Niederreiter altaldnositotta
kicserélve 2-t és 10-et tetszOleges multiplikativan fiiggetlen egész szamokra. G. Baratval és Ch. Frougnyval
[39]-ben ezt az eredményt tObb irdnyban is tovabb altaldnositottuk.

b. S. Akiyamaéval egy informadlis nemzetkozi kutatdcsoportot szerveztiink a helyiértékes szamrendszerek
bizonyos &ltaldnositasainak vizsgdlatara. A csoport tagjai: Borbély Tibor, H. Brunotte, Huszti Andrea, J.
Thuswaldner és W. Steiner kiilonbozé feldllasban 7 - az OTKA pélydzathoz kothetd - dolgozatot készitettek a
beszamolési id&szakban.

Az 1 f8egyiitthatés P(X) € Z[X] polinom CNS, ha a Z[X]/PZ[X] faktorgylir{i minden elemének van olyan
reprezentansa, amely egyiitthatéi nem negativok és kisebbek, mint |P(0)|. W.J. Gilbert 1982-ben megfogalma-
zott egy a harmadfokd CNS polinomokat karakterizald sejtést. Korabban, néhany esetben bebizonyitottuk a
sejtést, de megmutattuk azt is, hogy az altaldban nem igaz. Néhany parametrizalt harmadfoku szdmtestben
megadtuk az 6sszes CNS alapszamot is.

[14] és [56] rokon problémaéval foglalkozik. Kovacs Béla bizonyitotta 1986-ban, hogy egy szdmtest egészei
gytirtijében pontosan akkor van kanonikus szdmrendszer, ha van hatvanyegészbazis. [14]-ben és [56]-ban meg-
hataroztuk néhdny negyedfoku parametrikus szamtestcsaladra az Osszes kanonikus szamrendszer alapszamait.

5. Kriptografia matematikai alapjai. A normaforma egyenleteket az elmilt évtizedekben nagyon sokan
és sokféle szempontbdl vizsgaltdk. [10]-ben — Bérczes és Kodmon egy kordbbi dolgozatdban foglaltakat tovabb
gondolva — a Normp(x) mod s fliggvényt vizsgaltuk, ahol P n < m-ed foki f6polinom, Normp a P-hez tartozé
m valtozos forma és s egy egész szam. Megmutattuk, hogy ha s két primszam szorzata, akkor ez a fiiggvény
itkozésmentes és numerikus vizsgalatok valdszinisitik, hogy lavinahatdssal is rendelkezik.

[43]-ban Sérkozy és szerzétérsai kordbbi eredményeihez kapcsolédva megmutattuk, hogy az (“7”

) sorozat,
ahol a,, egy linedris rekurziv sorozat n-dik tagja, p pedig egy primszam alkalmas feltételek mellett kriptografiai

szempontbdl jo tulajdonsagi véletlen szamsorozatnak tekinthetd.



Gaal Istvan eredményei

Gadl Istvan a projekt keretében 9 dolgozatot publikdlt. A Gydry Kélménnal kozos (1. [32]) eredményeit
fentebb mar ismertettiik. Az aldbbiakban a tovdbbi eredményeit vessziik sorra.

Tovabb folytatta vizsgalatait algebrai szamtestek hatvanyegészbazisainak kiszdmitasara vonatkozoan. Uj abb
eredményeket nyert Olajos Péterrel kozosen testek kompozitumainak hatvanyegészbézisaira [5]. Robertson-
nal kozosen [66] vizsgalta korosztési testek hatvanyegészbdzisait. Nyul Géborral kozosen [69] bikvadratikus
szamtestekben hatékony eljarast adott a p-adikus indexforma egyenlet megolddsara.

Heron héromszogekre vonatkozéan [4] Jérédsi Istvdnnal és F.Luca-val folytatott vizsgdlatokat, ugyancsak
p-adikus egységegyenlet megoldédsat felhasznalva.

Véges testek feletti fiiggvénytestek felett értelmezett Thue egyenletek megoldasara adott hatékony algorit-
must M.Pohsttal kozosen [67], [68]. Ezen eredmények jelentik az elsé algoritmusokat véges karakterisztikdji
fliggvénytestek feletti Thue egyenletekre vonatkozdan, az alaptestre tett tovabbi feltételek nélkil. Vizsgdlatait
altaldnosabb diofantikus egyenletekre is kiterjesztette [65].

Pintér Akos eredményei

Pintér Akos a projekt keretében 18 dolgozatot publikalt. A legjelentosebb eredményeket Gyory Kalmannal
(L [7], [25-27], [30], [45], [72-73], [75]) kozisen érte el, amelyek fentebb mar ismertetésre kertiltek.

Hajdu Lajos eredményei

Hajdu Lajos a projekt keretében 20 dolgozatot publikélt. A Gydry Kédlménnal kézos eredményeinek (1. [27],
[28], [76], [77]) egy részét fentebb méar ismertettiik. Az aldbbiakban Hajdu Lajos tovabbi idevigd eredményeit
foglaljuk Gssze.

Teljes hatvanyok szamtani sorozatokban. Fels6 korlatot nyert a ”majdnem” teljes, nem feltétleniil azo-
nos kitevgji hatvanyokbol all6 szamtani sorozatok hosszara. Ezt az eredményt Bruinnal, Gyoryvel és Tengellyel
tovabbvitte és megmutatta, hogy az emlitett tipusid szamtani sorozatok szdma is korlatozhaté. Egy részben
kapcsolédd kutatdsi teriileten megmutatta, hogy S-egységek linearis kombindciéinak halmaza csak korlatos
hosszusagu szamtani sorozatokat tartalmazhat. Eredményei alkalmazasaként negativ véalaszt adott M. Pohst
egy primszamok kettéhatvanyok és haromhatvanyok Osszegeként illetve kiillonbségeként vald elallitasaval kap-
csolatos probléméjara.

Polinomok. Gyéry Kalménnal, Pintér Akossal és Schinzellel "kevés” egylitthato segitségével meghatarozhato
polinomok jellemzésére szolgalé kritériumokat nyert. Tijdemannal a végtelen sok négy, 6t, majd altalanosan
k-tagu polinomot oszté polinomok egy jellemzését adtak, bizonyos feltételek mellett. Fzzel az eredménytikkel
kozel végleges valaszt adtak Posner és Rumsey, illetve Gy6ry és Schinzel egy kérdésére. Effektiv és numerikus
eredményeket nyert polinomokbdl allé szamtani sorozatokban talalhaté irreducibilis polinomokkal, valamint az
dgynevezett Szegedy-problémaval kapcsolatban.



Bérczes Attila eredményei

Bérczes Attila a palyazat keretében 8 dolgozatot publikalt. A Gyory Kélmannal és Petho Attilaval kozos
eredményeit (1. [9-11], [48-51]) fentebb mdr ismertettiik. Tovabbi eredménye a kovetkez6: Kodmon Jozseffel
kozosen [1] bonyolultsdgelméleti szempontbdl megvizsgdlt és Osszehasonlitott harom kiilonbozd algoritmust
norma formak értékeinek kiszamitdsara. Mindharom esetben kideriilt, hogy az algoritmus polinom ideji. Ez
egy fontos 1épés volt abban az iranyban, hogy egy norma formdara alapozott hash fliggvény egyiranyu voltét
aldtamasszédk. Az emlitett hash fliggvény hasznalatara a két szerzé egy késébbi, Pethével kozos dolgozatban
tett javaslatot.

Rakaczki Csaba eredményei

Rakaczki Csaba a pélyazat keretében 6 dolgozatot publikalt. Legfontosabb eredményei a kovetkezok:

[3], [21], [22], [36]-ban f(z) = g(y) tipusu egyenletek egy -egy fontos, sokat vizsgdlt osztélydra nyer dltaldnos
ineffektiv végességi eredményeket. ToObbek kozott teljesen jellemzi azon m, n, k egész, A, [ raciondlis pa-
ramétereket, illetve g(y) racionédlis egyiitthatds polinomokat, melyekre az S (z) = g(y), illetve az x(z—1) - - - (z—
(m—=1)=Xy(y—1)---(y — (n — 1)) +{ tipust diofantikus egyenleteknek csak véges sok z, y egész megoldisa
van.

[54]-ben Pintér Akossal kézosen megmutatja, hogy ha k > 5 egy paratlan egész szdm, akkor a By(z) + b
polinomnak mindig van legalabb hiarom pératlan multiplicitasi gyoke, ahol b egy tetszdleges komplex szam,
By (z) pedig a k-adik Bernoulli polinom. A cikkben bizonyitjik tovdbbd azt az &llitdst, hogy amennyiben k > 5
péaros, akkor legfeljebb egy olyan b komplex szadm létezik, amelyre a By (x) + b "eltolt” Bernoulli polinomnak
nincs harom paratlan multiplicitasu gyoke.

[65]-ben az [54]-ben ko6zolt eredmények egy analdg valtozatat adja Euler polinomokra vonatkozéan. Tovabba
effektiv végességi eredményt nyer az F(Ej(x)) = y? alakt hiperelliptikus egyenlet algebrai egész z, y meg-
olddsaira vonatkozéan, ahol F(X) egy algebrai egész egyiitthatés nem teljes négyzet polinom, Fi(x) pedig a
k-adik Euler polinom.



