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1. Altalanos megjegyzések

Publikaciok. Az OTKA tamogatés ideje alatt Nagy Gabornak 5 folyodiratcikke jelent
meg vagy lett elfogadva, 2 benytujtott cikke van, és egy komputeralgebrai programcso-
mag kifejlesztésében vett részt. Fodor Ferenc 8 publikaciot irt, melybdsl 5 megjelent
folyoiratcikk, egy konferenciakotet |1], egy részletes konferencia beszamolo [2], illetve
egy cikkének mar a lektori vélemény alapjan javitott valtozata van jelenleg benytjtva.
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Konferencidk. A fentiidgszak alatt, az OTKA tamogatast is kihasznalva Fodor Ferenc
és Nagy Gabor 2-2 nemzetkozi konferencia szervezésében vett részt:

e Calgary Workshop in Discrete Geometry, University of Calgary, Calgary, Kanada,
2005. majus 13-14.

e Symmetry in Geometry, 2006 Summer Meeting of the Canadian Mathematical
Society, Calgary, Kanada, 2006. janius 3-5.

e LOOPS’03 International Mathematical Conference. Praga, 2003. augusztus 10-
17.

e LOOPS’07 International Mathematical Conference. Praga, 2003. augusztus 19-
25.

A fentieken feliil mindketten szamos elGadast (konferencia, szeminarium és collo-
quium) tartottak kutatasi témajukban, ahol a tamogatési idGszak alatt elért eredmé-
nyeiket mutattak be.

Kiilf6ldi vendégek. Az OTKA palyazat tamogatasaval Fodor Ferenc és Nagy Ga-
bor az alabbi kiilfoldi kutatokat latta vendégiil Szeged: Tudor Zamfirescu (Dortmund,
2004), Bisztriczky Tibor (Calgary, 2005), Alexander Grishkov (Sao Paolo, 2006), Petr
Vojtéchovsky (Denver, 2006), Wlodek Kuperberg (Auburn, 2006). A vendégek tobbsége
eléadast is tartott a Nagy és Fodor altal szervezett KEREKJARTO BELA GEOMETRIA
SZEMINARIUMON.

2. Trialitassal rendelkezé csoportok geometriaja

A G csoportot trialitassal rendelkezének mondjuk, ha van o, p automorfizmusa, melyre
02 = p> = (op)? = 1 és minden g € G é¢s h = g 'o(g) esetén hp(h)p*(h) = 1.
Régota ismert, hogy az ilyen csoportok szoros kapcsolatban &llnak a Moufang-féle loo-
pok osztalyaval, azaz azokkal az egységelemes kvézicsoportokkal, melyek kielégitik az
x(y(zz)) = ((xy)x)z azonossagot. A kapcsolat pontos leirat megkonnyiti a loophoz ren-
delt illeszkedés-geometriai struktiira, a 3-hélozat hasznalata. Ekkor a trialitassal ren-

delkez6 csoport kollinedcidcsoportként jelenik meg. Ezt a kapcsolatot fejtette ki Nagy
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és Vojtéchovsky a survey-jellegii [1] cikkiikben, t6bb alkalmazéassal a klasszikus, az ok-
tavalgebrabol szarmaztathaté6 Moufang-loop osztalyra.

Specidlis esetben a csoport trialitas-automorfizmusa olyan ¢ automorfizmusbol szar-
maztathatd, melyre zp(z)p?(r) = 1 minden z-re. Ez az eset a véges egyszerti Moufang-
loopok Doro-féle leirasanal is megjelenik. Nagy és Valsecchi [2]| cikkiikben részlete-
sen leirtdk ezt az esetet, és megmutattak, hogy ez csak legfeljebb 2 1épésben nilpotens
Moufang-loopokat tud eredményezni.

A nilpotens Moufang-loopok esetén a fenti csoportelméleti-geometriai kapcsolat kii-
16nosen komplikdlt és a megértést hatraltatta, hogy p > 3 esetén nagyon kevés nilpo-
tens Moufang-loop volt ismert. FErre részben magyarazatot adott Nagy és Valsecchi
felismerése a Moufang-loopok nukleusza és asszociatora kozotti kapcesolatrol. (Ezek a
csoportelméleti centrum és kommutdtor nem-asszociativ altalanositésai.) Ezen kapcso-
lat segitségével sikeriilt gazdag looposztalyokat alkotni és teljes egészében osztalyozni a
p°-rendd (p > 3) Moufang-loopokat. Ezek az eredmények a [3| cikkben jelentek meg a
Journal of Algebrdban.

HIVATKOZASOK

[1] G.P. Nagy and P. Vojtéchovsky, Octonions, simple Moufang loops and triality, Quasigroups Related
Systems 10 (2004), 65-94.

[2] G. P. Nagy and M. Valsecchi, Splitting automorphisms and Moufang loops, Glasgow Math. J. 46
(2004), 305-310.

[3] , On nilpotent Moufang loops with central associators, J. Alg. 307 /2 (2007), 547-564.

3. Involutérikus szelések extraspecialis 2-csoportokban

Azon egységelemes kvéazicsoportokat, melyekben teljesiil az z(y(zz2)) = (x(yx))z azo-
nossag, (bal oldali) Bol-loopoknak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az L Bol-loop kis Frat-
tini 2-loop, ha valamely A 2-elemii centralis normalosztora L/A elemi Abel 2-csoport.
Ilyen loopokkal Nagy Géabor 2003-2004-ben foglalkozott intenziven, az eredményeket az
[1], [2] cikkekben publikalta. A cikkek megjelenése sajnos a kiadé hibajabol nagyon
elhtizodott.

[1]-ben Nagy egyrészt explicit képletet adott kis Frattini Bol 2-loopok miiveletére,
méasrészt megadta ezek csoportelméleti konstrukcidjat extraspecidlis 2-csoportbeli szelé-
sek segitségével. Fz utobbi modszer igen hatidsosnak bizonyult, felhasznalasaval Nagy
az ilyen loopok szamat alulrél tudta becsiilni, valamint informaciokat tudott gytjteni az
automorfizmus-csoportjukrol.

A Moufang-féle kis Frattini 2-loopokat kddloopokként is ismerik, szoros kapcsolatban
allnak kétszeresen paros binaris linearis kodokkal. Ez az el6bb emlitett osztély része, a
modszer mégsem alkalmas vizsgalatukra, mert abban a Moufang-azonossag csak koriil-
ményesen jellemezhets. Ezért egy méasik modszert, a trialitassal rendelkez6 csoportokat
és a Hsu altal 2000-ben bevezetett szimplektikus kobos tér fogalmat hasznalta Nagy Ga-
bor [2]-ben. Ezen tjabb megkozelités alkalmas volt a 64-edrendi kis Frattini Moufang
2-loopok szamitogépes osztalyozasara.
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4. Moufang- és Bol-loopok speciilis osztalyainak jellemzése

Glauberman és Wright 1968-ban megmutattak, hogy véges Moufang 2-loopok nilpo-
tensek. Mivel barmely 2 elem &ltal generalt Moufang-loop csoport, a valédi Moufang
2-loopokat legalabb 3 elem generédlja. Ezért egy 2" renddd Moufang-loop nilpotenciaosz-
talya legfeljebb n — 2. [1]-ben Nagy Gabor bebizonyitja, hogy n > 5 esetén pontosan
17 kiilonb6z6 2"-rend valodi maximélis osztalyd Moufang-loop van és ezekre explicit
konstrukeiot is ad, részben felhasznalva Valsecchivel megalkotott eljarasukat.

[2]-ben Nagy Gabor P. Vojtéchovsky-val vizsgalta Moufang-loopok centrélis kiter-
jesztéseit, ezeket sikeriilt megfeleld hatékonysaggal leprogramozniuk oly médon, hogy
teljessé tudtak tenni a 64-ed és 81-ed rendi Moufang-loopok osztalyozasat. Ezzel a leg-
feljebb 64-ed rendii Moufang-loopok klasszifikacioja teljessé valt, a megfelel6 konyvtara-
kat a [3] csomagban implementaltdk. Ezt a programcsomagot a GAP komputeralgebra
rendszerhez 2002 6ta Nagy és Vojtéchovsky folyamatosan fejleszti, jelen pillanatban az
1.4-es verzi6 tolthet le a GAP honlapjarol. A csomag kvazicsoportok és loopok sza-
mitogépes vizsgalatahoz késziil, szamos eljarassal és looposztaly konyvtarral (legfeljebb
64-rendi Moufang-loopok, legfeljebb 16 rendii Bol-loopok, kicsi Steiner-loop, stb.).
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5. Geometrial transzverzalisok

A konvex geometria egy ismert témakore a geometriai transzverzalisok elmélete. Alta-
laban azt mondjuk, hogy konvex halmazok egy K csaladdja rendelkezik kozos transzver-
zalis egyenessel, illetve a T tulajdonsaggal, ha létezik olyan egyenes, aminek van kozos
pontja K minden elemével. Ha a halmaz barmely k eleméhez 1étezik transzverzalis, ak-
kor a IC halmaz T'(k) tulajdonsagu, illetve ha van olyan egyenes, mely legfeljebb k elem
kivételével K minden elemét metszi, akkor a K csalad 7' — k tulajdonsagi. A geomet-
riai transzverzalis elmélet egyik jellemz6 kérdése, hogy milyen elégséges feltételeket lehet
adni transzverzalis egyenes létezésére altalaban, vagy specialis konvex halmazok esetén.

5.1. Transzverzilisok konvex lemez eltoltjaiboél all6 diszjunkt csaladokhoz.
A sikbeli transzverzalis témakor egy hires tétele Tvergbergtsl (1989) szarmazik, mely
szerint T'(5)-bol kovetkezik T tetszéleges sikbeli konvex lemez paronként diszjunkt el-
toltjaibol allo6 csaladban. Ez az &llitas, melyet Griinbaum 1958-ban megsejtett, szoros



analogiaban all a konvex geometria kozismert Helly-tételével. A Tverberg-tétel korle-
mezre vonatkozo specialis esetét Danzer bebizonyitotta mar 1959-ben. A teriilet egy
jellemz6 kérdéskore a parcidlis transzverzalisok létezésével foglalkozik. Katchalski és
Lewis (1989) megmutattak, hogy konvex lemezek péaronként diszjunkt eltoltjaibol allo
renszerre T'(3)-bol kovetkezik T — kg, ahol k3 univerzalis konstans, azaz fliggetlen a
konvex lemezt6l. A ks konstans pontos értéke ismeretlen. Katchalski és Lewis sejtése
szerint k3 = 2. Holmsen (2002) nemrégiben bebizonyitotta, hogy 4 < k3 < 22 &ltalanos
konvex halmazra, majd Kaiser (2002) megmutatta, hogy k3 < 20 kérokre. A Katchalski—
Lewis-sejtés konvex lemezekre tovabbra is nyitott, azonban 2004-ben Heppes Aladarnak
sikeriilt igazolni a sejtést diszjunkt egységkorlemezekbdl allo rendszerekre.

A fenti eredmények fényében természetes az a kérdés, hogy a T'(4) feltétel mit garantal
korokre és altalanos konvex lemezre. Griinbaum (1958) azt allitotta egy cikkében, hogy
korokre T'(4)-badl kovetkezik T. Azonban Aronov, Goodman, Pollack és Wenger (2000)
ellenpéldat adott Griinbaum allitasara.

Bisztriczky Tiborral (Calgary, Kanada) és Deborah Oliverosszal (Mexico City) kozos
publikaciok sorozataban [1-3| Fodor Ferenc bebizonyitotta, hogy paronként diszjunkt
egységkorokbdl allo rendszerre T'(4)-bdl kovetkezik T — 1. A bizonyitas alapvet&en in-
duktiv jellegi. A szerzok |1]-ben bebizonyitottak, hogy az allitds igaz n = 6,7 ese-
tére. A mésodik publikicio [2]| tartalmazza az n = 8,9 esetek bizonyitdsa mellett azt
a kulesallitast, mely lehet6vé teszi az n szerinti indukciét n > 8-ra. Végiil maga az
indukcios gondolatmenet [3]-ban van részletezve. Az els6 két cikk [1,2] mar megjelent.
A harmadik cikk esetében pedig a lektor a kézirat elfogadasat javasolta az Israel J.
Math. szerkesztGjének azzal a feltétellel, hogy a szerzék egyes, a bizonyitést nem érinté
dolgokat megvaltoztatnak. A kézirat javitott valtozatat a szerzdék a folybiratnak mar
visszakiildték.
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5.2. Transzverzalisok n-dimenziés gobmbrendszerekhez. Magasabb dimenziéban
transzverzalis egyenes létezésével kapcesolatos elsé pozitiv eredmény Hadwigertdl (1958)
szarmazik, mely szerint n-dimenzids gombdknek egy olyan csalddjdhoz, amelyben tetszo-
leges két gomb kozéppontjanak tavolsdga nem kisebb, mint kétszer a sugaraik Gsszege,
a T(n?) feltétel garantalja transzverzalis egyenes létezését. Késébb Griinbaum (1960)
a Hadwiger-féle tételben 16v6 n-et 2n — 1-re javitotta azonos feltételek mellett. Nem-
régiben Holmsen, Katchalski és Lewis megmutattak, hogy R?-ban T'(46)-bol kovetkezik
T. Késébb ezt a korlatot Cheong, Goaoc és Holmsen 11-re javitotta. A fenti Holmsen
(et al.) és Cheong (et al.) eredmények alapjan természetesen felmeriil a kérdés, hogy
lehet-e hasonl6t allitani n-dimenzéban is.



2005-ben megjelent publikaciojukban [1] Ambrus Gergely (Szeged), Bezdek Andras
(Auburn, U.S.A.) és Fodor Ferenc a Holmsen, Katchalski és Lewis &ltal targyalthoz
hasonl6 kérdést vizsgalt d-dimenzios egységgdmbokbdl allo rendszerekre. Konkrétan:
bebizonyitottak, hogy ha az F n-dimenzios egységgombdk olyan rendszere, melyben
tetszoleges két gomb kozéppontjanak tavolsaga legalabb 24/2 4 /2, akkor a T'(n?) tu-
lajdonsagbol kovetkezik, hogy F rendelkezik a T tulajdonsaggal, azaz a gobmbrendszernek
van transzverzalis egyenese.
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6. Legstirtibb elhelyezések a sikon és térben

A diszkrét geometria egyik nagy témakore az elhelyezések és fedések elmélete. Konvex
testek kolcsonosen egymasba nem nyilod rendszerét elhelyezésnek hivjuk. Azt a rend-
szert, ahol egy tartomény minden pontja valamely konvex testhez tartozik a tartomény
egy fedésének nevezziik. Két alapprobléma, hogy egy adott tartoményba egy alakzat
minél tébb példanyat szeretnénk elhelyezni, illetve egy adott tartoményt egy alakzat
minél kevesebb példanyaval szeretnénk lefedni. Elhelyezések és fedések hatékonysaga-
nak mérésére a siuriség fogalmat hasznaljuk. Egy elhelyezés stirtiségén szemléletesen a
tartomanynak az alakzatok altal elfoglalt hanyadat értjiik. Adott tartomény és alakzat
esetén altalaban a maximalis siirtiséget biztositod elhelyezést, illetve minimalis stiriisé-
get ado fedést keressiik. A véges fedések és elhelyezések elmélete a fenti problémakkal
foglalkozik véges szamu elembdl all6 rendszerekre. A teriilet igen élénken fejlédik, ifj.
Boroczky Karoly tollabol nemrég jelent meg egy Osszefoglald mi.
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6.1. Egységkorok elhelyezése korben. Klasszikus probléma a sikbeli konvex alak-
zatokba valo optimalis korelhelyezések vizsgalata. Az erre a kérdésre vonatkozé valaszok
az alkalmazasok szempontjabol is igen fontosak, mert szadmos optimalizalasi feladatban
természetes modon meriilnek fel. Az ide vonatkozd eredmények legnagyobb része stiri
konfiguraciokbol és ilyen konfiguraciokat elgallito algoritmusokbol all. Konkrét elhelye-
zés optimalitasara vonatkozé bizonyitas csak kevés van.

Fodor Ferenc a kovetkez§ probléméat vizsgalta: mi annak a legkisebb sugariu kornek a
sugara, amiben el lehet helyezni n egységkort, és az egységkordknek milyen elhelyezése
valdsitja meg az optimumot? A fenti kérdésre a valasz csak kis n esetén ismert Pirl,
Kravitz és Melissen eredményeibél, nagyobb elemszamra csak sejtések léteznek. Fodor
Ferenc korabban bebizonyitotta az n = 19 és n = 12 esetekben az optimalis konfigura-
ciokra vonatkozo6 sejtéseket.



Az OTKA tamogatés ideje alatt Fodor Ferenc befejezte az n = 13 és n = 14 ese-
tek vizsgalatat és bebizonyitotta a Pirl és Kravitz altal sejtett legstirtibb elhelyezéseket
ado konfiguraciok optimalitasat. Ebbdl két publikacio sziiletett [1,2]. A bizonyitashoz
hasznalt modszer azon alapszik, hogy a sejtett minimalis méret(i korlap alkalmas mo-
don szétvaghatd egy koncentrikus korre és kérgyftriire, amelyekben a pontok eloszlasa
mar geometriailag jol vizsgélhato. Ez a modszer sikeresnek bizonyult tobb konfiguracié
optimalitasanak bizonyitasdban.
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6.2. Voronoi celldk 3-dimenziés gémbelhelyezésekben. Fejes Toth Laszlotol szar-
mazik a 3-dimenziés gombelhelyzéskkel kapcsolatos dodekahedrdlis sejtés, mely szerint
egységgdmbok egy elhelyezésében egy Voronoi cella térfogata legalabb akkora, mint az
egységgdmb koré irt szabalyos dodekaéder térfogata. Ezt a sejtést nemrégiben bizonyi-
totta be Thomas Hales és Jean McLauglin hasonlé modszerrel, mint amit Hales a Kepler
sejtés igazolasahoz hasznalt. 2000-ben Bezdek Karoly felvetette a fenti sejtés erds val-
tozatat, melynek allitasa a kovetkezs: 3-dimenzios egységgdmbok egy elhelyezésében a
Voronoi cella felszine legalabb akkora, mint az egységgémb koré irt szabalyos dodekaé-
der felszine. E sejtés mindmaig nem bizonyitott. Bezdek Karoly (2000), majd Bezdek
Karoly és Daroczy-Kiss Endre (2005) adtak also korlatot egy Voronoi cella felszinére.

2006-ban Ambrus Gergellyel k6zios publikaciojaban Fodor Ferenc [1] lényegesen megja-
vitotta a Bezdek—Daroczy-Kiss-féle alsé korlatot. A bizonyitas egy Muder altal korabban
hasznalt darabolasos modszer tovabbfejlesztett valtozatan alapszik. A Voronoi cella lap-
kupjait alkalmasan valasztott kor, vagy sokszoggel csonkitott kor alapt kupokra cserélve
csokkenteni lehet a lapkup felszin-térszog ardnyat. Ezt az eljarast a teljes Voronoi cellara
optimalizalva alsé korlat adhaté a Voronoi cella felszinére.
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