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Az OTKA 38396 palyazat zardjelentése
Témavezeté: Ruzsa Imre

Az OTKA 38396 palyazat kutatasi terveiben tobb mar korabban elinditott és tobb Uj kutatési
teruletet jel6ltink meg. Természetesen mint egy ilyen sokréti kutatas soran lenni szokott
elére nehéz megadni azt, hogy milyen eredmenyek sziiletnek, merre fog elérehaladni a
kutatas; ennek megfeleléen néha olyan terlleteket is érintettiink, ami konkrétan nem szerepel
a kutatasi tervben, de az eddigi vizsgalddasaink természetes tovabbvitelének tekinthetd.
Osszesen 39 cikk sziiletett a projekt keretében. EImondhatjuk, hogy eredményeink nem csak a
sziik szakmai kdzonség érdeklodését keltette fel, hanem a tudomény irant érdekléd6 hazai és
nemzetkozi kdzvélemény is értesult egy-két atité eredmeényrél. A zarojelentésben a megjelent
és kozlésre elfogadott cikkek alapjan ismertetjik, hogy milyen eredmények sziilettek. A
kutatasi tervben 7 nagyobb egységet fogalmaztunk meg, ebbdl 5-6t sikerilt alaposan
megvizsgalnunk, 2-ben még csak a kutatas elején tartunk, késébb vérhatok publikéciok
beléle, de igy is elmondhatjuk, hogy a megfogalmazott teriileteken eredményes kutatdsok
folytak, tobb terlleten a reméltnél is lényegesen jobb, élesebb eredményeket értek el a
palyazatban résztvevok.

Az 1. pontban primszamokkal kapcsolatos kerdeseket fogalmaztunk meg.

Mint azt minden matematikaban jartas ember tudja, Goldbach 1742-ben egy Eulerhez irott
levelében azt Allitotta, hogy minden 6tnél nagyobb szdm elbéllithatdé harom primszém
0sszegeként. Valaszlevelében Euler megjegyezte, hogy elég lenne azt belatni, hogy minden 2-
nél nagyobb pozitiv paros szam felirhatd két primszam 0Osszegeként. A 20. szézadi
matematika tobb fontos eredményt ért ezen a terlleten. A legkiemelkedébb ezek kozil
Vinogradov a 30-as években elért eredménye, aki a primszamok eloszlasara vonatkozd
tételeket felhasznalva a kérmaodszerrel bebizonyitotta, hogy legfeljebb véges sok kivételtol
eltekintve a harmas Godbach-sejtés igaz. A mddszer azonban nem bizonyult hatékonynak a
paros Golbach-sejtés elintézéséhez. Erdekes modon azonban Montgomery és Vaughan-nak
sikerilt bebizonyitani azt, hogy majdnem minden paros szdm esetén igaz a paros Goldbach-
sejtés. Ebben az iranyban kutatasaink elétt a legjobb eredményt Hongze Li érte el 1999-ben,
bebizonyitva, hogy X-ig legfeljebb O(X”"{0.92}) olyan paros szdm van, amire nem teljesul,
hogy felirhatd két primszam 0Osszegeként. Ezt az eredményt sikerllt Pintz Janoshak az
analitikus szamelmélet széles tarhazat és szamos kivalo Uj gondolatot hasznalva lényegesen
megjavitania, megmutatva, hogy a Kkivételek szama X-ig legfeljebb O(X"{2/3}).
Eredményébdl sziletett Pintz Janos [19] cikke.

A péros Goldbach-sejtés irdnyaban Linnik bizonyitotta be (Trudy Mat. Inst. Steklov, 38,
1951. és Mat. Sh. (N. S) 32, 1953) az 50-es evekben, hogy van olyan K korlat, hogy barmely
elég nagy paros szam eléall két primszam és legfeljebb K darab 2-hatvany 6sszegeként. A
Linnik altal konkrétan nem meghatarozott K értékre az utobbi évtizedben kinai
matematikusok adtak explicit becsléseket. Kozlluk a kutatasaink el6tt a legjobb K=2250
Wang Tianze (Science in China, Series A, 42, 1999.) nevehez ftizédik. A Riemann-sejtés
foltételezésével Iényegesen sikeriilt mar korabban javitani a becslést, ekkor mar K=200 is
ismert volt. Ezen a terlileten Pintz Janos és Ruzsa Imre kutatasai eredményeként drasztikusan
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sikeriilt csokkenteni a K-ra a felsé korlatot. Az &ltalanos Riemann-sejtés mellett belatték,
hogy K=7 megfelel [9] valamint a cikk elékeszuletben lévé masodik részében a K=8-at
bizonyitjak semmilyen sejtést sem hasznalva. Pintz Janos és Khalfallah [18] cikke egy fontos
segedtételt tartalmaz a problémaval kapcsolatban.

Az el6zé6 bekezdésben emlitett problémakor egyik eredménye Romanov 30-as évekbdl
szarmaz0 azon tétele, amely szerint azon szamok siiriisége pozitiv, amelyek eléallnak mint
egy primszam és egy 2-hatvany dsszege. Az ellenkezé irdnyban Erdés Palnak sikerdlt olyan
végtelen szamtani sorozatot konstrudlnia, amelynek a tagjai nem allnak el6 mint egy
primszam es egy 2-hatvany 6sszege. Ebbél kovetkezik, hogy a fenti tulajdonsagi szamok alsé
striisege 1-nél Kisebb. Ezzel a kérdésekkel foglalkozik Pintz [33], amelyben az eddig ismert
legjobb also becsleést javitja.

Balog Antal kutatasi tertilete olyan diofantikus egyenletek vizsgalata, ahol az ismeretlenek
értéke primekre szoritkozik. Balog és Ono [4] elliptikus gorbékhez hozzérendelt algebrai
objektumok, éspedig az idealosztalyok csoportja és a Safarevics-Tate csoport szerkezetével
foglalkoztak. Olyan ,,quadratic twist”-et konstrualnak, hogy a fenti csoportoknak lesz el6irt
rendt eleme. Ez a 2m”k=p_1+p_2 egyenlet megoldhatdsagara vezet, ahol p_1 és p_2 primek.

A kutatasi terv 2. pontja olyan jellegii problémak targyalasat igérte, amelyben olyan
sorozatokat tekintlink, amelyek bizonyos multiplikativ tulajdonsadgoknak tesznek eleget. Ezek
kozul a legegyszerilbben megfogalmazhatd probléma a primszamok eloszlasanak kérdése. A
kutatasunk legfontosabb és leglatvanyosabb eredménye ehhez a témakdrhéz kapcsolodik.

Mint az koézismert nincs olyan egyszerii, hasznalhatd formula, amelynek segitségével az n-
edik primszam koénnyen kiszamolhaté. Ha a primszamok sorozatat tekintjik, akkor egy
atlagosan egyre ritkul6 sorozatot latunk, amelyben azonban a ritkulas nem egyenletes, néha
Osszestirasodnek a primek. Talan még a régi gorogok fogalmaztdk meg azt a sejtést, hogy
vegtelen sokszor fordul elé az, hogy a szomszédos primek kozotti tdvolsag legfeljebb 2, amit
agy is Kkifejezhetiink, hogy az ikerprimek szama végtelen. A problémat agy is
megfogalmazhatjuk, hogy d_k -val jelélve a (k+1)-edik és a k-ik primszam kozott
differencigjat, d_k=2 végtelen sokszor. A primszamtétel ekvivalens azzal, hogy
(d_1+...d_N)/N kb InN, amibél kovetkezik, hogy végtelen sok k-ra d_k<(1+c)logk barmely
tetszéleges pozitiv ¢ esetén. Ezt az eredményt szitamddszerekkel javitottak bebizonyitva,
hogy létezik olyan h<1, hogy d_k<h logk végtelen sok k esetén. Itt tobb szerzének sikertlt
csokkentenie h értékét. A korabban is mert legjobb becslés Maier 1988-as eredménye, amely
szerint h=0.2484 is elérhetd. Itt sokaig az tint a legfontosabb megkdzelithet6 feladatnak, hogy
h-t csokkentsék, elérjék a tetszéleges kicsi h-t, ami még mindig oriasi tavolsagra van az
ahitott ikerprimszam-sejtéstol. Par évvel ezelétt a szamelmélettel foglalkozo6 kutatokat az a hir
tartotta izgalomban, hogy Goldston és Yildirim megmutattak, hogy tetszéleges kicsi h esetén
is d_k<h log k végtelen sok k-ra teljesil, s6t ezt drasztikusan javitva a d_k<(log k)c is
elérheté egy alkalmas c<1 szammal. Sajnos, mint kiderllt a bizonyitasuk tartalmazott egy
hibat, ami miatt még a tetszélegesen kicsi h-ra sem miikddott a bizonyitds. Bar a bizonyitas
alapgondolata vildgos volt, nem latszott, hogyan menthet6 meg a bizonyitds. A
reménytelennek latsz6 helyzetb6l Pintz JAnosnak sikerdilt kiutat talalni, aki a szitamodszereket
tovabbfejlesztve, bebizonyitotta, hogy d_k végtelen sok k esetén legfeljebb (log k)*{1/2}(log
log k)*2 nagysagrendii. A d_k< h log k (tetsz6leges h>0) esetre vonatkozé gyengébb
eredmény bizonyitdsa a Goldston, Pintz Janos, Yildirim altal irt [24], [31] cikkekben
talalhatd. Az élesebb eredmény leirasa folyamatban van. Az ikerprimszam-sejtés iranyaban
megmutattdk, hogy a Bombieri-Vinogradov tétel élesitése esetén (az ¥ kitevét kéne egy



nagyobb szdmmal helyettesiteni), mar korlatos differencia is garantalhaté. Megmutattak, hogy
ha a kitevoben a 0,96 is elérhetd, akkor mar a legfeljebb 16 differencia is végtelen sokszor
fordul el6. Az eredményekrél Goldston, Pintz Janos, Yildirim [25] ad attekintést. A
szomszédos primek kozti hézagok helyett a p_{n+nu}-p_n vizsgalatat végzik el Pintz Janosék
[30]-ben. A fenti eredmeény széleskori publicitast kapott, pl. a brit Guardian napilap és
Science nemzetk6zi tudomanyos folyoirat is beszamolt az eredményekrél. Az American
Institute of Mathematics (Palo Alto, CA, USA) konferenciacentrum 2005-ben szervezett
konferenciat az eredmeényekbol vezeté szamelmeleszek réeszvételével, de a Bourbaki
szeminariumon is eléadas ismertette az eredményeket és még lehetne folytatni a sort.

Megvizsgaltak azt a kérdést is, hogy mekkora hézagok vannak a pontosan két prim
szorzataként eléallé szamok sorozataban. Itt azt kaptak, hogy a differencia végtelen sokszor
legfeljebb 6, ami azon kordbbi eredménynek egy lényeges javitasa, amely szerint a legfeljebb
két primszam szorzataként eléallo szdmok sorozata végtelen sok korlatos nagysagu
differenciat tartalmaz. Az eredmény Goldston, S. W. Graham, Pintz, Yildirim kéziratban 1év6
cikkeben van bizonyitva.

A sokszerzés [6] cikk azzal foglalkozik, hogy mely diszkrét sztochasztikus folyamatok
maradnak atlagolas utan magukhoz hasonlok. Ez egy szabalyos multiplikativ fliggvények
leirdsara vonatkozo kerdesre vezet.

A Kkutatatasi terv 5. pontjaban néhany 6sszeghalmazokkal és Hilbert-kockakkal kapcsolatos
kérdest terveztink.

Ruzsa és Green [16] bebizonyitottak, hogy a modulo p maradékosztalyok halmazai kozil az
0sszegmentesek és az 6sszeghalmazok szama egyarant 2{(1/3+o(1))p}. Elokésziiletben van a
folytatdsa a kutatasnak, amelyben eredményiket kiterjesztik minden kommutativ csoportra. A
bizonyitas f6 gondolata, hogy stri halmaz jol kozelithet6 egy ,,szemcsés” halmazzal, amely
hosszU szamtani sorozatok unidja, és az 6sszeghalmaz, pontosabban a sokféleképpen el6allé
0sszegek halmaza, kdzel azonos.

Az 0sszeghalmazokat haszndlva Ruzsa [20] bebizonyitotta, hogy tetszéleges
f(x)=\sum_{i=1}"n cos a_j x alaku fliggvényhez, ahol a_j —k kiilonb6z6 természetes szamok
van olyan X, hogy f(x)<exp{-c(log n)*{1/2}}. Ez Bourgain tételét javitja (ott (log n)*c volt,
konkrétan ki nem szamolt kicsiny ¢ értékkel). Ez azon mulik, hogy ha a {A_i} halmaz
tartalmaz nagy osszeghalmazt, akkor f mindenképpen felvesz n akarmilyenagy negativ
értéket.

Hegyvari [7] Sarkozy egy sejtéséhez kapcsolddva azt vizsgalta, hogy egy polinomialis sorozat
6sszeghalmaza metszi-e az [n\alpha ] sorozatokat.

Tobb szerzo altal kordbban vizsgalt kérdés a kovetkezo: Legyen A egy n elemi halmaz.
Keresslink minél nagyobb olyan B részhalmazat A-nak, hogy b,b’\in B esetén b+b’\not \in A.
Also becslésnek log n/log 2, felsének n*{2/5} volt ismert. Ruzsa [27] az als6ban megjavitja a
konstanst, a felsét pedig exp{c(log n)"{1/2}}-re szoritja le.

Hegyvari Norbert F. Hennecart és A. Plagne-nyal irt [36] cikkében a szigor( Osszeadasra
vonatkozo Burrtdl és Erdostol szarmazo keérdeseket vizsgalnak és altalanositanak.



Hegyvéari Norbert F. Hennecart-tal kozosen irt [37] cikkikben Sarkozy egy kérdését
vizsgaljak: egy additiv bazis elemeit k-szinezve a természetes szamok monokromatikus
eléallitasahoz legalabb hany elemre van sziikség k fliggvényében. A kérdest a cikkben a
négyzetszamok és a primszamok sorozatara vizsgaljak, tovabba altalanos, ,,jol eloszlo”
sorozatokra is adnak becslést.

Ruzsa Imre E. Croot és T. Schoen-nel irt [29] cikkben belatjak, hogy ha |A|=n és |[A+A|<cn,
akkor A+A és A-A tartalmaznak >>(log n)/log ¢ hosszi szamtani sorozatot. Tovabb4, ha A\in
[1,N] és |A|>>N~{1-1/k}, akkor A+A-ban van k hosszi szdmtani sorozat.

Ruzsa Imre [21] cikkében konstrual n darab diszjunkt k elemii halmazt Ggy, hogy az
0sszeghalmazok unidja (azonos szamok 6sszeadasa nelkil) <cn™{(k-2)/(2k-2)} elemii. Ennek
jelentésége abban all, hogy az ehhez tartoz6 also becslést hasznaljak a sikbeli halmazok altal
meghatarozott kiillénbdz6 tavolsagok becslésére (ez egy Erdos-kérdés).

Ruzsa és Cilleruelo [13] a Sidon-sorozatok valos és p-adikus analogonjat vizsgaljak. Itt a
Sidon-feltétel szoOszerinti  atvétele, vagyis, hogy a kéttagl 0sszegek kilonboznek,
semmitmondo; ehelyett azt kdveteljuk meg, hogy eléggé kilonbbdzzenek (abszolut értékben
illetve p-adikus normaban). Ennek jellemzéje a \delta _n=\min_{i,j,k,I\leq n}|a_i+a_j-a_k-a_l|
szam, ahol a trivialisan eltiiné négyesek ki vannak zarva. Ha veges, N tagu sorozatot nezink,
ennek legnagyobb értéke 1/N”~2 koril van. A végtelen esetre konstrudlunk olyan sorozatot,
amelyre mindig \delta _n >>1/(nolg n)*2. Ugyanez a helyzet akkor, ha az a_i szamok p-
adikus egészek, abszolut érték helyett a p-adikus normat véve. A véges és végtelen eset tehat
joval kdzelebb van egymashoz, mint az egész szamok eseten.

Séndor Csaba [23] cikkében Sarkdzy egy problémaja kapcsan generatorfliggvényeket
hasznalva meghatarozza a természetes szamok azon részhalmazait, hogy a halmazhoz és
annak komplementeréhez tartozo reprezentaciofliggvények (itt a 1ényeges kilénbozokre es az
azonosakat nem megengeddé reprezentacidfuggvényekrél van sz0) valahonnan kezdve
megegyeznek.

Sandor Csaba [30] cikkében Sarkdzy egy kerdese kapcsan bebizonyitja, hogy ha egy sorozat
also siiriisége \alpha, akkor a sorozathol képzett szorzathalmaznak végtelen sok olyan tagja
van, ahol a kulonbség <c/(\alpha )*3. Ez korabban 4 kitevével volt ismert és a kozolt
bizonyitas is lényegesen egyszeriibb. A szerzé a tobbtényezés szorzatokat is vizsgélta
cikkében.

Az {a_0+\sum_{i=1}"n \epsilon _ia_i: \epsilon _i\in {0,1}} halmazokat n-dimenzias Hilbert-
kockénak nevezzik. ,,Stri” sorozatokban eléfordulé Ugynevezett Hilbert vagy mésként
kombinatorikus kockak létezése fontos lépés volt Roth szamtani sorozatokra vonatkozé
kombinatorikus bizonyitadsdban. Vizsgalni lehet elfajulé (ahol a kifeszitett pontokon lehet
egybeesés) és nem elfajulé Hilbert kockak létezeset. A nem elfajulé eset vizsgalata a
nehezebb. Hegyvari Norbert foglakozott [17] cikkben a pozitiv stirtiségnél egy cseppet ritkabb
sorozatokkal, megadva az eléforduld legkisebb dimenzid pontos nagysagrendjeét.

Hegyvari Norbert [34] cikkében Bergelson és Ruzsa egy Hilbert-kockékra vonatkozo
eredmeényét altalanositja.



Hegyvéari Norbert [35] cikkben azt vizsgéalja, hogy egy hézagos sorozatbdl alkotott
multiplikativ Hilbert-kockat milyen strti additiv kocka kerulhet el. A fenti eredmény
Nathanson egy 1980-as eredményének altaldnositasat adja.

Ugyancsak Hegyvari Norbert [26] adott Raimi egy tételére altalanositast és (j bizonyitast
megmutatva, hogy van az egészeknek olyan elére megszabott siirisegii halmazokbol allé
particioja k osztalyra, hogy barhogyan szinezve t szinnel a szdmokat mindig van olyan szin és
végtelen Hilbert-kocka, hogy a halmazt eltolva e kocka elemeivel mindig a particio
mindegyik osztalyat végtelen sok elemben metsz6 halmazt nyerlnk.

Sandor Csaba [38] cikkben bebizonyitja, hogy az elsé n pozitiv egész kozil (1+\epsilon
)n{1-27{1-k}} darabot kivalasztva lesz kozéttiik k-dimenzids Hilbert-kocka, ha n elég nagy
\epsilon és k fliggvényében.

A Kutatési terv 6. pontjaban Freiman tételének olyan irany( kiterjesztését tiztuk ki célul,
amikor a |JA+A|<c|A| feltételt egy gyengebb feltétellel helyettesitjik.

Ebben a témakérben Elekes Gyorgy és Ruzsa Imre foglalta 6ssze tobbeves kutatdmunkajuk
eredményét [5]. A cél kiterjeszteni a Kicsi dsszeghalmazok Freiman-féle elméletét arra az
esetre, amikor nem az Gsszes 0sszeget képezziik, hanem egy adott grafban dsszekotott szam-
parokat adjuk 6ssze. Ennek legfontosabb el6zménye Balog és Szemerédi tétele, mely szerint,
ha a gréaf pozitiv siriiségii, akkor a halmaz legalabbis tartalmaz olyan részt, amelynek a teljes
0sszeghalmaza kicsi. A legfontosabb eredmenyek: ha a graf eléggé osszefliggs, akkor az
egész eredeti 6sszeghalmaza kicsi; ha csak annyit teszlink f6l, hogy n szdm van és a grafban
minden fokszam >cn, akkor a halmaz felbonthaté véges sok részre, hogy amelyek
6sszeghalmaza kicsi.

A Kutatasi terv 7. pontjaban véletlen sorozatok kombinatorikus szamelméleti
tulajdonsagainak vizsgalatat terveztiik.

Sandor Csaba [38] cikkben a nem elfajuld k-dimenzios Hilbert kockak kiszobfuiggvényét
hatarozta meg illetve meghatarozta, hogy ha olyan véletlen sorozatat vesszik az 1,2,...,n
szdmoknak, ahol minden szdmot % val6szintséggel valasztunk be, akkor mekkora dimenzids
nem elfajulo Hilbert-kockara szamithatunk.

A fent emlitett eredményeken kivil meg tdbb cikk is sziletett az OTKA tamogatas
segitségével, de mivel ezek nem kapcsolddnak szorosan a tervezett kutatasokhoz, emiatt ezek
részletes ismertetésétol eltekintlink.

A kutatdsokba a szamelmélet nemzetkdzileg is magasan jegyzett kutatoi kozul tébbet sikerdilt
bevonni. Eredményeinket szamos konferencian ismertettik, a cikkek nagy része a
tudomanyterilet vezeto folyoirataiban jelent meg.

A kutatds alapkutatds jelleggel folyt, alkalmazdsokra a matematika keretein belul lehet
szamitani.



