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Egyes kutatasi eredmények roévid ismertetése

A Rényi Intézet maradvanyképzési kotelezettsége miatt az OTKA-Kifizetéseket is
vissza kellett fognunk. Ezért kértik a program meghosszabbitasat 2006-ra.

De az elss félév munkdjaval befejezettnek tekintettik az ezen szami OTKA
terhére folytatott kutatast.

A felsorolt publikaciok csak egy részének tartalmat

ismertetjik az aldbbiakban. Azokét, amelyeket kdénnyebben le lehet irni roéviden.
A publikéacidékon kiviul meg kell emliteni, hogy kutatéink mintegy

170 elsadast tartottak nemzetkozi konferenciakon ill. kulfoldi egyetemeken.

Az elsadasok harmadaban meghivott elsadoként.

Barany Imre meghivott elsadd volt a 2002-ben Pekingben rendezett Nemzetkdzi
Matematikus Kongresszuson. Firedi Zoltant az MTA levelezé tagjai soraba
valasztotta.

Adam Marcus és Tardos Gabor cikkét egy honlapon igen nagyra

értékelik: http://www.math.rutgers.edu/ {\~{}}zeilberg/OPINIONS.html. Hamburger
és Sali cikkeirsl a SIAM News (volume 37(2004), number 1) ir a Venn-diagramok
torténetét ismertets cikkében. Tardos Gabor benyujtotta, majd megvédte akadémiai
doktori értekezését.

Grafelmélet

A teljes graf éleinek olyan szinezéseit vizsgaltuk, melyekben nem jelenik meg
haromszint haromszdég. Egyebek kozétt igazoljuk Bialostocki és Voxman

alabbi sejtését, ami Burr egy korabbi eredményét altalanositja: a fenti

médon

szinezett teljes grafban mindig van olyan egyszind feszitsfa, mely

soprid, azaz elsall egy ut végpontjanak egy

csillag egyik pontjaval valdé azonositasaval.

A $h(G)$ Hall-hanyados egy $G$ graf csucsai szamanak és legnagyobb
fliggetlen halmaza méretének hanyadosa az 6sszes részgrafra
maximalizalva. (Korabban példaul Cropper, Gyarfas és Lehel
vizsgaltak.) A cikk a Hall-hanyados aszimptotikus viselkedését
vizsgalja kulonféle grafhatvanyozasok esetén. Az

Un. konormalis hatvany esetében megmutatjuk, hogy a megfelels
hatarérték a frakcionalis kromatikus szammal egyenlés.

Két masik hatvanyozasnal szintén korabban vizsgalt
mennyiségekkel valdé egyenlsdséget bizonyitunk. Tovabbi két
hatvanyozas esetén sejtésként mondjuk ki, hogy a vizsgalt
hatarérték itt is a frakcionalis kromatikus szam lehet.

A mohé algoritmussal kaphat6é szinezési szamot is vizsgaljuk (grundy chromatic
number) kuldénbdzs grafosztalyokban. A konstrukcidkat véges projektiv sikokbol
ill. differenciahalmazokb6l kapjuk. Masrészt

megmutattuk, hogy az Erdss-Furedi-Hajnal-Komjath-Rodl-Seress altal

bevezetett lokalis kromatikus szam mindig nagyobb vagy egyenl&, mint a
frakcionalis kromatikus szam. Bevezetink egy iranyitott

grafokra definialt analég paramétert, és megmutatjuk, hogy az

gy kapott szam felss korlat a tekintett iranyitott gréaf

Sperner kapacitasara. Ez utébbi Noga Alon egy korabbi eredményét
altalanositja. Az Uj korlat segitségével meghataroztuk

a paratlan korok egy hijan 6sszes iranyitasanak

Sperner kapacitasat. Az Uj korlatot frakcionalizalassal tovabb

erssitjik.
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A Hadwiger-sejtés egy specialis esetének Ramsey-szerd atfogalmazasaval
kapcsolatban adunk az eredeti atfogalmazasnal erdésebb sejtést, amit Kkis
cslcsszam esetén igazolunk. A probléma egy természetes variansara bebizonyitunk
egy altalanos érvényd korlatot. Olyan grafok lokalis kromatikus szamanak értékét
vizsgaltuk, amiknél a kromatikus szam és a frakcionalis kromatikus szam (a
lokadlis kromatikus szam trivialis felsé és az elszs cikkben bizonyitott alsé
korlatja) tavol esik egymastél. Alapvets példak ilyen grafokra a Kneser grafok,
Schrijver gréafok, (adltalanositott) Mycielski grafok, Borsuk

grafok. A felsorolt grafcsaladok masik kozos jellemzsje, hogy

kromatikus szamuk a Lovasz altal bevezetett topologikus médszerrel

pontosan becsilhets alulrél. Megmutattuk, hogy ugyanezen gréafok lokalis
kromatikus szama szintén becsilhets alulrdl topologikus médszerrel, s az gy
adédo becslés (mely a kromatikus szam fele koruli érték) szamos

esetben pontos. Megfelels (ennek jelentése tobbnyire: elegendsen

nagy) paramétert Schrijver grafok, altalanositott Mycielski

grafok és Borsuk grafok lokalis kromatikus szamat hataroztuk meg

ilyen médon. A szikséges felsé korlat igazolasa kombinatorikus

érvelést igényelt, melynek bizonyos topolégiai kovetkezményei is

vannak .

Bebizonyitottuk, hogy egy kétrészes graf élhalmaza polilog szamu részre
particionalhatd ugy, hogy az egyes részek egy oldalon 1évs maximalis és
minimalis fokszamai csak egy kettes faktorban kiulénbdznek egymastol.

A fent hasznalt topologikus alss8 becslés médszerérsl

észrevettik, hogy a fenti grafok egy masik szinezési

paraméterének, a cirkularis kromatikus szamnak nemtrivialis

becslésére is alkalmas abban az esetben, ha a graf kromatikus szama

paros. Ennek révén paros kromatikus szamu Kneser gréafokra

igazoltuk Johnson, Holroyd és Stahl egy Lovasz tételét

altalanosité sejtését, miszerint a Kneser grafok cirkularis

kromatikus szama megegyezik a kromatikus szamukkal. (Ezt az eredményt

tslink fuggetlenil Frédéric Meunier is igazolta.)

Ugyanezzel a mdodszerrel Chang, Huang és Zhu egy Mycielski gréafokra

vonatkoz6é hasonlé sejtését is igazoltuk a paros kromatikus esetben.

Egyben megvalaszoltuk ugyanezen szerzék egy masik kérdését is,

mely azon graf cirkularis kromatikus szamanak értékét

kérdezte, amit a Mycielski konstrukcidé n-szeres alkalmazasaval az n

csucsu teljes grafbol kapunk. A paratlan kromatikus esetre belattuk, hogy Borsuk
grafok és Schrijver grafok cirkularis kromatikus szama ilyenkor tetszslegesen
kézel lehet a kromatikus szamnal eggyel kisebb értékhez, ami a

cirkularis kromatikus szam természetes alsdé korlatja.

Tobb Turan-tipusi graftételt bizonyi tottunk be, ahol a kizart grafok
osztalyai valamilyen egyszert tulajdonsaggal adottak, mint pédaul a szerepld
élek szama, vagy valamilyen sulyfiggvény.

Erdss és Simonovits az 1960-as évekbsl szarmazd sejtését

cafolva belatjuk, hogy van olyan 6-szogmentes $n$-pontu graf, amelynek
$0.533n"{4/3}% ele van. Ugyanakkor sikeriill egy meglehetésen kozeli
felss korlatot adni ($0.628n"{4/3}, n> n_0%).

Elesitve Ando es Egawa (1997) illetve Huang es Yeo (1998) eredményeit
belatjuk, hogy egy pontelhagyasra kritikus 2-atmérsju graf

minimalis élszama $(5n-17)/2%, ha $n$ paratlan, és $(5n-14)/2$%, ha n paros
($n> 22%).



Fak jaték-kromatikus indexérsl kaptunk Uj eredményeket. A probléma a koévetkezs:
két jatékos, Alice és Bob, felvaltva szinezi egy graf éleit egy megadott
halmazb6l, és a szokott médon, az érintkezé éleknek eltérs szintdeknek kell
lenniidk. Alice szeretné szabalyosan Kkiszinezni a grafot, mig Bob ellenérdekelt
fél. A kérdés persze szoros kapcsolatban van a ma mar sokat vizsgalt jaték
kromatikus szammal, de még nagyon kevés ismert réla. Az vilagos, hogy a GKI a
maximalis fokszam és annak kétszerese kdzé esik. Azt is konnyd latni, hogy fak
esetén a max fokszadm + 2 érvényes felss becslés. Ennél tobb azonban Iényegében
nem volt ismert. Eddig két cikk jelent meg fak esetérsl,

mindkettsben a maximalis fokszadm = 3. Mindkét cikk a max. fokszam + 1 felsd
becslést kivanja belatni, de mindkét bizonyi tas hianyos. Cikkinkben a max
fokszam $\ge 6% esetet intézzuk el teljesen, meg mutatva, hogy a pontos eredmény
max fokszam + 1.

Tobb Uj témat is vizsgaltunk evolucids fakkal kapcsolatban. Adott egy fa, egy
$X$ halmaz elemeivel egyértelmien cimkézett levelekkel. Minden belsé

élen adott tovabba egy pozitiv suly. Bamely levélnégyesre megadhaté az altaluk
feszitett részfa "kozépss Utjan'" szamitott sulyfiggvény Osszeg, a $W(ablcd).$ Az
a kérdés, hogy csupan ezen $W$ Filggvény ismeretébsl mikor rekonstrualhaté az
eredeti fa topoldgiaja, tovabba a bevezetett sulyfiggvény. Megfelels
rekonstrukcids eljarasnak a biomatematikaban lehetnek alkalmazéasai .

Kidolgoztunk egy nyelvi-torténelmi modellt, ami bizonyos tipusu, véletlen
grafokra vonatkoz6 kérdéshez vezet. A matematikai probléma megoldasa még hatra
van.

Egyéb kombinatorika

A neves Erdss-Ko-Rado tételre Blokhuis médszerével egy valdédi rovid
bizonyitast adtunk, amely csupan multilinearis polinomok linearis
flggetlenségén alapszik. Hasonlé bizonyitasok (pl. Frankl és Pach 1983)
csak ${n\choose k-1}$-es korlatot adtak.

Bebizonyitottuk, hogy ha egy $n$-elemi halmazbdl részhalmazokat valasztunk Ki
ugy, hogy nincs koézottiuk 4 kialénbdzs, $A,B,C$ és $D$, melyekre $A\subset C,
A\subset D, B\subset C, B\subset D$ egyarant teljesulne, akkor a kivalasztott
részhalmazok szama legfeljebb $\Ifloor {n\over 2}\rfloor + \lceil {n+1\over
2R\rceil$, azaz a két legnagyobb szint a maximalis ilyen halmazrendszer.

De aszimptotikusan (a fétagot tekintve pontosan, a masodik tagot egy kettes
faktortol erejéig) meghataroztuk azon halmazrendszer maximumalis méretét is,
amelyben a fenti négy halmaz kézott mar cask valamelyik 3 relacidé fennallasat
tiltjuk. (Pl. $A\subset C, A\subset D, B\subset D$.) Hasonl6 aszimptotikus
eredményt értink el arra az esetre, ha egy halmaz nem lehet $r$ masik (és
egymastol kulonbdzs) metszetének része.

Bebizonyitottuk, hogy ha egy $n$ elemd halmaz részhalmazainak rendszere olyan,
hogy nincs benne tartalmazas, barmely két tagja metszi egymast és mérete
legaladbb ${n-1 \choose k-1}$, ahol $k< n/2 -c\sqrt{n}$, akkor a halmazok
atlagmérete legalabb $k$.

Tekintsink egy olyan halmazrendszert, amelyben barmely $r$ halmaz metszete
legalabb $s$ elemd, viszont $1(>r)$ halmaz metszete legfeljebb $t$.
Meghataroztuk a halmazrendszer maximalis méretét a paraméterekre

vonatkoz6 bizonyos feltételek mellett.

Aszimptotikusan meghataroztuk az $n$-elemt halmaz harmasainak maximalis szamat,



ha a kovetkezs négy halmaz egyideji jelenléte nincs megengedve:
$\{ abc, ade, bde, cde\}$. Kés&bb, egy masik munkdban sikerilt a pontos maximum
meghatarozasa is.

Korabban sikerilt pontosan meghatarozni (S6s Vera régi sejtését megoldva) az
$n$-elemd halmaz azon harmasainak maximalis szamat, amikben a Fano-sik nem
szerepel részként. Most egy erre vonatkozé

u.n. stabilitasi tételt sikerilt talalnunk: ha a 3-élek szama egy Fano-mentes
rendszerben a maximalishoz kozeli, akkor a rendszer kevés cserével atvihets az
optimalisba.

Sikerult egy 4-uniform Turan-problémat is megoldanunk.

Bebizonyi tottuk, hogy ha egy $n$-elemi halmaz $k$ illetve $n-k$-elemd
részhalmazaibol, mint szdgpontokb6l grafot alkotunk, ahol az 6sszekodtést a
tartalmazas definialja,

és $k\leqg n/3%, akkor ez a graf tartalmaz Hamilton-kort.

Korabban felfedezett moédszeriinket, amely Hamilton-kordket hasznal kulonféle
kombinatorikus konstrukcidk elsallitasara, tovabbfejlesztettik.

Legyen adva egy graf, szdgpontjain négyesek egy csaladja. Keresendé egy

Hami lton-kér a grafban, amelynek semelyik két diszjunkt élének egyesitése e sem
egyezik meg az adott négyesek egyikével sem. Fokfeltételeket talaltunk, amelyek
biztositjak egy ilyen Hamilton-kor létezéset. A tételek alkalmazhatdk bizonyos
feltételeket kielégits halmazrendszerek konstrukcidjara. Peldaul felallitunk egy
Baranyai tétellel analdg sejtést, aminek egy nagyon gyenge valtozatat be is
sikerul bizonyitani.

Meghataroztuk az $n$-elemd halmaz azon részhalmazainak minimadlis szamat, amelyek
unidjaként az osszes, legfeljebb 4-elemd halmaz elsadll. Ez egy Erdés-sejtésnek
egy eddig megoldatlan specialis esete.

Legyen $h(n,s)$ az n-elemt halmaz részhalmazainak maximalis szdma azon feltétel
mellett, hogy barmely két halmaz az alaphalmazt négy olyan részre osztja,
amelyek mind legalabb $s$ méretdek. Frankl korabban nagysagrendileg pontos alsé
és Telss becsléseit pontositjuk tovabb. Egy 6nmagdban érdekes segédeszkdz egy
YBLM tipusu egyenlstlenség olyan halmazrendszerekre, amelyekben minden
paronkénti kilonbség legalabb $s$ méreti.

Definialtuk az order shatter fogalmat, erre egy tételt bizonyi tottunk, ami
Sauer, Perles és Shelah, Vapnik és Chervonenkis eredményeit élesiti.
Karakterizaljuk az uniform halmazrendszerekkel, illetve antilancokkal order
shatter-elheté halmazrendszereket, és ennek segitségével Frankl és Pach egy
tételét élesi tjuk. Ugyanakkor algebrai értelmezést is adunk Grdbner bazisok
segitségével.

Egy koréabbi munka folytatasaként megvizsgaltuk a kiuldnb6dzs

osztalyméretd function lattice maximalis, de nem trivialisan $t$-metszg
rendszereit. A kapott dolgozat tartalmazza az altalunk ismert elss ilyen
eredményt. érdekes, hogy a paraméterek valasztasatél figgsen két eltérs optimum
van.

Az extremalis halmazrendszerek problémakére és a computational algebra egy
érdekes kapcsolatara sikerult ramutatnunk.

Szimmetrikus 11-Venn diagramokat sikerilt konstrualunk. Azaz Hamburger médszerét
kiterjesztve megmutatjuk, hogy létezik szimmetrikus 11-Venn-diagram kevés



csuccsal, azaz a csucsszam levihets 231-ig- Mivel a csucsszam oszthatd kell
legyen 11-el, és legaldbb 209, ezért a cikkekben leirt diagram majdnem
optimdlis. Mindamellett ez az els8 nem monoton Venn-diagram. A mddszer a
hiperkocka csucsai ekvivalencia osztalyainak megfelels utfelbontasan alapszik.
Ezen cikkekre mint jelentds mérfoldksre hivatkozik a SIAM News, volume 37/number
1, January/February 2004-ban megjelent, a Venn-diagramok torténetét

ismertets cikk. Egy tovabbi ide vonatkozdé cikkinkben a szimmetrikus 11-Venn
diagramok kozil a nagy csucsszamuakat vizsgaljuk, illetve adunk konstrukciot. A
konstrukcid Griggs, Killian és Savage egy tételének altalanositasan alapszik,
ahol karakterizaljuk, mikor lehet a hiperkocka csucsai ekvivalencia
osztalyainak egy lancfelbontasat sikba rajzolni.

Korabbi kutatdsainkat folytatjuk egyszerid 0-1 matrixok maximalis oszlopszamanak
meghatéarozéasara, ha bizonyos $F$ matrix nem fordul el részkonfiguracidként. Ez
a modell sok klasszikus problémat foglal magdban. Teljesen sikerult
karakterizalni a $3\times 1$ esetet, kimondtunk egy sejtést a $k\times 1$
esetre, és megfogalmazunk egy Erdés-Stone tipusu sejtést az altalanos esetre.
Egy masik cikkben azt vizsgaljuk, hogy a k x I-es tiltott konfiguraciok esetén
milyen feltételek viszik le a felss korlatot $0(m™k)$-rol $O(mM{k-1})$-re. A
korabban kimondott sejtés alapjan adédo két feltétel kozul az egyiket
bebizonyitjuk, linearis algebrai médszerekkel. A bizonyitasokban funkcionalis
flggsségek fogalomkdrébe tartozé gondolatokat is hasznalunk.

A tiltott 0,1 matrixokra vonatkoz6, latsz=lag hasonlé. de igazaban nagyon
ki16nb6z8 masik kérdést is vizsgaltunk. $A$-nak, vagy egy részmatrixabol egyesek
nullara valtoztatisaval szarmaztathat6. A Turén féle extremalis

grafelmélet egy lehetséges altalanositasanak (rendezett csucshalmazi gréafokra)
felel meg annak a vizsgalata, hogy hany egyes lehet egy $n$-szer $n$-es $A$ 0-1
matrixban, ha egy (vagy néhany) fix $P$ matrixot nem tartalmaz. Ennek
vizsgalatat kezdte meg Firedi és Bienstock és Gydsri 1990-ben megjelent
cikkikben, majd Furedi és Hajnal 1992-ben. Ezeket a vizsgalatokat folytattuk
most cikkiinkben, mely fsleg a négy egyest tartalmaz6 kizart $P$ részmatrixok
esetét vizsgalja. Az extremalis flggvény nagysagrendjét meghatarozza a

cikk, ha csak egyetlen ilyen kizart matrixot vizsgalunk, a legmeglepsbbek
viszont a kizart matrixok parjaira vonatkozé eredmények.

1992-b&l szarmazik Firedi Zoltan és Hajnal Péter alabbi sejtése: Egy adott $P$
permutacidomatrixot nem tartalmazé $n$-szer $n$-es 0-1 matrixban $0(n)$ darab
$1%-es van. Ricahard Stanley és Herbert Wilf (ugyanebb&l az idébsl szarmazd)
sejtése szerint egy adott $\pi$ permutaciodt nem tartalmazéd $n$-permutacidk szama
$27M0(n)}$. Martin Klazar egy eredménye szerint a Furedi-Hajnal

sejtésbsl kovetkezik a Stanley-Wilf sejtés. Most sikerilt mindkét sejtést
igazolnunk, amikor egyszerd bizonyitast adtunk a Flredi-Hajnal sejtésre.
Korabban a Stanley-Wilf sejtést szamos specialis permutacidra belatta Boéna
Miklés. Noga Alon és Ehud Friedgut ugyancsak beldtta a sejtést néhany specialis
permutaciodra, de altalanossagban az exponencialisnal csak hajszalnyival nagyobb
felss becslést tudtak adni.

Egy régi, Witsenhausentdl szarmaz6, grafelméleti kérdésre vezets forraskédolasi
probléma egy természetes altalanositasat dolgoztuk ki. Azt mutatjuk meg, hogy
tobb forras egyidejd un. zéro-hibaju kédolasakor a legjobb kdédnak nem kell
rosszabbnak lennie, mint amit a szébanforgdé forrasok kozil a szamunkra
legkedvezstlenebb egymaga is eldir. A bizonyitds Gargano, Kdérner es Vaccaro egy
mély tételén alapul.

A sikboél $n$ haromszoget kivagva $n$-ben négyzetesen sok Osszefiiggé részre eshet
szét, de korébban ismert volt, hogy ha a haromszdgek legkisebb szdge egy



konstans $\epsilon>0$ korlat folott marad, akkor a részek szama mar $0(n)$. Az
atalunk elért 0j korlat $\epsilon$-tol valé fuggését javitja majdnem
optimalisan.

A kovetkezs problémara adtunk erds alsd becslést: Ha egy $n\times k$ valds
matrix minden eleme kildénbdzs, akkor legalabb hany kuldnb6éz& paronkénti 6sszeg
képezhets a matrix egy soranak két elemét O6sszeadva. J. Solymosi és Cs. Toth egy
ereményét felhasznalva a fenti becslés javitja a kovetkezs geometriai Erdss
probléméara ismert legjobb alsé becslést: $n$ kiuldnbdzs pont a sikban legaléabb
hany kulénbdzs tavolsagot hataroz meg. Az itt kifejlesztett mbédszereket
hasznaljuk rokon problémak vizsgalatara is, példaul hany egyenl&szaru
haromszdget hatarozhat meg a sikon $n$ pont, vagy hanyszor fordulhat elé $n$
pont kozott a $k$ leggyakoribb tavolséag.

Ujabb kutatasba kezdtink a paraméteres, de nem feltétlenul tokéletes pattern
matching problémakdrében, aminek a genetikus kédok felépitésében lehet szerepe.
Adott két véges abécé $\Sigma 1% és $\Sigma 2.$ Adott egy (Altaldban hosszu)
szdveg az els¢ folott, tovabba egy (4ltalaban rovid) minta. Egy paraméteres,

egy $\pi: \Sigma_2 \rightarrow \Sigma_1$ egy-egy értelmi leképezésbsl all (ha a
két abécé eltérs méretd, akkor lehetnek péaratlan betdk), amely csodkkenti a minta
képe és a szoveg megfelels szakasza kozotti nem-megegyezések szdmat. A cél az,
hogy gyors algoritmust talaljunk a feladat Osszes poziciéra valdé megoldasara.
Egy trivialis megkozelités a kovetkezé: minden kezdépozicidra fFelépitink egy
paros grafot, amely a $\sigma_1, \sigma 2$ tipusl taldlkozé parok szamaval van
élsulyozva, majd maximalis sulyl parositast keresink. A ketts elemd mintadbécére
talaltunk ennél nagysagrendben gyorsabb megoldast. Egy tovabbi, elskészités
alatt allé cikkben az altalanos mintaabécére talaltunk gyors eljéarast.

Folytattuk diszkrét geometriai kutatasainkat is. Kiemelends a Helly tétel egy
racspontos valtozata, és egy ham-sandwhich-szerd topolégiai-geometriai eredmény.
Az ICM 2002 kotetbe irt egy osszefoglald cikket racspontokrol és konvex
halmazokrél Barany Imre, aki ott meghivott el&add volt.

Feuerbach klasszikus érintési tételére (1822) ismert legegyszeribb bizonyitast
(M*Clelland 1891, Lachlan 1893) még tovabb egyszertusitjik.

A nevezetes Erdss-Rogers (1962) tételre adtunk egy természetesnek tdné Uj
bizonyitast, amely a Lovasz Local Lemma-n alapul. Eszerint barmely konvex test
eltolt példanyaibdl készithets a $d$-dimenzios térnek olyan fedése, amely minden
pontot lefed, de csak legjeljebb $10d \log d$ -szer.

Megjavitjuk Einhorn és Schoenberg egy 1966-o0s eredményét, miszerint barmely $d$-
dimenzids normalt térben egy 2-tavolsagu halmaz szamossaga legfeljebb $5°Nd$. Az
Uj korlat $47d$, ami mar nincs tul messze a sejtett $3°d$-tsl. Altalanos
korlatot is kapunk $k$-tavolsagu halmazokra: $2~{kd}$.

Egy megleps elégséges feltételt talaltunk arra, hogy politopok unidja mikor lesz
konvex.

Effektiven meghataroztuk bizonyos véletlen jatékok Nash-ekvilibrium pontjait.

Fontos Ujabb eredményeket értink el a véletlen politopok centralis
hatareloszlastétetelei témakdrében.

Az algebra és a kombinatorika hataran



Definialtunk egy dimenzié fogalmat amendbilis csoportokon értelmezett véges test
értéky fuggvények eltolas invarians alterein. Kiderilt, hogy ez a dimenzié
hasonléan viselkedik a von Neumann dimenzidhoz. 1gy kiterjeszthets a klasszikus
L2-kohomolégia elméleti tételek egy része véges test feletti amenabilis csoport
algebréakra, példaul a Liuck tétel, ami a csoportalgebrak Grothendieck
csoportjanak alakjarol sz6l6é eredmény. Elemi bizonyitast kaptunk a hires
Cheeger-Gromov tételre.

Bebizonyitottuk, hogy létezik rangfuggvény $k(G)$ csoportalgebra végesen
generalt modulusain ahol $G$ egy amenabilis csoport, $k$ pedig egy véges test. A
complex szamtestre ezt korabban Lick bizonyitotta be operatorelméleti
médszerekkel .

A fent emlitett Lick tételt Kiterjesztettik a complex szamokrél valamennyi
testre, egy atlagolt dimenzid segitségével.

Bebizonyitottuk Linnell sejtését amenabilis csoportokra. Ennek kévetkezménye az,
hogy a Kaplansky sejtésb&l kovetkezik az Atiyah sejtés is amenabilis
csoportokra.

Az affin algebrak elméletében klasszikusan vizsgalt objektumok a
szubexponencialis novekedésid algebrdk. Ebben a cikkben bevezetjuk az amendébilis
algebrédk fogalmat, ami tartalmazza az elszéeket is, de tartalmaz exponencialis
névekedéstieket is. Jakateongar és Rowen tételeit kiterjesztettik erre az
osztalyra. Hasonlé karakterizaciét adunk az amenabilitasra, a paradoxicitas
fogalmaval, mint az a csoportok esetében ismert volt. Deuber, Simonovits és SOs
tételének analogonjaval karakterizaltuk az amenabilitdast nulloszté mentes
gytruikre.

Bebizonyitottuk, hogy amenabilitasi szempontbdél a ferdetestek hasonldan
viselkednek mint a csoportok. A véges Gelfand Kirillov transzcendencia foku
ferdetestek amenabilisak. Amenabilis ferdetestek résztestjei is amenabilisak,
de a Cohen féle szabadtest nem amenabilis. Bebizonyitottuk, hogy egy csoport
komplex csoportalgebraja akkor és csak akkor amenabilis algebra, ha a csoport
amenabilis.

Az algebra egyik klasszikus kérdése a nullosztd sejtés. lgaz-e, hogy ha G
torziodmentes, akkor a $C(G)$ csoportalgebra nullosztémentes. Atiyah
bebizonyitotta, hogy az 4 integralitasi sejtése implikdlja a nullosztésejtést.
Bebizonyitottuk, hogy amenabilis csoportok esetében a nullosztd sejtés
ekvivalens az Atiyah-sejtéssel.

Egy tovabbi cikkinkben a p-adikus Hilbert terek és a komplex Hilbert terek
invarians altereinek viselkedését hasonlitottuk dssze.

A Mikhael Gromov altal bevezetett szofik csoportosztalyra vonatkozdé eredményeket
is elértink. Ezekre bebizonyitottuk Kaplansky Direkt Végességi sejtését, Connes
Beadgyazasi sejtését, és Lueck Determinans sejtését, ami implikalja ebben a
kategoriaban a Torzidé Homotopia Invariancia Sejtést és az approximaciés Sejtést.
A determinans sejtés és a beagyazasi sejtés esetében eddig csak rezidualisan
amenabilis példak voltak, a szofik osztalyrél pedig belattuk, hogy a rezidualis
amenabilis csoportoknal sokkal bé&vebb osztaly.

Egyik cikkink a pozitivan végesen generalt csoportok egy jél hasznalhato
karakterizaciéjat adja, aminek kdvetkeztében Lucchini, Lubotzky, Mann és Segal
PFG csoportokra vonatkozé sejtéseit bizonyitjuk. Az PFG csoportokat



karakterizald bizonyitas technikainak szamos (j alkalmazasat talaltuk A_Jaikin-
Zapirainnal:

a) Ha $G$ egy véges n dimenzidés linearis csoport, amelyet $d$ elem general,
akkor $G$-t pozitiv valdszindséggel generalja $cd+\log n$ véletlen elem (ez az
eredmény segithet a Product Replacement algoritmus elemzésében).

b) Az $n$ elemi $r$ relacioval meghatarozott véges csoportok szama $<n”~cr$. Ez
Mann sejtését igazolja, és P. Neumann, Mann, Lubotzky eredményeit élesiti.

Szamos ferdetest osztalyrdol bebizonyi tottuk, hogy elemeik amenabilisek.
Tovabba belattuk, hogy Cohn szabad testje nem-amenabilis.

Két ismert sejtésrsl, Alain Connes beagyazasi sejtésérsl, és a Determinans
Sejtésrsl bebizony tottuk, hogy teljesil szofik csoportokra. Mindkét sejtésre
ez adja az elss nemrezidualisan amenabilis példat.

Bebizonyitottuk, hogy egy korlatosan generalt csoport részcsoportnovekedése
legfeljebb $n”*{c\log n}$.

Megmutattuk, hogy $n™{\log n}$ és $n™"n$ kdzo6tt minden ,,értelmes™" fluggvény
elsall, mint egy végesen generalt csoport részcsoportnévekedési fiiggvénye.

Ez szamos, Lubotzkyt=l, Segaltél ill. Shalevtél szarmazdé korabban nyitott
problémat old meg .Peldaul kérdés volt hogy $27(n"x)$. ahol $x$ irracionalis,
lehet-e novekedési figgvény (Segal-Shalev), hogy lehet-e amenabilis csoportnak
exponencialisnal nagyobb névekedése (Lubotzky), stb. "Melléktermékként” kapunk
kontinuum sok paronkent nem izomorf, 4 elem altal generalt rezidualisan véges
csoportot, amiknek pontosan ugyanazok a véges faktorai. A bizonyitas egy véges
permutacioécsoportokra épuls konstrukcidval torténik. A cikkbeli eredmény, mint a
témakor alaperedménye bizonyitassal egyitt szerepel A. Lubotzky és D. Segal
Subgroup Growth cimi, 2003-ban megjelent kdnyvében. Mi is irtunk egy survey
cikket az elszs konstrukcidé kulonféle alkalmazasai és a kapcsolddo
problémakorokrasl .

Jelolje $F(N)$ a $ PSL(2,2)$ modularis csoport $n$ indexd
kongruenciarészcsoportjai szamat. Lubotzky egy nevezetes cikkében 10 éve
belatta, hogy $f(n)$ lényegében $n”~clogn/loglogn$ alaku. A cikk egy sejtését
igazolva belatjuk, hogy létezik optimdlis $c$, tovabba $c$ meghatarozhatd és
értéke $(3-2sqrt(2))/4%. Hasonld meglepsen éles eredmények sorozata kdvette ezt
--- aritmetikai csoportok nagy osztalyaira.

Wall 1961-es sejtése szerint egy $n$-elemi csoport legfeljebb $n-1$ maximalis
részcsoportot tartalmazhat. Az els8 nem-trivialis felss becslést sikerilt
megkapnunk: $cn™{1.5}%.

Elméleti szamitastudomany

Rogzitsiuk az $X,Y$ véges halmazpart. alljon $Y$ legalabb két elembsl.

A par feletti O6sszes automata-leképzés felfoghaté --- amint Babcsanyi Istvan
megmutatta --- egy $U_{X,Y}$ végtelen automataként; ennek részautomatdi pontosan
és ismétlés nélkial kimeritik a par feletti egyszerd automatak osztalyat.
$U_{X,Y}$-nek kontinuum, azaz $2"{\omega}$ szamossagu az allapothalmaza, tehat
legfeljebb $27{2"{\omega}}$ sok részautomataja lehet. A cikkben kimutattuk, hogy
van is ennyi.

Az interaktiv bizonyi tasok egy érdekes tulajdonsaga, hogy a bizonyitott
allitason feldl mennyi informacidét adnak at az ellendrnek. Ha semennyit, akkor



zero-knowledge bizonyitasrol beszélink, mig ha csak azt tudjuk, hogy kevés
plussz informaciét kap az ellendr, akkor a kiuldnb6zs knowledge complexity
osztalyokrol beszélink. Egy cikkben kiterjesztettik a statisztikus zero-
knowledge bizonyitassal rendelkezs nyelvekre ismert bonyolultsagi korlatot a
logaritmikus statisztikus knowledge complexity osztalyra.

A digitalis informacid illegitim masolasa elleni védelem kérdése érdekes
matematikai problamadkat vet fel. Boneh és Shaw kidolgozta az Ugynevezett
ujjlenyomat kédok elméletét. Ezektél elvarjuk, hogy még tobb résztvevd
egylttmikoddése esetén se lehessen a kdédot nyomtalanul eltavolitani a
dokumentumrol . Kifejlesztettink egy ilyen kédot, mely lényegesen rovidebb az
eddig ismert kédoknal. Azonos paraméterek esetén az Uj kédok hossza a Boneh-Shaw
kéd hosszanak négyzetgydke. A Rényi-divergencia hasznalataval belattuk, hogy a
talalt 4j ujjlenyomat kédok hossza optimalis.

A reléaciés adatbazisok elagazé fuggéségei minimalis reprezentacidja altal
felvetett Gj tipusu koédelméleti problémakat vizsgaltunk, grafelméleti eszkdzok
haszndlataval . Masrészt sikeriult olyan $n$ attributumd kulcsrendszert megadni,
amirsl bizonyitottuk, hogy az eddigieknél csak nagyobb sorszammal
reprezentalhaté.

Sikerult megadnunk a funkcionalis fluggséségeknek az eddig sejtettnél nagyobb
olyan rendszerét, amelyrdél bizonyitottuk, hogy fuggetlenek.

Megvizsgaltuk, hogy ha egy adatbazisban soronként legfeljebb $d$ hiba
elsfordulhat, akkor a maximalis kulcsok mérete mennyire nshet meg. A probléma
egy érdekes extremalis halmazrendszeri problémara vezet, ami szoros kapcsolatban
van az un. arnyékproblémaval. A problémat (és a megoldast) altalanositottuk
funkcionalis flggsségek esetére is.

Egy adatbazisban adott $n$ valdés szam. Kérdés, legfeljebb hany, legfeljebb $k$-
tagu részosszeg adhatd ki egy kérdezének agy, hogy semelyik szém se lehessen
kiszamithatd ezen részosszegekbsl. Nagysagrendileg azonos alsé és felss
becsléseket adtunk ezen részdsszegek szamarol. (Az Osszes részosszeg ($k$-as
feltétel nélkili) szamara vonatkozdé eredmény mar korabban ismert volt.)

Foglalkoztunk a relaciés adatmodell aaltalanosi tasanak kombinatorikai
problémaival is. A magasabb rendd adatmodell egyszerd attribdtumokbdl kilénbdzs
konstruktorokkal hoz létre komplex adatstruktirakat. Az ilyen struktirak
lehetséges kulcshalmazai egy karakterizaciéjat adjuk meg, valamint a minimalis
Armstrong példany méretére adunk alsé és felss becsléseket.

A relécids adatmodell egy olyan kiterjesztésével is foglalkozunk, amelyik
magaban foglalja az XML elméleti alapjait, tovabba az objektum-orientalt
szemléletmédot. Elemi attributumokbdél kildnbdzs konstruktorokkal egymasba
agyazott attributumokat képezink. Ezek Brouwer algebrat alkotnak, ami a Boole
algebra egy altalanos\itasa. Az igy kapott adatmodellben értelmezzik a
funkcionalis flggsséget, és a minimalis kulcs fogalmat. Belatjuk, hogy a kulcsok
az egymasba agyazott attributumok Brouwer algebrajanak specialis idealjai.
Megmutatjuk, hogy nem minden flggés rendszerhez van Armstrong relécid,
ellentétben a relaciés modellel. Ezenkivil als6 és felsé becsléseket adunk a
1étezé Armstrong relacidk méretére.

A kereséselmélet egy alapvets kérdése, hogy hany részhalmazt kell megkérdezni
ahhoz, hogy az egyetlen ismeretlen elemet megtalaljuk, ha a kérdéshalmazok
mérete legfeljebb (pontosan) $k$. Korabbi eredményeinket altaldnositottuk arra
az esetre, ha a valaszok koziul legfeljebb 1 hazugsag lehet.



A hazudds keresés egy --- gyakorlati alkalmazasok miatt fontos --- (j modelljét
vezettik be. A ra vonatkozé legjobb algoritmus megtalalasa soran
bebizonyitottuk, hogy az $n$-dimenzidés kocka élhalmaza felbonthaté olyan 1-
faktorokra, amelyek az egyes iranyokban kb. egyforma sok élet tartalmaznak.



