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A T 037752 OTKA téma szakmai zarogjelentése (2002-2005)

A pélyazat elkészitésekor (2001) meghatérozott témakorok mellett tébb Gj, a
fétémahoz tartozé kutatasi terilet is kialakult, amelyekrdl szintén beszamolunk. A
kutatasi id6szak (4 év) alatt a kutatok eredményeikrél mintegy 45 dolgozatban
szamoltak be, amelyek nagy része mar megjelent, de legalabbis kozlésre elfogadtak.
(Az OTKA tamogatésara valo hivatkozas 26 dolgozaton szerepel.)

Az irasos kozzeététel mellett kutatoink szamos konferencian tartottak eléadast,
(néhanyon meghivott eldadboként), rendszeresen szerepeltek hazai és kulfoldi
egyetemi és kutatéintézeti szakszeminariumokon, két fiatal kutaté pedig a
témakorben elért eredményeivel eredményesen védte meg Ph.D. értekezését.

Egyoldali Hadwiger szam

E téren Bezdek Karoly és P. Brass értek el 0j eredményt [5]. Bevezették az
egyoldali Hadwiger szam fogalmat tetszéleges d-dimenzids konvex testre
vonatkozolag a kévetkezd természetes mdédon: Ha K egy konvex test a d-
dimenziés euklideszi térben, akkor ennek egyoldali Hadwiger szama legyen az
a legnagyobb pozitiv n egész szam, amelyre teljesil, hogy Iétezik n egymast at
nem fedé eltoltja K-nak ugy, hogy ezek mindegyike érinti K-t (kivulrél) és
egyuttvéve K egy zart thmasz-félterében fekszenek. A cikk f6 eredménye annak
kimutatasa, hogy a d-dimenzids euklideszi térben tetszéleges konvex test
egyoldali Hadwiger szama legfeljebb 2x3(d-1)-1 és ez a felsd korlat csak az
affin d-dimenzids kockara vétetik fel. E tétel kapcsan szamos nyitott kérdés
vetddik fel. igy pl. a kbvetkezd igen konkrét kérdés: Mi az egyoldali Hadwiger
szama a 3-dimenzios szimplexnek?

Szoliditasi problémak

Fejes Toth Laszlé nyoman egy kitoltést (fedést) szolidnak neveziink, ha a
benne szereplé tartomanyok barmely véges részhalmaza csak ugy rendezhetd
at az eredeti kitoltési (fedési) tulajdonsag megtartasa mellett, hogy a
végeredmeény az eredetivel kongruens lesz. Fejes Toth Laszlo 1968-ban
kimondott hires sejtése szerint az Archimédeszi félig szabalyos mozaikok beirt
(korulirt) koreibdl allé rendszerek szoliditasa csak attdl fligg, hogy a mozaik
csucsaiban hany cella talalkozik. Ha a fokszam 3, akkor az elrendezés szolid,
ha nagyobb haromnal, akkor nem. Heppes Aladar egy A. Florian-nal k6z6s
dolgozatban szamol be az e téren elért legujabb eredményeikrdl [12]. Ezzel a
sikra és a gémbfellletre vonatkoz6an a sejtés maradéktalanul igazolast nyert.

Heppes Aladar gdmbstivegekre vonatkozoan Uj tipusu szolid rendszereket
talélt. Eredményeirél a Salzburg-i egyetemen tartott konferencian szamolt be.

Korelhelyezési problémak

Sird elhelyezések a sikon kétféle korrel

Az inkongruens kordkkel valo kitoltési problémakkal mintegy 50 éve foglalkoznak.

(V. 6. Fejes Toth Laszlo: Lagerungen ... c. kbnyveét). Kétféle kort tartalmazo kitoltések
slirGségi problémaja kezelésére kidolgozott Uj modszerrel Heppesnek hat ilyen
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kitdltésrél sikerllt bizonyitania, hogy a maga nemében legsir(ibb, azaz ugyanilyen
sugaru korokbdl nem lehet strlbb kitoltést késziteni. Ez az elsé ilyen jellegi
eredmény [13].

Minkowski elhelyezések

Sikerilt igazolni Fejes Toth Laszld kovetkezd sejtését (Boroczky Karoly és
Szabd Laszl6): A p maggal rendelkez8, nem feltétlen kongruens koérok
legs(iriibb elhelyezései kbz6tt minden p < V3 — 1 esetén van olyan, amelyik
kongruensek korokbdl all [3].

- Az n-dimenzios térben p < 1/n maggal rendelkezd Minkowski gémbdk
legsiribb elhelyezésének siriiségére a D-V cellaban egy a Rogers korlatnak
megfelel6 sirliségbecslést adott Boroczky Kéroly és Szabd LaszIé kiulonbdzé
sugaru gémbdkre [21].

Korelhelyezések hatékonysagi mertékei

A korelhelyezései vizsgélatok kezdetben a maximalis kitoltési (minimalis fedési)
slrliség meghatarozasara iranyultak, eleinte feltétel nélkil, keésébb
mellékfeltételekkel. Nemrég egyéb hatékonysagi mértékek (pl. a korok kozétt marado
hézagok nagysaga, k-szoros telitettség, stb.) vizsgélata is felmertlt. (I&sd pl. G. Fejes
Toth, W. Kuperberg, Packing and Covering with Convex Sets, in Handbook of
Convex Geometry, 843-844). Heppes Aladar dolgozataban [2, 4] racsszeri
korelhelyezéseket vizsgalt. Bevezette a k-szoros telitési sugar fogalmat és
meghatarozta az egyszeres illetve a kétszeres telitési sugar és a telitési slirliség
kapcsolatat minden el6fordulo értékre.

A kitoltési strliség helyett mas hatékonysagi meértek, a fedetlentl hagyott rész
terlletének becslését alkalmazta Heppes Aladar egy vizsgalata [1], amely kiléndsen
bizonyos nem-kongruens tartomanyok esetében mond Iényegesen Gjat. Ha egy
gombfellletet olyan egyszeresen 6sszefliggd (nem feltétlen kongruens)
tartomanyokkal téltink ki, amelyek hatara nem goérbil befelé jobban, mint egy r-
sugaru kor, akkor a fedetlentl maradé részek dssztertilete legaldbb 2(n-2)t, ahol t a
harom r-sugaru kor altal kozrefogott tertlet, n pedig a tartomanyok darabszama. Ez a
tétel szamos esetben pontos értéket ad. A kitdltendd tartomany lehet a teljes
gombnél kisebb is, ekkor a hataranak goérbilete a kitdlté tartomanyokéval
ellentétesen korlatozott. Utdbbival analdg tételek érvényesek az euklideszi illetve
hiperbolikus sik korlatos részeén is.

Tammes problémakor

Uj bizonyitast adott Béroczky Kéaroly az u.n. Newton-Gregory problémara, azaz
arra, hogy egy gombot legfeljebb 12 ugyanakkora, egymasba nem nyulé gémb
érinthet [8].

Boroczky Kéroly és Szabo La&szl6 ért el Uj eredményeket [9] Iényegesen javitva
a gbmbon elhelyezett n pont kdzti minimalis tavolsag maximumara eddig ismert
becslést az n =13 esetben.

A Tammes probléma felsé korlatjara talalt Béroczky Karoly és Szab6 Laszl6 az
eddig ismertnél Iényegesen jobb becslést n=14,15,16 és 17 esetén [7].



Voronoi cellak térben

Dardcz-Kiss Endre és Ph. D. témavezetdje Bezdek Karoly az u.n. erés dodekaéder
sejtéssel kapcsolatban vizsgaltak Voronoi cellak tulajdonsagait. Az eredményeiket
tartalmazo elfogadott dolgozat [24] megjelenés alatt van.

Dardcz-Kiss Endre Ph. D. értekezésében altaldnos haromdimenzios
racsegyseggomb-pakolasokkal kapcsolatosan ért el 0j eredményeket , elsésorban a
Voronoi cellajanak felszini terliletére, illetve general6-éleinek 6sszhosszusaga
vonatkozoéan. Osszefiiggéseket vezetett le a térfogati és felileti siriségfiiggvények
kozt.

Alland6 szélességii halmazok
Kiterjesztési probléma.

Naszodi Marton és Visy Balazs azt vizsgélta, hogyan konstrualhaté olyan
halmaz, amelynek allando szélességlive valo kiterjesztése egyeértelmd [19].

Alladé szélességii halmazok jellemzés

Heppes Aladar és G. Averkov az alladd szélességl halmazok ujfajta,
kettévagason alapulo jellemzésével kapcsolatban ért el eredményeket [23],
amelyek publikalas alatt vannak.

Borsuk-felosztas

A Borsuk-féle darabolasi probléma alapkérdése, hogy ha egy egység atméréji, d-
dimenzios testet kisebb atmérdji részekre akarjuk feldarabolni, akkor mi a
darabszam (dimenzio6tdl figgd) garantalhaté minimuma.

Heppes Aladar és W. Kuperberg a problémanak azt a variansat vizsgaltak, amelyben
a darabolast u. n. hengeres darabolasra korlatoztak. Hengeres feldarabolasrol
beszélunk, ha az a test valamely (d-1)-dimenzios vetlletének feldarabolasan alapul
olymaodon, hogy a test egyes darabjait a vetlilet darabjaira emelt hengerek
hatarozzak meg.

A szerz6k kimutattak [34], hogy hengeres Borsuk-felosztas létezésének szikséges
és elégséges feltétele, hogy a test ne legyen allandd szélességli. Ezzel az allando
szélességl halmazok egy eddig ismeretlen jellemzését adtak.

A darabszamra also és felsé korlatot is adtak. (Pl. d=3 esetén a 7 részre vagas
mindig elegendd.)

Véges dimenzios valos vektorterek Petty szama

Egy Minkowski tér m-edik Petty szama az a legnagyobb k szam, amelyre igaz,
hogy elhelyezhetd a térben k pont agy, hogy barmely m k6zott van ketté
egymastol 1 tavolsagra. A leggyakrabban vizsgalt tereken, az euklideszi téren,
a maximum normaval ellatott téren és az 6sszeg normaval ellatott téren kivdl
Bezdek Karoly, Naszodi Marton és Visy Balazs vizsgalta annak a térnek a Petty
szamait is, amelynek egységgtmbje a szimplex szimmetrizaltja. Bizonyitottak
altalanos felsé korlatokat is [6].



Antipodalis poliéderek

Egy ponthalmaz antipoddlis, ha barmely két elemén at fektetheté parhuzamos
tamaszsik-par. Egy poliédert él-antipodalisnak neveznek, ha barmely élének végein
at a teljes poliédert kozrefogd parhuzamos sikpar fektethet®é.

Bezdek Karoly, Naszodi Marton és D. Oliveros euklideszi eredményeknek a
hiperbolikus terekre valo altalanositasi lehetdségeit vizsgéltak. Eredményeikrél
elfogadott kbzlemény van megjelenében [26].

Csikos Balazs él-antipodalis poliéderekkel foglalkozva Talata egy sejtésére adott
bizonyitast. Eredményét publikélta [11]

Boroczky Kéroly és Bisztriczky Tibor, - Csikds Balazs fent emlitett kutatasaihoz
csatlakozva -, az u.n. él-antipodalis poliederek meghatarozasaban ért el eredményt,
amelyet kdz6s dolgozatban készilnek publikalni. Egyuttal igazoltak Grinbaum egy
1961-bél szarmazo sejtését, mely szerint szigordan antipodalis poliéderek
csucsainak szadma legfeljebb 5.

Relativ hossz problémak

Langi Zsolt (és Ph.D. témavezetdje, M. Lassak) vizsgalatainak témakore a
kovetkezd: Legyen C egy konvex sikidom, p és q tetszéleges pontok a sikon és p'q'
a pg-val parhuzamos C-beli maximalis szel6. p és q relativ tavolsagan a pq
hosszanak és a p'q' hossza hanyadoséanak a kétszeresét értjuk. Legyen n egynél
nagyobb egész és keresstik azt a legnagyobb d szamot, amelyre igaz, hogy minden
konvex sikidomban talalhaté n pont paronként legalabb d relativ tvolsagra.
Hasonl6 kérdés fogalmazhaté meg a sikidom hataran levé pontok relativ
tavolsagara vonatkozolag.

Langi Zsolt és M. Lassak egy konvex alakzatban lévé 4 pont relativ tAvolsagara
adtak becslést [18], majd meghataroztak a C pozitiv homotetikus képeinek
esetén a homotécia legnagyobb lehetséges aranyat, azon feltétel mellett, hogy
a homotetikus képek C-t érintik, és elhelyezést alkotnak [36].

Langi Zsolt kimutatta, hogy minden sikbeli konvex test hataran talalhat6é 7 olyan pont,
amelyek paronkeénti relativ tavolsaga legalabb 2/3 [22].

Boroczky Karoly és Langi Zsolt pontos becslést adtak egy sikbeli konvex
testben lévé 6 pont relativ tAvolsagéra [28]. Mig Joos és Langi leadott
dolgozatukban a 7 pontra vonatkozo6 analdg problémaval foglalkoznak.

Langi Zsolt vizsgalta konvex poligonok oldalainak lehetséges relativ hosszat
[16], valamint kapcsolatot talalt egy konvex alakzat hataran lévé k pont kozti
relativ hosszak és a konvex alakzatot érinté k homotetikus masolat
méretaranya kozt [17].

Ebbél a témakorbél Langi Zsolt pedig eredményesen védte meg Ph.D.
ertekezéseét.



Fedési problémak

Legritkdbb fedés kortdl killonb6z8 alakzattal -- nem-keresztezeési feltétel nélkil.

A sik central-szimmetrikus konvex tartomanyokkal val6 legritkdbb fedésének
meghatérozasa régi keletl probléma. Az eddigi eredmények olyan modszerre
tamaszkodtak, amely csak akkor mikédik, ha a tartomanyokrél eleve feltesszik,
hogy nem keresztezik egymést. Heppes Aladar eredményei szerint “nem nagyon
elnyalt” ellipszisek esetében a sik legritkabb fedésének meghatarozasanal el lehet
tekinteni az u.n. nem-keresztezési feltételtdl . llyen ellipszisek esetében tehat a “non-
crossing” mellékfeltéttel nélkll is a racsszeril fedés a leggazdasagosabb [14].

GOmbdn elhelyezett pontok legkisebb fedékdre.
Bordczky Karoly bizonyos a gémbon elhelyezett pontok legkisebb fedékorének
meghatarozasaban ért el eredményeket

Elliptikus sik.
Heppes Aladar meghatarozta az elliptikus sik négy egybevagé korrel valo legritkabb

fedését [15].

Kdr, négyzet és szabalyos haromszdg atmeérd-korlatozott fedései.

Tobben vizsgaltdk négyzet, kor és szabalyos haromszog fedését adott szamu korrel
azt kovetelve, hogy a korok atméréje minél kisebb legyen.

Heppes egy rokon problémat vizsgéalt meg valamennyi olyan esetre, amikor a korok
meéretére a pontos korlat. Ebben a fedé tartomanyként barmilyen alak megengedett,
de valtozatlanul atmérdjiuk csdkkentése volt a cél.

Valamennyi esetben sikerult tisztazni, hogy a fedé halmazok alakjanak feloldasa
csokkenti-e a darabok atméréjének maximumat. Sok esetben a maximalis atméré
minimumat is meghatéarozta.

Az eredményekrél készitett dolgozat benyujtasra kerult.

Izoperimetrikus problémak

Mozaikokon értelmezett izoperimetrikus problémak

Heppes Aladar és Frank Morgan a szabalyos hatszogmozaik véges darabjaira
vonatkozo izoperimetrikus problémat vizsgalta [35]. Az alapprobléma az, hogy a
szabalyos hatszogmozaik k szamu cellajat hogyan kell kivalasztani ahhoz, hogy a
cellak egyuttesének a kertlete minimalis legyen. Meghataroztak az extremalis
klasztereket és becslést adtak a nem-merev mozaikok esetére is.

Diszkrét izoperimetrikus probléma

A diszkrét izoperimetrikus probléma annak vizsgalata, hogy az adott kertlet(
poligonok kozul melyiknek a terlilete maximalis. A sikon ennek a problémanak a
megoldasa klasszikusnak szamito eredmény. A gdbmbon Fejes Toth Laszlo, a
hiperbolikus sikon Bezdek Karoly nevéhez fliz6dik a valasz megadasa. Csikos
Balazs, Langi Zsolt és Naszodi Marton kiterjesztette diszkrét izoperimetrikus
probléma megoldasat alland6 geodetikus gorbiilett(i oldalakkal hatarolt poligonokra
mind a harom allando gorbileti sikon.

Eredményukbdl késziilt kéziratot kozlésre elfogadtak [30].




Helly tipusu transzverzalis problémak

A vizsgalt transzverzélis probléméak a Helly tétellel mutatnak rokonségot.
Tartomanyok egy halmazarol azt mondjuk, hogy rendelkezik a T(k) tulajdonsaggal,
ha barmely k eleméhez talalhato transzverzalis, azaz valamennyit metsz6 egyenes.
A vizsgalatok arra irdnyulnak, hogy mely tartomény-egytttesek esetében mely k
érték garantalja az 6sszes tartomanyt szelb egyenes létezését, illetve ez a cél milyen
meértékben garantalhato. Tipikus eredményként emlithetd Hadwiger tétele, mely
szerint egy konvex tartomany diszjunkt eltoltjaibdl 4llé végtelen sok elemi halmaz
esetében T(3) biztositja a mindent szelé egyenes létezését. Vizsgalataink az
euklideszi sikra vonatkoztak és tobb irdnyban hoztak eredményt.

(Harom megjelent és egy leadott dolgozat.)

Heppes Aladar vizsgalta, hogy egy konvex tartomany diszjunkt eltoltjaibdl allé véges
sok elemi halmaz esetében hogyan fligg a halmaz elemszamatdl az 6sszes halmazt
fedd sav relativ szélessége.

lgazolta, hogy ez a Hadwiger fenti tételében szereplé 0-hoz tart [32].

Korok diszjunkt rendszereire szoritkozott tobb vizsgalatunk. Egy az irodalomban
régen kimondott sejtést megkdzelitve Heppes Aladar igazolta, hogy diszjunkt d
atmerdji korokbdél allo T(3) halmaz esetén (amikor tehat barmely harom kdzéppont
egy d szélességl savban van) a kbzéppontok halmaza 1.65d szélességi savval
mindig lefedhetd [33]. (A sejtett legjobb érték 1.618d.)

Részben a fenti eredményre tamaszkodva Heppesnek sikerilt igazolnia Katchalski
es Lewis 20 éves sejtését, mely szerint diszjunkt egysegkorokbdl allé rendszereknél
a T(3) tulajdonsag garantalja a T-2 tulajdonsagot, vagyis azt, hogy van olyan
egyenes, amely legfeljebb 2 kor kivételével valamennyit metszi. EI6z6leg Kaiser T-12
becslése volt a legjobb eredmény. Dolgozatat kézlésre benyuijtotta.

Uj kutatasi iranyként Bezdek Karoly, Bisztriczki Tibor, Csikos Balazs és Heppes
Aladar tanulmanyozta azt a Helly tipusu kérdést, hogy milyen feltételek mellett
garantalhatjuk, hogy ha egy egysegnyi atmérgja kérokbél allé rendszer barmely k
eleméhez van a kéroket metszé egyenes, akkor az 6sszes korhoz is van ilyen.
Belathato, hogy minden k-hoz van olyan d, hogy a fenti Helly-tipusu tétel igaz azzal a
feltétellel, hogy a kdzéppontok tavolsaga >d. Az ilyen d tavolsagok infimumaként
adodo t_k sorozatnak sikertlt pontosan meghatarozni néhany kezdé tagjat, és
bebizonyitottuk a t_k=0(1/k) aszimptotikéat.

Az eredmények egy kozlésre mar elfogadott dolgozatban fognak megjelenni [27].

Danzer sikra vonatkozo tétele szerint: Ha kongruens korok diszjunkt sokasaga
rendelkezik a T(5) tulajdonsaggal (barmely 5-nek van transzverzalisa), akkor van
egyenes, amely valamennyit metszi.

Boroczky Karoly hiperbolikus sikra altalanositotta. Eredményét szeminariumi
eléadason ismertette.

Kneser-Poulsen problémakaor



Kneser hires sejtése szerint ha gdémbok egy egyuttesére olyan leképezést
alkalmazunk, amely eredményeképpen barmely két gomb kdzéppontja az eredetinél
nem kerlUlhet messzebb, akkor az egyuttesen fedett tertilet csak csdkkenhet.

Csikos Balazs a probléma sulyozott valtozatanak vizsgalata soran ért el Uj
eredményeket.

Csikds Balazs Schlafli klasszikus formulajat a szférikus tér szimplex-térfogatainak
differencialjarol kiterjesztette pseudo-Riemann Einstein sokasagok gorbelapu
poliédereire, majd ezt egy forgastestekre vonatkozé altalanos formulaval kombinalva
a sejtést igazolta mindharom allando gorbiletl tértipusra abban az esetben, ha a
gbmbok centrumai egy kettével magasabb dimenzids térben folytonosan
atmozgathatok a kontrahalt k6zéppontrendszerbe Ugy, hogy a mozgas soran a
pontok kozti tavolsagok folytonosan csdkkenjenek [29]. (Ennek az allitAsnak az
euklideszi esetét korabban Bezdek Karoly és R. Connelly bizonyitottak). Az
altalanositott Schlafli-formula segitségével hasonlé eredményt sikerult bizonyitani
egy Kneser-t6l szarmazé kérdés kapcsan, mely az eredeti kérdés egy altalanositasa,
annak egy sulyozott valtozata.

Bezdek Karoly, Csikds Balazs és R. Connelly kdz6sen vizsgalta R. Alexander egy
sejtését, mely a sik egységkorei metszetének keriletérdl allitja, hogy nem
csokkenhet, ha a koroket ugy rendezzik at, hogy kézépponttavolsagaik ne néjenek.
Ez a kérdés egyszer(i hangzasa ellenére elég nehéznek tlnik, de bizonyos specialis
esetekben sikerllt a pozitiv valaszt bebizonyitani. Az eredményeket az [20] cikk
tartalmazza.

Csikos Balazs Moussong Gaborral kdzosen folytatta a tavaly megkezdett, a Kneser-
Poulsen sejtéssel kapcsolatos vizsgalddasait az elliptikus térben. A hires sejtés
szerint, ha gdémbdok egy egyuttesét ugy rendezzuk at, hogy barmely két gémb
ko6zéppontja az eredetinél csak kozelebb kertilhet, akkor az egyuttesen lefedett
tartomany térfogata csak cstkkenhet. Mint kiderilt, tetszéleges dimenzidéban
megadhaté harom olyan folytonosan mozg6 kongruens gémb az elliptikus térben,
melyeknél a mozgéas soran a k6zéppont-tavolsagok monoton csdkkennek, mégis a
gombok unidjanak térfogata né. Tudjuk, hogy ilyen ellenpélda az n-dimenzids szféran
nincs. Noha ez a példa mutatja, hogy a Kneser-Poulsen sejtés nem igaz az elliptikus
térben, sikerult belatni a sejtésnek azt a kbvetkezményét, hogy ha az n-dimenzids
elliptikus térben n+1 gémb Ggy helyezkedik el, hogy k6zéppontjaik tavolsaga az
elliptikus tér atmérdéje, akkor a gdbmbok altal lefedett tartomany térfogata maximalis.
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Egyéb témak

GOmb-poliéderek vizsgéalata

Bezdek Karoly és Naszddi Marton folytatta egyseggdmbok kdzos részeként eléalld
poliéder-szeri struktarak, fé6képp a gdmbpoliéderek dualisan értelmezett lap-racs
tulajdonsagainak vizsgalatat. F6 eredményik [25] a Cauchy merevségi tétellel
analdg.




Gombfelhék. Daroczy-Kiss Endre Ph. D. értekezésében 34-re javitotta a
merélegesen sugarzé egységgombot radialisan takaré gémbfelhé elemszam
korlatjat.

GOmbhéjba irt poliéderek

Boroczky Karoly tarsszerz6kkel (Boroczky Karoly Jr.; Boroczky Karoly Jr.; illetve
Boroczky Karoly Jr., C. Schiitt és Wintsche ) gémbhéjakba irt poliéderek szélséérték-
tulajdonsagait vizsgalta. Eredmeényeikrél a szerzék 3 kéziratban szamoltak be.

Méretarany poliéderekben.

Bordczky Karoly és CsikOs Balazs az vizsgalta, mi az 6sszefliggés egy legalabb
egyseégnyi élekkel rendelkezé poliéder csucsszama és atmeérdje kozott.
Eredményeiket [10] alatt publikaltak.

Kdrhalmaz atmérdje. Tobbek altal vizsgalt probléma k szamu, egymastol legalabb
egyseégnyi tavolsagra levé pontbadl allé halmaz atmérdjének meghatarozasa.
Dardczy-Kiss Endre Uj, az eddiginél jobb felsé korlatot adott 9 pont esetére [31].




