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Az OTKA T037715 pélyazat eredményeinek oOsszefoglaldsa. A teljes kutatdsi idészakban
(2002-2005) elért eredemények megfelelnek a palyazat célkitiizéseinek.

A nemlokalis testek anyagtorvényeinek a szakcikkekben 8-féle felépitési madjat talaltuk. A
lehetések viszonylag nagy szama miatt arra kovetkeztettlink, hogy a nemlokalis testek
anyagtorvényének nincsen elfogadott alaja. A szakirodalomban talalt anyagtérvény
megfogalmazasi lehet6ségek az alabbiak.

1. funkcionalok hasznalata,

2. gradiens anyagok feltételezése,

3. belso valtozok hasznalata,

4. poléris anyagok hasznélata,

5. Eshelby fesziiltség elmélete,

6. tapasztalati vagy féltapasztalati elméletek,

7. diszperzio analizis,

8. nemlineéris nemlokalis elmélet.

A felvetett 8 felépitési vagy javaslati modbol a kutatds sordn kett6t vizsgaltunk részletesen,
mégpedig a Mindlin-féle anyag esetét (besorolhato az 1. és 2. lehet6segekbe) és a témavezeto
altal 1959-ben javasolt hullamdinamkai anyagtérveny meghatarozési médot (besorolhato a 6.
7. es 8. lehetoségekbe). A nemlokalis testek anyagtorvényét a kis alakvaltozas eseteben
vizsgaltuk. El6szor a hullmadinamikai elmélet majd a Mindlin &ltal kovetett anyagtérvény
meghatarozasi modszer alkalmazasa és tovabbfejlesztése felhasznalasaval. Ez utobbi eljaras
olyan gradiens anyagegyenlethez vezet, amely az alakvaltozasi tenzor magasabb derivaltjait
tartalmazza. A gradiens anyagok, kozo6ttlik a masodrendi anyagok, tulajdonképpen Mindlin
modszerét kdvetve, egy funkciondl alapflggvényének Lagrange derivaltjaként allitja el6 a
fesziultségi tenzort. A Lagrange derivaltat belsé valtozoval és evolucios egyenlettel is
kiegészitjik, vagy a hullamdinamikai elmélet kritériumait mint feltételeket a Lagrange
derivalthoz kapcsoljuk széles korben Kiterjeszthetllk az anyagtorvények lehetséges koret.
Bevezettiik tehat a feltételes Lagrange derivaltat, amely biztositja a hullamdinamikai elmélet
altal megkdvetelt gyorsulashullam létezését. Az ilyen Lagrange derivalt a nemlokalis test
altalanosabb alajat értelmezi. A hullamdinamik elmélet a nemlokalis testek viszk6zus
tulajdonsagat is képes kifejezni. Ez az altalanositas eléadaskent egy miskolci konferencian
elhangzott és elfogadott szakcikkben jelenik meg.

Az anyagi instabilitasnak a dinamikai rendszerek elméletében szokdsos megkozelitésénél a
feladat matematikai alapjat parcialis differencialegyenletek (a Cauchy-féle mozgasegyenletek,
a kinematikai egyenletek és a konstitutiv egyenletek) adjak. Gyakran az anyagi instabilitasi
probléméak targyaldsanal megkiséreljuk a parcidlis differencidlegyenlet-rendszert a
kdzonséges differencialegyenlet-rendszerekre igen hatékonyan alkalmazott stabilitasvizsgalati
eljarassal vizsgalni, mely a dinamikai rendszerek elméletén alapszik. Megemlitend6 az ott
hasznélt Ljapunov-féle direkt és indirekt modszer és a bifurk&cié elmélet. Ennek egy
lehetséges maddjat vizsgaltuk, és megmutattuk kapcsolatat a szakirodalomban periodikus
pertubacionak nevezett modszerrel. Az altalunk hasznalt eljarasb6l adodo Gj eredmények
egyrészt az anyagi instabilitds jelenségenek meélyebb megértését (2005-ben sikeresen
megvédett MTA doktori értekezés tartalmazza; az értekezés téziseit a kovetkezokben
kozoljik), masrészt az egyes, a szakirodalomban alkalmazott anyagmodellek stabilitasvesztési
jellegének magyarazatat szolgaljak. Ez utdbbi az anyagmodellek kapcsan igen hasznos,
lehetéséget ad ugyanis a konstitutiv egyenletek tovabbi (alacsonyabb derivéaltakat tartalmazo)
tagokkal torténé kiegészitésére. A stabilitasvizsgalat az anyagukat a meszesedés miatt
megvaltoztato vérerek vizsgalata esetében figyelembe vettik.
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Az anyagi instabilitas kutatdsa a dinamikai rendszerek elméletében kidolgozott mddszerek
alkalmazasat teszi lehetévé. A feladatban ilyen médon a Ljapunov-féle vizsgalati modszerek
felhasznalasaval az anyagtorvény Ujabb lehetséges valtozo jelennek meg azonfelll, hogy
tisztazhato a bifurkaciéelmélet felosztasainak egyértelmii meghatarozasa, és ezek kapcsolata a
nemlokalis anyagtorvényre vonatkozodan.

Béda Péter az MTA doktori értekezéseben bemutatott Uj tudomanyos eredmenyeket a
kovetkezo 5 tézis fogalalja 6ssze.

. tézis

A dinamikai rendszerek stabilitaselméletének modszerei hatékonyan alkalmazhatoak az
anyagi instabilitasi jelenségek vizsgalatara.

A. Egy dimenziés feladatnal az adddé peremfeladatot megoldva a vizsgalat tovabbi
megszoritasok nélkul analitikusan elvégezheté.

B. Az altalanos esetben a feladat egy specialis megoldastipus vizsgalataval egyszerisitheto.
Amennyiben ezek a harmonikus fliggvények, ez az eljards Iépéseiben azonos a
szakirodalomban periodikus perturbacionak nevezett modszerrel.

1. tézis

A dinamikai rendszereken alapulé moddszer alkalmazédsa altalanos feltételhez vezetett
csillapitatlan, sebességfiiggé (rate dependent), tovabba tdbbféle gradiensfiiggé anyag
valamely vizsgalt allapotanak stabilitasara, illetve az alapveté stabilitdsvesztési tipusok, a
statikus és a dinamikus bifurkacio felléptére.

1. tézis

A szakirodalomban targyalt szamos instabilitasi eset az értekezésben két, a Il. tézisnek
megfeleléen bevezetett, stabilitasvesztési mdédba sorolhatd be. Ide tartoznak az alabbi peldak.
A. Az anyagi instabilitassal foglalkoz6 angol nyelvii szakirodalomban flutter-nek nevezett
instabilitasi jelenség az értekezesben bemutatott dinamikus bifurkacié tipusa stabilitasvesztés
egy specialis esete.

B. A szakirodalomban kdzolt kisérleti eredmenyekben jelentkezé Portevin-Le Chatelier hatas
szintén a dinamikus bifurk&cio tipusu stabilitasvesztés speciélis esete.

IV. tézis

Az egy méreti feladat esetén megvizsgaltuk tobb a szakirodalomban hasznalt
anyagtorvénynél a stabilitasvesztés madjait. Ennek eredményei a kdvetkezé megallapitasok:
A. alegtobb vizsgalt anyagmodellnél az igynevezett divergencia instabilitas a statikus
bifurbifurkacioval azonos;

B. az f(g,¢,¢,¢,)= 0 anyagtovénynél a stabilitasvesztés nem lehet statikus bifurkacio;

C. a sebességfiiggetlen (rate independent) anyagmodellnél a feladathoz rendelt
differencialoperator sajatértékei a komplex sik tengelyeire szimmetrikusak, és ezért az
instabilitas szimmetrikus statikus bifurkacioval 1ép fel;

D. a masodik gradienstdl fliggé anyagtorvény statikus bifurkacidjanak kivatelével a kritikus
sajatértekek és sajatfliggvények torlodnak, ami oka lehet a ,,mesh sensitivity jelenségnek.

V. tézis
Az egy méretii feladatnal a masodik gradienstol fliggé anyag statikus bifurkécidja esetén
matematikailag is értelmezhet6 a szakirodalomban elterjedten alkalmazott statikus és



dinamikus belsé anyagi hosszusag. Ennek folyomanyaként, tobbek kozott, az aldbbi két
megallapitas teheto.

A. A statikus belsé anyagi hossz(sag a Ljapunov értelemben vett stabilitasvesztéssel
szorosan 0sszekapcsolodik, s6t a posztbifurkacids vizsgalatban is meghatarozo
szerepli. Ez adja meg ugyanis a stabilitdsvesztés utan kialakuld nemtrivialis
megoldasok hulldmhosszat.

B. A dinamikus belsé anyagi hosszlsag ezzel szemben egyaltalan nem kapcsolddik a
Ljapunov stabilitas fogalmahoz. A szerepe az, hogy a lehetséges periddikus és
aperiédikus megoldasokat elkilonitse.

Végezetll vessiik 0ssze Célkitiizés fejezet felvetéseit és a tézisekben kdzot allitasokat. Az

I-111. tézisek a célok az els6, mig a IV-V. tézisek a célok méasodik csoportjaban sorolt

feladatok vizsgalatanak eredményeit 6sszegzik.

A tézisekben megfogalmazott eredmeények alapvetéen elméleti jelentéseégtiek. Lehetoséget
kinalnak az anyagi instabilitas olyan egységes szemléletii megkdzelitésére, amely a mozgo
véges szabadsagfoku mechanikai rendszerek stabilitaselméletébe is jol illeszkedik.

Az ertekezésben bemutatott kutatasok tobb konkrét feladatban alkalmazhatdak. Ezek
kozul emlitést érdemelnek a toréssel, karosodassal, tonkremenetellel stb. kapcsolatos
alkalmazasok. Az anyagi instabilitas és az egyes mérnoki szerkezetek, mint példaul gépek,
szarazfoldi vagy tengeri jarmuivek, repulogépek, és asztronautikai berendezések
katasztrofaszertien gyors tonkremenetele szoros kapcsolatban all. Mivel ezek az
események nagy karokat és veszélyeket okozhatnak, az instabilitasi jelenségek minél
mélyebb ismerete az ilyen eszkdzok tervezésében kiemelten fontos.

Egy masik 1ényeges alkalmazasi terulet az anyagmodellek kutatasa. Ez tovabbi elméleti és
kisérleti vizsgalatok szilkségességét veti fel. Erdekes kérdés példaul, hogy miért
alkalmaznak képlékeny alakvaltozas vizsgalatara a mérnok gyakorlatban elterjedten olyan
konstitutiv egyenletet, aheol konzervativ rendszerekre jellemz6 szimmetridk jelentkeznek
a stabilitasvesztésnél.

Egy mésik érdekes probléma, hogy az értekezésben tobb esetben jelentkezé végtelen
dimenzios kritikus nulltér a

1. fizikai jelenség sajatossaga-e,

2. vagy csak arrol van sz0, hogy az alkalmazott anyagmodell nem kieléegito.

Ezt a jelentéséget tobb kutatd, numerikus eljardsokkal kimutatta, azaz bizonyos feltételek
mellett nagyszamu nyirasi vonal (shear band) adddott. Egységes allaspont azonban nem
alakult ki.

Sok kutaté az 1. allaspontot vallja, és azt allitjdk, hogy a szokasos kontinuummechanikai
eszk0zok csak az anyagi instabilitas megjelenéseig hasznalhatdak.

Ugyanakkor sokan kovetik a 2. elgondolast, és példaul az alakvaltozasi tenzor masodik
gradiensét beemelik a Kkonstitutiv egyenletbe. Az igy felépilé kontinuummechanikai
egyenletrendszer mar regulérisan viselkedik. Ezzel lehetévé valik példaul egy viszonylag
egyszerii poszt-lokalizacids vizsgalat.

A kérdés szempontjabdl fontos az egyes anyagi instabilitasi jelenségek idébeni lefolyasat
kisérletekkel tanulményozni. Sajnos az ilyen jellegii kisérleti eredmények sem adnak
egyértelmii képet. Sok esetben a befogas (peremfeltételek) szerepe a dominans, mig példaul
dinamikus kiserleti vizsgalatok sordn nem lehetett egyertelmien elddnteni, hogy egyszeres
vagy tébbszoros nyirési vonal jott létre.

Az anyagmodellezésre és a véges alakvaltozasok esetére vonatkoz6 anyagi instabilitasi
vizsgalatainkaban kitértiink a konstitutiv egyenlet lehetséges valtozoira vonatkozd feltételek



tovabbi keresésére, valamint arra, hogy milyen szerepe van a kilénb6z6 alapfliggvények
kilénféle derivaltjainak, vagyis a nemlokalis jellegnek, az anyagi instabilitasi jelensegek
lefolyaséra. Két konkrét anyag esetén (réz, illetve egy specidlis apatit alapu strukturdlt
csontpotlo anyag) az empirikus maddszerek, kilonféle anyagvizsgalati eljardsok eredményeit
kapcsoltuk ¢ssze az elméleti vizsgalatok soran tett felismeréseinkkel. i

A vérerek meszesedésének szilardsagvaltozasat egy kétrétegi killonbdz6 anyagu vastagfall
cs6szerkezetkén modellezve sikertlt egy jol attekintheté abraval vizsgalhatova tenni. Az
eredmények a Gépészet 2004 szeminariuman eléadas alakban elhangzott, és szakcikk
forméajaban megjelent. A tovabbi vizsgalatokban olyan nemlokalis anyagot alkalmaztunk,
amely esetében a fesziltségi tenzor fliggvénye az alakvaltozasi tenzornak és gradiensének. Ez
az anyagtorvény egyszeriibb esetben harom allandét tartalmaz, amelyek az érfal
anyagjellemz6ibol hatadrozhaté meg. A peremfeladat megoldasaban segit annak felismereése,
hogy a szamitasok soran alkalmazhat6 a Voltera elv. Az igy kapott eredmények az érfal
szilardsagi elemzésére az el6z6nél finobabb vizsgalatot eredményezett. A kétrétegii vastagfall
cs6 alkalmas modell a meszesed6 vererek szilardsagi megitelésére. A modellt finomitottuk a
nemlokalis testek esetére, amely a meszesed6 eredk szerkezetének pontosabb
figyelembevetelét tette lehetéve.

A vizsgalat eredményének ismertetésére a Gépeszet 2006 szeminariumon keril sor.

Az anyagtéveny vizsgalat rendszerint termodinamikai vizsgalatot is felvet. Ezért sziikség volt,
hogy az irreverzibilis folyamatokndl fellépé hullamterjedési vizsgalatokat is vegezzink.
Ennek alapjan olyan eset is megallapithetd volt, amelynél a termodinamikai hullamok és a
mechanikai hulldmok terjedési sebessége csak gyengén kapcsolt alakban lépnek fel, Ihet tehat
beszélni termodinamikai hullamrol is. Ennek felvetése a blacksburgi eléadason vitat valtott ki,
végllis megerdsitést nyert. Egydimenzids esetben a termodinamikai hullam létezésének
igazoldsa megtortént. A nemlokélis anyagok termomechanikai vizsgalata az irreverzibilis
folyamatok esetén a termodinamikai és a mechanikai hullamok kilon-kilén és egyiittes
megjeleneset is eredményezi. Az eredmenyek a bécsi TS2005 konferencian eléadasra
kerultek, a részletes leiras kéziratban elkészult kozlése megfelelé kulfoldi szaklapban
folyamatban van.



