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SZAKMAI BESZAMOLO (ZAROJELENTES)
Bevezetés

Mint azt az OTKA-palyadzat munkaterve tartalmazza, a palyazatban résztvevé kutatok
alkotjék a témavezet6 iranyitasaval mikodo Egervary Jené Kombinatorikus Optimalizélasi
Kutatdcsoportot (Egervary Research Group, a tovabbiakban EGRES). A kutatasi eredmények
részletes bemutatasa elétt roviden sszefoglaljuk az EGRES csoport tevékenységet.

Az EGRES a kiemelked6 nemzetkozi tekintélyi magyar kombinatorikus iskola optimalizal&si
irdnyzatat képviseli, amelynek alapjait Kénig Dénes és Egervary Jené raktadk le (Magyar
Maodszer), és amelyet olyan neves kutatok fejlesztettek tovabb, mint Gallai Tibor, Lovasz
LaszI6 vagy Tardos Eva. A kutatocsoport célja e hagyomanyok folytatdsa és tovébbi
erésitése, valamint (] kutatasi terliletek meghonositadsa. A kutatas foként a kombinatorikus
optimalizalas belsé fejlédésébol adddd olyan terlletekre iranyul, amik kozel allnak a Magyar
Modszer szellemiségéhez. Ez abban foglalhato 6ssze, hogy olyan feladatokra koncentralunk,
ahol a strukturalis vizsgalat vezethet el hatékony, polinomialis futdsideji algoritmus
létrenozadsahoz. Kiemelten foglalkozunk grafok és hal6zatok optimalizalasi probléméinak
algoritmikus elemzesével, kulonds tekintettel a polinomialisan kezelhet6 illetve az NP-teljes
problémak hatarvidékének vizsgalatara.

Hazai és nemzetkdzi kapcsolatok

A csoport tagja a 10 orszag kutatohelyeit tomorité ADONET Marie Curie Research Training
Network-nek, melynek célja fiatal kutatok mobilitdsanak az eldsegitése, és magas szinvonall
nemzetkdzi kurzusok szervezése. Ennek kereteben az Egervary Kutatdcsoport munkajaban
tobb kalfoldi fiatal kutatd vett részt, és a csoport tobb doktori hallgatéja dolgozhatott
hosszabb ideig kilfoldi kutatohelyeken. A csoport részt vallalt a kurzusok rendezésebél is.

Az Egervary Kutatocsoport az ADONET projekten kivdl is aktivan reszt vesz nemzetkozi
konferenciadk szervezésében. Ezek kozil kiemelend6 a 2005-ben a Magyar Maodszer 50.
évforduldjara rendezett innepnap megszervezese a Magyar Tudomanyos Akademian. 2003-
ban a Harmadik Magyar-Japan Diszkrét Matematikai Konferencianak, valamint 2005-ben a
Negyedik Magyar-Japan Diszkrét Matematikai Konferencianak a témavezeté volt az egyik
tarsszervezéje

A csoport Kkutatasi tevékenységében is rendkivil fontos szerepet jatszik a nemzetkozi
egyuttmikodés. A kutatocsoport tagjaival kozos kutatdsokban vett részt Joseph Cheriyan
(Kanada), Pavol Hell (Simon Fraser University), Satoru lwata (Tokio), Bill Jackson
(London), Matthias Kriesell (Hannover), Martin Loebl (Praga), David Manlove (Glasgow),
Sebé Andras (Grenoble), Szigeti Zoltan (Parizs), valamint fiatal kutatok kozil Alex Berg
(Aarhus), Katarina Cechlarova (Kassa), Marek Janata (Praga), Lap Chi Lau (Toronto),
Bianca Spille (Magdeburg), és Britta Wienand (KaélIn).

A csoport minden évben szervez egy egyhetes kurzust vagy kutatomihelyt, amin més
kutatéhelyek fiatal kutatdi és doktoranduszai is részt vehetnek. 2003-ban Nagykovéacsiban
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Lovasz Laszl6 akadémikus tartott nyéri iskolgjat, az ELTE, a BME és az SZTE
doktoranduszai és kutatoi részvételével. 2004-ben Sebé Andras, a Grenoble-i Laboratoire
Leibniz tudoményos tanacsadoja tartott egyhetes eléadassorozatot. 2005-ben egy egyhetes
kutatomiihelyt rendezett a csoport Nagykovacsiban.

Kutatasi eredmeények
Az alébbiakban beszamolunk az elmult években a résztvevék altal a palyazat kutatatasi

témaiban elért eredményekrél. Az elmult 5 éves tevékenységrél sz6lo tobb mint 70 oldalas
részletes beszamolo elérhet6 a http://www.cs.elte.hu/egres/beszamolo.pdf webhelyen.

Az elért eredmeényekrol a palyazat résztvevoinek az elmalt négy évben tébb mint 50
folyoiratcikke jelent meg. Az eredmenyek gyors publikalasara a csoport 1étrehozta a papiron
és interneten is publikalt ISSN 1577-4451 szami EGRES Technical Report sorozatot
(http://www.cs.elte.hu/egres/www/mf _techrep.html ). Az e sorozatban megjelent publik&ciok
szama: 2001: 17, 2002: 12, 2003: 12, 2004: 19, 2005: 17. A Discrete Applied Mathematics
szerkesztobizottsaga a palyazat résztvevoinek harom dolgozatat is bevalasztotta az ,,Editors’
Choice 2003 véalogatasba, ami a lapnal 2003-ban megjelent 250 cikk kozil a legjobb 18-at
tartalmazta.

A konferencia-el6adasok kozul kiemelendd, hogy a szakteriilet egyik legtekintélyesebb
konferencia-sorozatanak szamitd Integer Programming and Combinatorial Optimization
(IPCO) konferencian 2001-ben Utrecht-ben a 34 kivalasztott el6adas kozil 6tét, mig 2004-
ben New York-ban 32 kivalasztott eléadas kdzil 3-at a palyazat résztvevai tartottak.

A palyazatban résztvevo kutatok 2003-ban a a Tokioban megrendezett Harmadik Magyar-
Japéan Diszkrét Matematikai Konferencian tiz eléadast tartottak, a pragai EUROCOMB’03
konferencian pedig 6t6t. Ezenkivil eléadasokkal szerepeltek az isztambuli EURO/INFORMS
Nemzetkdzi Taldlkozon, a Budapesten megrendezett ESA 2003 konferencidn, a daniai
Nyborg-ban tartott Danish Graph Theory Conference-en, az Oberwolfach Graf Theory
Workshop-on, és a Magdeburgi Kombinatorikai Kollokviumon. A csoportvezeté a Berlini
Miszaki Egyetem és a Bonni Egyetem felkérésére is tartott el6adasokat.

2004-ben az EGRES kutat6i a Parizsban megrendezett Grafelmélet 2004 Konferencian hat
eléadast tartottak (koztik egy meghivott eléadast), a New York-i IPCO konferencian harmat,
ezenkivil el6adtak az ESA 2004 Konferencian, a Bertinoro Kombinatorikus Optimalizélasi
Workshopon, a Bordeaux-i COMBSTRU Workshopon, és a hiroshimai Graf-0szefliggoségi
Szeminariumon, ahol két egyetemi eléadést is tartottak.

2005-ben a Budapesten megrendezett Negyedik Magyar-Japan Diszkrét Matematikai
Konferencian a csoport kutatoi 11 el6adast tartottak, a berlini Eurocomb 2005 Konferencian
kettot, s emellett még dsszesen 10 eléadast tartottak killonb6zé nemzetkdzi konferenciakon
(kbztuk egy meghivott el6adast).

Az aldbbiakban 6sszefoglaljuk a kombinatorikus optimalizalas kulénb6zé teriletein elért
kutatasi eredmenyeket.

e Gréafok parositasai, faktorai és pakolasai

Paros grafokban maximalis parositast keres6é algoritmust, valamint minimax formulat
Koénig Dénes adott az 1910-es években. A probléma eélsulyozott valtozatat Egervary Jeno,
kutatocsoportunk névadoja oldotta meg algoritmikusan 1931-ben, a dualitas tétel els6
megfogalmazésaként.  Kikristalyositott mddszeriik Kuhn tollabdl jelent meg 1955-ben
»magyar madszer” néven, Kénig és Egervary uttéré munkassaganak elismeréseképpen. Ma is



igy ismert vilagszerte.

Nempéaros grafban a parositasok kérdése egy fokkal bonyolultabb. Az elmélet f6
eredményei tobbek kozott a maximalis parositdsokra vonatkozd strukturat leird Gallai-
Edmonds tétel, Edmonds alternal6 erdés maximalis parositast keresé algoritmusa, és a teljes
parositast tartalmazo gréfokat karakterizald Tutte-tétel. Ezen eredményeket kutatocsoportunk
tagjai killonbozé teriileteken messzemenden altalanositottak.

Mivel maximalis b-parositas keresése visszavezetheté parositasokra, a b-parositasok a
kombinatorikus optimalizalas kdénnyebb teruletei kozé tartoznak, és a probléma szamos
valtozatanak létezik poliéderes leirasa. Nemtrivialis kérdést kapunk azonban, ha bizonyos
részgrafokat nem tartalmazd, dgynevezett tiltott b-parositast keresunk. Paros grafban
maximalis Kq-tiltott egyszeri t-parositas keresesével foglalkozik Frank [11], és ugyanerre a
feladatra ad elegans algoritmust Pap [31]. Tetszoleges, paratlan kor részgrafokbol allo H
halmazra a csak H-beli koroket tartalmazé 2-faktorok poliéderének egy TDI-leirasat adja Pap
[32]. Kapcsolodo terllet az eldirt foka részgraf probléma, errél [41] tartalmaz nehany
eredmenyt.

Tovabbi altalanositasi lehetéség a grafpakolasi probléma, amikor olyan maximalisan sok
csucsot fedé részgrafot keresiink, amelynek minden komponense egy elére megadott F
grafhalmazbol vald. Az ilyen részgrafot F-pakolasnak hivjuk. A grafpakolasi probléma f6
kérdése az, hogy mely F grafhalmazokra altalanosithatéak a parositasokra ismert klasszikus
eredmények. Szamos kilénb6z6 F-pakolasi probléma lett megoldva, részben csoportunk altal
[23, 42,17, 18]. A probléma irdnyitott valtozatat vizsgalja [33].

o Utparositasok, utpakolasok

Az Utpérositas feladat a pontdiszjunkt utak és a parositas feladatainak kézos altalanositasa,
melyet Cunningham és Geelen kezdett el vizsgélni. Az6ta tovabbi poliéderes leirdsok,
matroidos eredmenyek, algoritmikus megkdzelitések, illetve tovabbi altalanositasok szilettek
- reszben az EGRES csoport tagjai altal.

Erdekes kapcsolatokat fedezhetiink fel Gtparositasok, és mas kombinatorikus optimalizalasi
problémak kozott. Specialis esetként tartalmazza a pérositas feladatot. Egy egyszerii
konstrukcidval Menger pontdiszjunkt utakrdl szolo tétele is visszavezethet6 ra. Az Utparositas
feladat visszavezethet6 egy valtozos matrix rangszamitéasara.

Egy utparositas maximalis értékére Cunningham és Geelen egy min-max formulat
bizonyitottak. Egy ekvivalens, bizonyos szempontbdl kedvezébb alakd min-max formulét
bizonyitott Frank és Szeg6 [13].

Cunningham és Geelen vezették be a péros faktorok fogalmat is. Maximalis sulyl
Utparositas keresésére egy primal-dudl algoritmust adtak mely paros faktorokat hasznal. Az
Utpérositasokra kidolgozott Tutte-matrixos technikdjuk itt is hasznalhatd, egy analég min-
max formulat bizonyitottak. Pap és Szegé [34] ennek a formulanak egy valtozatat
bizonyitottdk be tisztdn kombinatorikus technikéval. Azt is észrevették, hogy a min-max
formula egy kissé altalanosabb esetre is érvenyes.

A pont- illetve éldiszjunkt T-utak pakoldsara vonatkozéan tobb kulénbdz6 probléma
megfogalmazhato. Ezeket az eredményeket Mader altalanositotta el6szér az Euler-feltétel
nélkili esetre, majd a pontdiszjunkt esetre. A pontdiszjunkt utak pakoldsara vonatkozo
Mader-féle tétel a kombinatorikus optimalizalas egyik csucsteljesitménye. Seb6 és Szeg6
[40] azzal a kérdéssel foglalkoztak, hogy a Gallai-Edmonds féle strukturatétel hogyan
altalanosithato erre a feladatra.

Chudnovsky et al. Utpakolasi feladatok egy altalanos keretét adtdk meg, nevezetesen
csoportelemekkel cimkézett grafban a nem-nulla T-utak pakolasat. Pap [35] ennek az
eredménynek egy A&ltalanositasira - permutéciocimkés grafokra - adott egy egyszeri,



kdzvetlen bizonyitést.

A parositasok elméletében Edmonds parositas algoritmusa kiemelt szerepet tolt be, az elsé
polinomidlis futasideji algoritmus maximalis parositas keresésére. Edmonds alternalo erdés
technikaja termeészetes médon alkalmazhatd tobbek kdzott a b-parositasokra/-faktorokra, a
hypo-matching feladatra, a matroid metszetre, a matroid partner feladatra. El6fordul azonban,
hogy az alternalé erdok technikaja nem, vagy csak nagy nehézségek aran Ultethet6 at egy
feladatra, pedig az ismert tételek nagyon hasonlitanak a parositasokra ismertekre.

Alternélé utaknak egy Uj megkozelitéset adta Pap, melynek segitségével tobb problémara
sikeriilt egyszerti kombinatorikus algoritmust adni. Ezek kdzé tartozik a péros faktor feladat
[36], a Ki-mentes t-parositas feladat [37], és Mader tetele pontdiszjunkt A-utakrol [38]. Ezzel
a technikaval sikeriilt belatni a paros faktorok és a hypo-matching feladat kozos
altalanositasat [39].

e Stabil parositasok

A stabil pérositdsok kutatdsa Gale és Shapley 1962-ben megjelent cikke nyoman
kezdodott. Az alapproblémaban n fiut kell n lannyal Ugy Osszehazasitani, hogy ne legyen
egyetlen fitnak és lanynak sem kdzOs érdeke a hazassagtorés. Ez utobbi kritérium egy, a
jatékelméletbdl jol ismert stabilitasi kriterium modellbeli megfelelgje.

Fleiner Tamas stabil parositdsokkal kapcsolatos kutatasi eredményeinek elsé
Osszefoglalasa [9]-ben talalhatd. Ebben a munkaban szamos, eddig ismert, stabil
parositasokkal kapcsolatos ismeretet mutatunk be egy egységes modellben, és mutatunk ra a
Knaster-Tarski fixponttétel alkalmazhatdsagara. A cikkben tébb tudomanyterulet kdzott
sikerul kapcsolatot teremteni.

A stabil parositasokra vonatkozd tétel altalanosithatd matroidokra, ehhez azok mohd
tulajdonsagéat kell felhasznalni a fixpontos megkdzelitésben. Az Aaltalanositott stabil
parositasok haldtulajdonsadganak alkalmazasaval (a blokkold- eés halopoliéderek elméletét is
felhasznalva) a stabil parositas poliéder altalanositasanak egy Ujfajta leirasat kapjuk.

Az egyetemi felvételiket leird modellhez tartozo poliédert Baiounak és Balinskinek sikertlt
jellemeznie, de a karakterizicidjuk meglehetésen bonyolult volt. A Fleiner Tamas
eredménye Rothblum leirdsdnak egy olyan altalanositasa, mely nemcsak az egyetemi
felvételinez tartozo stabil parositas poliédert irja le, de a modell mindkét oldalan kvoétat
tartalmazo esetet is kezeli.

2004-ben Kirdly Taméas és Pap Julia bebizonyitottdk, hogy a stabil pérositds poliéder
Rothblum-féle leirdsa rendelkezik a teljesen dualisan egészértékiiségi tulajdonsaggal [24]. A
bizonyitas egyuttal algoritmust is szolgaltat egy stabil parositas minimalis sulyu voltat
igazolo bizonyiték megtalalasara.

A [10] attekint6 jellegii munk&ban (j eredményként a haldtulajdonséagot hasznald
bizonyitast adunk Sethuraman és Teo egy kordbban, linearis programozasi eszkozokkel
igazolt, a stabil parositasok struktirjaval kapcsolatos tételére, és ezt a tételt altalanositjuk
stabil b-péarositasokra ill. matroidokra is.

2005-ben Fleiner Tamas Robert Irvinggel és David Manlove-val kbézdsen hatékony
algoritmust adott az Un. SRPF problémara, azaz a stabil parositas probléma azon nemparos
altalanositasara, ahol bizonyos kapcsolatok tiltottak (de a stabilitds szempontjabdl
lehetségesnek tekintettek), és a modellbeli preferenciak részbenrendezések. A vizsgalt modell
altalanositja az un. szuperstabil parositas problémat, aholis a preferenciasorrendek linearisak,
de indifferencia megengedett.

e Matroid partner probléma



A matroid parositasi probléma a matroid metszet és a nemparos grafok parositasi
probléméjanak kozos altalanositasaként jott létre. Sok paritast tartalmazo kombinatorikus
optimalizélasi probléma megfogalmazhatd matroid parositéasi feladatként, olyanok is, ahol a
paritas s a matroid jelenléte egyaltalan nem nyilvanvalo.

A matroid parositas altalanos elméletének kidolgozasa kdvetkezményeként Lovasz Laszld
megmutatta, hogy linearis matroidok esetén hogyan adhato jé karakterizacid, és polinomialis
algoritmust is mutatott reprezentalt matroidokra.

Bar a legtobb gyakorlatban el6forduld matroid linearis, gyakran eléfordul hogy a
matroidrdl nem tudjuk hogy hogyan kell determinisztikusan reprezentalni, vagy az, hogy a
bar Lovasz elmélete jO karakterizacidt ad, nem sokat arul el a feladat kombinatorikus
strukturgjarol. [30]-ban megadunk egy matroidosztalyt ami tartalmaz néhény olyan
matroidot, melyek péarositasi problémaja korabban is megoldott volt, és sok olyat is, melyekre
a probléma ezzel valt jol karakterizalhatova. A legegyszeriibb eset ahol ez a tétel Uj
eredményt ad, a hipergrafikus matroid, és a kétdimenzios merevségi matroid.

e Merevség

Mar a XX. sz&zad elejétol ismert, hogy rddszerkezetek statikai tulajdonsagai vizsgalhatok
grafelméleti modszerekkel. A grafelméleti megkozelitésben a radszerkezet modellje egy graf,
valamint annak beagyazasa a térbe, el6irt élhosszakkal. A merevség alapkérdése az, hogy egy
adott sikbeli vagy térbeli rudszerkezetnek létezik-e folytonos deformécidja, illetve, ami
statikai szempontbdl szintén fontos, van-e infinitezimalis deformacidja. Kapcsol6d6 fogalom
a globalis merevség: egybevagd—e a rudszerkezet minden beagyazasa?

Egy grafot generikusan merevnek neveziink, ha van infinitezimalisan merev beagyazasa.
Ez tisztan grafelméleti tulajdonsag, és rendkiviul hasznos, mert generikusan merev grafoknak
valéjdban majdnem minden bedgyazasa merev. Ezért alkalmazasoknal sokszor a generikus
merevség vizsgalata a legcélravezetébb.

A statikai alkalmazasokon tdlmenéen a grafelméleti merevseg elmélete az utdbbi idében
szamos, a jovore nezve meghatarozo kutatasi terlleten is hasznosnak bizonyult. Ilyenek a
jarmi formacidk elosztott irdnyitasa, a protein molekuldk strukturalis flexibilitdsanak
vizsgalata, az Uvegszerti anyagok mechanikus stabilitasi tulajdonsdgainak vizsgalata,
lokalizécid szenzor haldzatokban, csuklé-és-rud szerkezetek mozgatasa.

A kutatécsoport eredményei a teruleten:

- Hendrickson sziikséges feltételt adott arra, hogy egy generikus rudszerkezet globalisan

merev legyen d dimenzioban, és azt sejtette, hogy feltétele elégséges is. Ezt Connelly d>3

esetén megcéfolta, de a d=2 eset nyitott maradt. A kutatocsoport tagjainak sikertlt ebben
az esetben igazolni Hendrickson sejtését. Ennek fontos kdvetkezménye, hogy a globalis
merevség 2 dimenzidban generikus tulajdonsag, azaz csak a graftdl fligg.

- Egy rudszerkezet két csucsa globalisan linkelt, ha ekvivalens rudszerkezet esetén

tavolsaguk azonos. A globalis linkeltség nem generikus tulajdonsag. Bizonyos

grafosztalynal azonban sikeriilt jellemezni azokat a pontparokat, amik minden
realizacional globalisan linkeltek.

- Jelentés lépesek torténtek a haromdimenzios merevség karakterizacioja felé, ami a

tertilet egyik legfontosabb nyitott kérdése.

- Sikerlt modszert adni generikusan merev grafok kis egész koordinatakkal torténé

bedgyazasara.

- Sikbeli minimalisan merev grafoknak sikerilt egy egyszerii, csucsszéthuzassal tértend

eléallitasat megtalalni. Ez egyszertibb bizonyitast ad pszeudoharomszdgelés létezésére.

- Egy graf leszbgezési szdma az, hogy minimalisan mennyi csucsot kell rogziteniink egy

generikus rudszerkezet esetén, hogy merev legyen. Sikerilt bebizonyitani, hogy ez 2



dimenzidban polinom idében meghatarozhato, de 3 dimenzidban NP-teljes. Ezenkivil 2-
approximacios algoritmus sziletett a globalis merevségre vonatkozo analdg feladatra.

o Osszefiiggdség novelése és pontszétszedések

A particio-korlatos k-elosszefiiggové novelési feladatban a cel egy grafot minimalis szamu
Uj él hozzaadasaval k-élosszefiiggévé tenni Ggy, hogy minden Uj él egy adott particid
kiloénb6z6 osztalyait kosse 0Ossze. Jordan Tibor mas kutatokkal az optimumra pontos
jellemzést, és egy optimalis megoldas megtalalasara hatékony algoritmust adott. A parossag
megorzo novelésre egy egyszeriibb alakban megfogalmazhato tételt nyeriink, amely egyuttal
valaszt ad arra a kérdésre is, hogyan lehet egy (rudakbol és csukldkbol allo) sikbeli
négyzetracs szerkezetet a lehetd legkevesebb atlds rad hozzavételével ugy megerdsiteni, hogy
legfeljebb k-1 atlos rud torése esetén is merev maradjon.

Felvetédhet a kérdés, nem lehet-e az altalunk megoldott (pl. parossag- és egyszeriiség
megorzo), valamint a masok altal vizsgalt (pl. sikbarajzolhatésagot mego6rzo) korlatozott
leemelési és novelési feladatokban hasznalt modszereket és eredményeket egy kozos keretbe
foglalni. Jordan Tibornak sikerllt korlatozott leemelések kezelésére egy altalanos modszert
kidolgozni. Ezzel a modszerrel egyrészt sikeriilt lényegesen egyszerisiteni korabbi
bizonyitasokat (pl. Nagamochi és Eades leemelési tételét a sikbarajzolhatosagot megérzé
leemelésekrodl), masrészt olyan ,,szimultan” leemelési tételt igazolni, amelyben egyszerre két
grafban hajtunk végre leemeléseket.

A k-pontdsszefliggoség novelési feladatban a cél egy adott G=(V,E) grafhoz minimalis
szamu 0j élt hozzaadni ugy, hogy a megndvelt graf k-ponttsszefiiggé legyen. Ennek a
feladatnak a bonyolultsaga a terillet egyik kiemelked6, a mai napig elddntetlen kérdése. Az
eggyel novelés esete is nyitott, azaz a megoldas akkor sem ismert, ha a G graf (k-1)-
pontdsszefliggé. A [19] dolgozat f6 eredménye egy olyan algoritmus, melynek futasi ideje
minden rogzitett k-ra O(n°), és amely optimalis megoldést taldl. Amennyiben az optimum
értéke k-hoz keépest nagy, az algoritmus akkor is polinomidlis, ha k része az inputnak. Ebben
az esetben min-max tételt is nyerhetlink az optimum értékere.

A pontszétszedés (detachment) miivelet, amely a graf valamely s pontjat toébb 0j ponttal
helyettesiti és minden, eddig az s-re illeszked6 élt valamely 0j pontra illeszt, tekinthetd
egyrészt a jol ismert OsszehlUzds miuvelet inverzének, masrészt a leemelési mivelet
altalanositasanak is. Fleiner Balazs [8] megvalaszolta azt a kérdést, hogy mikor lehet egy graf
adott pontjat adott fokszamu pontokra szétszedni gy, hogy a graf globalis élosszefliggosége
megmaradjon. Jodan Tibor és Szigeti Zoltan ezt altalanositotta lokalis élosszefliggéségre,
késobb Szigeti Zoltan [43] egyszeriibb bizonyitast adott.

A pontszétszedési feladat egy masik valtozataban a graf 6sszes pontjat szétszedjuk. A
»globalis” pontszétszedések vizsgalatat Nash-Williams kezdeményezte a '80-as években.
Megfigyelte, hogy Euler tétele megfogalmazhatd egy olyan fokszam el6irdsos
pontszétszedési tételként, amelyben a szétszedett graf 2-élosszefliggé és 2-reguléris kell
legyen. Ezt az egyszerti esetet tébb iranyban altalanositotta. A nemszeparalhato (azaz 2-
pontdsszefiiggd és hurokmentes) esetet Nash-Williams nyitott problémakeént tiizte ki 1985-
ben. Uj maddszerek alkalmazasaval sikeriilt ennek a feladatnak a megoldéasa, a
fokszameloirasos esetben is [20], valamint iranyitott grafokra az élosszefliggoségi probléma
megoldasa [4].

Az 0osszefliggoséggel kapcsolatos problémakat kordbban altalaban csak grafokra
vizsgaltak, pedig sok keérdés hipergrafokra is éppugy felteheté. Csoportunknak jelentés
eredmeényeket sikerult elérni ezen a téren: tdbb ismert eredményt Kiterjesztettiink
hipergrafokra, illetve nehany olyan tételt is bizonyitottunk hipergrafokrdl, amik grafokra is
Ujdonsagot jelentenek.



Frank, Kiraly és Kriesell [12] bebizonyitottdk Tutte diszjunkt feszitéfakrol szolo tételének
egy altalanositasat: Egy legfeljebb g méreti hiperélekbol allé (gk)-élosszefliggdé hipergraf
mindig felbonthatd k darab 6sszefliggd feszité részhipergréafra. Ennek segitségével sikerilt
részeredmeényt elérni Kriesell sejtésével kapcsolatban, ami szerint ha egy G grafban a T
ponthalmaz barmely két pontja kdzt van 2k élidegen at, akkor G-ben van k darab élidegen T-t
tartalmazo fa.

Berg, Jackson és Jordan [3] iranyitott hipergrafokra bizonyitottak leemelési és
élosszefliggoség-novelési tételeket, amik altalanositjak Mader és Frank korabbi, iranyitott
grafokra vonatkozd tételeit. A [3]-ban szereplé leemelési tétel egy absztrakt alakjat
bizonyitotta Kirdly és Makai [25]-ben. Ennek segitségével az ott szereplé 6sszefliggoség-
novelési tételek kiterjeszthetok iranyitott hipergrafok (k,1)-elosszefliggové ndvelésésére.

A [25]-ben szerepl6é leemelési tétel egy masik alkalmazasa, hogy a [14]-ben szereplé
eredmeények Kiterjesztheték hipergrafokra. Specialisan k<I| esetén megoldhat6 hipergrafok
(k,1)-paricio-osszefliggéve novelése minimalis szamua uniform hiperél hozzaadasaval.

Kirdly [26] olyan uniform hipergrafok keresésére adott moddszert, amiknek egy
szimmetrikus keresztezé szupermodularis halmazfliggvénnyel adott vagasfeltételeket kell
kielégiteniuk. Sikertlt minimax formulat adni az ilyen r-uniform hipergrafok minimalis
élszamara. Specidlis esetként adddik formula az éldsszefliggéség-ndvelési problémara
minimalis sz&mu r-hiperél hozzaadasaval.

Ito, Makino, Arata, Honami, Itatsu, and Fujishige elméleti megoldast adtak a kovetkezo
forréselhelyezési kérdésre: adott élkapacitasos iranyitott grafban mi az olyan R ponthalmaz
minimalis mérete, amire R-b6l minden (V-R)-beli pontba van legalabb k értéki folyam, és
minden (V-R)-beli pontbdl R-be van legaldbb I értéka folyam. Barasz, Becker és Frank [1]
megmutatta, hogyan oldhatdé meg ez a feladat polinomialis idében, az ugynevezett témor
halmazok tulajdonsdgainak kihasznalésaval. Bernath [5] jobb korlatot adott a maximalis
tomor halmazok szamara, és ezzel jobb becslést tudott adni az algoritmus lépésszamara.

Fekete Zsolt [7] a kovetkezd iranyitatlan forrdselhelyezési problémat tekintette: mi az a
minimalis méretti ponthalmaz, aminek az 6sszehUzasaval keletkezé graf tartalmaz két
éldiszjunkt feszité fat (azaz (2,0)-particio-6sszefiiggé). Megmutatta, hogy ez a feladat
polinomialis idében megoldhato.

e Iranyitasok

A témakor alapveté eredménye Nash-Williams iranyitasi tétele, ami szerint minden
grafnak van erésen egyensulyi iranyitdsa. Nash Williams cikkében kimondta (de nem
bizonyitotta) azt a tételt is, hogy egy graf tetszéleges részgrafjanak van olyan erésen
egyensulyi irdnyitasa, ami Kiterjesztheté az egész graf erésen egyensulyi iranyitasava. Kiraly
és Szigeti [28]-ben ennek tdbbiranyd altalanositasat bizonyitottdk Tébb negativ eredmény is
szlletett az egyensulyi iranyitdsokkal kapcsolatos feladatok nehézségérél, ezek egy resze
[16]-ban szerepel. NP-teljes példaul annak elddntése, hogy két, kozos élekkel rendelkez6
Euler-grafnak vannak-e olyan Euler iranyitasaik, amik a kdzos éleken megegyeznek.

Bernath Attila [6] tobb kapcsolddo feladatnak a nehézségét bizonyitotta. Példaul NP-teljes,
hogy adott grafnak van-e olyan erésen egyensulyi irdnyitasa, ahol a pontok befokai adott alsé
és fels6 koratok kozott vannak.

Mar a Nash-Williams tétel bizonyitadsaban is fontos szerepet jatszott a graf fokszamainak
paritasa. Az irdnyitasi feladatok egy kullon osztalyat adjak azok a problémak, ahol a paritas az
iranyitasi kovetelmenyekben jelenik meg explicit médon. Kiraly és Szabé [27] Frank, Jordan,
and Szigeti korabbi eredmenyét &ltalanositva min-max formulat adtak nemnegativ metsz6
szupermodularis halmazfuggvényt fedo iranyitas esetén a paratlan befokd csicsok minimalis
szamara. Ebben az esetben nyitott a megengedett iranyitasok befok-vektorai poliéderének



jellemzése. Egy masik esetben azonban, amikor a pontok befokaira vannak als6 és felsé
korlatok, Kiraly és Pap meg tudtak adni egy ilyen jellemzést.

Meghatérozott pontdsszefliggéségi tulajdonsdggal rendelkezé iranyitadsokrol  sokkal
kevesebb ismert, mint élosszefuggosegrol. Csoportunknak sikeriilt ezen a teriileten is
elérelépnie. Berg és Jordan [2] megmutattak, hogy egy Euler-grafnak pontosan akkor van 2-
Osszefliggdé Euler iranyitasa, ha a graf gyengén 4-0sszefiigg6. A bizonyitas a gyengén 4-
Osszefuggdé grafok dnmagaban is érdekes konstruktiv jellemzésén [21] alapul. Kirdly és
Szigeti [29] mas, egyszeriibb modszert talaltak Berg és Jordan tételének bizonyitasara, sot
altalanositottdk is az eredményt.

Jordan Tibor [22] belatta, hogy minden 6k-0sszefuiggé grafban van k darab 2-6sszefliggd
éldiszjunkt feszitorészgraf. Ennek kovetkezménye: Minden 12-6sszefliggé G grafnak van egy
T feszitéfaja, amire G-E(T) 2-0sszefliggé. Felhasznalva [2] eredményeit azt kapjuk, hogy
Minden 18-6sszefliggé grafnak van 2-6sszefiiggé iranyitasa.

Az irényitas fogalma kiterjesztheté hipergrafokra is. Tébb grafokra vonatkozo iranyitasi
eredmény altalanosithatd hipergrafokra, igy példaul a [27]-ben szerepl6 paritdsos eredmények
hipergrafokra is igaznak bizonyulnak.

Frank és Kiraly [14] gréfokra, illetve Kirdly és Makai [25] hipergrafokra oldott meg
kovetkezo tipusu feladatokat: adott hipergrafhoz minimum hany adott meret hiperélt kell
hozzavenni, hogy a kapott hipergrafnak legyen kelléen élosszefiiggé irdnyitasa? Az eldbbi
tipusu feladatnak egyfajta altalanositasa az, amikor minimalis sulyu részhipergrafot keresunk,
aminek létezik adott tulajdonsagu iranyitasa. Az ilyen feladat mar sok egyszerii esetben is
NP-teljes, de [15]-ben Naor, Khanna és Shepherd eredményeit altalanositva sikerilt egy
fontos eset megoldhatdsagat bizonyitani és jo jellemzéseket adni.
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