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Definisi Entropi

Definisi 3.1

a. Notasi ¥ = [ﬁﬁ, c e &1] atan secara singksat

U = [Ai] mempunyai arti bahwa U adalah
partisi vyang terdiri dari peristiwa sa.
Peristiwa-peristiwa tersebut akan disgebut
elemen-elemen .

b. Suatu partisi déngan hanya dua elemen disebut

partisi biner. Jadi

adalah partisi biner vang terdiri dari & dan
komplemen .

. Suafu partisi dimana elemen—-elemennya adalah
peristiwa elementer { Ct } ruang < akan
dinyatakan dengan & dan akan disebut dengan
partisi elemen.

Definisi 3.2

Penghalusan (refirement) partisi B dari partisi

A adalah partisi B sedemikian hingga setiap

elemen.deari B adalah himpunén bagian suatu

elemen aﬂ dari Y (gambar 3-1).

Digunakan notasi

B < U untuk menyatakan bahwa B adalah

penghalusan dari ¥ dan menyatakan bahwa ™M lebih

besar dari B.
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Jadi - - B < U bhb :Bj <
U %
B <o
Gambar 3-1.
Penghalusan bersamé dua partisi adalah

panghalusan pada kedua-duanya.

Partisi ® dalam gambar 3-2 adalah penghalusan

. bersama partisi U dan B.

Definisi 3.3
Perkalian dua partisi U = [ xﬂ 1 dan B = [ Bj]
adalah partisi dimana elemen-elemennya adalah
semua irisan xgﬁjelemen—elemen U dan B, Partisi
ini akan dinyatakan dengan

A . B

Terlihat, M . B adalah penghalusan bersama

terbesar untuk U dan B.

Sifat-sifat
Dari definisi terlihat bahwa
& <4 U untuk sebarang U
u . B =8 .U .. (B, & = (U . B_ .C
Bila U, < U, < Y, mnaka U <Y,
Bila B8 { U maka U . B - B
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Definisi 3.4

Entropi partisi M didefinisikan sebagai jumlszhan
N

AUY = - (p,log p + ... + plog p ) = L e(p)
=41

" dimana p, = P(ﬁ&) dan e(p) = - p log p .

Peristiwa berkemungkinan sama.

Bila : p; =p, =... =p = 1/N maka
HAMYy = - —%— log —=— - ... - —%r-log —%r = log N

Teorema 3.1

Bila ¢(p) = - piogp dan p, < p, maka _
p(p+p,) = e(p) + v(p,) (3-1)
Bukti:
| pi < p2 < p1+P2

logp, < logp, < log (p+p,)

p,logp, < p log(p+p,) p,logp, < p,log(p +p,)
-p, logpy-p log(p,+p,) -p,logp,>-p,log(p,+p,)
p(p+p,) = - (p+p,log(p,+p,)

- p,log(p +p,) - p,log(p,+p,)

< - plogp, - p,logp,
< elp) + e(p)

Kesamaan diambil p, = 0.
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Hasil-hasil diatas membawa  sifat-sifat  entropi

sebagai berikut

1. Diberikan partisi U = [xa,xg, ... ,ﬂ;] ,» dibentuk
E = {$a,$b, . »“2: Ce ,£2}-yang didapat dengan
memecah ﬂﬂ kedalam dua elemen $a dan $b seperti
dalam gambar 3-3. Maka akan berlaku

H(AWD = H(B)Y ‘ (3-2)

Bukti
Terlihat : A(U) - e(p +p ) = H(B) - p(p) - e(p,)
karena setiap ruas masing-masing sama dengan
sumbangan (kontribusi) pada H(U) dan HB) vang
disebabkan elemen bersama U dan $B. Karena itu
(3-2) terbukiti dari ketaksamaan dalam (3-1).

Contoh 3-1
balam tabel berikut terdaftar probabilitas
peristiwa-peristiwa partisi % dan penghalusannyva B
vang didapat seperti diatas.

U | p = 0,4 | 0,35 ] 0,25
B l p_= 0,22 P = 0,18 I 0’35.| 0,25
untuk keadaan ini
HUY = - (0,410g0,4+0,3510g0,35+0,2510g0,25) = 1,559
H(B) = - (0,221080,22+0,18log0, 18+0,3510g0,35+0,2510g0,25)

1,956
Jadi H(U) = 1,558 < 1,956 = H(B)
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a - B
p = p_tP,
H(BY = HAD

Gambar 3-3

2. Bila :
B <YM maka H(B) = H(W) (3-3)

Bukti
Dengan mengulang pembentukan gambar 3-3 dibentuk

rantai penghalusan : U = Y> ... >uU _ >U ... 7>

‘un:EB dimana %%ididapat dengan memecah satu elemen
Mﬁ_i seperti dalam gambar 3-4. Dari konstruksil ini
dan (3-2) terlihat bahwa :
CHUY = H(U) = = H(‘Ltn) = H(B)
dan (3-3) terbukti.
U - YU U U U = B

2727, i,

> U,y U > U, HCM)) < HCUW) S HCUM)D

Gambar 3-4

3. Untuk éebarang i}
HOU) £ H(S) | (3-4)
dimana & adaléh partisi elemen.
Bukti :

Terbukti dari (3-2) karena & adalah penghalusan 24,
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4. Untuk sebarang U dan B
H(U.B)Y = H(W) H(U.B) = H(B) (3-5)
Bukfi
Terbukti)dari (3-2) karena U.B adalah penghalusan
dari U dan B.
Contoh 3-2
Dalam eksperimen pelemparan dadu, probabilitas
enam peristiwa {f}, ... s{f,} masing-masing sama
dengan : 0,1 0,1 0,15 0,2 0,2 0,25.
Probabilitas peristiwa-peristiwa partisi
U = [genap,ganjil] dan B = [i £ 3, i > 3]
diberikan oleh
P{genap} = 0,55 P{i = 3} = 0,35
P{ganjil} = 0,45 P{i > 3} = 0,65
Perkalian U.B adalah partisi yang terdiri dari
empat elemen : {r,} {f’ifa} {f4f6} {£,1  dengan

probabilitas masing-masing : 0,1 0,25 0,45 0,2.

HWU) = - 0,551080,55 - 0,4510g0,45 = 0,983
H(®) = - 0,3510g0,35 - 0,8510g0,65 = 0,934.
AU .B) = -0,11080,1-0,251080,25-0,4510g0,45-0,210g0,2

1,815

vang sesual dengan (3-5).

Teorema 3.2 T
Ketaksamaan bergunsa.
Bila a, dan b.L adalah N bilangan positif
sedemikian sehingga

a+ ... +a_ = 1 b+ ... +bh =1
1 ' 1
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maka

- % atlog a, = - % ailog bt (3-8
dengan kesamaan'ai = b..

L

Bukti
Dari ketaksamaan e?z 1+y, terlihat bahwa
In e z In (l+y).
v = 1ln (1+y)

Substitusi : x = 1+y ————— 1ln x = x-1

Sesuai gambar 3-5.

X '
v = x-1
— 14y = X t
b4 i
j/ | nr
") v Q 1 X
4
Gambar 3-5.
Atau
e 21 4y == 1n & = In (1+y)
v 2 In (1-y)
Substitusi @ 1 + ¥ = x
v = x -1
¥ - 12 1In ¥ == %X-1-1Inx2=40
Bukti

Misal A(x) = x - 1 - 1in x
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1. Ditentukan titik ekstrim

f'(x) =0
F(x) =1 - - =0
1= 1 » x = 1
X

Untuk x = 1, maka F(1) = 1 - 1‘- in 1 =20
2. Henentukan tanda F (x) untuk 0 < x < 1 dan untuk
1 < x < w,

Untuk 0 < x < 1, misal x = 1/2

=
172

berarti f(x}) fungsi turun.

F{1/2 = 1 - =1~ 2 = -1 (negatif)
Untuk I <x < ©o , misal x = 2

F (2 =1 - 1/2 = 1/2 (positif)

berarti Ff{(x) fungsi naik.

3. Menentukan titik ekstrim maksimum stzu minimum.

FUx) = 1/x°

Untuk x = 1 , maka

(13 1/1 = 1 > 0 berarti f(x) mempunvai titik

minimum.
4. Gambar

F(x).

Dari gambar terlihat f(x) = 0, jadi
f(x) =% -1 - 1Inx 20 = x-12 1In x.

Dengan x = bi/ai maksa
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o

. b,
— < ke

a . a .
t T

1n b, - 1n a. = In
1 1

' mengalikan dengan a, dan menjumlahkannya didapat

b,

L —
? ai(ln bi - In ai) = ? a, [ E: - 1] = % (bi—ai) =0
" Zalnb -Xalna <0
L . 1 i 1 L
Zalnb =% a ln s
1 v 1 1 1
=

- % aln b, ' (terbukti)
. i 8 T

Teorema 3.3
- £ plog p = log N (3-7)
Bukti
Diambi} a,= p dan b= 1/N.Dengan memasukkan

kedalam (3-8), maksa

1
- % pi_log pi_ < - = pilog _N—
~4
ul% pklog P, = - log N 7. % p,
- % ;klog B, = log N (terbukti)

3.2. Entropil Bersvarat dan Informasi Bersama.

Definisi 3.3
Entropl bersyarat partisi UM bilas diketghui M

didefinisikan sebagai

N
P33
HU[4) = - & P(# | M) log P( |M)
° i=1 - - .
dimana M adalah peristiwa dengan P(AMY = 0 dan
P(x&ﬁo
P(.ﬁf"l./ﬂ) =
P(AM)

Misalkan B adalah partisi vang terdiri dariN!B elemen

- B .
J
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N,

U
H(‘ulzj) = - X P(ﬂiig‘j) log P(v’ﬂlﬁﬁ (3-8)
i=1

adalah entropi bersyarat U bila diketahui 3{

Entropi bersyarat U bils diketahul B adalah

N
HU|®) = ¢ P(:Bj) H(*u]:gj_)

j=1
Ini sama dengan ketidakpastian tentang U bila pada
setiap usaha diketahui mana dari peristiwa Bj partisi
B yvang telah terjadi.
Contoh 3-3
Akan ditentukan entropi bersyarat H(®|®B) partisi
elemen & dalam eksperimen pelemparan dadu seimbang

dimana B = [genap,ganjil]. Terlihat

P{f, |genap} = 1/3 bila i genap dan

P{ﬁ}genap} G bila i ganjil

It

P{f |ganjil} = 1/3 bila i ganjil dan

P{ﬁjganjil} 0 bila i genap

Karena itu

H(®|genap) - (1/3log1/3+1/31logl/3+1/310g1/3) = log3

H(®|genap) H(@lganjil)

t

Dan karena P { genap } = F { éanjil ¥y = 0,5 dapat
disimpulkan : H(®|B) = 0,5 log 3 + 0,5 lbg 3 = log 3.
Jadi dalam ketiadaan informasi, ‘ketidakpastian
tentang ® sama dengan A(®) = log 6. Tetapi bila
diketahui bahwa setiap usaha apakah "genap" atau
“ganjil" tampak, maka ketidakpastian menjadi A(®|®B) =

log 3.
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Teorema 3.4_

Bila B < U naka

H(‘H]ﬂ%)‘ =0 (3-9)

Bukti

Karena B adalah penghalusan partisi U, maka
setiap elemen 3j partisi B adalah himpunan
bagian suatu elemen x& partisi U dan akibatnvsa
elemen tersebut saling asing dengan elemen lain.
partisi U, Karena itu ﬂfﬂ = Bj, bila i = k dan
‘ﬂi3j = 0 untuk vang 1lain. Ini mémbawa pada

kesimpulan bahwa

H
w

P(st B ) 1 i
P(# |B ) = LA R

£C3;0 0 i=k
Dan karena plogp = 0 untuk p = 0 dan p = 1, maka
semua suku dalam (3-8) sama dengan nol. karena

itu : H(M|$R = 0 untuk setiap j.
H(‘H]fE} = %I F(.BJ,) H(‘III:BJ,) = 0

Definisi 3.8
Pua partisi ¥ = [ﬂij dan B = [351 disebut
independen bila peristiwa-peristiwa ﬂﬂ dan 3j

independen untuk setiap i dan j.

H(#B) = K(A) F(E)

Teorema 3.5
Bila partisi U dan % independen, maks

H(U|B)Y = H(U) H(B|M) = H(B)




Bukti

P(s# B)  P(S)P(B)
P(E,y - T mE,y TP

P(Jﬁ’i' ].Bj) =

Karena itu

HU|B) = - £ K4 |B) log P(A |8)
| = - % F(ﬂt) log P(ﬁt)
= H(U)
Yg
HU[B) = =7 P(B;) H(U|2;)

N,
= H(‘II[&BJ_)J_g P(:BJ,)

335

= B |  (terbukti)

Dengan cara yang sama dapat ditunjukkan bahwa :

H(B|™) = H(B) sebagai berikut
H(B|# )= - 2 P("BJ-I”J log P(J&j]ﬂ,t)
Karena P(ﬁj[ﬂt) = F(B;) maka
H(B|#) = - z P{(B) log FB)
.: H(B)
Xy,

HOB|W) = 53 P(st) H(B|)

% P(ﬂi) H(E)S

H(®B)

Tecrema 3.6
Untuk sebarang U dan B
HCU.B) = H(U) + H(B)

Bukti

(3-10)
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A = AP = F(B+B + ... +B ) = = #B
i iy 4 2 12} 1 i

L

3

P(xfi) = % P(ﬂiﬁj) P(:Bj) = % P(ﬂi.:gj)

Karena itu

HH = - % P(#i) 1og,r_ P(&fi) = -i>’:j P(-zf.LJBJ.) log P(.zfi)
HBY = - % P(JBj) log P(_-‘Bj} = _t"s,:j P(#i3j) log P(:BJ_)
didapat

HOW+H(B) = - Z P(# B log P(#) + - 2 P(#3B) log F(B)
= - 2 A B Log [P(HHP(E)]

Sedangkan H(M.B) adalah partisi dengan elemen-elemen
.erL:Bj. RKarena itu

H(U.B) = —i§jP(-ﬂfitBj) log P(.ﬁfi.ﬂj)

Untuk membuktikan (3-10) digunakan (3-8) dengan

mengambil a, = P(.#.LJSJ) dan b£= P(afi_)P{Bj). Karena
i.:::_ip(#i.sj) = 1 iE'IjP(‘#i)P(Bj) =1
- ¥ a log a, = - ¥ a log b,
- I XA B) log P(#B) = - F P(AB) log [P(L)IP(E)]

H(U.B)Y £ H(WY + H(B)

terbukti.’
Dapat disimpulkan

A H(U.B) = H(U) + H(B) (3-11)
bhb partisi U dan B independen.i _
Bukti

TerBukti dari (3-10> karena (3-8) adalah

kesamaan bhb a,= bt untuk setiap i. Earena itu (3-11)

adalah kasamaan bhb P(#.Lﬁj) = P(ﬁ.b)P(.Bj) untuk setiap
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i dan j.

- E (A3 log P(l«a_:sﬁ = - I A(#B) log [P(#)B(B))]
HOU.BY) = HCU) + HOB)
terbukti.

Teorema 3.7.
Untuk sebarang M dan B
H(OU.B) = H(B) + HUB) = HOU) + HSB|W
Bukti

Karena P(ﬂiﬁj) = P(-Bj)P(Mt].‘BJ.) naka :

P(.Sj)H(‘lI]JBj) = - % P(ﬁj)P(.ﬂi_|3j) log P(sfi].sj)

11

P(.ﬁfi.Bj)
S E PABY | os prE

-3 P(vdL.Bj)' {log P(.afizj} - log P(Bj}}

= - F K(#B) log K#B) + I K#B) log P(E)

= - P(.:di.fBj) 10g-P(#i,‘Sj) + P(JEj) log P(.:Bj)'

1

Dengan menjumlahkan untuk seluruh j, didapat

% P(»‘BJ.)H(‘HISBJ.) = —i-?jf(ﬁi.ﬁj}log (A3 ) + % P(:Bj)log PCEBD

+

HOU|®BY = H(U.B) - (B
HUM.B)Y = H(B) + H(-‘EI]EB}
Persamaan kedua terbukti karena U.B = B. U

Karena : P(xfi:Bj) = P(dei)B(:leﬂi) maka

1]

P(s£)H(B|#) = - T P(A)P(B|4) log P(B(|#,)

L

P(ﬂi.s-j)
T BB L 108 Bhay

i

- % P(ﬂizj) [log P(ﬁi-?j) ~ log P(#)]
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- ¥ P(#,3) log P(#B) + T P(£3) log ()

- % P(.ﬁ'ich) log P(”i.'Bj) + P(.%fi} log P(ﬂi)

Dengan menjumlahkan untuk seluruh i, didapat :

T P(A)H(B|#) = - = A(#B)log P(HB) + T P(s#)log P(,)

HOB|U) = H(U.B) - HEW

H(UM.B)Y = H(U) + H(B|W

Dari hasil diatas dapat disimpulkan
Untuk sebarang YU dan B maksa :

1. H(B) £ HOU.B) < HYU) + H(B)
2. HOU|B) = HUW)

].
i

3. H(W) - H(U|B) = HCB) - HCB|W)

Bukti :
; 1. H(B) 2 H(U.B) = H(U) + H(B)
‘ Bukti |
Dari teorema 3.5 dan teorema 3.7
H(AL,B) < H(W) + H(B)
| ' | A(U.B) = H(U|B) + H(B)
‘ H(‘lf.ﬂ%) z H(B)
Jadi : A(B) = HU.B) £ AU + H(B)
2. H(U|B) = HW)
Bukti
HU.B) < (M) + H(B)
H(®) + H(U|BY < A(U) + H(B)
H(U|B)y = HW
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3. HCUY - HCU|BY = H(B) - HCB|U)
Bukti
HOU.B) = H(B) + H(U|B) = HU) + HB|UW
H(AM) - H(U|B)

11

H(B) ~ H(B|)

Definisi 3.7
Informasi bersama.
Fungsi
I(U, By = H(UY + H(®Y - H(UB)
disebut infeormasi gabungan ;_:iartisi U dan B.
(N, B\ = HU) - HU|B) = H(B) - HB|W
Dengan jelas dari H(U|B) < H(U), maka :
I(U,%B) 20
(U, 8 dapat diinterpretasikan sebagal
Informasi tentang U yang termuat dalam % “ dan
sama dengan informasi tentang B yvang termusat

dalam U .

Contoh 3-4 :
Dalam eksperimen dadu seimbang H(®|B) adalah
entropi bersyarat _partisi elemen ® dailam
eksperimen pelemparan dadu seimbang dimana B =

[genap,ganjil]. Terlihat

P{ftlgenap} 1/3 bila i genap.

P{filgenap} =0 bila 1 ganjil
P{filganjil} = 1/3 bila i ganjiil
P{f |ganjil} = 0 bila i genap.

Karena itu

H(®|genap) = - (1/3 log 1/3 + 1/3 log 1/3 + 1/3 log 1/3)
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-10g 3.

H

H(®{ganjil)
Karena P{genap} = P{ganjil} = 0,5, maka
H(®|B) = 0,5 log 3 + 0,5 log 3 = log 3

H(®)=-(1/8logl/6+1/8logl/6+1/Blogl/B+1/61logl/6+1/6810g1l/6)

= - log 1/8
=z log ©
HBY = - (1/2 log 1/2 + 1/2 log 1/25
= log 2 _
H(B|®) = 0 sesual dengan teorema 3.4 yaitu ©

penghalusan dari B maka H(B|®) = 0.

Karena itu

(&, B) = HG) - H(S|B)

H(B) - H(B|®S)

i

log 6 - log 3 log 2 - Q

1l

log 2






