BAB 11
HIMPUNAN DAN PEMETAAN

2.1 Himpunan Terbuka dan Tertutup

Definisi 2.1
‘a. Himpunan bagian G %= R adalah himpunan terbuka
jika untuk setiap x<G terdapat persekitaran V dari
% sedemikian hingga ves G....
b. Himpunan bagisn L € R adalah tertutup Jika L.° yéitu

komplemen.dari L terbuka dalam R.

Untuk menunjukan bahwa G S R adalah sebuah

S himpunan_terbuka hal ini cukup menunjukan bahwa untuk

i

setiap titik didalam G mempunyai persekitaran
didalam G.

Untuk menunjukan bahwa L€ R adalah tertutup,
hal ini cukup menunjukan bahwa untuk setiap titik w#L
mempuyai persekitaran diluar dengan L. =
‘Atau dengan kata.lain.L tertutup jika hanya jika untuk
setiap persekitaran yZl, ada £>0 sedehikian hihggé

T eyt Y =L




Teorema 2.1

a. Union dari sembarang koleksi (kumpulan) himpunan
bagian terbuka dari R adalah terbuka.
b. Irisan dari beberapa koleksi himpunan terbuka vang

berhinggé adalah terbuka.
Bukti: .

a. Misalkan { G, : A=N} adalah koleksi (kumpulan) dari

'“ﬁimpunan~di dalam R yang terbuka dan G adalah union .
dari %\- | |

Pandang x<G maka x harus termuat dalam GKO, untuk

kOEN. Karena Gx adalah himpunan terbuka sehingga
o

terdapat persekitaran V dari x sedemikaian hingga

Ve

o

Jika x adalah elemen sembarang dalam G dan GK s @G
<

maka V € G sehingga terbukti bahwa G terbuka.

b Pandang"Gi‘dan Cg-adalah himpunan-terbuka dalam - R .
- dan misal G = G N G, .

Untﬁk menunjukan G .adalah terbuka, ambil =x=G

-sehinéga-xéGi-dan xeGi, Jika . G1 dan .qu himpunan . . .

terbuka maka terdapat & >0  sedemikian hingga

(x¥£1,x+£1):termuat didalam G dan £,>0 .~ sedemikian




hingga (x-£,,%X+&,) termuat didalam G,.

Jika diberikan £>0 yang lebih kecil dari £, dan £,
maka terdapat persekitaran U =(x—s,x+s) sedemikian
hingga U < G1 dan U < Gz- Dengan demikién

x « U = G. Karena x adalah sembarang titik didalam

G maka terbukti bahwa G terbuka.p

Teorema 2.2

‘a. Irisan dari sembarang koleksi himpunan tertutup.

dﬁri R adalah tertutup.

" b.Union dari beberapa koleksi berhingga himpunan

Bukit:i:

tertutup dari R adalah tertutup.

b.

Misal { Lk - »eN } adalah koleksi dari himpunan
tertutup dalam R dan L = n L, maka L = U pf

adalah wunion dari himpunan terbuka. Karena Qf

~~adalah terbuka, maka dengan menggunakan teorema

2.1..a didapat 1 yang terbuka dalam R. Karema L°

adalah terbuka maka terbukti bahwa L tertutup.pn

_An?é?k?n_kfﬁh’Lb""gq adalab.tgrtgtgp dglgm R dan

. ) _ e e el
misal L = IlU IbU;Ibu_.f-J[humaka_ L” = iam L0
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LS e s Karema L oL <L ,....L adalah
3 1 1 2 3 4]
tertutup sehingga didapat Lf,L:,L;, ..... L€ yang
mn
terbuka. Dengan menggunakan teagrema 2.1.b
didapatkan L vang terbuka. Karena 1%  terbuka

sehingga terbukti bahwa L tertutup dalam R.5

2.2 Himpunén Kompak
Definisi Z.Z2

Himpunan K & R adalah kompak jika termuat dalam
union dari koleksi E={Ga} dari himpunan terbuka

dalam R. Sehingga K termuat dalam union dari bilangan

finit(berhingga) dari himpunan dalam I .

Untuk membuktikan bahwa K adalah | himpunan

kompak, harus diselidiki sembarang holeksi ¥ dari

himpunan terbuka vyang unicnnya memuat Kou Dan
menunjukan babwa K termuat didalam union dari bilangan

..%ihit dafi.hiﬁpuhéﬁ”didalam gL

- Dengan kata lain- untuk. menunjukan bahwa D.adalahb. .

himpunan yang tidak kompak, cukup menunjukan  koleksi
kh@sus F dari himpunan terbuka didalam R yang unionnya’
 memuat D tetapi union dari beberapa bilangan finit

dari hiﬁpuhén didalam ¥ wyang tidak memuat D.




Contah 2.1

Misalkan K = { L M 4 My wmemn » H adalah
himpunan bagian dari R yang fimit. Hal ini jelas bahwa
jika £ = { Ga ¥ adalah koleksi dari himpunan terbuka
didalaﬁ £ dan jika setiap titik dari ¥ termueat didalam
heberapa himpunan didalam [ maka paling banyak n

pilihan himpunan. didalam £ vang memuat K dalam

unionya. Dengan demikian K adalah himpunan kompak. 5

Ambil D = [O,0) dan G = (-1,n), untuk neN.
0
Jelas bahwa D = U 6 . Jika G, 6, G, G ¥
1 T 8] n n r
- 1 2 3 k
adalah beberapa subkoleksi yang finit dari ¥ = { G_ ¥

dan_misalkan

M= cup { P s N s M 1 «=rve . ¥ maka
i 2 3
Gu GUuUBU ..., G =6
n H ™ N M
1 2 3 k

~andaikan --M+i-e& D., tetapi.ﬂ&l.e.GM_mdangan_demih;an_”_
tidak ada subkoleksi vyang finit dari £ yang mempunyai

union yvang memuat semua’D. Dengan demikian D adalah

 himpunan yang tidak kompak. g




Definisi 2.3

beberapa persekitaran dari R
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‘a. Himpunan A < R' terbatas jika A termuat didalam

b. Himpunan K < Rﬁ adalah kompak Jika K tertutup

dan terbatas.

Pemetaan

Diberikan himpunan sembarang yang tidak kosong

A dan B, méka perkawanan dari setiap”eleman a=A vang

mempunyai kawan yang tunggal dengan elemen b=B.

Hal ini disebut pemetaan (mapping) atau fungsi

ditulis dengan F : A ——> B .

Elemen beB yang dikawankan dengan elemen

dan

disebut image a terhadap F (atau nilai F pada a)

ditulis dengan F(a) atau a.

Himbunan A disebut domain dan himpunan B disebut

codomain dari F; dan himpunan semua bayangan (image)

_pemetaan F dan ditulis I F atau Aatau F(a).

Dengan demikian I F = A={al] aéA }.

Secara umun A< B , jika setiap elemen pada .

disebut mapping dari A onto B. -

'dafi elemen—elemen pada A didalam B disebut range dari

B

ugdglah_bayangan dari élemen.A vaitu A = B maka F
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5. 8.1 Injektif, Surjektif Dan Bijektif

1. Injektif

. jika setiap elemen a=B mempunyal

2. Surjektif ;

3. Bijektif

kawan vang tunggal di A maka F
adalah into dan pemetaan satu—sdtu.
vaitu jika F(a ) = F(a, ) untuk
ai,aZEA maka &= a,-

F adalah onto dan bukan pemetaan
satu—satu, vaitu jika F(A)=B.

F memenuhi syarat injektif dan

_.surjektif, yaitu:

pemetaan'éatu—satu dan pemetaan

onto.
A —E 5B A —E 5B A —F 58
a -—-—‘r——“"‘a‘im ' : a
1 a R e B a “y '\%/‘ ™1
a_ . "2 a a_ - .8
2 N 2" 2 _;zﬁx” z
)< - aa | — \
8, -~ 8y -~ L~ 85 - 8y
a \. a y""—-—.. 8.3
4 >l __.a a, - 8, T -8,
surjektif bijektif

Cinjektif

gambar 2.1.




12

2.3.2 Fungsi Pembatasan (Restriction Function)

Definisi 34

Misalkan S, adalah himpunan bagian dari 5
vaitu Si < 8. Sedangkan F suatu fungsi dari S

ke T dan G fungsi dari S1 ke T.

F S > T
G S1 > T
Maka fungsi G dikatakan restriksi atau

 pembatasan pada S ., dengan tanda G = Fl5 , bila

hanyva bhila untuk setiap XES1 'berlakﬁiéhi
F(x) = G{x).
Apabila G = F|s, nmaka fungsi

F:858 ——> T disebut suatu extensi dari

G : §———> T lewat himpunan S.

Contoh 2.3

_Ambil 8§ himpunan = bilangan  asli,

S = {1,2,....}. Sedangkan F suatu fungsi dari 8

ke T vang ditentukan dengan aturan

Jika xeS merupakan bilangan - prima maka

F(x) = x , sedangakan Jika x bukan bilangan

éfima?.méké_F(kjmadaléﬁ-ﬁiléhganipriﬁg"“ﬁerkécil_“
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vang lebih besar daripada x.

It
Lo}

misalkan : 3 ————3> F(3)
<y

4 > F(4)

1
1}

Misal kan ‘himpunan bagian S1 dari S adalah
himpunan bilangan-bilangan prima. Maka Ffungsi
dari S5, ke T vyang ditentukan oleh -aturan

¥ ——>% G(x) = x adalah suatu pembatasan dari

F pada 8, . Sehingga G = F{S .

2.3.3 Pemetaan Kontinu

Sebuah bola (atsu open ball) dalam R

. Q O O o
dengan pusat B, T (X, ¥, X, .....xn) dan

radius £>0 adalah himpunan

Dengan demikian didalam R, Bs(pbi adalah sebuah
interval terbuka dengan pusat p, dan panjang 2.
'ﬁi&alam'*hfgm”Bé(poj-'édaiah'”éébudh - lingkaran
terbuka dengan ﬁﬁéét 2; denzan Jari-jari e.
.éedgngkéﬁ aidaiam Rg, Bsfﬁos.édalah gébuah Egia

'terbuka"dengan_pusat'gd"danfjari—jari"e; ‘
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Himpunan U < R' adalah terbuka Jjika untuk
setiap p=U ada bola Bs(p) < U.
Selanjutnya, dikatakan bahwa suatu himpunan
terbuka didalam R yang: memuat suatu titik péU

didalam R disebut persekitaran dari p.

Suatu pemetaan F:UzR —>R dengan
suatu variabel real adalah kontinu pada XOEU,
jika diberikan £>0 terdapat suatu >0 sedemikian

hingga jika |[x-x |<5 maka |F(x)4F(xb)|<s_

dengan dua variabel real adalah kontinu 'pada
(xb,yb)eU, jika diberikan &3>0 dapat ditemﬁkan
&>0 sedemikian hingga Jjika (x—xo)2 + (Y—Y6)2 &,
maka |F(x,¥)-F(x,,v, )| <.

Notasi dari bola diatas yang sesuai dengan

 Demikian pula untuk pemetaan F:UsK ———>R

uraian diatas merupakan kejadian khusus dari
kasus umum sebagail berikut:

Sebuah pemetaan F : U < g > R"

adalah kontinu pada p=U Jjika diberikan 5}0

+terdapat 6>0 sedemikian hingga

”ngs(bj) ¢7B;(F(pf)m”'f

‘Selanjutnya, F dikatakan kontinu didalam U Jika

¥ kontinu untﬁk éemua ti£ik.pEU-;"
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&0

(%“7 — % B

b

gambar 2.2

Diberilkan suatu pemetaan F: R r-—4¥4e—§R,
dapat ditentukan m fungsi dari n  variabel

sebagai berikut:

p:(xl,xz,.....,xh) dan I(p):(y;,yz, ..... yﬁ)
maka dapat ditulis
yizti(xi, SN N IETEERE ymzfm(x1, ....xn)

VFungsi fLﬂJ >R, izl,....m adalah komponen

fungsi dari F.
o oontoh 2.4

1. Misal F:B?f——¥—¥—>F? adalah_pemétaaﬁ

CF(X,¥,2Z) = (~%,-V,"Z)

maka f;(x,y,z) -x , E,(x,¥,2) = =V

£,(2,¥,2) = -2
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7. Migal F:R® ————>R° adalah pemetaan

DN

F(z,v,2) = (®%,¥)
maka f;(x,y,z) = ¥, fé(x,y,z) -y
3. Misal F:R———>R adalsh remetaan

F(x) = (x,v,2)

Proposisi 2.1

Pemetaan F : U « R ——> R" adalah
i71«:051;;&}11.1 dika hanya Jjika untuk setiap himpunan

terbuka V<R", F_i(V) adalah himpunan terbuka.

Misalkan F kontinu dan V adalah terbuka
didalam K", jika F (V) #¢ , ambil p=F (V)
maka F(p)eV dan karena V adalah terbuka maka
terdapat sebuah ball Bs(F(P)) c Vv sehingga

terdapat _Sé.bP?h_ ball Bg(p) sedemikian hingga
' "ﬁ*’k'ss"c_ph < B_(F(P)) c v

dengén demikian BS(p) < F_i(V), maka F (V)

"adalah terbuka.
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Andaikan F 1(V) adalah terbuka untuk setiap
himpunan terbuke V didalam E". Misalkan peU dan
diberikan £>0, maka A = Fui(BsF(p)) adalah
terbuka._Dengan demikian terdapat_é>0 sedemikian

I

hinggs Bé(p) < A nleh karena_itu
F(Bé(p)) < F{A)Y < BE(F(p))

Sehingga dapat disimpulkan bahwa F kontinu.py

Corollary 2.3.1

T

Pemetamn F : U <« R > R

adalah
kontinu jika hanya Jjika untuk setiap himpunan

tertutup A < E™. F*A) adalah himpunan

tertutup.

Teorema 5.3

- Jika K adalah himpunan bagian. yang . kompak. ... .

dari R dan Jjika F : ¥ —

> R adalah kontinu

maka F(K) adalah kompak
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Bukti-

Misalkan ¢ = {Gk} dengan beberapa koleksi
dari himpunan terbuka didalam R yang unionnga
memuat Himpunan F(K). Jika F(K) < UG ini
. berarti bahwa K< UF (G ). Hal ini mungkin
terjadi Eri(GK) bukan himpunan terbuka tetapil
untuk setiap A dapat ditemukan himpunan D, vang
terbuka sedemikian hingga D, 0 K = F (G ) dan
dapat diperoleh sebuah koleksi himpunan terbuka
D, yang unionva memuat K. _ |

'Diberikén himpﬁnan F;f(qk)rdidapat hubungah
dengan D, sebagai berikut:

Untuk x<K sedemikian hingga xeF (G, )
didapat F(x)sG, maka G, adalah persekitaran dari

F(x) dan Jjika F adalah kontinu ~ terdapat

persekitaran Ux dari x sedemikian hingga
F(Q{rﬁ K)y = GA. _
Didefinisikan D, = U(U :xF (G ) 2 K
_ . ® A

Jika union dari beberapa koleksi himpunan

“terbuka adalah'terbuka; maka“himpunan Ek adalah

terbuka. Karena D n K = F_ (G )  sehingga

AN
didapat U D, 2 F_i(G)\) > K

Oleh karena itu Q\-adalah-koleksi dari- himpunan

_terbuka vang unionnya . memuat E. Dengan '

- menggunakan  sifat - himpunan . kompak . untuk -




mendapatkan koleksi finit {Dki, DRZ, ..... I& 3}

dari D& yvang memuat K, maka diperoleh
n p— n.
TR TSRV WGE SR S

Diketahui {G, , G, > ----- G } dari & = {6}
yang memuat FtK), ;al ini me;ujukan bahwa Jjika
£ = 4G} adalah koleksi dari himpunan terbuka
vang memuat F(K), maka ada subkoleksi yang finit

dari himpunan didalam { yang unionnya memuat F{K).

 dengan7 demikian. terbukti . bahwa .F(K) . adalah

kompak.

Homeomorpism

'Lbfiﬂisi 2.5

Pemetaan F adalah homeomorpism Jjika F

adalah kontinu dan F mempunyai invers F* vang
. . %

juga kontinu yang didefinisikan pada himpunan

orbuka

Dikatakan bahwa pemetaan kontinu

F : AcR ——> R adalah homeomorpism onto
F(A)Y, . Jika F adalah. satu-satu . .dan. invers
F' . F(Ay ¢ R - > R' adalah kontinu.




Contoh 2.5

Fungsi F : k —_—> R dengan
 F(x) = 3x + 1 adalah homeomorpisme.

Jdika didefinisikan G{(x) = ;(y - 1) maka dapat
diperiksa bahwa F(G(y)) = y dan G(F(x)) = x
untuk setiap bilangan peal x dan v . Ini

4

berarti bahwa F bijektif, G = F~ dan F,G adalah

kontinu. o

Contoh 2.6

Misal F : K

> R diberikan dengan

F(x,v,z) = (xa,yb,z¢)

F jelas kontinu dan pembatasan F pada sebuah bola
S = {((x,y.2eR’ | L+ 42" = 1)

s —— > R

=

adalah pemetaan kontinu

1

Perhatikan bahwa F(S)

Ellipsoida

B dimans B adalah
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183

E = {(x,v,z)eK | ¥ &

dengan demikian F* adalah kontinu dan'ﬁ adalah
homeomorpiéme dari sebuah - bola onto

ellipgoida E

2.4 Himpunan Connected

Definisi 2.6

i—

Kurva-kontinu &+ Ta, 5] > A < E

disebut

busur dalam A yang menghubungkan a(a) ke a(b),.

Dafinisi 2.7

Himpunan A < R" adalah connected maka hal ini
vidak mungkinuntuk ditulis A = U, U U, dimana U,  dan

.LE adalah himpunan terbuka vang tidak kogsong didalgm“g N

dan U N U =9




conteh 2.7

A adalah kumpulan dari titik (x,y) dari /&, dan

berlaku W v < 1 , berarti A adalah connected.

Proposisti Z.2

Jika himpunan A < R’ adalah connected. dan
misalkan B < A dengan serentak terbuka danm  tertutup

didalam A maka B = ¢ atau - B.= A .

Buktis

&ondaikan B = ¢ dan B = A =eshingga bisa

ditulis A = B U (A — B)., Karena R tertutup didalam A

sehingga A—B terbuka didalam A.

Dengan demikian union dari A tidak terhubung terdiri
atas hi;punan terpbuka B dan A-R.

Kontradiksi dengan definisi himpunan connected,
Jadi pengandaian harus diingkar, yang benar B = ¢ atau -
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Proposisi 2.3

T I

Misalkan pemetaan F : A C F —r R adalah
Lontinu dan A adalah conrected maka F(A) adalah

connected.

Buktis

Diandaikan F(A) tidak connected maka

F{f) = U1 U LE dimanz Uz dan Uz adalah himpunan

© terbuka: yang-salingmasing..Karena F kontinu sehingga

F_1Uﬂ) dan F(Uz) juga himpunan terbuka vyang saliﬁg
asing.
Karena A = F-i(Lg) U F_liLg) sehingoga kontradiksi

dengan A adalah connected. Jadi pengandaian harus

diinagkar. vang benar F(A) adalah tonnected.E]

-

Pefinisi 2.8

Himpunan A < /' adalah arcwise connected Jika @

diberikan - dua - titik-. pyqeh. terdapat _suatu_  busur

didalam A vang menghubungkan titik p ke titik g.




Canteh 2.8

Setiap interval pada garis bilangan real adalah

arcwise connected, untuk &.b dalam interval K. Busur

F(t) = (1-t)a + tb ., ts[0,1]

adalah busur dalam K dengan $itik awal & dan titik

akhiyr b.

. Proposisi 2.4

T

Jika & < R adalah arcwise connected maka A

adalah connected-

Huhtis

Andaikan A tidak connected sehingga A = U1 U U2
dimana L& dan Uz adalah himpunan- terbuka didalam A

vang saling asing-

Misalkan pEUi 'dan"qeuz.-“ﬁarena- A adalah.  arcwise.

_cannected sehingga terdapat busur o :fa,b] ———2 A

yang menghubungkan ritik p ke titik g. Harena o adalah
tontinu B = a(fa,bl) < A adalah connected.
2

Mizalkan \a =& N Ui dan ¥V = B M Uz sehinéga

R = VJJ v;'diﬁana Vi-dan mvé_-adalah himpunan. terbuka




t)
th

yang saling asing didalam B . Kontradiksi, jadi vyang

benar & adalah connected.D

befinisi Z.%9

Himpunan A C &' adalah arcwise connected lokatl
jika untuk setiap peh dan setiap persekitaran V dari p
didalam A terdapat sebuah persekitaran arcwise

conpected U < V dari p didalam A.

contoh 2.9

Heberapsa interval dalam dalam garis bilangan

real adalah lokally arcwise connacted.

Definisi 2.10

Micalkan A C =

dan psA union dari  Semua
himpunan bagian terhubung dari A yang meauat p disebut

.
komponen connected dari A vang memual p.

‘contoh Z.10

. Komponen . dari himpunan bagian

¥ = [—1,0] u.[0,1]

dari garig'bilangan real adalah dua bimpunan [—-1,03
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dan (0,11 adalah komponen connected dari Y yang

memuat O.






