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KONTRAK PERKULIAHAN

Nama Mata Kuliah : Kalkulus |

Kode Mata Kuliah : MAT 103

Pengajar : Dr. Widowati, M,Si
Robertus Hert, M.Si

Semester : 1/2005-2006

Hari Pertemuan/Jam : Selasa, 07.30-09.10
Jum’at, 07.30-09.10

Tempat Pertemuan  Ruang Kuliah E 101 & B103

1. Manfaat Mata Kuiiah

Matematika sebagai ilmu dasar digunakan sebagai alat untuk pemecahan dan
penyelesaian masalah kehidupan sehari-hari termasuk di dalamnya ilmu pengetahuan dan
teknologi. Matematika mempunyai banyak keunggulan: bahasa dan aturannya terdefinisi
dengan baik, penalarannya jelas dan sistematik, dan strukturnya sangat kuat. Dengan
matematika suatu masalah nyata dapat dibuat dalam suatu model yang strukturnya jelas
dan tepat

Kalkulus merupakan suatu mata kuliah dasar yang sangat perlu dikuasai dengan
baik oleh setiap mahasiswa sains dan teknik, sehingga mahasiswa mempunyai pola pikir
ilmiah yang kritis, togis dan sistematik, mampu merancang model matematika sederhana,
serta terampil dalam teknis matematika yang baku dengan didukung oleh konsep,

penalaran, rumus dan metode yang benar.

2. Deskripsi Perkuliahan
Mata kulaih ini merupakan prasyarat untuk matakuliah Kalkulus 1l dan kalkulus

peubah banyak yang membahas sistem bilangan real, himpunan, fungsi, limit fungsi dan



kekontinuan, turunan dan penerapannya, integral, teknik pengintegralan, dan penerapan

integral,

Mata kuliah ini berusaha sejauh mungkin memberikan dasar-dasar teori maupun

yang sangat diperlukan oleh mata kuliah [ain, yang berupa definisi, teorema dan disertai

contoh soal dan penyelesaian serta dilengkapi dengan latihan soal dengan tingkat

kesulitan yang bertingkat.

3. Tujuan Instruksional

3.1 Umum

Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester I), mahasiswa

mempunyai pemahaman konseptual yang benar tentang toptk-topik utama dalam

Kalkulus (limit, kekontinuan, diferensial, integral) beserta teorema dan sifat-sifat

serata teknik-teknik penting didalamnya.
3.2 Khusus

Pada akhir perkuliahan diharapkan mahasiswa mampui:

1.

(]

Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 1), mahasiswa akan
dapat menjelaskan definisi himpunan dan operasi-operasi antar himpunan
Setelah mengikuti kuliah ini {(pada akhir pertemuan ke 4), mahasiswa akan
dapat menjelaskan sistem bilangan real dan aksioma-aksioma di dalamnya,
serta menyelesaikan soal-soal pertidaksamaan biasa maupun pertidaksamaan
dalam harga mutlak.

Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 7) mahasiswa akan
dapat menjetaskan perbedaan sistem koordinat kartesius dan koordinat kutub,
serta menjelaskan definisi fungsi dan mengetahui jenis-jenis fungsi.

Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 10), mahasiswa akan
dapat menjelaskan konsep yang tepat tentang limit dan kekontinuan suatu
fungsi, serta hubungan limit dan kekontinuan.

Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 14), mahasiswa akan
dapat menjelaskan pengertian turunan sebagai suatu limit fungsi, hubungan

turunan dan kekontinuan, aturan rantai, turunan fungsi aljabar,turunan fungsi



invers, turunan fungsi trigonometri, turunan fungsi eksponensial, turunan
fungsi siklometri., turunan fungsi hiperbolik.

6. Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 17), mahasiswa akan
dapat menjelaskan penggunanaan turunan untuk menentukan  nilai
maksimum/minimum, kecekungan fungsi, teorema Rolle, penggambaran
fungsi, bentuk tak tentu limit fungsi, masalah laju yang berkaitan, dan masalah
ekstrem.

7. Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 21), mahasiswa akan
dapat memahami pengertian integral tak tentu sebagai suatu anti turunan,
menyelesaikan soal integral fungsi aljabar, fungsi trigonometri, fungsi
eksponensial, fungsi logaritma dengan teknik integral parsial, integral
sunstitusi trigonometri, integral fungsi rasional, serta menguasai startegi
pengintegralan.

8. Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 25), mahasiswa akan
dapat menjelaskan pengertian integral tentu, dan hubungannya dengan integral
tak tentu dengan teorema dasar kalulus, serta menyelesaikan soal-soal integral
tentu. Selain itu, juga mampu menggunakan integral tak tentu untuk
menghitung luas daerah, menghitung volume benda putar, menghitung

panjang busur suatu kurva, menghitung luas permukaan benda putar.

4. Strategi Perkuliahan

Metode perkuliahan dilakukan dengan ceramah, diskusi dan latihan soal. Lama
perkuliahan 2x 100 menit, masing-masing dialokasikan 50 menit untuk membahas teori
pokok bahasan, 20 menit berikutnya dikusi, dan 30 menit sisanya untuk memberikan
kesempatan kepada mahasiswa untuk mengerjakan latihan soal. Mahasiswa yang

mengikuti perkuliahan sebanyak 33 mahasiswa.

5. Referensi

I. Edwin J Purcell, Dale Varberg, Calculus With Analitic Geometry, Prentice-Hall. Inc,
New York, 1987

2. Frank Ayres, Calculus, Mac. Graw Hills, 1964



3. Louis Leithold, Calculus With Analytic Geometri, Harper and Row Publisher, New
York

4. K.A. Stroud, Engeenering Mathematics, MacMillan Press Ltd, 1987.

5. James Stewart, Calculus, Fourth Edition, Brooks/Cole Publishing Company, 1999

6. Tugas
Tugas diberikan kepada mahasiswa setelah selesai membahas setiap poko bahasan. Tugas

merupakan salah satu komponen penilaian.

7. Kriteria Penilaian,
Kriteria penilaian yg digunakan adalah :

[. Nifai A :91-100

2. Nilai AB :81-90

3. Nilai B : 71-80

4. Nilai BC :61-70

5. Nilai C :51-60

6. Nilai CD :41-50

7. Nilai D :31-40

8. Nilai E <30

Dalam menentukan nilai akhir akan menggunakan pembobotan sebagai berikut

I. Tugas/Kuis :20%
2. Evaluasi tengah semester  : 40%
3. Evaluasi akhir semester 140 %

Bila setelah diakumulasi, total ketiga komponen penilaian tersebut masih kurang, nilai
keaktifan ketika mahasiswa maju menyelesaikan soal yang diberikan, dapat ditambahkan,

sehingga peluang seorang mahasiswa mendapat nilai kurang dapat diminimalisir.

8. Jadwal perkuliahan

MINGGU MATERI PERKULIAHAN PENGAMPU
| Pendahuluan,  Latar  Belakang, Ruang | Dr. Widowati, M.Si
Lingkup, Kompetensi Kalkulus I Robertus Heri, M.Si

i Definisi Himpunan, Relasi dan Operasi Antar | Dr. Widowati, M.Si
Himpunan Robertus Heri, M.Si

il-1v Aksioma _Lapangan, Komponen Bilangan | Dr. Widowati, M.Si




Real, Aksioma Urutan, Aksioma Kelengka-
pan, Bentuk Umum Pertidaksamaan, Harga
Mutlak, Pertidaksamaan dalam Harga Mutlak

Robertus Heri, M.Si
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Limit  Fungsi Trigonometri, Limit Tak | Robertus Heri, M.Si
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iX UJNAN TENGAH SEMESTER Panitia Ujian.
IX Kuliah Wawasan Dr. Suryasatriva
Trihandaru, M.Sc
X-XI Masalah-masalah  yang Berkaitan dengan | Dr. Widowati, M.Si
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Penerapan di Bidang Ekonomi
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Teknik Pengintegralan Robertus Heri, M.Sj
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TUJUAN INSTRUKSIONAL

Umum
Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester 1), mahasiswa
mempunyai pemahaman konseptual yang benar tentang topik-topik utama dalam
Kalkulus (limit, kekontinuan, diferensial, integral) beserta teorema dan sifat-sifat

serata teknik-teknik penting didatamnya.

Khusus
Pada akhir perkuliahan ini (pada akhir pertemuan ke 1), mahasiswa akan dapat

menjelaskan definisi himpunan dan operasi-operasi antar himpunan



1. HIMPUNAN

Sebelum memulai pembahasan bilangan real, akan dibahas terlebih dahulu
pengertian himpunan,

Himpunan adalah kumpulan obyek yang memenuhi sifat-sifat tertentu. Obyek dari
himpunan S disebut elemen atau anggota dari S dan dilambangkan dengan e, Himpunan
yang tidak mempunyai elemen disebut himpunan kosong atau mull set, disimbolkan
dengan &.

Jika a adalah elemen dari himpunan S, ditulis a € S dan dibaca “a elemen $” atau
“a di dalam §”. Sedangkan untuk menyatakan bahwa a bukan elemen S ditulis a ¢ S dan
dibaca “a bukan elemen §™ atau “a bukan di dalam S”..

Suatu himpunan dapat disajikan dalam dua cara yang berbeda. Sebagai contoh,
misalnya himpunan A mempunyai elemen 0,1,2,3,4,5. Penyajian pertama untuk A adalah
A={0,1,2,3,4,5} dan dibaca “A adalah himpunan yang memuat elemen 0,1,2,3,4,5".
Penyajian yang lain adalah A={x/x adalah bilangan bulat non negatif yang kurang dari 6}
dan dibaca “A adalah himpunan semua x dimana x adalah bilangan bulat non negatif
yang kurang dari 6”.

Sekarang perhatikan himpunan C={2,3} dan D={2,3,5} dimana setiap elemen C
Juga di dalam D. Ketika elemen-elemen himpunan C juga merupakan elemen himpunan
D, dikatakan bahwa C himpunan bagian (subset) D dan dinotasikan dengan C < D.
Himpunan dari semua himpunan bagian dari suatu himpunan disebut himpunan kuasa.
Himpunan kuasa dari D adalah {&, {2},{3},{5},{2,3}, {2,5},13,5},{2,3,5} }. Perhatikan

bahwa himpunan kosong (@) merupakan himpunan bagian dari setiap himpunan.

1.1 Relasi Antar Himpunan
Relasi yang mungkin terjadi antara dua himpunan adalah:
* Berpotongan
Dua himpunan A dan B dikatakan berpotongan bila antara himpunan A dan B

terdapat elemen yang sama.
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Saling Lepas

Himpunan A dan B dikatakan saling lepas jika antara himpunan A dan B tidak
terdapat elemen yang sama

Sama

Dua himpunan A dan B dikatakan sama bila elemen himpunan A sama dengan
elemen himpunan B

Ekivalen

Dua himpunan A dan B dikatakan ekivalen bila himpunan A dan B mempunyai

clemen yang sama banyak, tapi elemen-elemen itu tidak sama.

1.2 Operasi Antar Himpunan

+

L

Irisan dari Dua Himpunan (Intersection)
Irisan (intersection) dari A dan B, dan dinotasikan dengan AUB adalah himpunan
yang anggotanya elemen-elemen himpunan A dan B
Penyajian dafam notasi matematik adalah sebagai berikut
xeAUB < xgAdan xeB
Gabungan Dua Himpunan (Union)
Gabungan (Union) himpunan A dan B, dinotasikan dengan AnB adalah
himpunan yang anggotanya elemen anggota A atau B
Penyajian dalam notasi matematik adalah sebagai berikut
Xt AnB< xegAatau xeB
Selisih Dua Himpunan
Selisih dua himpunan A dan B dinotasikan dengan A-B adalah himpunan yang
anggota-anggotanya merupakan anggota himpunan A tapi bukan merupakan
anggota himpunan B
Penyajian dalam notasi matematika adalah sebagai berikut
XeA-BoxeAdanx g B

Komplenen



Komplemen dari himpunan A didefinisikan sebagai himpunan selain himpunan A
g p p

tapi masih dalam semesta pembicaraan. Komplemen A ditulis A°. Penyajian

dalam notasi matematika adalah sebagai berikut

A'={x/xgA, xeS8}

Soal-soal Iatihan

1.

[Wh]

Jika D = {0,4,7} kita katakan 7€ D dan {7} ¢ D, tetapi bukanlah 7¢ D .

Tentukan mana yang benar diantara pernyataan berikut:

a.4eD ¢ $eD f 0eD h. 4e{4}

b. 4cDd ¢cD g. 0cD . 09

Misalkan himpunan semesta S ={x Ix bilangan ganjil positif} tentukan A< bila
a. A={]} c. A=1¢

b. A={13,57 d. A=8§

Misalkan A = {1,2,3}, B = {2,4,6}, C = {3,4,5} tentukanlah:
aAuBbAUC c.CubD dAUBuUC e AnBuC
fANB gANnC h.Cn D LAuBnC FANBuUC
Diketahui S = {0,1,2,3,...,8,9}, A = {0,1,2,4,8}, B = {0,3,5,7} tentukanlah:

a. (S-A)Nn(5-B) b. (S-A)U(S5-B)

c. Au(S~A) d. An(S-A)

Tentukanlah syarat agar operasi antar himpunan A dan B ini dipenuhi :

a. AnB=¢ b. ANB=U c. AUB=U
d. AUB=¢ e. AMB=A LAUB=A
2. Ard=o h AnU=A i AuU=U
j. AuU=A k. Aup=U L AUp=0



dimana U himpunan semesta.

6. Buktikanlah :

a. (ANB)NB =4

b. |P€ u(PmQ)]C =PnQ°
c. (ANB)U(ANBY)=A
7. Dalam suatu survey pemakaian sabun cuci pada 1.000 rumah tangga diperoleh data
sebagai berikut
550 rumah tangga memakai sabun detergen A
480 rumah tangga memakai sabun cuci cap B
600 rumah tangga memakai sabun detergen C
250 rumah tangga memakai sabun detergen A dan sabun cuci cap B
380 rumah tangga memakai sabun detergen C dan sabun detergen A
110 rumah tangga memakai sabun detergen C dan sabun cuci cap B
Berapa rumah yang memakai ketiga macam sabun tersebut (A,B,C)
8. Dalam pertemuan 60 orang mahasiswa suatu universitas disediakan minuman merk A
dan B, setelah diadakan pencatatan ternyata :
30 orang minum A
25 orang minum B
15 orang minum A dan B
Buatlah diagram Venn dan hitunglah:
a. Berapa orang yang tidak minum apa-apa
b. Berapa orang yang minum A saja

¢. Berapa orang yang minum B saja



9. Dari hasil wawancara di suatu daerah duiperoleh data mengenai prosentase pembaca
majalah X,Y,Z sebagai berikut:
30% membaca majalah X
50% membaca majalah Y
70% membaca majalah Z
40% membaca majalah X dan Z
30% membaca majalah Y dan Z
20% membaca majalah X dan Y
[0% membaca majalah ketiga-tiganya
Pertanyaan:
a. Berapa persen yang membaca tepat dua majalah

b. Berapa persen yang tidak membaca salah satupun dari ketiga majalah tersebut.



TUJUAN INSTRUKSIONAL

Umum
Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester [), mahasiswa
mempunyai pemahaman konseptual yang benar tentang topik-topik utama dalam
Kalkulus (limit, kekontinuan, diferensial, integral) beserta teorema dan sifat-sifat

serata teknik-teknik penting didalamnya.

Khusus
Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 4), mahasiswa akan dapat
menjelaskan sistem bilangan real dan aksioma-aksioma di dalamnya, serta
menyelesaikan soal-soal pertidaksamaan biasa maupun pertidaksamaan dalam

harga mutlak.
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2. SISTEM BILANGAN REAL

2.1 Sistem Bilangan Real
Sistem bilangan real R adalah himpunan bilangan real yang disertai dengan
operasi penjumlahan dan perkalian, sehingga memenuhi aksioma tertentu. Terdapat tiga
aksioma dalam sistem bilangan real, yaitu:
a. Aksioma Lapangan
b. Aksioma Urutan.

¢. Aksioma Kelengkapan.

a. Aksioma Lapangan
Operasi penjumlahan dan perkalian yang berlaku pada R memenuhi aksioma:

*Jika a, b € R, maka a+b € R dan ab ¢ R (Tertutup terhadap penjumlahan dan
perkalian).

+Jika a,b € R, maka atb=b+a dan ab=ba (Komutatif terhadap penjumlahan dan
perkalian)

+Jika a, b, ¢ ¢ R maka (at+b)+c=a+(b+c) dan (ab)e=a(bc) (asosiatif terhadap
penjumlahan dan perkalian)

* Terdapat 0 dan | yang merupakan & R, sehingga a+0=a dan a.]=a untuk setiap a €
R.

#Jika a ¢ R terdapat —a ¢ R sehingga a+(-a) =0 (Terdapat unsur invers terhadap
penjumlahan)

+Jika a & R dan a=0, terdapat a' ¢ R sehingga a a’'=| (Terdapat unsur invers
terhadap perkalian)

¢ Jika a,b,c ¢ R, maka a(b+c) =ab+ac (Distributif)

Teorema 2.1
* Jika a=b maka a+c=b+c dan ab=ac
+ Jika atc=b+c maka b=c

+ Jika ab=ac, a#0 maka b=c



*+ a(b-c)=ab-ac
* -(-a)=a dan untuk a=0, (a’')'=a.
¢ a.0=0.a=0, a(-b)=-a(b)=-ab, (-a)(-b)=ab.

+ Jika ab=0 maka a=0 atau b=0

*

<ad=be, bz0,d=0

o | »
oo

b. Komponen Bilangan Real
Berikut ini disajikan himpunan-himpunan penting dari bilangan

* Himpunan bilangan asli: {1,2,3,...} digunakan untuk menghitung banyaknya
obyek suatu himpunan. Dinotasikan dengan N={1 253,03

* Himpunan bilangan prima: {2,3,5,7,...} yaitu himpunan bilangan yang hanya
mempunyai dua faktor, yaitu [ dan dirinya sendiri.

* Himpunan bilangan komposit: {4,6,8,9,...} yaitu himpunan bilangan asli yang
mempunyai lebih dari dua faktor.

¢ Himpunan bilangan cacah: {0,1,2,3,...} yaitu himpunan bilangan asli beserta
angka nol.

* Himpunan bilangan bulat: Z={...,-2,-1,0,1,2,...}. Himpunan bilangan cacah
disebut juga dengan himpunan bilangan bulat non negatif.

* Himpunan bilangan genap: {...,-4,-2,0,2,4,...} yaitu himpunan bilangan bulat
kelipatan dua

+ Himpunan bilangan ganjil: {...,-3,-1,1,3,...} yaitu himpunan bilangan bulat bukan

kelipatan dua.

¢ Himpunan bilangan rasional; Q={x/x:%, a dan b adalah bilangan bulat dengan

b0} Jika a habis dibagi b maka disebut bilangan bulat dan bila a tidak habis
dibagi b disebut bilangan pecahan. Bilangan rasional selalu mempunyai bentuk
desimal yang  berulang (repeating) atau bentuk desimal yang berakhir
(terminating).

* Himpunan bifangan irasional, yaitu himpunan bilangan yang anggotanya bukan

bilangan rasional, bukan hasil bagi antara bilangan bulat dan bilangan asli.



s 2 yang merupakan panjang sisi miring dari segitiga siku-siku dengan sisi siku-
sikunya masing-masing 1, dan n yang merupakan perbandingan dari keliling
lingkaran dan panjang diameternya adalah contoh bilangan irasional.

¢ Himpunan bilangan rasional dan himpunan bilangan irasional bergabung
membentuk himpunan bilangan real R,

Himpunan bilangan real dan komponen-komponennya dapat Juga disajikan dengan

diagram berikut:

prima genap

cacah

Keterangan
R: bilangan asli
R Q: bilangan rasional

Z: bilangan bulat

N: bilangan asli
ecahan

komposit

c. Alkstoma Urutan
Berdasarkan aksioma ini bilangan real dapat divrutkan dari kecil ke besar. Aksioma
ini juga merupakan dasar untuk menyelesaikan suatu pertidaksamaan.
Pada R terdapat himpunan bagian yang disebut bilangan positif, yang memenuhi
aksioma:
¢ Jikaa e R, maka a=0, atau a positif atau —a positif

* Jumlah dan hasil kali dua bilangan positif adalah bilangan positif.

Definisi 2.1

Misalkan a dan b bilangan real
* Bilangan a dikatakan lebih besar dari b ditulis a>b
* Bilangan a dikatakan lebih kecil dari b ditulis a<b
* a<h jika a<b atau a=b, dan a=b jiak a>b atau a=b.

*+ Pernyataan yang dihubungkan dengan >,<,>.<, disebut pertidaksamaan.



* Bilangan real a dikatakan negatif jika —a positif,

Teorema 2.2
Misalkan a,b,c dan d bilangan real, maka:

a. a<bdanb<c=>a<c (transitif)

b. a<bdancsembarang=a+c<b+c

c. a<bdanc<d=a+c<b+d
d. a<bdanc>0=>ac<be
e. a<bdanc<0O=>ac>be

f. O<a<bdan0<c<d= ac<bd

g. 0<a<bataua<b<0:>l>l
a

Selain bilangan nol, positif dan negatif terdapat juga bentuk akar, yaitu bilangan yang

berbentuk 2./;, n=1,2,3,... yang hasilnya bukan bilangan rasional.

Bilangan berbentuk akar didefinisikan sebagai berikut

Definisi 2.2

+ Akar kuadrat dari bilangan positif a (\/;{) didefinisikan sebagai bilangan positif x
yang memenuhi x’=a

+ 4fa dengan n genap positif didefinisikan sebagai bilangan positif x yang
memenuhi x"=a

¢ Akar kubik dari bilangan positif a (%/E) didefinisikan sebagai bilangan real x
yang memenuhi x’=a

o tfa dengan n ganjil positif didefinisikan sebagai bilangan real x yang memenuhi

xn:a

Contoh

* /9 bukan merupakan bentuk akar karena hasil +/9 adalah bilangan rasional dan

menurut definisi +/9 =3



+ Sesuai definisi 3/~ 125=-5, karena -5 adalah bilangan real yang memenuhi
(-5)’=-125

d. Aksioma Kelengkapan
Aksioma ini menyatakan bahwa, setiap himpunan bagian tak kosong R yang terbatas
di atas selalu mempunyai batas atas terkecil , dan setiap himpunan bagian tak kosong

R yang terbatas di bawah selalu mempunyai batas atas terbesar.

Definisi 3
¢ Himpunan tidak kosong Sc , dikatakan terbatas di atas, bila terdapat bilangan
real b sehingga x<b, untuk setiap x&S.
Sebaliknya dikatakan terbatas di bawah, bila terdapat bilangan real a sehingga
x2a, untuk setiap xe$
* Bilangan real b disebut batas atas terkecil (supremum) dari himpunan tidak
kosong S dan ditulis b=sup$, bila b adalah batas atas S, dan batas atas yang
fain lebih besar atau sama dengan b.
Sebaliknya, bilangan real a disebut batas bawah terbesar (infimum) dari himpunan
tidak kosong Sc  dan ditulis b=infS, bila b adalah batas bawah S, dan batas atas
yang lain lebih kecil atau sama dengan a.
Aksioma inilah yang membedakan bilangan real dan bilangan rasional. Perhatikan

contoh berikut ini.
Pendekatan +/S disajikan oleh himpunan berikut

A={2,2;2,23; 2,236, 2,236; 2,23607; 2,236079; 2,2360797;...}
Himpunan A ini terbatas di atas oleh bilangan \E; 2,5; 3; 3;... Batas atas terkecilnya
adalah /5. Bila semesta pembicaraannya adalah bilangan rasional, berarti A tidak
mempunyai batas atas terkecil. Mengapa?. Karena NG bilangan irasional.
Apa artinya?, Bahwa bila semesta pembicaraannya adalah bilangan rasional, batas

atas terkecil tidak selatu ada, sedangkan bila semesta pembicaraannya bilangan real,

batas atas terkecilnya pasti ada. Pada contoh A, bila semesta pembicaraannya

20



bilangan real, batas atas terkecilnya adalah /5 , karena bilangan irasional termasuk

bilangan real.
e. Interval

Interval (selang) didefinisikan sebagai himpunan bilangan real yang memenuhi
pertidaksamaan tertentu. Ada dua macam interval, yaitu interval hingga dan tak hingga.
Interval hingga adalah himpunan bagian dari yang terbatas di bawah atau di atas.

Sedangkan interval tak hingga tidak terbatas di atas atau di bawah,

Interval hingga Interval tak hingga
(a,b)={xe /fa<x<b} € - (aw)={xe /x»a} —fF—>
(a,b]= {xe /a<x<b} ? t]) (-o0,b)= {xe /x<b} 4;—
[a,b)= {xe /a<x<b} ? l; fa,0)= {xe /x=>a} —{‘“Hb
[a,b]= {xe /fa<x<b} ? Er {-c0,b]= {xe /x<b} a%ﬂb—
a
(~08,00)= >

f. Bentuk Aljabar
Bentuk aljabar adalah suatu bentuk yang diperoleh dengan sejumlah hingga operasi
aljabar atas peubah, konstanta dan parameter,
¢ Peubah (variable) adalah notasi yang mewakili suatu unsur dalam suatu
himpunan.,
+ Konstanta adalah adalah notasi yang mewakili suatu unsur dalam himpunan
berunsur satu.
+ Parameter adalah notasi yang mewakili unsur dalam himpunan konstanta.
Misalkan diketahui bentuk aljabar x*-4x+c, maka x disebut peubah, -4 disebut konstanta,
dan c disebut parameter (bila ¢ adalah unsur dari suatu himpunan) atau dapat pula

disebut konstanta (bila ¢ adalah bilangan tertentu).

Latihan

I. Ubahlah bilangan desimal berikut dalam bentuk pecahan
a. 27,27272727...
b. 0,329999999...
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c. 17,153153153...
2. Bila pernyataan berikut benar, berikan argumentasinya. Bila salah berikan alasan
penyangkalannya
a. Jika x=2 maka x*=4
b. Jika x*=4 maka x=2
c. lJika x<2 maka x*<4
d. Jika x>2 maka x*>4
e. Jika x*<4maka x<2
f. Jika x*>4maka x>2
g. Jika -2<xs1 maka O<x®<4

3. Mana langkah dari rangkaian proses pengerjaan berikut yang salah

a. x=4.. (1
x*=16... (2)
x*-dx=16-4x... (3)
X(x-4)=-4(x-4)... (4)
x=-4... (5)
d=g (6)

b. 0=0+0+0+0+... (1)
0=(2-2)+(2-2)+(2-2)+... (2)
0=2+(-242)+(-242)H-2+2)+...  (3)
0=2-+0+0+0+... 4)
0=2... (5)

2.2 Pertidaksamaan

AK) _ Ck)
B(x) D(x)

Bentuk umum pertidaksamaan satu peubah real adalah , dengan A, B,

C, D keempatnya adalah suku banyak dalam x (tanda < dapat berubah >, <, atau ),
Solusi dari suatu pertidaksamaan adalah suatu interval dalam x.

Langkah penyelesaian suatu pertidaksamaan.:

bl
1. Ubah bentuk pertidaksamaan semula menjadi % <0
X
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Uraikan P(x) dan Q(x) menjadi faktor-faktor linearnya

3. Tentukan tanda pertidaksamaan pada garis bilangan
4. Tentukan solusinya dalam bentuk interval.
Contoh

Tentukan solusi pertidaksamaan berikut:

,
a. 2<x°-x<6

h. x——<1
X
. x-f*lS X
X—2 x+3
d x—ZSx+l
xz X+3

2.3 Nilai Mutlak

X, xz0

Nilai mutlak x, ditulis ]x|didef"misikaﬂ dengan !x| =
-x, x<0

Interpretast yang lain terhadap Ix| adalah

# |x|= maksimum{-x,x}

x|=\/x—2

o |‘<| = jarak antara titik x dan 0

+
'..

|x — ¢|= jarak antara titik x dan ¢
Sifat Nilai Mutlak
Untuk setiap bilangan real x berlaku
i [x=0ex=0
i, [x/z0
iii. Jika a>0, maka

2 9
a |x|<ao -a<xgaeox®<a’
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b. [xzao x>aataux<-aex?2a

iv. Ketaksamaan segitioa
a. |x+y|<|x|+|yl
b [x~y| <[x]+y]
o [x[-[y]<[x-y]
d. x| - |y x|
v. Untuk setiap bilangan real x dan y berlaku
a. [xy] =[xy
x|_ ¥l

—=—,y#0

b. ,
vl ]y

Contoh
Selesaiakan setiap soal berikut

I, Menurut definisi tuliskan bentuk berikut tanpa notasi harga mutlak

a. |3x + 2[
b. 2xl+|x—1f

c. '2|x ~ 1|+ x|

2. Vx?—4x+4=2-_x

2.4 Pertidaksamaan Dalam Nilai Mutlak
Penyelesaian pertidaksamaan dalam harga mutlak adalah dengan menggunakan
definisi harga mutlak, mengubah pertidaksamaan, sedemikian sehingga notasi harga

mutlak tidak ada lagi dalam pertidaksamaan tersebut.

Misalkan untuk menentukan solusi dari |3x—2| >1, (xz —x‘ <2 dapat digunakan sifat

harga mutlak iii (a) atau iii (b).
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Jika diketahui soal 2}x| +|xW1l <2 (pertidaksamaan yang memuat lebih dari satu harga

mutlak), maka solusinya dapat dicari dengan menggunakan definisi harga mutlak, dan
menerapkannya pada garis bilangan.
Contoh

Tentukan solusi dari pertidaksamaan berikut

x[x| <|x - 2]

2. 2x-3|s|x+2]
3. 2S{x2—-xlsé
4. 3x|<jx-1+5

5. 2x -1 ~|x-1| <]
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TUJUAN INSTRUKSIONAL

Umum
Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester 1), mahasiswa
mempunyai pemahaman konseptual yang benar tentang topik-topik utama dalam
Kalkulus (limit, kekontinuan, diferensial, integral) beserta teorema dan sifat-sifat

serala teknik-teknik penting didalamnya.

Khusus
Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 7) mahasiswa akan dapat
menjelaskan perbedaan sistem koordinat kartesius dan koordinat kutub, serta

menjelaskan definisi fungsi dan mengetahui jenis-jenis fungsi.
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3. SISTEM KOORDINAT DAN FUNGSI

3.1 Sistem Koordinat Kartesius

Sembarang titik pada bidang diukur terhadap dua garis lurus yang saling tegak furus
yang keduanya beririsan di satu titik 0 (Gambar 3.1). Kedua garis lurus ini disebut sumbu
koordinat, Garis mendatar disebut sumbu horisontal (sumbu x) dan setiap titik yang ada
padanya dinotasikan dengan x, dimana semakin ke kanan semakin bertambah besar.
Garis tegak disebut sumbu vertikal (sumbu y) dan setiap titik yang ada padanya
dinotasikan dengan , dimana semakin ke atas semakin besar. Titik dimana x dan y
keduanya 0 disebut titik asal dan dinotasikan dengan O.

Jika P adalah sembarang titik pada bidang, maka melalui titik P dapat dibuat garis
yang tegal lurus dengan sumbu koordinat. Misalkan garis memotong sumbu x di titik a,
dan memotong sumbu v di titik b, maka a disebut koordinat x dan y disebut koordinat y.
Pasangan (a,b) disebut pasangan koordinat, Koordinat x dj setiap titik pada sumbu y
selalu 0, demikian juga koordinat y di setiap titik pada sumbu x selalu 0. Koordinat titik
asal adalah (0,0).

6a Titik asal membagi sumbu x menjadi

4Y—sumbuypositif R
4 sumbu x positif di sisi kanan dan sumbu x
kuadranll kuadran I negatif di sisi kiri. Titik tersebut juga
sumbu ‘\Iegm'rtitik sal SumbT positif membagi sumbu y menjadi sumbu y positif
x . . 0
» di sebelah atas dan sumbu y negatif di

-3 -2 -1 1 2 3

. h. u koordinat membagi
=2 [¢—-sumbu y negatif sebelah bawah. Sumbu ko t membag

bidang menjadi empat bagian yang disebut
kuadran 111 -4 kuadranlV
kuadran yang arahnya berlawanan dengan

-5 arah jarum jam.
Gambar 1 J J

a. Jarak antara dua titik pada bidang

Misalkan diketahui P(x,,y;} dan Q(x2,y2), maka jarak anata P dan Q adalah

d =|PQ|=\}(X2 —x)? +(yg —y1)?
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Conteoh

Jarak antara A(2,4) dan B(-1,6), maka

AB|=\/(~I—2)2 +(6-4)2 =914 =13

b. Garis Lurus
Bentuk umum persamaan garis lurus ax + by +¢ = 0, dengan a dan b tidak semuanya nol.
Dari bentuk umum ini:

¢ bila garis sejajar sumbu y, persamaannya x=a

¢ bila garis sejajar sumbu x, persamaannya y=b

¢ Dbila garis tidak sejajar salah satu sumbu, persamaannya y=mx+c.

* bila garis melalui (0,0), persamaannya ax+by=0

¢ bila garis melalui (x1,y/) dan bergradien m, persamaannya y-y =m(x-x,}

X AT X

¢+ bila garis melalui (x;,y;} dan (x2,y2), persamaannya Y
Ya©yy X2 Xy

Misalkan terdapat dua garis k: ax+by+c=0 dan garis I: px+qy+r=0, maka

¢ kdan | sejajar (k//1), jika 2- b # < dan berimpit {k=I}, jika 2 b =¢
p q r P q r
... a b | b
¢ kdan | berpotongan, jika — = — dan berpotongan tegak lurus, jika — = ——
P ¢ p q

. a
Persamaan umum garis lurus adalah ax+by+c=0, atau y=mx-+d, dengan m :_B dan

c . . . .
d :—Wg. Besaran m disebut gradien garis yang menyatakan tangen sudut antara garis

dengan sumbu x positif]

¢. Jarak titik ke garis.
Jarak dari titik A(xo,yo) ke garis dengan persamaan k: ax+by+c=0, adalah
d(A,k) = axo +byg ¢
a® +b?
d. Grafik
Grafik dari sebuah persamaan atau pertidaksamaan yang memuat peubah x dan y adalah

himpunan semua titik P(x,y) yang koordinatnya memenuhi persamaan atau pertidaksama-
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an itu.

Gambar 3.2a merupakan grafik keliling lingkaran, dimana setiap titiknya memenuhi

. 2 2 N
persamaan lingkaran x™+y™=1, sedangkan gambar 3.2b menyatakan grafik luas lingkaran,

. . . e . 2
dimana setiap titiknya memenuhi persamaan x* +y’<|

X +y?=1

Gambar 2a

Latihan

X +yst

_—’""
=3+—""" Gambar 2b

I. Tentukan persamaan garis yang gradiennya -1/3 dan mefalui titik potong garis y=x

dan garis y=6-2x.

berjarak 2 satuan dari titik (0,0)

3. Bila diketahui titik A(1,2), B(3,-4), C(-2,0), tentukan

a. persamaan garis g melalui A dan sejajar BC

b. persamaan garis melalui titik tengah AB dan tegak lurus g

c. jarak dari A ke garis BC
d. luas segitiga ABC
4. Gambarkan grafik

a y-1sx<y+l1

jox

=l

e

[5

y <[]

. |y| < 2|x[

Tentukan persamaan garis yang membuat sudut >/, dengan sumbu x positif dan
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3.2 Sistem Koordinat Kutub
Dalam mendefinisikan koordinat polar, pertama ditetapkan terlebih dulu titik asal O
yang disebut pole, dan sinar awal dari O.

Setiap titik P dalam koordinat polar ditulis

P(r,0)
P(r,0). dimana r menyatakan jarak berarah
r dari O ke P, dan 6 menyatakan sudut
8 \ berarah dari sinar awal ke sinar OP, yang
O sinar awal .
arah positifhya, berlawanan arah dengan
Gambar 3

arah jarum jam
Seperti halnya pada trigonometri, sudut yang menyatakan posisi suatu titik tidaklah
tunggal. Perhatikan contoh berikut

Misalkan titik P yang berjarak 2 satuan dari
PROHE, -11/6) O dengan posisi sinar 0=1/6 dan ditulis
P(2, n/6), dapat juga ditulis P(2,-117/6).

Posisi sinar 7/6 dan -117/6 sama saja,

O sinar awal 0=0 ] .
bedanya kalau -117/6 diukur dari 8=0

dengan arah searah jarum jam, jadi

Gambar 4 bertanda negatif. (Gambar 3.4)

Meskipun r menyatakan suatu jarak, namun jarak tersebut adalah jarak yang berarah,
sehingga r bisa saja negatif, bila arah sinarnya berlawanan (berbeda 180%), denga arah
mufa-mula.
Perhatikan Gambar 3.5. Misalkan kita
akan menggambar titik P dengan koordinat
/6 (2,71/6), maka itu dapat juga digambar
0 dengan cara sbb: karena n/6 berbeda nt

radian dengan 7n/6, maka jarak
P2, Tr/6y=P(2, berarahnya berubah menjadi -2. Jadi titik P
dapat juga digambar dengan dengan

Gambar 5 koordinat (-2,7/6).

30



Dapat pula, koordinat polar disajikan dalam bentuk r=a saja atau 6=0, saja. . Persamaan
r=a menyatakan menyatakan suatu lingkaran dengan jari-jari |a|
Sedangkan 0=8¢ menyatakan suatu garis mefalui O yang berarah 8 dengan panjang dari

-0 sampai dengan co.

Contoh
I Jelaskan apa artinya pernyataan ini dan gambarkan grafiknya
a. = dan r=-1
b. 0=n/6, 6=77/6, 0=-51/6
2. Gambarkan grafiknya ketidaksamaan berikut
a.1<r<2 dan 0<0<n/2
b.-2<r<3 dan 8=n/6
c. =0 dan O=n/4
Penyelesaian
I. =] dan r=-1 keduanya menyatakan lingkaran dengan pusat O dan jari jari | (Gambar
3.6a)
O=n/6, 0=77/6, 0=-51/6 ketiganya menyatakan panjang garis tak hingga yang arahnya

7/6 dari sinar awal. (Gambar 6b)

any e
N S

Gambar 6a Gambar 6b
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7 i
/3
/2

i r<0

Gambar 7a Gambar 7b Gambar 7¢

a. Hubungan Antara Koordinat Kartesius dan Koordinat Polar
Hubungan antara koordinat kutub dan polar dijelaskan oleh Gambar 3.8, dan

persamaan berikut

N Persamaan yang menyatakan hubungan

P(x,y)=P{(r,0) antara koordinat kartesius dan kutub
Titik asal r
bersama < x=rcosl, y=rsind
Q) x2+y? =12, Latano
X

Gambar 8

Contoh

[. Tentukan koordinat kutub dari persamaan lingkaran berikut
a. xZ+(y=-3)%=9
b. y2 —4x =0

2. Gantilah koordinat kutub berikut menjadi koordinat kartesius

a. 1 =4rcosd
I = 4
2cos0 ~sin@

Penyelesaian
R 2 . . .
[. a Uraikan x° +(y—3)" =9 dan substitusikan x =rcos0, dan x =rsin® ke

dalam x2 + (y —3)2 =9 dihasilkan % —6rsin® =0 <> r=0ataur = 6sin O



a =0 sin © R, ..
N dan berjari-jari 3, dapat disajikan dalam

koordinat kutub dengan persamaan
r=06sind

WY

Gambar 9

b. Analog dengan 1.a, dihasilkan rsin® 0 = 4cos®

c. Parabola menghadap ke kanan y2 = 4x dapat disajikan dalam koordinat

kutub rsin” 0 =4cos0
2. a. 1‘2—---41*«c:os®<::>><2+y2 =4x<:>x2—4x+y2 :0<:‘,>(:'<—2):"‘+y2 =4

b.r= 4 or= 4 &>y =2x -4, merupakan persamaan

" 2cosO-sin@ X _Y

r I

garis lurus melalui (0,-4) dan bergradien 2

b. Menggambar Grafik dalam Koordinat Polar

XoH(y-3)=9 Persamaan lingkaran yang berpusat di (0,3)

Sebelum menggambar grafik dalam koordinat polar akan dibahas dulu tentang

kesimetrisan grafik dalam koordinat polar terhadap sumbu x sumbu y dan titik asal

(0,0) yang dapat mempermudah dan mempercepat penggambaran grafik dalam

koordinat polar.
Uji simetris untuk grafik koordinat polar

t. Simeftris terhadap sumbu x

Jika titik (r,0) terletak pada grafik maka tittk (r,-@)atau (-r,m-0) juga

terletak pada grafik.

2. Simetris terhadap sumbu y

Jika titik (r,0) terfetak pada grafik maka titik (r,m-0) atau (-r,—-0) juga

terletak pada grafik.

3. Simetris terhadap titik asal



Jika titik (r,0) terletak pada grafik maka titik (-r,0) atau (r,m+0) juga

terfetak pada grafik.

Contoh

Gambarkan grafik berikut

a. Misalkan (r,0) terletak pada grafik r=1-cos8, maka (r,—0) juga terletak

r=1-cos 0 t=l-cosB 10 | 1/2 |1 12 0

pada grafik r=1-cos@, sebab r=1-cos(—8)=1-cos8, sehingga grafik
r=1-cos@ simetris terhadap sumbu x.
Bila © bergerak dari 0 sampai dengan n, maka r bergerak dari 0 ke 2. Berikut

tabel nilai 6 danr.

Ay 0 0 |n/3 [ =2 |2W3 | =

Karena grafik simetris terhadap sumbu x,
0.5
maka untuk 6 dari T sampai dengan 2%

Gambar 10

A 4

merupakan pencerminan kurva yang
diperoleh dari 0 sampai = terhadap sumbu x.

Tanda panah pada grafik menyatakan arah

pergerakan 0

b. Misalkan (r,0) terletak pada grafik r? = 4cosB, maka (r,—0) juga terletak

pada grafik r®=4cos@, sebab %= 4cos(—0) =4cosO, sehingga grafik
r? = 4cos0 simetris terhadap sumbu x,

Selain itu (-r,0) juga terletak pada grafik 2 = d4cos@, sebab
(—r)2 = 4cos® < 1% = 4c0s0 , sehingga grafik r? = 4cosb juga simetris

terhadap titik asal.

Karena grafik simetris terhadap sumbu x dan titik asal maka grafik simetris

terhadap sumbu vy,



0.6 O | r=+4cosh

0. 0 2

0.2 *n/6 +1,9
tr/4 +1,7
+n/3 +1.4
/2 0

Gambar 1]

FL.atihan

I

b

(U]

Bentuklah koordinat kutub berikut ke dalam koordinat kartesius

Q@ = e >
sinB —2cosB

b. r=cotBescd

c. r=tanOsech

d, rsin(@+~§~)=2

Bentuklah koordinat kartesius berikut ke dalam koordinat kutub
a. x2+(y—2)2m4

b. x%+xy-+ y2 =1

c. Xx-y=3

Gambarkan fungsi berikut dalam koordinat kutub

a r=2+sin0

b, r?= 4cos28

Gambarkan daerah yang dinyatakan oleh ketidaksamaan berikut
a. —1<r<2 dan ”"ASBS%

’ — T
b. 0<rs<2secO dan AS@SA

c. 0£r<2-2cosH

d. 0<r=zcosh
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3.3 Fungsi
Sebelum memahami definisi fungsi, akan dibicarakan terlebih dahulu fenomena berikut:
-Biaya pemakaian taksi bergantung pada jarak yang ditempuh. Misalkan untuk
pemakaian 2 km pertama ongkosnya Rp. 5000, dan tiap km berikutnya ongkosnya Rp.
2000, maka jika seseorang akan bepergian sejauh 20 km, ongkos yang harus
dibayarkan adalah: ONGKOS=Rp5000 + 18.Rp 2000.
-Biaya pemakaian air PAM kota semarang adalah 10 m® pertama Rp.1425/m°, 10m*
kedua Rp.1985/m°, 10m® ketiga 2730/m°, 20m° keempat Rp.3075/m’, pemkaian di
atas SOm® Rp.4265/m>. Ini masih ditambah lagi, untuk pemakaian berapapun ditambah
ongkos lain-lain sebesar Rp.8500.
Jadi misalkan sebuah keluarga pada satu bulan tertentu menggunakan air sebanyak
55m’, biaya yang harus dibayar adalah
BIAY A=10(1425+1985+2730)+20(3075)+5(4265)+8500.
Kedua contoh di atas menguraikan suatu aturan bahwa untuk setiap nilai tertentu (jarak
yang ditempuh atau banyaknya pemakaian air), dihasilkan suatu nilai tertentu pula (yaitu
ongkos pemakaian taksi atau biaya pemakatan air). Di sini dikatakan bahwa nilai kedua

merupakan fungsi dari nilai pertama.

Definisi 3.1
Misalkan A, B < R. Fungsi f dari A ke B adalah suatu aturan yang memasangkan
setiap elemen x dalam himpunan A dengan tepat satu elemen y dalam himpunan B.
Unsur y yang berkaitan dengan x ini dilambangkan dengan y=f(x). Di sini x
dinamakan peubah bebas dan y yang nilainya bergantung pada x dinamakan peubah
tak bebas.
Fimpunan A disebut daerah asal (domain) fungsi dan ditulis Dy. Jika tidak disebutkan
secara eksplisit, maka Dy adalah subset terbesar dari bilangan real ( ), dan didefinisikan
dengan Di={xe /f(x) terdefinisi}. Himpunan B disebut kodomain.
Bilangan f(x)eB disebut nilai f untuk x, dan himpunan f{x) dimana x mempunyai nilai
disebut daerah nilai (range), ditulis Ry dan didefinisikan dengan Ri={yeB/y=f(x), xe A}
Daerah asal dan daerah nilai dari fungsi di atas semuanya adalah himpunan bagian dari ,

sehingga dinamakan fungsi dengan peubah real atau disingkat fungsi real.
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a. Penyajian Suatu Fungsi

¢ Dengan Diagram Panah

Masing-masing panah mengaitkan
suatu elemen dari A ke suatu elemen
dari B. Panah menunjukkan bahwa (o)
dipadankan dengan x, dan f(a)

dipadankan dengan a, dan seterusnya.

Gambar 12

¢ Dengan Grafik

Cara yang paling umum untuk

A

menggambarkan  suatu  fungsi

Daerah
adalah dengan grafik. Jika f adalah nifai
fungsi dengan domain A, maka .
grafiknya adalah himpunan

o e 7 |

pasangan berurutan {(x,f(x))/xeA} Gambar 3.13 Daerah asal

¢ Aljabar
Penyajian fungsi dengan menggunakan rumus matematis. Misalnya luas lingkaran

adalah L=n r*. Disini domainnya adalah jari-jari (r) dan rangenya adalah luas (L)

Contoh

Dari soal berikut ini, manakah yang merupakan fungsi dan bukan fungsi
2
a.  y=x7, dengan D={x/x<10, xeN}
b. y= x7, xe
2
C. X=Y, Xe
2 pl
d. x™y=4, xe
Penyelesaian.

Soal a adalah contoh fungsi diskrit, karena domainnya bilangan asli, sedangkan soal b

sampai d merupakan fungsi kontinu karena domainnya bilangan real yang jarak antar

37



titik,
sangat rapat. CGrafik a berupa titik, sedangkan grafik b sampai d berupa kurva mulus.

Berikut grafik dari keempat soal tersebut.

laot . 2.1%
&0 0.1

6o | 0.05

ao b -2 -1 . 1 2

0,05

ZQ 0.1

-0.15

2 k3 & 10
Gambar 14 Gambar 15

ad.

~0.

Untuk setiap domain x yang berbeda dihasilkan 1, Analog dengan a, y = x* merupakan fungsi
nilai y yang berbeda pula. Artinya, tidak ada

clemen pada domain mempunyai dua nilaj
berbeda pada range. Jadi y=x* ini adalah fungsi.

5

Gambar 16

Gambar [7

¢. Bukan fungsi, karena untuk nilai x=1 dihasilkan b. Bukan fungsi, karena untuk x=0, dihasilkan

y=I dan y=-1 y=2 dan y=-2,

Uji Garis Vertikal
Kurva di bidang xy merupakan suatu fungsi jika dan hanya jika tidak terdapat garis
vertikal yang memotong grafik lebih dari satu kali.

Bagaimana menentukan domain dan range suatu fungsi? Perhatikan contoh berikut

Contoh

Tentukan domain dan range dari fungsi berikut:

a. [(x)=+x*+2x-3



x—1

b. g(x) = T

Penyelesaian

a. Akan ditentukan domain terlebih dulu, kemudian dari domain tersebut

Xx* =9

ditentukan rangenya.

Sesuai dengan definisi bentuk akar kuadrat, bahwa bilangan dalam tanda akar

harus nol atau positif, maka x* +2x-320< (x+3)(x=1)= 0

X<=3 -3<x<] x>1
-3 1
Tanda dari Tanda dari Tanda dari Kesimpulan
x+3 x-1 (x-3)}{(x-1)
Xx<3 " _ + benar
-3<x<| + _ _ salah
x> + + + benar

Jadi D={x/x<-3 n x21, xe } atau Di=(-e0,-3)[1,0)
Untuk x<-3 maupun xz1, nilai f{(x)20. Jadi R¢=[0,00)

b. Menurut definisi fungsi rasional, fungsi penyebut tidak boleh nol, sehingga

VX2 =920 x? 9% 0 (x—3)(x+3) % 0 < x = 3 dan x # 3
Selain itu, bitangan dalam akar kuadrat harus positif; sehingga x>-9>0, yang
dipenuhi oleh {x/x<-3 atau x>3} Jadi D= -{-3,3}=(-0,-3)"(3,00).
Karena untuk setiap x dalam Dy, nilai f(x) selalu ada, maka R= =(-00,00).
Soal
I Manakah dari keempat grafik berikut yang merupakan fungsi?

b.

v

v




v

Y

2. Tentukan domain dan range dari fungsi-fungsi berikut

a. F(x)=1+x2 e h{t)=[2t+3] L h(y) =y + 1)

b. f(t):]—\/f f. g(z)m\szz P 4-x2
j. X) = ———

| Sy
H(t):T g a(z)= | X“-x-6
t 4—72 X(x=2)
[ k. g(m)= |——

d. f(s)= - h. g(z)=+1-2sinz -l
I++/s

. Jenis Fungsi dan Grafiknya

Fungsi Aljabar

Fungsi aljabar adalah fungsi yang diperoleh dari sejumlah berhingga operasi aljabar
(penjumlahan, pengurangan, perkalian, pembagian, pemangkatan, dan penarikan
akar) terhadap fungsi y=k, k=konstan dan fungsi y=x.

X

72
X°+1

Fungsi f(x) = ,g(x)=+x+2, h(x)=2x2 ~3x +1 adalah beberapa contoh

fungsi aljabar.

Fungsi-fungsi yang termasuk fungsi aljabar adalah:
a. Fungsi Polinomial

Fungsi f disebut fungsi polinomial derajat n, jika berbentuk

fix)=a,x"+a,,x"" +...+a,x +a,
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dengan n adalah bilangan bulat tak negatif, ag, aj,..., a,e  dan a=0

Contoh

Fungsi linear berbentuk f(x)=ax+b, grafiknya
berupa garis lurus. Memotong sumbu x di satu
titik (-b/a,0), memotong sumbu y di titik (0,b),
Mempunyai kemiringan sebesar a

Fungsi kuadrat berbentule f(x)=ax’+bx-+c
dengan grafik berupa parabola, memotong
sumbu x di dua titik
- Jika a>0, parabola menghadap ke atas,
mempunyai titik balik minimum.
Jika a<0, parabola menghadap ke bawah,
mempunyai titik balik maksimum,
- D=b’-dac disebut diskriminan.
Jika D>0, parabola memotong sumbu x di
dua titik yang berbeda
lika D<0, parabola tidak memotong sumbu x
Jika D=0, parabola memotong sumbu x di
satu  titik.
- Koordinat titik balik max/min {-b/2a, D/-4a).

Fungsi kubik berbentuk f{x)=ax’+bx*+cx+d.

b. Fungsi Panghkat

y=2x+3

2 Gambar 18a

oy

y=x’-x-2

Gambar 18b

4

Gambar 18¢

Fungsi pangkat berbentuk f(x)=x" dengan a konstanta

I Bila a=n, n bilangan asli

Bentuk grafik f(x)=x", bergantung pada n, apakah genap atau ganjil. Untuk n
genap, grafik f(x)=x" serupa dengan grafik f(x)=x". Untuk n ganjil, grafik f{x)=x"
serupa dengan grafik f(x)=x’. Semakin besar n, bentuk grafik lebih mendatar

mendekati sumbu x, dan semakin curam bila |[xj>1.
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o=
-5 5
f(x)\—-x5

Gambar (9b

ambar 192

wyY

2

ii. Bilaa=1/n, n bilangan asli

"' 'n bilangan asli adalah fungsi akar.

Fungsi f{x)=x
Analog dengan f{x)=x", n bilangan asli, fungsi f(x)=x"", untuk n genap grafiknya
serupa dengan f(x) = Ax dengan domain [0,20) dan range juga [0,c0). Untuk n
ganjil grafiknya serupa dengan f(x) = x dengan domain (-c0,c0} dan range juga
(-o0,00) (ingat bahwa setiap bilangan real mempunyai akar kubik)

iii. Bila a=-1

40 Grafik f(x)=1/x berbentuk hiperbola
20 dengan sumbu x dan y sebagai asimtot
-2 -1 1 ?
-20
-40 Gambar 19¢

¢. TFungsi Rasional

P(x)

Fungsi rasional berbentuk f(x) = m, dengan P dan Q keduanya polinom,
X

Domain fungsi rasional adalah xe  yang memenuhi Q(x)



2x* = x? 41
(975

25

=25

simtot
-75

Legak

Gambar 20

Fungsi Transenden

Yaitu fungsi yang bukan fungsi aljabar.

Contoh
4 2
Domain  fungsi f(x)= 2{“—1%”1']‘
X"‘ ——

yang memenuhi penyebut

bl

adalah xe
g(x)=x>-470.
Sehingga domainnya adalah

D= -{-2,2), dan garis x=-2 dan x=2
merupakan asimtot tegak

Contoh fungsi transenden: f(x) =cosx, h(x) =e* tanx, g(x) = 2%

Fungsi transenden meliputi:

a. Fungsi Trigonometri

Untuk sudut lancip o, enam fungsi trigonometri berikut didefinisikan sebagai hasil

bagi panjang sisi dari segitiga siku-siku, sebagai berikut.

sisi mip

tinggdi

alas

Gambar 2]a

. tinggi
sin g = ——S%— tan o =
sist miring
las
cosQ = 4 csca =

sisi miring

A
P(x.y)
r
(o4
I P
O Gambar 21b
tinggi sisi mirin
.ﬁ SeC QL = —_._._g_
alas alas
sisi miring alas
—_— cotoL = ——
tinggi linggl

Definisi ini tidak berlaku untuk sudut tumpul dan negatif, sehingga untuk sudut

umum o dalam posisi baku, dimisalkan P(x,y) adalah sembarang titik pada sisi akhir

dari o dan r adalah jarak |OP|.
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Gambar 22a f{x}=sin x

ot
ey

Gambar 22b f{x)=cos x

Gambar 22d f(x)=csc x

Identitas trigonometri

. 2 2
sm-a+cos” o =1

2

2
| +tan® o =sec” @

2
I+cot2 a=csc o

tan{x +y) =
[—tanxtany

tan(x —y) =
I+tanxtany
sin2o = 2sinc.cosct

b. Fungsi Eksponensial

Fungsi eksponensial mempunyai bentuk umum f(x) =a", dengan bilangan dasar a

adalah konstanta positif.

Contoh

tan x +tany

tan x —tany

5

Gambar 22¢ f(x)=sec x

sin(x +y)=sinXxcosy +sinycosx
sin(x — y) =sinxcos y —sin ycos x
cos(X +y)=cosxcosy —sinxsiny
sin(X + y) =sin x cosy + sin y cos x

2 » 2
COSZ20L = COS” L —Sin~ ¢

2oa—]

=[-2sin?

=2cos

Gambar 22¢ f(x)=tan x

Gambar 22f f(x)=cot x
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Grafik fungsi eksponensial tidak pernah
memotong sumbu x (sumbu x sebagai asimtot
datar), dan memotong sumbu y di titik (0,1).

Semakin besar bilangan dasarnya, grafiknya

semakin mendekati sumbu y.

e adalah bilangan alam. nilainya =2.71828

¢. Fungsi Logaritma
Jika a>0 dan a#1, maka fungsi eksponensial f(x)=a* merupakan fungsi satu satu.
Fungsi inversnya disebut fungsi logaritma dengan bilangan pokok (dasar) a dan

ditulis dengan f(x)=log, x. (Mengenai fungsi invers akan dibahas kemudian)

Jadi log, x =y < a¥ =x

"5

fx)=logax Perhatikan grafik fungsi logaritma berikut

ini. Fungsi f(x)= log, x, selalu memotong

U‘lv

sumbu x di titik (1,0) dan mempunyai
f(x)=log;%

asimtot tegak sumbu y. Semakin besar
f(x)=logsx ) .
bilangan pokoknya, grafik fungsinya

Gambar 3.23 semakin mendekati sumbu x

3. Fungsi hiperbolik

Kombinasi tertentu dari fungsi eksponensial ¢* dan e™ sering muncul dalam
matematika maupun terapannya sehingga perlu diberi nama khusus. Dalam banyak
hal fungsi tersebut mirip dengan fungsi trigonometri dan mempunyai hubungan
dengan hiperbola, seperti halnya fungsi trigonometri dengan lingkaran. Sehingga
fungsi ini disebut fungsi hiperbolik

Jika t bilangan real, maka titik P(cos t, sin t} terletak pada lingakaran satuan xz-i*yzzl,
sebab cos’t+sin’t=1. Di sini t menyatakan ukuran radian dari sudut AOB.

Analog dengan itu, bila t bilangan real sembarang, maka titik P(cosh t, sinh t) terletak
pada bagian kanan dari hiperbola x*-y*=1 sebab cosh*t-sinh’=1. Dalam hal ini t tidak

menyatakan ukuran sudut, melainkan luas dua kali daerah sektor hiperbolik yang
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diarsir, seperti halnya dalam kasus trigonometri, t menyatakan dua kali luas sektor

lingkaran yang diarsir.

Definisi fungsi hiperbolik

, e
sinhx =

cosh x =

Grafik fungsi hiperbolik

A

y=cosh x

X -
g —¢ | _
tanhx = seehx =
¢ | - coshx
et pe™X
coshx e +e™™
cschx = cothx =— =
sinh x sinhx X _g™X

y=sinh x

Gambar 23a

Identitas  fungsi hiperbolik
trigonometri, yaitu:
sinh (-x)y=-sinh x
cosh (-x)=cosh x
2, ol
cosh®x - sinh™x=1

2 3
I —tanh” x=sech*x

oY

4 y=5inh x

Gambar 23¢

Gambar 23b

mempunyai  kesamaan dengan identitas fungsi
sinh(x+y)=sinh x cosh y+sinh y cosh x
cosh(x+y)=cosh x cosh y+sinh y cosh x

sinh 2x=2sinh x cosh x

cosh 2x=cosh® x + sinh’x

4. Fungsi Genap dan Fungsi Ganjil
Fungsi [ dikatakan fungsi genap jika f(-x)=f(x) untuk setiap x dalam daerah asal, dan
fungsi f dikatakan fungsi ganjil jika f(-x)=-f(x) untuk setiap x dalam daerah asal.
Grafik fungsi genap simetris terhadap sumbu y, dan grafik fungsi ganjil simetris
terhadap titik asal (0,0).
Contoh

Tentukan apakah
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a. f(x)=x"+x

b. f{x)=|x]

c. f(x)=x-+cos x

merupakan fungsi genap atau fungsi ganjil

Penyelesaian
10k
a. f(x)=x> +x & f(—x) = (—x)° +(=x)

& f-x)=-x> - x foomex 5

& f(=x) = ~(x> +x)
< F(=x) = ~f(x)

Menurut definisi  f(x)=x™+x fungsi ganjil, dan
terlihat dari grafik fungsinya yang simetris terhadap
(0,0)

Gambar 3.24a

b.Menurut definisi nilai mutlak: 2
[xl=x,x>0 fox=ix
=-%,x <0
Sehingga 1

f(x) = x| < f(-x) =]~ x|
< f-x) = |- 1lx|

& £(-x) = x| = F(x) >
s . . - = 2
Menurut definisi f(x)=|x| fungsi genap, dan terlihat 2 Gambar 3.24b
dari grafile fungsirya yang simetris terhadap sb y
c. f(x) =x+cosx € F(=x) = =X + cos(~x) 6“
& f(-x}=—-x +cosx Rx)y=x+cos x
4
< fF(=x) = —F(x) = (%)
Menurut definisi f(x)=x+cosx bukan fungsi genap 2
maupun fungsi ganjil, dan terlihat dari grafik fungsinya B
tidak simetris terhadap titik (0,0) maupun sb y 2 4 b

Gambar 3.24¢

Fungsi Eksplisit dan Fungsi Implisit
Fungsi Eksplisit y terhadap x adalah fungsi dengan aturan y=f(x) yang memasangkan

setiap unsur di daerah asalnya dengan tepat satu unsur di daerah nitainya

Contoh: y=v(a*-x?)
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Jika F(x,y)=0 adalah fungsi dengan peubah x dan y, maka pada aturan F(x,y)=0,
terkandung pengertian y sebagai fungsi dari x, tetapi tidak dapat secara eksplisit
dinyatakan y sebagai fungsi dari x atau x sebagai fungsi dari y. Fungsi yang demikian
dinamakan fungsi implisit.
Contoh
Pada fungsi x5+3xy3~2y5-2~—-0 kita tidak dapat menyatakan y eksplisit terhadap x

6. Fungi Parameter
Dari persamaan lingkaran x*+y*=c?, kita hanya dapat mengetahui bahwa lingkaran
tersebut berpusat di (0,0) dan berjari-jari ¢. Tetapi kita tidak tahu bagaimana arah
yang dijalani lengkungannya sehingga dapat membentuk lingkaran, dimana titik awal
dan titik akhir pergerakan lengkungannya. Jika P(x,y) adalah sembarang titik pada
lingkaran dengan jari-jari ¢, dan 0 adalah sudut antara garis OP dan sumbu x positif,

maka

{ =c¢cosh

0 0<8=<2n merupakan fungsi parameter dengan parameter @ yang
y =csin

memuat informasi mengenai arah pergerakan titik (c,0) yang bergerak berputar satu
kali dan kembali ke titik (¢,0)

7. Fungsi yang Terdefinisi Sepotong-sepotong (Piecewise Function)
Yaitu fungsi yang domainnya dibagi dalam beberapa interval, dan untuk tiap interval
definisi fungsinya berbeda.

Contoh

l—x%,x <1 E
f(x)= ’ . — S — :
(x) {4x+3,x>] : SR

—

ENE
i)
ta

Gambar 3.25

8. Fungsi Periodik

48



Fungsi f dikatakan periodik dengan periode p, jika terdapat p#0, sedemikian sehingga
f(x+p)=f(x) untuk setiap x dalam daerah asal f.

Contoh
a. Fungsi f{x)=sin x, adalah fungsi periodik dengan periode 27, Kkarena
f(x+2m)=sin(x+2m)=sinx. cos2x + sin 21t.cosx = sin x

.2 2 . .
b. Karena sin” x =y2—%0052x, Cos” X = %+%cos2x dan periode dari cos 2x

. « -2 9 .
adalah i, maka periode dari sin®x dan cos®x jugam

a. f()=sin x, xe[-3n,3x] b. f(x)=sin® x, xe[-3m3n]
1
OISA /\
. 2.4 5 [ 75
-1.5 -5 ) 5 7.5
Gambar 3.26a Gambar 3.26b

Tampak bahwa bukit dan lembah grafik f(x)=sin x dan fix)=sin’x, berulang setiap 2n

9. Fungsi Bilangan Bulat Terbesar
Jika x adalah bilangan real, maka terdapat tak hingga banyaknya bilangan bulat yang
lebih kecil atau sama dengan x. Di antara semua bilangan bulat tersebut, tentunya ada

yang terbesar. Fungsi bilangan bulat terbesar dinotasikan dengan [x] atau I_X_J, dan
didefinisikan dengan [x]=n e n<x<n+1

Contoh

[1.5]=1 karena 1<1,5< 2, [~1,5]=-2, karena ~2 < ~1,5<-1, [2]=2

Grafiknya adalah sebagai berikut

a. Fungsi bilangan bulat terbesar b. Fungsi bilangan bulat terkecil

= —_— a ——
= [ 7 i

a P 2 ——ee

[ L
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Gambar 3.26a

Soal

1.

5

Tunjukkan bahwa:

a. fungsi f{x)=tan x adalah fungsi periodik dengan periode

Gambar 3.26b

b. fungsi f(x)=sin x dan f{x)=cos x adalah fungsi periodik dengan periode 27

Manakah yang merupakan fungsi genap atau fungsi ganjil

c. fx)=x(x"+1)

2
)=
B
e. h(i)=]t|3
£ k(e)=—-
c” -1

Gambarkan fungsi berikut

3, X <-5
g. f(x)=<¢x+1,-58x<5

\/g, X>5

(xz, x<0
h, f(t)=<-1 0<x<2

X , x»>»2

- , %X Z-]
Lo f(t)=43x+2 ,x<l|
TIx+2 ,x=1

Jendela Norman mempunyai bentuk persegi panjang yang di atasnya berupa setengah

fingkaran. Jika keliling jendela 30 kaki, nyatakan luas jendela, sebagai fungsi lebar x.

Kotak tanpa tutup di buat dari lembaran papan persegi panjang dengan ukuran 1,2 m

dan 2 m, dengan cara membuang tiap pojok dari papan dengan panjang x m,

kemudian melibat ke atas sisi-sisinya. Nyatakan volume kotak sebagai fungsi dari x.

Sebuah perusahaan taksi menarik ongkos dua dollar untuk satu mil pertama (atau

bagiannya), dan 20 sen untuk setiap sepersepuluh mil berikutnya (atau bagiannya).
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Nyatakan biaya perjalanan C sebagai fungsi jarak tempuh untuk 0<x<2, dan
sketsakan grafiknya.

Pengelola pabrik mebel menemukan bahwa biaya pembuatan 180 kursi dalam sehari
sebesar $2200 dan 300 kursi sebesar $4800.. Bila diasumsikan fungsi tersebut linear,
nyatakan biaya sebagai fungsi dari banyaknya kursi yang dihasilkan.

Pada permukaan lautan, tekanan air sama dengan tekanan udara di atas air 15 Ib/in®.
Di bawah permukaan, tekanan air bertambah sebesar 4,34 1b/in® untuk setiap
penurunan 10 kaki.

a. Nyatakan tekanan air sebagai fungsi kedalaman di bawah permukaan air.

b. Pada kedalaman berapa tekanan air 100 Ib/in’

Sebuah bejana bebentuk kerucut lingkaran tegak terbalik dengan jari-jari lingkaran
alas 8 cm dan tinggi 20 cm. Pada saat tinggi air h emm, tentukan volume air dalam
bejana sebagai fungsi dari h.

Volume sebuah kotak berbentuk balok dengan alas persegi adalah 10.000 ¢cm®, Bila
biaya pembuatan bidang alas dan tutup kotak Rp. 100 per em® dan bidang sisinya Rp.
50 per em”, tentukan biaya total pembualan kolak itu sebagai Mungsi dari panjang
rusuk alasnya,

Di dalam sebuah bola berjari-jari r dibuat tabung lingkaran tegak dengan lingkaran
alas dan lingkaran atas terletak pada permukaan bola. Tentukan volume tabung
sebagal fungsi dari tinggi, kemudian tentukan juga volume tabung sebagai fungsi dari

jari jari lingkaran alasnya.

. Pakar biologi telah melakukan penelitian bahwa laju mengerik jangkrik jenis tertentu

terkait dengan suhu dan kaitan tersebut mendekati linear. Seekor jangkrik
menghasilkan 113 kerikan tiap menit pada suhu 70°F dan 173 kerikan pada suhu
80°F. Jika suhu dinotasikan dengan T dan kerikan dengan N, tentukan persamaan
yang memodelkan suhu sebagai banyaknya kerikan. Kemudian tentukan suhu saat itu

jika jangkrik mengerik sebanyak [50 kerikan.

- Tarif’ pemakaian listrik rumah tangga dengan daya 1300 watt adalah seperti tabel

berilout

Banyaknya pemakaian Biaya/k Wh Biaya ini masih ditambah lagi dengan

(kWh) tarif dasar listrik (TDL) sebesar Rp
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x<20 Rp 385 39.130 dan pajak penerangan jalan

20<x<40 Rp 445 sebesar 8% dari akumulasi biaya total

>40 Rp 495 kWh dan TDL

Tentukan

a. Rumus fungsi untuk menentukan biaya pemakaian listrik setiap bulannya.

b. Bila sebuah keluarga pada bulan tertentu memakai listrik sebesar 182 kWh berapa
biaya yang harus dibayar?

[2. Gaji tetap seorang cleaning service losmen adalah Rp 7.500/hari. Selain itu, setiap
mendapat tambahan gaji Rp 1000/kamar/hari. Penghasitan bersih setelah dipotong
pajak adalah 85% dari total upah perhari.

a. Berapa penghasilan persih setiap petugas cleaning service, bila pada hari itu ada x
kamar yang disewa?
b. Jika penghasilannya pada suatu hari kurang dari Rp. 15.000, ada berapa kamar

yang disewa?

¢. Operasi pada Fungsi
Definisi 1
Jika f dan g keduanya fungsi, maka jumlahan, selisih, perkalian, dan pembagian f

dan g didefinisikan dengan:

a. (Frgx=(x)+g(x)
b.  (Fg)x=f(x)-g(x)
c. (fg)x=f(x}.g(x)

d. (Fe)x=f(x}/g(x), g(x)=0
Pada tiap tiap operasi di atas, domain hasil pengoperasian adalah interseksi (irisan)

dari domain fdan domain g, kecuali untuk d, dimana g{x)=0

Contoh

l. Bila f'dan g didefinisikan dengan f(x) =+/x +2 dan g(x) =/x =3, tentukan
a. (f+g)x
b. (f-g)x
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2.

¢. (fghx
d. (Fg)x

Diketahui fungsi yang terdefinist sepotong-sepotong berikut ini

~x2 -2x,x <1
P =41 78X S0 o gy = TR S
X L,Xx>0 -x,x 21

Tentukan:

a. (frg)x
b. (f-g)x
¢. (flg)x

Penyelesaian

1.

o

Menurut definisi

a. (F+gix =) +g(X)=vx+2++x~3
b. (f-gx=f(x)-gX)=vx+2~x~3

c. (Fg)x=f(x)g(x)=vx+24% =3 =+/x* —x -6

d. (f/g)x=f(x)/g(x)=vx+2/x~=3, Vx=3 20
Domain untuk f(x} adalah [-2,00), domain untuk g(x) adalah [3,20), sehingga domain
untuk a sampai ¢ adalah [3,00), sedangkan domain untuk d adalah (3,0), hal ini

dikarenakan x-320.

Langkah pertama yang harus dilakukan adalah menyamakan domain antara f dan g,

menjadi x<0, O<x<1, x=1 yaitu

1-x%,x50 ~2x ,x <0
fx)=<x ,0<x<l gx)=¢-2x 0<x<I
X X221 l-x ,x>1
Sehingga
]—2x—x2,x$0
a (x)+g(x)=<-x D<x <l

I ,Xx 21
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l+2x—x2,xSO
b. f(x)-g(x)=1{3x O<x <l
2x -1 ,X 2 |

~2x-2x%,x <0
c. f(xX)g(x)=4-2x2 DO<x<lI

X —x2 X2

Soal

I

o

R

0 : [ 2
Diberikan fungsi f(x) =+x +—= dan g(x)=+x — = . Tentukan
VX ° VX

a. 6I(x)+3g(x) dan domainnya
b. f(x)g(x) dan domainnya
c. f(x)/g(x) dan domainnya

[-x,x=1 0 ,x<2

dan g{x) =
2x =1, x> | © ~l,x=2

Diberikan fungsi f(x) :{
Tentukan

a. f(x)+g(x) dan domainnya

b. f(x)-g(x) dan domainnya

c. f{x)g(x) dan domainnya

Jika f dan g keduanya fungsi genap, apakah f+g dan fg juga fungsi genap?

Jika f dan g keduanya fungsi ganjil, apakah f+g dan fg juga fungsi ganjil?

Diketahui fungsi f dengan domain bilangan real. Bila g(x)=f(x)+f(-x), tunjukkan

bahwa g(x) adalah fungsi genap.

Komposisi Fungsi

Terdapat cara lain untuk mengkombinasikan dua fungsi (selain operasi fungsi
yang sudah dibahas) untuk mendapatkan fungsi yang baru. Sebagai contoh, misalkan
y=f(u)=u+1 dan u=g(t)=t2-]. Karena y adalah fungsi u dan u fungsi t, maka y
merupakan fungsi dari t, yaitu y=f(u)=Kg(t))=(t>+1)-1=t*.
Langkah ini disebut komposisi, karena fungsi baru diperoleh dengan

mengkomposisikan dua fungsi yang sudah ada yaitu f dan g.
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Secara umum, diketahui dua fungsi sembarang f dan x, dan dimulai dari bilangan t
dalam domain g dan mencari nilai g(t). Bila nilai g(1) ini berada dalam domain f,
maka dapat dihitung nilai dari f(g(t)). Hasilnya adalah fungsi baru k(t)=f(g(t)) yang
diperoleh dengan cara mensubstitusi g ke dalam f.

Jadi Ry < Dy = (fog)(x) = f(g(x))
Diagram panah untuk fungsi komposisi adalah sebagai berikut

fop

Gambar 27
Contoh
! 24
N . . 2
t. Misalkan diketahui f(x)=—+x* dan g(x) = , maka
X x4 +1

L2
. e o 2=x4+[ X +1
(fog)(x) =1(g(x)) = 200 +[g(x)] N +[x4 . J

2. Bila diketahui H = , dan fog=H, maka kita dapat menetapkan g(x)=x+1

X+

dan f(x) = L sehingga (feg)(x) = f(g(x)) = f(x+1) = ;—L:—] =H.
X

. ]
! - dan g(x) =X-2, sehingga i‘(g(x)) = “"—]

Atau dapat juga f(x) =
! patjug () X422 X+

Soal

I. Tentukan fegoh, jika diketahui

a. f(x)f, g(x)=ﬁ, h(x) = x°
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b. f(x):xTH, g(x):z—};]:i«, h(x)zx2

2. Tentukan fsehingga fog =F bila diketahui

L2

[+x2 I+ x

, F(x) =
[+x4 1+ x2

b. g(x)=—x2, F(x)m\/a2 +x?

Bentuklah fog dan gof bila

[-xx<0 -X x<|
a. f(x):{ dan g(x)z{ X

4

a. g(x)=

x? X >0 I+x,x 21
-2x%,x < 2

b. f(x)= dan g(x) = X7 ,x<0
I+x ,x21 I-x,x20

Transformasi Fungsi
Dengan menerapkan transformasi tertentu pada grafik fungsi yang diketahui, kita
dapat memperoleh grafik fungsi baru yang berkaitan. Hal ini akan memberikan

kemampuan menggambar grafik secara cepat dengan tangan.

Pergeseran Tegak dan Mendatar

Misalkan ¢>0, maka untuk memperoleh grafik
*  y=f(x)*c, geser grafik y=1(x) ke atas sejauh c satuan
*  y=f(x)-c. geser grafik y=1(x) ke atas sejauh ¢ satuan
* y=f{x-c), geser grafik y=f(x) ke kanan sejauh ¢ satuan

*  y=f(x-c), geser grafik y=f{x) ke kiri sejauh ¢ satuan

Peregangan dan Pencerminan Tegak dan Mendatar

Misalkan ¢>1, maka untuk memperoleh grafik
* y=cf{x), regangkan grafik y=((x) secara tegak dengan faktor ¢
* y=(1/c)f(x), mampatkan grafik y=f(x) secara tegak dengan faktor ¢
+  y=f{cx), mampatkan grafik y=f(x} secara mendatar dengan faktor ¢

+  y=I[{x/c), regangkan grafik y=f(x) secara mendatar dengan faktor ¢

56



¢ y=-f(x), cerminkan grafik y=f(x) terhadap sumbu x

*+  y=t{(-x}, cerminkan grafik y=f(x) terhadap sumbu y

Contoh

[.Gunakan transformasi fungsi untuk menggambarkan  grafik  fungsi  f(x)=x7-1,
g(x)=x>+1, h(x)=(x-1)?, k(x)=(x+1 )2

2.Gunakan transformasi fungsi untuk menggambarkan grafik fungsi f(x)=(cos x)/2,

g(x)=2 cos x, h(x)=cos x/2, k(x)=cos 2x

Penyelesaian

2

[ad

V]

-2 —\/
= -4 -3 -2 -1

Gambar 3.28a Gambar 3.28b

Fungsi f(x)=x*-1 diperoleh dari grafik  f(x)=x" Fungsi f{x)=x"+1 diperoteh dari grafik f(x)=x"

dengan menggeser ke bawah sejauh | satuan dengan menggeser ke atas sejauh | satuan

4
g

3 6

2 4

1 \ 2

-1 1 -4 -3 -2 -1
Gambar 3.28¢ Gambar 3.28d

Fungsi f(x)=(x-1)* diperoleh dari grafik f(x)=x Fungsi f(x)=x"-1 diperoleh dari grafik f{x)=x*

dengan menggeser ke kanan sejauh | satuan dengan menggeser ke kiri sejauh | satuan
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y=cosx
0,5
y=(cos x}/2 Y=Cosx
-6 W\-4 - 2 l 4 6 -6 W\-4 -
-0.9 -1
W] -2

Gambar 3.28¢ Gambar 3.28f y=2cos X

(i:]
K-S
=23

Grafik  y=(cosx)/2 diperoleh dari grafik y=cosx Grafik y=2cosx diperoleh dari grafik y=cosx dengan
dengan memampatkan secara tegak dengan faktor 2 meregangkankan secara tegak dengan faktor 2

4

0] 4 0.9
G\U/ 2\ .6 -
0.
y=cos/px
-1

Gambar 3.28g Gambar 3.28h

Grafik y=cos 2x diperolel dari grafik y=cos x Grafik y=cos (x/2) diperoleh dari grafik y=cos x
dengan memampatkan secara mendatar dengan  dengan meregangkan secara mendatar dengan faktor
faktor 2 2

Soal
I. Dengan transformasi gambarkan keempat fungsi berikut:
a. y=x>-2x-3 b, y=x*t4x+6 c. y=x>-4x+6 d. y=x"+6x-7
2. Dari masing-masing grafik berikut tentukan rumus Rungsinya, bila fungsi asalnya

adalah f()=-x"
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a (-:,W (1,4)

/,;) (2,0)\3

Fungsi Invers

Berikut ini diberikan tabel jarak dan waktu perjalanan seorang pengendara sepeda

motor
Waktu (jam) | Jarak (km)
I 60
2 90
3 120
4 170

Suatu ketika pengendara berhenti di suatu tempat yang berjarak 120 km dari tempat
keberangkatannya, dan ketika ia melihat jam pengendara tersebut telah berjalan
selama 3 jam. Artinya pengendara tersebut telah menyatakan jarak sebagai fungsi dari
waktu. Fungsi ini disebut sebagai fungsi invers dari f dan ditulis £~ Jika jarak sebagat
fungsi waktu dinyatakan dengan S=f(t), maka waktu sebagai fun gsi jarak (invers dari
f) dinyatakan dengan t=Ff (S}, yaitu waktu yang diperfukan untuk menempuh jarak S

km.
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Tapi tidak setiap fungsi mempunyai invers. Perhatikan fungsi f: xCx” dari himpunan
A ke himpunan B yang disajikan dengan himpunan pasangan berurutan {(-2,4),(-
LD D,(2,4).3,91

Pada contoh pengendara motor, setiap selang | jam, pengendara menempuh jarak
yang berbeda. Sementara pada himpunan pasangan terurut, 4 merupakan kuadrat dari
-2 dan 2. Ini artinya terdapat x,, xo€A dengan x;#xa, tapi f(x))=2f{xs) Dikatakan

bahwa fungsi pada tabel kedua tidak mempunyai invers.

Definisi 5.2
Fungsi f disebut fungsi satu-satu jika f tidak pernah mencapai nilai yang sama lebih

dari satu kali, yaitu x) # x5 0 f{x) # f(xa) atau f{x;) = {x2) O x; = xa.

Uji Garis Horisontal
Sebuah fungsi bersifat satu-satu jika dan hanya Jika tidak terdapat garis horisontal

yang memotong gralik fungsi tersebut lebih dari satu kali.

Contoh

[. Misalkan diketahui f(x)=3x-5, akan ditunjukkan bahwa f(x) fungsi satu satu
dengan menggunakan definisi maupun dengan grafis.

2. Apakah f(x)=x* fungsi satu-satu?

Penyelesaian

1. Sesuai definisi misalkan diketahui f{x;) dan f{(x,) dengan f{x,)= f(x2)

F(x)) = F(x2)
3x) =5=3x5 ~5
3x1 =3x,

X| = Xo

Karena f{(x1) = f{x2) mengakibatkan x| = x» maka f(x)=3x-5 merupakan fungsi

satu satu
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Dari grafik di samping bila ditarik

>
=2 -1 1 2
-2 garis  horisontal sembarang, maka
y=3x-5
, garis tersebut akan memotong garis
-6

y=3x-5 hanya di satu titik.

-10 Gambar 3.29

2. fx)=x bukan fungsi satu satu, sebab -2 # 2, tapi f(-2)=f(2)=4. Tidak sesuai
dengan definisi)
Dari grafik fungsi y=x’, jika ditarik garis sembarang y=c¢, ¢>0, pasti akan

memotong grafik fungsi di dua titik . (Tidak sesuai dengan uji garis horisontal)

Definisi 5.3

Misalkan f fungsi satu-satu dengan daerah asal A dan daerah nilai B. Maka fungsi
invers dari f, yaitu f', mempunyai daerah asal B dan daerah nilai A dan didefinisikan
dengan

Fl(y)=x = f{x)=y untuk setiap y di B

Contoh

Jika f(1)=4, f(2)=8, f(5)=-1, tentukan f~'(4), £ (8), f"'(-1)

Penyelesaian

Dari definisi £, diperoleh £ '(4)=1, £ "(8)=2, £ (~1)=5

Langkah-langkah menentukan fungsi invers dari fungsi satu-satu

I Tuliskan y=f(x)

2. Selesaikan persamaan y=f(x) sehingga x dinyatakan dalam y

3. Untuk menyatakan f ' sebagai fungsi dari x, tukarkan x dan y. Persamaan yang
dihasilkan adalah y=f"'(x)

Contoh

Tentukan invers dari fungsi y=x> x=0, dan gambarkan grafik y=f(x) dan y=f "'(x)

dalam sistem koordinat yang sama.

Penyelesaian
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Menurut uji garis horisontal, fungsi y=x*
bukanlah fungsi satu-satu, Tapi dengan
dibatasinya domain x20, maka fungsi

y=x> menjadi fungsi satu-satu. Sehingga

mempunyai invers

0.4 .8 > )’=x2‘:’x:\/§¢>f‘wl(x)=\/;
Gambar 3.30

Soal

Tentukan apakah fungsi berikut satu satu. Jika ya tentukan inversinya.
. f(x)=7x-4

f(x)y=x>

fix)=x>-1

f(x)=1-x>

f(x)=1+3x>

fo)=(x+1)*+2

f)=x-3x+2

e R W

X+2
X+
]

x3+l

8. f(x)=

9. f(x)=

10. f{x)= x+—l—
X
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TUJUAN INSTRUKSIONAL

Umum
Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester 1), mahasiswa
mempunyai pemahaman konseptual yang benar fentang topik-topik utama
dalam Kalkulus (limit, kekontinuan, diferensial, integral) beserta teorema dan

sifat-sifat serata teknik-teknik penting didalamnya.

Khusus
Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 10), mahasiswa akan
dapat menjelaskan konsep yang tepat tentang limit dan kekontinuan suatu

fungsi, serta hubungan limit dan kekontinuan.
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4. LIMIT DAN KEKONTINUAN FUNGSI

Limit fungsi di suatu titik dan di tak hingga merupakan konsep dasar materi kalkulus.
Turunan dan integral yang merupakan materi inti kalkulus, dibangun dengan konsep
limit. Untuk memahami konsep limit, dibutuhkan pengertian tentang harga mutlak

sebagai jarak antara dua titik, dan pertidaksamaan sebagai ukuran kedekatan.

4.1. Konsep Limit Fungsi

Bila kita mempunyai suatu fungsi yang peubah bebasnya menuju suatu titik tertentu di
sumbu x, (artinya jarak antara peubah bebas dan titik tertentu tersebut semakin lama
semakin mengecil tapi tidak harus sama dengan nol), apakah peubah tak bebasnya
juga menuju suatu nilai tertentu di sumbu y. Atau, bagaimana perilaku peubah tak
bebas jika peubah bebasnya membesar sampai tak hingga?

Untuk memahami konsep limit ini, perhatikan contoh berikut:

Masalah garis singgung

Misalnya diketahui grafik y=f(x), dan
akan ditentukan gradien garis singgung di
titik P(c, f(c)).

Permasalahannya adalah untuk

menentukan  kemiringan suatu  garis

diperlukan paling sedikit dua titik.

Gambart;l N P

Karena yang diketahui hanya titik P(c,f(c)), maka untuk pertolongan ditetapkan satu
titik, misalnya Q(x,f(x)), x#c. Kemiringan garis PQ (mpg) ditentukan dengan rumus:

f(x)-1(c
meo =
Perhatikanlah dari grafik y={(x), bahwa jika x semakin dekat ke ¢, maka tali busur PQ
berubah menjadi garis yang menyinggung kurva y=f{x) di titik P, yang disebut garis
singgung di titik P. Artinya ketika x semakin dekat ke ¢, gradien tali busur PQ
menjadi gradien garis singgung di titik P
Bila mpq adalah gradien garis PQ, maka gradien garis singgung di titik P dinotasikan

dengan mp, dan dirumuskan dengan
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Ide Limit
Apa artinya bahwa suatu fungsi f mempunyai limit L ketika x mendekati satu titik ¢?,
Suatu fungsi f mempunyai limit L ketika x mendekati satu nilai tertentu ¢, ditulis

dengan notasi lim f(x) =L, mempunyai pengertian sebagai berikut:
X—cC

“untuk setiap x yang cukup dekat dengan c tapi xzc, nilai f(x) dapat dibuat sedekat
mungkin dengan L”

Perhatikan grafik berikut

y#H(x)

. B
Lot Ll

X X Gb4.3a X

O F o ————

X Gb4.3b

Dari Gambar 4.3a, f terdefinisi di ¢. Untuk nilai x yang semakin dekat dengan c, nilai
f(x) juga semakin dekat dengan L. Bagaimana jika f tidak terdefinisi di ¢?. Dari
Gambar 4.3b terlihat, bahwa meskipun f tidak terdefinisi di c, nilai f(x) tetap saja

semakin dekat dengan L.

a. Pendekatan Limit Secara Numerik

Contoh

Misalkan f(x)=x?, dan c=3. Perhitungan secara numerik untuk lim x2 menghasilkan
X—3

tabel sebagai berikut

X f(x)=x2 | f(x)=xA2 X Dari tabel tampak bahwa, bila x dibuat
2 4 16 4
55 6.25 15 25 35 sedekat mungkin dengan 3, baik sebelum
2.7 7.29 10.89 3.3 maupun sesudah 3, nilai f{x) semakin
2.8 7.84 10.24 3.2
2.9 8.41 9.61 3.1 dekat dengan 9.

2.99 8.9401 9.0601 3.01 2

2,999 | 8.994001 | 9.006001 | 3.001 Berarti lim x“ =9

2.9999 | 89994 | 90006 | 3.0001 x—>3

Contoh
x2 -4

Perhitungan numerik untuk lim dihasilkan tabel sebagai berikut

X=-3»2 X —
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x__[fx)=(x*2-4)i(x-2) [ f(x)=(x"2-4)/(x-2)| x
1 3 5 3
1.5 2.25 6.25 25
1.7 2.89 529 2.3
1.8 3.24 4.84 2.2
1.9 3.61 4.41 2.1
1.99 3.9601 4.0401 2.01
1.899 3.996001 4,004001 2.001
1.8999 3.99960001 4,00040001 2.0001
. xZ - 4
Terlihat dari tabel  lim =4
=2 X—2

_4mx+2.
x_

Untuk x dekat dengan 2, tapi x=2 kita dapat menyederhanakan

Sehingga mudah untuk dipahami bahwa untuk x yang semakin dekat dengan 2, f(x)

akan dekat dengan 2+2=4

b. Pendekatan Limit Secara Grafik
Beberapa contoh berikut ini akan menggunakan grafik untuk menemukan limit suatu
fungsi.

Contoh

Ix+1, x=2

-

, dan gunakan grafik itu untuk

Gambarkan grafik fungsi f(x):{

E

mencari lim f(x)
Xx—>2

Penyelesaian

Dari grafik untuk x mendekati 2, nilai
f(x) mendekati 7. Pada kenyataannya,
secara numerik, dengan memilih x
sedekat mungkin dengan 2, nilai f{x)
juga akan sedekat mungkin dengan 7.
Terlihat bahwa f(2)=3, tapi

lim f(x)=7
Gambar X—2

Dari contoh dan pemahaman limit di atas, dapat disimpulkan prinsip penting tentang

limit, yaitu:
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Limit L dari suatu fungsi y=f(x) ketika x mendekati suatu titik ¢ tidak

bergantung pada nilai f di c.

Contoh
Gunakan garfik untuk menemukan nilai, bila f(x) = {1_ L : j(())
Penyelesaian
B Dari grafik ketika x mendekati 0 dan
o-% negatif nilai f sama dengan -1, sedangkan
S e —— ketika x mendekati 0 dan positif nilai f
-0.8 sama dengan 1. Karena untuk x
_— mendekati 0 dihasilkan dua nilai f yang
Gambar 4.5 berbeda, maka lim f(x) tidak ada.

x—=0

Tiga contoh grafik fungsi berikut, mungkin dapat lebih membantu pemahaman

tentang limit.

A A A
fayf ==~ Ra)---¢
s Lfog g
| =) i <f(x) :
~— > > >
Gb 4.6a Gb 4.6b Gambar

lim f(x)=f(a) lim f(x)=1L = f(a) lim f(x)=L,tapi Ka)
X—>ra Xx—ra X-ra

tak terdefinisi

Contoh
Dengan menggunakan grafik tunjukkan, bahwa:

a. lim k =k, dengan k sembarang bilangan real
X—3>C

b. limx=¢
X—=>C
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Penyelesaian

A
Y

k y=k
]

T i
1
|
[}
| X

Gambar

Fungsi f(x)=k adalah fungsi konstan, dengan
grafiknya berupa garis mendatar. Untuk setiap
titik ¢ sembarang, bila x dekat dengan c, nilai f

i
T .
! . S
v »
— C
X—>¢ P

Gambar

Grafik fungsi fx)=x berupa garis lurus yang
membentuk sudut 45 derajat dengan sumbu x.
Untuk titik ¢ sembarang, bila x mendekati c,

sama dengan k, sehingga [im k =k nilai £ juga sama dengan c, sehingga
X—c limx=c¢
X—c

4.2. Sifat-sifat Limit Fungsi

Andaikan k suatu konstanta serta limit lim £(x) dan lim g(x) ada, maka:
X—a X->a

1. Limit Jumlah

lim (f(x)~+ g(x))— lim £(x)+ lim g(x)

X—ra X—a X—a
2. Limit Selisih
lun (f(x) g(x))— lim £(x) - lim g(x)

X—ra X—rda

3. Untuk setiap bilangan real k,

lim (kf(x)) k lim f(x)
h ¥ | X—a
4. Limit Pembagian
o lim f(x)
lim 109 _ X238 , lim g(x)=0
x—ag(x) Iimg(x) x—a
X—»a

5. Limit dari [f(x)]"
n
Jika n adalah bilangan bulat positif : lim (f (x))n = ( lim £ (x))

X—>a X—a
6. Limit dari Yf(x)

Jika n>2 dan n bilangan bulat:

pf lim f(x)

X-—-)El

l1m \/f(x) =
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7. Untuk setiap fungsi polinomial P(x) =a,x" + an_Ix”_l +..+hax+ag

lim P(x) = P(a)

X—a
8. Teorema Apit
Jika f(x)=g(x)<h(x) untuk setiap x dalam interval buka yang memuat ¢ (kecuali

mungkin di ¢ sendiri), dan lim f(x) = lim h(x) =L maka lim g(x) =L
X—a X->a X—a

Contoh
Dengan menggunakan sifat-sifat limit, tentukan nilai
x? -
a. lim 2(x +4) b. lim -
Xx—3 x—»3 Xx=3
T
b. lim ——— d. lim XX
X—=275 _ “IX 45 h—0 h
Penyelesaian

a. Dengan menggunakan rumus limit konstanta dan limit x, serta sifat limit jumlah:

lim 2(x + 4)““ hm (2x +8)

X33

=lim 2x+ lim 8
Xx—3 x—3

=2 limx+ 1im 8=23)+8=14

x—3 Xx—=3
b. Jawaban soal b tidak bisa menggunakan sifat limit pembagian, karena akan

dihasilkan bentuk tak tentu 0/0

Karena X3, berarti x#3, sehingga x-320, akibatnya
2 . 2
x -9 _K 3)(XJ“)=><+3.Jadi lim = =limx+3=6
X=3 x=3 X3 X=3  x-3
2 | lim(xz - 4) 0

c. Jawaban soal c, analog dengan b, karena lim = —
=23y 45 lfm('% Jx? +5) 0

x—=2

(bentuk tak tentu).

X 4 hm[ x? 4 }3+\/x2+5
3-x*+5 3+x*+5

x—2 3— x2+5 x-32

i —af3 e 1 5)

=2 9—(x? +5)
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(TG +Vx" +5) m3++x? +5) =6

lim - =-
x-2 - ( x° = 4) X2
d. Karena hTi0, berarti h#0, sehingga dapat dilakukan operasi pembagian h/h=1 . Jadi
Pl
lim X410 X:iimx_(x+h)=lim b =1lim L .1
h—0 h -0 xh(x +h) 0 xh(x+h) "0x(x+h) x°
Latihan

Tentukan nilai dari limit berikut

a. lim t/to ~4 "(gfﬂjﬁ‘ - ;}f

t—=2 f.  lim
h—=0
b lim (2x%—8x> +4x—5)
x—=>1/2 oo X2 L3
g. lim —
2x% +5x x=-l - T-x
c. lim —— i
x—>-2 3x-2 h. Tunjukkan
. Nx=42 bahwa lim x sin+ = 0
d lim ——— x>0 X
xo2 Xx-2
i Jika ISFOOSACH2x+2  untuk
Vx+h —+x
C. hh—To h setiap x, tentukan xl_ig lf (x)

4.3. Limit Fungsi
Definisi
Jika sebuah fungsi yang terdefinisi pada suatu selang buka yang memuat a, kecuali di
a sendiri. Maka kita katakan bahwa limit f{x} untuk x mendekati a adalah L, dan
ditulis

lim f(x) =L

X—a
Jika untuk setiap bilangan ¢ > 0 terdapat 6>0 sedemikian sehingga |f{x)-L|<g bila

|x-a|<d

-~

2Xx—1, x#3

Misalkan diketahui suatu fungsi f(x) = {6 3
» X
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Nilai f(x) s

berada di sini 3

-E

-~ e ¥

Gambar 4.8 Ketika x di sint x#3

Contoh:

Buktikan bahwa

a. lim{@x-5=7 ) 3xy
x—>3( ) d. x1—1;115(4 =) =7
2 .
b. hm EW_FX——Q =7 c. Iim \/; ={)

X33 X—3 x—=0

. 2
c. Im (x2 =3 f. limx* =9

X—>—2 X-=>3
Penyelesaian
a. Analisa

Akan dibuktikan bahwa untuk sembarang bilangan positif kecil €, I(4x-5)-7|<¢

bila |x-3|<8.

Padahal |(4x-5)-7|=|4x-12|=|4(x-3)|=4|x-3|, dan diinginkan |(4x-5)-7|<e

Karena diketahui [x-3|<3, maka |(4x-5)-7|<48, sehingga kita dapat memilih

o=¢/4

Bulkti

Diberikan sembarang >0, pilih 8=¢/4, sehingga bila [x-3|<5., maka
[(4x-5)-71=|4x-12}=|4(x-3)|=4|x-3|<4d=¢

Karena |(4x-5)-7|<e bila |x-3|<$, jadi terbukti lim (4x-5)=7

X3
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b. Analisa
Akan dibuktikan bahwa untuk sembarang bilangan positif kecil e,

2

X—:—:ZE — 7| <ebila x-3<5.

Padzahal }Xz + X mxli;’" Tx -3 l _ f'xz ;f};%— 9[‘ _ I[(Xx—_33)2 I’ Karena fX—3|<5,
maka l{xz X ":i; Tx =3 )“ =|x —3| <e, sehingga dapat dipilih §=¢

Bulkti

Diberikan sembarang £>0, pilih =g, sehingga bila [x-3|<d, maka

x +X_12“7(X—3)|= x* “6x+9l=’(x‘3)2|m)x—3|<6 =c
! X—-3 X =3 I | x—73
2 2
Karena XX =12 < bila [x-3|<5, maka terbukti fim XX "12 _5
X= X-23 x-3
¢. Analisa

Akan dibuktikan bahwa untuk sembarang bilangan positif kecil ¢, |(X2-1)—3|<8
bila [x-(-2)|<8
Padahal |(x2—1)~3|=fx2—4f=|(x~2)(x+2)|= [x-2|[x+2|
Menurut definisi, x[J-2 berarti bahwa x mendekati -2 sedekat mungkin, tanpa
harus sama dengan 2. Sehingga masuk akal jika jarak antara x dan -2 kurang
dari 1, yaitu 8<1. Jadi [x~(-2)|<8<1
Sementara |x-2|=[x+2-4|, sehingga |(x2—1)-3[=|x+2[|x—2|

=|x+2|[x+2-4|

<Per2l(pe2}4)

<&(56+4)

=3%+48

<50=¢
Bulkti
Diberikan sembarang >0, pilih 8<min{1,e/5}, sehingga jika [x-(-2)|<8, maka
](x2-1)—3|=|x2~4|=|(x-2)(x+2)j= [X=2[[X+2[=[x+2||x+2-4|

Sx+2)(x+2[+4)
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<§(8+4)
=82+4 <58=¢

Penyelesaian contoh d,e dan f silakan diusahakan dibuktikan sendiri.

Definisi (Limit Kiri)

!il?], f(x)=L jikaVe>038>05, a-0<x<all[f(x)-L |<e
Definisi (Limit Kanan)

lim f(x) =L jika V £ > 03 § >0 3, a<x<a+3lIf(x)-L |<e

Teorema
. limf(x)=L = {im ff(x)] =L
X=C X—>C
2. lim[f(x)|=0= lim f(x)=0
X—C X—=>C
Teorema

imf(x)=L < lim f(x) = im f(x) =L

Contoh

. .. X
Tentukan nilai dari l:mU

=0 v
Penyelesaian.
. x,x20
Menurut definisi }xl =
-X,x <0
XX . X . —X . IX .
lim I——j =lim— =1, sedangkan lim u =lim—=-1. Karena lim u # lim u , maka
x=0" ¥ x=20 ¥ =07 % x=0 ¥y =07 % =07 ¥
4
lim— tidak ada.
X3¢
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-

Wiz

-0
J Gh 4.9
—L

Contoh;

, T-2x+2, x <1 e
Jika f(x)= {X X X :1 . tentukan nilai dari hn} f(x)
—X , X2 x>

Penyelesaian,
lim f(x) = Iinll(xz =2x+2)=1, limf(x) = lIm(3-x)=2
X" N— K=" X3

Karena lim f(x) # lim f(x) , maka linla f(x) tidak ada.
x—* x=3]" x=

Gambar 4.10
Latihan

I. Dari grafik berikut ini, tentukan apakah lim f(x) ada
X—=>C

4, b.

TR

-5
-107
1
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R

2. Tentukan limit berikut in1 , jika ada:

o x2-9
a. lim
x—3 X—3
s
b Hm
X—5" X—2
li 2
o Jim [l
d lim |x|—x
x—2
li -
e Jim -

Adakah bilangan a sedemikian sehingga

tentukan nilai a dan limitnya.

lim
X—=>-2

2
£ gim X
x—1" |X— '
o 2x? -3x
g. lim
x>15 2x -3
2
h. Hm \/; X

x—3" 1—\/;
N6—-x -2

i, lim

x—=243—-x -1

3x2+ax+a+3

ada? Jika ada

X +x-2

Tentukan limit kiri dan limit kanan dari fungsi berikut ini di titik ¢ yang

ditentukan, kemudian tentukan apakah limit fungsi di titik tersebut ada.

2x, x#0

, c=(
1 ,x=0

a. f(x) ={

b, f()=

c. f(x)=14

d f(x)=+2

e,

f(x) = 1

3x-1, x <1
,x=1, c¢=1

| 2x , X>1

-1
, x#1
x-1 )

0 , x=1

c=1

(3x -1, x <l

f. fx)= ltak terdefinisi, x =1, ¢ =1

2x ., x>1



VIS-5x, x<2

\/E , x=2

VO x?2 , 2<X<3

X-2 , X223

5. Diketahui fungsi f(x) = , tentukan

a.  lim f(x) c. lim f(x) e. lim f{x)
X—2" X3 X2

b. lim f(x) d.  lim f(x) £ lim f(x)
X—2° X—»3" X—3

. . X I, jika x bil bulat
6. Diketahui fungsi f(x) = Jl X 1angal.1 e , tentukan
0, jika x bukan bilangan bulat

a.  lim f(x) b.  lim f(x) c. lim f(x) d.  lim f(x)

Xx—>2 X2k x~>3 x—=0

7. Tentukan

a. iiil)ll[lx -3+ {x:[J

b. xli—ll'lz{[x -3+ !X:J

44. Limit Fungsi Trigonometri

A Lingkaran L di samping berjari-jari 1 satuan
OC=0B dengan CD1AB, dan x=Z(0A,0B)=
£ZAOB, O<x<n/2. Sehingga CD=sin x dan

0.5

AB=tan x. Dari gambar disamping dapat

disusun pertidaksamaan:
Luas AOCD<Luas juring OCB<Luas AOAB

0,5. sin x <(x/2n).n< 0.5.tan x

Gb4.11 cos x<( sin x /X)< 1

Dari luas AOCD<luas juring OCB diperoleh sin x<x, O<x<n/2. Dari sini diperoleh
O<sin x<x. Bila pertidaksamaan ini dikuadratkan, dikalikan dengan 2, kemudian
menggunakan rumus trigonometri, diperoleh pertidaksamaan baru cos x>1-x%/2. Jadi
kita sudah mempunyai pertidaksamaan:

1-x%/<cos x<(sin x /x)< 1, O<x<n/2
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g . sinX
Dengan menggunakan teorema apit diperoleh lim

x—=0 X

Dari hasil ini diperoleh rumus limit fungsi trigonometri

I

a. limcosx =1 c. limtanx=90 . tanx
x—0 x—0 lim
x=0 X
b. limsinx=0 . X
x—0 d  Im—=1 .
x—0sin x lim
x>0 tan x
Contoh
Hitunglah limit fungsi trigonometri berikut ini:
COSX . fan x
1. 3. lim —
>~->/ (x— Ty) x—0x* —-3x
. l+cosx : .1
2. lm —— 4, Hm({l-cosx)sin—
X—n SINX x—0 X
Penyelesaian
COS X . sin( x) sin(", — x)
1. lim / A 1

- Hm =2 7
\-—}V(X /) x—>/ (/ X) x—%nw;o (%—x)

1+cos(2. ¥, x 1+ (2cos2 (¥ x)-1
2 lim 1+.cosx_ I 2.)5%) . ( (J5x)-1)

m = lim
Xx—n SHmX X—7 sm(?,.%x) X—=T ZSlil%xcosyzx

= lim

) tan x ) tan x . lanx 1
3, lim ——— = lIm e = |

cos(y x)
X7 Sm(/ x)

= lim lim

x50x2 _3x  x-0x(x=3) x50 X x-0(x- 3)

4. lim(l1-cos x)sinl ={
x—0

Seal
Tentukan limit berikut
. X tan3x
1 lm ———
X7 gin{2x ")

. colx
2 lim

X—)%x—E

=1

=1
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3 Jim PG X=2)

x—4 Xx—4

4 fim 302D

X=>1x —-x-2

4.5. Limit Tak Hingga
Definisi (Limit Tak Hingga)
Misalkan f sebuah fungsi yang terdefinisi pada selang buka yang memuat a, kecuali

mungkin pada a sendiri, maka lim f(x) = o, berarti bahwa

V M>0 3 8>0 5 0<|x-a|<8 D|f(x)>M
Misalkan f sebuah fungsi yang terdefinisi pada selang buka yang memuat a, kecuali

mungkin pada a sendiri, maka lim (x) = —oo, berarti bahwa
X—a

V N<0 3 8>0 5 0<|x-a}<8 Of(x)<N

Gb 4.12b

Contoh
Tentukan
.oAx+2 ) \/; - X
a. lim b. lim
2" oy -2 o317 X e
Penyelesaian
m lim +/x +2 )
a. lim m 222 =—=0w
Y x e hm_ x-=2 0
_ 11n1 ‘\/; - X \/5 _7
b. lim = 22 = — =
=2 x 2 limx-2 0

x-32"
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a. Limit di Tak Hingga
¢ Misalkan fungsi f terdefinisi pada (a,). Limit fungsi f untuk menbesar tanpa

batas adalah L ditulis Im f{x)=L jika Ve>0Im>05x>m = fo)-Li<e

¢ Misalkan fungsi f terdefinisi pada (-eo,c). Limit fungsi f untuk mengecil tanpa

batas adalah L ditulis lim f(x)=L jika ¥e>0dn>03x <n = !f(x) — Lf <g

.s Y
n Ll
Gb4.13a X—a0 004X Gb 4.13b
Contoh
Tentukanlah
. x?—2x
a. lim——
o0 2x° +1
3 2
b. Iim)C —2x +1
tomw o Pyt g 3y
Penyelesaian:
g2 F0-F) 1-limdl
a. lim = [im =
e 2x2+1 Xy 2 2+1 1 ” 2
F@r )y 2+lim I
3 2
xagy XU+ Vo
b. Iam—;ﬁn«— lim
N=y = ._.)C ..f_ x R Sl ]
X2+ /x_)
1— 11m /+ hm/ 1
lim 3 T2
2+ lim 3/,

b. Limit Tak Hingga di Tak Hingga

Limit tak hingga di tak hingga adalah kasus di mana J(x) > o0 bila x 5
Definisi:

¢ lim f(x) =0 jika YM>0Em>0sx>m= f(x)>M
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¢ lim f(x)=—-c0 jika VN>0In>05x>n=f(x)<N
¢ i_ir_nf(x)=oojika VM>0dm>0sx<m=f(x)>M

¢ l_irzl f(x) == jika YN <0Im>0s3x<m=>f(x)<N

Contoh
Tentukan
N
a. lim COS X
X—=w 2% + X

b. lim (x —l)tani
X

X—>0
. 2x+3
¢, lim
x=0fy2 _x-2
Penyelesaian

a. Untuk berapapun x, nilai |cos x}<1

R 1-Vx
Sehingga —Jcos x| < >
|2x +x° 2x +x
Hm |— \/;,) =0, sechingga lim - \/;2 cosx =0
X0 2X + x“ X—©|2X + X

Menurut teorema  lim |f (x)[ =0= lim f(x)=0.Jadi lim
X—0 X —0o0

X0 IX +X

b, lim (x-1) tanw}m = lim (x tanl - tanl)

X =0 X X e 0D X X
1 1
tan — tan —
. X ) ) X ) 1
= lim - lim tan— = hm —— lim tan— =1
X—yoo L X—r® X J~+0 + X—=w X
X X X

¢. Jawaban c¢ silakan diselesaikan sendiri.

I A

v

h
y Y
A
_t9) VAY
X /// X

N \
Gb 4.14b

Gb 4.14a

X
cosx =0
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lim f(x)=—-c dan lim f(x)=c hm f(x) =0 dan lim f(x)=-w
X =300 X~ X—>—00 X—>co

¢. Bentuk-Bentuk Tak Tentu Limit Fungsi

. . o .. sinx _ : .
Perhatikan [imit fungsi trigonometri lim , dimana limit pembilang dan limit

x—=0 X

penyebutnya nol. Bentuk demikian disebut bentuk tak tentu. Bentuk-bentuk tak tentu

. sl o . .o
yang lain adalah —, 00 —0,0.00,0°,00°,1” . Bentuk tak tentu yang akan dibahas di sini
es}

0 w0 . .
adalah 6,%,00 —,0.c0. Bentuk tak tentu yang lain akan dibahas setelah pembahasan
oo}

fungsi berpangkat fungsi dan logaritma natural.

Contoh
— — . . 1
Tentukan: a. lim X—i*;-—z ¢. limx.sin—
x—4 x—4 oo X
_ -2 _
b. lim x__ﬁ_ d. Ilm(\/x—l - \/;)
x> X—-4 s
Penyelesaian

M/Q-z (Vx =2(x +1) 3

. X
a lm——= -

x-»4  x—4 —>4(\/§m2)(\/§+7) 4
b G XTVX=2 L (x=2)XaD o VX
xsw  x—4 X~ >°<’(\/_—7)(\/_+2) m—>co\/~+’?
- \/_(1+/J_) I+ llm /J_) 1
x—)oo\/—(2+/\/—) (2+x11_1;nw/ﬁ) 2

sm/ . oosinl eing

= lim .—- =]

c. lim xsm—: lim . S
X—>00 X x—w /x Y=o /x t—»e0 1

d. lim (Vx=1-+x)= lim (\/ﬁ_\/_)ﬁ“/_ lim (—_1#)

X X ~>00 -1 +\/_ X—w

= lun
X—=w ixf I+ \/— )
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4.6. Kekontinuan Fungsi

a. Kekontinuan Fungsi di Suatu Titik

Pernah dijumpai suatu fungsi dimana lim f(x) ada dan sama dengan f(c), tapi
X—>C

kadang-kadang lim f(x)ada sedangkan pada kenyataannya {{c) tidak ada (tak
X—C

terdefinisi). Bagaimana hubungan antara lim f(x)dan f{c)?. Berbagai
X—cC

kemungkinan hubungan itu dijelaskan oleh grafik berikut:

F:3
A
®
y=f(X) \‘\;—// ]
y=f{(x}
< —
\\_Ambar Gambar
lim f(x)= lim f(x)="1(c) lim f(x)= lim_f(x)=f(c)
x—oct x—c” x—oct X—3C
3 I3
y=1(x)
y=f(x}
-]
= >
l S X P /
Gb 4.15¢ Gambar
lim f(x)= lim §f(x),f(c) lim f(x)= lim_f(x)=f(c)
X—=cC Xx—c x—>c+ X w3 C

A,

v

lim f(x)= lm_f(x), f(c} tak terdefinisi

o__/ T Koot e

Gb4.15e
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Definisi
Misalkan y=1(x) adalah fungsi yang terdefinisi pada interval buka yang memuat c.
Jika

1. lim f{x)ada.

X—=C
2. Nilai [{x) untuk x=a ada, atau f{c) ada

3. lim f(x)=1(c).

X—=C
maka dikatakan fungsi itu kontinu di x=c¢
Jika salah satu dari ketiga syarat tersebut tidak dipenuhi, maka dikatakan fungsi
itu diskontinu di x=a

Sebagai  contoh  fungsi  f(x)=3x’-5x+4  kontinu di x=1, karena

2
+2
lim f(x) = lim (3x2 ~5x+4y=2 dan f(1)=2. Sedangkan f(x)= X
x—1 x—1 XK—-4Z
diskontinu di x=2, karena f(2) tak terdefinisi.
Definisi Formal
Fungsi f dikatakan kontinu di titik ¢ di daerah asalnya jika ¥V €>0 3 8>0»
[x-¢|<SLU|t(x)-f(c)|<e
Contoh
Tentukan kontunuitas fungsi berikut di x=3
x% -9 ea x 3
I f(x)={ x_3 %%’ dix=3
6 jikax=3
x2 +1jikax =0
2. f(x)= Jike di x=0
2 jikax =0
Penyelesaian
2
. . -9
L- lim £(x) = lim =——= =6 6
X—>3 X—3 X—J
- f(3)=6 !
- lim f(x)={(3) 2
X3
Jadi f(x) kontinu di x=3 " > p 3 1
Gb 4.16a




2.- lim f(x)= lim (x2 +1)=1 \ o} /
x—0 x=>0

\ o/
- f(0)=2 \ |

- Lim £(x) = £(0) . //
x=0 .,
. o Sy P
Jadi f(x} diskontinu di x=0 %-—_?_—--
-3 -2 -1 ' 1 & 2
Gambar 4.16b
Definisi

Sebuah fungsi f kontinu dari kanan pada sebuah bilangan a, jika lim f(x) =f(a)

dan kontinu dari kiri pada a, jika lim £(x) =f(a)

Contoh.
x* +2x -8 «
Selidikilah apakah fungsi f(x) = x-2 kontinu di x=27
2 ,X=2
Penyelesaian
T 4ox— ~2)(x—
L limf(x) = lim 28y, 324
x—2 x—=2 X — X2 X =2
2. f(2)=2
3. l_in} f(x)=f(2)
&
st
z .
“a 2 2 2
Gambar 4.17
X" +2x-8
—_—, X#®2 g
Sehungga f(x) = X =2 diskontinu di x=2,
2 ,X=2
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Sifat-sifat kekontinuan fungsi di satu titik
¢ Jika f'dan g kontinu di ¢, maka f+g, f-g dan f.g juga kontinu di ¢
¢ Jika fdan g kontinu di ¢ dengan g(c)#0. maka f7g juga kontinu di ¢

¢ Jika f kontinu di g(c) dan g kontinu di ¢, maka fungsi komposisi f{g(x))
Juga kontinu di c.
Sebagai contoh perhatikan fungsi h(x)=+3x%+5 , yang kontinu untuk semua
x=0.
Fungsi h dapat dinyatakan dengan h=fog, dengan f(x) =% yang kontinu
untuk

setiap x>0 dan g(x) = 3x2 +5 .yang kontinu untuk setiap x. Karena 2(x)>0 untuk

setiapx, maka h =fog =+/3x2 +5 Juga kontinu untuk setiap x

2

X T Fungsi h dapat dinyatakan sebagai

Conioh lain, perhatikan fungsi h(x) =

X2

komposisi h=fog dengan f (x)= Jx yang kontinu untuk x20, dan g(x) ——w—l

yang kontinu untuk x=1. Karena g(x)20 untuk x>1, maka h juga kontinu untuk

X>1.

Latihan
I Tentukan apakah fungsi berikut kontinu di titik yang ditentukan. Kemudian

gambarkan pula graﬁk fungsinya.

a. f(*(): =3I, =5
Ix-1, x<1
b. f(x— c=1
,x>l
4-3x? , x <0
c. f(x)=14 =0 , c=0

V16 , 0<x<4
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vd+x , x<4

d. f(x)= ,xz—-16 s c=4
x—4

2 Untuk fungsi-fungsi di bawah ini tentukan f{c) sehingga merupakan fungst yang

kontinu di ¢

2

a f)=2_"% .o
2 >1
b f)=1" " X7 o
l+x, x<1
2 -—
c. f(x):x_j-_xm_ﬂ'., c=3
Xx=3
x% +5%, x <-1
d. f(x)= ’ , ¢c=-1
Xx-3 , x>-1
3 Tentukan daerah sehingga fungsi berikut kontinu
X2
a f(x)= 5
X" -4
X
b, f(x)=
(x) -
2
e F(x) =Xt

VI5-3x, x<2

2 X
4
d. f(x)=/
x2 —1
\/g , X=2

4 Diketahui funesi f(x) =
sl 10 V9-x% | 2<x<3

ﬂx—Z” , X=z3

a. Apakah f kontinu di 0?
b. Apakah f kontinu di 29
¢. Apakah f kontinu di 47

d. Apakah f kontinu di 32

e. Gambarkan grafik f.
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b. Kekontinuan Pada Suatu Interval
Definisi
* Sebuah fungsi f kontinu pada interval buka (a,b) jika fungsi itu kontinu
pada setiap bilangan ce(a,b).
* Scbuah fungsi f kontinu pada interval [a,b) jika fungsi itu kontinu pada

(a,b)dan lim f(x)="f(a).
x—a'

¢ Sebuah fungsi f kontinu pada interval (a,b] jika fungsi itu kontinu pada

(a,b)dan lim f(x)=f(b).
X-3b~

* Sebuah fungsi f kontinu pada interval [a,b] jika fungsi itu kontinu pada

(a,b), lim+ f(x)=1f(a) dan limbw f(x)="1(b)

X—

Contoh.
Apakah fungsi f(x)=1-+v1~x? kontinu pada interval [-1,1]?

Penyelesaian.

X-d

=1-lim+1-x?

X0

=]-+1-32

= f(a)

. Bila-1<a<l,limf(x)mlin1(1—x/1-x2)

e Bilaa=-1, _li11]1+f(x)= lim (1—\!1—}(2)

x—=-1*

=1- lim V1-x?

P o

=1- 1= (-1)?

=£(-1)

* Bilaa=l, limf(x) = lim(l—xfl—xz)

=l

=1-limy1-x?

x-31"

=1—y1-(1)°

=1(1)

Jadi f(x)=1-+1-x* kontinu pada interval [-1,1].
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Sifat-sifat kekontinuan fungsi di suatu interval

4

*

Jika fungsi f kontinu pada [a,b], maka f terbatas pada [a,b]

Teorema Nilai Antara (TNA)

Jika fungsi f kontinu pada [a,b], dan k terletak antara f(a) dan f{b), maka
terdapat ce[a,b] sedemikian sehingga f{c)=k

Gambar 4.17a adalah ilustrasi geometris dari TNA

Akibat TNA

Jika f kontinu pada [a,b] dan f(a).f(b)<0, maka terdapat ce[a,b] sedemikian
sehingga f(c)=0. Diilustrasikan dengan Gambar 4.17b

A
f(b)

v

b f(a)

[ ol R,

Gb4.18b

Latihan

I.

4.

Tunjukkan bahwa fungsi berikut kontinu pada interval yang ditentukan

a. f(x)=xv16—x*, [-4,4] b. f(x) = “;, (-0,3)

X.._

P

Jika f dan g keduanya fungsi kontinu dengan f3)=5 dan

lim [2f(x) — g(x)}] = 4, tentukan g(3)!
x—3

Tentukan nilai ¢ sehingga fungsi f dan g berikut ini kontinu di (-o0,c0)

ex+1 , x<3
a. f(x)=

cxzml, x>3

2
xz—c", X <4

cx+20, x=24

b. g(x) ={

x-1, x<«3
c. h(x)= S

5-x, x=23
Tentukan konstania ¢ dan d agar fungsi berikut ini kontinu di interval tutup

[0,4]
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[]x]] ,-2<x <1
f(x)=42cx+d, 1€x<2

x243d, 2<x<4

Tentukan konstanta p dan q, sehungga fungsi berikut ini kontinu di R

x3—x2+5, X <-1

f(x): P » X:"I
qx +6 , X>-1

Tentukan nilai k sehingga fungsi f berikut ini kontinu di x=2

N2x+5-4x+7 w2
f(x)= X=2
k ,Xx=2
Dengan konsep komposisi, tunjukkan bahwa fungsi f(x)= X _21
4—+x~9

kontinu di daerah asalnya.
Untuk fungsi berikut ini gunakan teorema nilai antara (bukan dengan
memfaktorkan) untuk menemukan interval terkecil samoai dengan 2 tempat

desimal dimana pembuat nol dari f{x) berada.
a. f()= x> —3x pada [-2,2]

X

(x+1)?

c. f{x) =x%-3x -2

b. f(x)= -1

Latihan

1.

Tentukan nilai limitnya

. 1( 1 1}
a. lim — ——
x=>0x\4+x 4

o1 1 1
b. lim - R
x=20X| (24+x)* 4

2 —
lim 43 29

x—0 X

C.

2. Gambarkan grafik fungsi f(x) =x - Bxf] pada [-3,3]
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x 2 —-6x~-16
(x2—7x—8 x2 —4

3. Diketahui f(x) =

a. Tentukan daerah sehingga f(x) terdefinisi
b. Tentukan titik diskontinu f(x)

4. Tentukan a,b,c dan d sehingga fungsi berukut kontinu untuk setiap x

(x2+x—2
—_— <X <l
x-1
a X x=1
£ =1 b(x-c)2 , l<x<4
d , x=4
12x -8 . d<x<w

5. Apakah masing-masing fungsi berikut ini kontinu atau diskontinu? Jelaskan!
a. Suhu pada lokasi tertentu sebagai fungsi waktu
b. Tarif taksi sebagai fungsi jarak yang ditempuh
¢. Upah karyawan sebagai fungsi dari waktu.
d. Denyut jantung manusia setiap waktu.

e. Curah hujan yang diukur pada stasiun cuaca.

6. Dengan menggunakan grafik f(x):«;—, tentukan bilangan § sedemikian

schingga |1 - 0.5/<0.2 bila fx -2/ <5

7. Sebuah tungku dipergunakan dalam penelitian untuk menentukan bagaimana
cara terbaik untuk membuat kristal yang diperegunakan dalam komponen
elektronik pesawat ulang-alik.

Untuk pertumbuhan kristal yang baik, suhu harus dikendalikan secara akurat

dengan menyesuaikan daya masukan. Misalkan hubungan dirumuskan dengan:

T(w) = 0,1w? +2,155w +20, dimana T=suhu(’C), w=daya masukan (watt),
tentukan
a. Berapa daya yang diperfukan untuk menj aga suhu pada 200°C
bJika suhu bervariasi #1°C dari 200°C, berapa rentang daya yang
dipergunakan untuk daya masukan ?
¢. Dalam bentuk definisi limit, apa yang merupakan x, f(x), a, L, € dan §?
8. Tarif parkir di suatu super market adalah 3 dollar untu satu jam pertama atau

sebelumya, dan setelah itu 2 dollar setiap satu jam berikutnya atau
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10.

I1.

12.

13.

sebelumnya. Bila setelah 5 jam tarif parkir dianggap sehari dengan tarif 10
dollar:

a. Sketsakan fungsi yang menggambarkan tarif parkir tersebut

b. Apakah sketsa a, merupakan fungsi kontinu/diskontinu?

Laju perubahan muatan listrik terhadap waktu dinamakan arus listrik. Apabila

é»t“" +1 coulomb muatan mengalir melalui suatu kawat penghantar dalam t

detik, tentukan besarnya arus listrik dalam ampere setelah 3 detik.

Scbuah kota dijangkiti oleh epidemi influensa. Petugas menaksir bahwa
sampai dengan 40 hari setelah mulainya epidemi, banyaknya warga yang sakit
flu dirumuskan dengan p(t)=120t>-2¢, Dengan laju berapa menularnya virus
itu pada hari ke 10.

Populasi penduduk di suatu kelurahan X diberikan seperti tabel berikut

Tahun 1991 1993 [995 1997
X 793 820 839 874

a. Tentukan laju pertumbuhan rata-rata
1. dari 1991 sampai dengan 1995
2. dari 1995 sampai dengan 1997
b. Tentukan laju pertumbuhan sesaat tahun 1995, dengan mengambil rata-rata
dari dua laju pertumbuhan rata-rata.
¢. Taksir pertumbuhan sesaat pada tahun 1995
Biaya produksi x unit komoditas tertentu adalah C(x)=5000+10x+0,05x°
a. Tentukan rata-rata laju perubahan dari C terhadap x ketika tingkat produksi
diubah
L. dart x=100 sampai x=105
2. dari x=100 sampai x=101
b. Tentukan laju perubahan sesaat dari C, terhadap x untuk x=100
Seorang biksu meninggalkan kuil pada pukul 07.00 dan mengikuti jalan ke
puncak, gunung dan tiba pukul 19.00. Pagi hari berikutnya, mulai pukul 07.00
turun mengikuti rute semula dan tiba pukul 19.00. Gunakan teorema nilai
antara untuk memperlihatkan bahwa terdapat lokasi di mana biksu itu

melewatinya pada saat yang sama.
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TUJUAN INSTRUKSIONAL

Umum
Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester I), mahasiswa
mempunyai pemahaman konseptual yang benar tentang topik-topik utama dalam
Kalkulus (limit, kekontinuan, diferensial, integral) beserta teorema dan sifat-sifat

serata teknik-teknik penting didalamnya.

Khusus
Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 14), mahasiswa akan dapat
menjelaskan pengertian turunan sebagai suatu limit fungsi, hubungan turunan dan
kekontinuan, aturan rantai, turunan fungsi aljabar,turunan fungsi invers, turunan
fungsi trigonometri, turunan fungsi eksponensial, turunan fungsi siklometri.,

turunan fungsi hiperbolik.
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3. TURUNAN

Dalam bab ini, mulai dibahas mengenai kalkulus diferensial, yang berkenaan dengan
perubahan suatu besaran terhadap besaran yang lain. Konsep utama dari pembahasan ini
adalah turunan, yang merupakan pengembangan dari konsep limit yang sudah dibahas
sebelumnya. Juga akan dibahas, bagaimana penafsiran turunan sebagai laju / kecepatan,
kemudian cara menghitung limit, dan penggunaan turunan untuk memecahkan masalah

yang menyangkut laju perubahan lainnya.

5.1 Masalah —masalah yang ditafsirkan sebagai turunan

¢ Pada saat membicarakan limit, telah dibahas sebuah contoh gradien garis singgung

2
pada sebuah kurva y=x* di titik P(2,4), yaitu mp = lim x* -4
x—>2 X—2

¢ Misalkan sebuah bola dijatuhkan dari ketinggian tertentu dengan panjang lintasan
setelah x detik adalah x* meter, maka kecepatan bola pada saat x=2, ditentukan
dengan cara sebagai berikut.
Kecepatan rata-rata adalah hasil bagi antara jarak dan waktu selama selang waktu
tertentu. Sehingga bila selang waktunya [2,x], maka kecepatan rata-rata selama

S(x)-S(2) x%-4
x-2 x-2

selang waktu itu adalah v(x)= Dengan menggunakan

konsep limit, dapat dicari kecepatan jatuhnya bola sctelah 2 detik, yaitu

xz—~4

v(2) = lim

x—2 X—2
¢ Misatkan diketahui sebuah tongkat yang tak homogen (massa di setiap titiknya
tidak sama), dengan panjang 50 cm, dengan massa dari titik 0 sampai titik yang
berjarak x cm adalah x* gram. Maka rapat massa di titik yang berjarak 2 cm
ditentukan dengan cara sebagai berikut
Rapat massa adalah hasil bagi antara massa dan panjang tongkat pada jarak tertentu.

Sehingga rapat massa pada jarak [2,x] adalah
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_mx)-m(2) x? -4
P x—-2 X—2

Dengan konsep limit, dapat dicari rapat massa di titik yang berjarak 2 cm, yaitu:

2

p=lim X
x—»2 X—2

Dari ketiga contoh di atas, jika diketahui suatu fungsi y=f(x), maka besaran vang dicari
adalah

x4
x—2 X—2

Dalam kalkulus, besaran ini menyatakan laju perubahan fungsi f(x) terhadap x di titik

x=2, yang selanjutnya disebut turunan f(x) dititik x=2

5.2 Turunan
Definisi 5.1

Misalkan fungsi f terdefinisi pada interval buka yang memuat ¢. Turunan fungsi f di titik
¢, ditulis dengan f, didefinisikan dengan

f'{c)= lim fx)-Me) atau t'(c) = lim flexh)-f©)

X-»c X—C h-s0 h

asal limit tersebut ada.

Contoh
1. Diketahui f{x)=x*+x* dan g(x) =+ x—1. Tentukan

a. Turunan dari fdan g

b. Sketsakan grafik fdan f*, serta gdang*®
2. Tentukan f (5) dari fungsi f(x)=+x

Penyelesaian

h—0 h

o (X )+ (x+h)? = (x% +x2)

h—0 h
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x> +3x2h +3xh? + 13 +x2 +2xh+h% -3 —x2

= lim
h—0 h

= lim 3x%h +3xh? +h +2xh+h?
h—=0 h

- i DGX% +3xh 0% 4 2x + )
h—0 h

= lim (3x2? +3xh+h? +2x + h)
h—0

=3x? +2x

g'(x) = lim fﬁ’iﬂll_);f_(ﬁ
h—0 b

:lian(x+i1)—]—Jx—l

h—0 h
. \/(x+h)—l—x/x—l\/(x+h)—1+\/x—1
= lim
=0 h Jx+h) —T++/x -1
. (x+h)-1-(x-D
= |
5 h{/(x+h)— 1 ++/x ~1)

h

= Him

w20 o+ )y — T+ X —1)
|
=
hm\/(x+h)4 +/x -1
1

—Exfx—l

b. Grafik fdanf*, sertag dan g ¢

¥ 9
£x0 Y
X, £ (x)=3x>+2x
f(-0.6)=0 f:(0)0
(x>0 X
OR T Sen 05
Gambar la Gambar 1b

Grafik kiri adalah grafik y=x"+x°, grafik kanan adalah y=3x"+2x. Dapat dilihat pada grafik kiri, gradien garis
singgungnya pada titik x=0 dan x=-0.6 mendatar, sehingga f *(0)=0 dan f *(0.6)=0, seperti yang ditunjukkan

. L. T
pada grafik y=3x*+2x. Kemudian untuk x€(-0,-0.6] dan xe[0,2), gradient garis singgung pada y=x"+:* di
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titik itu positif (kemiringannya positif), pada grafik y=3x>+2x untuk x di dalam interval tersebut grafik
fungsinya di atas sumbu x. Untuk x&(-0.6,0), gradient garis singgung pada y=x’+x> di titik itu negatif, pada

grafik y=3x™+2x untuk x di dalam interval tersebut grafik fungsinya di bawah sumbu x

A A
Y y |
2 y
1
i
| s

PN g Rl x-D
1

3 f e
’ 2 4 5 8 .\ 2 4 6 8 X
x=| sebagai asimiot legak
Gambar 2a Gambar 2b

Grafik kiri adalah grafik y=v(x-1), grafik kanan adalah y=1/2V(x-1). Garis singgung kurva y=v(x-1) di titik
x#1 legak sehingga gradiennya tak hingga, di grafik y=1/2\(x-1) digambarkan dengan garis x=1 sebagai
asimtot, artinya g’(x)deo untuk xO1. Untuk x semakin besar digambarkan dengan semakin kecilnya nilai

g’(x) yang asimtot terhadap garis y=0

2. (5= lim 0 =16)
x—=5 X-=5

]ilﬂM
Xx—5 X-5
= lim Vaods
x—)S(\/;—\/gx&+\/§)

[
= [im
X—=5 ‘&+\f§)

1
245
Atau dapat juga dicari f(x) kemudian substitusikan nilai x=5

o f(x+h)-f(x)

Il

fFi(x) = li
h—0 h
= lim —M
h->0 h

- Vx+h —\/; vx+h +\/;

=i
h—0 h VX £h ++x
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) X+h-x
= lim

h—0 h(\/x+h +x/;)

= lim h

h—( h(m+x/;)

I
T %

Bila x=5 maka f'(x)= 1

245

5.3 Sifat-sifat Turunan

I. Jika f(x) =k, k konstanta maka f'(x) =0

Bukti
£ (x)= lim fx+h)-f(x)
h—( h
. k-k
= Jim
h—0 h
= lim —=90
h—0h

2. Jika f(x)=x", n bilangan asli, maka '(x) =nx""!

Bulcti

f'(x)z lim f(x-+h)-f(x)
h—0 h

. x4+ =x"
= lim —(—)———
h—0 h
karena (a" -b")=(a-b)a" ' +a " Zb+a" b2 4. +ab™ 2 + 6™ 1Y, maka

dengan menganggap x +h = a dan x = b dihasilkan

_ lim ((x+h)mx)((x+h)“_[ (A 2+ 00k ) T x? + (x+ h)x M2 +x”"])
h—0 h

= lim (X +0)" T (xkh) 2x + (x+h) 32 )X P2
h—0~

i

-
ada n suku yang masing- masing=x"" ketika h=>0

— nXnml
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3. Diketahui u'(x), v'(x) dan keR

i Jika f(x) = u(x)+v(x), maka f'(x) = u'(x) + v'(x)

Bukti
F(x) = tim LN =)
h—=0 h
= Jim SGER) £ V(x +h) —u () - v(x)
h—0 h
~ lim (U(X+h)—U(X))+(v(x+h)_v(x))
h—=0 I
= lim (u(x_l'h)_“(x) 4 V(X+h)—V(x))
h—0 h h
= lim u(x+h)—u(x)+ i Y h) - v(x)
h—>0 h h->0 h
=u(x)+v'(x)

i Jika f(x) = ku(x), maka f'(x) = ku'(x)

iiJika f(x) = u(x)v(x), maka f'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x)

iv.Jika F(x) = ——, maka £'(x) = - L&)
u(x) uz(x)
Bukti
F'(x) = lim fQ‘_’f_fi‘);_,fiﬁl
h—0 h
b
- lim u{x+h) ulx)
h—0 h
. 1 [
= lim — -
h->0h [Ll(x +h) u(x)]
- lim - u(x +h)—u(x) 1
h—0 h u(x)u(x +h)
__ u'(x)
uz(x)

v. Jika f(x) =M, maka f'(x) = u'(x)v(x)2— u(Ov(x)
v(x)




4. Jika f(x) =x", n bilangan bulat, maka f'(x) = nx""!
Bulkti
vi.n bilangan asli, telah dibuktikan pada pembuktian sifat 2
vii. n=0 sudah dibuktikan pada pembuktian sifat I

viil. n bilangan negatif = terdapat m bilangan asli sedemikian sehingga n=-m.

Jadi x" =x7™M = ——L—], kemudian gunakan pembuktian pada sifat 2 dan 3(iv)
X

5. Jika f(x)=x", n bilangan rasional, maka f'(x) = nx""!

(Dibuktikan kemudian)

6. Jika f'(a) ada maka fkontinu di a

Bukti

lim f(x}= lim 0 -f(a)
X—=a Xx—a X—a
= lim feo=f) lim (x-a)+ lim f(a)
X—a vx—a X—a X—a
f'(a)
=f'(a) lim (x-a)+ lim f{a)

X—>a X-2a

(x -a) + f(a)

= f{a)

5.4 Tafsiran Geometris dari Turunan
Misalkan grafik fungsi y=f(x) dapat dinyatakan oleh kurva ABCD, kemiringan tali busur
yang menghubungkan titik BC dinyatakan dengan :

9_3__&_ fx+Ax)—f(x)
BE Ax X+AX~Xx

=tan®

Jika Ax—0 maka tali busur BC mendekati garis singgung BF di titik B, sehingga

lim flx+ a0 - f(x) = E«E =tana
AX—0 Ax E

merupakan kemiringan garis singgung di titik B.
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Gambar 3

5.5 Turunan Kiri dan Turunan Kanan
Seperti halnya konsep limit dan kekontinuan, turunan juga mempunyai definisi turunan
kiri dan turunan kanan seperti berikut

Definisi 5.2

¢ Misalkan fungsi f terdefinisi pada interval (a,«c], turunan kiri fungsi f di x=c,

ditulis f'_ (c) didefinisikan dengan f'_ (¢) = lim -1
X’ X—-c

¢ Misalkan fungsi f terdefinisi pada interval [c,d), turunan kiri fungsi f di x=c

>

ditulis f', (c) didefinisikan dengan f', (¢) = lim -
x—>c’ X—C

Teorema 5.1
Misalkan f terdefinisi pada suatu interval yang memuat ¢, maka fungsi f diferensiabel di

x=c jika dan hanya jika '_ (¢)=1", (c)

Contoh
Tunjukkan bahwa f(x)=|x| tidak diferensiabel di x=0
Penyelesaian

x,x20

Sesuai definisi |x| =
-X,X <0
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F(x)-f(0) . —x-0

Sehingga f'_(0)= lim —~2- 7 _ iy =-]
x—0"  X-— x=0 x~0
'y (0)y= lim wz lim X_O=1
x—0  x-~0 x>0 X =0

Karena '_ (0) # 1", (0), maka f(x)=x| tidak diferensiabel di x=0.

Notasi Leibniz
lika y=f(x), maka pertambahan y pada kurva f adalah sebesar Ay=f(x+Ax)-f(x). Bila

f'(x) ada, maka

f'(x)= lim [+ A% —f(x) = lim ﬂmﬁwy—
Ax—0 Ax Ax—0AX  dx
dy . C oy e
~= disebut dengan notasi Leibniz.
dx
5.6 Diferensial
Telah dibahas di depan, bahwa jika f(x) mempunyai turunan, maka f'(x) = lim &
Ax—»0 AX

Ini artinya untuk Ax = 0= f'(x) = i—y < Ay = f'(x)Ax
X

Definisi 5.3

i. Diferensial dari x ditulis dx dan didefinisikan dengan dx=Ax

ii. Diferensial dari y ditulis dy dan didefinisikan dengan dy=f"(x) Ax=f"(x) dx

Bila dx=Ax adalah pertambahan kepada x, maka Ay=f{x+Ax)-f(x) dinamakan
pertambahan y=f{(x). Jika f{x) kontinu dan mempunyai turunan yang kontinu dalam
interval tertentu, maka

Ay=F'(x)Ax+eAx= f*(x)dx+edx, dimana e—0 jika Ax—0
Pernyataan dy=f(x)dx disebut diferensial dari y (atau bagian utama dari Ay). Perhatikan
bahwa Ay=zdy. Tetapi jika Ax=dx sangat kecil, maka dy merupakan suatu aproksimasi

yang cukup bagus untuk Ay. Jadi f(x -+ Ax) =~ f(x) + dy
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Turunan fungsi pangkat rastonal (Pembuktian sifat turunan sifat ke 4)
Jika f(x)=x", n bilangan rasional, maka f'(x) = nx"~!

Bukti.

Karena n bilangan rasional, maka menurut definisi dapat ditulis n:E, dengan p
q

bilangan bulat dan q bilangan asli. Sehingga y = x4 < y9 = xP, Dengan menggunakan

notasi Leibniz untuk turunan fungsi pangkat bilangan bulat dan bilangan asli, diperoleh

-1 -1
dy _pxP" _ pxPT popet-mh e

X =nx"!

q-19dy _ pxP e

ay =
dx dx  gqyd-! p\a-!
ay q(xqj q

Definisi 5.4
Suatu fungsi dikatakan dapat dideferensialkan (differensiabel) di titik x=a, bila f ’(a) ada,
(turunannya di titik x=a ada) dan dapat dideferensialkan pada (a,b) jika f ‘(x) ada untuk

setiap xe(a,b)

Contoh
Tentukan x sehingga f(x) = !x — lf diferensiabel. Gambarkan pula grafik f{x)
Penyelesaian
Sesuai definisi, f(x)=|x-l|=x-1x21
=1-x, x <l

Akan diselidiki untuk x>1, x<1, dan x=1

- X —1|l~ic—1
+ Untuk cs1, lim L&) f'(C)=1im| - Imlhn
X—=>C X—C X->C X—--c X—C x—c

x—!—c+¥:1

~ X~l-je- = 1-x-1+
+  Untuk c<«l, EimM: limwﬂlmx—gm——l
N->»C X j— C X—C X —_ C X—=c X —_ C

. . T -f(
+ Untuk c=I, akan diselidiki apakah { “(1) ada, artinya apakah Em?(x)—l(2 ada.
X X_ —_
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limg L= xl]=0 L x- -
x=1" X —1 s X —1] x=l* % —1

_ ~1|-0 -
limM: limb-—'—x liml—iz—l
xaf” X -] it X —] x=17 % — ]

Karena !in]} flx)= ]irqu(x), maka I.in?f(x) tidak ada. Sehingga F(x) tidak

diferensiabel di x=1

Jadi f(x)=|x — 1| diferensiabel di xe(-c0,1)N(1,00), di x=1 f(x) tidak diferensiabel

N

Gambar

Bilamana suatu fungsi dikatakan tidak diferensiabel?

1. Dari contoh f(x)=[x-1|, f{x) tidak diferensiabel di x=1, karena grafiknya mempunyai
patahan atau sudut di x=1,
Bila suatu fungsi mempunyai patahan atau suatu sudut di titik tertentu, maka
fungsi itu tidak diferensiabel di titik tersebut

2. Kontraposisi dari teorema di atas adalah

f(x) diskontinu di x=a—f(x) tidak diferensiabel di x=a

Artinya bila suatu fungsi mempunyai titik diskontinu, maka fungsi itu tidak
diferensiabel di titik tersebut.

3. Suatu fungsi yang garis singgungnya tegak di x=a, dikatakan tidak diferensiabel di
x=a. Hal ini dikarenakan f ‘(a)=co

Berikut diberikan contoh grafik fungsi yang tidak diferensiabel di x=a
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AT y‘r
f’(c) tidak ad
7 (a)=o0
\; g i 5
Gambar 5a ‘ Gambar 5b Gambar 5¢

Grafik  y=f(x) mempunyai Grafik y=f(x) mempunyai titik Grafik y=f(x) mempunyai garis
patahan di x=0, sehingga f *(0) diskontinu di x=t, akibatnya singgung tegak di x=a, sehingga

tidak ada f*(c) tidak ada f‘(a)y=c0

5.7 Aturan Rantai
Misalkan y=f(u) dan u=g(x) dua fungsi yang diferensiabel, maka y dapat dinyatakan
sebagai fungsi kompososi dari f dan g y=fu)=fg(x)] dan y'=g'(x)f"(g(x))
Bukti
Misalkan Ax adalah pertambahan untuk x, dan Au dan Ay berturut-turut pertambahan
untuk u dan y, maka
Au = g'(x)Ax+ €] Ax = (g'(x)+ €;)Ax, dimana €;— 0 bila Ax - 0

dan Ay = f'(u)Au+e; Au = (f'(u)+ €7)Au, dimana €5, — 0 bila Au — 0

Penggabungan Au dan Ay dihasilkan Ay =(g'(x)+ €7 }(f'(u)+ €] )Ax

A _ g' ()t ()t ey ')t g g'(x)+ €96

Ax
karena €;— 0 dan €5— 0 bila Ax — 0, maka

lim 2 2 G0 (u) = g (0F (e(x)
Ax >0 AX

Jadi y'=$iz lim ﬂ=g'(x)f’(u)=g‘(x)f'(g(x)) B

dx  Ax—0AX
Cara mendiferensialkan fungsi y terhadap x ini dikenal dengan aturan rantai. Atau

dengan notasi Leibniz

by _dydu
dx  dudx
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Contoh

Tentukan derivatif fungsi berikut ini dengan menggunakan aturan rantai.

205x% +

fooy=—2% )
1—4(5x2 + 1%

2. y=:ﬁ, s=t-—, t=+/x
-5

Penyelesaian

dy _ 2(1-4w) - 2u(-4) __ 2

.
du (1-4u)? (1-4u)?

W ysx?
dx

2 3
Sehil]gga ﬂ- = —25 (40)((5)(2 " 1)3)= SOX(SX + 1)
dx | (1-4u) (]_4(5}{2_”)4)2

Atau dapat juga dibuat langsung dengan terlebih dulu mensubstitusi u ke dalam vy

+ 1?2 (10x) = 40x(5x 2 + 1)

3]

menjadi
x4+t
I-4(5x% +1)*
dy  8(5x* +1)310x(1 —4(5%> +1)4)+ 32(5x% + )*(5x 2 +1)°10x

2

dx (1—4(5x2 +1)4)
dy _ 80x(5x* + E)3(1 —4(5x2 + 1)4)+ 320x(5x2 + ¥ (5% 2 + 1)?

- 2

dx (1 - 4(5x? +1)4}

_ 80x(5x” +1)3[1 —4(5x% + D) +4(5x2 +1)4]
(1w4(5x2 +1)4)2
_ 80x(sx> +1)°
(E—~4(5x2 +1)4)2

. ds dt
2. Sesuai dengan definisi aturan rantai gy = dydsdt
dx ds dt dx
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dy l-s+l4s 2 ds Iode |

= , + =, =
ds  (1-5)?  (1-s)?  dt 127 dx 2%

: dy 2 1 I
Sehingga — = [ |
Tdx {(1-9)? J[ tzJ[%/;J

t
) \/_%E_J(x:%&ﬂ
) %fzzl_x

3.8 Turunan Fungsi

a. Fungsi Invers

Misalkan f(x), xeDr fungsi kontinu dan satu satu dan diferensiabel untuk setiap xeDy ,
dan inversnya f'(x) Jika f diferensiabel, dengan f(x)=0, maka fungsi f' juga
diferensiabel dengan aturan turunan sebagai berikut.

Misalkan f'=g, maka

f(g(x)) = x, karena f dan g diferensiabel, maka derivatif kedua ruas terhadap x adalah
f'(g(x)g'(x) =1

oy ]
g0 = ey

i) I
{ ')(X)=m

dengan menggunakan notasi Leibniz ax i
x 4x

Contoh

1. Tentukan turunan dari fungsi invers y = x2,x20

2. Tanpa mencari turunan inversnya, tentukan f di titik x=6=f(2) bila f(x)=x-2.
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Penyelesaian

I. Untuk x>0, f(x)=x* adalah fungsi satu satu, sehingga mempunyai invers,

-1
f"(x) =Jx. Turunannya df_ () - ,X >0

dx 2%

2. Menurut definisi (f"i)(x)= _Ii atau (f_])l*}(=f‘(a) = - ! , sehingga bila
f'if (x)) 1“|x=a

f'(2)=12 maka (f_])llx%:»l-% (Silakan dibuktikan dengan terlebih dahulu

mencari £~ (x)).

b. Fungsi Parameter
Definisi 5.5
Jika suatu fungsi disajikan dengan

{x = f(t)

, te Domain
y =g(l)

Dengan x dan y keduanya diferensiabel terhadap t, dan i—?io, maka fungsi y

diferensiabel terhadap x, yang didefinisikan dengan

dy
dy _/d

Contoh
t-1
d T T
Tentukan d_y dari fungsi parameter , teR-{-1,1}
X
-1
Penyelesaian
dx _t+l-t+1 2 2
dr 2 2 dy - 2 2
(t+1) (t+1) dy _ Jdt _ (-1 _ (+D
dy t-1-t—-1 2 |dx dx

2 PN
dt %tﬂ)z (t=D

&t (-2 (t-1)?
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¢, Fungsi Implisit

Misalkan diketahui y sebagai fungsi x yang memenuhi 3x2y-4xy-3x2+1=0, dan akan
ditentukan d—y dari fungsi tersebut. Secara intuitif, pertama yang akan dilakukan adalah
X

mencari solusi y dari persamaan itu, yaitu:

2 —
3%y ~d4xy-3x? 41206 Bx—~A)xy —3x2 4120 y = 5 =1
x(3x —4)
2 f—
Berikutnya baru kita menentukan dy dari y = S , yaitu
dx x(3x—-4)

_ 3% -] _ dy _ 6xx(3x-4) - (6x-4)(3x> - 1)
x(3x-4)  dx x?(3x - 4)?

_dy 187 —24x® - 18x3 +12x% 1 6x -4
dx x2(3x — 4)*

dy _—12x* +6x -4

=
dx  x2(3x - 4)?

Permasalahannya, tidak semua fungsi dengan relasi F(x,y)=C dapat dibawa ke bentuk

y=f(x). Fungsi F(x,y)=C disebut fungsi berbentuk implisit (fungsi implisit) sedangkan
y={(x} disebut bentuk eksplisit. Bagaimana menentukan :—y~ Jjika yang diketahui F(x,y)
X

tanpa terlebih dahulu mengubah ke bentuk y=f(x)?
Dengan selalu beranggapan bahwa y merupakan fungsi dari x, maka dapat dilakukan
langkah-langkah sebagai berikut:
i. Turunkan kedua ruas dari F(x,y)=C terhadap x
ii. Ganti y dari hasil akhir (bila ada) dengan bentuk fungsi awal.
Cara seperti ini, disebut turunan implisit.
Penggunaan turunan implisit untuk menyelesaiakan 3xy-4xy-3x+1=0

d{ » 2 d
&(gx y ~dxy—3x +l):—£(0)

d 2 d d 2, d
—(3x*y) —— (dxy) ——(3x2) + 1 = 0
dx(xy) dx(xy) dX(><) ™

108



6xy+3x2§—y—4y—4-x%}i—6x =0
X X

ﬂ(?mz —4x)=0x+4y—O6xy
dx
dy _ 6x+4y—6xy
dx 3x2 - 4x
2
Bila disubstitusi nilai y = Sl ke dalam dy = w, diperoleh
x(3x —4) A 3x2_dx
3x% —1 3x2 -
6x +4 —-0x 5 o 3
dy _ x(3x~4) x(3x—-4) 6x"(Ox-4)+12x" —4-18x" +6x
- 2 N 2
dx 3x% —dx (3)(2 —4x)
- 12%2 +6x —4
x2(3x - 4)2
Contoh

Tentukan gradien kurva x> —3xy2 +y3 =1 dititik (2,-1)
Penyelesaian

Pendiferensialan implisit terhadap x° —3xy2 + y3 =1, menghasilkan
d ( 3 2 3) d 3 _,d 2 d 3
— X7 =3xy*+y’ =0 —x" -3xy“+—y’ =0
dx oy dx dx d dxy

e 3x2 - 3(y? +x2yjy)+3y2d—y= 0

X
= %’i(syz —6xy) =3y? ~3x?
X

dy 3y%-3x?

dx 3y2 —6xy

dy 3
S| =—=

dy | (&1 5

d. Fungsi Trigonometri
l. —d~(sin X) = COSX
dx

Bulkti

Misalkan f(x)=sin x, maka
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f{x +h)—-f(x)

f'(x) = lim
h-»0 h
. osin{x+h)-sinx . sinxcosh-+sinhcosx -sin x
= [im = lim
h—0 h h—0 h
- lim sinx (cosh-1)+sin h cos x
h—0 h
. sinx(cosh-1) . sinhcosx
= lim —————— ¢ [jpy 2—— 272
h—0 h h—0 h
. . (cosh-1) . sinh
=sinx lim —~————% 4 cos x lim
h-—0 h-50 h
i
. . (cosh-1)cosh+1
=sinx lim +cosx
h—0 h cosh+]

9
) . ¢cos” h-1
=sinx lim ————— +¢cos x
k—0h(cosh +1)

) . ~sinh
=sinx lim ———— +cos x
h—0h(cosh+1)

. . sinh . -sinh
=sinx lim lim +Cosx
h—0 h hs0cosh + !
=! =0

= COS$ X
d .
2. —(cosx)=-sinx
dx

Bukti
Misalkan f(x)=cos x=sin("/>-x)=sin u, dengan u=("/>-x), sehingga
f'(x) = sin'u.u'

=cosu(-1)

= —CosU

=—cos(n/2 - x)

=-sinx

Dengan menggunakan turunan f{x)=sin x dan f{x)=cos x, dapat ditunjukkan

bahwa:

3. i(‘cam X)= sec? x
dx
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4. 4 (cotx) = —cse? x
dx

S. —d—(secx) =secX tan x
dx

6. —d—(csc X)=—cscxcot x
dx

Contoh

Tentukan turunan dari fungsi berikut
a. y=cosvx

sin x

I—cosx

C. -d—[f(sin 3x)]
dx

d .
d. a;[sm f(3x)]

Penyelesaian

sinwf;
2vx

. ; 2 .2
. cosx(l—cosx)—sin x(sin x) cosx—cos” x —sin~ x
y pooied =

a. y':?'z_x_%(—sin \/—x—) =-

b.
(I-cos x)2 {1-cos x)2
_ cosx-] _ 1
(1~cosx)2 I-cosx

C. i[1‘“(sin 3x)] = —d—(sin 3x) f'(sin 3x)
dx dx
=3cos3x T '(sin 3x)

d. i[sin f3x)] = —d—[f(3x)] cos f(3x) = 3f '(3x) cos f(3x)
dx dx

e. Fungsi Invers Trigonometri (Fungsi Siklometri)

Pandang grafik fungsi y=sin x berikut,



y=sit x

e

-1 Gambar 6a -1 Gambar 6b

Perhatikan grafik sebelah kiri, dengan domain [-2x,2n]. Menurut uji grafik horisontal,
fungsi y=sin x xe[-2m,2n] bukan fungsi satu-satu, karena sembarang garis yang ditarik
horisontal akan memotong grafik y=sin x lebih dari satu titik. Hal ini menyebabkan
fungsi y=sin x tidak mempunyai invers. Tapi dengan membatasi domain [-"/5,"], fungsi
y=sin x merupakan fungsi satu-satu, sehingga mempunyai invers. Fungsi invers dari
y=sin x dilambangkan dengan y=sin"'x atau y=arcsin x.

Karena definisi fungsi invers menyatakan bahwa f “(x)=y O f(y)=x, maka kita peroleh
sin"'x=y O'sin y=x, -"h<y<Y,

Sekarang akan dicari turunan dari y=sin"'x, dengan menggunakan turunan implisit.
Karena y=sin"'x maka sin y=x, schingga

d—ycosy:1©ﬂ= l
dx dx cosy

Karena -"/;y<"/5, maka cos y=0, sehingga cosy =1 - x?
Jadi

—c—i——(sin“l X) :—wwlm—, -1=x<]
dx 1—x2

Analog dengan fungsi sinus, bila domain dibatasi x&[0,x], maka fungsi y=cos x

merupakan fungsi satu-satu, sehingga mempunyai invers.
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¥Y¥Cos X, X&[- y=cos x, X [0,7]

1.5
garis horfsontal sejnbarang
y nbar 7a -l Gambar 7b
Turunan dari y=cos™'x adalah
d I
—(cos ]x):— , ~12x<1
dx 1 —x2
Rumus turunan fungsi invers trigonometri
d . . ! d - I
—(sin 1 X)= —(cse ] X)=m—
d - [ d -1 1
—(cos " x)=- —(secs X)) =—
dx 1 x2 dx X /XZ i
d - 1 d - I
—(tan~" %) = —— (cot™ x) =— -
X 1+x° X 1+x

. Fungsi Eksponensial dan Fungsi Logaritma
Akan kita cari turunan dari fungsi eksponensial f{x)=a",
Sesuai definisi

0 f(x+h)—f(x)

£'(x)= lii
h—0 h
x+h _ _x Xe.ho
= lim a__-a _ lim a’(a -1)
k—0 h h~30 h
h 0+h .0
=a” [im u=ax lim a -a)
h—0 h h>0  h
=f'(0)
=a*f (0)

Y



Jadi bila y=a", maka di(ax ): f'(0)aX
X

Perhatikan tabel di bawah ini, yang merupakan perhitungan numerik untuk £ (0) untuk a

antara 2 dan 3

h (2*h-1)/h [(2.5h-1)/h](2.6"h-1)/h](2.7h-1)/h[(2.8"h-1)/h (2.9*-1)/h|(3%h-1)/h

0.1] 0.717735| 0.959582 1.002651| 1.044254] 1.084492] 1.123457[ 1.161232

0.01] 0.695555] 0.920502| 0.960091| 0.998201} 1.034938| 1.070399| 1.104669
0.001| 0.693387| 0.916711| 0.955968| 0.993745| 1.03015| 1.065278] 1.099216
0.0001| 0.693171| 0.916333| 0.955557| 0.993301| 1.028672| 1.0847671 1.098673
0.00001] 0.69315| 0.916295] 0.955516| 0.993257| 1.029625| 1.064716| 1.098518
0.000001| 0.693147( 0.916291| 0.955512{ 0.993252| 1.02962{ 1.064711| 1.098613
0.0000001| 0.693147| 0.916291| 0.955511| 0.993252| 1.029618| 1.084711! 1.098612
0.00000001] 0.693147| 0.916291| 0.955511| 0.993252| 1.029619| 1.064711| 1.098612

Dari perhitungan di atas, beralasan bahwa terdapat bilangan a antara 2 dan 3 sedemikian

sehingga '(0) = |. Bilangan ini dilambangkan dengan e

Definisi 5.6
h

. . - . . €
Bilangan e adalah suatu bilangan sedemikian sehingga lim = |
x—0

Sehingga dengan menggunakan definisi turunan dan definisi bilangan e, turunan fungsi

eksponensial natural y=e¢* adalah ad—(ex) =e"
X

Karena e terletak antara 2 dan 3, maka dimisalkan e=2°, 1<c<2. Sehingga ¢*=2". Dengan

h=0,00001, diperoleh f (0)=0,693 13, sehingga
e® = i(e") = i(2‘”‘) =21 (0)c = 2%0,69315¢
dx dx

Bila x=0, maka diperoleh ¢=1/0,69315. Sehungga e=2°=2 "0*%15 1 71828,

Contoh

1. Tentukan nilai maksimum fungsi f(x)=xe™

Penyelesaian



f'(x)=e™ - xe™ =7 (1-x). Karena e™ selalu positif, maka f (x)>0 ketika x<1

dan f (x)<0 ketika x>1, sehingga f(x} maksimum mutlak ketika x=1, dengan f{1)=¢"

'~0,37
2. Tentukany jika y=e** sin 5x

Penyelesaian

£'(x) = —4e " sin 5x + e ¥ 5c055x = e (5cos5x —4sin5x)

g. Fungsi logaritma

Bila a>0, dan a#1, maka fungsi eksponensial f{x)=a", merupakan fungsi naik atau turun,

sehingga merupakan fungsi satu-satu. Jadi f{x)=a* mempunvai funesi invers yang disebut
BB p g puny g yang

fungsi logaritma dengan bilangan pokok a.

Jika kita gunakan definisi invers

f100 = y e x = f(y) maka logx=ye=a¥ =x

Logaritma dengan bilangan pokok e disebut Jogaritma natural, yaitu Slogx = Inx

Sifat logaritma natural
I. nx=y<&x=¢v
2. Ine®=x,xeR

3 elnx =x

Kita mulai pembahasan turunan fungsi logaritma
. d 1
Bila y=In x, maka —(In x) = —
dx X

Bukti.

Misalkan y=In x, maka e¢¥ = x

dy 1

s dy oy
Dengan menggunakan turunan implisit —Ze¥ =] < —L =
dx dx ¥

Contoh

I. Tentukan turunan dari y = ln(x3 +1)

dy 1

dx x



Penyelesaian

. 3 . .
Misalkan u=x’+1, sehingga y=In u dan dengan menggunakan definisi aturan

rantai diperoleh Eil = i Inu = lﬂ
dx dx u dx
2
Jadi ¥ = 3%
dx %341
2. Tentukan y' dari y = Injx|
X,x20 Inx, x=20

Menurut definisi x| = { , sehingga In|x} = {

-x, x<0 in(-x), x <@

Sesuai definisi i(ln X)= ! dan i(ln(~-x)) Sl
dx X dx

3. Turunan dari y=a* adalah di(ax) =f'(0)a”
X

Dengan menngunakan logaritma natural tunjukkan bahwa f'(0) = Ina
Penyelesaian

(ina)x

=Iaa®

4 @¥y =T ehay =d—d—e(“”‘)x =Inae
X

dx dx
Jadi terbukti £'(0) = Ina

4. Dengan menggunakan logaritma natural, tentukan turunan dari y = x*"*

Penyelesaian

Iny =sinxInx

sin x i sin x
Y —cosxlnx+ 20K o y'=x " x(cosx [n x+—-w-)
X

b X

Bilangan e sebagai limit
Sebelumnya telah dicari dengan cara numerik bahwa e~2,71828
Sekarang akan digunakan fungsi logaritma natural dan turunannya untuk menyatakan ¢

sebagai suatu limit.
Bila f(x}=Inx, maka f'(x)= l Jadi f'(1) =1
X

Pencarian f'(1) =1 dengan definisi menghasilkan
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F' (= lir

Ry - FQ)

f1+x) - (1)

= lim
h—0 h x—=0 X
= lim In{1+x)—1Inl ~ lim In(l + x)
x>0 X x—=0 X
1
= lim lIn(1+x): lim In(l+x)*
x=0X x—0
_]_
=1In! lim (I +x)X
x->0
!
I =1In| lim (I+x)x
x—0

I
ln[li_ng(Hx)‘ )
e] =

!

e = lim (1+x)%
X -3 ()

Untuk x(J0, pencarian nilai e diberikan oleh tabel berikut

h. Fungsi

X { (0N 1) HA+)2 (1) X
0.1] 2.5937425] 2.71828 0.000001
0.01| 2.7048138| 2.718282|  0.0000001
0.001] 2.7169239| 2.718282| 0.00000001
0.0001] 2.7181459| 2.718282| 0.000000001
0.00001| 2.7182682( 2.718282 1E-10

hiperbolik

Akan dicari turunan dari y=coshx, sedangkan untuk fungsi hiperbolik yang lain,

analog.

X

d
dx

d
—coshx =—
d

e’ +e”

X ~-X

=t

Turunan lengkap fungsi hiperbolik

d .
——sinh x
dx

= cosh x

d .
—coshx =sinhx

dx

X

d 2
d—tanh x=sech“x

d
—oeschx =—csch xcothx

dx

sinh x

d
—-sech x = ~sech x tanh x

dx

d
—cothx = —csch2x

dx



Tugas

Tunjukkan turunan fungsi hiperbolik seperti dalam tabel.

i. Fungsiinvers hiperbolik

Ingat kembali grafik fungsi hiperbolik f(x)=sinh x, f(x)=cosh x dan f(x)=tanh x. Fungsi

sinh x dan tanh x merupakan fungsi satu-satu, sedangkan grafik cosh x bila domainnya

dibatasi untuk x €[0,c0) juga merupakan satu-satu. Sehingga sinh x dan tanh x mempunyai

invers, dan untuk cosh x dengan pembatasan x e [0,c0) juga mempunyai fungsi invers.

£
y=sink™x
0 B
Gambar 8a
y=sinh"'x

Daerah asal=R
Daerah nilai=R

I

! Gambar 8b

y=cosh”x

Daerah asal [ 1,00}
Daerah nilai [0, «)

Y

A

t

¢

3

E . .
E/ garis asijntot

-l

]
t
X
¥
r
¥
Ll
E
1
4
1

Gambar 8¢

y=tanh™ x
Daerah asal (-1,1)
Daerah nilai=R

Akan dicari invers dari y=cosh x, sedangkan untuk sinh x dan tanh x analog.

Misalkan y=cosh™ x, maka x= cosh y, sehingga

X = cosh

ey
y:

+e

oel e —2x =0

Kedua ruas dari persamaan terakhir dikalikan dengan e*, menghasilkan

e?Y —2xeY +1=0

yang merupakan persamaan kuadrat dalam e’. Dengan menggunakan rumus ABC

diperoleh solusie¥ = x +Vx? -1 < y= ]n[x +x? - 1)

Jadi invers dari y = coshx adalah y = cosh™ x = ln(x +vx? - ])

Sekarang akan dicari turunan dari y =cosh™' x, x > |

y=cosh™' x & x =coshy



Turunan terhadap x untuk kedua ruas persamaan terakhir, menghasilkan

—CLx -—d—~coshy—> I=y'sinhy = y'=— L. : = 1
dx dx h Y Y sinhy \/COSh?‘y—l \/xz_l
Jadi -d—cosh“’] X = L
X x% -1

Tugas
Tentukan invers fungsi dan turunan fungsi invers dari sinh x, tanh x, ¢sch x, sech x,

coth x.
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TUJUAN INSTRUKSIONAL

Umum

Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester I}, mahasiswa
mempunyai pemahaman konseptual yang benar tentang topik-topik utama
dalam Kalkulus (limit, kekontinuan, diferensial, integral) beserta teorema dan

sifat-sifat serata teknik-teknik penting didalamnya.

Khusus

Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 17), mahasiswa akan
dapat menjelaskan penggunanaan turunan untuk menentukan nilai
maksimum/minimum, kecekungan fungsi, teorema Rolle, penggambaran
fungsi, bentuk tak tentu limit fungsi, masalah Iaju yang berkaitan, dan masalah

ekstrem.
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6. PENERAPAN TURUNAN

Terdapat banyak masalah yang dapat diselesaikan dengan menngunakan konsep
turunan sebagai alat bantu. Kemonotonan suatu fungsi dapat ditentukan dengan
turunan  pertama. Kecekungan grafik suatu fungsi ditentukan dengan turunan
keduanya. Kemonotonan dan kecekungan bersama-sama dengan garis asimtot
merupakan dasar untuk mensketsa grafik suatu fungsi yang sebelumnya tidak
terpikirkan uniuk digambar. Selain itu turunan juga dapat digunakan untuk
menyelesaikan masalah maksimum minimum, laju yang berkaitan, dan perhitungan

limit fungsi.

6.1 Titik Ekstrim Fungsi

Misalkan diketahui suatu fungsi yang kontinu di daerah asalnya. Nilai maksimum atau
minimum yang dicapai fungsi di dalam interval di daerah asalnya disebut sebagai
nilai maksimum atau minimum lokal, sedangkan nilai maksimum atau minimum yang
dicapai oleh fungsi di dalam daerah asal disebut nilai maksimum atau minimum

global. Nilai maksimum atau minimum keduanya disebut nilai ekstrim.

Definisi 6.1
Diberikan fungsi f yang terdefinisi pada [a,b]
* Fungsi f dikatakan mencapai maksimum mutlak di ce[a,b] bila f{c)=f(x) untuk
setiap x €[a,b].
* Fungsi f dikatakan mencapai minimum mutlak di ce[a,b] bila f{c)<f(x) untuk
setiap x €fa,b].
Perhatikan dua contoh grafik berikut ini.
Apakah f{(d) maksimum? Dan
apakah f(v) minimum?
Pada [a,b] f{d) tidak maksimum,
tapi pada (c,u)  maksimum.
sedangkan f(v) pada (t,b) minimum,

tapi pada [a,b] tidak.

Gambar! Pada [a,b] f(t) maksimum, dan

—_—

L Ao

O RRREETE

c d u t v b minimum pada c.

L4}
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N e Perhatikan di sekitar titik x=0. Pada interval
fix)=x'-2:2

(0-'5,0+'5) berlaku  f(x)=x*(x*-2x)<0=F0).
Artinya terdapat §=1/2, sehingga f{x)<f(0)

min global

\ untuk  setiap  xe(0-'/,0+'4). Jadi  (0,0)

merupakan koordinat maksimum lokal
max |

A\

e Untuk setiap x bilangan real berlaku

(C-1)>00x-2x%>-1, sehingga f(x)>-1 untuk

setiap x. Jadi (-1,-1) dan (1,-1} merupakan

?
R

ambar 2
koordinat maksimum global.

Definisi 6.2
. [ dikatakan mempunyai maksimum lokal di uefa,b] jika ada (c.d)c[a,b]
sehingga untuk ue[a,b], flu)=f(x) Vxe(c,d)
ii. fdikatakan mempunyai minimum lokal di uefa,b] jika ada (c,d)c[a,b] sehingga

untuk uefa,b], flu)<f(x) Vxe(c,d)

Setiap titik ekstrem global pasti merupakan ekstrem lokal, tapi tidak sebaliknya.
Untuk itu cukup dibicarakan ekstrem lokal saja (untuk selanjutnya disebut titik

ekstrem saja)

Teorema 6.1 (Turunan di titik ekstrim lokal)
Misalkan f kontinu pada suatu interval buka yang memuat ¢. Jika f diferensiabel di ¢,

dan (c,f(c)) titik ekstrem maka £'(¢) = O atau f'(c) tidak ada.

Pada contoh grafik fungsi f(x)=x*-2x* , titik ekstrim lokal dicapai oleh (0,0),

sementara f'(x) = 4x3 —dx = Ax(x —1)(x +1). Sehingga f'(0) =0,
Kebalikan teorema di atas tidak benar, artinya jika f'(¢) =0 atau f'(c) tidak ada,

belum tentu (c,f(c)) titik ekstrem. Namun demikian (c,f(c)) merupakan calon titik
ekstrem, artinya titik selain titik (c,f(c)) tak mungkin jadi titik ekstrem. Titik ¢ yang
menyebabkan f'(c) =0 atau {'(c) tidak ada disebut titik kritis.

Contohnya adalah pada grafik fungsi f(x)=x’. Pada grafik itu £'(0)=0, tapi (0,0)
bukan merupakan titik ekstrim (silakan diselidiki!)

Jika f terdefinisi pada [a,b], maka nilai maksimum atau minimum dari f dapat

ditentukan sebagai berikut:
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1. Tentukan titik kritisnya, misalkan di x=c.
2. Tentukan nilai-nilai f(c), f(a), f(b). Nilai terbesar dari ketiganya adalah nilai

maksimum dan yang terkecil adalah nilai minimum.

Contoh

Fungsi f(x)=x[x|, pada interval tutup

fCx)=xJx! Jhzx<'t, mempunyai mempunyai

tiga titik kritis, yaitu x=-'%5, x='/

sebagai titik ujung interval, dan x=0

karena f'(c) =0 (silakan dicek). Dari

grafik koordinat (-'/5,'/¢) dan ('/2,1/4)

Gambar 3 merupakan  titik  ekstrim  global,

sedangkan (0,0 ) bukan titik ekstrim.
Fungsi f(x)=|x-1{, pada interval tutup
-1=x<2 mempunyai titik kritis, yaitu
x=-1, x=2 sebagai titik ujung interval
dan x=] sebagai titik kritis (silakan
dicek). Titik (-1,2) merupakan titik
maksimum global, dan titik (1,0)

merupakan titik minimum global

Contoh

Tentukan ekstrim global dari fungsi f(x) = 5x%/3 ~x3/3 , -1<x<5

Penyelesaian

Terlebih dulu dicari titik kritisnya, yaitu x yang menyebabkan £'(x) =0 atau f'(x)

tak ada. Turunan f(x) adalah f'(x)= %x"% —%x% =%x_% (2—x). Sehingga
f'(x} =0 untuk x=2 dan f'(x) tak ada untuk x=0. Sehingga titik kritis dari f adalah

x=-1 (titik ujung interval), x=0 (titik singular), x=2 (titik stasioner), x=>5 (titik ujung
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interval). Nilai fungsi di titik kiitisnya f{-1)=6, f{0)=0, f(2)=33/4, f(5)=0. Sehingga

titik maksimum global (-1,6) dan minimum global (0,0} dan (5,0).

Teorema 6.2 (Teorema Rolle)

Misalkan fungsi f kontinu pada [a,b] dan diferensiabel pada (a,b), serta f(a)=f(b).

Maka terdapat c=(a,b) sehingga '(c) =0.

Bulkti

*+ Untuk kasus f fungsi konstan pada [a,b], f'(x)=0 untuk setiap xe(a,b),
sehingga teorema Rolle otomatis dipenuhi

+ Untuk kasus f bukan fungsi konstan

* Karena {'kontinu pada [a,b], maka terdapat m, Me sehingga

m= min f(x)<f(x)< max f(x)=M
asx<hb agxsh

Dalam kasus f bukan fungsi konstan dengan f(a)=f(b), tidak mungkin nilai
maksimum atau minimum dipenuhi di titik ujung a dan b. Berdasarkan teorema
nilai rata-rata, terdapat ce(a,b) sehingga M=f(c) atau m=f(c). Karena f
diferensiabel pada (a,b), maka f_'(c) =, '(c) = f'(c)

Untuk kasus f(c)=M (kasus f{¢)=m, dibuktikan serupa), hal ini berakibat

f'(c)y="f_"(¢)= lim wz lim Mzo, karena f(x)-M <0 dan

X—=>¢ X—C X—c’ X—¢C
Xx~c<0.. M
f'lc)=1f,"(c)= lim M= lim f(Xiw{\-fi—éo,karena f(x)-M <0 dan
Xx->c” X—c x—>c" X~C
x—-cz20.. 2)

Dari (1) dan (2) diperoleh f'(c) =0

Berikut adalah kemungkinan grafik dimana teorema Rolle berlaku

A
F 3 A
y=k
: ! T
f ! y=I{x !
| E |
! !
a c¢ d b > > a 3 g
Gambar 5a Gambar 5b Gambar 5S¢
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Teorema 6.3 (Teorema Nilai Rata-rata)
Misalkan fungsi f kontinu pada [a,b] dan diferensiabel pada (a,b), maka terdapat

f(b)-f(a)

ce(a,b) sehingga f'(c) =
b-a
Bulkti.

Untuk lebih memahami teorema ini perhatikan grafik berikut. Persamaan garis yang
melalui (a,f(a)) dan (b, f(b)) adalah y = f(a) + 1L‘—(t%_fil(x —a)

—-a
Dari grafik

FO) =1(x)~f(a)-

f(0)-@ N
- a

b
Akan diperiksa apakah fungsi F(x)
memenuhi hipotesis dari teorema Rolle:
a. F(x) merupakan fungsi kontinu pada

[a,b] karena merupakan jumlahan f(x)

yang kontinu dan polinomial derajat

Gambar 6

satu yang kontinu.

b. F(x) diferensiabel pada (a,b) karena f(x)} dan polinomial derajat satu juga
diferensiabel pada (a,b).

Sehingga teorema Rolle dapat diterapkan untuk fungsi F(x). Turunan F(x) adalah .

F'(x) =1"(x) —f(—bg—_fﬂ. Karena F kontinu pada [a,b] dan diferensiabel pada (a,b)
—a
dan F(a)=F(b)=0, maka menurut teorema Rolle terdapat ce(ab) sehingga
f(b)—-1f(a) f(b)—1f(a)
b

_a p—

F(c)=1'(c)- =0 atau f'{c) =

Salah satu penggunaan teorema Rolle adalah untuk membuktikan bahwa suatu

persamaan mempunyai tepat satu akar.

Contoh
1 Bila f(x)= 3x2 +2x + 5, tentukan bilangan ce[-1,1] sehingga berlaku teorema

nilai rata-rata
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2 Tunujukkan bahawa persamaan 3x° —4x +5 = 0 mempunyai satu akar real
3 Tunjukkan bahwa x +tanx =1 mempunyai penyelesaian di [0,1]

(Petunjuk: gunakan fungsi f{(x)=(x-1)sin x, sebagai fungsi mula-mula)
Penyelesaian

I f'(c)=6c+2, f(-1)=6, f{1)=10

f‘(c):f(—l)EEQ:>6c+2=2:>CmO

2 Turunan dari f(x)= 3x° —4x +5 adalah '(x) = ox% —4 = 9(x2 - %) )
Fungsi f(x) dan f'(x) diferensiabel pada , dan f '(%) =f '(—%) = (. Karena f(x)
fungsi polinomial, dan f '(%) =f '(—%) =0, maka terdapat x pada interval
(-e0,23), (-*/3,/3) dan (¥/3,20) dengan f'(x) # 0
Persamaan f(x)=0 tidak mungkin mempunyai lebih dari satu akar pada interval
(~00,-*/3). Sebab jika persamaan itu mempunyai lebih dari satu akar (katakanlah a
dan b), maka f(a)=f(b)=0. Dan itu, menurut teorema Rolle terdapat
ce(a,b)c(-0,-%/5) dengan f'(c) = 0. Hal ini bertentangan dengan f'(c) =0 hanya
dipenuhi oleh c=-*/3 dan ¢=%/;. Berarti f(x)=0 hanya mempunyai satu akar pada
interval (-0,-*/3). Karena f(-2)=-11 dan f{-1)=6, maka menurut teorema nilai
antara terdapat ce(-2,-1) sehingga f{c)=0. Artinya bahwa persamaan f{x)=0
mempunyai satu akar yang terletak pada (-2,-1).

Sekarang akan ditunjukkan bahwa pada interval (-%, *f3) dan (*/3,00) persamaan

f(x)=0 tidak mempunyai akar.

Karena f(—2/3)= 81/5>0 dan f( */3)=5>0, maka menurut teorema nilai antara tidak
terdapat ce(-*/3, %/3) dengan f(c)=0

Analog untuk interval (-o0,-2/3),.

Kesimpulannya persamaan 3x% —4x+5=0 hanya mempunyai satu akar real
pada interval (-2,-1).

Berikut digambarkan grafik fungsi f(x) = 3x3 —4x +5
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L

5 yFIN4x+5
4
Gambar 7
-2 / -1 1 2 3

3 Perhatikan f(x)=(x-1)sin x, xe[0,1]
Maka
i. f(x) diferensiabel dengan f'(x) = sinx + (x —1)cosx
i f(O=f1)=0
Sehingga menurut teorema Rolle terdapat ce(0,1) sehingga f "(¢)=0
Jadi sinc+(c—~1)cosc=0
Karena untuk ce(0,1) cosc # 0, maka tanc+c¢ =1

Dengan kata lain tanx +x =1 mempunyai penyelesaian di [0,1]

Fungsi Naik / Fungsi Turun
Definisi 6.3
Diberikan fungsi f yang terdefinisi pada [a,b]
i, Fungsi f dikatakan naik pada [a,b] jika u < v = f(u) < f(v) Vu,v €[a,b]

H.  Fungsi f dikatakan turun pada [a,b] jika v < v = f(u) > f(v) Vu,ve[a,b]

Teorema 6.4 (Uji Turunan Pertama Untuk Kemonotonan Fungsi)
Diketahui f terdefinisi pada [a,b] dan diferensiabel pada (a,b)

. f'(x)>0 Vxe[a,b]= f monoton naik pada [a,b]

i f'(x) <0 ¥xe[a,b]= { monoton turun pada [a,b]
Bulti.
Akan dibuktikan dengan menggunakan definisi kemonotonan. Misalkan [u,v]c[a,b]

1. Akan dibuktikan u < v = f(u) < f(v) Vu,ve[a,b]

Karena f terdefinisi pada [a,b] dan diferensiabel pada (a,b), maka f juga

terdefinisi pada [u,v] dan diferensiabel pada (u,v). Sehingga menurut teorema
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flu)—f(v)

u-—-v

nilai rata-rata, terdapat ce(u,v), sehingga )= . Karena diketahui

f'(c)>0 dan u—v <0, maka f(u)—f(v)<0
Jadi untuk u <v = f(u) < f(v) Vu,vela,b]
Terbukti f monoton naik pada [a,b]
il. Akan dibuktikan u > v = f(u) <f(v) VYu,ve[a,b]
Karena f terdefinisi pada [a,b] dan diferensiabel pada (a,b), maka f juga

terdefinisi pada [u,v] dan diferensiabel pada (u,v). Sehingga menurut teorema

f(u)—~1(v)
u-v

nilai rata-rata, terdapat ce(u,v), sehingga f'(c) = . Karena diketahui

t'(c) <0 dan u—-v >0, maka f(u)-f(v)<0
Jadi untuk u > v = f(u) <f(v) Vu,velab]

Terbukti f monoton turun pada [a,b]

Dari selang kemonotonan suatu fungsi dapat ditentukan titik ekstrimnya berdasarkan
perubahan kemonotonan fungsinya. Sedangkan perubahan kemonotonan suatu fungsi
dapat ditentukan dari perubahan tanda dari turunan pertama di sekitar titik kritisnya.
Perubahan dari monoton naik ke monoton turun menghasilkan maksimum lokal,
sebaliknya perubahan dari monoton turun ke monoton naik menghasilkan minimum

lokal.

Teorema 6.5 (Uji Turunan Pertama Untuk Ekstrim Lokal)
Misalkan f fungsi kontinu pada interval buka yang memuat titik c. Jika ada suatu 8>0
sehingga:
L '(x)>0Yxe(c-8,¢) dan f'(x)<0 Vxe(c,c+8) maka f mencapai
maksimum lokal di ¢
i, f'(x)<0 ¥Vxe(c-8,¢) dan f'(x)>0 Vxe(c,c+8) maka f mencapai
minimum lokal di ¢

Bukti.
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N i. Karena f'(x)>0 Vxe(c-8,c) maka f{x)
monoton naik pada interval (c-8,c¢), hal
ini berarti x < ¢ = f(x) <f(c).

Karena 1'(x) <0 Vx € (c,c +8) maka f(x)
monoton turun pada interval (c,c+8), hal

ini berarti x > ¢ = f(x) < f(c)

Karena fc)>f(x) Vxe(c—-8,c+8),

c-8 C ct+d

Gambar 8a maka f (x) mencapai maksimum lokal di ¢

A i. Karena f'(x)<0 Vx e (c-8,¢) maka f(x)
monoton turun pada interval (c-3,c), hal
ini berarti x < ¢ = (%) > {{c)
Karena f'(x)>0 Vx e (¢,c+38) maka {{(x)
monoton naik pada interval (c,c+8), hal
ini berarti x > ¢ = f(x) > f(c).

Karena fc) <f(x) Vxe(c-8,c+8),

c-8 c cl+5 "
Gambar 8b maka f (x) mencapai minimum lokal di ¢

Contoh

Tentukan semua titik ekstrim beserta jenisnya dari fungsi f(x)=3x"-4x°, dengan
menggunakan uji kemonotonannya.

Penyelesaian

f'(x):l2x2(x—1). Sehingga titik  kritisnya adalah x=0 dan x=1, karena

f'(0) =f'(1) = 0. Akan diselidiki tanda f'(x) untuk x di sekitar titik kritis.

2% x-1 12x*(x-1) Kesimpulan Pada interval (-eo,1) fungsi
monoton  turun, pada
interval  (1,»)  fungsi
O<x<l +++ e ---- Fungsi f monoton turun monoton naik. Sehingga
menurut  definist  (1,-1)
mrpkn titik minimum lokal

x<0 | ---- - Fungsi f monoton turun

x>1 R S ++ + Fungsi f monoton naik

Teorema 6.6 (Uji Turunan Kedua Untuk Ekstrim Lokal)
Misalkan f fungsi yang diferensiabel sampai dengan turunan kedua pada suatu

interval yang memuat ¢ dan (c,f{c)) titik ekstrim.
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¢ Jika f''(¢) > 0, maka f mencapai minimum lokal di ¢
¢ Jika "'(c) <0, maka f mencapai maksimum lokal dj ¢

¢ Jika "'(c) = 0, maka uji gagal (tidak ada keputusan)

Dari contoh sebelumnya, f mempunyai titik kritis x=0 dan x=1, kemudian
£(x) = 36x% - 24x dan f"0)=0, £'(1)=12>0. Jadi f(x)=3x*4x> mempunyai
minimum lokal di (1,-1) (Sesuai dengan uji turunan pertama).

Sebelum membahas definisi dan uji turunan kedua untuk kecekungan fungsi,

perhatikan terlebih dulu fungsi f(x)=x>-4x

Fungsi f(x)=x’-4x mempunyai turunan pertama ' (x) = 3x* ~4 dan turunan kedua
f"(x) = 6x. Titik kritis f adalah x=-Y5, x=%=1,55

Sebelum menggambarkan grafik fungsinya akan diselidiki perilaku fungsi di sekitar

titik kritis dengan memperhatikan tanda turunan pertama dan turunan kedua di sekitar

titik tersebut.

£'(x)=3x"4 £ (x)=6x 4
X<y B S S I .
e S R O N = i
—3
O<x<fyy | =---n-- o+ ' / f(x)=x"-4x
£ (x)=3x-4
x>y PR PR Gambar 9

Bandingkan tanda £ (x) dan f "(x) pada setiap subinterval, dan grafik fungsi di sampingnya. Pada
interval (-00,-%/y;) grafik fungsi f(x)=x’-4x monoton naik (f (x)}>0), interval (-2/\,3,0) dan (0,%y;)
grafik monoton turun (f'(x) <0), interval (¥y;,00) grafik monoton naik(f(x)>0). Pada interval (-0,0)
grafik fungsi fix)=x’-4x cekung ke bawah (f "(x)<0, atau grafik £ (x} monoton turun), interval

(0,00) cekung ke atas {f"(x)>0, atau atau grafik £ '(x) monoton naik).

Definisi 6.4
¢ Jika grafik f terletak di atas semua garis singgungnya pada suatu interval,
maka dikatakan f cekung ke atas
¢ Jika grafik f terletak di atas semua garis singgungnya pada suatu interval,

maka dikatakan f cekung ke bawah.



Gambar 10a Gambar 10b

v

-
P

Dari grafik 6.10, dapat dilihat bahwa kemiringan garis singgung, dari kiri ke kanan
semakin besar (terjal), artinya bahwa turunan dari f' naik, sehingga " positif.
Sebaliknya dari grafik 6.11, semakin ke kanan kemiringan garis singgung semakin

kecil (landai), artinya bahwa turunan ' menurun, sehingga f'" negatif.

Uji turunan kedua untuk kecekungan suatu fungsi
Pada pembahasan yang lalu, turunan pertama menentukan kemonotonan suatu fungsi.

Berikut ini dibahas turunan kedua yang menentukan kecekungan suatu fungsi.

Definisi 6.5

Diketahui fungsi f diferensiabel pada suatu interval
¢ Fungsi [ cekung ke atas jika ' monoton naik pada interval itu

¢ Fungsi f cekung ke bawah jika ' monoton turun pada interval itu

[lustrasi
P . _.3 1 . .. A
[y — o
Perhatikan grafik y=x" di samping ini. & x>0, nilai "
: semakin lama
e Untuk x<0, fungsi monoton turun, dan semakin besar.
perhatikan  bahwa  kemiringan  garis f" naik
. . . . f''>0
singgungnya semakin lama semalkin kecil >
: : Utk x<, nilai f'
" " rt i)
(" turun), itu artinya f"'<0 semakin lama
. . semakin keeil.
e Untuk x>0, fungsi monoton naik, dan '
= ' turun
perhatikan  bahwa  kemiringan  garis <0
singgungnya semakin lama semakin besar Gambar 11

(f' naik}, itu artinya f''> 0

Teorema 6.7 (Uji Turunan Kedua Untuk Kecekungan Fungsi)
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Misalkan fungsi f terdefinisi pada [a.b] dan mempunyai turunan sampai dengan
tingkat dua pada (a,b).

¢ Jika £"(x) > 0 untuk setiap xe(a,b), maka grafik fungsi f cekung ke atas

¢ Jika £"(x) <0 untuk setiap x<(a,b), maka grafik fungsi f cekung ke bawah

Jika di suatu titik pada grafik fungsi terjadi perubahan kecekungan, maka titik itu

disebut titik belok fungsi.

6.2 Titik Belok Fungsi

Definisi 6.6

Misalkan fungsi f kontinu pada suatu interval yang memuat c. Fungsi f dikatakan
mencapai titik belok di ¢ bila terdapat perubahan kecekungan pada grafik fungsi di
sekitar ¢.

Contoh

Sketsakan grafik fungsi f(x)=x2|x—3|, dengan menentukan semua titik ekstrimnya, titik
belok, dan semua asimtot.

Penyelesaian

Karena x2|x-3|¢x3—3x2, maka untuk menentukan turunan pertama dan kedua dari f,
kita tidak bisa menggunakan rumus turunan. Akan digunakan definisi turunan untuk
menentukan f'

Karena fungsi f memuat harga mutlak |x-3|, maka akan diselidiki turunan pertama di
x<3, x>3, Xx=3.

(x+h)-3, x+h=3

Menurut definisi ](x +h) - 3{ = {q (x+1h) h<3
J2-\X+N0), X+n<

¢ Untuk x<3, pilih h>0 sehingga x+h<3

lim f(x+h)—f(x) _ lim (X+h)2l(x+h)—3|—x2|x-3[

li
h—0 ¥ h—0 h

. (x? +2xh+ 133 - (x +h) - x*(3-x)

k>0 h
. —3)(211—3xh2 +3h% —p? +6xh

= lim
h—0 h

= —3x2 + 6%

¢ Untuk x>3, pilih h>0 sehingga x+h>3
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lim LN =G0 _ (x+h)*|x+ ) -3 - xx 3]

[ir
h-0 h h—0 h
i (x* +2xh + h%)((x + h)-3) = x2(x = 3)
h->0 h

 lim 3x2h+3xh2 ~3)2 +h - 6xh
h—0 h

= 3x? — 6x

¢ Untuk x=3

2
i =@y xTk=3-0

x—3"  X=3 x—3* Xx-3
2 —
= lim x=3) w0
x—=3* x-3
fim £0=FQ) _ o X7 =3-0
x-»3  X=3 3" Xx—3
205 _
= Jim X8=0 _
=3 X-

Karena lim # lim , makaf (3) tidak ada
x—=3" x=3"

Titik-titik kritis £
¢ Untuk x<3, f'"(x)=0 > -3x2 +6x =0 ~3x(x=2)=0—>x=0vx=2
¢ Untukx>3, f'(x) = 0— 3x% - 6x =0-3x(x-2)=0->x=0vx=2
o Untuk x=3, f'(3) tidak ada
Titik kritis £ dipenuhi bila £ (x)=0, yaitu x=1,
Kemudian akan diselidiki nilai fungsi turunan pertama dan kedua di sekitar

masing-masing titik kritisnya.

F(x) Kesimpulan

x<0 - - -~ | grafik fmoneton turun Tx)xx-3)

L ox=l mepkn titik

+ belok

O<x<2 | +++ | grafik f monoton naik

2<x<3 | ~--- | grafik f monoton turun

F'(3) tidak ada

x>3 + 4+ | grafik f monoton naik

Gambar 12

1
.‘
i
2 3



f(x) Kesimpulan

x<] +++ | grafik f cekung ke atas

pe| --== | grafik feekung ke bawah

Perhatikan nilai fungsi f (x) dan f "(x) dan bandingkan dengan grafik fungsi
f(x)=x2|x—3|. Pada interval (-c0,0) dan (2,3) grafik f monoton turun, pada interval
(0,2) dan (3,00) grafik f monoton naik (sesuai tanda dari f (x)). Maksimum lokal
dicapai di titik (2,4) dan minimum lokal dicapai di titik (0,0) dan (3.0). D1 x=3,
turunannya tidak ada (grafik berupa patahan/sudut di x=3)

Pada interval (-o0,1) grafik f cekung ke atas, dan pada (1,e0) grafik f cekung ke
bawah (sesuai tanda dari f "(x)). Karena terjadi perubahan kecekungan di sekitar

x=1, maka menurut definisi x=1 merupakan titik belok.

Berikut diberikan teorema tentang turunan kedua di titik belok.

Teorema 6.8

Misalkan f diferensiabel pada suatu interval yang memuat c. Jika f mencapai titik
belok di ¢ dan f''(c)ada, maka f"'(¢)=0

Bukti.

Diketahui fungsi f mencapai titik belok di c. Ini artinya di sekitar titik ¢ terjadi
perubahan kecekungan dari fungsi f, atau terjadi perubahan kemonotonan dari fungsi
' di sekitar c. Sehingga x=c merupakan ekstrim lokal untuk f'. Oleh karenanya
Y ()=1"(c)=0.

Perhatikan pernyataan berikut.

¢ Jika f mencapai titik belok di x=c maka f''(¢) = 0 belum tentu benar.
¢ Kebalikan teorema di atas tidak selalu benar, artinya bahwa jika f"(c)=0

tidak selalu ¢ merupakan titik belok

Contoh

1. Perhatikan fungsi k(x) = xtx!
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X (silakan dicek!)
x|
X

= 2|x| (juga silakan dicek!) dan k'’ (x) = 2ﬂ
X

Turunan pertama dari f(x) = |x| adalah '(x) =

2
Sehingga k'(x) = lx| +~>|(—!
X

Dari rumus turunan kedua perhatikan bahwa uniuk x <0, k"(x)<0 dan
x>0,k'"(x)>0. Artinya terjadi perubahan kecekungan di sekitar x=0. Tapi
perhatikan bahwa k''(0) tidak ada.

Fungsi linear ax+by+c=0 tidak pernah mempunyai titik belok (karena berbentuk

garis), meskipun turunan keduanya di sembarang titik selalu nol.

Teorema 6.9

Misalkan f mempunyai turunan kedua pada suatu interval yang memuat ¢ dan

f'"(c)ada. Jika f'"(c)=0dan f'(c) # 0, maka f mempunyai titik belok di c.

Soal

1

Sketsakan grafik fungsi yang memenuhi syarat yang diberikan
f'(-D=f'1)=0 f(x)<0, x|<1
f'(x)>0, |x|>1 f-D=4,f{1)=0
f'(x)<0, x<0 f'x)>0, x>0
f'-D)=0 f'(1)tidak ada
f'{(x) <0, x|<1 f(x) >0, |x|>1

f(-D=4, f(H=0 '(x)<0, x=1
f'(-H=0, f(2)=0

f-)=f2)=-1, f(-3)=4

f(x)=0,x <-3, f(x) <0pada(-3,-1)dan (0,2)
f'(x) > 0 pada (-1,0)dan (2,0)

f'(x) > 0 pada (-3,0) dan (0,5)

f'(x) < 0 pada (5,0)

6.3 Penggambaran Grafik Fungsi

Penerapan turunan yang lain adalah penggambaran grafik fungsi. Jika sebelumnya

mungkin kita hanya mampu menggambar grafik fungsi sampai pada fungsi pangkat
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tiga, dengan menggunakan turunan kita akan bisa menggambar grafik fungsi dengan

pangkat lebuh tinggi, dan juga fungsi rasional.

Namun sebelum pembahasan penggambaran grafik fungsi, akan dibahas dulu

mengenai asimtot fungsi.

Astmtot grafik fungsi kontinu adalah garis lurus yang didekati oleh grafiknya tapi

tanpa pernah saling berpotongan. Garis lurus ini dapat sejajar dengan sumbu

koordinat (asimtot tegak atau mendatar), atau memotong sumbu koordinat di dua titik

(asimtot miring).

¢ Asimtot tegak

4

4

Garis x=c disebut asimtot tegak, bila salah satu syarat berikut dipenuhi

lim f(x)=c0, lim f(x)=c0, lim f(x)=-o, lim f(x)=—o0
X~¥¢” X-rc” X—=c” Xx—c’

Asimtot mendatar

Garis y=b disebut asimtot mendatar, bila lim f(x)=b
X —>teo

Asimtot miring

Garis y=mx-+c merupakan asimtot miring dari suatu fungsi f(x), dengan

m= lim 1) dan b= lim (f(x)-mx)
X—dowo X X =t

Langkah-langkah penggambaran grafik fungsi

¢

4

Sangat penting untuk mengetahui daerah asal suata fungsi

Perpotongan fungsi dengan sumbu koordinat

Tentukan titik potong grafik dengan sumbu x (y=0) dan sumbu y (x=0)
Kesimetrian Fungsi

Langkah ini cukup membantu bila yang akan digambar adalah fungsi genap
(bila f(-x)=f(x)), fungsi ganjil (bila f(-x)=-f(x)) atau fungsi periodik (bila
f(x+p)=f(p), p konstanta positif)

Asimtot

Langkah in1 wajib diketahui bila yang akan digambar adalah fungsi rasional
yang mempunyai titik-titik diskontinu.

Kemonotonan dan kecekungan fungsi, titik kritis, titik belok serta titik ekstrim
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Langkah ini merupakan langkah yang sangat penting, karena merupakan
langkah terakhir yang dapat menampakkan wujud yang sebenarnya secara
utuh grafik fungsi yang digambar.

Contoh

Gambarkan grafik fungsi

(8

>

a. ‘f(x)=:~c3+6x2 c. f(x)=

()

x° =1

e

X X
d. f(x)=
vx+1 () x-1

b. f(x)=

Penyelesaian
a f(x)= %3 4 6x2
¢ Domain fungsinya adalah {x/xeR}
¢ Titik potong sumbu x (y=00(0,0) dan (-6,0)) Titik potong sumbu y
(x=00(0,0))
¢ Dengan menggunakan definisi tentukan asimtot yang mungkin

¢ Dengan menggunakan definisi tentukan asimtot yang mungkin

Karena tim (x° +6x2) =0, maka tidak terdapat asimtot datar. Fungsi
X—>%

f(x) merupakan fungsi polinomial sehingga tidak memiliki titik

diskontinu, artinya tidak terdapat asimtot tegak
¢ '(x)= 3x% +12x — f'(x) = 0 = x =0 dan x=-4 merupakan titik kritis
¢ ") =0x+125f"X)=0>x==-2

Perhatikan analisis berikut

f'(x) Kesimpulan
)= +6x°

max lokal

x<-4 ++ + Grafik f monoton naik

x| ~--- Grafik f monoton turun min lokal
x>0 +++ Grafik f monoton naik /
£ (%) Kesimpulan 2 >
K<-2 ---- | Grafik fcekung ke bawah Tiviklbelok

Gambar 13

X2 A+t Grafik fcekung ke atas

Perhatikan tanda dari f (x) dan f"(x) dan bandingkan dengan grafik di sampingnya.
Pada interval (-e0,-4) dan (0,00) grafik f monoton naik, sedangkan pada {(-4,0) grafik f monoton

turun. Titik maximum lokal (-4,32) dan titik minimum lokal (0,0).
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Di sekitar x=-2, terjadi perubahan kecekungan, untuk x<-2 grafik cekung ke bawah dan x»>-2
grafik cekung ke atas. Sehingga titik belok dicapai di titik (-2,16)

X2

bt = x+1

¢ Domain fungsinya adalah {x/x+1>0, xeR}= (-1,00)
¢ Titik potong sumbu x dan sumbu y adalah (0,0).
¢ Bukan merupakan fungsi genap, fungsi ganjil maupun fungsi periodik

¢ Dengan menggunakan definisi, tentukan asimtot yang mungkin

2

Karena lim
X-pwAlx +1

=, maka tidak terdapat asimtot datar. Fungsi

2
X

Vx +1

sehingga f(x)0eo. Jadi x=-1 merupakan asimtot tegak  karena

f(x)= mempunyai titik diskontinu x=-1, dan untuk x(J-1 x +100,

lim f(x)=oo

Xx—=>-1"
¢ f '(x) =—}E(3x—+i~)--—. Sesuai dengan definisi titik kritisnya adalah x=0
2(x +Dvx+1

dan x=-"/s. Tapi karena domainnya (-1,%0), maka titik kritisnya x=0 (x=-"/
out of domain)

2
¢ f(x)= 3X” +3x+8 Tidak terdapat x sedemikian sehingga f''(x)=0

A+ XL

Perhatikan analisis berikut ini

A £'(x) Kesimpulan

x<0 | --- 1 (-»,0) grafik f monoton turun

x>0 | 4+ | (0, o) grafik f moneton naik

Pada titik kritis, nilai fungsinya f{0)=0. Pada

domainnya, grafik f cekung ke atas, dan di

selkitar ftitilkk kritis tidak terjadi perubahan

bigmmeomoozn

kecekungan. Artinya tidak terdapat titik belok.

1
asimiol tlegak

Untuk setiap x dalam domain f{x)>0. Karena
Gambar 14 grafik cekung ke atas maka (0,0) merupakan

titik minimum lokal.

2

e f(0) =~ .

¢ Domain fungsinya adalah {x/x*1#0, xeR}= R-{-1,1}
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¢ Titik potong terhadap sumbu x dan y adalah (0,0)

¢ Dengan menggunakan definisi, tentukan asimtot yang mungkin

¢ 'x)=

£1(x) =

Karena lim

Fungsi f(x)=

2

wow x? ]

2
X

:{ =1, sehingga asimtot datarnya adalah garis y=1

T mempunyai titik diskontinu x=-1 dan x=1. Untuk
X

X1, x3-1000, sehingga f(x)0eo. Jadi asimtot tegaknya adalah x=-1 dan x=1

203x7 +1)(x? = 1)

x*-1)

(" 1)

titik belok?

Perhatikan analisis berikut ini

- . Sesuai dengan definisi, titik kritisnya adalah x=0

, T"(1)=0, £"(-1)=0. Apakah x=%1 merupakan

e Kesimpulan _ A
asimtot fegak
x<0 | +++ | Grafik f monoton naik :
asimtot datar
x>0 { ---- | Grafik f monoton turun 10} I
f"(x) Kesimpulan “-TEEEszanInomeso ooz -------- Rt e chcpeen
x<-1 +++ fcekung ke atas _10°
-l<x<l | ---- | fcekung ke bawah
22 !
x>1 +++ f cekung ke atas o= Ax-D Gambar 15
Titik x=1 bukan merupakan titik belok (meskipun terjadi perubahan kecekungan di sekitar titik
x=1). Hal inidikarenakan terdapat asimtot tegak dan mendatar. Kemudian untuk x<-1 dan x>1,
f(x} selatu positif sehingga grafik fungsinya selalu di atas sumbu y, sedangkan untuk -t<x<l,
f(x) bertanda negatif sehingga grafik fungsinya selelu di bawah sumbu y . Maksimum lokal
dicapai titik {0,0)
2
X
d. f(x)=~—
x~1

Domain fungsinya adalah {x/x-120, xeR}=R-{1}
Titik potong terhadap sumbu x dan y adalah (0,0)

Dengan menggunakan definisi asimtot, tentukan asimtot yang mungkin

2

. X : : )
Karena lim —— =0, sehingga asimtot datarnya tidak ada.
X—w X —
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2
Fungsi f (x)z—l— mempunyai titik diskontinu di x=1, artinya ketika
X_

X001, x-1000, sehingga f(x)(eo. Jadi asimtot tegaknya adalah x=1.

2
¢ Karena f(x)= L x- 11 dan lim [f(x)~x]= lim [— 11J=0,
x..._

x—1 X X —>00 X—=w

maka sesual definisi asimtot miring, garis y=x merupakan asimtot miring

2
dari f(x)=—~)~v(~~—1 (asimtot miring biasanya dimiliki oleh grafik fungsi
X_

rasional dengan pangkat pembilang satu derajat lebih tinggi dari pangkat

penyebut)
x? —2x
¢ f'(x):~—é——>f'(x)= 0 = x =0 dan x=2,
(x-D

f"(x) = ~2—3 Tidak terdapat x sedemikian sehingga f " (x)=0
(x-1

Perhatikan analisis berikut ini

f'(x) Kesimpulan A ;
- f(x)=x¥(x-1) !
x<0 ++-+ | Grafik f monoton naik l‘
|
O<x<1 ---- | Grafik f monoton turun asimtot tegak  ————l
I
l<x<2 | ---- | Grafik f monoton turun s |
. . 1

x»2 | +++ | Grafik f monoton naik asimtol miring < Fahih
S

Perhatikan tanda f '(x) dan bandingkan =z

dengangrafik di sampingnya. Pada (-c0,0) dan

I
|
i
i
(2,00} grafik f monoton naik, sedangkan pada -3 :
il
(0,2) grafik f monoton turun. Maksimum !
mayx fokal !
tokal dicapai di titik (0,0) dan minimum lokal ' Gambar 16
1
di (2,4).
Soal

Sketsakan grafik fungsi berikut:

X

1 y=
x2—9
1+x2

2 y=
l—x2
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1
C(x=D(x+1)

y
6.4 Gerak Rektilinier
Misalkan sebuah obyek bergerak sepanjang garis lurus, dan untuk setiap waktu dalam

interval tertentu, obyek tersebut mempunyai posisi X(t). Kecepatan rata-rata dari

X (t -+ At) - x(t)
At '

f— {4 At adalah

Untuk At— 0 diperoleh

t- A - x(t d . :
X( )~ x(1) = —1( yang disebut kecepatan/laju sesaat pada saat t.

v(t)= lim
At—0 At

v(t) = x'(1)
Bila fungsi kecepatan itu juga diferensiabel terhadap waktu, maka itu adalah laju
perubahan kecepatan terhadap waktu dan disebut percepatan, dan dinotasikan dengan
a(t)=v'(t)=x"(1)
Bila obyek bergerak ke kanan maka v(t)>0 dengan arah searah jarak temouhnya, dan
bila bergerak ke kiri v(t)<0 dengan arah berlawanan arah dengan jarak tempuh.. Bila
a(ty>0, maka gerakan obyek tersebut dipercepat, bila a(t)<0, maka obyek tersebut

bergerak diperlambat.

Contoh
Sebuah obyek bergerak sepanjang sumbu x dengan posisi di setiap wakiu te[0,9]
diberikan oleh persamaan x(t)=t*-12t*+36t-27. Analisislah gerakan obyek tersebut.
Penyelesaian
Pada saat t=0, obyek bergerak mulai posisi 27 satuan di sebelah kiri titik asal (x(0)=
-27)
Dan berakhir pada jarak 54 satuan di sebelah kanan titik asal (x(9)=54)
Kecepatan obyek ditentukan dengan menurunkan x(t) terhadap t

V(=X ()=31-24t+36=(3t-6)(1-6)
Dari turunan pertama terhadap x(t) dihasilkan sebagai berikut

'positif O<t<«?2

0.,t=2
kecepatan = v(t) = {negatif , 2<t <6
0,t=6

(positif , 6<t<9
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Percepatan yang dilakukan obyek diperoleh dengan menurunkan v(t) terhadap t
a(t)=v’(t)=x"(t)=6t-24
Analog dengan kecepatan, dihasilkan
negatif , 0 <t <4
percepatan = a(t) = 0,t=4
positif , 4<t<9

i i i i i
v(t) S ++++ E ----- |: ..... |: Aot |:
: : | | :
EH 1 t 1 :
alty | ---- 1 eeo_. ' b+ , e !
o 6 5 5
0 2 4 6 9
Obyek Obyek bergerak ke Obyek berperak ke kiri - Obyek bergerak ke kanan
bergerak ke kiri diperlambat dipercepat dipereepat
kanan

diperlambat

Perhatikan grafik berikut

6 -Grafik v(t), untuk te[0,2) dan t(5,9] di atas
Grafik x(t) sumbu t, artinya saat itu obyek bergerak maju,
40|Grafik w1) Grafik a4t saat te(2,5) obyek bergerak mundur
-Grafik a(t), untuk te]0,4) di bawah sumbu t,
20 artinya saat itu gerakannya diperlambat, saat
- te(4,9) gerakannya diperlambat
2 4 6 8 - -Grafik x(1), saat t=0, mulai bergerak dari jarak
20 27 di sebelah kiri titik asal, dan berakhir pada
Gambar 17 jaral 54, 9 detik kemudian
Contoh

Posisi sebuah partikel diberikan oleh persamaan x(t)=t-6+9t, dengan t dalam detik
dan x dalam meter
Analisislah gerakan partikel tersebut

Penyelesaian
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A Akan dianalisis dengan menggunakan grafik.
Grafik x(t Grafik 4 . - .
10 raik x(0) rafk att) Bandingkan  sendiri  dengan  perhitungan
matematisnya
Partikel berhenti pada saat =1 dan t=3. Saat
] 2 3 4 5 te(0,2), partikel bergerak diperlambat, kemudian
i setelah 2 detik gerakannya dipercepat. Saat
Gralik v(t) : oy :
-1 Gambar (8 te(0,1) dan =3 , partikel bergerak maju, saat
te(1,3) partikel bergerak mundur.
Contoh

Sebuah batu jatuh bebas dari ketinggian 100 m. Dalam berapa lama dan dengan
kecepatan berapa batu itu sampai ke tanah?

Silakan dicoba sendiri (Petunjuk: percepatan gravitasi (£)=9,8 m/dtk®. Rumus gerak
jatuh jatuh ke bawah adalah x(0)=Vot-1/gt’. Gerak jatuh bebas adalah gerak tanpa

kecepatan awal, artinya V,=0)

6.5 Masalah laju yang berkaitan

Jika udara dipompakan ke dalam balon udara, maka jari-jari balon akan bertambah
seiring dengan pertambahan volume udara yang dipompakan ke dalamnya,
Pertambahan tersebut, baik pertambahan volume maupun pertambahan panjang jari-
jarl, keduanya merupakan laju perubahan terhadap waktu. Masalah-masalah ini juga
dapat diselesaikan dengan turunan.

Hal utama yang perlu diingat dan dipahami adalah bahwa turunan merupakan laju

perubahan.

Contoh

1. Tangki air berbentuk kerucut terbalik, dengan jari-jari alas 2m dan tinggi 4m. Jika
air dipompakan ke tangki dengan laju 2m*/menit, tentukan pertambahan tinggi air
ketika kedalamannya 3m

Penyelesaian
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n Yang diketahui adalah laju volume air yang dipompakan

ke dalam tangki yaitu d— =2 dltanyakan I{etlka h=3

2

255 Karena ﬁ =, maka V = 3—?;—
v h Pendiferensialan kedua ruas terhadap t menghasiikan:
2
&V _xhdh 5 _9,dh L dh_ 8 o enit

dt 4 dt 4 dt dt  9m
2. Pada pukul 12 siang, kapal A berada 150 km di sebelah barat kapal B. Kapal A

berlayar ke timur dengan laju 35 km/jam, dan kapal B berlayar ke utara dengan

laju 25 km/jam. Seberapa cepat jarak antara kapal A dan B berubah pada pukul 4

sore?
Penyelesaian
Posisi Kapal A dan B sebelum dan
Arah sesudah berlayar membentuk segitiga
gerakan B ) . .
dengan siku-siku, sehingga berlaku teorema
laju 25 .
150 km T kﬁﬂ fjam pithagoras x*+y’=2*, dengan x, v, z
A . . e
AT/ B berturut-turut alas, tinggi dan sisi
Arah gerakan A dengan
laju 35 km/jam miring

Pendiferensialan kedua ruas terhadap t dan substitusi nilai-nilai yang diketahui

dy

i z%. Dart pukul 12 siang sampai pukul 4 sore,

menghasilkan x dx +y-—=
dt

kedua kapal sudah berlayar selama 4 jam. Sehingga kapal A sudah menempuh
jarak 140 km, kapal B menempuh jarak 100 km. Shg bila nilai-nilai ini
disubstitusi ke dalam persamaan hasil pendiferensialan, dihasilkan

dx d dz

10241002 = v102 +1002 £ 5 10354+100.25 =102 + 1002 2
dt dt dt

dt
dz 2850
%

dt 410100

3. Dua mobil berangkat dari tempat yang sama. Mobil A berangkat ke selatan

dengan kecepatan 60 km/jam, dan mobil B berangkat ke barat dengan kecepatan
25 km/jam. Pada laju berapa jarak antara A dan B bertambah setelah 2 jam?

Penyelesaian
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Posisi A dan B setelah bergerak membentuk

segitiga siku-siku, sehingga SA2+SBZ=SABZ,

V) \=60
dengan Sap jarak antara mobil A dan B.
dSa dSg dSap
S +S =S
Alde TTBTar T TAB T

Setelah berjalan 2 jam, dihasilkan persamaan

120.60 +50.25 = 11202 + 502 de?B N de/i\B = 8;;500 km/ jam

4. Tinggi suatu segitiga yang terbuat dari besi memuai dengan laju 1 cm/menit, dan

luasnya memuai dengan laju 2 cm®/menit. Pada laju berapa alas segitiga

bertambah pada waktu tingginya 10 cm dan luasnya 100 cm??

Penyelesaian
inaTad—in iﬁlTH‘i—(}I —>4m£l§—.10+20.1—>~(j§-=—§—
2 dt 20 dt dt dt dt 5

5. Sebuah tangga yang panjangnya 10 kaki disandarkan pada dinding. Pada suatu
saat kaki tangga bergeser menjauhi dinding dengan laju 1 kaki/detik. Berapa laju

bergesernya puncak tangga saat kaki tangga berjarak 6 kaki dari dinding.

Bila jarak antara puncak tangga dan tanah y, dan jarak
kaki tangga dan dinding x, maka bertaku x*+y*=10.
Sehingga ketika x=6 kaki, y=8. Penurunan kedua ruas

terhadap t dan substitusi nilai x dan y menghasilkan

2xd—x+2yd—yz —>9~y—z—i {(bertanda negatif), artinya

dt dt dt

jarak puncak tangga dan tanah semakin kecil

bergeser ke kanan
I kaki/dtk

6.6 Bentuk Tak Tentu dan Aturan L’Hospital
Banyak masalah limit yang belum dapat diselesaikan dengan sifat-sifat limit maupun

rumus yang sudah dibahas sebelumnya. Contohnya adalah ketika kita akan mencari

nilai f(x) mEfE]— di x=1. Tentunya hal ini tidak dapat dilakukan karena f(x) teak

terdefinisi di x=1. Yang dapat diketahui hanyalah nilai f(x) untuk x di sekitar x=1,

yaitu dengan lim f(x) = lim Ii}i Namun limit ini tidak dapat diselesaikan dengan
x—1 X~ X —
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sifat limit hasil bagi (limit hasil bagi sama dengan hasil bagi limit), karena baik

pembilang maupun penyebut nilainya sama-sama mendekati nol dan % tak terdefinisi.

Secara umum bila kita mempunyai limit dengan bentuk lim EE , dengan
Xx—c¢ DX

g(x) = 0,h(x) — 0 ketika x -»> ¢, maka bentuk ini dikenal dengan bentuk tak tentu

2
berturut-turut

X . sinx
Jems =. Kita pernah menyelesaiakn soal lim dan lim
x-32 X—=2 x—=0 X

dengan memfaktorkan dan dengan tafsiran geometris. Tapi tidak demikian halnya

. Inx . .
dengan hm-—1 . Untuk menyelesaikannya akan dibahas bersama aturan vang
Xx—=1X—

disebut aturan I’Hospital.
Bentuk tak tentu yang akan dibahas adalah bentuk tak tentu %, oy 00-00, (),00,
Sedangkan bentuk tak tentu: 00, «” , dan 1” akan dibahas setelah membahas logaritma

natural,

Teorema 6.9 (Teorema L’Hospital untuk bentuk 0/0)
¢Jika Iim f(x)= lim g(x)=0

X—=>C XedC

¢ £'(x) dan g'(x) ada, kecuali mungkin di x=c

maka lim F(x )— lim P
x=cg(X) x >cg'(X)

Teorema 6.10 (Teorema L’Hospital untuk bentuk “/,,)

¢ Jika lim f(x)= lim g(x) = *o0
X—=>C X—=cC

¢ f'(x) dan g'(x) ada, kecuali mungkin di x=c

maka lim —<% 00 _ = lim fl(x)
x—c g(x) x—>cg'(x)

¢ Bentuk Tak tentu 0.c0

Bila lim f(x)=0 dan lim g(x)=c0. Maka lim f(x)g(x) menjadi bentuk tak

X—=>C Ko O X—=C

tentu jenis O.co. Bila ini yang terjadi, dapat diselesaikan dengan menuliskan hasil
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kali fg sebagai hasil bagi fo = —f— atau fg :—15— sehingga benyuk tak tentunya

4 f
menjadi bentuk tak tentu jenis “/., atau %,

¢ Bentuk Tak Tentu co-c0

Bila lim f(x) =« dan lim g(x)=c0. Maka lim [£(x) - g(x)] menjadi beniuk
X—C X—=C X—>C

tak tentu jenis co-co. Bila ini yang terjadi, dapat diselesaikan dengan mengubah
selisth menjadi suatu  hasil bagi (dengan menyamakan penyebut atau
merasionalkan penyebut atau mengelompokkan faktor yang sama sehingga
diperoleh bentuk tak tentu jenis “/, atau %

¢ Bentuk Pangkat Tak Tentu

Bentuk tak tentu yang lain adalah limit yang berbentuk lim [f(x))8*) | yaity
X—=C

bentuk tak tentu jenis 0°, o, 1%
Bentuk pangkat tak tentu dapat diselesaikan dengan mengoperasikan logaritma

pada ruas kiri dan kanan.

Misalkan y = [f(x)]g(x) maka [f(x)]g(x) = eg(x) Inf(x)

Contch
Hitunglah
. tanmx .
a. I1mt T d. lm (x~n)cotx
X—=>2x“_4 X—=n
. tanmy . 1 1
b. lim > e. Ilm( ——J
X=22x* .4 0\ tanx X
c.  lim (I+sin4x)®0tX f. Hm x*
x=0’ x—=>0"
Penyelesaian

Akan diselesaikan soal a, ¢ dan d, jawaban soal b dan ¢ analog dengan a dan d, f

analog dengan ¢
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tan mx

5 , dihasilkan bentuk %,. Bila g(x)=tanmnx
X -4

2. Substitusi x=2 ke dalam f (x) =

dan h(x)=x-4, maka g'(x)&nsecznx dan h'(x)=2x. Sehingga menurut teorema
L’Hospital

fan mx . TCSCCZ X

hm = lim 222 T
4

X=2x* .4 x-2 2%

¢. Misalkan  y=(1+s5in4x)°'*,  maka Iny=cotx In(1+sindx)  dan

= gCOLX In(l+sin 4x)

Y

Akan dicari terlebih dahulu lim In y, untuk kemudian lim y= lim ey
x—0" x—0" x—=0

: , _ _ tsi
lim Iny= lim cotxIn(l+sindx)= lim In(l +sin 4x)
X207 x—0° x=0"  fanx

4cosdx
lim (l+si;4x)
X=0" gec” x

) dcosdx
lim =4
x—0" sec” x(I +sin 4x)

Il

. . . limlny
Sehingga lim y= lim Y —gwnt ° _ ¢4
x—=>0" x—=0"

d. Substitusi x=n ke dalam f(x)=(x-n)cotx menghasilkan bentuk 0.c0.

Bentuk ini akan diubah menjadi bentuk tak tentu %, dengan menulis f{x)

I

. Bila g(x)=(x-n) dan h(x)=tan x, maka g'(x)zl
tan x

sebagal f(x)=(x-mn)

dan h'(x)=sec’. Sehingga menurut teoremal.”Hospital

. . (x—-m : .
iim (x —%)cotx = lim x-m = lim = lim cos® x =1
X—7 x—n fanx X §eC“ x X—>m

6.7 Terapan Masalah Ekstrim

Banyak masalah dalam kehidupan nyata yang dalam perumusannya menentukan nilai
ekstrim. Dalam menyelesaikan masalah seperti ini, kesulitan terbesarnya adalah
mengubah masalah yang masih dalam ujud kalimat menjadi masalah pengoptiuman
matematis dengan menetapkan fungsi yang harus dimaksimumkan atau

diminimumkan.
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Contoh

1. Sebuah tabung diletakkan dalam sebuah bola berjarijari r. Tentukan volume
terbesar yang mungkin dari tabung tersebut.
Penyelesaian

Misalkan tinggi tabung 2t dan jari-jari

é—l\; alas X. Antara tinggi tabung, jari-jari bola

\ dan jari-jari lingkaran alas membentuk
LT T segitiga siku-siku sehingga berlaku aturan
pithagoras yaitu x*+t*=r®. Karena r bola

q"“‘ﬂ-._,___,_.—-—ﬁ""'"

konstan, maka penurunan kedua ruas

terhadap t menghasilkan:

2Xx—+2t=0—>—=——... 1
" (1)

Volume tabung adalah V = x> 2t = 2nx 2t Tujuan kita adalah volume terbesar

dari tabung yang dicapai bila % =0.

d_V_4 xd—t+2x —:»ﬂ (}<::_>d—x=—i 2
dt dt dt dt 2t (2)

Dari (1) dan (2) diperoleh

x=A2 danr?=2 3 sehmgg_,a V= 4 volume bola.

JI\/"

2. Sebuah tabung diletakkan dalam kerucut dengan tinggi h dan jari-jari alas r.
Tentukan volume terbesar yang mungkin dari tabung tersebut.
Penyelesaian
Bila dimisalkan tinggi tabung=t dan jari-jari tabung=x,

h ot
maka bertaku perbandingan —=——

ror—x
hr—hx 2 2 hr-hx
3z . Viabung = ™x“t=mx
t t=]
2
§Y—=2nxh Inx h
dx T

3. Tentukan titik pada kurva y2:4+x2 yang terdekat dengan titik (2,0)

Penyelesaian
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Mencari titik terdekat sama saja dengan mencari jarak terpendek {(minimum).
Misalkan (x,y) terletak pada kurva y?=4+x%, maka jarak (x,y) ke (2,0) merupakan
fungsi dari x dan y, yaitu f=d2=(x-2)2+(y-0)2=(x—2)2+y2z(x~2)2+(4+x2). Ketika kita
meminimumkan jarak tersebut, berarti sama saja dengan meminimumkan fungsi
f =(x-2)2+(4+x2), yaitu mencari x sedemikian sehingga f (x)=0
f (x)=2(x-2)+2x[If (x)=0 dipenuhi oleh x=1. Substitusi x ke persamaan y?=4-+x
menghasilkan y=-5 dan y=5. Jadi titik pada kurva yi=dtx? yang terdekat ke (2,0)
adalah (1,-5) dan (1,5).
Tentukan dimensi persegi panjang yang memiliki Tuas terbesar dan dapat
diletakkan dalam segitiga sama sisi dengan panjang sisi k, jika salah satu dari sisi
persegi panjang tersebut terletak pada alas segitiga.
Penyelesaian
A Bila segitiga ABC adalah sama sisi
dengan panjang sisi k, maka AD=",kV3
k dan CD="/k.
Bila EC=a, DE=c,dan EF=b, maka berla

h ) a 1
ku perbandingan — = -
/ S

B b E C |
b=a\/3—’=(§k—c)«./§

[ =]

Turunan b terhadap ¢ menghasilkan % =3
c

|
Luas persegi panjang 1,,,=2c.b = 2c(§ ke~ c)x@ =ck/3 -2¢243

Akan dicari ¢ dan b sehingga luasnya maksimum. Hal ini berarti harus ditemukan
¢ sedemikian L'(¢)=0

gIi=k

1
p ﬁ—4cﬁxO—>cz§.Sehinggamek«.@
c

-

Jadi lebar persegi panjang adalah -~41 panjang sisi segitiga, dan panjang persegi

panjang % panjang sisi segitiga.

Sebuah pabrik mengemas hasil produksi air mineral dengan volume 250 cc dalam

bentuk tabung tegak. Jika pembuatan bidang alas dan atas sama sebesar Rp. 100,
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dan bidang sisinya Rp. 200, tentukan ukuran tabung sehingga biaya
pembuatannya minimum.

Penyelesaian

Meminimumkan biaya pembuatan tabung minimum, sama saja dengan

meminimumkan luas permukaan tabung.

V=mr?t =250 =it — t = £§ . Luas permukaan tabung adalah
r
L=2nrt+2m? > L= 200 +2me? .

r

Meminimumkan luas berarti mencari r sehingga L (r)=0.

L= gm0 o305 10
r2 dn  2Yn 3n

L = Rp.200 (100%/5 )+ Rp.100 (50%? ): Rp.205003/7

6.8 Penerapan turunan di bidang ekonomi

Fungsi biaya (dinotasikan C(x)) adalah biaya total yang dikeluarkan oleh suatu
perusahaan untuk memproduksi x satuan barang tertentu. Jika banyaknya barang yang
diproduksi bertambah dari x; menjadi x;, maka biaya tambahan yang diperlukan
adalah AC=C(x)-C(x) dan laju perubahan biayanya adalah:

AC _ C(x3)=C(xy) _ C(x) +8%) = C(x)
Ax X9 —X] Ax

Laju perubahan sesaat biaya terhadap banyaknya barang yang dihasilkan (limit ketika
Ax00) disebut dengan biaya marginal, yaitu;

. . . AC dC
biaya marginal= lim — =—
Ax >0 AX dx

Sedangkan biaya rata-rata (¢(x)) adalah biaya yang dibutuhkan untuk memproduksi

tiap satuan barang,

Cx)

Biaya rata-rata dirumuskan dengan ¢(x) = =2
X

Contoh
Produksi x barang dari sebuah pabrik dirumuskan dengan C(x)=10000+5x+0,01x>.

Tentukan
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a. Biaya marginal pada produksi sebanyak 300 barang (dalam dolar),

b. Tentukan pada tingkat produksi berapa biaya rata-ratanya paling murah
Penyelesaian
Dari fungsi biaya C(x), konstanta pada umumnya menyatakan biaya overhead
(misalkan sewa, perawatan), sedangkan suku yang lain menyatakan bahan baku,
buruh dan sebagainya. Bahan baku bisa saja sebanding dengan x (barang yang
diproduksi), tetapi biaya buruh mungkin saja sebagian bergantung pada lain faktor,

misalnya biaya lembur,
a. C(x)=10000+5x +0,01x% - C'(x) = 5+ 0,02 x
Bila x=300, maka C'(300) =5+ 0,02 (300) =11
Jadi biaya marginalnya adalah $11 tiap barang

b. Biaya rata-rata (c(x))=§@ =5+0,01x
X

Menentukan tingkat produksi sehingga harga tiap satuan barang paling murah

sama saja dengan menentukan x sehingga ¢ (x)=0

o(x) = X 10000 +0,01x = ¢'(x) =-~100200 +0,01
X X X

¢'(x)=0< x=10. Jadi saat diproduksi 10 barang, biaya rata-ratanya paling

murah.

. C(x
Perhatikan rumus harga rata-rata c(X) = ()
X
.. C C (x).x — C(x
Harga rata-rata minimum artinya c (x)=0[]—§i~—2—u =0
X

& C(x)x—Cx)=0

= C'(x) :gﬂ = c(x)
X

Dari penurunan rumus ini dapat disimpulkan, bahwa pada saat harga rata-rata
minimum, harga rata-rata=biaya marginal

Jika fungsi biaya, fungsi biaya marginal dan fungsi biaya rata-rata yang merupakan
biaya produksi sudah kita bahas, sekarang akan dibahas biaya pemasaran yang
meliputi fungsi permintaan, fungsi pendapatan, fungsi pendapatan marginal dan

fungsi keuntungan.



Fungsi permintaan (fungsi harga) adalah harga tiap satuan barang ketika yang terjual

adalah x barang.. Fungsi permintaan dinotasikan dengan p(x).

Fungsi pendapatan adalah pendapatan total ketika x satuan barang terjual. Bila harga

tiap barang adalah p(x), maka fungsi pendapatan (dinotasikan R(x)) dirumuskan

dengan R(x)=x.p(x)

Keuntungan didefeinisikan dengan sebagai selisih harga jual (pendapatan) dengan

harga produksi (biaya). Sehingga fungsi keuntungan dirumuskan dengan

P(x)=R(x)-C(x)

Contoh

1.

Tentukan tingkat produksi yang memaksimumkan keuntungan bagi perusahaan
bila fungsi biaya dan fungsi permintaan didefinisikan dengan
C(c)=42+1,13x-0,01x7+0.00004%° dan p(x)=2,5-0,01x

Penyelesaian

Fungsi keuntungan (P(x))=Fungsi pendapatan(R(x))-Fungsi biaya(C(x))

Fungsi pendapatan=x.p(x)=2,5x-0,02x

Sehingga R(x)= 42+1,13x-0,01x7+0,00004x°(2,5%-
0,01x%)=42+1,13x%+0,00004x’

Diharapkan keuntungan maksimum, sehingga dicari x sehingga R (x)=0

1,37

-1,37+0,00012x*=00x =
0,00012

=106,85 =107

Jadi supaya keuntungannya maksimum harus memproduksi 107 barang.

Sebuah toko elektronik memperkirakan mampu menjual 100 buah player VCD
seminggu, masing-masing seharga Rp.500.000. Berdasarkan survey yang
dilakukan sebelumnya, penjualan akan bertambah 20 unit VCD player per
minggu jika dilakukan pemotongan harga (diskon) 10%.

Tentukan

a. Rumus untuk fungsi harga

b.  VCD player yang terjual selama seminggu sehingga pendapatan maksimum
c. Pendapatan maksimum seminggunya.

Penyelesaian



a. Misalkan di toko tersebut terdapat x player seminggunya. Dengan terjualnya
100 player, maka masih tersedia (x-100) player. Dari yang tersisa, potongan
X =100

harga yang diberikan adalah Rp.50.000.

Bila fungsi harga (p(x)) didefinisikan sebagai harga tiap satuan barang

ketika terjual x barang, maka

p(x) = Rp.500.000 ~

X _2100 Rp.50.000

=Rp.750.000-2500 x

b. Fungsi pendapatan adalah hasil kali fungsi harga dengan banyaknya barang
yang terjual, R(x)=x.p(x)= 750.000x-2500x>
Fungsi pendapatan maksimum, bila R'(x)=00x=150

¢. Pendapatan maksimum ketika yang terjual 150 VCD, sehingga
R(x)=750.000(150)—2500(150)2=Rp. 56.250.000.

Latihan
1. Carilah nilai maksimum serta minimum global dan lokal dari fungsi berikut:
a. f(x)=1+(x+1)% -2<x<5

x? , ~1<x<0

b. f(x):{

2—x2, 0<x<l

2. Tentukan titik kritis fungsi berikut:

r

1'2+1

a. f(r)=

b, f(x)=4x> —9x% ~12x +3
c. g(x)=[2x+3]
d. g(t) =5th 17

3. Pada suhu antara 0°C dan 30°C, volume (dalam sentimeter kubik) dari 1 kg air

pada suhu T secara hampiran dinyatakan oleh
V=999,87-0,06426T+0,0085043T%-0,0000679T°

Tentukan suhu sehingga pada saat itu volumenya maksimum.
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Suatu benda dengan berat W ditarik sepanjang bidang datar dengan oleh gaya
yang bekerja sepanjang tali vang diikatkan oleh benda itu. Jika tali membuat
sudut © dengan bidang, besarnya gaya didefinsikan dengan

F e LW
1sing +cosh

dengan  adalah koefisien gesekan (konstanta positif) dan 0<0<",.
Perlihatkan bahwa F minimum ketika tan 0= H
Tunjukkan, bahwa g(X)=2+(x-5, mempunyai titik kaitis 5, tapi tidak
mempunyat nilai ekstrim saat x=35.
. Jika f mempunyai minimum pada x=c, tunjukkan bahwa gx)=-f(x) juga
mempunyai minimurn pada x=c,
Gambarkann grafik fungsi berikut

a. ()= x"4x*

b. fx)=x**(6-x)""

2

c. f(x)= 2%
X" =1

2

d. f(x)=—
x% -4

e. f(x)= x[xl

8. Tentukan limitnya

. 2x2 —x+5
a. lim

X—=>w 5y 4 6x —1]

iy (X=2(x+4)

b.
x—=0o 2x+1)(x+2)
. 3x«/;+3x+1
C. Im}—ﬁ—w—
X=0 x* —~x+11
A lim -2
X x2+3
.ooA2x+]
e. lim
x—oe X+4
f. lim(\/2x2+3--\/2x2—5)
X 00
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9.

10.

11.

g. lim [‘\sz +2X — x]

X—»c0
Jarak antara dua sumber panas A dan B yang memiliki intensitas panas a dan
b adalah s meter. Intensitas suatu titik P di antara A dan B dirumuskan dengan
I(x) =~ o0 .
X“ (s—-x)"
dengan x adalah jarak antara A dan P. Tentukan kedudukan P sehingga
intensitasnya paling rendah.
Seorang ahli biologi mengamati pertumbuhan suatu koloni bakteri. Luas

daerah yang ditempati bakteri diukur dan dicatat setiap hari, misalkan L(t) dan

(lernyata luas daerah tersebut selalu lebih kecil dari 50 cm?. Analisi terhadap

data yang diperoleh mengungkapkan adanya hubungan antara laju perubahan

luas dan luas pada sembarang waktu dengan hubungan (:I_I; = ;O—L(SO—- Ly.

Tentukan luas L ketika perubahan luas itu maksimum dan berapa laju

perubahan Juas maksimum tersebut.

Sebuah kendaraan bermotor mempunyai kecepatan max 75 km/jam dan
kecepatan min 10 km/jam. Bila kendaraan bergerak dengan kecepatan x

km/jam, maka konsumsi bahan bakarnya dirumuskan dengan

11600
f(x) = ——(——+x) liter/km
(x) 200( " )
Untuk menempuh jarak tertentu dengan harga bensin yang tertentu pula,

1660
X

fungsi biayanya adalah C(x}=60( +x). Berapa kecepatan paling

ekonomis kendaraan tersebut, dan berapa konsumsi bahan bakarnya?

. Tentukan dimensj segitiga sama kaki yang memiliki [uas terbesar sehingga

dapat dimasukkan dalam lingkaran ber] ari-jari r.

- Analog dengan soal nomor 12, tetapi segitiga sama sisi.

- Margin atas dan bawah sebuah poster masing-masing 6cm dan margin

samping masing-masing 4 cm. Jika luas bahan tercetak pada poster 384 ¢cm?,

tentukan dimensi poster dengan luas terkecil.
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15.

I6.

17.

19.

20.

21.

22,

23,

Sebuah poster harus mempunyai luas 180 cm?® dengan margin bawah dan
samping 1 cm, sedangkan margin atas 2 em. Tentukan dimensi sehingga luas
tercetak maksimum.

Sebuah balon bundar berbentuk bola dipompa, tentukan kecepatan perubahan
luas permukaan terhadap jari-jarinya saat jari-jari bola § cm

Sebuah kerucut lingkaran tegak terbalik berjari-jari 10 em dan tinggi 20 cm
penuh berisi air. Jika air keluar dari puncak kerucut dengan laju 5 ce/detik,
tentukan laju turunnya permukaan air di dalam kerucuyt pada saat tinggi air 5

cm dari atas!

. Sebuah tangga panjangnya 6 m bersandar pada dinding tegak yang tingginya 4

m dengan bagian atas tangga melampaui batas atas dinding. Jika wjung bawah
tangga ditarik horisontal dengan kecepatan 2 m/detik menjauhi dinding,
tentukan kecepatan ujung atas tangga pada saat tangga membentuk sudut 60°
dengan permukaan kantai.

Sebuah lampu tergantung tegak lurus 5 meter di atas jalan lurus. Seorang
dengan tinggi 160 cm, bergerak menjauhi lampu dengan kecepatan 2m/detik.
Tentukan kecepatan bergerak ujung bayangan dan pertambahan bayangan
orang itu.

Dari sebuah pelabuhan pulau, berangkat dua kapal ke arah yang berbeda.
Kapal A berlayar ke utara pada pukul 09.00 dengan kecepatan 24 knots/jam,
kapal B berlayar ke timur pada pukul 11.00 dengan kecepatan 30 knots/jam.
Tentukan kecepatan bertambahnya jarak antara dua kapal pada pukul 14.00.
Sebuah bak penampungan air berbentuk balok dengan panjang, lebar dan
tinggi berturut-turut 8m, 2m, 4m, Ke dalam balok ity dituangkan air dengan
kecepatan 2m/detik. Tentukan kecepatan naiknya permukaan air saat tinggi air
Im dari dasar bak.

Sebuah balon gas naik tegak lurus dari titik A dengan kecepatan 15m/detik.
Titik B berada pada jarak 30 m dari A. Tentukan kecepatan bertambahnya
Jarak antara balon dan titik B jika tinggi balon 40m.

Pasir dijatuhkan dengan kecepatan 10 m*/detik, sehingga membentuk
tumpukan pasir berbentuk kerucut. Jika tinggi kerucut dua kali jari-jari
lingkaran alas, tentukan kecepatan bertambahnya tinggi kerucut saat tinggi

tumpukan 8m.
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24. Andaikan sebuah gelembung sabun berbentuk bola, Kecepatan udara yang
ditiupkan ke balon adalah 4 cc/detik. Tentukan kecepatan bertambahnya jari-
Jari bola pada saat jari-] arinya 2 cm.

25. Sebuah partikel P bergerak sepanjang kurva y = y/x % — 4, x 2 2. Jika absis

dari gerakan partikel P bertambah dengan kecepatan 5 satuan/detik, tentukan

kecepatan bertambahnya ordinat P saat absisnya 3 satuan.
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TUJUAN INSTRUKSIONAL

Umum
Setelah menyelesaikan mata kuliah inj (pada akhir semester I), mahasiswa
mempunyai pemahaman konseptual yang benar tentang topik-topik utama dalam
Kalkulus (limit, kekontinuan, diferensial, integral) beserta teorema dan sifat-sifat

serata teknik-teknik penting didalamnya.

Khusus
Setelah mengikuti kutiah ini (pada akhir pertemuan ke 21), mahasiswa akan dapat
memahami pengertian integral tak tentu sebagai suatu anti turunan, menyelesaikan
soal integral fungsi aljabar, fungsi trigonometr, fungsi eksponensial, fungsi
logaritma dengan teknik integral parsial, integral sunstitusi trigonometri, integral

fungsi rasional, serta menguasaj startegi pengintegralan,
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7. INTEGRAL TAK TENTU DAN TEKNIK PENGIN TEGRALAN

Konsep integral tak tentu diperkenalkan sebagai kebalikan operasi pendiferensialan, yaitu
bentuk paling umum dari anti turunan. Kemudian dibahas teknik pengintegralan, yang
meliputi: integral parsial. integral fungsi trigonometri, integral substitusi trigonometri,
integral fungsi rasional, dan substitusi yang merasionalkan. Juga dibahas integral fungsi
transenden, integral fungsi invers trigonometri, integral fungsi hiperbolik dan invers

hiperbolik, yang semuanya diperoleh dari turunan fungsi-fungsi tersebut.

7.1 INTEGRAL TAK TENTU
Untuk fungsi f yang terdefinisi pada selang buka |, dapat ditentukan suatu fungsi F

yang memenuhi F'=T. Fungsi F seperti ini disebut anti turunan dari £

Definisi 7.1

Fungsi F disebut anti turunan dari f pada interval I, jika F'(x) = f(x)untuk setiap x dalam .

Teorema 7.1

Jika F adalah anti turunan f pada interval I, maka bentuk F yang paling umum adalah

F(x)+C, dengan C adalah konstanta sembarang,.

Contoh

I. Misalkan diketahui f(x) = 4sinx ~3x> , akan dicari anti turunan dari f{x).

Anti turunan dari 4sinx dan 3x° berturut-turut adalah — 4cosx dan %x6.

Sehingga F(x)=—-4cosx ———;—xﬁ +C

N

Misalkan diketahui f(x) = xvx , dan F(1) = 2, akan dicari F(x).

Anti turunan dari x” adalah %xy Sehingga F(x)=%x%+c. DariF(1)=2

diperoleh C=£ . Jadi F(x) = 2% +4
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Proses menemukan anti turunan (anti diferensial) dari fungsi f pada interval I dinamakan

integral tak tentu dari fungsi f pada interval I, dan ditulis dengan lambang

[fe0dx = F(x) +C

Teorema 7.2. (Rumus-rumus Integral Tak Tentu)

1. Linearitas

a. jaf(x)dx:ajf(x)dx
b [(F(x)+g(x))dx = jf(x)dx + jg(x)dx
c. j(af(x) +BgCOMx = o [F(x)dx +6 Je(x)dx

2. Bila y =x", n bilangan rasional dan n # -1, maka

jx“dx = —»L—x“ﬂ +C
n+1

3. Rumus Integral dengan Penggantian (aturan substitusi)
Jika g(x) adalah fungsi yang diferensiabel pada suatu selang I, maka dengan

memisalkan g(x)=u

JHleta)e (x)dx = [Fuydu
Aturan substitusi digunakan untuk menyelesaikan integral yang berkaitan dengan
aturan rantai,

4. Rumus fungsi trigonometri

a. Jsin Xxdx =—cosx +C

b. J'cos xdx =sinx +C

2
C. J.sec‘ xdx =tanx+C

=

J-csc2 xdx =~cotx+C

e. fsecxtan xdx =secx +C

™

Jcscxcotxdx =—cscx +C
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Contoh

1+4x

J‘\/1—1~x+2x2

Misalkan 1+x+2x% =u —> (1+4x)dx = du

Sehingga jJﬂ"_d _j m2\/a+C:2\/I+x+x2+C
1+ x +2x2

2. % cos(x* +2)dx

l. dx

Misalkan u =x?+2 —s du=4xdx.

Sehingga Jx3 cos(x4 +2)dx = % cosudu = %sin u+C= %sin(x4 +2y+C

3 J' xdx

V1-4x2

Misalkan u=1-4x”* - du = -&xdx

xdx 1 edu _ 1 _ b2
Sehingga fm .f _16JE+C ” 1-4x°+C

4, J\/l +x% x3dx

Penyelesaian contoh nomor 3 tidak sesederhana nomor 1 dan 2. karena x° bukan
Y >

merupakan turunan dari 1+ x2 .

Langkah pertama, tulis integral mufa-mula menjadi
— 2
j\ﬁ +x% x*xdx = _{\/1 +x2 (xz)xdx

2

Kemudian misalkan [+ x° =u ~» 2xdx = du

Sehingga
2 3 3
J.V l+x7 (X2)de = % J-\/L_!(u ~1)Pdu= % '[(u% —2u# 4 u}é)ju

:iuZ ——gu% +gu% +C
7 5 3
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J.sin‘5 xdx
J‘sin5 xdx = fsin4 Xsin xdx = J-sin4 xsin xdx = —J(l —cos? x)gd(cos x)

= —j(l —2c0s? x +cos* x)d(cosx):-«-cosx +-§—c3053 x—-;—cos5 x+C
j\/ﬁ cse? xdx

Misalkan u = cotx — du = —csc? xdx

Sehingga fwfcotx ese? xdx = — [Vudu = wgu% +C

Latihan Soal

J‘3/X3+1 Sdx 6. jcosxw/]—sinxdx

xdx J sin 2xdx

> '[4 Xx+2 J1+2sinx

3. J‘cos4 xsin xdx Icos 2xsin4xdx
4. ISillB(l +2x)dx 9. ISln \/_dx

3. Isec4 xdx o

X lnx

I'1. Tunjukkan bahwa F(x) = xlx}
J-F(x)dx .

[2. Sebuah titik materi bergerak dari keadaan diam dengan percepatan a(t) =12t —23t%

m/detik. Tentukan kecepatannya pada setiap saat t. Tentukan pula persamaan gerak

materi itu.
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7.2 TEKNIK PENGINTEGRALAN

a. Integral Parsial (Integral Sebagian)
Jika aturan substitusi digunakan untuk menyelesaikan integral yang berkaitan dengan
aturan rantai, maka untuk menyelesaikan integral yang berkaitan dengan aturan hasil
kali turunan digunakan rumus integral parsial.

Misalkan fungsi f dan g keduanya diferensiabel pada I, maka:
d ] ! P _
—(fe)=fg+rgfe [(Pgrgfhx=rfg
= Jf.g'dx =fg- jg.f'dx
Bila f(x)=u dan g(x)=v, maka dihasilkan

Ju.dv =u.v-— jv.du yang disebut dengan rumus integral parsial.

Contoh

I. Tentukan Jx sin xdx
Kita dapat memisalkan u=x — du =dx dan dv=sinxdx — v =—cosx
Sehingga Jx sinxdx = —-xcosx + .fcos xdx
=—XCcosx+sinx +C
2. Tentukan (e®sinxdx
Misalkan u=e* = du=e*dx dan dv=sinxdx — v =—cosx
Sehingga Iex sinxdx =-¢” cosx + Iex cosx
Dari hasil terakhir ini masih terdapat bentuk integral yang harus diselesaikan lagi
dengan integral parsial, yaitu Jex COSX .
Misalkan u =e* — du = e*dx dan dv =cosxdx —> v =sin x
Sehingga
Iex sinxdx = —e” cosx +e*sinx — {e¥sinxdx +C

X X .-
) —e®cosx+e*sinx
jex51nxdx= 5 +C
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3. Tentukan jxezxdx

Misalkan u=x — du =dx dan dv=e2*dx —> v =

b3 —

Sehingga Jxezxdx =L xe? -1 Jezxdx = %xezx —Le2x o iezx(x m%)

i
2

Latihan

Tentukan hasil integral di bawah ini.

l. Ix sin 4xdx 6. jes sin(t —s)ds
2. Ixzcos3xdx 7. J.x3ex2dx
3. fcos(lnx)dx 8. j(ll]X/X?')dX
4. jcosxln(sin x)dx 9 JGsecz 0do

20 _.
> Ie sin30d0 10. J.xzsinaxdx

Integral Fungsi Trigonometri
Pada subbab ini akan digunakan kesamaan trigonometri untuk mengintegralkan

kombinasi fungsi trigonometri.
% Strategi untuk mengitung J-sinm x cos" xdx
a. Jika pangkat dari kosinus adalah bilangan ganjil (n=2k+1), simpan satu faktor

: 2 . 2 ' SI s
kosinus dan gunakan cos”x =1-sin”x untuk mengganti faktor kosinus yang
tersisa,

2
2k X cos xdx

Jsinm x cos 2K xdx = fsinm X COS
= Jsinm x(1 - sin® x)* x cos xdx
Kemudian substitusikan u =sinx

b. Jika pangkat dari sinus adalah ganjil (m=2k+1), simpan satu faktor sinus, dan

. 2 . . .
gunakan sin®x =1-cos®x untuk mengganti faktor sinus yang tersisa.
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. 2 . .
J.sm~k+1 xcos" xdx = J.sm2k xcos" x sin xdx
= J'(l —cos® x)X x cos™ x sin xdx
Kemudian substitusikan u = cosx
(Jika pangkat dari sin dan cos keduanya ganjil, maka salah satu dari a atau b dapat
digunakan)

¢. Jika pangkat dari sinus maupun kosinus adalah genap, gunakan kesamaan sudut

paruh

cos2x =1 —23i:12x atau cos2x = 2cos2 X1 atau sin2x = 2sin Xcosx

% Strategi untuk menghitung Jtan ™ x sec™ xdx

a. Jika pangkat dari sec adalah bilangan genap (n=2k), simpan satu faktor seczx,
dan nyatakan faktor sisanya dalam sec® x =1+ tan? x
jtan My sec?® xdx = Itanm xsec? xsec?K 1 gx
= Itanm xsec? x(1+ tan? x)*Tdx

Kemudian substitusi u =tanx

b. Jika pangkat dari tan adalah ganjil (m=2k+1), simpan satu faktor dari secx tanx

dan gunakan tan®x =1 -sec’x untuk menyatakan faktor yang tersisa dalam

tan x
2 —
Itanzml xsec” xdx = jtan“k xsec™ ™! x tan x sec xdx

= J(l — sec? )-:)k sec™ ! x tan x sec xdx

Kemudian substitusi u =secx

% Untuk menghitung integral Jsin mx cosnxdx, Isin mx sin nxdx, J'cosmxcosnxdx

gunakan kesamaan berikut

sin A cosB :w;w(sin(A—B)+sin(A +B)), sinAsinB ﬂ%(cos(A —B)—sin(A +B)),

cosAcosB = »é(cos(A ~B)+cos(A +B)).
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Contoh
2 3 ‘
| jsm xcos” xdx
. . 2 . . .
Jsm2 xcos° xdx = J‘sm2 XCos” xcosxdx =J‘sm2 x(l —sin? x)d(sinx) =

5

= J‘(sin2 x —sin® x)d(sinx) =é—sin3 X —ésin x+C

2. }Atan6 xsec? xdx

2 xsec? xdx = J.tan6 x(1+ tan” x)d(tanx)

jtan‘s xsect xdx = jtanﬁ X sec
= J.(tan6 x +tan® x)d(tan x)
I 4 1.9
=—tan’ x+~tan” x+C
7 9

3. jtans xsec’ xdx

J'tan5 xsec’ xdx = J‘tan‘IL x sec® x tan x sec xdx = j(tanz x)zsec6 xd(secx)
= j(secz X — 1)2sec6 xd(secx) = J(secG x —2sec’ x +sec! 0 x)d(secx)

2
mlsec7 x—asec9 x+]—]]~sec] 'x+C

7
4. J'sin 4dx cosSxdx
J-sin 4xcosSxdx = 1 J(sin(-—x) +c0s9x)dx = L jsin xdx -|-—]— jcos 9xdx
2 2 2

=-]~cosx+—1§sin9x+c

Untuk kasus lain, pedomannya tidaklah sejelas ini. Misalnya

3, Itan xdx

Jsin xdx _ _Jd(cos X)

fta11 xdx =
cos X

COS X
. . d [ . 1

Pada bab 5 telah dibahas, bila y = Inx — —(Inx) = ~, sehingga I—dx = In]x[
dx X X

Demikian juga — .[Q-QEES—X) = —In|cos x|+ C = In|sec x|+ C
cos X
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6. .fsecxdx

secx+tanx
Jsec Xdx = Jsec X———dx

secx +tanx

Misalkan secx + tan x = u — du = (secx tan x + sec> x)dx

secx +tanx sec2 X +secxfanx
dx = j d

Sehingga Isecx X

secx +tanx secx +tanx

_ jd(secx + tan x)
SecX - tan X
= Infsec x + tan x|+ C

7. |esexdx

Analog dengan nomor 6 dengan menggunakan substitusi u = csc x + cot , dihasilkan

Jcsc xdx == ~Infescx + cot x|+ C
Latihan
jsin3xcosz xdx 7. Isinstiandx
2. jcossxsi:14xdx 8. Jcos7xcos§xdx
.3 9 J‘cot3xcsc4xdx
3. jsm X+ cosxdx .
Sin X -+ cos X
4. jcoszxtan?’xdx 10, {———Tdx
sin 2x
—tan X
5. Itan:;xsecxdx j——»«dx
sec” x
—smx
6. J‘tansxdx 12. _[
CosX

Integral Substitusi Trigonometri
Untuk menyelesaikan integral yang memuat bentuk akar kuadrat diperlukan substitusi

trigonometri agar bentuk akarnya hilang. Setelah peubahnya diganti dengan fungsi
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trigonometri yang sesuai, maka bentuknya menjadi fungsi trigonometri yang dapat

diselesaikan dengan rumus reduksi atau rumus yang sebelumnya sudah dipelajari.

Bentuk Substitusi Kesamaan
a? _x2 x =asin 0,-F<0=<2 I -sin?0 = cos?6
XZ.__amz B ) X = - asece dengan 0<9 % | Vsecz.x—w =ta62x
atau ©<0< 7“
x2 + g% x=atan@,—-§$6$% tan? x +1 = sec? x

Sesuai dengan bentuknya, substitusikan x =3sin® — dx = 3cos6

J\/9 x2 i _J‘S\/I—sinze

Sehingga
9sin2

3cos0dd = {cot?0do
X

= J-(csc2 8- hHde

= - [d(cot6) - [do
=—cotf—-0+C
xdx

x2+4

N

Substitusikan x = 2tan8 — dx = 2sec2 0

2
Sehingga J. = J2tan b2sec” 6d0 = J2tan@sec@d9 2J.Sln 6db
2sech cos2 0
_ 9 d(cozse)
cos 0
= 2secO+C

Soal ini dapat juga diselesaikan dengan cara sederhana yaitu

xdx 1 d(x +4) \/744_(:
'[\/x +4 zj\/x +4
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Dari dua cara di atas, perhatikan bahwa sebelum menjawab soal amati duly
dengan cermat soal itu, karena mungkin soal itu dapat diselesaikan dengan cara

yang lebih sederhana,

3. j xdx

V3-2x-x?

Sebelum disubstitusi, terlebih nyatakan 3-2x — x? menjadi bentuk kuadrat
3hl-1-2x—xZ =4 —(1+2x+x2) =4 (1 + x)?
,[ xdx _ J- xdx
Vi-2x—x2 Ja-(ax?
Kemudian substitusi T+ x = 2sin8 — dx = 2cosd
(2sin8-1)2cos0dO

xdx
J‘\/4—(I+x)2 =} Y4 4sin?0

Sehingga

- j(2sine—1)de =-2c0s0-0+C

—a— (4502 —sin [ X
=—4~(1+x) sm(zj

Latihan

—

I x2 ~dx + 5dx 6. jx 25+ x2dx

Vx® =9 Xy
2. I = dx . '[f—%_itiwxz X

. [ 8. f—
xVx - w,'9x2+6x—8
4, jx2—2x+5dx 9. J.——j—(z—zdx
dx —x
dx
§ j(f~+~x2)2 10 '[(x A

. Integral Fungsi Rasional
Pada subbab ini, akan dibahas, bagaimana mengintegralkan fungsi rasional (hasil bagi

polinomial) dengan menyatakannya terlebih dahulu sebagai jumlahan fungsi parsial.
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3 2

Perhatikan f(x)= R Dengan menyamakan penyebut dapat
X-2 x-
f(x)=_:2x_,,“5m____
X“-5x+6
SehinggaJ.7XMS dxzj( 3 2 de:f 3 dx—J' 2 dx
X —-5x+6 x—2 x-3 Xx-2 Xx—-3

ZBJ-d(x—2) _ZJ-d(x—B)

Xx-=2 X3
=3ln[x —2]-2[n[x—3|+C

Bagaimana kita dapat menggunakan integral fungsi rasional ini secara umum?

Ingat kembali bentuk umum fungsi rasional, yaitu

P(x)

f(x)= ( dengan P dan Q keduanya polinomial
X

ditulis

Integral fungsi rasional dapat digunakan bila derajat P lebih kecil dari derajat Q. Bila

derajat P lebih besar dari derajat Q, bagilah P dengan Q sampai diperoleh bentuk

: R(x)
f(x)=S
(x)=5(x) + )

derajat Q. Langkah selanjutnya adalah membahas berbagai kemungkinan bentuk

R(y)
Qx)

. Bila Q(x) adalah hasil kali n faktor linear yang berbeda
Berarti Q(x) dapat ditulis sebagai
Q(x) = (alx + bl)(aZX + b2)-“(anx + bn)

dengan S dan R keduanya polinomial dan derajat R lebih kecil dari

Dalam hal ini teorema fraksi parsial menyatakan bahwa terdapat Aj, A,,..., A,

sehingga
R(X) __ A Ay . Ay
Q(x) ax+b; asx+by a,x+by
Contoh
X+ x
Tentukan I—2~—dx
X“—x-2
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Karena derajat pembilang lebih besar dari penyebut maka dilakukan dulu

. . x> +x 4x +2
pembagian yang menghasilkan ———=X+I+ e
XT—-x-2 X"—-x-2

Perhatikan bahwa penyebut dari suku ketiga ruas kanan mempunyai faktor linear
4x 42 _ A; + A2
x?-x-2 (x=2) (x+1)

Untuk menentukan A; dan A, kalikan kedua ruas dengan (x — 2)(x +1)

(x—=2) dan (x +1), sehingga dapat ditulis

4% +2 A, A,

= +
XQ—X—Z (X“‘Z) (X+]) .(X—Z)(X-E-I)
4X+2= A (x+1)+ Ay (x~2)

4X+2:(Al +A2)X+Al “2A2

Sehingga diperoleh persamaan A;+A, =4 dan A; -2A, = 2. Dengan eliminasi

dihasilkan Ay =2 dan A, =%.

3
3
Akhirnya J‘#_imdx=f(x+l+ 10 + 2 Jdx
X*—x—2 3(x-2) 3(x+1)

:lxz+X+Eln|x—2[+21n|x+l|
2 3 3

Bila Q(x) adalah hasil kali n faktor linear, beberapa diantaranya berulang.

Misalkan faktor linear a;x +b; muncul sebanyak k kali, maka Al dapat
H]X'i'bl
ditulis sebagai A) + As 7+t Ak -
aix+by  (a;x+b)) (a;x +by)
Contoh
x*-2x% tax+]
= x

XT—X"—-x+1

Pembagian pembilang dengan penyebut menghasilkan

x*—2x? x4l s 4x
32 R T SR

X" —X"—x+1 X" — X" —~X+

Sementara x> —x% —x +1 dapat difaktorkan menjadi (x - 1)2(x +1)
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4x AI A') A3

= + +
%3 —x% x4 (x—l)2 x=1 (x+1)

Sehingga dapat ditulis

4x A] A') A3

TR = A
X" =x"-x+1 (x-1)* x-1 x+I
AX = Ap(x+ D+ A (x=DX+ D)+ As(x ~1)

=(x =D (x+1)

dx=(A3+Ag)x> +(A| —2A5)X+ A~ Ay +As
Penyamaan koefisien menghasilkan

Az+Ar=0A1-2A, =4 A - Ay +Ay=0
Dengan eliminasi diperoleh A; =2, A, =1; Ay =~1

Sehingga

x*—ox? v dx 41 2 : 1
J‘ 3 5 dx= §| x+1+ =+ - X
X7 =X —x+1 (x-1)* x-1 x+I

|

2
=X 4x-
2 X —1

x—1
X +1

+In +C

Bila Q(x) mengandung faktor kuadratik yang tak dapat diuraikan, tak ada yang

berulang.

Jika Q(x) mempunyai faktor ax? +bx+c dengan b2 —4ac < 0, maka selain fraksi

R(x)
(

parsial seperti pada 1. dan 2., juga mempunyai faktor berbentuk

Ax+B

2

—5————, dengan A dan B adalah konstanta yang akan dicari.
ax“+bx+c

Contoh

2 pa—
Tentukan '[Mx
x” +4x

Penyebut dapat ditulis X° +dx = x(x2 +4) . Selebihnya tidak bisa difaktorkan lagi.

: o 2xP-x+4 2x%—-x+4 A Bx+C
Sehingga dapat ditulis 3 = 5 ==
X" +4x X(x*+4) X x*+4



2x*—x+4 A Bx+C

BN

x(x*+4) X x*+4
2x% - x+4=A(x> +4) + (Bx + O)x

x(x2 +4)

2x2 —x+4=(A+Bx2 +Cx+4A

Dengan menyamakan koefisien diperoleh A =1,B=1,C=-1.

x —~x+4 | X |
Sehingga _[ =Tt dx
x> +4x X +4 X x"+4 x°+4

2 yang dapat ditulis j N j4((;);+1)

Perhatikan integral J zdx
X

Dengan memisalkan u =% —du= dx , sehingga lj 2du =ltan_l u. dan atau
- 290741 2
Jadi Mx = ln]x| +lln|x2 + 4’ - ltan"](%)
x> +4x 2 2

Bila Q(x) mengandung faktor kuadratik yang tak bisa diuraikan dan berulang.
Jika Q(x) mempunyai faktor (ax®+bx+c)” dengan b%—dac <0, maka selain

R(x)
(

juga mempunyai faktor berbentuk

fraksi parsial seperti pada 1. dan 2.,

AiX“I"Bl + A?_X-I-Bz o+ A”X-i-Bn

5 5 7t > +, dengan A; dan B;
(ax” +bx+c) (ax” +bx+c) (ax“ +bx+¢)"

i=1,2,...,nt adalah konstanta yang akan dicari.

Contoh

2 3
l—x-2x°—x
Tentukan J X dx

x(x% +1)?

Perhatikan bahwa suku penyebut (xz+l)2 tidak bisa difakorkan, dan berulang

sehingga
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[—x+2x2-x° _AL, A2x+82 A3x+B3

x62+D% % P4 (2412
T=x+2x7 = = A (x? +1)% + (Agx + Bo)x(x? + 1) + (Azx + By)x

x(x2 ~H)2

T=x+2x% =7 = (A1 + Ag)x* + Byx® + (24, + Ay + A3)x% +(By +By)x + A,

Dengan menyamakan koefisien diperoleh A; =1,A5 =-1,A; =1,B; = -1,B, =0.

Sehingga
[—x+2x% x> I —-x-1 X
dx = || —+ 5 +-—— dx
x(x +]) X (x"+) (xX*+D

o _ox 1 Lo X «
X (x24l) (F+) (2 en?

—]njxl in{x +I‘—tan ix—w—I——I—C

2(x* +1)

. o . . d
Bagaimana bila kita harus menyelesaikan integral Il - X ?
+sinX 4+ cosx

Integral seperti ini adalah integral fungsi rasional dalam bentuk trigonometri. Untuk

menyelesaikannya, perhatikan lan gkah berikut.

Misalkan t = tan < S X = dt = xdx 2 (t2 + Ddx .

lee
2°

Kemudian s1nx—2sm—xcos X = 2\/_\/__ dan
241

cosx=20032%x4=2 ,)E —lml_t;.
17 +1 |1
2 2d d(2t + 2)
. dx (t*+1) t t+
Sehingea =
nes J1+sinx+cosx J 2t (l t) J‘2‘[+2 J2t+2

(t3+l) (1+t%)
= In!2t+2|+C = ln{2tan%x +2‘+C

l—sin2x
1+sin2x

Bagaimana bila J dx ?
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Misalkan t = tan x — dt =sec? xdx = (t2 +1)dx . Langkah selanjutnya, analog (silakan

dicoba) .
Latihan
2
X Y
1. dx 6. |[——d
-[XH '[y+2 y
2
2. [Alax 7 [
X —-x 3-5sint
2— ——
3. [RTyelzg, S —
y’ —y* =6y 3sink ~4cosk
x° dx
4, J‘j——dx 9. [—
x“+1 [+sinx —cosx
3
5. [——5dx 10. jf—i_mwdx
(x+1) 2sin X +sin2x

Substitusi yang Merasionallkan

Beberapa fungsi yang tidak rasional dapat diubah menjadi fungsi rasional dengan
cara substitusi. Jika sebuah integran berbentuk Y/f(x), maka substitusi u = Nf(x) akan

lebih memudahkan penyelesaian

Contoh

Nrer

x+4
Tentukan |—dx
X

Misalkan u=+x+4 s> ul=x+4 — Zudu = dx

e :
Sehingga jﬂidx =2J‘ Wdu _ ZJ(E + ydu =2jdu + 8 du
X u? -4 u? -4 u?-4

Suku kedua dari integral terakhir diselesaikan dengan integral fungsi rasional bentuik

e

pertama, dan dihasilkan Jﬂdx =2 J.du + SI ;:]u . 2u+2(Inju - 2| - Infu +2)+ C
X u” -
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Integral

NXx A4 -2

=24x+4+2In
NX+442

+C

fungsi Siklometri, fungsi Transenden, fungsi Hiperbolik dan invers fungsi

Hiperbolik diperoleh dari turunan fungsi-fungsi tersebut yang sudah dibahas pada pokok

bahasan Turunan.

f. Strategi Pengintegralan

Menyelesaikan soal integral tidak semudah menyelesaikan soal diferensial. Bila rumus

dasar (baku) integral telah dikuasai, tapi masih belum dapat juga menyelesaikan soal

itu, dapat dicoba langkah-langkah berikut,

1.

Latihan

Sederhanakan integran bila mungkin

Contoh
o [Vx(1++/x)dx akan lebih mudah diselesaikan bila ditulis [(x +x)dx

J I(sin X +cos x)zdx = _[(sin2 X + 2COS X in X -+ cos? x)dx

= I(] +2sincosx)dx = jdx +2 J.sin xd(sin x)
Cari substitusi yang jelas
Contoh

J-xz cos(x3 +4)dx lebih mudah diselesaikan bila ditulis

% COS(X3 + 4)d(x3 +4) yang diperoleh dengan substitusi u = x> +4

Bedakan integran menurut bentuknya: fungsi trigonometri, fungsi rasional,
integral parsial, ataukah bentuk radikal (bentuk yang diperoleh dari substitusi
trigonometri dan substitusi yang merasionalkan). Kemudian lakukan tindakan
(langkah-langkah) seperti yang dijelaskan pada penyelesaian masing-masing

bentuk integral tersebut.
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[—

[\

I

LNn

o

j COSX

1+Sinzx

dx

. Jsinz x cos° xdx

dx

Ii +Cosx
sinx

7. X 4
J.\/f’a—xa‘ "
8. J I +% — x*dx

j sin2x
V9 - cost x

10. jetanzede

9.

11.j L x

2 ax+1

2. Jf("T*])dx
X

dx
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TUJUAN INSTRUKSIONAL

Umum
Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester [}, mahasiswa
mempunyai pemahaman konseptual yang benar tentang topik-topik utama dalam
Kalkulus (limit, kekontinuan, diferensial, integral) beserta teorema dan sifat-sifat

serata teknik-teknik penting didalamnya.

Khusus
Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 25), mahasiswa akan dapat
menjelaskan pengertian integral tentu, dan hubungannya dengan integral tak tentu
dengan teorema dasar kalulus, serta menyelesaikan soal-soal integral tentu. Selain
itu, juga mampu menggunakan integral tak tentu untuk menghitung luas daerah,
menghitung volume benda putar, menghitung panjang busur suatu kurva,

menghitung luas permukaan benda putar.

178



8. INTEGRAL TENTU DAN PENGGUNAANNYA

Konsep integral tentu diperkenalkan sebagai limit dari jumlah Riemann sebagai
perumuman dari proses perhitungan luas daerah tertutup pada bidang datar. Perhitungan
integral tentu dilakukan dengan memanfaatkan hasil perhitungan integral tak tentu,
Kaitan integral tentu dan tak tentu dikenal dengan Teorema Dasar Kalkulus. Dalam
geometri, integral tentu digunakan untuk menghitung luas daerah, volume benda, panjang

busur, dan luas permukaan benda putar.

8.1 Integral Tentu

Perhatikan Gambar 1, yang memperlihatkan luas bidang datar D yang dibatasi
grafik fungsi f, garis x =a, garis x =b dan sumbu x dengan f(x)>0,x e [a,b]. Daerah
D dapat dinyatakan dengan:

D:{(x,y)/as xsb;OSySf(x)}

Untuk menentukan luas daerah D, ditakukan langkah-langkah sebagai berikut:

y=f{x)

ZEn

'
‘

'

+

]

' ' '

' ' '

‘ ' '

d i ‘ i
i ' ' ]
i ' ' '
' ' ' '
. i ' ]
) ' ‘ ‘

@Ky ) Xa Cp Xa... X=h

Gambar | Gambar 2
I Interval tutup [a,b] dibagi dalam n subinterval yang sama panjang, dengan titik-titik
partisinya adalah {x,, X2, X3,....xn}, dengan a = X; <Xg <..<Xy =b (Gambar 2).
Subinterval  ke-i adalah [xi,x], i=1,2,3,..,n, dengan panjang subinterval

, dan didefinisikan dengan

Ax; =Xj =~ Xj_|. Panjang partisi dinotasikan dengan |P|

[P = max Ax;
I<i<n
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2. Kemudian pilih ¢; €[x;),x;], i=1,2,3,...,n dan bentuk persegi panjang dengan
alas= Ax; dan tinggi=f(¢;) (Gambar 2).
Sehingga luas persegi panjang ke-i adalah AL; = Ax;.f(c;).

Bila ada n persegipanjang (n subinterval), maka [uas daerah D dapat dihampiri oleh

n
luas n persegi panjang tersebut vaitu L = ZAxif(ci)
i=t

§]
(ZAx;f(ci) disebut sebagai jumlah Riemann dari f pada [a,b])

i=1
3. Luas yang sebenarnya (luas eksak) dari D dapat diperoleh bila n— oo (banyaknya

subinterval tak hingga). Hal ini sama saja bila||P] — 0.

n n
Jadi L= lim ZAXif(Ci) =" IIEIETI ZAxif(ci)
Pl->0:
i=1

n=%ia
(Jika limit ini ada, fungsi f dikatakan terintegralkan Riemann pada interval [a,b] dan

b 1
ditulis jf(x)dx:u llilm > Axif(c)))
Pl—=0
|

fm

@

Definisi 7.2.

b
Integral tentu dari fungsi f pada interval [a,b] ditulis jf(x)dx didefinisikan dengan

i
b n
ffegdx = lim " Axif(ep), bila limit ini ada.
a [PH_>0E21
Dalam penulisan € dan &: limit jumlah Riemann dari f pada [a,b] untuk “PH — 0 adalah

1]
L, dan ditulis lim ZAX;'F(CE),jika
0

i=l

<E, VCE e {Xi—l =Xi]

iAXﬁ(Cﬂ*- L

i=1

Ve>038>05 |[P|<8=
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Contoh

3
Akan dicari limit dari julah Riemann J‘(x2 - 2x)dx
0
6 [nterval  [0,3] kita
5 subinterval,  sehingga
4 y=x1-2x
3 \ ' submterval adalah Ax = Ax; =
2 i
1 : partisinya  adalah
1 2 3
-1

2
maka f(c;) = [Jl} 2(
n

3 n ) T
JF(x)dx-n I[1m ZAxi(c IR= J.(x -2x)dx = lim Z{?%_qﬁJi

Pl-0 0 [Pl=0i5

o827 s
= lim 3} —=--—
n—=w i n n-

n
lim{ 22 1 ]
n

n-—a0 l=i

2

n—e\ n” n

dengan Zl é (n+DH(2n+1)
i=1

Teorema 7.3
Sifat-sifat integral tentu

b
J-cdx =c¢(b ~a), dengan c konstanta sembarang.

a

b
2. j(f(x)+ g()Mx = J‘F(A}dw» ju(x)dx

a

3w

lim (z—z’—é—n(n +D(2n +1) _I_E:_n} = %

n

tiap
, dan titik

Al =0+3/na

x=0+2., ... x/=3. Bila diambil ¢=x;
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b b
: J‘cf(x)dx =c ~ff(x)dx , dengan ¢ konstanta sembarang

(¥

a a

b b b
4. I(f(x) —~g(x))dx = J"F(x)dx - J.g(x)dx

a

b c
5. jf(x)dx + [F(x)dxdx = j"f()()dX
b

a a

b a
6. '[f(x)dx = ~If(x)dx
b

a

b
7. Jika f(x)>0 untuk x €[a,b], maka J‘f(x)dxzo

a

b b
8. Jika f(x)=g(x) untuk x €[a,b], maka If(x)dx z J‘g(x)dx
a a
b

9. Jika m £f(x) <M untuk x e[a,b], maka m{(b—a) < J-f(x)dx =M(b-a)

a
Contoh

4

| J-xdx
' V2x+1

0

Misalkan u=+/2x 1 —du = . Kemudian diubah juga batas atas dan batas

dx
V2x 41

bawahnya. Jika x=0—u=1dan x=4 > u=3

Sehingga } xdx —i-}(UQ - Idu —lu3 _luT :2_0

T ooVl 2 6 2 6
5 ?sin2xdx
' O\H-i-COSX

W e
-~ .. r2sinxcosxdx
Soal ini dapat ditulis .[ e

0 14+ cosx
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Misalkan 1+cosx =u = —sinxdx =du. Jika x=~T2£—>u——»1, jika x=0—>u=2.

Sehingga

L 2

IZsmxcosxdx _ _2J-(u Idu 2J-(u - ])du J
A1 +cosx Ju

o

[ - fu=30-V2)
1 J

Proses penghitungan integral tentu dengan menggunakan limit jumlah Riemann sangatlah
rumit. Kita dapat memanfaatkan hasil perhitungan integral tak tentu untuk menghitung

integral tentu. Rumus yang mengaitkan integral tentu dan tak tentu dikenal dengan

Teorema Dasar Kalkulus.

Teorema 7.3 (Teorema Dasar Kalkulus)

I Jika f fungsi kontinu pada [a,b] dan fungsi F adalah anti turunan f pada [a,b], maka

b
jf(x)dx = F(b) - F(a)

a

X
2. Jika f kontinu pada [a,b], maka fungsi F(x)= If(t)dt terdeferensialkan pada [a,b]

i

dengan F'(x) = f(x) Vx €[a,b]

Bukti.
[. Kita partisi [a,b] dengan titik-titik partisi a =xq <x; <..<Xj_) <X <..<x,=b.
Karena F'(x) = f(x)Vx €[a,b], maka untuk x e[x;_;,x;] yang panjangnya Ax;, F

juga kontinu dan diferensiabel. Sehingga menurut Teorema Nilai Rata-rata

¢ e[xi_,x;]af{c)) =F'(¢;) = F(xi) ~Fx.)
Xi—] ~ X

Dari hasil ini diperoleh F(x;)~F(x;_;) = f{c;)(x;_| - x;{)= flep)Aax;, 1=123,.,n
Untuk [a,b]
F(b) = F(a) = (F(x) = F(xp_p) + F(Xp_p) = F(Xy_2) + ...+ F(x;) = F(xg))

= (F(x;) = F(x;_) = if(ci)Axi, i=1,23,..n

i=l i=1



Karena f kontinu pada [a,b], maka jumlah Riemann ini mempunyai limit bila
n

n -0, sehingga lim > (F(x;)=F(x;_))= lim Zf(c )Ax; = lim F(b)—F(a)

I'l—>00l 1 n-—co ja=| 300

b
Menurut definisi jf(x) dx = F(b)~ F(a)< r
a

2. Jika x dan x +h berada dalam (a,b), maka

x+h X x+h x+h
Fox+h)-F() = [f(t)dt ~ jf(t)dt— jf(t)dujf(t)dt_ jf(t)dt

a & 24

- x+h
untuk h =0 Fix+h)-F(x) _ 1[

- = xjf(t)dt
Misalkan h>0. Karena f kontinu pada [x,x +h], maka terdapat u dan v dalam
[x,x + h]sedemikian sehingga f(u)=m dan f(v) =M, dengan m dan M berturut-
turut adalah nilai minimum dan maksimum f pada [x,x +h].

Dengan menggunakan sifat integral tentu

x+h x+h
l 1 F(x—%h{)—r(x) <f(v)
N

m < -— J.f(t)dt <M e f(u)<— Jf(t)dt <f(v)e f(u)<
h : h x

Untuk h — 0, maka u— x dan v — x, karena u dan v terletak antara x dan x+h.

Sehingga lim f(u)= lim f(u) = f(x) dan ilm f(v) = lim f(v)=f(x)
-0

U-->x V3> X
Menurut teorema apit
f(x) < lim P h) = FGo <f(x) <> lim wzf(x)

h—0 1 h-+0 i ]
< F'(x)=(x)

Dengan notasi Leibniz dapat ditulis
ij.f(t)dt =f(x)
dx ;
Contoh

d X
d_ fsectdt
.
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Langkah pertama misalkan x* =y — u'= 4x>

4% dfy du
Sehingga — [sectdt = —| {sectdt |— = Ax7 = 4
gg i ]'f i ljs dx =secu.4x’ (secx ) x>

2
Jf(x) dx dengan f(x)=
G

/_A-——\
s i
= 5
N A
= e
IA /\
1] —_

2 | 2
jf(x) dx = [F(x)ydx + [f(x) dx
0 0 |

1 2 | P 2
=_[x4dx+jx5dx:—x5} +-—X6:, =10,7
0 1 > od 6

Latihan

4 4
X dx
L. dx R
Ojdzxﬂ J\/x(l—t-w/x)?’

¥ ”

2 [, 2088 g [LSinZx o
J\/_—%smxm j\/]-i-COSX
7t |

3. _[xcosxdx 9. IcosnﬁZx—ldx
,% %
2 I

4, ﬂx| x2 +5dx 10, I2|x]—ldx
) -3

3. ?T%x 1. [J‘%sinzdx
-/Vsm X %X 4
9 ]

6. j1+J§dx 2, j& |+ x+/x dx
0 5

] |
13. Tunjukkan [f(1-x)dx = fECodx
0 0

185



i
14, Jika f kontinu pada interval [1,e0] dan f(x) = f——XdL—, tentukan f'(x) dan
Pl+V3+t2

o)

15, Jika a dan b adalah konstanta positif, tunjukkan

[ ]
Jx“(l —x)%dx = ij(l —x)%dx
0 0

4 2
16, Jika f kontinu dan jf(x) dx =10, tentukan Jf(Ex) dx

0 0
9 3

7. Jika f kontinu dan If(x) dx =4, tentukan J‘xf(xz) dx
0 0

8.2 Penerapan Integral Tentu
a. Menentukan Luas Daerah
Seperti yang telah dibahas pada sub pokok bahasan 8.1, penggunaan integral tentu

untuk menentukan luas daerah di bidang dinyatakan dalam definisi berikut.

Definisi 7.3
Misalkan D daerah yang dibatasi oleh grafik fungsi kontinu [a,b] dengan f(x)=0
pada [a,b], garis x =a, garis x = b dan sumbu x. Daerah D dapat ditulis D = {(x,y):

a<x<b0<y<f(x)},dengan fkontinu pada [a,b]. Luas D didefinisikan dengan

b

il

L= lim > fe)ax; = [f(x)dx
[1-~»)00i:1 a

Dengan prosedur yang sama dalam menentukan luas daerah di bawah kurva, luas

daerah antara dua kurva (Gambar 3) juga merupakan limit jumlahan untuk n — e
n

dari luas persegi panjang yang menghampiri, yaitu lim Z[f(ci) - g(c;)]&xi
N —pes
=]
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y=iiy)  Luas A, daerah yang dibatast oleh kurva

x

y=1(x), y=g(x), garisx=a, x=b de-
- fle-glen

| [

ngan [ dan g kontinu dan f(x)= g(x) ¥x

dalam [a,b] adalah

L e

v

[ EEErCR

: b
z—%nbarB A =J(f(x)—g(x)):1x

[«

Contoh

I

b

Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh parabola y = x? dan y=2X-— x2.

Penyelesaian. Soal ini tidak menyebutkan batas bawah dan batas atas. Batas
bawah dan batas atas ditentukan oleh titik potong kedua parabola itu, yaitu (0,0)

dan (1,1).

* ) Perhatikan Gambar 4, f(x) = g(x)¥x pada
{x)=2x-x"
1 : [0,1], sehingga
i 1
0.3 LN _ ( AN 2}1
gl L ,[("X X7) - x” Hx
: 0
9.2 0.6 1 [ ; |
= 1(2x - 2% )dx = —
Gambar 4 0( % - 2x7)dx 3
Tentukan luas daerah yang dibatast oleh garis y = x ~1 dan parabola }’2 =2x+6.
Penyelesaian,

F3

= Perhatikan Gambar 5, pengintegralan

7 terhadap y jauh lebih mudah dibandingkan
/ ‘\y=x-l

- 4

pengintegralan terhadap x. Titik potong

: \ kedua kurva menghasilkan titik potong
G

ambar 5 (-1,-2) dan (5,4).
4
Sehingga luas daerah yang dicari adalah L = J((y +1) —(yz w6)/2)dy =18
-2
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Latihan

Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh

2,4 .
L y=x"+3 y=x; x=t%I 4, y=sinx; y=x; x=%/2; x=1n
2. )’=X2"4X;)’=2X 5. y:x+l;y=9*x2;x=—];x=2
A 2
3. y=x+5y =xy=-l,y=2 6. y:4x2;y:x2+3

. Menentukan Volume Daerah

Jika daerah D={(x,y):a<x<b,0<y<f(x),{kontinu} (Gambar 6a) diputar
terhadap sumbu x, akan terjadi bangun ruang seperti pada Gambar 6¢c. Akan dicari
volume hasil perputaran itu.

Analog dengan luas bidang di bawah kurva y=f(x), interval [a,b] dibagi dalam n
subinterval, dengan lebar Ax;. Bila diambil titik c¢;e[x.,x;], dan persegi panjang

dengan luas L; =f(c;)Ax; diputar mengelilingi sumbu x, maka dihasilkan suatu
& ! i ] P 5 5
cakram dengan jari-jari f(c;) dengan luas ch2(c:i). Sehingga volume cakram ttu

adalah V; = RFZ(Ci)Axi.

n
Hampiran untuk volume hasil perputaran y=f{x) terhadap sumbu x adalah V = Z V.
=l

Volume eksak diperoleh jika banyaknya persegi panjang yang diputar adalah tak

n n
hingga (n —» o), yaitu V = lim Z\/i = lim an(ci)Axi

]1—>00i:I l'l""“?OOi:[
Ax, F-3
y=I{x}  Ax fle,}
1 C b ;D
Gambar 6a Gambar 6b Gambar 6¢
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Definisi 7.4 (Metode Cakram)
Volume benda putar yang terjadi bila daerah D={(x,y):a<x<b,0< y £ f(x),
f kontinu} diputar terhadap sumbu x adalah
n b
V= lim Y af?(e)ax; =7 [£%(x)dx

n—w; |
b= a

Contoh
en . 2 . . .
I Tunjukkan bahwa volume kerucut adalah Lmr=t (4 luas lingkaran alas tinggi)
3 k!

Penyelesaian.
Kerucut merupakan hasil perputaran garis y = mx dari x=0 sampai x=b terhadap
sumbu x (Gambar 7a dan 7b)

A A
mhf-"" """ mmms s

y=mx

Y

A4

—— — e

Gambar 7a Gambar 7b

b 2 b
Sehingga V== I(mx)zdx = n%——x{l = gmzbJ = %( 2bg)b , dengan jari-jari
J
0

alas mb dan tinggi b.

2. Tentukan volume yang terjadi bila D={(x,y):0<x<2, x? < y <4} diputar
terhadap sumbu y
Volume yang terjadi adalah paraboloida dengan jari-jari x = y2 . Sehingga

&
V= chydy =%ﬂ:y2E =87
0
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T
1
1
1
I
1
1
1
H
t
[}
1
[}
1
1
1
1
B
>
2

Gambar 8a : Gambar 8b

Bila D adalah daerah antara dua kurva f(x) dan g(x) dengan f dan g kontinu,
yaituD = {(x,y):a<x <b,g(x) <y < f(x),f dan gkontinu}, maka volume benda
yang terjadi bila D diputar terhadap sumbu x dirumuskan dengan

V= lim in(f?‘(ci)— gz(ci)) Ax; = TE]]‘(IC'?(X) - gz(x)) dx

n—ym;
1= a

Contoh

Tentukan volume yang terjadi bila Dz{(x,y):]$x54,;l,~x+15ys\/;+2},

diputar terhadap sumbu x.

Penyelesaian.

mej((\/gnﬂ)zw(%xﬂ)z) dx = 28

|

Bagaimana bilaD = {(x,y):a <x £b,0< y S f(x), f kontinu} diputar terhadap sumbu

y? Perhatikan Gambar 9a, 9b, 9¢ berikut ini

A 4

G = - e — —

Gambar 9a Gambar 9b Gambar 9¢
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Definisi 7.5 (Metode Kulit Tabung)
Volume benda putar yang terjadi bila D ={(x,y):a<x<b,0<y <f(x), f kontinu}
diputar terhadap sumbu y adalah
n b
V= lim Y 2meif(e;) Axg = 2 j xf(x) dx

n—>eo, 7
1= a

Contoh

Tentukan volume benda yang terjadi bila daerah yang dibatasi oleh y = 2x2 - x> dan
y =0 diputar terhadap sumbu y.

Penyelesaian.

Perhatikan Gambar 10a dan 10b, dengan jari-jari=x dan tinggi=f(x), volume benda

putar yang terjadi adalah

2 2
Vo= Zanf(x)dx = 2n_[x(2x2 - x3}dx = 2%[%,\{4 MSL
0 0
A
A
\\:\‘ ‘\
> g == g
Gambar 10a Gambar 10b

Bila D adalah daerah antara dua kurva f(x) dan g(x) dengan f dan g kontinu,
yaituD ={(x,y):a<x <b,g(x) <y £f(x),f dan g kontinu}, maka volume benda
yang terjadi bila D diputar terhadap sumbu y dirumuskan dengan
n b
V= lim ZEnci(f(ci)—g(ci))Axi =2n J'x(f(x) ~g(x)) dx

n—>e0;
1= a

Contoh

Bila D daerah di kuadran pertama yang dibatasi oleh parabola y:xz, parabola
y:%xz dan garis y=4. Tentukan volume yang terjadi jika D diputar terhadap

sumbu x.

Penyelesaian.
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1% : :
Perhatikan dengan seksama daerah D yang

dipertihatkan pada Gambar 11. Perhitungan

volume yang terjadi bila D diputar terhadap

i T ESss o . .
nggi=i{y) sumbu x, lebith mudah dikerjakan dengan
lebﬂl'*ya menggunakan metode kulit tabung. Dengan

1 2
Gambar 11 lebar y, dan tinggi= 2\@ «ﬁ = \E: diperoleh

I3

; 4 ] ¥ 4 .’_I4 128n
Vo= 27tjyl’(y)dy =27 J.y\/;dy =5yt =
0 5
0 0
Latithan
Tentukan luas dari daerah berikut ini

. D={(x,y)/0<x<2, 2 SyS%xH} 5. Daerah yang dibatasi oleh

. - _ 2 - _
2. D={(x,y)/0<y<4, %(Y—I)stﬁ} parabola x =4y -y~ , garis y=x
dan sumbu y.

— 1.2
3. D={(x,y)/02x<4, gy“<x< 2\/§} 6. Daerah yang dibatasi oleh
4. Daerah yang dibatasi oleh parabola parabola y:xz, sumbu y, dan

x=4y - y2 , garis y=x dan sumbu vy, y=4x - ey

Menentukan Panjang Busur Suatu Kurva

Analog dengan prosedur untuk menghitung luas dan volume benda, prosedur untuk
mendefinisikan panjang busur juga dilakukan dengan membagi kurva menjadi bagian
yang lebih kesil, kemudian mencari hampiran panjang dari bagian-bagian kecil
tersebut dan menjumlahkannya. Ukuran eksak dari panjang busur diperoleh bila

bagian-bagian yang kecil tersebut adalah tak hingga (n — ) {Gambar 12a dan 12b)

Misalkan Pi=(x,,y,), maka jarak antara P;.; dan P; adalah

2 2 2 2
|Pi—lpi|=\/(xi_xi—]) + (¥ =~ ¥ia1) =\/(Axe) +(Ay;)

Dengan menggunakan teorema nilai rata-rata untuk turunan pada interval [x,.,x,],
terdapat bilangan x; sedemikian sehingga

£(x) = Fximg) = PO - Xim) € Ay; = F(x)Ax;

192



P

Py

1
1
'
1
1
t
1
1
i
]
[}
1
i

|, o e oo

[
>

1) R,

kd

b Xpe. b
Gambar 12a Gambar 12b

Bila persamaan terakhir disubstitusi dalam fPi P;_)| dihasilkan

PPy = (AR 4 ()2 =+(Ax0)? + (P(x] )Ax)

= Axjyl +(f"(x}“)f

Panjang eksak busur P,P, dirumuskan dengan

n n
s=lim S [PR|= lim Y axiyfT+£20d) = [1+((0)Pax
n——)o:)i=i nm-)OOizi

Definisi 7.6

Bila f' kontinu pada [a,b], maka panjang busur kurva y = f(x), a < x <b adalah

§ = f1}l+(f'(x))2dx

Contoh

I

. . , . . 2 . \
Fentukan panjang busur dari parabola y* = x dari (6,0) ke (1,1).
Penyelesaian

y2=x—>2ydy:dx—>d—y=-~!~w.
dx

N . 7 T T VaX A+
Sehingga S—Lb 1+(f (x)) dx—E i+4y1dx- Eﬁdx- E—dzﬁ X

Gunakan substitusi trigonometri tan® =2vx , kemudian integralkan parsial,

diperoleh



|
E—ii-dx = (sec(—) tan @ -+ Inisece + tan 6[* = ?41"-“(2\/3 +sin”! (2))
0

Perhatikan bahwa perhitungan panjang busur dapat juga dilakukan dengan

pengintegralan terhadap vy, vaitu s = ij./l +(f‘(y))2dy = _E«Jl +4y2dy (silakan

dicoba untuk dibandingkan hasil akhirnya dengan pengintegralan terhadap x).

X=1-sint
2. Hitung panjang busur fungsi parameter { ,081<2n
y =1—-cost
Panjang busur untuk fungsi parameter dapat dicari dengan cara sebagai berikut,
2
s—va«‘/ F(x) dx:ﬁ/w(j—yj dx=f
3 X A
1 [ 2
= f 1+(__—>’( )J dx = ﬁ)w/x'(t)z +y'(0)7dt
t x'(t)
X'(t)=1-cost, y'(t) =sint sehingga
2T 9 ] o 27 27 1
5= [ J(=cost)? +(sin t)2dt = ["v2=2c0std = [* 2= 2cos2.(L e
2 2 . 21 2
= Lﬂ\/2—2(f—25inz%t)dt = Ln1/4sm2%tdt = ZLﬂsm-%tdt = —4cos;];t = §
Latihan
Hitung panjang kurva dari fungsi berikut
Ioy=2(x*>-1% 1<x<3 4. x=-\—/——§w,05x59
2 3
2 o]
2. y= 52; _I“_X, 2<x <4 5. Busur  kurva (y+ ])2 =4x” dari
(0,-1) k3 (1,-3)
x4 | .
3y &?‘F;‘“&“s I<x<3 6. Busur kurva 9x° = 4y? dari (0,0)
2
ke (24/3,3)
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d. Menentukan Luas Permukaan Benda Putar

Suatu permukaan benda putar terbentuk ketika sebuah kurva diputar mengelilingi
sebuah sumbu tertentu. Akan didefinisikan luas benda putar sehingga sesuai dengan
intuisi kita. Akan digunakan teknik panjang busur untuk menghampiri kurva dengan
suatu poligon. Bila poligon ini diputar mengelilingi sumbu tertentu, akan terbentuk
permukaan sederhana yang luasnya menghampiri luas eksak permukaan yang
diinginkan. Dengan mengambil limitnya akan dihasilkan luas eksak dari permukaan
tersebut. Luas permukaan hampiran, terdiri dari sejumlah pita yang terbentuk dengan
memutar ruas garis mengelilingi suatu sumbu putar, Hasil perputaran pita ini adalah
suatu kerucut lingkaran (kerucut terpancung/frustum kerucut) (Gambar 13¢).

Sebelum membahas lebih lanjut, perhatikan Gambar ?.

ipolong 4: TTonTTTTy YT !

kerucut terpancung

Perpotongan kerucut sepanjang garis | menghasilkan juring lingkaran (Gambar 13a ).

Gambar IBa‘-_ Gambar 13b

120. Jika 0 =2

Juring lingkaran dengan jari-jari | dan sudut pusat 0 adalah A = e

1
2
maka A :%126 =mrl. Luas selimut kerucut terpancung B (Gambar 13b) diperoleh
dengan mengurangi juring lingkaran A dengan selimut kerucut berjari-jari r), yaitu
B =nry (1 +1) —nnly = nrpl +w(ip — 1)1y . Dari segitiga sebangun pada Gambar 13c

: o 1+
diperoleh hubungan % = '

n Iy

& I](!'Z - ]'l) = l'[] .

r+1p

Sehingga B = nl(1y + 1) = 2l dengan r=

Sekarang, akan diterapkan perhitungan yang sudah diperoleh, yaitu luas selimut
kerucut terpancung B.

Perhatikan Gambar 14, permukaan yang diperoleh dengan memutar terhadap sumbu x

kurva y=f(x) a<x<b.
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A y=[{x) Adapat d‘ipandang._:
sebagat luas selimut P,
kerucut lerpancung

Interval [a,b] dipartisi dengan titik-titik ujung partisi xg, Xi,..., x, dan lebar partisi Ax,
seperti yang dilakukan dalam menentukan panjang busur. Jika y; = f(x;), maka titik
P(x;,y;) terletak pada kurva. Bagian luas permukaan antara x., dan x; dihampiri
dengan ruas garis Pi.\P; dan memutarnya terhadap sumbu x. Hasil perputaran P; P

adalah sebuah kerucut terpancung dengan panjang sisi miring [ = |PE_,P,-f dan rata-rata

jari-jari r= - Sehingga menurut rumus kerucut terpancung yang sudah

Yi-1 T Yi
2
diperoleh, dihasilkan 2n~¥i“Tﬂ/i|Pi_,P[]. Bila Ax kecil, y;=f(x;)~f(x;) dan

Yie| =f(xi_])mf(xi_|). Kemudian seperti pada penentuan panjang busur (teorema

. P
nifai rata-rata untuk turunan) |P_P;| = Axn/]-%(f'(xi ))_ .
. . . ¥4

Sehingga 2n£‘"';~—y‘|l°i_ll’|f = 27 (x; )AX; Y 1+ (f'(x?))

Analog dengan penerapan integral sebelumnya, luas permukaan eksak diperoleh

n ‘
sebagai limn — oo dari jumlah Riemann Z2nf(xf)&xi\f1 + (‘!‘"'(x?))2 )

i=l

Jadi luas permukaan yang diperoleh akibat perputaran y=f(x), a<x <b terhadap

b
sumbu x didefinisikan dengan S = 2 J‘f(x)wll + (f'(x))zdx.
i

Menurut teorema dasar kalkulus, fungsi panjang busur dapat dinyatakan dengan

s(x) = L"\h +(f' (1)) dt < ds(x) = d( f Jl+ (f'(t))zdtj =1+ (' ()2 dx. Sehingga
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b
rumus luas permukaan benda putar dapat ditulis S = Zn.[yds

a

Bila y=1(x), a<x<b diputar terhadap sumbu y, maka rumus untuk Iluas

b
permukaan hasil perputaran adalah S =2n j xds.

a

Rumus luas permukaan ini mudah diingat dengan membayangkan 27my atau 2mx

sebagai keliling lingkaran yang ditempuh oleh titik (x,y) pada kurva y=f(x) ketika

diputar terhadap sumbu x atau sumbu .

Contoh

I. Tentukan luas permukaan yang dihasilkan dari perputaran busur kurva

y=vV4-x2, —1<x<] terhadap sumbu x.

Penyelesaian

1% \/% s=1+(F(x)2dx = ds = /1 +
1 ]
S=2nfyds:2nIV4—x2 p
-1 -1

dx

|
2dx =27 de =8n
-1

2. Busur parabola ymx2 dari (1,1} sampai (2,4) diputar mengelilingi sumbu y.

Tentukan luas permukaan yang terjadi.

Penyelesaian

13 l
x=y =X o g Tty = 14 -—dy
2,y 4y

dy

4 4 4 4
]
S=2njxds=2n]}/y %jwdyzn'[w/«fiyﬂdy:g Jay +1d(dy +1)
Y
] | | ]
4
n %
=Ty 11 |
A+

=365(17«/W-»5\/§)
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Latihan
Tentukan luas permukaan yang diperoleh dari perputaran fungsi berikut terhadap

sumbu yang ditentukan

Loy=x%, 0<x<2,sumbu x 4. y=3x, [<y<2Zsumbuy

2. y2:4x+4, 0<x <8, sumbu x 3. y=]-—x2, 0<x<l,sumbuy

- 2 _\/'"M%z"

5. x=14+2y", 1<y <2 sumbu x 6. x=+2y-y", 0<y<l,sumbuy
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Mata Kuliah

Kode Mata Kuliah
Bobot SKS

Pertemuan ke

Waktu Pertemuan

A. Tujuan Instruksional

1. Umum

2. Khusus

B. Pokok Bahasan

C. Sub Pokok Bahasan

D. Kegiatan Pembelajaran

SATUAN ACARA PENGAJARAN
(SAP)

: Kalkulus |
MAT 103
14 SKS

01

: 100 menit

: Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester), mahasiswa akan mempunyai pemahaman konseptual yang benar

tentang topik-topik utama dalam kalkulus (limit, diferensial, inte

dalamnya,

gral) beserta teorema-teorema dan sifat-sifat penting yang ada di

: Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 3), mahasiswa akan dapat menjelaskan definisi himpunan dan operasi-

operasi antar himpunan
: Himpunan

1. Definisi himpunan
2. Relasi dan operasi antar himpunan

TAHAP KEGIATAN PENGAJAR KEGIATAN MAHASISWA MEDIA/ALAT METODE
Pendahuluan Membahas tugas pertemuan ke | dan 2 Memperhatikan dan OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
membahas kapur, kapur, whiteboard dan
spidol
Penyajian Menjelaskan defunisi himpunan OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
a. Memberikan contoh suatu himpunan. Mengingat dan berdiskusi kapur, kapur, whiteboard dan
b. Menjelaskan cara penyajian  suatu | Memperhatikan spidol
himpunan
Menjelaskan relasi dan operasi antara
himpunan
a. Menggambarkan hubungsn antara | Memperhatikan
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himpunan dengan diagram Venn
b. Menjelaskan relasi yang mungkin antara | Memperhatikan
dua himpunan

Penutup 4. Memberikan kesempatan kepada mahasiswa | Bertanya OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
untuk bertanya. kapur, kapur, whiteboard dan
5. Memberikan gambaran umum untuk perkuli- | Memperhatikan spidol

ahan yang akan datang

E. Evaluasi : Memberi tugas kepada mahasiswa untuk dikerjakan di rumah

Edwin J Purcell, Dale Varberg, Calculus With Analitic Geometry, Prentice-Hall., Inc, New York, 1987
Frank Ayres, Calculus, Mac, Graw Hills, 1964

Louis Leithold, Calculus With Analytic Geometri, Harper and Row Publisher, New York

K.A. Stroud, Engeenering Mathematics, MacMillan Press Ltd, 1987.

James Stewart, Calculus, Fourth Edition, Brooks/Cole Publishing Company, 1999

F. Daftar Pustaka

kL —
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Mata Kuliah

Kode Mata Kuliah
Bobot SKS

Pertemuan ke

Waktu Pertermuan

A. Tujuan [nstruksional

l. Umum

2. Khusus

B. Pokok Bahasan

SATUAN ACARA PENGAJARAN
(SAP)

: Kalkuius I

: MAT 103

14 SKS

12,34

: 3 x 100 menit

: Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester), mahasiswa akan mempunyai pemahaman konseptual yang benar
tentang topik-topik utama dalam kalkulus (limit, diferensial, integral) beserta teorema-teorema dan sifat-sifat penting vang ada di
dalamnya.

: Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 4), mahasiswa akan dapat menjejaskan sistem bilangan real dan aksioma-
aksioma di dalamnya, serta menyelesaikan soal-soal pertidaksamaan biasa maupun pertidaksamaan dalam harga mutlak..

: Sistem Bilangan Real

C. Sub Pokok Bahasan 1. Aksioma Lapangan.
2. Kompenen Bilangan real
3.  Aksioma Urutan.
4. Aksioma Kelengkapan
5. Bentuk Umum Pertidaksamaan.
6. Harga Mutlal
7. Pertidaksamaan dalam Harga Mutlak.
D. Kegiatan Pembelajaran
TAHAP KEGIATAN PENGAJAR KEGIATAN MAHASISWA MEDIA/ALAT METODE
Pendahuluan . Menjelaskan materi yang akan dibahas | Memperhatikan OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
dalam pertemuan ke | dan 2 kapur, kapur, whiteboard dan
2. Memberikan penjelasan tentang kegunanaan Memperhatikan spidol
materi  ini  untuk mempelajari  mater
selanjutnya
Penyajian 3. Menjelaskan aksioma lapangan Ceramah




4. Mengingatkan kembali tentang definisi | Mengingat dan OHP, Transparan, Papan Tulis
penjumiahan dan perkalian di R memperhatikan kapur, kapur, whiteboard dan
5. Menjelaskan aksioma-aksioma yang berlaku spidol
pada operasi penjumlahan dan perkalian di R. | Memperhatikan
1. Menjelaskan komponen-komponen bilangan
real
a. Menyebutkan komponen bilangan real
dengan diagram
b. Menyebutkan definisi dari tiap-tiap | Memperhatikan
komponen bilangan real.
2. Menjelaskan aksioma urutan Memperhatikan
a. Mengingatkan kembali konsep lebih
besar dan lebih kecil.
b. Memberikan contoh bilangan yang | Mengingat dan
merupakan bentuk akar dan tidak. memperhatikan
3. Menjelaskan aksioma kelengkapan Menjawab pertanyaan dan
a. Mengingatkan kembali tentang garis | diskusi
bilangan, dan titik-tittk pada garis
bilangan Mengingat dan menjawab
b. Memberi contoh bentuk-bentuk interval | pertanyaan
pada bilangan real
9. Menjelaskan bentuk umum pertidaksamaan Memperhatikan
a. Mengingatkan kembali pengertian
pembuat nol
b. Memberi contoh-contoh soal | Mengingat dan menjawab
pertidaksamaan pertanyaan
¢. Menjelaskan  prosedur baku untuk | Memperhatikan
menyelesaikan pertidaksamaan
10. Menjelaskan definisi harga mutlak dan | Memperhatikan dan
menyelesaikan pertidaksamaan dalam harga | mengerjakan latihan soal.
mutlak
a. Menjelaskan definisi harga mutlak Memperhatikan
b.  Memberikan contoh dan menyelesaikan | Memperhatikan dan
pertidaksamaan harga mutlak mengerjakan latihan soal
Penutup 8. Memberikan kesempatan kepada mahasiswa | Bertanya OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah

untuk bertanya.

kapur, kapur, whiteboard dan
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9. Memberikan  gambaran  umum  untuk | Memperhatikan spidol

perkuliahan yang akan datang

E. Evaluasi

F. Daftar Pustaka

: Memberi tugas kepada mahasiswa untuk dikerjakan di rumah

U\.I:.b)M_——'

Edwin J Purcell, Dale Varberg, Calculus With Analitic Geometry, Prentice-Hall. Inc, New Yorlk, 1987
Frank Ayres, Calculus, Mac, Graw Hills, 1964

Louis Leithold, Calculus With Analytic Geometri, Harper and Row Publisher, New York

K.A. Stroud, Engeenering Mathematics, MacMillan Press Ltd, 1987.

James Stewart, Calculus, Fourth Edition, Brooks/Cole Publishing Company, 1999
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Mata Kuliah

Kode Mata Kuliah

Bobot SKS

Pertemuan ke

Waktu Pertemuan

A. Tujuan Instruksional
2. Umum

-~

3. Khusus

B. Pokok Bahasan

C. Sub Pokok Bahasan

D. Kegiatan Pembelajaran

SATUAN ACARA PENGAJARAN

: Kalkulus 1
:MAT 103

14 SKS
15,6,7

13 x 100 menit

(SAP)

: Setelah Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester), mahasiswa akan mempunyai pemahaman konseptual yang
benar tentang topik-topik utama dalam kalkutus (limit, diferensial, integral} beserta teorema-teorema dan sifat-sifat penting yang

ada di dalamnya.

+ Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 7) mahasiswa akan dapat menjelaskan perbedaan sistem koordinat
kartesius dan koordinat kutub, serta menjelaskan definisi fungsi dan mengetahuj Jjenis-jenis fungsi.

: Sistemn Koordinat dan Fungsi

Sistem Koordinat Kutub
Definisi Fungsi
Jenis-jenis Fungsi
Operasi pada Fungsi
Fungsi Invers.

N

Sistem Koordinat Kartesius

TAHAP KEGIATAN PENGAJAR KEGIATAN MAHASISWA MEDIA/ALAT METODE
Pendahuluan Membahas tugas pertemuan ke 4 Memperhatikan dan OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
membahas kapur, kapur, whiteboard dan
spidol
Penyajian Menjelaskan pengertian sistem koordinat OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
kartesius dan koordinat kutub kapur, kapur, whiteboard dan
a. Memberi contoh secara teori dan grafis Memperhatikan spidol

b. Menjelaskan

perhitungan-perhitu-ngan
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(V8]

dalam sistem koordinat kartesius dan
kutub

Menjelaskan definisi dan pengertian fungsi

secara matermatis dan grafis

a. Memberi contoh fungsi dalam kehidupan
sehari-hari

b. Memberi contoh fungsi secara matematis

Memperhatikan dan
mengerjakan latihan

Memperhatikan

Memperhatikan

4. Menjelaskan jenis-jenis fungsi
a. Memberi contoh jenis-jenis fungsi beserta | Memperhatikan dan
grafiknya mengerjakan
b. Menjelaskan cara menggambar fungsi | Memperhatikan dan
baru dari fungsi lama dan memberikan | mengerjakan
contoh
5. Menjelaskan komposisi fungsi dan sifat-
sifatnya serta syarat untuk fungsi invers
a. Memberikan contoh fungsi baru dari | Memperhatikan dan
gabungan dua fungsi atau lebih mengerjakan
b. Mengingatkan definisi fungsi satu-satu | Memperhatikan dan
untuk menjelaskan fungsi invers dan | mengerjakan
memberikan contoh
Penutup 6. Memberikan kesempatan kepada mahasiswa | Bertanya OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
untuk bertanya. kapur, kapur, whiteboard dan
7. Memberikan gambaran umumperkuliahan | Memperhatikan spidol
yang akan datang
E. Evaluasi : Memberi tugas kepada mahasiswa untuk dikerjakan di rumah

F. Daftar Pustaka

S S

Edwin J Purcell, Dale Varberg, Calculus With Analitic Geometry, Prentice-Hall. Inc, New York, 1987
Frank Ayres, Calculus, Mac. Graw Hills, 1964
Louis Leithold, Calculus With Analytic Geometri, Harper and Row Publisher, New York
K.A. Stroud, Engeenering Mathematics, MacMillan Press Ltd, 1987.

James Stewart, Caleulus, Fourth Edition, Brooks/Cole Publishing Company, 1999
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Mata Kuliah

Kode Mata Kuliah
Bobot SKS

Pertemuan ke

Waktu Pertemuan

A. Tujuan Instruksional

7. Umum

8. Khusus

B. Pokok Bahasan

SATUAN ACARA PENGAJARAN
(SAP)

: Kalkulus 1

: MAT 103

14 SKS
:7,8,9,10

14 x 100 menit

: Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester), mahasiswa akan mempunyai pemahaman konseptual yang benar
tentang topik-topik utama dalam kalkulus (limit, diferensial, integral) beserta teorema-teorema dan sifat-sifat penting yang ada

di dalamnya.

: Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 10), mahasiswa akan dapat menjelaskan konsep yang tepat tentang limit
dan kekontinuan suatu fungsi, serta hubungan limit dan kekontinuan.

: Limit dan Kekontinuan Fungsi

C. Sub Pokok Bahasan 1. Konsep Limit Fungsi
2. Definisi Limit Fungsi
3. Limit Fungsi Trigonometri
4. Limit Tak Hingga.
5. Kekontinuan Fungsi
D. Kegiatan Pembelajaran
TAHAP KEGIATAN PENGAJAR KEGIATAN MAHASISWA MEDIA/ALAT METODE
Pendahuluan Membahas tugas pertemuan ke 3, 6 Memperhatikan dan OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
membahas kapur, kapur, whiteboard dan
spidol
Penyajian Menjelaskan definisi limit secara intuitif, OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
secara matematis dan secara geometris kapur, kapur, whiteboard dan
a. Memberi contoh fungsi dengan domain | Memperhatikan spidol

bilangan real.
b. Memberi contoh fungsi yang mempunyai

Memperhatikan
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L

titik pembuat nol pada penyebut

c. Menentukan hasil limit dari kegiatan a
dan b

Menjelaskan limit kiri dan limit kanan suatu

fungsi di satu titik

a. Membuat contoh fungsi vang memiliki
kurva mulus disetiap titiknya

b. Membuat contoh fungsi yang memiliki
lompatan di satu titik

¢. Menjelaskan perbedaan antara a dan b

Memperhatikan dan
mengerjakan
Memperhatikan
Mermperhatikan

Memperhatikan

4. Menjelaskan sifat Hmit fungsi
a. Membuat contoh fungsi dan mencari | Memperhatikan
limitnya dengan menggunakan sifat limit
5. Menjelaskan limit fungsi trigonometri
a. Mengingatkan kembali fungsi | Memperhatikan
trigonometri
b. Memberikan contoh scal limit fungsi | Memperhatikan dan
trigonometri mengerjakan
6. Menjelaskan bentuk-bentuk limit
a. Memberikan contoh soal tentang limit di | Memperhatikan
suatu titil, limit di tak hingga.
7. Menjelaskan definisi kekontinuan fungsi
a. Memberikan contoh fungsi yang kontinu | Memperhatikan dan
di satu titik dengan menggunakan konsep | mengerjakan
limit.
8. Menjelaskan definisi kekontinuan fungsi
pada suatu interval.
h. Memberikan contoh soal Memperhatikan dan
mengerjakan
Penutup 1. Memberikan kesempatan kepada mahasiswa | Bertanya OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
untuk bertanya. kapur, kapur, whiteboard dan
2. Memberikan gambaran umumperkuliahan | Memperhatikan spidol
yang akan datang
E. Evaluasi : Memberi tugas kepada mahasiswa untuk dikerjakan di rumah

F. Daftar Pustaka

1. EdwinJ Purcell, Dale Varberg, Calculus With Analitic Geometry, Prentice-Hall. Inc, New York, 1987
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Frank Ayres, Calculus, Mac. Graw Hills, 1964

Louis Leithold, Calculus With Analytic Geometri, Harper and Row Publisher, New York
K.A. Stroud, Engeenering Mathematics, MacMillan Press Lid, 1987.

tames Stewart, Calculus, Fourth Edition, Brooks/Cole Publishing Company, 1999
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Mata Kuliah

Kode Mata Kuliah
Bobot SKS

Pertemuan ke

Waktu Pertemuan

A. Tujuan Instruksional

1. Umum

2. Khusus

B. Pokok Bahasan

C. Sub Pokok Bahasan

D. Kegiatan Pembelajaran

SATUAN ACARA PENGAJARAN

: Katkulus 1

: MAT 103

:4 SKS
115,16, 17

: 3 x 100 menit

(SAP)

: Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester), mahasiswa akan mermpunyai pemahaman konseptual yang benar
tentang topik-topik utama dalam kalkulus (limit, diferensial, integral) beserta teorema-teorema dan sifat-sifat penting vang ada

di dalamnya.

: Setelah mengikuti kuliah ini {pada akhir pertemuan ke 17), mahasiswa akan dapat menjelaskan penggunanaan turunan untuk

menentukan nilai maksimum/minimum, kecekungan fungsi, teorema Rolle,

masalah laju yang berkaitan, dan masalah ekstrem

: Penerapan Turunan

Nilai Max/Min

Fungsi Naik/Turun
Kecekungan Fungsi
Penggambaran Grafik Fungsi
Gerak Rektilinear

Masalah Laju yang Berkaitan

Penerapan Masalah Ekstrim
Penerapan di Bidang Ekonomi

1000 N L R W

Bentuk Tak Tentu dan Aturan L*Hospital

penggambaran fungsi, bentuk tak tentu limit fungsi,

TAHAP

KEGIATAN PENGAJAR

KEGIATAN MAHASISWA

MEDIA/ALAT METODE

Pendahuluan

1. Membahas tugas pertemuan 12, 13, 14

Memperhatikan dan
membahas

OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
kapur, kapur, whiteboard dan
spidol
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Penyajian 1. Menjelaskan penerapan turunan untuk OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
mencari nilai maksimum dan minimum dari kapur, kapur, whiteboard dan
suatu fungsi dan contoh-contohnya dalam spidol
kehidupan nyata.

a. Menjelaskan definisi titik kritis dan | Memperhatikan
Jjenisnya

b. Membuat contoh suatu fungsi dan mencari | Memperhatikan dan
nilai max/min nya mengerjakan

2. Menjelaskan  penerapan turunan  untuk

menggambar grafik

a. Membuat contoh fungsi polinomial | Memperhatikan dan
berderajat 3 atau lebih dan fungsi rasional | mengerjakan
dan menggambarkannya dengan konsep
turunan

3. Menjelaskan masalah laju yang berkaitan

dengan penerapan turunan.

a. Memberikan contoh soal. Memperhatikan dan

mengerjakan
4. Menjelaskan penerapan turunan  untuk

menghitung limit (aturan de L hopital)

a. Mengingatkan kembali cara menghitung | Memperhatikan dan
limit suatu fungsi dan membandingkan | mengerjakan
hasilnya dengan aturan L’Hopital

5. Menjelaskan penggunaan turunan untuk

menyelesaikan masalah nyata, dan | Memperhatikan dan

penggeunaannya di bidang ekonomi mengerjakan latihan soal

Penutup 6. Memberikan kesempatan kepada mahasiswa | Bertanya OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
untuk bertanya. kapur, kapur, whiteboard dan

7. Memberikan gambaran umumperkuliahan | Memperhatikan spidol

yang akan datang

E. Evaluasi : Memberi tugas kepada mahasiswa untuk dikerjakan di rumah

F. Daftar Pustaka

Edwin ] Purcell, Dale Varberg, Calculus With Analitic Geometry, Prentice-Hall. Inc, New York, 1987
Frank Ayres, Calculus, Mac. Graw Hills, 1964
Louis Leithold, Calculus With Analytic Geometri, Harper and Row Publisher, New York

K.A. Stroud, Engeenering Mathematics, MacMillan Press Ltd, 1987.

James Stewart, Calculus, Fourth Edition, Brooks/Cole Publishing Company, 1999
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Mata Kuliah

Kode Mata Kuliah
Bobot SKS

Pertemuan ke

Waktu Pertemuan

A. Tujuan Instruksional

. Umum

2. Khusus

B. Pokok Bahasan

C. Sub Pokok Bahasan

D. Kegiatan Pembelajaran

SATUAN ACARA PENGAJARAN
(SAP)

: Kalkulus 1
:MAT 103

;4 SKS

: 18, 19,20, 21
14 x 100 menit

: Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester), mahasiswa akan mermpunyai pemahaman konseptual yang benar

tentang topik-topik utama dalam kalkulus (limit, diferensial, inte

di dalamnya.

gral) beserta teorema-teorema dan sifat-sifat penting yang ada

 Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 21), mahasiswa akan dapat memahami pengertian integral tak tentu
sebagai suatu anti turunan, menyelesaikan soal integral fungsi aljabar, fungsi trigonometri, fungsi eksponensial, fungsi logaritma

dengan teknik integral parsial, integral sunstitusi trigonometri, inte

: Integral Tak Tentu dan Teknik Pengintegralan

Integral Tak Tentu

Rumus Integral Tak Tentu
Integral Parsial

Integral Fungsi Trigonometri
Integral Substitusi Trigonometri
Integral Fungsi Rasional
Substitusi yang Merasionalkan.

Nowm ke wh -

gral fungsi rasional, serta menguasai startegi pengintegralam.

TAHAP KEGIATAN PENGAJAR KEGIATAN MAHASISWA MEDIA/ALAT METODE
Pendahuluan 1. Membahas tugas pertemuan ke 15, 16 Memperhatikan dan OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
membahas kapur, kapur, whiteboard dan
spidol
Penyajian 2. Menjelaskan definisi integral tak tentu. OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
a. Mengingatkan kembali ramus turunan dan kapur, kapur, whitcboard dan
menggunakannya  untuk  menjelaskan | Memperhatikan spidol
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A
J.

integral tak tentu

b. Menjelaskan rumus-rumus integral tak
tentu dengan mengerjakan contoh-contoh
soal

Menjelaskan definisi integral tentu

a. Mengingatkan kembali konsep limit tak
hingga (jurnlahan parsial tak hingga)

b. Menjelaskan definisi terintegral dengan
menggunakan a.

Memperhatikan dan
mengerjakan

Memperhatikan

Memperhatikan

4. Menjelaskan teknik pengintegralan parsial
a. Memberikan contoh soal integral yang | Memperhatikan
sederhana
b. Memberikan contoh soal integral yang | Memperhatikan dan
diselesaikan dengan metode parsial dan | mengerjakan
membandingkannya dengan a. Memperhatikan dan
5. Mengingatkan kembali fungsi trigonometri, | mengerjakan
kemudian memberikan contoh soal integral
trigonometri dan membahasnya.
6. Menjelaskan teknik substitusi trigonometri | Memperhatikan dan
dan menjelaskan perbedaannya dengan | mengerjakan
teknik integral parsial.
7. Menjelaskan pengintegralan fungsi rasional
a. Mengingatkan kembali contoh-contoh | Memperhatikan dan
fungsi rasional mengerjakan
b. Menjelaskan  langkah-langkah  untuk | Memperhatikan
membentuk  fungsi rasional menjadi
jumlahan fungsi yang lebih sederhana
¢. Menyelesaikan contoh soal integral fungsi ; Memperhatikan dan
rasional mengerjakan
d. Menjelaskan startegi pengintegralan Memperhatikan dan
8. Memberikan contoh-contoh soal yang berbeda | mengerjakan
dan menyelesaikannya
Penutup 9. Memberikan kesempatan kepada mahasiswa | Bertanya OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
untuk bertanya. kapur, kapur, whitehoard dan
10. Memberikan gambaran umum perkuliahan | Memperhatikan spidol

vang akan datang
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E. Evaluasi : Memberi tugas kepada mahasiswa untuk dikerjakan di rumah
F. Daftar Pustaka Edwin I Purcell, Dale Varberg, Calculus With Analitic Geometry, Prentice-Hall. Inc, New York, 1987
Frank Ayres, Calculus, Mac. Graw Hills, 1964

Louis Leithold, Caleulus With Analytic Geometri, Harper and Row Publisher, New York

K.A. Stroud, Engeenering Mathematics, MacMillan Press Ltd, 1987.

James Stewart, Calculus, Fourth Edition, Brooks/Cole Publishing Company, 1999
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Mata Kuliah

Kode Mata Kuliah
Bobot SKS

Pertemuan ke

Waktu Pertemuan

A. Tujuan Instruksional

6. Umum

7. Khusus

B. Pokok Bahasan

SATUAN ACARA PENGAJARAN
(SAP)

: Kalkulus 1
:MAT 103

14 SKS
122,23,24,25
14 x 100 menit

: Setelah menyelesaikan mata kuliah ini (pada akhir semester), mahasiswa akan mempunyai pemahaman konseptual yang benar

tentang topik-topik utama dalam kalkulus (limit, diferensial, integral) beserta teorema-teorema dan sifat-sifat penting yang ada
di dalamnya.

: Setelah mengikuti kuliah ini (pada akhir pertemuan ke 25), mahasiswa akan dapat menjelaskan pengertian integral tentu, dan

hubungannya dengan integral tak tentu dengan teorema dasar kaluius, serta menyelesaikan soal-soal integral tentu. Selain ituy,
Juga mampu menggunakan integral tak tentu untuk menghitung luas daerah, menghitung volume benda putar, menghitung
panjang busur suatu kurva, menghitung luas permukaan benda putar.

: Penerapan Integral

C. Sub Pokok Bahasan 1. Integral Tentu
2. Teorema Dasar Kalkulus
3. Penggunaan Integral tentu untuk Menentukan Luas Daerah
4. Penggunaan Integral tentu untuk Menentukan Volume Daerah
5. Penggunaan Integral tentu untuk Menentukan Panjang Busur
6. Penggunaan Integral tentu untuk Menentukan Luas Volume Benda Putar.

D. Kegiatan Pembelajaran

TAHAP KEGIATAN PENGAJAR KEGIATAN MAHASISWA MEDIA/ALAT METODE
Pendahuluan I. Membahas tugas pertemuan ke 18, 19, 20 Memperhatikan dan OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
membalias kapur, kapur, whiteboard dan

spidol

Penyajian

2.

Menentukan luas daerah di bawah kurva

OHP, Transparan, Papan Tulis [ Ceramah
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(¥ )

€.

Menggambarkan kurva dari suatu fungsi
Menentukan interval tertutup dari kurva
tersebut

Mencari luas daerah di bawah kurva
dalam intervel tertutup tersebut

Analog dengan a-c, untuk luasan daerah
antara dua kurva

Memberikan contoh dan membahas.

Menentukan volume benda putar

a.
b.

d.

Menggambarkan kurva dari suatu fungsi
Menjelaskan dan menggambarkan bentuk
yang terjadi bila kurva tersebut diputar
mengelilingi suatu sumbu tertentu.
Kemudian dari bentuk yang ierjadi
tersebut dapat dicari volumenya dengan
konsep integral yang sudah dikuasai.
Memberikan contoh dan
menyelesaikannya

Menentukan luas permukaan benda putar

i.

b.

d.

Menggambarkan kurva dari suatu fungsi
Menjelaskan dan menggambarkan bentuk
yang terjadi bila kurva tersebut diputar
mengelilingi suatu sumbu tertentu.
Kemudian dari bentuk yang terjadi
tersebut dapat dicari luas permukaannya

dengan konsep integral yang sudah
dikuasai..
Memberikan conioh dan

menyelesaikannya

Menentukan banjang busur

a.

Menjelaskan panjang tali busur yang
merupakan partisi dari suatu kurva dengan
konsep pitagoras

Mencari panjang busur dengan definisi
integral

Memberikan contoh dan menyelesai-

Memperhatikan
Meimnperhatikan

Memperhatikan
Memperhatikan

Memperhatikan dan
mengerjakan

Memperhatikan
Memperhatikan
Memperhatikan
Memperhatikan dan
mengerjakan
Memperhatikan

Memperhatikan

Memperhatikan

Memperhatikan dan
mengerjakan

Memperhatikan

Memperhatikan

Memperhatikan dan

kapur,
spidol

kapur,

whiteboard dan
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kannya
Menjelaskan  penggunaan integral untuk
menyelesaikan soal dari bidang ilmu lain.
a. Membuat contoh soal, misalnya dalam

mengerjakan

Memperhatikan dan

bidang fisika atau biologi atau ilmu lain | mengerjakan
kemudian disclesaikan dengan integral
Penutup Memberikan kesempatan kepada mahasiswa | Bertanya OHP, Transparan, Papan Tulis | Ceramah
untuk bertanya. kapur, kapur, whiteboard dan
Memberikan gambaran umum perkuliahan | Memperhatikan spidol
yang akan datang
E. Evaluasi : Memberi tugas kepada mahasiswa untuk dikerjakan di rumah

F. Dafiar Pustaka

DN

Edwin J Purcell, Dale Varberg, Calculus With Analitic Geometry, Prentice-Hall. Inc, New York, 1987
Frank Ayres, Calculus, Mac. Graw Hills, 1964
Louis Leithold, Calculus With Analytic Geometri, Harper and Row Publisher, New York
K.A. Stroud, Engeenering Mathematics, MacMillan Press Ltd, 1987.

James Stewart, Calculus, Fourth Edition, Brooks/Cole Publishing Company, 1999
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