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Abstrak

Jika A adalah matriks dengan elemen Ring komutatif dengan elemen satuan
yang berukuran mxn maka matriks invers dari A yang disebut dengan
matriks invers Moore Penrose dari A ditulis G(A) dapat diperoleh dengan
memenuhi syarat perlu dan cukup agar G(A) merupakan invers Moore
Penrose dari A

Kata Kunci : invers matrik, ring komutatif

1. PENDAHULUAN

Sudah diketahui bahwa invers matriks bujur sangkar dengan determinan=0
dapat diperoleh dengan menggunakan pertolongan matriks adjoint Pengertian
matriks invers dari matriks berukuran mxn dengan elemen bilangan riil yang
sekarang dikenal dengan sebutan matriks inverse Moore Penrose (Moore E. H.,
1920 ). Tulisan ini membahas penentuan matriks invers Moore Penrose G(A)
dari matriks atas ring komutatif dengan elemen satuan A dan menentukan syarat

perlu dan cukup agar G(A) merupakan invers Moore Penrose dari A.

2. MATRIKS INVERS MOORE PENROSE

Dalam tulisan ini, R adalah ring komutatif dengan elemen satuan dan
dengan involusi ... Involusi ... adalah pemetaan a € R — a e R sedemikian
sehingga untuk setiap a, b € R berlaku :

(1) a+b =a+b; (2) ab=a.b: (3) a=a

Selanjutnya Mg adalah himpunan matriks atas ring R dengan involusi :

(a) — (ai)* = (a;) , sedemikian sehingga berlaku :
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(i) (A+B)* = A*+B*
(ii) (AB)* = B*A*
(i) A** = A

dengan ukuran matriks A dan B memenuhi kondisi di atas.

Definisi 1 (R.B.Bapat,1992)

Suatu matriks A € Mg dikatakan mempunyai invers Moore Penrose di Mg jika
terdapat matriks A" € Mg sedemikian sehingga : (i) AA'A = A; (ii) ATAA" =
A"

(iii) (AAY)* = AA™; (iv) (A'A)* = A'A

Jika A" ada maka tunggal dan disebut invers Moore Penrose dari A.

Teorema 2(R.B.Bapat,1992)

Diketahui A € Mg.

Pernyataan di bawah ini berlaku untuk setiap invers Moore Penrose dari A

a. (A=A

b. (A*)" = (A")*

(AA*)" = (A")* A" dan (A*A)" = A" (A*)"

d. AA", A'A I- AA", I- A"A adalah hermit dan idempoten.
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Notasi:

A € Mg yang berukuran m x n

Qr, m adalah himpunan dari himpunan bagian berurutan a = (01,05, ... o) dengan
[fuy<o<..<ou<m

Qr, n adalah himpunan dari himpunan bagian berurutan 8 = (B1, B2, ... Br) dengan
1<P1<P2<...<Br<n

Aj adalah sub matriks A yang ditentukan oleh baris sesuai dengan a dan kolom
sesuai dengan P. Jika o = (a,02, ... am) maka Agcukup ditulis Ag . Jika B = (B,
B2, ... Pn) maka A7 cukup ditulis A

A = (a5i) € Mg yang berukuran m x n
o= (01,02, ... o) € Qrmdan 1 <j<m, j € a artinya terdapat indeks t sedemikian

sehingga j = a; untuk suatu indeks t atau t = j(a a)
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Demikian juga B = (B1, B2, ... Pr) € Qr,ndan 1 <i<n, i € B artinya terdapat
indeks s sedemikian sehingga i = s atau s = i(p)

Jika j € adani € B maka kofaktor elemen a;; submatriks Ag dari Amxn)

adalah (-1)“"® det Aj'dengan oj € Qri, m berisi elemen-elemen o dengan
mengabaikan baris ke j dan B € Qp.i m berisi elemen-elemen B dengan
mengabaikan kolom ke i.

Selanjutnya jika j € a dan 1 <k < m didefinisikan Ag“”) adalah matriks berukuran

r x r yang sama dengan matriks Aj, kecuali pada elemen ajp, dari baris j(a)

diganti secara bersesuaian dengan elemen-elemen ayg.

Teorema 3 (R.B.Bapat,1992)

Jika A = (ji) € Mg dengan rankr,

a= (0, 02, ..., o) € Qr m

B=(P1, B2 .--»Pr) € Qr.nyj €, 1 <k<m, 1<h<nmaka

1. Det Ag(j{_k) = Z(_l)j(a(ﬂ(ﬁ(akidet Ag:
iep

2. a,detAf = > a; det AjY
Jea

Bukti :

(1) Dengan menggunakan ekspansi baris ke k
det A" = le(—l)"‘“)“akﬁs det Agé = ZB:(—l)j(“)*‘(B) a,; det A/

(2) Diambil A%} adalah matriks berukuran (r + 1) x (r + 1) yang dibangun oleh
baris-baris (a1, oy, ... , oy, K) dan kolom-kolom (Bs1, B2, ... , Br, h) dari A.
Karena rank A =r maka semua minor yang berukuran (r + 1) x (r + 1) bernilai

nol. Akibatnya A{Y) = 0. Dengan menggunakan ekspansi kolom terakhir

diperoleh :

t+(r+1)

0= (-1) a,,det Aj" + (D) Va, det As
t=1
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o GELAL = 3 ()7a, , det A= T (1), det AT
t=1 jea
= 2D ay (1) det A = >4, det A
Jea jea
(Terbukti)

Teorema 4 (R.B.Bapat,1992)

Diketahui A € Mg (mxn) dengan rank r. Jika u(A) = > > det Ajdet A;
a€Qy i BEQr o

mempunyai invers Moore Penrose u(A)" di R dan gj = u(A)”*

> Z(—l)““”“mwdet A . Maka G(A) = (gij(A)) adalah invers Moore
aeJQE,dm ﬁei(ir,g

Penrose dari A jika dan hanya jika u(A) u(A)*A = A.

Bukti :

Selanjutnya untuk menyederhanakan penulisan Z ditulis dengan Z :

agQr

— (1) (A G(A))kj Zakigij = Zaki U(A)+ZZ(_1)j(a)+i(ﬂ)d9t AZ det A;ij
i=1 i=1 a B

jea iep

U(A)*ZZMZ(_1)j(a)+i(ﬁ)aki det AZij
a Vi B

jea 1ef

U(A)* D> det A det AU
« 7

jea

Jikaj =k, det AjU“=det A; sehingga (A G(A));= U(A)* DD det A; det A;
fea P
= (AG@),
Jika j # k dan k € o, maka terdapat dua baris yang sama sehinggadet A, =0

Jika j # k dan k ¢a, ajx € Qrm adalah elemen-elemen dari oo dengan mengganti j

dengan k.
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det A = (=1) /") det AZ¥
jika y = ajx maka o = yij.

(AGA), = u(A)" T det A%det AL
a B

jea
kea

=u(A)" D (-1 detAn detAgk
o B

jea
keo

UA)" > (-1)/" M det AT det A
p

v
key
ey

u(A)" > > det A} det Aj“? = (A G(A))k
p

Y
key
ley

Sampai di sini terbukti bahwa (A G(A)) = A G(A).

m
Y Ga,
j=1

(i(G(A) A)in

DUA) DD (1) Cldet AY det Ay a,
= « B

jea 1ep

U(A)" D D det Ar> (1))@ Pa, det AY
o i

p .
iep Jea

= u(A) Zﬂzdet A; det Ay
ief

Jikai=h;

det A7 = det A7 sehingga (G(A) A)i = u(A)’ Zﬂzdet A; det A
ief

uA) uA) = (GAA)

Jika i=h, he maka terdapat dua kolom yang sama sehingga det AEM) =0

Jika izh, h¢p. Bin € Qrmadalah elemen-elemen dari f dengan mengganti i dengan
h.
Jika 6 = Bin maka B = &y;.
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G@A), u(A)* ZZdet Asdet AY

Ie[i
hep

UA) 33 (~1) O det Az det AY

p
iep
hep

U(A)T DD (1) det AY det AS

hes
igd

U(A)" > > det AT det A7 = (G(A) A)in

hes
2

Terbukti (G(A) A)" = G(A) A

(iii) (A G(A) A) (A G(A))nan;

il NgE

2‘ u(A)" >, ; det A det Aj"a,,

o
hea

u(A)* ZZdet Al ZahJ det Ag"’

hea

u(A)* ZZdet Aja; det A

uA) (XY det Aldet Al a, = U(A)* u(A) a.
a P

AGA)A = u(A)+ u(A) A= u(A) u(A)" A= A
() GA) AGANS = 3" 04 a0,
= ZZU(A)*ZZ(—l)"(“)”(ﬁ)det A det A X
oK &ea 1ep

an X | U(A)* ZZ( 1)) get AT det AY

]ey heé
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[u(A)*]ZZ;ZZSJ(—l)“BW)detAg det A7

Iep jey

(ZZ (-1)"C)det Age a,, det AY j

hed kea
= A TS S (<1) 0+ det Aldet A
a B v 3
iep Jey

D (1)) det A a,, det Ag;j

hed kea

= | [ua) |33 (<)) det Al det A
B v

ip jey

U(A) Y DTS (-1 C)a,, det Az det Ag]

a 8 hed kea

u(A)" u(A) gij = gi

G(A) AG(A) =G(A)

Dari (i),(i1),(iii) dan (iv) terbukti bahwa G(A) adalah invers Moore Penrose dari A.
= karena A G(A) A = u(A) u(A)*A; G(A) A G(A) = G(A); (A G(A)* = A G(A);
(G(A) A)* = G(A) A maka A" = G(A) jika dan hanya jika u(A) u(A)'A = A
(terbukti).

Contoh :

Diberikan A =

A O DN
w NN

4
0|eM,, denganrankr=3.
1

w NN
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Akan ditentukan matriks invers Moore Penrose G(A) dari A.

2 2 2
j=1,2,3;i=1,2,3; detA® =det |2 0 2|=0
3 4 3

1=1,2,3;i=1,2,4; det Ay =det|2 0 0|=3

1=1,2,3;i=1,3,4; detAy =det|2 2 0|=0

1=1,2,3;1=2,3,4; detAg =det |0 2 0|=2
3 1

U(A)=0.0+33+0.0+22=3; u(A) =2

0 2 0 0 2 0
=2 { (-1)**1.0. + (-3 + (-1)'0. =0
011 =2{(-1) ‘4 3‘ (-1) 41 (-1) }

31
Dengan cara sama diperoleh g12= 4;013= 0;021=1; 022=0;023=1;031=0

0 40

1 032=4;033=0;041=1;9s2 =1;0s3=2. Sehingga G(A) =

o -

0
4 0
1

[BY

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa G(A) adalah invers Moore Penrose dari A.

] J0 4 0
2224, 2224
(AGAYA =12 0 2020
040
3 4 3431
- J1 1 2
2 2 2 4]
=2 0 = A
3 4 3 1]
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0 4 0] 040 [0 40
1o 1|24 %M1 o1 |101
i) G(A) A G(A) = 2 020 = = G(A
GAIAGCA) =15 4 4 040/ |040 A
34 31
11 2| 11 2] |11 2
1 0 0]
(i) (AGA) =[0 1 0|=AG(A)
_0 1_
30 30
0100
iv) (G(A) A = = G(A) A
(iv) (G(A) A) 30 30 (A)
000 1

Dari (i), (ii), (iii) dan (iv) terbukti A" = G(A). Selanjutnya u(A) u(A)'A=3.2.A =
A
Dalam hal ini u(A) u(A)* = e(A) disebut Moore indempotent dari A.

3. KESIMPULAN
Jika A adalah matriks berukuran m x n atas ring komutatif dengan elemen

satuan dan rank A = r, maka matriks invers Moore Penrose dari A adalah

G(A) = (gij(A)) dengan g = = u(A)' Z Z(-l)j(“)”‘ﬁ’detA;detA;" dan
aeQr,m feQr,n
jea iep

u(A) = Z Zdet A7 det A mempunyai invers Moore Penrose u(A)" diR.
aEQr,m ﬂeQr,n

Syarat perlu dan cukup agar G(A) merupakan invers Moore Penrose dari A adalah
u(A) u(A)* A = A.
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