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ππ-correlations in hot and dense matter
Abstract

Properties of the ππ-interactions in hot and dense matter are studied within a nonpertur-
bative and symmetry conserving approach. The pion and its chiral partner, the σ-meson,
are described within the linear σ model and special attention is given to the conservation
of the underlying chiral symmetry.
The first part deals with the properties of pion and σ in the vacuum, the further being
the

”
Goldstone“-boson of the theory, while the latter is a broad resonance. The results

in the vacuum are tested against experimental results like ππ-phase shifts as well as
the mass and the width of the σ-meson. Besides the propagator of the σ-meson, the
preservation of the chiral symmetry is explicitly examined and chiral Ward identities for
the n-point functions of the theory are fulfilled. Furthermore the ππ-scattering matrix is
calculated and shown to be consistent with predictions from chiral perturbation theory.
In the second part of this work the model is extended to finite temperature with special
emphasis on the chiral phase transition. The transition temperature and the critical
exponent β are determined, and the influence of the temperature on the propagator of
the σ-meson as well as on the ππ-scattering matrix is examined.
The third part deals with the properties of pion and σ in dense matter. Additional
couplings like the ones to particle-hole excitations and short range repulsion have to
be included to ensure stability at nuclear matter density. At zero three momentum one
observes a strong downward shift of the σ-mass accompanied by an accumulation of
strength near the two-pion threshhold in the spectral function. Taking into account
a finite three momentum for the ππ-pair, respectively the σ-meson, one observes a
weakening of the aforementioned effect.
Having thus developed a model for the ππ-interaction at finite temperature and density,
we try to describe and explain two experiments with our model in the last part of
the work. Both experiments have measured cross sections for pion pairs in dense
matter and observe an accumulation of strength near the two-pion threshhold with
increasing density of the reaction. This effect could be explained by the modification
of the σ-meson in dense matter, as shown in our calculations. A closer look at the
kinematics of the experiment though shows, that most of the events take place at a
finite three momentum of the pion pair, where the modification of the pair is already
weakened in our calculation. Therefore the result of the experiment can only be part-
ly attributed to the softening of the σ-meson in dense matter apparent in our calculations.
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ππ-Korrelationen in heißer und dichter Materie
Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Eigenschaften der ππ-Wechselwirkung in heißer
und dichter Materie mittels einer nichtperturbativen und symmetrieerhaltenden Methode
untersucht. Das Pion und dessen chiraler Partner, das σ-Meson, werden mit dem
linearen σ-Modell beschrieben, wobei besondere Aufmerksamkeit der Erhaltung der
zugrundeliegenden chiralen Symmetrie gewidmet wird.
Im ersten Teil werden das Pion und σ-Meson im Vakuum behandelt. Beim Ersteren
handelt es sich um das sogenannte

”
Goldstone“-Boson der Theorie, und das Letztere stellt

eine breite Resonanz dar. Die erhaltenen Ergebnisse werden mit experimentellen Daten,
wie den ππ-Phasenverschiebungen, sowie der Masse und Breite des σ-Mesons verglichen.
Neben der Bestimmung des σ-Meson-Propagators wird zudem die Erhaltung der chiralen
Symmetrie gezeigt, und die chiralen Wardidentitäten für die n-Punkt Funktionen der
Theorie sind erfüllt. Darüber hinaus wird die ππ-Streumatrix berechnet und gezeigt, daß
diese im Einklang mit Vorhersagen aus der chiralen Störungstheorie ist.
Im zweiten Teil der Arbeit wird das Modell auf endliche Temperatur erweitert und der
chirale Phasenübergang wird untersucht. Die Temperatur des Phasenübergangs und der
kritische Exponent β werden bestimmt. Desweiteren wird der Einfluss der Temperatur
auf den Propagator des σ-Mesons und auf die ππ-Streumatrix studiert.
Der dritte Abschnitt behandelt die Eigenschaften von Pion und σ-Meson in dichter Ma-
terie. Zusätzliche Kopplungen, wie die Teilchen-Loch Anregungen und kurzreichweitige
Repulsion sind notwendig, um die Stabilität bei Kernmateriedichte zu gewährleisten.
Bei verschwindendem Dreierimpuls beobachtet man eine starke Abnahme der σ-Masse
zusammen mit einem deutlichen Anstieg der Spektralfunkton in der Nähe der Zwei-
Pionschwelle. Unter Berücksichtigung eines endlichen Dreierimpulses für das ππ-Paar,
beziehungsweise für das σ-Meson, ist jedoch eine deutliche Abschwächung dieses Effektes
zu erkennen.
Nachdem also ein Modell für die ππ-Wechselwirkung bei endlicher Temperatur und
Dichte entwickelt wurde, wird im letzten Abschnitt dieser Arbeit versucht, zwei Ex-
perimente zu beschreiben und deren Resultate zu erklären. In beiden Experimenten
wird der Wirkungsquerschnitt von einem Pionen Paar in dichter Materie gemessen
und eine Ansammlung von Stärke in der Nähe der Zwei-Pionschwelle mit steigender
Dichte der Reaktion beobachtet. Dieser Effekt könnte auf die Modifikation des σ-Mesons
zurückzuführen sein, wie sie in den Rechnungen auftritt. Eine nähere Untersuchung der
Kinematik der Experimente zeigt jedoch, daß ein Großteil der Ereignisse bei endlichem
Dreierimpuls des Pionpaares stattfindet, bei dem die Modifikation des Paares bereits
deutlich abgeschwächt ist. Daher kann der im Experiment beobachtete Anstieg nur
teilweise mit den in unseren Rechnungen auftretenden Modifikationen des σ-Mesons bei
endlicher Dichte erklärt werden.
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Kapitel 1

Einführung

In der Physik unterscheidet man vier fundamentale Wechselwirkungen: Gravitation, Elek-
tromagnetismus, schwache Kraft und starke Kraft. Mit Ausnahme der Gravitation können
diese in Form einer Quantenfeldtheorie zusammengefaßt werden - dem Standardmodell.
Das Standardmodell liefert im elektroschwachen Sektor sehr präzise Vorhersagen, da die
Kopplungskonstanten von Elektromagnetismus und schwacher Kraft klein sind und sich
diese erfolgreich durch Störungstheorie beschreiben lassen. Im Fall der Quantenchromody-
namik (QCD), der Quantenfeldtheorie der starken Wechselwirkung, kann diese Methode
allerdings aufgrund der Größe ihrer Kopplungskonstanten αs im Vakuum nicht angewen-
det werden. Für eine erfolgreiche Beschreibung von starken Prozessen muß daher auf
andere Methoden zurückgegriffen werden.
Darüber hinaus besitzt die QCD zwei weitere bemerkenswerte Eigenschaften, die entschei-
dend die starke Wechselwirkung und das hadronische Spektrum im Vakuum prägen:
Zum einen das sogenannte

”
Confinement“: Die fundamentalen Freiheitsgrade der starken

Wechselwirkung, die Quarks und Gluonen, treten im Vakuum nicht als freie Teilchen auf.
Sie sind in der Form von Baryonen oder Mesonen gebunden. Bei hohen Energien allerdings
nimmt die Stärke der Kopplungskonstanten ab und die Quarks und Gluonen sind bei sehr
hohen Energien

”
quasi“ freie Teilchen, was man als

”
asymptotische Freiheit“ bezeichnet.

Bei diesen Energien ist auch die Beschreibung mittels Störungstheorie möglich und führt
zu verläßlichen Vorhersagen.
Die zweite Eigenschaft der QCD ist die chirale Symmetrie und ihre spontane Brechung im
Vakuum: Für masselose Quarks ist die QCD invariant unter SU(N)L × SU(N)R Trans-
formationen von rechts- und linkshändigen Quarks. Die Annahme von masselosen Quarks
ist dabei gut erfüllt, solange man sich auf die beiden leichten up- und down- Quarks be-
schränkt, deren Massen nur wenige MeV betragen, während typische Hadronenmassen in
der Größenordnung von 1 GeV liegen. Diese Diskrepanz zwischen den Massen von Hadro-
nen und den Massen der Quarks, aus denen die Hadronen aufgebaut sind, ist eine Folge
der spontanen Brechung der chiralen Symmetrie im Vakuum, infolgedessen neben einem
nichtverschwindenden Wert des Quarkkondensates 〈q̄q〉 auch masselose Goldstone Boso-
nen auftreten - die Pionen. Ihre physikalische Masse von 140 MeV erhalten diese dann

3



durch die explizite Brechung der chiralen Symmetrie durch die von null verschiedenen
Quarkmassen.

Abbildung 1.1: Schematische Darstellung des QCD Phasendiagramms als Funktion von
Temperatur T und chemischen Potentials µ. Bei endlicher Temperatur und verschwin-
dendem chemischen Potential sieht man anstatt eines Phasenübergangs ein

”
Crossover“.

Bei einer bestimmten endlicher Dichte und Temperatur findet sich dann ein kritischer
Endpunkt E, ab dem der Phasenübergang ins QGP erster Ordnung ist. Für hohe Werte
des chemischen Potentials sieht man das Auftreten neuer Phasen, auf die wir aber im
Rahmen dieser Arbeit nicht weiter eingehen werden.

Die chirale Störungstheorie (χpT ) nutzt diese Symmetrie der QCD aus, um im Be-
reich niedriger Temperaturen und Energien eine sehr verlässliche Beschreibung der Pion-
Nukleon Wechselwirkung zu liefern, und Abschätzungen über den Temperaturverlauf des
Quarkkondensates zu machen [1]. Ein weiterer vielversprechender Ansatz zum Verständ-
nis der starken Wechselwirkung ist die Methode der Gittereichtheorie, in der die starke
Wechselwirkung in einem diskreten Raum-Zeit-Gitter numerisch gelöst wird. Aufgrund
von numerischen Schwierigkeiten lassen sich diese Berechnungen allerdings nur mit un-
physikalisch hohen Quarkmassen ausführen, jedoch erlaubt diese

”
Gitter-QCD“ mit dem

Auftreten von immer leistungsfähigeren Computern eine immer präziser werdende Bestim-
mung von statischen Hadroneneigenschaften, wie deren Massen. Eine weitere Vorhersage
dieser Gitterrechnungen ist das Auftreten eines Phasenübergangs (bzw. eines Crossovers)
von der hadronischen Phase in das Quark-Gluon-Plasma (QGP) bei einer Temperatur von
etwa 170 MeV [2]. Das QGP ist dabei eine Phase, in der sowohl die chirale Symmetrie
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wiederhergestellt ist, als auch die Quarks und Gluonen als freie Teilchen vorkommen und
nicht mehr in Form von Hadronen gebunden sind. Ebenso wird für endliche Dichten ein
Phasenübergang von der hadronischen Phase in das QGP erwartet. Verläßliche Rechnun-
gen im Rahmen der Gittereichtheorie sind in diesem Bereich derzeit jedoch noch nicht
möglich. Eine schematischen Überblick des Phasendiagramms sieht man in Abb. 1.1. Als
Funktion des chemischen Potentials, welches ein Maß für die Dichte ist, und der Tempe-
ratur sieht man die Linie des Phasenübergangs eingezeichnet. Dabei geht man davon aus,
daß für endliche Dichte und Temperatur ein Phasenübergang erster Ordnung stattfindet
(durchgezogene Linie) und es bei einer bestimmten kritischen Temperatur und Dichte
zum Auftreten eines kritischen Endpunktes kommt [3].
Neben der Bestimmung der Position dieses kritischen Punktes wirft sich dabei die Frage
auf, inwieweit die Eigenschaften der Hadronen sich ändern, sobald man sich dem Pha-
senübergang nähert. Experimentell sind im Rahmen von Schwerionenstößen bereits einige
Anstrengungen unternommen worden, um Modifkationen der Hadronen in Materie und
das QGP zu detektieren. Mit modernen Teilchenbeschleunigern (CERN,RHIC..) ist es
möglich Temperaturen von 200 MeV und entsprechende Dichten zu erreichen, so daß
man dem Phasenübergang sehr nahe kommt oder ihn bereits überschreitet. Der direkte
Nachweis jedoch gestaltet sich schwierig, da die Signale, die im Detektor ankommen, zum
Großteil aus der Endphase der Reaktion stammen, in der man sich in der hadronischen
Phase befindet.
Aus theoretischer Sicht gesehen beschreibt man stark wechselwirkende Materie im Me-
dium mittels effektiver Modelle, die als Freiheitsgrade vielmals nicht mehr Quarks oder
Gluonen besitzen, sondern Hadronen. Dabei wird besonders darauf geachtet, daß die ef-
fektive Theorie die Symmetrien und Eigenschaften der QCD besitzt, die für das Problem
wichtig erscheinen. Das Nambu-Jona-Lasinio (NJL) Modell ist eines dieser Modelle, das
chirale Symmetrie und die Wechselwirkungen der Quarks beinhaltet. Ein Erfolg des NJL-
Modells ist die Beschreibung der spontanen Symmetriebrechung und das Auftreten von
Konstituentenquarks mit Massen von 300 MeV, aus denen dann die Hadronen aufgebaut
sind.
Eine Anwendung eines effektiven Modells mit mesonischen Freiheitsgraden in dem das
ρ-Meson in dichter und heißer Materie untersucht wurde, zeigte eine starke Modifikation
der Breite des ρ-Mesons in dichter und heißer Materie [4]. Diese Modifikation liefert dann
auch eine mögliche Erklärung für die Abweichung der im Medium gemessenen Dilepto-
nenspektren vom Vakuum [5]. Ähnliche Untersuchungen sind auch für Kaonen, ω- und
η-Mesonen durchgeführt worden [6],[7],[8].
Im Rahmen dieser Arbeit geht es um das Verständnis der ππ-Wechselwirkung in dichter
und heißer Materie. Das Interesse an dem Verhalten dieser hat mehrere Gründe: Zum
einen ist die ππ-Wechselwirkung im skalaren, isoskalaren Kanal verantwortlich für die
mittelreichweitige Anziehung der Kerne und somit verantwortlich für das Zusammenhal-
ten dieser. Eine genaue Untersuchung könnte somit weitere Einsichten in die Bindung
von Kernen und die nukleare Zustandsgleichung liefern. Darüberhinaus erwartet man von
theoretischer Seite, daß aufgrund der chiralen Symmetrie und ihrer Wiederherstellung bei
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endlicher Temperatur und Dichte die ππ-Wechselwirkung im Medium stark genug sein
könnte um einen gebundenen Zustand zu erzeugen - das σ-Meson. Im Vakuum ist das σ-
Meson, welches den chiralen Partner des Pions darstellt, eine sehr breite ππ-Resonanz mit
der Masse von etwa 500 MeV und einer Breite von mehreren hundert MeV, die aufgrund
der starken Kopplung an den Zerfall in zwei Pionen zustande kommt. In direkter Bezie-
hung dazu stehen auch Untersuchungen über das chirale Kondensat 〈q̄q〉. Dieses ist der
Ordnungsparameter der chiralen Symmetrie und man weiß aus chiraler Störungstheorie
und Gittereichrechnungen, daß das chirale Kondensat 〈q̄q〉 mit zunehmender Temperatur
und Dichte abnimmt, bis es bei dem Phasenübergang in das QGP verschwindet, wo-
bei aber seine Fluktuationen deutlich zunehmen. Das Kondensat lässt sich direkt nicht
messen, aber dessen Fluktuationen stehen in direkter Beziehung zu der Spektralfunktion
des skalaren, isoskalaren σ-Mesons. Aufgrund dieser Überlegungen erwartet man für die
ππ-Wechselwirkung im skalaren, isoskalaren Kanal eine starke Änderung in dichter und
heißer Materie. Neben diesen theoretischen Betrachtungen wurden mehrere Experimente
durchgeführt [9],[10],[11] um die ππ-Wechselwirkung in Kernen zu untersuchen, die in der
Tat eine deutliche Zunahme an Stärke in der ππ-Wechselwirkung mit zunehmender Dichte
ausmachen konnten.
In dieser Arbeit benutzen wir für die Beschreibung der ππ-Wechselwirkung das Lineare
σ-Modell. Dieses ist ein effektives hadronisches Modell, welches die chirale Symmetrie
berücksichtigt und als Freiheitsgrade zunächst nur Pion und σ-Meson enthält. Besonders
wichtig ist es dabei eine nichtperturbative und symmetrieerhaltende Beschreibung des li-
nearen σ-Modells zu benutzen, da wir an dem durch eine (partielle) Wiederherstellung der
chiralen Symmetrie hervorgerufenen Verhalten in der Nähe des Phasenübergangs interes-
siert sind und dieser Bereich sich im Rahmen von störungstheoretischen Beschreibungen
nicht erfassen lässt. Wir benutzen dabei die in [13] entwickelte Methode und stellen diese
in Kapitel 2 vor.
Im dritten Kapitel werden dann die Parameter der dem Modell zugrundeliegenden La-
grangedichte an das Vakuum angepaßt, um Größen wie Masse und Breite des σ-Mesons
und ππ-Streudaten wiederzugeben.
In Kapitel 4 und 5 schließlich werden der Einfluß von endlicher Temperatur und Dich-
te auf die Eigenschaften des σ-Mesons und der ππ-Wechselwirkung untersucht. Wichtig
dabei ist zunächst, daß durch das Medium die chirale Symmetrie erhalten bleibt. Zudem
berücksichtigen wir den endlichen Dreierimpuls des σ-Mesons im Medium und dessen
Auswirkungen.
In Kapitel 6 vergleichen wir dann unsere Erkenntnisse mit dem Experiment. Wie be-
reits beschrieben erwartet man aufgrund der chiralen Symmetrie starke Änderungen der
ππ-Wechselwirkung im skalaren, isoskalaren Kanal. Betrachtet man Pionproduktionsex-
perimente, in denen zwei Pionen mit den Quantenzahlen des σ-Mesons im Ausgangskanal
gemessen werden, zeigt die invariante Massenverteilung bei endlicher Dichte deutliche
Abweichungen zu den im Vakuum gewonnenen Meßdaten, die als ein Anzeichen für eine
teilweise Wiederherstellung der chiralen Symmetrie und den damit verbundenen Modi-
fikationen des skalaren Propagators verstanden werden können. Insbesondere betrachten
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wir inwieweit die theoretisch gewonnenen Erkenntnisse über die Modifikationen von Pion,
σ-Meson und der ππ-Streuung im Medium die Meßdaten beschreiben können.
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Kapitel 2

Das lineare σ-Modell

2.1 Lagrangedichte des Modells

Abweichend von chiraler Störungstheorie, die im Niederenergiebereich der QCD sehr er-
folgreich ist, suchen wir ein Modell, daß auch die Unitarität der Streumatrix gewährleisten
kann. Es soll außerdem - unter dem Gesichtspunkt der Wiederherstellung der chiralen
Symmetrie im Medium - Aussagen in der Nähe des kritischen Punktes treffen können.
Dies ist offensichtlich in einem störungstheoretischen Modell nicht möglich, aufgrund der
starken Korrelationen und Wechselwirkungen in der Nähe des Phasenübergangs.
Desweiteren wollen wir die chirale Symmetrie erhalten, die neben der Niederenergietheo-
reme auch die Eigenschaft des Pions als Goldstoneboson festschreibt.
Als hadronisches Modell, welches chiral symmetrisch ist und diese Eigenschaften besitzt,
eignet sich das lineare σ-Modell [12].
Im Rahmen dieses Modells wählen wir als nichtstörungstheoretischen Ansatz den aus der
Vielteilchenphysik bekannten Hartree-Fock-Bogoliubov Formalismus erweitert um RPA-
Fluktationen [13]. Dieser ist in der Lage, die Symmetrien zu erhalten und die spontane
Brechung zu beschreiben.
Im linearen σ-Modell treten als Freiheitsgrade neben den Pionen auch das skalare isoska-
lare σ-Meson als chiraler Partner des Pions auf. Die Lagrangedichte des linearen O(N+1)
σ-Modells ist dabei gegeben durch :

L =
1

2
[(∂µ�π)2 + (∂µσ)2] − µ2

0

2
[�π2 + σ2] − λ2

0

4N
[�π2 + σ2]2 +

√
Ncσ . (2.1)

In dieser Lagrangedichte ist das pseudoskalare Pionfeld �π ein N-komponentiges Vektor-
feld. Die Grössen µ0 und λ0 sind dabei die Masse der Felder und die Kopplungskonstante.
Der Parameter c beschreibt die explizite Brechung der chiralen Symmetrie. Man kann sich
leicht überzeugen, daß die Lagrangedichte für c = 0 invariant unter chiralen Transforma-
tionen der Form

φ =

(
σ

�π

)
→
(
σ

�π

)
+ δφ , (2.2)
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mit
δφj = δωαT

α
jkφ

k (2.3)

ist. Die T α
jk sind dabei Generatoren der O(N + 1)-Gruppe - reelle, total antisymmetrische

(N + 1) × (N + 1)-Matrizen.
Der Term proportional c in der Lagrangedichte ist verantwortlich für die explizite Bre-
chung der chiralen Symmetrie. Diese ist die Ursache für die nichtverschwindende Masse
des Pions, wie wir später sehen werden.
Der zu der chiralen Symmetrie gehörige Noether Strom

jµ =
∂L

∂(∂µφ)
δφ (2.4)

ist für c = 0 eine Erhaltungsgröße. Dieser Strom lässt sich in zwei Anteile aufspalten:

Aα
µ = ∂µφ0T

α
0jφj + ∂µφiT

α
i0φ0 = (∂µσ)�πα − (∂µ�π

α)σ ,

V α
µ = ∂µπiT

α
ijπj .

(2.5)

Der Axialvektorstrom Aα
µ enthält das durch die explizite Brechung ausgezeichnete σ-

Feld und beschreibt Transformationen der Pionen in ein σ. Dieser Anteil ist im Fall der
expliziten Brechung nicht mehr erhalten und man erhält für dessen Änderung:

∂µAα
µ =

√
Ncπα . (2.6)

Dies ist die sogenannte PCAC-Relation (Partial Conserved Axial Current), auf die wir
in einem späteren Kapitel noch einmal eingehen werden.
Der Vektorstrom V α

µ hingegen bleibt erhalten. Er beschreibt die verbleibende Symmetrie
der Pionen und bewirkt, daß die Massen der Pionen in unserem Modell identisch sind1.
Aus dem erhaltenen Strom lässt sich eine erhaltene Ladung konstruieren ,

Q(t) =

∫
d3xj0 . (2.7)

Betrachtet man nun die Wirkung des Ladungsoperators Q auf den Vakuumzustand des
Systems, so sind 2 Fälle zu unterscheiden :

Q|0〉 = 0 , Q|0〉 �= 0. (2.8)

Im ersteren Fall spricht man davon, daß die Symmetrie der Lagrangedichte auch eine
Symmetrie des Grundzustandes ist. Der Grundzustand, der gegeben ist durch das Mi-
nimum des Potentials in der Lagrangedichte, bleibt unter der Symmetrietransformation
invariant. Das System befindet sich in der sogenannten Wigner-Weyl Phase. Die Massen

1Im Experiment sieht man eine Massenaufspaltung zwischen den elektrisch geladenen und neutralen
Pionen. Dies ist ein Effekt aus der Quantenelektrodynamik, der in unserem Modell nicht beschrieben
werden kann.
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von Pion- und σ-Feld sind entartet. Die Symmetrie der Lagrangedichte ist erhalten. Das
lineare σ-Modell befindet sich für µ2

0 ≥ 0 in dieser Phase.
Im zweiten Fall ist die Symmetrie der Lagrangedichte keine Symmetrie des Grundzustan-
des. Man bezeichnet dies als Nambu-Goldstone Phase.
Dieser Fall tritt für µ2

0 ≤ 0 ein. Der Grundzustand des σ-Modells in der Nambu-Goldstone
Phase ist entartet und nicht mehr invariant unter einer chiralen Transformation. Durch die
Wahl eines bestimmten Grundzustandes aus der Vielfalt der möglichen Grundzustände
wird die Symmetrie spontan gebrochen. Durch die explizite Brechung wird von den (N+1)-
Feldern der Theorie das σ-Feld ausgezeichnet. Den Grundzustand der Theorie bezeichnet
man mit 〈σ〉, welcher der Vakuumerwartungswert des σ-Feldes ist, und entwickelt die
Lagrangedichte um dieses Vakuum:

L =
1

2
[(∂µ�π)2 + (∂µσ̃)2] − 1

2
(µ2

0 +
λ2

0〈σ〉2
N

)�π2 − 1

2
(µ2

0 +
3λ2

0〈σ〉2
N

)σ̃2

− λ2
0

4N
(�π2 + σ̃2)2 + σ̃(

√
Nc− µ2

0〈σ〉 −
λ2

0

N
〈σ〉3) − λ2

0v

N
σ̃(�π2 + σ̃2) + const.

(2.9)

Die Größe σ̃ = σ − 〈σ〉 ist dabei das um 〈σ〉 verschobene σ-Feld.
Aus dieser Lagrangedichte, zusammen mit der Bedingung, daß der Vakuumerwartungs-
wert 〈σ〉 der Grundzustand des Systems ist, folgt für die Massen in niedrigster Ordnung
dieser Entwicklung, der Baumgraphennäherung:

m2
π = µ2

0 +
λ2

0〈σ〉2
N

=

√
Nc

〈σ〉 ,

m2
σ = µ2

0 +
3λ2

0〈σ〉2
N

= m2
π +

2

N
λ2

0〈σ〉2 .
(2.10)

Daran kann man ablesen, daß im chiralen Limes, wenn die explizite Brechung c verschwin-
det, die Pionen masselos sind, während das σ-Feld durch den nichtverschwindenden Vaku-
umerwartungswert eine Masse erhält. Dies ist eine wichtige Eigenschaft des Modells und
Folge des Goldstone Theorems [14], welches besagt, daß für jeden im Vakuum spontan
gebrochenen Generator einer kontinuierlichen Symmetrie der Lagrangedichte ein masse-
loses Goldstone Boson auftritt. Durch die Wahl des Vakuums wurde in unserem Fall die
O(N + 1) Rotationssymmetrie gebrochen. Die O(N) Rotationsgruppe, die Transforma-
tionen der Pionen untereinander beschreibt, ist allerdings weiterhin erhalten, so daß nach
der spontanen Brechung von den ursprünglich N(N + 1)/2 Generatoren der Symmetrie
N(N − 1)/2 Generatoren übrig bleiben. Es wurden folglich N Generatoren gebrochen,
und daher müssen N masselose Goldstone Bosonen auftreten - die Pionen. Diese Aufspal-
tung der Massen von Pion und Sigma lässt sich auch in dem experimentellen Spektrum
beobachten. Die Pionen - als Goldstone Bosonen der Theorie - haben eine im Vergleich zu
anderen Hadronen sehr geringe Masse von 140 MeV, während das σ-Meson als der chirale
Partner des Pions eine Masse von ungefähr 500-600 MeV besitzt [15]2.

2Die Einordnung des σ oder f0(600) wird sehr kontrovers diskutiert. Ungeachtet dessen findet man
zum einen in Modellrechnungen als auch durch Analyse der ππ-Streudaten den oben angegebenen Wert
für die Masse des f0 oder σ-Mesons.
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2.2 Hartree-Fock-Bogoliubov-Näherung

Um eine realistischere Beschreibung von Pion und σ-Meson zu erhalten, muß man aller-
dings über die Baumgraphennäherung hinausgehen. Insbesondere das Fehlen einer Breite
für das im Vakuum sehr breite σ-Meson ist unrealistisch [15].
In der Hartree-Fock-Bogoliubov-Näherung versucht man, den exakten Grundzustand des
Hamiltonoperators durch Quasiteilchen zu beschreiben. Variation des Quasiteilchengrund-
zustandes erlaubt dann die Bestimmung der Quasiteilchenbasis, in der die Grundzustands-
energie minimal ist.
Zunächst führt man für die Pion- und σ-Felder Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
ein:

�π(�x) =
∑
q

1√
V 2ωq

(�aqe
i�q·�x + �a†qe

−i�q·�x) ,

σ(�x) =
∑
q

1√
V 2ωq

(bqe
i�q·�x + b†qe

−i�q·�x) ,
(2.11)

die die üblichen bosonischen Vertauschungsrelationen und die Energie-Impuls Beziehung
erfüllen

ωq =
√
m2 + �q 2 . (2.12)

Zur Bestimmung der Quasiteilchenbasis, die die Grundzustandsenergie minimiert, trans-
formieren wir nun die ursprünglichen Operatoren in Quasiteilchenoperatoren:

(
α

α†

)
=

(
U † −V †

−V T UT

)(
a

a†

)
= W†

(
a

a†

)
. (2.13)

Eine Forderung an die Transformationsmatrix W ist, daß die Quasiteilchen dieselben Ver-
tauschungsrelationen erfüllen wie die ursprüngliche Teilchenbasis. Aus dieser Forderung
folgt nach dem Theorem von Bloch und Messiah [16] eine spezielle Form für die Transfor-
mationsmatrix. In unserem Fall wählen wir eine spezielle Bogoliubovtransformation, die
die von Bloch und Messiah geforderten Eigenschaften besitzt:

�α†
q = uq�a

†
q − vq�a−q ,

β†
q = xqb

†
q − yqb−q − w∗δq0 .

(2.14)

Die in der Transformation auftretenden Bogoliubovfaktoren uq, vq, xq und yq hängen nur
vom Betrag des Impulses ab und sind im Folgenden zu bestimmen. Der zusätzliche Trans-
lationsterm, der in der zweiten Gleichung auftritt, stellt sicher, daß die Erwartungswerte
von β0 und β+

0 im Vakuum verschwinden, während die Erwartungswerte von b0 und b+0
proportional zum Wert des Kondensates 〈σ〉 sind. Zur Bestimmung der Bogoliubovfak-
toren kann man zunächst ausnutzen, daß die oben eingeführten Quasiteilchen dieselben
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bosonischen Vertauschungsrelationen erfüllen wie die ursprünglichen Teilchen :

[αqi, αq ′j ] = [βq, βq ′] = 0 ,

[β†
q , βq ′ ] = δqq ′ ,

[α†
qi, αq ′j ] = δqq ′δij .

(2.15)

Zusammen mit Gl.(2.14) folgt dann:

u2
q − v2

q = 1, x2
q − y2

q = 1 . (2.16)

Den Grundzustand der Quasiteilchenbasis erhält man aus der Forderung �αq |HFB〉 =
βq|HFB〉 = 0. Er lässt sich durch die Bogoliubovfaktoren und den Vakuumzustand der
ursprünglichen Operatoren folgendermaßen ausdrücken [13]:

|HFB〉 = exp
[∑

q

( vq
2uq

�a†q�a
†
−q +

yq
2xq

b†qb
†
−q
)

+
w

x0
b+0

]
|0〉 ≡ eΦ|0〉 . (2.17)

Um die Bogoliubovfaktoren und damit die Quasiteilchenbasis zu bestimmen, minimiert
man nun den Vakuumerwartungswert 〈HFB | H |HFB〉/〈HFB |HFB〉 . Der Hamilton-
operator, der sich aus der Lagrangedichte berechnen lässt, ist in dieser Quasiteilchenbasis
gegeben als

H = H0(v, y, 〈σ〉) + η[β0 + β†
0] +

∑
q

επ(q)�α
†
q�αq +

∑
q

εσ(q)β
†
qβq

+
∑
q

cπ(q)[�α
†
q�α

†
−q + �αq�α−q] +

∑
q

cσ(q)[β
†
qβ

†
−q + βqβ−q]

+

∫
d3x :

[λ2
0

N
〈σ〉(π2(x) + σ2(x))σ(x) +

λ2
0

4N
(π2(x) + σ2(x))2

]
: .

(2.18)

Dabei wurden folgende Abkürzungen eingeführt:

H0(v, y, 〈σ〉) =
∑
q

ωq(Nv2
q + y2

q +
N + 1

2
) +

λ2
0

4N
[3I2

σ + (N2 + 2N)I2
π + 2NIπIσ]

+
λ2

0〈σ〉2
2N

[NIπ + 3Iσ] +
µ2

0

2
〈σ〉2 +

λ2
0

4N
〈σ〉4 − c

√
N〈σ〉 , (2.19)

η =
x0 + y0√

µ
[λ2

0〈σ〉Iπ +
3

N
λ2

0〈σ〉Iσ +
λ2

0

N
〈σ〉3 + µ2

0〈σ〉 − c
√
N ] , (2.20)

cπ(q) =ωq(uqvq) +
λ2

0

2

(uq + vq)
2

2ωq
[
N + 2

N
Iπ +

1

N
Iσ +

1

N
〈σ〉2] , (2.21)

cσ(q) =ωq(xqyq) +
λ2

0

2

(xq + yq)
2

2ωq
[Iπ +

3

N
Iσ +

3

N
〈σ〉2] , (2.22)

επ(q) =ωq(u
2
q + v2

q ) + λ2
0

(uq + vq)
2

2ωq
[
N + 2

N
Iπ +

1

N
Iσ +

1

N
〈σ〉2] , (2.23)

εσ(q) =ωq(x
2
q + y2

q) + λ2
0

(xq + yq)
2

2ωq
[Iπ +

3

N
Iσ +

3

N
〈σ〉2] . (2.24)
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Die Terme proportional zu επ und εσ liefern bei der Minimierung des Erwartungswertes
keinen Beitrag, während die nichtdiagonalen Terme proportional zu η, cπ, cσ nicht von
sich aus verschwinden. Daraus folgt, daß die Grundzustandsenergie genau dann minimal
wird, wenn diese Terme keinen Beitrag liefern, also für cπ = cσ = η = 0 !
Daraus lassen sich zusammen mit Gl.(2.16), wie in Anhang A gezeigt, zunächst die Bo-
goliubovfaktoren berechnen und damit schließlich 3 BCS-Gleichungen für die Quasiteil-
chenmassen und das Kondensat ableiten:

ε2
π(0) = µ2

0 + λ2
0[
N + 2

N
Iπ +

1

N
Iσ +

1

N
〈σ〉2] ,

ε2
σ(0) = µ2

0 + λ2
0[Iπ +

3

N
Iσ +

3

N
〈σ〉2] ,

c
√
N

〈σ〉 = µ2
0 + λ2

0[Iπ +
3

N
Iσ +

1

N
〈σ〉2] ,

(2.25)

mit

Iπ =

∫
d3q

(2π)3

(uq + vq)
2

2ωq
, Iσ =

∫
d3q

(2π)3

(xq + yq)
2

2ωq
. (2.26)

Hierbei sind Iπ und Iσ quadratisch divergente Integrale über die Tadpole-Loops, wobei die
q0-Integration bereits ausgeführt wurde. Zur Regularisierung der Tadpole-Loops wählen
wir die im Anhang B dargestellte Methode von Pauli-Villars [17].
Kombiniert man die Gleichung für das Kondensat mit den Quasiteilchenmassen, erhält
man

ε2
π(0) =

c
√
N

〈σ〉 +
2λ2

0

N
[Iπ − Iσ] ,

ε2
σ(0) =

c
√
N

〈σ〉 +
2λ2

0

N
〈σ〉2 .

(2.27)

In der Hartree-Fock-Bogoliubov Näherung sind die Pionen im chiralen Limes nicht mehr
masselos, da die Quasipionmasse proportional zu der Differenz Iπ − Iσ ist, die auch im
chiralen Limes einen endlichen Wert besitzt. Dies stellt jedoch eine Verletzung des oben
erwähnten Goldstone Theorems dar, welches masselose Goldstone Bosonen als Folge der
spontan gebrochenen chiralen Symmetrie forderte. Um das Goldstone Theorem zu erfüllen
und die Pionen wieder masselos zu machen, muß man über die HFB-Näherung hinausge-
hen. Aus der Vielteilchenphysik ist bekannt, daß die Methode der RPA(Random Phase
Approximation) die von der Hartree-Fock-Bogoliubov Näherung gebrochene Symmetrie
wiederherstellen kann [18]. Daher wollen wir im nächsten Abschnitt die Methode vorstellen
und zeigen, daß dadurch das Goldstone Theorem wieder erfüllt werden kann.
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2.3
”
Random-Phase-Approximation“

In der RPA Methode betrachtet man die wohlbekannte RPA-Bewegungsgleichung [19] :

〈0|[δQν , [H,Q
†
ν ]]|0〉 = Ων〈0|[δQν , Q

†
ν ]|0〉 . (2.28)

Ων ist die Energiedifferenz zwischen dem Zustand ν und dem Grundzustand, Qν , Q
†
ν der

zugehörige Vernichtungs- bzw Erzeugungsoperator. Im Allgemeinen ist dieser ein kompli-
zierter Vielteilchenoperator, für den man die Bewegungsgleichung nicht exakt lösen kann.
Die Variation von Qν erfolgt dabei nach den zugrunde liegenden Anregungsoperatoren.
Die Näherung der RPA besteht darin, diese allgemeinen Vielteilchenoperatoren auf Ein-
und Zweiteilchenoperatoren einzuschränken. Das Vakuum dieser Operatoren ist nun der
sogenannte RPA Grundzustand :

Qν |RPA〉 = 0 . (2.29)

Die Quasi-Boson Approximation nimmt zusätzlich an, daß der RPA Grundzustand durch
den Hartree-Fock-Bogoliubov-Grundzustand angenähert werden kann. Die RPA Bewe-
gungsgleichungen lauten somit:

〈HFB |[δQν , [H,Q
†
ν ]]|HFB〉 = Ων〈HFB |[δQν , Q

†
ν ]|HFB〉 . (2.30)

Betrachtet man den Generator der spontan gebrochenen Symmetrie, die axiale Ladung
Qa

5, erkennt man, daß dieser im chiralen Limes mit dem Hamiltonoperator vertauscht:

[H,Qa
5] = 0 . (2.31)

In diesem Fall verschwindet die linke Seite der Bewegungsgleichung, und es existieren
Lösungen mit Ων = 0. Diese Lösungen nennt man

”
spurios“ und sie können mit den

Goldstone Bosonen identifiziert werden.
Um also masselose Goldstone Bosonen zu erhalten, muß nur sichergestellt sein, daß der
RPA-Anregungsoperator mit dem Hamiltonoperator vertauscht. Als Ansatz für die all-
gemeinen Ein- und Zweiteilchen Anregungsoperatoren in der im vorigen Abschnitt ein-
geführten HFB-Quasiteilchenbasis wählen wir :

�Q†
π = X1

π�α
†
0 − Y 1

π �α0 +
∑
q

[
X2
π(q)β

†
q�α

†
−q − Y 2

π (q)β−q�αq
]

Q†
σ =

[
X1
σβ

†
0 − Y 1

σ β0

]
+
∑
q

[
X2
σ(q)β

†
qβ

†
−q − Y 2

σ (q)β−qβq
]

+
∑
q

[
X3
σ(q)�α

†
q�α

†
−q − Y 3

σ (q)�α−q�αq
]
.

(2.32)
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Der Symmetriegenerator der spontan gebrochenen Symmetrie Qa
5 in derselben Basis hat

folgende Form :

Qa
5 =

√
(2π)3

2επ(0)
iεπ(0)〈σ〉[αa†0 − αa0] +

∑
q

i
επ(q) − εσ(q)√

4επ(q)εσ(q)
[β†
qα

a†
−q − β−qαaq ]

+
∑
q

i
επ(q) + εσ(q)√

4επ(q)εσ(q)
[βqα

a†
q − β†

−qα
a
−q] . (2.33)

Dieser unterscheidet sich von dem RPA Operator Qa†
π nur in den Termen proportional

βqα
a†
q und β†

−qα
a
−q. Setzt man allerdings Qa

5 in Gl.(2.30) ein, geben diese Terme aufgrund
der Diagonalität des Einteilchenanteils des Hamiltonoperators in der HFB Quasiteilchen-
basis keinen Beitrag zu den RPA Gleichungen.
Berechnet man nun die in der Bewegungsgleichung auftretenden Kommutatoren für die
Anregungsoperatoren des Pions und σ mit dem Hamiltonoperator, führt dies auf ein
Eigenwertproblem für das Pion und σ-Meson. Als Lösung der dabei auftretenden Eigen-
wertgleichungen erhält man schließlich die Massengleichungen für das Pion [20]:

m2
π =

c
√
N

〈σ〉 +
2λ2

0

N

[ε2
π(0) − ε2

σ(0)][Σπσ(0) − Σπσ(m
2
π)]

1 − 2λ2
0

N
Σπσ(m2

π)
. (2.34)

wobei Σπσ(p
2) die Pion-σ-Schleife ist,

Σπσ(p
2) = −i

∫
d4q

(2π)4

1

q2 − ε2
π(0) + iη

1

(p− q)2 − ε2
σ(0) + iη

. (2.35)

Analog kann man die Masse des σ-Mesons berechnen :

m2
σ = ε2

σ(0) + 2
λ4

0

N
〈σ〉2 Σππ(m

2
σ) + 9

N
Σσσ(m

2
σ) − 6λ2

0
N+3
N2 Σππ(m

2
σ)Σππ(m

2
σ)

[1 − N+2
N

λ2
0Σππ(m2

σ)][1 − 3
N
λ2

0Σππ(m2
σ)] − 1

N
λ4

0Σππ(m2
σ)Σσσ(m2

σ)
.

(2.36)
Σππ und Σσσ sind die entsprechenden ππ- und σσ-Schleifen:

Σππ(p
2) = −i

∫
d4q

(2π)4

1

q2 − ε2
π(0) + iη

1

(p− q)2 − ε2
π(0) + iη

,

Σσσ(p
2) = −i

∫
d4q

(2π)4

1

q2 − ε2
σ(0) + iη

1

(p− q)2 − ε2
σ(0) + iη

.

(2.37)

Im Gegensatz zur Pion- und σ-Masse bleibt das Kondensat 〈σ〉 durch die Hinzunahme
der RPA-Fluktuationen unverändert.
Betrachtet man die Massengleichung für das Pion zeigt sich, daß im chiralen Grenzfall (c =
0) Gl.(2.34) durch masselose Pionen erfüllt wird, wie es vom Goldstone Theorem gefordert
wird. Hier zeigt sich, daß durch das Hinzufügen der RPA in der Tat die Symmetrie erhalten
wird. Es treten

”
spuriose“ Lösungen für das Pion auf.
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2.4 Die 1/N-Entwicklung

In den vorherigen Abschnitten haben wir das lineare σ-Model mit N + 1 Freiheitsgra-
den untersucht. Die ursprünglich vorhandene O(N + 1) Symmetrie der Felder wurde -
neben der expliziten Brechung - spontan durch das Vorhandensein eines nichtverschwin-
denden Vakuumerwartungswertes des σ-Mesons gebrochen, wodurch dieses eine endliche
Masse erhielt, während N Pionen masselos wurden, in Übereinstimmung mit dem Gold-
stone Theorem. In diesem Abschnitt wollen wir den Grenzfall N → ∞ betrachten. Dieser
Grenzfall, der zunächst unmotiviert erscheint, erfüllt zwei wichtige Eigenschaften. Zum
einen ist er nicht störungstheoretisch in der Kopplungskonstante und erlaubt die Beschrei-
bung von gebundenen Zuständen sowie die Untersuchung von Eigenschaften in der Nähe
des Phasenübergangs. Zum anderen konnte in [21] gezeigt werden, daß eine systematische
1/N-Entwicklung in jeder Ordnung die chirale Symmetrie erhält, und die chiralen Ward-
identitäten erfüllt.
Diese für das lineare σ-Modell von Lee und Symanzik gezeigten Identitäten [22],[23], folgen
aus der zugrundeliegenden chiralen Symmetrie des Modells und stellen exakte Beziehun-
gen zwischen den (n-1)-Punkt und n-Punkt Funktionen der Theorie her. Die Lee-Symanzik
Identität niedrigster Ordnung ist die Realisierung des Nambu-Goldstone Theorems:

D−1
π (0) =

c

ˆ〈σ〉
, (2.38)

welches die Pionmasse mit dem Wert des Kondensates verknüpft 3.
Für den σππ-Vertex ergibt sich in nächsthöherer Ordnung:

Tσππ(p) =
D−1
σ (p2) −D−1

π (p2)

〈σ〉 . (2.39)

Die ππ-Streumatrix schließlich steht in folgender Beziehung zur Dreipunktfunktion
Tσππ(p):

〈σ〉Tππ(p) = Tσππ(p)
D−1
π (p2)

D−1
σ (p2)

. (2.40)

Kombiniert man diese beiden chiralen Wardidentitäten erhält man für die Streumatrix
folgenden, nur noch von den Ein- und Zweipunktfunktionen abhängigen, Ausdruck

Tππ(E, �p) =
D−1
π (E, �p) −D−1

σ (E, �p)

〈σ〉2
Dσ(E, �p)

Dπ(E, �p)
. (2.41)

Eine grafische Darstellung dieser Identitäten ist in Abb. 2.1 zu sehen [24]. Betrachtet

3Die Größe ˆ〈σ〉 wurde hier eingeführt anstelle des Kondensates 〈σ〉. Diese ist das mit der Zahl der Pion-
felder skalierte Kondensat. ˆ〈σ〉 = 〈σ〉√

N
. Im weiteren Verlauf benutzen wir wieder 〈σ〉 für das Kondensat,

verstehen darunter aber immer das skalierte Kondensat.
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Abbildung 2.1: Grafische Darstellung der Ward-Identitäten in unserem Modell. C steht
dabei für den Wert des Kondensates 〈σ〉. Die gestrichelte Linie ist das Pion, und die
Wellenlinie beschreibt ein σ-Meson.

man nun den Grenzfall (N → ∞), erhält man aus den im vorigen Kapitel hergeleiteten
Gleichungen in führender Ordnung der 1/N Entwicklung folgende sogenannten Dyson-
Gleichungen für das Pion und σ-Meson:

c

〈σ〉 = µ2
0 + λ2

0[Iπ + 〈σ〉2] ,

m2
π = ε2

π(0) =
c

〈σ〉 ,

m2
σ =

c

〈σ〉 + 2λ2
0〈σ〉2 + 2λ4

0〈σ〉2
Σππ(m

2
σ)

1 − λ2
0Σππ(m2

σ)

= ε2
σ(0) + 2λ4

0〈σ〉2
Σππ(m

2
σ)

1 − λ2
0Σππ(m2

σ)
.

(2.42)

In dieser Näherung ist die Masse des Pions gleich dem Wert in der Baumgraphennähe-
rung. Die Beiträge der RPA-Fluktuationen zum Pion heben sich mit dem Beitrag aus der
HFB-Näherung auf und verschwinden in niedrigster Ordnung der Entwicklung, während
die Masse des σ-Mesons durch die RPA-Fluktuationen modifiziert ist. In Abb. 2.2 sieht
man die Berechnung von π, 〈σ〉 und σ veranschaulicht. Deutlich erkennt man, daß die
RPA-Fluktuationen für das σ-Meson einen Beitrag liefern, während sie auf das Pion kei-
nen Einfluß haben.
Kombiniert man die beiden Gapgleichungen für die Massen, erhält man folgende Bezie-

17



= ++

+ +=
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Abbildung 2.2: Grafische Darstellung von Pion, Kondensat 〈σ〉 und σ-Meson in der 1/N-
Entwicklung. Die dünne gestrichelte und gewellte Linie beschreiben dabei den freien Pion
und σ-Propagator, während die dickeren Linien jeweils den vollen Propagator darstellen.

hung zwischen den Massen:

m2
σ −m2

π =
2λ2

0〈σ〉2
1 − λ2

0Σππ(m2
σ)

. (2.43)

Anhand dieser Gleichung kann man ablesen, daß die Massendifferenz zwischen Pion und
σ-Meson direkt proportional dem Wert des Kondensates ist und daher direkte Folge der
spontanen Symmetriebrechung ist.

2.5 ππ-Streuung und chirale Symmetrie

Im vorherigen Kapitel sind die Dyson-Gleichungen für die π- und σ-Mesonen hergeleitet
worden. Bei der Bestimmung der σ-Masse in führender Ordnung der 1/N-Entwicklung tra-
ten dabei weitere Beiträge durch die ππ RPA-Fluktuationen auf (Abb. 2.2). Diese enthal-
ten die Tππ-Streumatrix, deren explizite Form wir in Abschnitt 3.1 im Detail untersuchen.
Im Folgenden wollen wir zunächst bestimmte Grenzfälle der Pionstreuung betrachten, für
die man Aussagen über die Tππ-Streumatrix treffen kann.
Weinberg [25] konnte zeigen, indem er sowohl die im vorigen Abschnitt hergeleitete PCAC-
Beziehung, als auch die Operatoralgebra des linearen σ-Modells ausnutzte, daß die Nie-
derenergie Tππ-Streuamplitude gegeben ist durch

T ab
ππ = − 1

f 2
π

[(s−m2
π)δ

abδcd + (t−m2
π)δ

acδbd + (u−m2
π)δ

adδbc] + O(q4) . (2.44)

Hierbei ist fπ die pionische Zerfallskonstante, die ein Maß für den schwachen Zerfall von
Pionen ist und im Vakuum einen Wert von 93 MeV besitzt. Bei der Herleitung von
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Abbildung 2.3: Darstellung der Streuung von zwei Pionen.

Gl.(2.44) wurde ausgenutzt, daß der Impuls q der Pionen gegenüber den in der Hadro-
nenphysik üblichen Energieskalen, wie etwa der ρ- oder der Nukleonmasse, klein ist und
es wurde nach Ordnungen des Impulses entwickelt.
Die Indizes a-d beschreiben, wie in Abb. 2.3 gezeigt, die Pionen, und s, t, u sind die

Mandelstam-Variablen. Diese sind definiert als

s = (qa + qb)
2 = (qc + qd)

2 ,

t = (qa − qc)
2 = (qb − qd)

2 ,

u = (qa − qd)
2 = (qb − qc)

2 .

(2.45)

Betrachten wir nun die Streuung zweier reeller Pionen im skalaren isoskalaren Kanal. An
der Schwelle verschwinden die Dreierimpulse der Pionen und die Mandelstam Variablen
für den Streuprozess sind gegeben durch s = 4m2

π, t = u = 0.
Die Streumatrix berechnet sich dann mit Gl.(2.44) zu

T 00
ππ(s = 4m2

π, t = u = 0) = −7
m2
π

f 2
π

. (2.46)

Die zugehörige Streulänge ist gegeben durch

a0
0 = − T 00

ππ

32πmπ
≈ 0.16m−1

π . (2.47)

Verglichen mit dem experimentellen Wert von a0
0 ≈ (0.20 ± 0.01)m−1

π ist diese zu klein.
Diese Differenz rührt daher, daß Weinberg nur die führende Ordnung in den Pionimpulsen
betrachtet hat. Man gelangt im Rahmen der chiralen Störungstheorie zu einer besseren
Abschätzung wenn man Terme nächsthöherer Ordnung in q2 berücksichtigt.
Nimmt man zusätzlich an, daß eines der einlaufenden Pionen

”
soft“ ist, d.h. q2 = 0, was

sich streng genommen nur im chiralen Limes realisieren lässt, erhält man das Theorem
von Adler:

T 00
ππ(s = t = u = m2

π) = 0 . (2.48)
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Die Streuamplitude verschwindet folglich bei der Streuung zweier Pionen, wenn für eines
der Pionen q2 = 0 gilt.
Betrachtet man schließlich die Streuung eines weichen Pions mit einem reellen Pion (q2 =
m2
π), also unter den kinematischen Bedingungen s = u = m2

π und t = 0, ergibt sich für
die Streumatrix

T 00
ππ(s = u = m2

π, t = 0) =
m2
π

f 2
π

. (2.49)

Verglichen mit Gl.(2.46) fällt ein Vorzeichenwechsel in der Streumatrix von attraktiv an
der Schwelle hin zu repulsiv für

”
off-shell“-Teilchen auf. Dies sind Teilchen die sich unter-

halb ihrer Massenschale befinden, also die Energie-Impuls Beziehung aus Gl.(2.12) nicht
erfüllen.
Diese aufgrund der chiralen Symmetrie getroffenen Vorhersagen wollen wir dann in Ab-
schnitt 3.3 mit den Ergebnissen aus unserem Modell vergleichen.
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Kapitel 3

Das σ-Meson im Vakuum

3.1 Fixierung der Parameter

Bei der Beschreibung des Modells traten im vorherigen Kapitel mehrere Parameter auf
die im Folgenden zu bestimmen sind. Zum einen enthält die Lagrangedichte des Linearen
σ-Modells drei freie Parameter: µ0,λ0 und c. Daneben treten bei der Berechnung von Pion,
σ-Meson und Kondensat divergente Integrale auf, die durch Einführung einer schweren
Regulatormasse Λ regularisiert werden. Ziel ist es diese Parameter so zu wählen, daß die
Massen von π und σ und der Wert des Kondensates 〈σ〉 in guter Übereinstimmung mit
dem Experiment sind. Darüberhinaus sollen auch die Streuphasen von zwei Pionen, die
die Quantenzahlen des σ-Mesons tragen, gut mit dem Experiment übereinstimmen.
Für das Kondensat gilt im Vakuum:

〈σ〉 = fπ = 93MeV. (3.1)

Der Wert des Kondensates ist über die Gapgleichung (2.42) an den Parameter µ2
0 und den

Wert des Tadpole gekoppelt. Mit der Wahl der schweren Regulatormasse von 1.2 GeV
ist der Wert des Tadpoles eindeutig festgelegt und man erhält mit dem Kondensat aus
Gl.(3.1) einen Wert von µ2

0 ≈ −(1.5GeV)2.
Aus den Gapgleichungen sieht man, daß die Pionmasse direkt proportional dem Bre-
chungsparameter c und dem Wert des Kondensates ist. Die experimentelle Masse des
Pions liegt zwischen 139.6 MeV für die geladenen Pionen und 135 MeV für das neutrale
Pion [15]. Der Massenunterschied ist vor allem eine Folge von elektromagnetischen Ef-
fekten, die wir allerdings nicht berücksichtigen wollen. Wir benutzen den experimentellen
Wert von 139.6 MeV für alle 3 Pionen. Damit ergibt sich für den Brechungsparameter
nach Festlegung des Kondensates der Wert c = m2

πfπ.
Für die Kopplungskonstante λ0 schließlich läßt sich mit Gl.(2.42) eine Beziehung aus der
Masse des σ-Quasiteilchens, der π-Masse und dem Kondensat 〈σ〉 herstellen :

2λ2
0 =

ε2
σ(0) − ε2

π(0)

〈σ〉2 . (3.2)
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Der Parameter εσ wird auf den Wert 1 GeV festgesetzt. Diese Wahl des Parameters führt
zu einer effektiven Masse des σ-Mesons von etwa 550 MeV, was sehr gut mit dem in
anderen Modellen erzielten Wert für die σ-Masse übereinstimmt [15],[26], wodurch dann
auch der Parameter λ0 bestimmt ist.
Zur Berechnung der ππ-Streuphasen müssen wir zunächst die Tππ-Streumatrix konstru-
ieren. Diese tritt bereits in der Dyson-Gleichung (Gl.(2.42)) für das σ-Meson auf und ist
gegeben durch eine Lippmann-Schwinger Gleichung [21]:

Tππ(E, �p) = Vππ(E, �p) +
1

2

∫
d3q

(2π)3
Vππ(E, �p)G

0
ππ(E, �p, �q)Tππ(E, �p) . (3.3)

Die kinematischen Variablen E und �p sind Energie und Impuls des Pionpaares und
G0
ππ(E, �p) der Zweipionpropagator

G0
ππ(E, �p, �q) = i

∫
dq0
2π

Dπ(q)Dπ(p− q)

=
ωq + ωpq
2ωqωpq

1

E2 − (ωq + ωpq)2
.

(3.4)

Hierbei sind ωq =
√
m2
π + �q2 und ωpq =

√
m2
π + (�p− �q)2 die Energien der beiden streu-

enden Pionen.
Die Übergangsmatrix Vππ(E, �p) in führender Ordnung der 1/N-Entwicklung erhält man
aus den RPA-Gleichungen:

Vππ(E, �p) = 2λ2
0

s−m2
π

s−m2
σ

. (3.5)

Die Lösung der oben angegebenen Lippmann-Schwinger Gleichung hat folgende algebrai-
sche Form :

Tππ(E, �p) =
Vππ(E, �p)

1 − 1
2
Vππ(E, �p)Σππ(E, �p)

. (3.6)

Dabei wurde ausgenutzt, daß die Integration sich nur auf den Zweipionpropagator bezieht
und diese durch die in Gl.(2.37) eingeführte Selbstenergie Σππ gegeben ist.
Durch Einsetzen des Potentials und Anwendung von Gl.(3.2) kann man die Streumatrix
auch mittels der Propagatoren von π- und σ-Meson ausdrücken, und man erhält die in
Gl.(2.41) angegebene Form für die Streumatrix1. Die Propagatoren, die zur Bestimmung
der Tππ-Streumatrix benötigt werden, lassen sich dabei direkt aus den Gapgleichungen
für die Massen ablesen:

Dπ(E, �p) =
1

E2 − �p2 −m2
π

,

Dσ(E, �p) =
[
E2 − �p2 − ε2

σ −
2λ4

0〈σ〉2Σππ(E, �p)

1 − λ2
0Σππ(E, �p)

]−1

.

(3.7)

1Eine genaue Herleitung dieser Identität ist in Anhang A zu sehen.
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Im Vakuum kann aufgrund der Lorentzinvarianz der σ-Propagator im Schwerpunktsy-
stem, also bei �p = 0, ausgerechnet werden. In diesem Fall lässt sich die �q-Integration des
Schleifenintegrals Σππ ausführen, und man erhält

Σππ(E,�0) =
1

2π2

∫ ∞

0

dq
q2

ωq

1

E2 − 4ω2
q

, (3.8)

Das verbleibende Integral ist logarithmisch divergent und wird von uns mittels eines
Formfaktors regularisiert,

v(q) = g
( 1

1 + q2

Q2
d

)α
. (3.9)

Ein Formfaktor wurde von uns an dieser Stelle gewählt, um durch die Anpassung der
Parameter des Formfaktors eine gute Beschreibung an die Streuphasen zu erhalten. Rech-
nungen haben gezeigt, daß mit einer Regalisierung über einen Abschneideparameter die
Streuphasen nur ungenügend beschrieben werden können. Um aber eine gute Beschrei-
bung der ππ-Wechselwirkung im Medium zu erhalten, ist eine möglichst genaue Wiederga-
be der Streudaten im Vakuum wichtig. Die Bestimmung der im Formfaktor auftretenden
Parameter erfolgt dabei im folgenden Abschnitt 3.2. Damit sind sowohl die Streumatrix
als auch die Propagatoren bestimmt.
Im folgenden Abschnitt wollen wir nun die Streumatrix benutzen um die Streuphasen zu
berechnen und diese mit dem Experiment zu vergleichen.

3.2 Streuphasen

Aus der Streumatrix im skalaren isoskalaren Kanal erhält man die zugehörigen Streupha-
sen mittels folgender Gleichung :

2iT 00 =
1

|�q|
[
exp(2iδ00) − 1

]
(3.10)

Formt man diese Gleichung nach den Streuphasen um, ergibt sich:

δ00 = arctan
(ImT 00

ReT 00

)
. (3.11)

Aus Vergleich mit der Lippmann-Schwinger-Gleichung sieht man, daß die Streumatrix aus
Konsistenzgründen mit dem gleichen Formfaktor zu versehen ist, wie die Selbstenergie Σππ

in Gl.(3.9), um die Symmetrie zu erhalten. Anstatt diesen Formfaktor zu verwenden hatten
wir zunächst die Möglichkeit untersucht die Austauschgraphen - den t- und u-Kanal - bei
der Berechnung der Streumatrix zu berücksichtigen. Diese liefern einen repulsiven Beitrag
zur T -Matrix (siehe auch Gl.(2.44)) und man kann eine gute Beschreibung der Streudaten
unter Einbeziehung dieser und einer Pauli-Villars Regularisierung erhalten. Allerdings
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Abbildung 3.1: Die s-Wellen Phasenverschiebung im I=J=0 Kanal des Modells (durch-
gezogene Linie), sowie experimentelle Daten aus [27].

sind diese Beiträge nächsthöherer Ordnung in der 1/N-Entwicklung und würden somit
die Symmetrie zerstören.
Daher benutzen wir den Ansatz mit dem Formfaktor und erhalten für die Streumatrix:

Tππ(E, �p, q, q
′) =

v(q)Vππ(E, �p)v(q
′)

1 − 1
2
Vππ(E, �p)Σππ(E, �p)

. (3.12)

Hierbei sind q und q′ die Impulse der ein und auslaufenden Pionen im Schwerpunktsystem.
Eine gute Beschreibung der Phasenverschiebung erhält man für folgende Werte der Para-
meter des Formfaktors.

g = 0.9 ,

QD = 1.2 GeV ,

α = 3 .

(3.13)
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Der Vergleich mit den experimentellen Streudaten ist in Abb. 3.1 dargestellt. Für Ener-
gien bis zur fünffachen Pionmasse beschreibt die Streumatrix die experimentellen Daten
sehr gut. Für höhere Energien hingegen lassen sich deutliche Abweichungen feststellen.
Diese lassen sich zum Teil dadurch erklären, daß Kopplungen an den KK̄-Kanal nicht
berücksichtigt werden, die bei diesen Energien wichtig werden [28].

3.3 Der σ-Propagator

Mit den im vorherigen Abschnitt fixierten Parametern lassen sich nun der σ-Propagator
und die Tππ-Streumatrix berechnen. Der Propagator ist gegeben durch:

Dσ(E, �p) =
[
E2 − �p2 − ε2

σ −
2λ4

0〈σ〉2Σππ(E, �p)

1 − λ2
0Σππ(E, �p)

]−1

. (3.14)

Daraus ergibt sich für die Selbstenergie des σ-Mesons

Σσ(E, �p) =
2λ4

0〈σ〉2Σππ(E, �p)

1 − λ2
0Σππ(E, �p)

. (3.15)

Aufgrund der Lorentzinvarianz des Vakuums können wir alle Größen bei verschwinden-
dem Dreierimpuls berechnen, wodurch sich der numerische Aufwand deutlich reduziert.
Die Σππ-Schleife sowie die volle Selbstenergie des σ-Mesons sind in Abb. 3.2 gezeigt. Die
Imaginärteile der Selbstenergien erhalten erst für Energien oberhalb der Schwelle für die
Produktion von zwei Pionen einen Beitrag, da das σ-Meson unterhalb dieser Schwelle
im Vakuum nicht zerfallen kann. Der Imaginärteil von Σππ zeigt dann einen Anstieg bis
etwa 550 MeV, bis er dann für höhere Energien wieder langsam abfällt (oben rechts). Im
Imaginärteil der Selbstenergie Σσ ist dieses Maximum jedoch nicht vorhanden. Man beob-
achtet einen kontinuierlichen Anstieg des Imaginärteiles als Funktion der Energie (unten
rechts).
Der Realteil der Selbstenergie Σσ ist über den gesamten betrachteten Energiebereich ne-
gativ und bewirkt eine Änderung der

”
nackten“ Masse des σ-Mesons von 1 GeV hin zu

niedrigeren Energien (unten links).
Der Propagator des σ-Mesons schließlich ist zusammen mit der Tππ-Streumatrix in Abb.
3.3 gezeigt. Im oberen Teil sieht man Real- und Imaginärteil des Propagators. Der Ima-
ginärteil hat aufgrund der Selbstenergie Σππ erst Beiträge ab der Produktionsschwelle für
zwei Pionen. Zur Bestimmung der Masse und Breite des σ-Mesons vergleicht man den
Propagator mit der sogenannten Breit-Wigner-Form, die gegeben ist durch:

D−1
σ (E, �p) = p2 −m2

σ + iΓ(p)mσ (3.16)

Damit kann man die effektive Masse des σ-Mesons zu 530 MeV bestimmen. Die Breite in
dieser Parametrisierung beträgt etwa 500 MeV.
Alternativ kann man die sogenannte Halbwertsbreite bestimmen. Diese ist definiert als

25



-0.02

-0.0175

-0.015

-0.0125

-0.01

-0.0075

-0.005

-0.0025

0

0.0025

0 200 400 600 800 1000

Re Σππ

E(MeV)

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0 200 400 600 800 1000

-Im Σππ

E(MeV)

-9000

-8500

-8000

-7500

-7000

-6500

-6000

-5500

-5000

-4500

-4000

x 10 2

0 200 400 600 800 1000

Re Σσ(MeV2)

E(MeV)

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

x 10 2

0 200 400 600 800 1000

-Im Σσ(MeV2)

E(MeV)

Abbildung 3.2: Im oberen Teil sieht man Real- und Imaginärteil der Selbstenergie Σππ,
im unteren Teil des Bildes die Selbstenergie des σ-Mesons Σσ.

das Energieintervall, in dem die Spektralfunktion auf die Hälfte ihres maximalen Wer-
tes abgefallen ist. Benutzt man diese Definition erhält man als Wert für die Breite des
σ-Mesons 380 MeV. Die beiden Methoden ergeben recht unterschiedliche Werte, woran
man erkennen kann, daß die Bestimmung einer Breite für ein derart instabiles Teilchen
wie das σ-Meson schwierig durchzuführen ist.
Diese Werte sind jedoch in guter Übereinstimmung mit den Werten die andere Autoren
für Masse und Breite des σ-Mesons angeben [15],[26]. Die Tππ-Matrix ist in der unteren
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Hälfte der Abb. 3.3 gezeigt. Der Realteil der Streumatrix wechselt unterhalb der Produk-
tionsschwelle für zwei Pionen bei etwa 150 MeV sein Vorzeichen von attraktiv zu repulsiv.
Dies ist eine wichtige Eigenschaft um Kondensation zu verhindern und im Rahmen un-
seres Modells direkte Folge der zugrundeliegenden chiralen Symmetrie, die genau dieses
fordert, wie im vorherigen Abschnitt gezeigt wurde. An der Schwelle erhalten wir für die
T-Matrix Tππ ≈ 9.3mπ/fπ in guter Übereinstimmung mit dem reinen s-Kanal Anteil der
Streuamplitude von Weinberg Gl.(2.44). Die repulsiven Beiträge aus dem t- und u- Kanal
werden im Rahmen unserer Näherung nicht berücksichtigt, da sie Terme nächsthöherer
Ordnung in der 1/N-Entwicklung sind. Weiterführende Rechnungen haben gezeigt, daß
unter Einbeziehung dieser sich der Wert der T-Matrix dem von Weinberg geforderten
Wert weiter annähern würde.
Der Imaginärteil erhält durch den σ-Propagator erst Beiträge oberhalb der Schwelle. Im
Vakuum ist das Pion im Rahmen unseres Modells rein reell und liefert daher keinen Bei-
trag zum Imaginärteil.
Mit den Werten für Real- und Imaginärteil der Streumatrix an der Schwelle kann man
die Streulänge bestimmen. Diese ist gegeben als

a0
0 = − T 00

ππ

32πmπ

≈ 0.20m−1
π . (3.17)

Dies ist in sehr guter Übereinstimmung mit dem experimentellen Wert von a0
0 ≈ 0.216 ±

0.017m−1
π [29]. Diese gute Übereinstimmung wird durch den Formfaktor erzielt, den wir

zur besseren Beschreibung der Streudaten eingeführt haben. Dieser Wert ist konsistent
mit theoretischen Rechnungen im Rahmen der chiralen Störungstheorie, die in der Ein-
Schleifen-Näherung einen Wert von a0

0 ≈ 0.201 ± 0.01m−1
π [30] voraussagen und in Zwei-

Schleifen-Näherung a0
0 ≈ 0.217m−1

π [31].
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Abbildung 3.3: Real- und Imaginärteil des σ-Propagators und der Tππ-Streumatrix. Auf-
grund der starken Kopplung des σ-Mesons an zwei Pionen ist das σ-Meson im Vakuum
ein sehr breites Teilchen mit einer Masse von etwa 550 MeV (obere Bildhälfte).
Die Streumatrix erfüllt die Voraussagen der chiralen Symmetrie. An der Schwelle ist diese
attraktiv in Übereinstimmung mit Rechnungen im Rahmen der chiralen Störungstheorie.
Für E→0 sieht man, daß der Realteil von Tππ größer null ist, also repulsiv wirkt.
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Kapitel 4

Effekte bei endlicher Temperatur

4.1 Thermodynamische Grundlagen

In diesem Abschnitt möchten wir das in den vorherigen Kapiteln beschriebene Modell auf
endliche Temperatur erweitern. Dabei geht es uns vor allem um die chirale Symmetrie
und ihre Wiederherstellung. Für eine Temperatur 170 MeV wird im Rahmen der Gitter-
QCD [32], sowie anderer effektiver Modelle [33] [34], ein Phasenübergang von der spontan
gebrochenen Phase in die chiral symmetrische Phase vorhergesagt. Diesen Phasenüber-
gang und seine Auswirkungen auf das σ-Meson möchten wir im folgenden untersuchen.
In relativistischen Feldtheorien ist die Teilchenzahl nicht erhalten, und daher bietet es sich
bei einer thermodynamischen Beschreibung an, statt des kanonischen das großkanonische
Ensemble zu wählen.
Das thermodynamische Potential des großkanonischen Ensembles ist gegeben durch

Ω = 〈H〉 − TS − µ〈N〉 . (4.1)

Hierbei ist N der Teilchenzahloperator, µ das chemische Potential, S die Entropie und T
die Temperatur des Ensembles. Da wir uns auf die Betrachtung von bosonischen Freiheits-
graden beschränken, für die die Teilchenanzahl keine Erhaltungsgröße ist, verschwindet
das chemische Potential µ und damit der Term proportional zum Teilchenzahloperator.
Die zugehörige Zustandssumme Z, aus der sich dann alle thermodynamischen Größen
berechnen lassen, ist dann gegeben durch

Z = Tr(e−βH) β =
1

kBT
. (4.2)

Zur Bestimmung von Erwartungswerten benötigt man den Dichteoperator

ρ = Z−1e−βH . (4.3)

Mittels diesem lassen sich dann die Erwartungswerte berechnen als

〈O〉 = Tr[ρO] . (4.4)
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Für den einfachen Fall, daß der Hamiltonoperator diagonal in bilinearen Ausdrücken der
Feldoperatoren ist, kann der Dichteoperator geschrieben werden als

ρ =
∏
i

[fini + (1 − fi)(1 − ni)] . (4.5)

Dabei sind ni die Teilchenzahloperatoren für die verschiedenen Teilchensorten und fi die
bosonischen Verteilungsfunktionen

fi =
1

eβεi − 1
. (4.6)

Eine wichtige Verallgemeinerung zum Fall T = 0 besteht darin, daß Erwartungswer-
te von Operatoren nicht mehr bezüglich des Grundzustandes bestimmt werden, son-
dern Ensemble-Mittelwerte der Operatoren mittels Gl.(4.4). Anstelle der Minimierung
der Grundzustandsenergie tritt nun die Minimierung des thermodynamischen Potentials
Ω.

4.2 HFB-Formalismus bei endlicher Temperatur

Analog zum Fall T = 0 werden Quasiteilchen mittels einer speziellen Bogoliubovtrans-
formation eingeführt. Die dabei auftretenden Bogoliubovfaktoren erhalten eine Tem-
peraturabhängigkeit, erfüllen aber weiterhin die üblichen Kommutatorrealation (siehe
Gl.(2.15)) [21].
Schreibt man den Hamiltonoperator in der neu eingeführten Quasiteilchenbasis, erhält
man formal die gleiche Form wie in Gl.(2.18).
Im Fall T = 0 wurde durch Anwendung des Wick-Theorems der Hamiltonoperator in
Normalordnung überführt und sein Erwartungswert bezüglich des Quasiteilchenvakuums
bestimmt. Aus der Minimierung des Erwartungswertes konnten dann Forderungen an die
Bogoliubov-Faktoren gestellt werden, die eine Bestimmung der Faktoren erlaubten.
Dies ist im Fall endlicher Temperatur nicht mehr möglich, da die Quasiteilchenanregungen
ein statistisches Ensemble bilden und der Erwartungswert mit dem Quasiteilchengrund-
zustand in Normalordnung nicht mehr verschwindet. Nach dem Theorem von Bloch und
de Dominicis [35] kann man allerdings weiterhin das Wick-Theorem auf die Ensemble-
Mittelwerte der Operatoren anwenden, so daß man für den großkanonischen Erwartungs-
wert des Hamiltonoperators die gleiche Form wie im Vakuum erhält:

H = H0(v, y, 〈σ〉) + η[β0 + β†
0] +

∑
q

επ(q)�α
†
q�αq +

∑
q

εσ(q)β
†
qβq

+
∑
q

cπ(q)[�α
†
q�α

†
−q + �αq�α−q] +

∑
q

cσ(q)[β
†
qβ

†
−q + βqβ−q]

+

∫
d3x :

[λ2
0

N
〈σ〉(π2(x) + σ2(x))σ(x) +

λ2
0

4N
(π2(x) + σ2(x))2

]
: .

(4.7)
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Aus der Minimierung des thermodynamischen Potentials Ω bezüglich der Faktoren uq, xq
und 〈σ〉, ergeben sich folgende Gleichungen:

η =
x0 + y0√

µ

[
λ2

0〈σ〉Iπ +
3

N
λ2

0〈σ〉Iσ +
1

N
λ2

0〈σ〉3 + µ2
0〈σ〉 − c

√
N
]

= 0,

cπ(q) = ωquqvq +
λ2

0

2

(uq + vq)
2

2ωq

[N + 2

N
Iπ + Iσ + 〈σ〉2

]
= 0,

cσ(q) = ωqxqyq +
λ2

0

2

(xq + yq)
2

2ωq

[
Iπ +

3

N
Iσ + 〈σ〉2

]
= 0 .

(4.8)

Dabei sind Iπ und Iσ nun temperaturabhängige Tadpole-Integrale.
Zur Berechnung dieser Integrale benutzen wir den Matsubara-Formalismus (die Methode
der imaginären Zeit) [36],[37].

4.2.1 Der Matsubara-Formalismus

Bei endlicher Temperatur ist zu berücksichtigen, daß aufgrund der Definition des zeitge-
ordneten Produktes und der Kubo-Martin-Schwinger Beziehung (Anti-)Periodizitätsbe-
dingungen für (fermionische) bosonische Größen gelten. Dies bedeutet, daß die auftreten-
den Zeitintervalle beschränkt sind und nach Ausführung einer Fouriertransformation in
den Impulsraum diskrete Energien auftreten - die sogenannten Matsubarafrequenzen.

ωn =

{
2nπ
β

Bosonen
(2n+1)π

β
Fermionen

(4.9)

Die Integration über die Energiekomponente des Impulses wird daher ersetzt durch eine
Summation über die Matsubarafrequenzen∫

d4k

(2π)4
→ 1

β

∑
n

∫
d3k

(2π)3
. (4.10)

Dabei wird zusätzlich eine Wickrotation durchgeführt, wobei folgende Substitution vor-
genommen wird

k0 → iωn . (4.11)

Angewandt auf die Tadpole-Integrale erhält man

Iπ/σ =

∫ ∑
n

d3k

(2π)3

−1

β

1

(iωn)2 − �k2 −m2
π/σ

. (4.12)

Es gibt mehrere Arten diese Matsubara-Summe auszurechnen. In unserem speziellen Fall
kann diese direkt ausgeführt werden. Alternativ kann die Summe mittels des Residuen-
satzes in ein Wegintegral umgewandelt werden und dieses dann berechnet werden.
Nach Ausführung der Summe erhält man

Iπ =

∫
d3q

(2π)3

1 + 2fπ(q)

2επ(q)
, Iσ =

∫
d3q

(2π)3

1 + 2fσ(q)

2εσ(q)
. (4.13)
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Hierbei sind fσ(q) und fπ(q) die bereits eingeführten bosonischen Besetzungszahlen.
Man erkennt leicht, daß die Tadpole Integrale im Limes T → 0 den Vakuumanteil repro-
duzieren. Bei endlicher Temperatur hingegen muß man darauf achten, daß die Teilchen-
energien die temperaturabhängigen Massen enthalten

εTπ/σ(q) =
√
m2
π/σ(T ) + �p2 . (4.14)

und daher eine Separation des Vakuumanteils nicht so einfach erfolgen kann. Die Tadpole
werden wie im Vakuum mittels der Pauli-Villars Methode regularisiert und man erhält
bei endlicher Temperatur (siehe Anhang B):

ITπ =
1

16π2

[
(m2

π(T ) + 2Λ2) ln
m2
π(T ) + 2Λ2

m2
π(T )

− 2(m2
π(T ) + Λ2) ln

m2
π(T ) + Λ2

m2
π(T )

]
(4.15)

+

∫
d3p

(2π)3

2fπ(�p)

ωp
. (4.16)

Die Bestimmung der Quasiteilchenenergien erfolgt ebenso wie im Fall T = 0. Aus den
Bedingungen, die man aus der Minimierung des Thermodynamischen Potentials erhält,
ergeben sich wiederum 3 BCS-Gleichungen:

ε2
π(0) =

c
√
N

〈σ〉 +
2

N
λ2

0(Iπ − Iσ),

ε2
σ(0) =

c
√
N

〈σ〉 +
2

N
λ2

0〈σ〉2 .

c
√
N

〈σ〉 =
[
µ2

0 + λ2
0(Iπ +

3

N
Iσ +

1

N
〈σ〉2)

]
.

(4.17)

Auch bei endlicher Temperatur verletzt die HFB-Methode die Symmetrie, und das
Quasipion erhält auch im chiralen Limes eine Masse. Diese Symmetrieverletzung wird
durch die Erweiterung auf die RPA wieder beseitigt.

4.3 RPA bei endlicher Temperatur

Das Vorgehen ist zunächst analog zum Fall T = 0. Es wird der Anregungsoperator für
die Ein- und Zweiteilchenzustände eingeführt, der von derselben Form ist wie der Sym-
metrieoperator

Q†
ν = X1

να
a†
0 − Y 1

ν α
a
0 (4.18)

+
∑
q

[
X2
ν (q)β

†
qα

a†
−q − Y 2

ν (q)β−qαaq + X3
ν (q)βqα

a†
q − Y 3

ν (q)β†
−qα

a
−q
]
.
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Aufgrund der Diagonalität des Hamiltonoperators tragen im Vakuum die Terme propor-
tional βqα

a†
q und β†

−qα
a
−q nicht zum Vakuumerwartungswert bei. Bei endlicher Temperatur

hingegen werden großkanonische Erwartungswerte bestimmt, so daß diese Anregungsope-
ratoren einen Beitrag liefern.
Anwendung der RPA Bewegungsgleichungen liefert sechs RPA-Gleichungen:

〈[αa0, [H,Q†
ν ]]〉 = Ων〈[αa0, Q†

ν ]〉 , (4.19)

〈[αa†0 , [H,Q
†
ν ]]〉 = Ων〈[αa†0 , Q

†
ν ]〉 , (4.20)

〈[αa−qβq, [H,Q†
ν ]]〉 = Ων〈[αa−qβq, Q†

ν ]〉 , (4.21)

〈[αa†q β†
−q, [H,Q

†
ν ]]〉 = Ων〈[αa†q β†

−q, Q
†
ν ]〉 , (4.22)

〈[αaqβ†
q , [H,Q

†
ν ]]〉 = Ων〈[αaqβ†

q , Q
†
ν ]〉 , (4.23)

〈[αa†−qβ−q, [H,Q†
ν ]]〉 = Ων〈[αa†−qβ−q, Q†

ν ]〉 . (4.24)

Unter Benutzung der Vertauschungsrelationen und der expliziten Form für den Hamilton-
und den RPA-Operator lassen sich die Bewegungsgleichungen als Eigenwertproblem
schreiben und lösen [13]. Für die Massen von Pion und σ-Meson ergibt sich unter Ausnut-
zung der BCS Gap-Gleichung in Gl.(4.17) in führender Ordnung der 1/N Entwicklung:

m2
π =

c

s
+

2λ2
0

N

[ε2
π − ε2

σ][Σπσ(0) − Σπσ(m
2
π)]

1 − 2λ2
0

N
Σπσ(m2

π)
(4.25)

m2
σ = ε2

σ + 2λ4
0〈σ〉2

Σππ(m
2
σ) + 9

N
Σσσ(m

2
σ) − 6λ2

0
N+3
N2 Σππ(m

2
σ)Σσσ(m

2
σ)

[1 − N+2
N

λ2
0Σππ(m2

σ)][1 − 3
N
λ2

0Σσσ(m2
σ)] − 1

N
λ4

0Σππ(m2
σ)Σσσ(m2

σ)
.

(4.26)

Die auftretenden Schleifen sind definiert wie in Gl.(2.37). Die Integration über die q0
Komponente weicht, wie im vorangehenden Abschnitt besprochen, einer Summation über
die Matsubarafrequenzen, und man erhält:

Σπσ(Ω
2
ν , �p) =

∫
d3q

(2π)3

[επ(�q) + εσ(�p− �q)

2επ(�q)εσ(�p− �q)

1 + fπ(�q) + fσ(�p− �q)

Ω2
ν − (επ(�q) + εσ(�p− �q))2

+
επ(�q) − εσ(�p− �q)

2επ(�q)εσ(�p− �q)

fσ(�p− �q) − fπ(�q)

Ω2
ν − (επ(�q) − εσ(�p− �q))2

]
(4.27)

Σππ(Ω
2
ν , �p) =

∫
d3q

(2π)3

[επ(�q) + επ(�p− �q)

2επ(�q)επ(�p− �q)

1 + fπ(�q) + fπ(�p− �q)

Ω2
ν − (επ(�q) + επ(�p− �q))2

+
επ(�q) − επ(�p− �q)

2επ(�q)επ(�p− �q)

fπ(�q) − fπ(�p− �q)

Ω2
ν − (επ(�q) − επ(�p− �q))2

]
(4.28)

Σσσ(Ω
2
ν , �p) =

∫
d3q

(2π)3

[εσ(�q) + εσ(�p− �q)

2εσ(�q)εσ(�p− �q)

1 + fσ(�q) + fσ(�p− �q)

Ω2
ν − (εσ(�q) + εσ(�p− �q))2

+
εσ(�q) − εσ(�p− �q)

2εσ(�q)εσ(�p− �q)

fσ(�q) − fσ(�p− �q)

Ω2
ν − (εσ(�q) − εσ(�p− �q))2

]
. (4.29)
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Bildet man wieder den Grenzfall N → ∞, erhält man folgende Gapgleichungen für das
Kondensat, Pion und σ-Meson:

c

〈σ〉 = µ2
0 + λ2

0[Iπ + 〈σ〉2]

m2
π =

c

〈σ〉 = µ2
0 + λ2

0[Iπ + 〈σ〉2]

m2
σ =

c

〈σ〉 + 2λ2
0〈σ〉2 + 2λ4

0〈σ〉2
Σππ(m

2
σ)

1 − λ2
0Σππ(m2

σ)
.

(4.30)

Formal sind die Gleichungen von gleicher Form wie im Fall T = 0. Insbesondere erhält
man im Limes T → 0 die Vakuumlösung.
Die Pionen sind im chiralen Limes wieder die Goldstone Bosonen der Theorie, da für
c = 0 die Masse der Pionen verschwindet.
Allerdings haben die Massen und das Kondensat durch das Auftreten der Besetzungs-
zahlen im Tadpole und der Zweipionselbstenergie eine Temperaturabhängigkeit erhalten.

4.4 Massenverlauf bei endlicher Temperatur

Nachdem im vorigen Abschnitt die BCS-Gleichungen bei endlicher Temperatur für die π-
und σ-Mesonen hergeleitet wurden, wollen wir diese nun lösen. Unser besonderes Interesse
gilt dabei der Wiederherstellung der chiralen Symmetrie bei endlicher Temperatur.
Das Kondensat erhält man im Rahmen unseres Modells als Lösung eines gekoppelten
Systems nichtlinearer Gleichungen. Insbesondere kann dabei der Fall eintreten, daß bei
einer kritischen Temperatur Tc der Wert des Kondensates verschwindet. Ein verschwin-
dender Vakuumerwartungswert 〈σ〉 würde nach Gl.(4.30) eine Entartung der Masse von
Pion und σ-Meson bedeuten und die im Vakuum spontan gebrochene chirale Symmetrie
wäre wiederhergestellt. Dies würde den Phasenübergang von der Nambu-Goldstone- in
die Wigner-Weyl-Phase des Modells kennzeichnen.
Löst man dieses gekoppelte Gleichungssystem für die Massen, erhält man den in der lin-
ken Hälfte von Abb. (4.1) gezeigten Verlauf: Die Masse des Pions ist über einen großen
Temperaturbereich bis etwa 200 MeV nahezu konstant. Dies ist direkte Folge der zugrun-
deliegenden chiralen Symmetrie. Die Pionen als

”
Quasi-Goldstonebosonen“ sind durch

das Goldstone Theorem vor zu starken Änderungen in der Masse geschützt. Für noch
höhere Temperaturen sieht man dann einen deutlichen Anstieg der Pionmasse.
Neben dem Pion ist auch der Verlauf der σ-Masse und der Quasiteilchenmasse εσ gezeigt.
Letztere fällt mit zunehmender Temperatur ab und erreicht bei einer Temperatur von
etwa 300 MeV ein Minimum. Ab dieser Temperatur sieht man dann wieder einen Anstieg
der parallel zu dem des Pions erfolgt. Dieser Verlauf ist durch die in Gl.(3.2) gegebene
Identität bestimmt. Für geringe Temperaturen folgt εσ dem Verlauf des abnehmenden
Kondensates, da die Pionmasse nahezu konstant ist, während mit ansteigender Tempera-
tur der Wert des Kondensates auf einen Bruchteil seines Vakuumwertes absinkt, und die
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Abbildung 4.1: Die Massen von Pion und σ-Meson als Funktion der Temperatur. Auf der
rechten Seite ist der Verlauf des Kondensates zu sehen.

Pionmasse anwächst. Bei sehr hoher Temperatur schließlich verschwindet das Kondensat
nahezu, und εσ entartet mit der Pionmasse. Die Temperaturabhängigkeit des Kondensates
〈σ〉 ist im rechten Teil der Abb. 4.1 zu sehen und zeigt das Schmelzen des Kondensates.
Die Masse des σ-Mesons fällt zunächst ab und folgt dem Verlauf des Kondensates. Bei
einer Temperatur von etwa 200 MeV sieht man dann eine Änderung dieses Verhaltens.
Die Masse des σ-Meson ist nahezu konstant ab dieser Temperatur. Dies ist darauf zurück-
zuführen, daß die Masse bei dieser Temperatur unter die Schwelle für die Produktion
von zwei Pionen fällt. Das σ-Meson in Ruhe kann nicht mehr in zwei Pionen zerfallen
und der Imaginärteil der Selbstenergie verschwindet. Für höhere Temperaturen sieht man
dann die Massen von π und σ-Meson sich mehr und mehr annähern als Folge des nahezu
verschwindenden Kondensates, wie bereits oben besprochen. Eine vollständige Wiederher-
stellung der chiralen Symmetrie findet allerdings nicht statt, da das Kondensat aufgrund
der expliziten Brechung der Symmetrie auch bei Temperaturen von 500 MeV einen klei-
nen, aber von null verschiedenen, Wert besitzt.
Betrachten wir nun den Verlauf der Massen im chiralen Limes: Das Pion ist bei T = 0
masselos, wie es vom Goldstone Theorem gefordert wird. Das σ erhält durch den nicht-
verschwindenden Vakuumerwartungswert eine endliche Masse aufgrund der spontanen
Symmetriebrechung, wie in Kapitel 1 besprochen. Das Kondensat und die Massen von π
und σ sind in Abb. 4.2 zu sehen. Das Kondensat zeigt einen stetigen Abfall mit steigender
Temperatur und verschwindet bei einer kritischen Temperatur Tc von etwa 170 MeV. Bei
dieser Temperatur findet ein Phasenübergang zweiter Ordnung von der spontan gebro-
chenen Nambu-Goldstone-Phase in die Wigner-Weyl-Phase statt, in Übereinstimmung
mit anderen Untersuchungen des linearen σ-Modells [38]. Ab dieser Temperatur bleibt
das Kondensat null. Die Massen von Pion und σ-Meson sind dann identisch und die
RPA-Fluktuationen bringen keinen Beitrag mehr zur Masse des σ-Mesons, da diese nach
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Abbildung 4.2: Die Massen von Pion und σ-Meson als Funktion der Temperatur im chi-
ralen Limes, sowie der Verlauf des Kondensates. εσ ist dabei die Masse des nackten σ
und mσ die physikalische σ-Masse. Der Übergang von der Nambu-Goldstone-Phase in die
Wigner-Weyl-Phase findet bei ca. 170 MeV statt.

Gl.(4.30) proportional zum Wert des Kondensates waren. Die Masse des σ ist dann also
gleich seiner

”
nackten“ Masse.

Das Pion ist aufgrund des Goldstone Theorems bis zur kritischen Temperatur von 170
MeV masselos. Ab der kritischen Temperatur befindet man sich nicht mehr in der spontan
gebrochenen Phase und die Masse des Pions ist nicht mehr durch das Goldstone Theorem
fixiert. Das Pion kann ab der kritischen Temperatur von null verschiedene Massen anneh-
men und man sieht für Temperaturen jenseits der kritischen Temperatur einen linearen
Anstieg. Die Masse des σ-Mesons entartet mit der Pionmasse oberhalb von Tc und folgt
dem linearen Anstieg der Masse mit steigender Temperatur. Für Temperaturen unterhalb
Tc kann man den Massenverlauf des σ-Mesons in zwei Bereiche unterteilen. Zunächst fällt
die Masse quadratisch mit der Temperatur ab, dem Verhalten des Kondensates folgend.
Bei T = 80 MeV ist diese dann aber bereits fast auf null gefallen. Ab dieser Temperatur
zeigt die σ-Masse dann einen schwach abfallenden Verlauf. Der Grund für dieses Verhalten
liegt in den RPA-Fluktuationen. Im chiralen Limes kann man nach Gl.(3.2) und Gl.(2.43)
für die Masse des σ-Mesons folgende Identität ableiten:

m2
σ(T ) =

ε2
σ(T )

1 − λ2
0Σππ(m2

σ)
(4.31)

Bei T = 0 ist die Selbstenergie λ2
0Σππ(m

2
σ) ausgewertet an der physikalischen σ Masse

noch vergleichbar mit der Eins im Nenner und bewirkt lediglich eine Reduzierung der
nackten Masse auf 400 MeV. Mit steigender Temperatur jedoch fällt die Masse des σ-
Mesons und der Wert der Fluktuation wird daher bei stetig kleiner werdenden Energien
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Abbildung 4.3: Temperaturverlauf von Real- und Imaginärteil der
”
Selbstenergie“ Σππ an

der physikalischen σ-Masse. Deutlich erkennt man den starken Anstieg im Imaginärteil
bei T=80 MeV. Ebenso sieht man bei der kritischen Temperatur Real- und Imaginärteil
divergieren. Jenseits von Tc schließlich sind die Massen von π und σ entartet, aber von
null verschieden. Deswegen ist ein Zerfall des σ in zwei Pionen nicht mehr möglich, so
daß der Imaginärteil verschwindet.

ausgewertet, wobei die Fluktuationen dabei immer größer werden. Das treibt die Masse
immer schneller auf die Pionmasse zu. Bei 80 MeV sind die Fluktuationen dann bereits so
groß, daß die Masse des σ nahezu mit der Pionmasse entartet. Mit steigender Temperatur
werden die Fluktuation dann immer größer bis sie schließlich bei Tc divergieren. Dieses
Verhalten kann man sehr gut in Abb. 4.3 erkennen, in der die Selbstenergie ausgewertet
an der σ-Masse dargestellt ist.
Die Fluktuationen verstärken den Effekt durch den fallenden Wert des Kondensates und
würden die kritische Temperatur zu einem niedrigeren Wert hin verschieben. Das Konden-
sat jedoch hängt in führender Ordnung der 1/N -Entwicklung nicht von den Fluktuationen
ab, und deswegen bleibt der Effekt auf die Masse des σ-Mesons beschränkt. Die nahezu
vollständige Entartung der Massen von Pion und σ-Meson findet daher schon bei einer
deutlich niedrigeren Temperatur statt als die Restaurierung der Symmetrie, die durch
das Verschwinden des Vakuumerwartungswertes gekennzeichnet ist. Rechnungen haben
gezeigt, daß dieser Effekt nicht auf die von uns verwendete Renormierungsmethode be-
schränkt ist. Bei Benutzung eines Abschneideparameters etwa tritt das gleiche Verhalten
bei einer etwas höheren Temperatur von 100 MeV auf.
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Abbildung 4.4: Das Kondensat als Funktion der reduzierten Temperatur (T − Tc)/Tc in
doppellogarithmischer Darstellung. Deutlich kann man die Proportionalität zu der Gera-
den mit der Steigung β erkennen.

4.4.1 Der kritische Exponent β

Im chiralen Limes erkennt man einen Phasenübergang zweiter Ordnung bei einer kriti-
schen Temperatur von etwa 165 MeV. In der Nähe dieses Phasenübergangs zeigt sich ein
universelles Verhalten, welches mit sogenannten kritischen Exponenten beschrieben wer-
den kann. Diese beschreiben das Skalenverhalten des Modells und sind nur abhängig von
der Dimension und der zugrunde liegenden Symmetrie [39].
Der kritische Exponent β beschreibt dabei die Änderung des Ordnungsparameters in der
Nähe der kritischen Temperatur. Mithilfe des kritischen Exponenten β kann der Wert des
Kondensates 〈σ〉 folgendermaßen parametrisiert werden [40]:

〈σ〉(T ) ∼ 〈σ〉(0)((T − Tc)/Tc)
β . (4.32)

In Abb. 4.4 sieht man einen Fit des Parameters an den Verlauf des Kondensates und man
findet für den kritischen Exponenten den Wert β = 0.494. Dieser Wert ist in sehr guter
Übereinstimmung mit dem aus

”
Mean-Field“ Rechnungen bekannten Wert von 0.5 [39].

Rechnungen im Rahmen der Renormierungsgruppe [41] oder Gitterrechnungen [42] zeigen
einen etwas niedrigeren Wert für β ≈ 0.4. Der Unterschied liegt dabei in der Berücksich-
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tigung von Fluktuationen. Im Rahmen unserer Näherung wird das Kondensat durch die

”
Mean-Field“-Näherung beschrieben, da die Fluktuationen erst in nächster Ordnung der

1/N-Entwicklung eingehen. In unserem Modell erhält lediglich das σ-Meson Beiträge aus
Fluktuationen durch die RPA, was den ermittelten Wert von β erklärt. Die Abweichungen
in Abb. 4.4 für Temperaturen nahe der kritischen Temperatur rühren von der Unsicher-
heit bei der Bestimmung der kritischen Temperatur. In der Tat sieht man bei leichten
Modifikationen des Wertes für die kritische Temperatur eine Anpassung der Daten an die
durch den kritischen Evorgegebene vorgebene Gerade.
Von diesen Abweichungen abgesehen folgt das Kondensat über 6 Größenordnungen in
der reduzierten Temperatur der durch β vorgegebenen Gerade, bevor es dann für Tem-
peraturen weit weg vom Phasenübergang zu deutlichen Abweichungen kommt. Für diese
Temperaturen sollte der Wert des Kondensates der im Rahmen der chiralen Störungs-
theorie χpT berechneten Entwicklung folgen [43]:

σ/σ0 = 1 − T 2

8f 2
π

− T 4

384f 4
π

− T 6

288f 6
π

ln
λq
T

λq = 470 ± 110 MeV (4.33)

In Abb. 4.5 sieht man diesen Vergleich des Kondensates mit chiraler Störungstheorie
und dem Skalenverhalten in der Nähe des Phasenübergangs. Für niedrige Temperaturen
folgt das Kondensat der Vorhersage der χpT, bis bei einer Temperatur von etwa 30 MeV
die beiden Kurven voneinander abzuweichen beginnen. Nähert sich die Temperatur der
kritischen Temperatur stimmt der Verlauf des Kondensates mit der durch den kritischen
Exponenten vorgegebenen Skalenrelation in Gl.(4.32) überein.

4.5 σ-Propagator bei endlicher Temperatur

Nachdem im vorigen Kapitel die Masse des σ-Mesons bereits untersucht wurde, wollen
wir in diesem Kapitel den vollen Propagator und die Tππ-Streumatrix betrachten.
Der Propagator lässt sich nach Gl.(4.30) schreiben als

DT
σ (E, �p) =

[
E2 − �p2 − ε2

σ(T ) − 2λ4
0〈σ〉2TΣT

ππ(E, �p)

1 − λ2
0Σ

T
ππ(E, �p)

]−1

. (4.34)

Die in Gl.(4.28) angegebene Selbstenergie vereinfacht sich im Spezialfall �p = �0 folgender-
maßen:

Σππ(E) =

∫
d3q

(2π)3

v(q)2

2επ(�q)

1 + 2fπ(�q)

E2 − 4επ(�q)2
. (4.35)

Die Regularisierung dieses divergenten Integrals erfolgt durch den bereits in Gl. (3.9) ein-
geführten Formfaktor.
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Abbildung 4.5: Das Kondensat als Funktion der Temperatur in drei Modellen. Die durch-
gezogene Kurve ist dabei das Resultat unserer Rechnung. Die gestrichelte Kurve ist die
Vorhersage der chiralen Störungstheorie zur Ordnung O(T 8). Die gepunktete Kurve zeigt
das

”
Widom scaling“: In der Nähe des Phasenübergangs skaliert der Ordnungsparameter

mit dem kritischen Exponenten β. [39]

Die Selbstenergie Σππ und die volle Selbstenergie des σ-Mesons sind in Abb. 4.6 zu sehen.
In der oberen Hälfte sieht man den Real- und Imaginärteil des Zwei-Pion-Schleifenintegrals
für Temperaturen T = 0 MeV und T = 150 MeV.
Im Imaginärteil der Selbstenergie kann man mehrere Effekte ausmachen. Zum einen ist
die Stärke der Selbstenergie in Schwellennähe bei endlicher Temperatur deutlich erhöht
gegenüber dem Vakuum. Bei einer Temperatur von T = 150 MeV sieht man einen An-
stieg des Imaginärteils auf ungefähr das Doppelte. Neben dem deutlichen Anstieg an der
Schwelle erkennt man eine Verschiebung der Schwelle um knapp 10%. Diese Verschiebung
rührt daher, daß bei einer Temperatur von T = 150 MeV die Masse des Pions bereits auf
150 MeV angestiegen ist, und damit auch die Schwelle bei 300 MeV liegt und nicht mehr
beim Vakuumwert von 2m0

π.
Im Realteil sieht man mit steigender Temperatur eine leichte Verschiebung des Minimums
zu höheren Energien, als Folge des gestiegenen Wertes der Pionmasse. Zudem ist das Mi-
nimum bei steigender Temperatur deutlicher ausgeprägt. Der Wert des Minimums etwa
fällt bei einer Temperatur von 150 MeV um knapp 50 Prozent. Diese Trends setzen sich
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mit steigender Temperatur fort.
Die volle Selbstenergie des σ-Propagators sieht man in der unteren Hälfte von Abb. 4.6.
Der Realteil der Selbstenergie ist über den gesamten Energiebereich negativ und bewirkt
nach Gl.(3.16) eine Verschiebung der Masse des σ-Mesons zu niedrigeren Energien hin.
Mit steigender Temperatur fällt der Realteil der Selbstenergie als Folge des fallenden
Kondensates bis er dann bei sehr hohen Temperaturen von 500 MeV nahezu verschwin-
det. Das bedeutet, daß der Effekt der Massenrenormierung aufgrund der Selbstenergie
mit steigender Temperatur immer mehr verschwindet und die

”
effektive“ Masse sich der

nackten anpaßt. Da diese aber nach Abb. 4.1 mit steigender Temperatur zunächst stärker
abfällt als die Selbstenergie an Stärke verliert, sieht man für die Masse des σ-Mesons den
bereits im vorherigen Abschnitt diskutierten Verlauf.
Im Imaginärteil zeigt sich mit steigender Temperatur zum einen die Verschiebung der
Schwelle für die Produktion von zwei Pionen zu höheren Energien, resultierend aus der
gegenüber dem Vakuum leicht erhöhten Pionmasse, und zum anderen eine deutliche Un-
terdrückung mit steigender Temperatur.
Nach Gl.(4.34) ist die Selbstenergie proportional dem Wert des Kondensates. Dessen Ab-
fall bewirkt in der Selbstenergie eine deutlich sichtbare Unterdrückung. Bei einer Tempe-
ratur von T = 150 MeV ist das Kondensat nach Abb. 4.1 um etwa 10 Prozent gefallen,
was in sehr guter Übereinstimmung mit dem Abfall von nahezu 20 Prozent in der Selbst-
energie ist, die quadratisch vom Kondensat abhängt.
Mit der Selbstenergie lässt sich nun nach Gl.(4.34) der volle Propagator des σ-Mesons be-
rechnen. In Abb. 4.7 ist der Real- und Imaginärteil des Propagators zu sehen. Betrachtet
man zunächst den Imaginärteil, fallen mit steigender Temperatur zwei Effekte auf: Zum
einen sieht man, daß der Imaginärteil erst Beiträge ab der Produktionsschwelle für zwei
Pionen hat, die mit steigender Temperatur leicht ansteigt. Zum anderen sieht man deutli-
che Unterschiede in der Verteilung. Die Halbwertsbreite nimmt mit steigender Temperatur
deutlich ab und das Maximum ist zu niedrigeren Energien hin verschoben. Bei einer Tem-
peratur von T = 50 MeV liegt das Maximum bei einer Energie von 450 MeV, und der
Imaginärteil hat eine Halbwertsbreite von knapp 400 MeV wie im Vakuum. Das Maxi-
mum wandert dann mit steigender Temperaturen zu niedrigeren Energien und liegt bei
einer Temperatur von 150 MeV bei nur noch 320 MeV bei gleichzeitiger Reduzierung der
Halbwertsbreite auf 160 MeV. Mit steigenden Temperaturen nähert sich der Imaginärteil
immer mehr der Form der Deltafunktion an, und bei Temperaturen von über 200 MeV
schließlich fällt die Masse des σ-Mesons unter die Produktionsschwelle für zwei Pionen,
was zum Verschwinden des Imaginärteils führt.
Während der Imaginärteil des Propagators ein Maß für die Breite eines Teilchens ist, ist
die Nullstelle des Realteils in der Breit-Wigner Näherung ein Maß für den Wert der σ-
Masse.
Die Position der Nullstelle ändert sich zunächst nur schwach mit steigender Temperatur.
Bei einer Temperatur von 50 MeV ist die Masse auf 528 MeV gefallen. Erhöht man die
Temperatur weiter, sieht man eine stärker werdende Änderung bis bei einer Temperatur
von 150 MeV die Masse einen Wert von knapp 390 MeV annimmt. Bei dieser Temperatur
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Abbildung 4.6: Im oberen Teil des Bildes sieht man die Selbstenergie Σππ bei einer Tempe-
ratur T=150 MeV und T=0. Im unteren Teil sind der Real- und Imaginärteil der Selbst-
energie des σ-Mesons bei den gleichen Temperaturen dargestellt. Die gestrichelte Linie
kennzeichnet dabei jeweils den Fall T=0, während die durchgezogene Linie das Verhalten
bei T=150 MeV zeigt.
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Abbildung 4.7: Real- und Imaginärteil des σ-Propagators bei einer Temperatur von 50
MeV, 100 MeV und 150 MeV.
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Abbildung 4.8: Real- und Imaginärteil der Tππ-Streumatrix bei einer Temperatur von 150
MeV. Die gestrichelte Linie steht für T=0.
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zeigt der Realteil auch ein deutlich ausgeprägtes Minimum, während bei niedrigeren Tem-
peraturen das Minimum noch nicht so scharf abgegrenzt ist. Das Minimum liegt dabei
genau an der Schwelle und ist damit auch bei höheren Temperaturen zu höheren Energien
hin verschoben. Mit steigender Temperatur rückt zudem die Nullstelle immer näher an
das Minimum heran bis sich schließlich bei einer Temperatur knapp oberhalb von 200
MeV eine Polstelle herausbildet. Das σ-Meson kann ab dieser Temperatur nicht mehr in
zwei Pionen zerfallen und zeigt ab dieser Temperatur nur noch schwache Änderungen im
Propagator.
Die Tππ-Streumatrix läßt sich nun mit der Ward Identität in Gl.(2.41) berechnen:

Tππ(E, �p) =
D −1
π (E, �p) −D −1

σ (E, �p)

〈σ〉2
Dσ(E, �p)

Dπ(E, �p)
(4.36)

Der Verlauf der Streumatrix ist in Abb. 4.8 dargestellt.
Dabei erkennt man wieder die bereits diskutierten Effekte. Zum einen ist der starke
Anstieg des Imaginärteils in der Nähe der Schwelle erwähnenswert, zum anderen die
Verschiebung des Minimums im Realteil zu niedrigeren Energien. Wichtig ist, daß auch
bei endlichen Temperaturen der Realteil der Streumatrix bei kleinen Energien repulsiv
bleibt, wie man erkennen kann.

4.5.1 Einfluß des Dreierimpulses

Im Vakuum konnte man aufgrund der Lorentzinvarianz das System immer bei verschwin-
dendem Dreierimpuls betrachten, wodurch sich die Rechnung und Gleichungen deutlich
vereinfachten. Bei endlicher Temperatur ist durch das Auftreten eines Wärmebades ein
ausgezeichnetes Referenzsystem vorgegeben, bezüglich dessen die Grössen definiert sind,
so daß man nicht mehr einfach in das Schwerpunktssystem der Pionen transformieren
kann. Aus diesem Grunde wollen wir in diesem Abschnitt den Einfluß des endlichen Dreie-
rimpulses auf den Propagator und die Streumatrix näher untersuchen.
Nach Gl.(4.34) rührt die Impulsabhängigkeit des Propagators vor allem von der Selbst-
energie Σππ her. Neben Änderungen in der Selbstenergie bewirkt ein endlicher Dreierim-
puls eine Verschiebung der Schwelle und σ-Masse hin zu höheren Energien. Dies folgt
aus der Tatsache, daß die Schwelle bei einer invarianten Masse von 2mπ liegt und diese
gegeben ist durch √

s =
√
E2 − �p2 . (4.37)

Betrachtet man die Selbstenergien und den Propagator als Funktion der invarianten Mas-
se tritt dieser Effekt nicht auf.
Die Selbstenergie Σππ, die sich mittels Gl.(4.28) bei endlichem Dreierimpuls berechnen
läßt, ist in Abb. 4.9 dargestellt. Dort sieht man für zwei verschiedene Temperaturen Real-
und Imaginärteil von Σππ bei einem Impuls |�p| = 100 MeV und |�p| = 200 MeV. Neben
der bereits angesprochenen Verschiebung in der Energie sieht man im Imaginärteil das
Auftreten von Beiträgen im raumartigen Bereich (E < |�p|). Bei genauer Betrachtung
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Abbildung 4.9: Die Schleife Σππ bei verschiedenen Temperaturen für endliche Dreierim-
pulse. Im raumartigen Bereich sieht man das Auftreten von Stärke durch Kopplungen an
thermische Pionen, die mit zunehmendem Dreierimpuls stärker werden. Für hohe Ener-
gien erkennt man nur eine sehr schwache Impulsabhängigkeit.
Mit steigender Temperatur sieht man eine deutliche Zunahme der Selbstenergie. Die vor-
handenen Konturen werden verstärkt.
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der Selbstenergie Σππ in Gl.(4.28) kann man zwei Anteile erkennen: Der erste Summand
beschreibt, genau wie im Vakuum, den Zerfall eines σ-Mesons in zwei Pionen. Der Ener-
gienenner darin verschwindet für E = επ(�q)+επ(�p−�q) und produziert ab der Schwelle der
zweifachen Pionmasse einen Imaginärteil. Bei endlicher Temperatur wird dieser Beitrag
durch die mit steigender Temperatur wachsende Pionmasse und durch die Besetzungs-
zahlen modifiziert.
Der zweite Summand in der Selbstenergie beschreibt die Absorption eines σ-Mesons
an einem thermischen Pion und liefert Beiträge zum Imaginärteil der Selbstenergie für
E = επ(�q) − επ(�p − �q). Diese Bedingung kann nur erfüllt werden im Energieintervall
E ∈ [0, p], wobei p der Betrag des Dreierimpulses ist. In Abb. 4.9 kann man beide Effekte
sehr deutlich erkennen. Bei den betrachteten Impulsen kommt es zu keiner Überschnei-
dung dieser beiden Bereiche und für Energien größer als der Impuls und kleiner als die
Schwelle verschwindet der Imaginärteil. Im Realteil sieht man bei dieser Energie das Auf-
treten eines lokalen Maximums. Vergleicht man die Kurven bei T = 100 MeV mit denen
bei T = 200 MeV, sieht man einen deutlich Zuwachs des Imaginärteils im raumartigen
Bereich. Ebenso sind die lokalen Extrema im Realteil deutlicher ausgeprägt. Für hohe
Energien von etwa 1 GeV sieht man bei den betrachteten Dreierimpulsen von p = 100
MeV und p = 200 MeV im Vergleich zum Vakuum nur eine sehr schwache Abweichung.
In Abb. 4.10 ist der Propagator bei endlichem Dreierimpuls gezeigt. Die bereits in der
Selbstenergie auftretenden Effekte sind wieder erkennbar: Zum einen die Verschiebung
der Masse und Schwelle zu höheren Energien, sowie im Imaginärteil des Propagators das
Auftreten von Stärke im raumartigen Bereich, also für Energien die unter dem Wert des
Dreierimpulses liegen. Verglichen mit der Selbstenergie sind diese Effekte aber deutlich
schwächer ausgeprägt. Mit steigender Temperatur geht der Einfluß der Selbstenergie wei-
ter zurück, da die Selbstenergie proportional zum Wert des Kondensates in den Propagator
eingeht und bei einer Temperatur von T = 200 MeV das Kondensat auf ein Zehntel seines
Vakuumwertes abgefallen ist. Daher ist der Propagator bei dieser Temperatur bis auf die
Verschiebung nahezu mit dem Propagator im Vakuum identisch, und die Strukturen der
Selbstenergie nahezu verschwunden.
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Abbildung 4.10: Der Propagator des σ-Mesons bei verschiedenen Temperaturen für endli-
che Dreierimpulse. Bei endlichem Dreierimpuls kommt es durch Kopplungen an thermi-
schen Pionen zum Auftreten von Beiträgen im raumartigen Bereich. Zusätzlich erkennt
man eine Verschiebung des Maximums im Imaginärteil des Propagators (linke Bildhälfte)
zu höheren Energien als Folge des steigenden Dreierimpuls.
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Kapitel 5

Das σ-Meson in dichter Materie

Im vorherigen Kapitel wurde das σ-Meson bei endlicher Temperatur untersucht. Im Rah-
men des Modells fand man in Übereinstimmung mit der chiralen Symmetrie einen deut-
lichen Abfall in der σ-Masse als Folge des abnehmenden Kondensates mit steigender
Temperatur. Dieses ist der Ordnungsparameter der chiralen Symmetrie, und dessen Ver-
schwinden hebt die spontane Symmetriebrechung auf. Wie bereits in der Einleitung be-
sprochen erwartet man für endliche Dichte ebenso eine Wiederherstellung der chiralen
Symmetrie bei einer kritischen Dichte ρc. Um das Modell bei endlicher Baryonendichte
beschreiben zu können, sind allerdings einige Anpassungen notwendig: Beim Übergang zu
dichter Materie treten in der Lagrangedichte die Nukleonen als zusätzliche Freiheitsgrade
auf und man muß Kopplungen dieser an die Bosonenfelder zulassen. Die Lagrangedichte
im linearen σ-Modell unter Berücksichtigung des fermionischen Anteils lautet [12]:

L → L + LF ,

LF = Ψ̄
[
i∂µγ

µ + g(σ + iγµ�τ (∂µ�π)γ5)
]
Ψ .

(5.1)

Ψ steht dabei für ein freies Nukleonfeld, und �τ ist der Vektor aus den Pauli-Matrizen.
Für diese, wie auch für die γ-Matrizen, benutzen wir die Konvention aus [44]. Dabei be-
schränken wir uns auf drei Pionfelder. Die Kopplungskonstante g beschreibt die Stärke
der Boson-Fermion Wechselwirkung. Der neu eingeführte Term enthält - neben der freien
Propagation eines Fermions - Kopplungen von einem Boson an ein Fermion-Antifermion
Paar.
Dieser zusätzliche Term in der Lagrangedichte erzeugt nun Modifikationen in den Bo-
sonpropagatoren, die wir im Folgenden näher untersuchen wollen. Insbesondere ist da-
bei zu beachten, daß das σ-Meson nicht nur über die Kopplungen an ein Fermion-
Antifermionpaar modifiziert wird, sondern ebenso über die Selbstenergie Σππ. Daher wol-
len wir zunächst das Pion in kalter Kernmaterie betrachten.
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5.1 Das Pion in kalter Kernmaterie

Betrachtet man die Wechselwirkung eines Pions mit der umgebenden Kernmaterie, zeigen
sich zwei Eigenschaften, die erfüllt sein müssen, um zu einer guten Beschreibung des
Pions zu gelangen: Zum einen koppelt das Pion bei den von uns betrachteten Energien
sehr stark an die ∆(1232)-Resonanz und man muß neben den bereits eingeführten πNN
Wechselwirkungsterm analog einen πN∆ Term einführen.

L∆ = − f∆

mπ
Ψ̄µ

∆
�T †(∂µ�π)Ψ (5.2)

�T bezeichnet hierbei der Isospin-Übergangsoperator, der das Pion und das Nukleon zu
einem ∆(1232) koppelt.
Zum anderen zeigt sich, daß die s-Wellen Wechselwirkung schwach ist gegenüber den do-
minanten p-Wellen Beiträgen [45] und kann daher bei den von uns betrachteten Energien
und Impulsen vernachlässigt werden. Daher treten in der Lagrangedichte für das Pion
keine s-Wellen Anteile auf.
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Abbildung 5.1: Dyson-Schwinger Gleichung für die Kopplung des Pions an Teilchen-
Loch- (durchgezogene Linie) und ∆-Loch-Anregungen (doppelt durchgezogene Linie). Die
zweite Zeile zeigt die effektive πNN-Kopplung und in der dritten Zeile sieht man die
π∆N-Kopplung. Kurzreichweitige Korrelationen werden durch das Einführen von Migdal-
Parametern realisiert (siehe Text) und sind durch die grau gezeichneten Bereiche gekenn-
zeichnet.
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Die Kopplung an die Teilchen-Loch- und Delta-Loch-Anregungen, wie in Abb. 5.1 gezeigt,
ergeben dann Selbstenergiebeiträge zum Pion, analog zu den Selbstenergiebeiträgen zum
σ-Meson im Vakuum durch die Schleife aus zwei Pionen. Der Pionpropagator kann dann
unter Vernachlässigung anderer Beiträge geschrieben werden als:

Dπ(E, �p) =
1

E2 − �p2 −m2
π − Σπ(E, �p)

. (5.3)

mit der Selbstenergie

Σπ(p0, �p) = −�p 2(χ̃NN−1 + χ̃∆N−1) , (5.4)

Hierbei wurden die pionischen Suszeptibilitäten χ̃NN−1 und χ̃∆N−1 eingeführt:

χ̃NN−1(p0, �p) = −4
f 2
πNNΓ2

π(�p)

m2
π

i

∫
d4q

(2π)4
GN(q)GN(q + p) (5.5)

χ̃∆N−1(p0, �p) = −16

9

f 2
π∆NΓ2

π(�p)

m2
π

i

∫
d4q

(2π)4
GN(q)(G∆(q + p) + G∆(q − p)) . (5.6)

GN ,G∆ sind die nichtrelativistischen Nukleon- respektive Delta-Propagatoren, fπNN , fπ∆N

die πNN−1, π∆N−1 Kopplungskonstanten, und Γπ(�q) ist ein Formfaktor, der die endliche
Ausdehnung der Pion-Baryonen-Vertizes berücksichtigt.

Γπ(�q) =
Λ2 −m2

π

Λ2 + �q2
Λ = 1.2GeV , (5.7)

Die Vorfaktoren schließlich ergeben sich aus den entsprechenden Spin-Isospin Übergangs-
operatoren. Die explizite Form der pionischen Suszeptibilitäten und die verwendeten
Kopplungskonstanten sind in Anhang D dargestellt.
Ein einfaches Modell allerdings, das nur die Anregungen von Teilchen-Loch- und Delta-
Loch-Zuständen beschreibt, kann keine befriedigenden Resultate liefern aufgrund der feh-
lenden Implementierung der kurzreichweitigen repulsiven Wechselwirkungen der Nukleo-
nen und von Nukleon und Delta-Resonanz. Ohne diese repulsive Wechselwirkung setzt
Pionkondensation bereits unterhalb der Sättigungsdichte von Kernmaterie ρ0 = 0.17 fm−3

ein [46]. Durch Einführung sogenannter Migdal-Parameter können diese jedoch berück-
sichtigt werden. Dies führt zunächst auf ein gekoppeltes System für die Suszeptibilitäten
(Abb. 5.1) :

χNN−1 = χ̃NN−1 − χ̃NN−1gNNχNN−1 − χ̃NN−1gN∆χ∆N−1

χ∆N−1 = χ̃∆N−1 − χ̃∆N−1g∆NχNN−1 − χ̃∆N−1g∆∆χ∆N−1 .
(5.8)

χNN−1 und χ∆N−1 enthalten dadurch die repulsive Wechselwirkung und tragen zur Stabi-
lisierung des Pions gegenüber Kondensation bei. Nach Auflösung dieser Matrixgleichung
nach χNN−1 und χ∆N−1 läßt sich dann die volle Pionselbstenergie berechnen.

Σπ(E, �p) = −�p 2χπ(E, �p) = −�p 2(χNN−1 + χ∆N−1)

= −�p 2 χ̃NN−1 + χ̃∆N−1 + χ̃NN−1χ̃∆N−1(2gN∆ − gNN−1 − g∆N−1)

(1 + gNN−1χ̃NN−1)(1 + g∆N−1χ̃∆N−1) − g2
N∆χ̃NN−1χ̃∆N−1

,
(5.9)
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Dabei haben wir in Übereinstimmung mit [47] folgende Werte für die Migdal-Parameter
gewählt:

g∆∆ = gN∆ = g∆N = 0.5, gNN = 0.8 . (5.10)

Benutzt man diese Werte erhält man schließlich den in Abb. 5.2 gezeigten Verlauf für
das Pion bei endlicher Dichte und endlichem Dreierimpuls. In der oberen Bildhälfte ist
zunächst die Selbstenergie des Pions bei Kernmateriedichte für Impulse von p = 250 MeV
und p = 500 MeV gezeigt, während in der unteren Hälfte Real- und Imaginärteil des
Pionpropagators zu sehen sind. Deutlich kann man im Imaginärteil drei Bereiche ausma-
chen. Bei geringen Energien sieht man den Beitrag der Teilchen-Loch Kopplungen. Diese
sind für Impulse von p ≈ 250 MeV sehr stark ausgeprägt und grenzen sich von anderen
Bereichen im Propagator ab. Man kann sehr gut den zunächst linearen Anstieg in der
Teilchen-Loch Selbstenergie erkennen, der dann in einen quadratischen Abfall übergeht.
Zudem erkennt man schwach die ∆-Loch Beiträge für Energien zwischen q0 = 300 MeV
und q0 = 400 MeV. Betrachtet man den Pionprogator bei einem höheren Dreierimpuls
von |�p| = 500 MeV sind die ∆-Loch Beiträge viel stärker ausgeprägt und zu höheren
Energien verschoben. Die Teilchen-Loch Beiträge allerdings haben an Stärke verloren und
erstrecken sich über einen größeren Energiebereich. Zudem ist der lineare Anstieg aus dem
Spektrum verschwunden. Das liegt an der speziellen Form der Teilchen-Loch Selbstener-
gie, die für Impulse größer als der zweifache Fermiimpuls eine andere Form hat, als für
Impulse unterhalb dieser Schwelle. Der mittlere Peak ist der

”
pionische Ast“. Bei einem

Impuls von p ≈ 250 ist dieser dominant, nimmt aber mit zunehmendem Impuls ab und
ist bei einem Impuls von |�p| = 500 MeV vergleichbar mit den Teilchen-Loch und ∆-Loch
Beiträgen.

5.2 σ-Meson bei endlicher Dichte

Durch die Einführung der Fermionen in der Lagrangedichte müssen bei der Berechnung
des σ-Mesons zusätzliche Graphen berechnet werden. Eine erlaubte Kopplung an das Me-
dium ist die Teilchen-Loch Schleife, die wir bereits für das Pion berücksichtigt haben.
Daneben muß man auch den Tadpolegraphen (siehe Abb. 5.3, links) berechnen, der eine
dichteabhängige Reduzierung der Masse des σ-Mesons bewirkt [48]. Für das Pion hatten
wir diesen Graphen nicht berücksichtigt, da er gegenüber der p-Wellen Wechselwirkung
unterdrückt ist. Zudem ist die Masse des Pions aufgrund der zugrundeliegenden chiralen
Symmetrie gegenüber starken Modifikationen geschützt.
Im Gegensatz zum Pion sind für das σ-Meson Kopplungen an die ∆(1232)-Resonanz ir-
relevant, da aufgrund der Quantenzahlen des σ-Mesons eine Kopplung an ein ∆-Loch
nicht erlaubt ist. Die nächsthöher gelegene Nukleonresonanz an die das σ-Meson koppeln
kann ist die Roperresonanz (N∗(1440)), die wir zunächst auch berücksichtigen wollen. In
Abb. 5.3 sind die Kopplungen des σ-Mesons im Medium grafisch dargestellt. Die dort
auftretenden Boson-Fermion Vertizes haben zunächst unbekannte Kopplungskonstanten.

51



-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0 200 400 600 800

 Re Σπ (ρ=ρ0)/p
2

E(MeV)

p=250 MeV
p=500 MeV


- - - -

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

0 200 400 600 800

 -Im Σπ (ρ=ρ0)/p
2

E(MeV)

p=250 MeV

p=500 MeV


- - - -

-0.6
-0.5
-0.4

-0.3
-0.2
-0.1

0
0.1
0.2

0.3

x 10
-4

0 200 400 600 800

 Re Dπ (ρ=ρ0)

E(MeV)

p=250 MeV
p=500 MeV

M
eV

-2


- - - -

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

x 10
-4

200 400 600 800

 -Im Dπ (ρ=ρ0)

E(MeV)

p=250 MeV
p=500 MeV

M
eV

-2


- - - -

Abbildung 5.2: Die oberen beiden Bilder zeigen Real- und Imaginärteil der Selbstener-
gie des Pions bei Sättigungsdichte für zwei verschiedene Dreierimpulse. Im unteren Teil
sieht man dann den zugehörigen Pionpropagator. Deutlich kann man im Imaginärteil die
Beiträge aus Kopplungen an Teilchen-Loch (1.Maximum) und ∆-Loch (3.Maximum) un-
terscheiden. Für Impulse bis etwa 300 MeV sind die ∆-Loch-Beiträge allerdings noch
schwach, so daß dieses Maximum noch nicht so ausgeprägt ist.
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Abbildung 5.3: Kopplungen des σ-Mesons an Tadpole- und Teilchen-Loch-Graphen, sowie
N∗-Loch.

Im Fall des Pions konnten die Kopplungsstärken fπNN und fπ∆N aus dem Experiment
gewonnen werden und nehmen die in Anhang D beschriebenen Werte an. Im Fall des
σ-Mesons lassen sich entsprechende Streuexperimente zur Ermittlung der Kopplungskon-
stanten aufgrund der großen Breite nur schwer durchführen. In Abschnitt 5.3 werden wir
uns mit ihrer Bestimmung noch einmal intensiver beschäftigen und versuchen, diese aus
einem Streuexperiment zu extrahieren.
Die Berechnung der in Abb. 5.3 gezeigten Graphen ergibt folgenden Beitrag zur Selbst-
energie des σ-Mesons:

Σmed = fσNN
IN
〈σ〉 + f 2

σNNΣσ
NN−1(E, �p) + f 2

σN∗NΣσ
N∗N−1(E, �p) . (5.11)

Dabei bezeichnen Σσ
NN−1(E, �p) und Σσ

N∗N−1(E, �p) den Beitrag zur Selbstenergie aus der
Teilchen-Loch Schleife, und der N∗-Loch Schleife. IN steht für die nukleonische Tadpole-
schleife. Ihre explizite Form ist gegeben durch die Integrale

Σσ
NN−1(E, �p) = −2

∫
d3q

(2π)3

ω(�q)ω(�q − �p) − �q · (�q − �p) + m2
N

ω(�q)ω(�p− �q)

n(�q) − n(�p− �q)

E − ω(�p− �q) + ω(�q)

(5.12)

Σσ
N∗N−1(E, �p) = −4

f 2
σN∗NΓ2

σ(�p)

m2
π

i

∫
d4q

(2π)4
GN(q)(GN∗(q + p) + GN∗(q − p)) (5.13)

IN = −8

∫ pF

0

d3q

(2π)3

mN

2
√
�q2 + m2

N

, (5.14)

wobei n(�q) die fermionische Besetzungszahl ist und pF der zur Dichte ρ gehörige Fermi-
impuls, der sich aus folgender Beziehung berechnet:

pf =
3

√
3

2
π2ρ . (5.15)
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Die explizite Form des Nukleonpropagators ist in Anhang D gegeben und die N∗-Loch
Schleife lässt sich analog zur ∆-Loch Schleife in folgende Form überführen:

Σσ
N∗N−1(E, �p) = −4

f 2
σN∗NΓ2

σ(�p)

m2
π

ρ
( 1

E − εN∗N−1 + i
2
ΓN∗

− 1

E + εN∗N−1

)
(5.16)

mit

εN∗N−1 = mN∗ −mN +
�p2

2mN∗
. (5.17)

Der Tadpole schließlich läßt sich analytisch berechnen und man erhält nach Ausführung
des Integrals in Gl.(5.14)

IN = −mN

π2

(
pF

√
p2
F + m2

N −m2
N ln

pF +
√
p2
F + m2

N

mN

)
(5.18)

Für die Roperresonanz wählen wir in Übereinstimmung mit [15] eine Masse von 1440
MeV und eine konstante Breite von 350 MeV. Die auftretenden Kopplungskonstanten
und Formfaktoren in der N∗-Loch Selbstenergie sind wiederum zunächst freie Parameter.
Die Kopplungskonstante fσNN∗ setzen wir auf den Wert 5 in Anlehnung an den Wert den
man aus experimentellen Streudaten gewinnen kann [49] und den Abschneideparameter λ,
der in dem Formfaktor auftaucht, auf den Wert 1200 MeV. Bei expliziter Berechnung der
Selbstenergie findet man, daß der Einfluß der Roperresonanz aufgrund des Massenunter-
schiedes im Energienenner bei kleinen Energien gegenüber den Teilchen-Loch Beiträgen
stark unterdrückt ist und bei hohen Energien die Zweipionselbstenergie eine dominate
Rolle bei der Berechnung der Selbstenergie spielt, wie wir im Folgenden sehen werden,
so daß die Kopplungen an diesen Kanal in unserem Modell keinen wesentlichen Einfluß
haben.
Neben den Modifikationen durch direkte Kopplungen an das Medium, muß man für den σ-
Propagator die impliziten Änderungen durch den geänderten Pionpropagator betrachten.
Dieser erhielt im Medium einen Selbstenergiebeitrag durch die Kopplungen an Teilchen-
Loch und ∆-Loch Schleifen. Die Selbstenergie der Pionschleife lässt sich im Medium auf-
grund dieser Beiträge nur noch numerisch berechnen. Durch Ausnutzung der Spektraldar-
stellung der Pionen

Dπ(q0, �q) = −
∫ ∞

0

dω2

π

ImDπ(ω, �q)

q2
0 − ω2 + iε

. (5.19)

und folgender Form des Zweipionpropagators

Gππ(E, �q, �p) =
1

π2

∫ ∞

0

dω2
1

∫ ∞

0

dω2
2 ImDπ(ω1, �q)ImDπ(ω2, �p− �q)

× 1

2ω1ω2

ω1 + ω2

E2 − (ω1 + ω2)2 + iε
.

(5.20)
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erhält man für Real- und Imaginärteil des σ-Propagators schließlich:

ImGππ(E, �q, �p) = −1

π

∫ ∞

0

dω1

∫ ∞

0

dω2ImDπ(ω1, �q)ImDπ(ω2, �p− �q)δ(E − (ω1 + ω2))

= −1

π

∫ E

0

dω1ImDπ(ω1, �q)ImDπ(E − ω1, �p− �q)

ReGππ(E, �p) = −P
∫ ∞

0

dE
′2

π

ImGππ(E
′
, �p)

E2 −E ′2 .

(5.21)

Aus diesem lässt sich dann die Selbstenergie Σππ berechnen

Σππ(E, �p) = −
∫

d3q

(2π)3
Gππ(E, �q, �p)v(�q)

2 , (5.22)

Dieses Vorgehen vereinfacht den numerischen Rechenaufwand deutlich, da anstatt der
ursprünglichen Energieintegration von −∞ bis +∞ lediglich eine Integration von 0 bis
zur Energie E ausgeführt werden muß.
Die Selbstenergie Σππ ist in Abb. 5.4 gezeigt. Im Imaginärteil der Selbstenergie lassen
sich mit steigender Dichte zwei Effekte ausmachen. Im Vergleich zum Vakuum (strich-
punktierte Kurve) erhält der Imaginärteil bei endlicher Dichte Beiträge unterhalb der
Zwei-Pion-Schwelle durch die Kopplungen vor allem an Teilchen-Loch Anregungen wie
bereits im vorigen Abschnitt diskutiert (gestrichelte und durchgezogene Kurve). Zusätzlich
ist das Maximum zu niedrigeren Energien verschoben und stark erhöht gegenüber dem
Vakuum. Bei Kernmateriedichte liegt das Maximum bei etwa 300 MeV und ist auf das
Dreifache des Vakuumwertes angewachsen. Für Energien oberhalb 800 MeV sieht man
hingegen nur noch kleine Unterschiede zwischen der Selbstenergie im Medium und im
Vakuum. Im Realteil (linke Kurve) zeigt sich ebenso die Verschiebung hin zu kleineren
Energien und das Minimum ist stärker ausgeprägt.
Zusammenfassend ist damit der σ-Propagator im Medium gegeben als

Dσ(E, �p) =
[
E2 − �p 2 − ε2

σ − Σσ

]−1

. , (5.23)

wobei die volle Selbstenergie Σσ im Medium gegeben ist durch

Σσ = g2
σNΣσ

NN−1(E, �p) − f 2
σNN

IN
〈σ〉 + f 2

σNN∗Σσ
N∗N−1(E, �p) +

2λ4〈σ〉2Σππ(E, �p)

1 − λ2Σππ(E, �p)
. (5.24)

Anzumerken ist hier, daß die
”
Selbstenergie“ Σππ durch die Modifikationen des Pions nun

eine dichteabhängige Größe ist.
Erste Rechnungen mit dieser Form des σ-Propagators haben jedoch gezeigt, daß bereits
bei Kernmateriedichten Instabilitäten auftreten. Um diese zu beheben, müssen wir einen
repulsiven Anteil hinzufügen. Dabei bedienen wir uns des ω-Mesons und berücksichtigen
in der Teilchen-Loch Wechselwirkung den σ-ω- Austausch, der einen repulsiven Beitrag
liefert. Dessen genaue Form und die noch unbestimmte Kopplungskonstante fσNN wollen
wir im folgenden Abschnitt bestimmen, indem wir einen Vergleich mit einem Streuexpe-
riment machen, in dem skalare Dichte-Fluktuationen gemessen wurden.
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Abbildung 5.4: Die Selbstenergie Σππ als Funktion der Energie bei halber Kernmaterie-
dichte (gestrichelt) und Kernmateriedichte (durchgezogen), verglichen mit dem Vakuum
(strich-punktiert).
Im Realteil sieht man eine deutliche Verschiebung der Funktion hin zu niedrigeren Ener-
gien (links). Im Imaginärteil ist ein Anwachsen von Stärke in der Nähe der Produktions-
schwelle für zwei Pionen zu erkennen. Zudem erkennt man deutlich die Beiträge unterhalb
der Schwelle, aufgrund der Kopplungen an Teilchen-Loch Anregungen (rechts).

5.3 Die skalare Suszeptibilität

Die Wiederherstellung der chiralen Symmetrie sagt neben der Entartung der Massen auch
das Auftreten von starken Fluktuationen in der skalaren Suszeptibilität voraus [50], [51].
Bei nuklearer Dichte befindet man sich noch deutlich unterhalb der kritischen Dichte.
Eine teilweise Wiederherstellung der chiralen Symmetrie allerdings hat bereits stattge-
funden, wie man am deutlichen Abfall des Quarkkondensates und der damit verbundenen
Nukleonmasse erkennen kann [52]. In diesem Zusammenhang ist es interessant zu untersu-
chen, inwieweit bereits große Fluktuationen in der skalaren Suszeptibilität zu beobachten
sind [53].
Im Rahmen der Quantenchromodynamik (QCD) ist der symmetriebrechende Term in der
Lagrangedichte gegeben durch:

LQCD
χSB = −2mq q̄q . (5.25)

In unserem effektiven Modell ist der Term proportional dem σ-Feld für die explizite Bre-
chung der chiralen Symmetrie verantwortlich. Das bedeutet, die Fluktuationen in der
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Quarkdichte werden durch das σ-Feld getragen. Diese Verknüpfung der zugrundeliegen-
den Freiheitsgrade mit effektiven Freiheitsgraden findet sich auch in der Gell-Mann-Oakes-
Renner Beziehung [54]. Unter Ausnutzung dieser erhält man einen Zusammenhang zwi-
schen den Quarkkorrelatoren und dem skalaren Korrelator unserer effektiven Theorie [55]

〈q̄q(x)q̄q(0)〉
〈q̄q〉2vac

=
〈σ(x)σ(0)〉

f 2
π

. (5.26)

Die zugehörige skalare Suszeptibilität berechnet sich zu

χS = 2
〈q̄q〉vac
f 2
π

ReDσ(E = 0, �q = 0) (5.27)

Experimentelle, direkte Messungen des Propagators sind zwar nicht möglich, allerdings
lassen sich durch Streuexperimente mit Sonden, die direkt an die skalare Dichte der Nu-
kleonen koppeln, indirekte Messungen anstellen. Um Zugang zu den skalaren Dichte-
Fluktuationen zu erhalten wurde von Alberico et al. [56] vorgeschlagen, die tief inelasti-
schen Elektronstreuexperimente an verschiedenen Kernen zu untersuchen. Diese Streuex-
perimente enthalten zunächst eine transversale wie longitudinale Komponente. Der trans-
versale Anteil enthält jedoch Kopplungen an den Spin und ist daher für uns uninter-
essant. Der longitudinale Anteil hat einen isoskalaren und isovektoriellen Anteil, wobei
wir am isoskalaren Anteil interessiert sind, um nähere Aussagen über den σ-Propagator
treffen zu können. Insbesondere ist zu erwähnen, daß diese Streuexperimente den Niede-
renergiebereich bei endlichem Dreierimpuls ausleuchten und damit den in diesem Bereich
dominanten Anteil der Teilchen-Loch Wechselwirkung. In [56] konnte im Rahmen einer
RPA-Berechnung eine Separation des isoskalaren Anteils von dem isovektoriellen An-
teil durchgeführt werden, die zudem in guter Übereinstimmung mit dem Experiment ist.
Mithilfe von phänomenologischen Teilchen-Loch Kräften konnte dann die longitudinale
Responsefunktion des Mediums folgendermaßen parametrisiert werden:

SRPAL (ω, �q) = − 4Im

∫ Rc

0

dRR2Π0(ω, �q, pf(R))[ 1

1 − V τ=0
ph Π0(ω, �q, pf(R))

+
1

1 − V τ=1
ph Π0(ω, �q, pf(R))

]
. (5.28)

Dabei wurde die Ladungseverteilung der streuenden Kerne durch ein Woods-Saxon Po-
tential angenähert, aus dem sich der Ladungsradius des Kerns Rc und der Fermiimpuls
pf (R) berechnen lassen. Π0 ist die bekannte Lindhardfunktion [37].
In einer Arbeit von Chanfray et al. [55] wurde dann gezeigt, welcher mikroskopische
Zusammenhang zwischen der gemessenen skalaren Polarisationsfunktion und dem σ-
Propagator in einem Standard σ-ω-Modell besteht. Die skalare Polarisationsfunktion ist
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gegeben durch

ΠS =
f 2
σNNΠ0

1 − (f 2
σNND

0
σ − f 2

ωNND
0
ω)Π0

, (5.29)

und damit ergibt sich für den σ-Propagator in unserem Modell:

Dσ = D0
σ

1 + f 2
ωNND

0
ωΠ0

1 − (f 2
σNND

0
σ − f 2

ωNND
0
ω)Π0

. (5.30)

Vergleicht man Gl.(5.29) mit Gl.(5.28) kann man für das Potential folgenden Zusammen-
hang ablesen:

V τ=0
ph = f 2

σNND
0
σ − f 2

ωNND
0
ω . (5.31)

D0
σ steht dabei für den in Gl.(5.23) eingeführten σ-Propagator ohne den repulsiven Beitrag

durch den σ-ω-Austausch. Diese Effekte sind bereits durch die Form des Polarisationspro-
pagators berücksichtigt und tauchen dann im vollen σ-Propagator in Gl.(5.30) auf. Für
den ω-Propagator wählen wir

Dω(ω, �q) =
1

ω2 − �p2 −m2
ω + iΓmω

, (5.32)

mit einer Masse mω = 782 MeV und einer konstanten Breite Γ = 8.5 MeV [15].
Untersuchungen haben allerdings gezeigt, daß die in Gl.(5.31) geforderte Form für die
Teilchen-Loch Stärke immer noch zu zu großer Anziehung führt. Um diese ein wenig
abzumildern ohne auf unrealistisch große Kopplungskonstanten fωNN zurückgreifen zu
müssen, haben wir zusätzlich eine repulsiv wirkende, impuls- und dichteabhängige NN-
Punktwechselwirkung eingeführt. Damit erhält man in unserem effektiven Modell für die
Teilchen-Loch Stärke:

V τ=0
ph =f 2

σNND
0
σ − f 2

ωNND
0
ω −

f 2
NN

m2
N

ρ

ρ0
F (q)

F (q) =
λ2

λ2 + q2
, λ = 400MeV (5.33)

Um mittels Gl.(5.33) die Teilchen-Loch Kraft in unserem mikroskopischen Modell be-
rechnen zu können, müssen zunächst die Kopplungsstärken für die σNN -, ωNN - und
NN -Wechselwirkungen bekannt sein. Im Rahmen von anderen mikroskopischen Model-
len, wie dem Walecka-Modell [58] oder Bestimmungen des NN-Potentials mittels Meson
Austauschmodellen [57], sind für diese folgende Werte berechnet worden:

fσNN fωNN
Bonn (OBEP) 7.07 10.60
Walecka 9.70 12.59
Migdal 8.30 6.43
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Der Paramtersatz
”
Migdal“ ist dabei einem modifizierten Walecka-Modell entnommen

und die Parameter im Rahmen dieses Modells an die Eigenschaften von Kernmaterie
angepaßt [58]. Wir haben diesen Parametersatz übernommen und den freien Parameter
fNN derart gewählt, daß bei verschwindendem Impuls die Teilchen-Loch Stärke mit der
im Experiment beobachteten übereinstimmt.
Dabei ergibt sich für die Kopplungskonstante fNN ein Wert von

fNN = 18.45 . (5.34)

In Abb. 5.5 sieht man für den 12C Kern einen Vergleich der Teilchen-Loch Stärken,
die zum einem mithilfe unseres effektiven Modells berechnet wurden und zum anderen
mit dem vorgestellten Modell in [56]. Als Funktion des Radius, sind die Stärken bei
verschwindendem Impuls gezeigt. Dabei wurde für den 12C Kern eine Fermi-Verteilung
gewählt, womit sich in der lokalen Dichtenäherung der Radius in eine effektive Dichte
umrechnen lässt. Die Parameter dieser Verteilung sind dabei an die experimentelle Pro-
tondichteverteilung angepaßt. Zudem sind die Werte des phänomenologischen Potentials
bei Kernmateriedichte und verschwindendem Impuls so gewählt, daß sie das Kompressi-
onsmodul von Kernmaterie und die Symmetrisierungsenergie richtig wiedergeben.
Die somit berechnete Teilchen-Loch Kraft zeigt bei nuklearer Sättigungsdichte ein leicht
repulsives Verhalten, wird aber mit zunehmendem Radius und damit abnehmender
Dichte zunehmend attraktiver in Übereinstimmung mit anderen Rechnungen [59]. An der
Oberfläche, die für Kohlenstoff bei etwa 4 fm liegt, ist die Wechselwirkung im skalaren
Kanal stark wechselwirkend, so daß sich kollektive Effekte ausbilden können.
Die in unserem Modell berechnete Kraft zeigt zunächst dasselbe Verhalten. Bei Sätti-
gungsdichte im Inneren des Kerns ist diese leicht repulsiv und wechselt dann ihr
Vorzeichen und wird attraktiv. Der repulsive Anteil, der durch die Kopplungen des
ω-Mesons an die Teilchen-Loch Anregungen erzeugt wird, bewirkt, daß die Teilchen-Loch
Kraft an der Kernoberfläche nicht zu attraktiv wird. Ab einem Radius r ≈ 3 fm zeigt
diese ein nahezu konstantes Verhalten und ist an der Oberfläche etwa um einen Faktor 3
gegenüber dem phänomenologischen Potential unterdrückt.
Betrachtet man das phänomenologische Potential bei einem endlichen Dreierimpuls
von p = 250 MeV erkennt man eine deutliche Unterdrückung der Attraktivität, die
bei verschwindendem Dreierimpuls vorhanden ist. Dies resultiert aus dem gewählten
Formfaktor, der bei diesem Wert des Impulses einen Wert von 0.5 besitzt und somit die
Teilchen-Loch Stärke unterdrückt. In unserem Modell ist die Abhängigkeit von einem
endlichen Dreierimpuls nicht so stark ausgeprägt.
Nachdem nun die fehlenden Parameter bestimmt sind, lässt sich mittels Gl.(5.33)
zunächst die skalare Wechselwirkung und damit die longitudinale Antwort berechnen.
In Abb. 5.6 sieht man den Verlauf der Antwortfunktion als Funktion der Energie. Für
den isovektoriellen Anteil haben wir dasselbe phänomenologische Potential benutzt wie
in [56] und nur im isoskalaren Kanal die Stärke V 00

ph durch den in Gl.(5.33) angegebenen
Ausdruck ersetzt.
Für zwei Kerne 12C und 40Ca sieht man für je zwei Impulse den Verlauf der longitudinalen
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Abbildung 5.5: Die Teilchen-Loch Wechselwirkung im isoskalaren Kanal für 12C. Zum
Vergleich sieht man die Stärke im Rahmen eines phänomenologischen Modells und un-
serer mikroskopischen Beschreibung. Die gepunktete und gestrichelte Kurve zeigen die
Wechselwirkung im phänomenologischen Modell für zwei Impulse. Deutlich ist die starke
Attraktivität an der Oberfläche bei geringer Dichte zu erkennen. Die durchgezogene Kurve
zeigt die im Rahmen unseres Modells gewonnene Wechselwirkung. Die Attraktivität an
der Oberfläche ist hier deutlich unterdrückt und gewährleistet die Stabilität des σ-Mesons.
Der Wert bei Sättigungsdichte (r=0) wurde dabei für beide Modelle an die Eigenschaften
von Kernmaterie angepaßt.
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Abbildung 5.6: Die longitudinale Antwortfunktion für die Kerne 12C und 40Ca bei je zwei
Impulsen. Die Rechnung in unserem Modell wird durch die durchgezogene Kurve repräsen-
tiert, während die gestrichelte Kurve das Resultat der Modellrechnung von Alberico et al.
ist. Für 12C findet sich eine gute Übereinstimmung mit den Meßdaten im Rahmen unse-
res Modells. Im Fall 40Ca hingegen zeigen sich deutliche Abweichungen bis zu 30 Prozent.
Dies ist ein Hinweis auf die komplexere Kernstruktur von Calcium, die mit einer einfachen
Teilchen-Loch Wechselwirkung nicht mehr beschrieben werden kann.
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Antwortfunktion, wobei die durchgezogene Kurve immer die im Rahmen unseres Modells
gewonnene Antwortfunktion beschreibt und die gestrichelte Kurve im Modell von Albe-
rico et al. gewonnen wurde. In der oberen linken Hälfte sieht man die Antwortfunktion
für Kohlenstoff bei einem Impuls von p = 250 MeV. Beide Kurven zeigen sehr gute
Übereinstimmung mit den Daten für Energien oberhalb ω = 50 MeV. Unterhalb dieser
Energie sieht man jedoch deutliche Abweichungen. Während die Kurve von Alberico et
al. stark ansteigt und den Anstieg der longitudinalen Antwort bei geringen Energien
beschreiben kann, zeigt die im Rahmen von unserem Modell gewonnene Kurve bis zu
einer Energie von etwa 20 MeV weiterhin eine sehr gute Übereinstimmung mit den
Daten, fällt dann aber auf null ab ohne die Datenpunkte bei sehr geringen Energien
beschreiben zu können. Der starke Anstieg im Niedrigenergiebereich in 12C ist ein Zeichen
für starke kollektive Effekte, die hier auftreten, ähnlich denen der Riesendipolresonanz im
Anregungsspektrum von Kernen. Die in Abb. 5.6 beobachteten kollektiven Effekte sind
verbunden mit der Oberfläche des Kerns und der starken Attraktion der Teilchen-Loch
Kraft dort.
Wie bereits in Abb. 5.5 gesehen, ist im Gegensatz zu dem von Alberico et al. vorgeschla-
genen Modell die Kraft an der Oberfläche in unserer Beschreibung deutlich geringer, was
das Fehlen eines Anstiegs in dem für die Oberflächeneffekte relevanten Energiebereich
erklären kann.
Bei einem höheren Impuls von p = 450 MeV treten diese Oberflächeneffekte nicht mehr
auf und beide Modelle bieten eine zufriedenstellende Beschreibung der experimentellen
Daten, wie man in der oberen rechten Bildhälfte sehen kann. Allerdings gelingt es mit
beiden Beschreibungen nicht, die Meßdaten in der Nähe des Maximums zu beschreiben,
und es ergeben sich Abweichungen von 10-20 Prozent.
In der unteren Bildhälfte sieht man dann die Antwortfunktion für Calcium. Beide Modelle
sind nicht mehr in der Lage die Daten gut zu beschreiben, obwohl der qualitative Verlauf
wiedergegeben wird. Um eine verbesserte Beschreibung der Daten zu erzielen könnte man
ein realistischeres Modell für die Kernstruktur von Calcium verwenden oder zusätzlich
neben den betrachteten Teilchen-Loch Anregungen auch

”
2-Teilchen-2-Loch“-Zustände

zulassen. Dies geht jedoch über das von uns benutzte einfache Modell hinaus und ist im
Rahmen dieser Arbeit nicht von Interesse.
Unser Hauptaugenmerk in diesem Abschnitt galt der Fixierung der Parameter für die
Kopplung des σ-Mesons an Kernmaterie und damit der Fixierung des skalaren Propa-
gators. Mittels der longitudinalen Antwortfunktion wurde ein Parametersatz (Gl.(5.3))
gefunden, der neben der Stabilität des σ-Mesons gegenüber Kondensation bereits bei
Kernmateriedichte auch eine zufriedenstellende Beschreibung der Teilchen-Loch-Kraft
im skalaren, isoskalaren Kanal gewährleistet. Im Folgenden werden wir mit diesem
Parametersatz den σ-Propagator bei endlicher Dichte und Impuls berechnen.
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5.4 σ-Propagator und Tππ-Streumatrix

Mit den in den vorangegangen Abschnitten eingeführten Kopplungen des σ-Mesons an das
Medium erhält man durch Anwendung von Gl.(5.23) und Gl.(5.30) für den Propagator
des σ-Mesons bei endlicher Dichte insgesamt folgende Form:

Dσ(E, �p) =
[
E2 − �p 2 − ε2

σ − fσNN
IN
〈σ〉 − f 2

σN∗NΣN∗N−1(E, �p) − 2λ4〈σ〉2Σππ(E, �p)

1 − λ2Σππ(E, �p)

− f 2
σNNΠ0(E, �p)

1 − (f 2
σNND

0
σ(E, �p) − f 2

ωNND
0
ω(E, �p) − f 2

NNF (q, ρ))Π0(E, �p)

]−1

.

Der Propagator D0
σ bezeichnet dabei den Anteil ohne die Teilchen-Loch Wechselwirkun-

gen und Π0 ist wiederum die Lindhartfunktion, wie in Anhang D beschrieben.
Die Modifikationen des σ-Propagators bei endlicher Dichte kann man dabei sehr gut in
zwei Anteile unterteilen. Bei verschwindendem Dreierimpuls trägt vor allem der soge-
nannte

”
Tadpole“-Graph in Abb. 5.2 zu einer Änderung bei. Dieser bewirkt einen dich-

teabhängigen Abfall der Masse des σ-Mesons. Bei endlichem Dreierimpuls und endlicher
Dichte erfährt das σ-Meson dann zusätzlich Änderungen durch Kopplungen an Teilchen-
Loch Anregungen. Diese Änderungen rühren zum einen von direkten Kopplungen an
diesen Kanal, wie in Abb. 5.2. Zum anderen koppelt auch das Pion an Teilchen-Loch
Anregungen, wodurch es zu einer Modifikation der Zwei-Pion Selbstenergie Σππ kommt,
die dann wiederum in den σ-Propagator eingeht.
Neben der Berechnung des σ-Propagators bei endlicher Dichte, ist ein weiterer Fokus die-
ser Arbeit die Berechnung der Tππ-Streumatrix. Im Vakuum ist diese gegeben durch eine
Wardidentität, und man kann die Streumatrix direkt aus den Zweipunktfunktionen der
Theorie berechnen - dem Pion- und σ-Propagator (siehe Gl.(2.41)).
Durch die eingeführten phänomenologischen Terme, wie etwa den σ-ω-Austausch, wird
die chirale Symmetrie gebrochen und die Wardidentität ist eventuell nicht mehr gültig.
Dennoch benutzen wir in erster Näherung für die Streumatrix im Medium, die in Gl.(2.41)
benutze Form, ersetzen dabei jedoch die Propagatoren durch die im Medium berechneten
Propagatoren:

Tmed
ππ (E, �p) =

Dmed−1
π (E, �p) −Dmed−1

σ (E, �p)

〈σ〉2
Dmed
σ (E, �p)

Dmed
π (E, �p)

. (5.35)

Diese Beschreibung stellt sicher, daß im Grenzfall verschwindender Dichten die Streuma-
trix die im Vakuum berechnete Form annimmt.
Nachdem nun σ-Propagator und Streumatrix bestimmt sind, wollen wir einen Blick auf
die Ergebnisse bei endlicher Dichte werfen.

5.4.1 Ergebnisse für �p = 0

Zunächst betrachten wir den Fall mit verschwindendem Dreierimpuls. In diesem Fall tra-
gen ein Teil der beschriebenen Mediumeffekte keine Rolle, da sowohl der Anteil aus dem
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σ-ω Austausch verschwindet, als auch die Teilchen-Loch Kopplungen des σ-Mesons ver-
schwinden. Der σ-Propagator und die Tππ-Streumatrix bei verschwindendem Dreierimpuls
sind für verschiedene Dichten in Abb. 5.7 gezeigt. In der oberen Hälfte sind dabei Real-
und Imaginärteil des σ-Propagators für Dichten ρ = ρ0, ρ = 0.5ρ0 und ρ = 0 abgebildet.
Im Realteil des Propagators kann man mehrere Effekte sehen: Die Strukturen sind bei
endlicher Dichte deutlich ausgepräger als im Vakuum. Der Übergang vom Minimum zum
Maximum, der im Vakuum über mehrere hundert MeV vonstatten geht, vollzieht sich
bei Kernmateriedichte innerhalb weniger MeV. Dabei bleibt die Position des Minimums
allerdings unverändert während das Maximum, und damit auch der Nulldurchgang, zu
kleineren Energien verschoben werden. Dies führt dazu, daß die Masse, die im Vakuum
bei 535 MeV liegt, bei halber Kernmateriedichte auf 370 MeV fällt und bei Kernmaterie-
dichte den Wert 295 MeV einnimmt. Die Massenabnahme bei endlicher Dichte ist dabei
auf zwei Ursachen zurückzuführen. Zum einen sorgt der in Abb. 5.3 gezeigte

”
Tadpo-

le“-Graph für eine Massenabnahme von 30 Prozent bei Kernmateriedichte. Zum anderen
bewirkt die Selbstenergie Σππ durch die Modifikationen des Pions bei endlicher Dichte
ebenso eine Verschiebung der Masse zu niedrigeren Energien. Dieser Abfall ist in Über-
einstimmung mit der zugrundeliegenden chiralen Symmetrie, bei deren Wiederherstellung
erwartet wird, daß die Massen von Pion und σ-Meson entarten.
Im Imaginärteil des Propagators äußert sich diese teilweise Wiederherstellung der chi-
ralen Symmetrie und der damit verbundene Abfall der Masse des σ-Mesons durch eine
Verschiebung des Maximums der Verteilung von einer Energie von 450 MeV hin zu einer
Energie von 280 MeV. Gleichzeitig mit dieser Verschiebung verliert die Verteilung mit
steigender Dichte deutlich an Breite. Die Halbwertsbreite, die im Vakuum einen Wert
Γ = 390 MeV besitzt, ist bei Kernmateriedichte auf einen Wert Γ = 80 MeV abgefallen.
Dieser Abfall lässt sich mit der reduzierten Masse des σ-Mesons in Materie folgenderma-
ßen erklären: Hauptbeitrag zum Imaginärteil liefert die Selbstenergie Σππ, die den Zerfall
eines σ-Mesons in zwei Pionen beschreibt. Bei Kernmateriedichte ist die Masse auf etwa
300 MeV abgefallen, eine Energie die knapp über der Produktionsschwelle für zwei Pio-
nen liegt, und damit ist der zur Verfügung stehende Phasenraum für den Zerfall deutlich
geringer. Damit verringert sich auch die Breite, die ein Maß für die mittlere Lebenszeit
und Stabilität des σ-Mesons ist. Ein weiterer Punkt ist, daß das Maximum der Verteilung
deutlich stärker ausgeprägt ist, und man bei Kernmateriedichte eine Erhöhung von 400
Prozent gegenüber dem Vakuum feststellen kann. Dieser Zugewinn an Stärke in Schwel-
lennähe ist eine wichtige Eigenschaft unseres Modells und ist in Übereinstimmung mit
experimentellen Erkenntnissen, wie wir in Abschnitt 6.1-6.5 noch genauer untersuchen
wollen [9],[10],[11].
Der Realteil der Streumatrix Tππ, der in der unteren linken Bildhälfte zu sehen ist, zeigt
mit steigender Dichte vor allem Änderungen im mittleren Energiebereich zwischen 300
und 600 MeV. Bei Kernmaterie hat sich bei der Masse des σ-Mesons ein scharfes Mini-
mum ausgebildet im Gegensatz zu dem sehr breiten Minimum im Vakuum. Bei kleinen
Energien bleibt die Streumatrix repulsiv, was die Stabilität des σ-Mesons gewährleistet
und eine Folge der chiralen Symmetrie ist, die unserem Modell zugrundeliegt.
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Abbildung 5.7: In der oberen Bildhälfte sieht man Real- und Imaginärteil des σ-
Propagators für verschiedene Dichten. Deutlich kann man erkennen, daß mit steigender
Dichte die Masse zu kleineren Energien verschoben ist. Gleichzeitig sieht man im Ima-
ginärteil einen deutlichen Anstieg der Stärke in Schwellennähe, sowie eine Abnahme der
Breite. In der unteren Hälfte sieht man Real- und Imaginärteil der Tππ-Streumatrix. Der
Realteil der Streumatrix bei kleinen Energien bleibt für Dichten bis zur Kernmateriedichte
repulsiv, was eine Forderung der chiralen Symmetrie ist und die Stabilität des σ-Mesons
garantiert. Der Imaginärteil zeigt mit steigender Dichte eine Akkumulation von Stärke an
der Produktionsschwelle für zwei Pionen, als Folge des modifizierten σ-Propagators.
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Im Imaginärteil sieht man mit zunehmender Dichte eine Verschiebung hin zu kleineren
Energien. Bei Sättigungsdichte zeigt sich in der Nähe der Schwelle für die Produktion von
zwei Pionen ein sehr starker Anstieg im Imaginärteil der Streumatrix, die von dem starken
Anstieg im Imaginärteil des Propagators bei Sättigungsdichte herrührt. Zusätzlich sieht
man mit endlicher Dichte das Auftreten von Beiträgen in der Streumatrix unterhalb der
Schwelle für die Produktion von zwei Pionen. Dieser Anteil stammt aus der Selbstenergie
Σππ, wie in Abb. 5.4 dargestellt.

5.4.2 Ergebnisse für endliche Impulse �p �= 0

Im vorigen Abschnitt haben wir den Propagator des σ-Mesons und die Streumatrix bei
endlicher Dichte und verschwindendem Impuls berechnet. Dabei werden die Kopplungen
an Teilchen-Loch Anregungen und die bei endlichem Impuls modifizierte Pionschleife
Σππ vernachlässigt. Die durch den endlichen Impuls hervorgerufenen Änderungen des
Propagators und der Streumatrix wollen wir daher nun näher untersuchen: Nach Gl.(5.35)
und Gl.(5.37) haben wir den Propagator des σ-Mesons und die Tππ-Streumatrix für
Kernmateriedichte berechnet und das Ergebnis für drei verschiedene Impulse in Abb. 5.8
dargestellt. Dabei wurde als Dichte Kernmateriedichte gewählt, da dort die Effekte am
deutlichsten ausgeprägt sind. In der oberen Bildhälfte sieht man den σ-Propagator als
Funktion der invarianten Masse Mππ =

√
E2 − �p2. Diese Wahl der Variable eliminiert

die triviale Verschiebung in Abhängigkeit der Energie, die durch das Vorhandensein des
endlichen Dreierimpuls herrührt. Dazu kommt, daß man für Energien kleiner als der
Impuls in den unphysikalischen raumartigen Bereich gelangt und dieser Bereich nicht
auftritt, wenn man den Propagator als Funktion der invarianten Masse untersucht.
Im Realteil des Propagators, der in der oberen linken Hälfte zu sehen ist, sieht man
mit steigendem Impuls zunächst eine Verschiebung der

”
Masse“ des σ-Mesons hin

zu einer höheren invarianten Masse. Bei einem Impuls |�p| = 200 MeV beträgt diese
Verschiebung etwa 20 Prozent. Einhergehend mit dieser Verschiebung sieht man eine
deutliche Verbreiterung im Realteil in der Nähe der Nullstelle. Für große invariante
Massen Mππ > 4mπ hingegen geht der Realteil bei endlichem Impuls in den Realteil mit
|�p| = 0 über.
In der oberen rechten Hälfte ist der Imaginärteil des σ-Propagators dargestellt. Als Folge
der verschobenen Masse des σ-Mesons sieht man auch eine leichte Verschiebung des
Maximums im Imaginärteil. Zudem ist die relative Stärke des Maximums gegenüber dem
Fall |�p| = 0 stark reduziert. Bei einem Impuls von |�p| = 100 MeV ist diese bereits um
etwa 30 Prozent abgefallen und bei |�p| = 200 MeV um knapp 60 Prozent. Bei endlichem
Impuls sieht man zudem eine Verbreiterung des Imaginärteils. Durch das Auftreten
neuer Zerfallskanäle steigt die Halbwertsbreite bei einem Impuls von 200 MeV auf über
200 MeV. Bei verschwindendem Impuls beträgt diese nur 80 MeV. Schließlich sieht man
eine deutliche Ansammlung von Stärke bei verschwindender invarianter Masse als Folge
der Kopplungen an Teilchen-Loch Anregungen. Diese Stärke setzt sich im raumartigen
Bereich fort, wie wir bereits in vorherigen Kapitel diskutiert haben. Für hohe invariante
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Abbildung 5.8: σ-Propagator Dσ und Streumatrix Tππ bei endlicher Dichte und Impuls.
Man kann mit zunehmendem Impuls eine starke Unterdrückung von Stärke im Ima-
ginärteil des Propagators und der Streumatrix an der Zwei-Pion-Schwelle beobachten
(rechtes oberes und rechtes unteres Bild). Damit einhergehend ist eine Verschiebung der
Nullstelle des Realteils des Propagators zu höheren invarianten Massen (links oben).
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Massen Mππ > 4mπ gehen die Kurven mit endlichem Dreierimpuls wieder in die mit
verschwindendem Impuls über. Insgesamt wird deutlich, daß bei Vorhandensein eines
endlichen Dreierimpuls ein Teil der Effekte aus der teilweisen Wiederherstellung der
chiralen Symmetrie, wie etwa die Abnahme der Masse und Breite des σ-Mesons, wieder
abgeschwächt wird.
Die Streumatrix Tππ ist für drei verschiedene Impulse als Funktion der invarianten Masse
im unteren Teil der Abbildung dargestellt. Die Impulsabhängigkeit des Realteils, die
in der unteren linken Bildhälfte zu sehen ist, zeigt sich hauptsächlich bei invarianten
Massen um 300 MeV. Das stark ausgeprägte Minimum an der Masse des σ-Mesons
verschwindet dabei mit zunehmendem Impuls. Die Repulsivität der Streumatrix bei
verschwindender invarianter Masse bleibt allerdings erhalten. Dies ist Folge des repulsiven
Anteils durch ω-Meson und Nukleon-Nukleon Kopplungen, die wir aus Stabilitätsgründen
im vorangehenden Abschnitt eingefügt hatten.
Im Imaginärteil der Streumatrix sieht man mit steigendem Impuls eine Umkehrung
des Effektes, der durch die endliche Dichte hervorgerufen wurde: Die Stärke, die sich
bei Kernmateriedichte und verschwindendem Dreierimpuls an der Zwei-Pionschwelle
angesammelt hatte, wird zu größeren invarianten Massen hin verschoben. Zudem
verschwindet das Maximum, das sich dabei ausgebildet hatte.
Durch den endlichen Dreierimpuls erfahren sowohl der Propagator als auch die Streuma-
trix sehr starke Änderungen vor allem im invarianten Massenbereich um die Masse des
σ-Mesons herum. Diese negieren teilweise die im vorigen Abschnitt diskutierten Effekte
der Massenänderung des σ-Mesons als Folge des Tadpolegraphen und der im Medium
stark modifizierten Selbstenergie Σππ.
Wichtig jedoch ist zu bemerken, daß das σ-Meson im Rahmen unseres Modells bei
den untersuchten Dichten bis Kernmateriedichte und Impulsen bis 500 MeV/c stabil
bleibt. Diese Stabilität im Medium wird bei endlichem Impuls durch die Hinzunahme des
repulsiven σ-ω-Austauschs gewährleistet, wie im vorigen Abschnitt besprochen.
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Kapitel 6

Die ππ-Wechselwirkung im
Experiment
Eine wichtige Erkenntnis aus der Untersuchung des σ-Mesons in dichter Materie ist der
starke Abfall in der Masse und die damit verbundene Abnahme der Breite des σ-Mesons
in der Nähe der Zwei-Pion-Schwelle. Diese Effekte sind direkte Folge der teilweisen Wie-
derherstellung der chiralen Symmetrie, die die Entartung der Massen von σ-Meson und
Pion fordert.
Um diesen Effekt nachzuweisen, liegt es daher nahe die Produktion von zwei Pionen in
Kernen in der Nähe der Schwelle zu untersuchen. Dabei muß zudem gewährleistet sein,
daß das produzierte Pionpaar im skalaren isoskalaren Kanal vorliegt, also genau die Quan-
tenzahlen des σ-Mesons aufweist.
Mehrere Experimente sind bezüglich dieser Fragestellung durchgeführt worden und zwei
davon werden wir im Folgenden genauer untersuchen: Zum einen das von der CHAOS
Kollaboration [9] am TRIUMF durchgeführte

”
Pion-Produktions“-Experiment, in der mit

einem Strahl von π+ verschiedene Kerne beschossen wurden und zwei geladene Pionen im
Endzustand gemessen wurden.
Zum anderen das von der TAPS Kollaboration [10] gemessene Photoproduktionsexperi-
ment am Elektronenbeschleuniger MAMI. Dieses hat mit einem Photonstrahl die Kerne
1H , 12C und 208Pb untersucht und zwei neutrale Pionen im Ausgangszustand über ihren
Zerfall in vier Photonen gemessen.
Dabei ist in beiden Experimenten eine dichteabhängige Modifikation des differentiellen
Wirkungsquerschnittes gemessen worden.
Eine mögliche Interpretation dieser Messungen ist, die Dichteabhängigkeit auf die Mo-
difikation der Pionen im Medium zurückzuführen und somit als ein Anzeichen für die
teilweise Wiederherstellung der chiralen Symmetrie zu werten.
Wir werden zunächst die Experimente vorstellen und dann eine theoretische Beschreibung
der Experimente angehen.
Ein wichtiger Bestandteil wird dabei die Streumatrix Tππ sein, die wir im vorigen Ab-
schnitt bei endlicher Dichte berechnet haben. Diese ist ein Maß für die Stärke der ππ-
Wechselwirkung im Medium, und wir werden ihren Einfluß auf die theoretisch berechneten
Wirkungsquerschnitte untersuchen.
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6.1 Die A(π,ππ) Reaktion

Im Rahmen des A(π,ππ) [9] Experiments wurden die Kerne 2H , 12C, 40Ca und 208Pb mit
positiv geladenen Pionen mit der kinetischen Energie Tπ+ ≈ 282.7 MeV beschossen und
die invariante Massenverteilung Mπ+π± des dabei entstehenden Pionenpaares bis hinab
zur 2mπ-Schwelle gemessen.
Ziel dieses Experimentes war die Untersuchung der ππ-Wechselwirkung und Modifika-
tionen dieser in dichter Materie. Mit dem verwendeten π+-Strahl und dem TRIUMF
Detektor sind prinzipiell zwei elementare Reaktionen möglich :

π+p → π+π+n

π+n → π+π−p

Beide Reaktionskanäle sind simultan bei den verwendeten Targetkerne gemessen worden.
Die Geometrie des verwendeten Detektors ist derart, daß für Winkel größer als ±9◦ um
den eingehenden Strahl in der Reaktionsebene keine Daten aufgenommen werden können.
Zudem sind die Messungen außerhalb der Reaktionsebene auf den Bereich zwischen 7◦ und
−7◦ beschränkt. Die Detektorakzeptanz in der Reaktionsebene wurde allerdings bei der
Auswertung der Daten in Betracht gezogen und die Daten mittels der GEANT Monte-
Carlo Methode korrigiert. Für die beschränkte Akzeptanz außerhalb der Reaktionsebene
wurden keine Korrekturen vorgenommen. Die gemessenen invarianten Masseverteilungen
für die untersuchten Kerne sind in Abb. 6.1 gezeigt.
Im (π+, π+π−)-Reaktionskanal (oberes Bild) sieht man einen deutlichen Zuwachs in der
Massenverteilung in der Nähe der Schwelle mit steigender Massenzahl A des Kerns. Die
gleichzeitige Verbreiterung mit steigender Massenzahl ist dabei Folge des vergrößerten
Phasenraums für das produzierte Pionenpaar.
Im Gegensatz dazu zeigt die Mπ+π+-Verteilung (unteres Bild) in der Nähe der Schwelle
keine Abhängigkeit von der Massenzahl. Bis auf die Verbreiterung, die hier zusätzlich
durch die Coulomb Wechselwirkung eintritt, lässt sich in diesem Reaktionskanal keine
Dichteabhängigkeit nachweisen. Die durchgezogene Kurve, die man in beiden Bildern für
Deuterium sieht, ist eine theoretische Rechnung von Oset [60], die die Detektorakzeptanz
von CHAOS mitberücksichtigt. Diese Rechnung erlaubt eine gute Beschreibung der am 2H
Kern gemessenen Daten, kann jedoch den für die massiveren Kerne gemessenen Anstieg
nicht erklären.
Zusätzlich zu den invarianten Massenverteilungen wurden die Winkelverteilungen des Pio-
nenpaars gemessen. Beide untersuchten Reaktionskanäle zeigen in Schwellennähe (2mπ ≤
Mππ ≤ 315 MeV) ein flaches Verhalten und liegen daher in s-Welle vor. Dieses Verhalten
ist in Abb. 6.2 gezeigt. Man sieht dort für die Energiebereiche 2mπ ≤ Mππ ≤ 310 MeV
und 310 MeV ≤ Mππ ≤ 420 MeV die Wirkungsquerschnitte als Funktion des Winkels. Bei
höheren Energien erkennt man einen Anstieg der Daten mit dem Winkel und damit einen
stärker werdenden Einfluß von höheren Partialwellen. In Schwellennähe jedoch handelt es
sich vorwiegend um ein Pionpaar in s-Welle. Die genaue Zerlegung in die einzelnen Parti-
alwellen für den Schwellenbereich ist in Tab.6.1 dargestellt [61]. Neben dem dominanten
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Abbildung 6.1: Mπ+π−-Verteilung für die verschiedenen Targetkerne [9]. Deutlich sieht
man den Anstieg an der Schwelle mit steigender Massenzahl (oben). Für die Mπ+π+-
Verteilung sieht man keine signifikanten Änderung mit steigender Massenzahl (unten).
Die doppelt durchgezogenen Kurven entsprechen einer Modellrechnung von Oset [60].
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Abbildung 6.2: Partialwellen Zerlegung der Meßdaten [61]. Die Verteilungen sind bei den
betrachteten Energien nahezu konstant bei allen 4 betrachteten Kernen. Erst bei höheren
Energien sieht man eine zunehmende Winkelabhängigkeit auftreten.

s-Wellen Anteil sieht man Beimischung von d-Wellen. Höhere Partialwellen und p-Wellen
treten in diesem Energiefenster nicht auf (bis auf einen geringen Anteil p-Welle in 208Pb).

Kern s-Welle (%) p-Welle (%) d-Welle (%)
2H 88.2 0.0 11.8
12C 96.0 0.0 4.0
40Ca 93.9 0.0 6.1
208Pb 93.9 0.8 5.3

Tabelle 6.1: Zerlegung der invarianten Masseverteilung in die Partialwellen [61]

Aufgrund der Isospin-Algebra kann das π+π+ Paar nur im J=0, I=2 Zustand vorliegen,
also insbesondere nicht die Quantenzahlen des σ-Mesons annehmen. Die Isospin-Algebra
erlaubt die Kopplung des π+π− Paar zu Zuständen mit J=0, I=0,1,2, allerdings ist der
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Zustand mit I=1 aufgrund der Forderung nach einer symmetrischen Wellenfunktion für
das ππ-System verboten. Darüber hinaus ist der Zustand mit I=2 bei den im Experi-
ment betrachteten Energien vernachlässigbar, so daß das π+π− Paar fast ausschließlich
in den Quantenzahlen des σ-Mesons vorkommt. Der Anstieg, den man in den invarianten
Massenverteilungen an der Schwelle erkennen kann, ist also verbunden mit dem Kanal,
in dem die Pionen mit den Quantenzahlen des σ-Mesons vorliegen und abwesend im an-
deren Kanal. Dies wirft die Frage auf, inwieweit Modifikationen des ππI=J=0-Systems in
endlicher Dichte für den starken, dichteabhängigen Effekt in der invarianten Massenver-
teilung verantwortlich sind. Um diese Fragestellung beantworten zu können, bedienen
wir uns im Folgenden der Reaktionstheorie von Oset und Rockmoore für die A(π, 2π)
Reaktion [62],[63].

6.1.1 Reaktionstheorie

Eine theoretische Beschreibung der A(π, 2π) Reaktion ist in der Vergangenheit bereits von
den oben genannten Autoren angestrengt worden. Dabei bedienten sie sich der Eikonal-
Näherung und verwendeten für den Kern ein Fermi-Gas Modell. Darüber hinaus liefert das
Modell von Oset einen phänomenologischen Ansatz zur Beschreibung der Absorption der
ein- und auslaufenden Pionen, der in dem untersuchten Energiebereich zufriedenstellende
Ergebnisse liefert. Aufgrund der starken Wechselwirkung der Pionen mit der umgeben-
den Materie spielt die Absorption und Verzerrung der Pionen eine wichtige Rolle bei der
Berechnung des Wirkungsquerschnittes.
Neben diesen durch die Anwesenheit des Kerns hervorgerufenen Effekten ist die T-Matrix
für den elementaren Prozeß πN → ππN zentraler Bestandteil der Reaktionstheorie. Es
gibt eine Vielzahl von Zugängen zur Berechnung der Reaktionsamplituden für die zu-
grundeliegende πN → ππN Reaktion, die eine erfolgreiche Beschreibung des totalen
Wirkungsquerschnittes erzielen, dabei aber meist, teilweise deutliche, Abweichungen vom
Experiment in den differentiellen Wirkungsquerschnitten zeigen [64]-[67]. Wir werden im
Rahmen dieser Arbeit Jensen und Miranda folgen [68], die im Rahmen eines effektiven
chiralen Modells unter der Hinzunahme von höheren nukleonischen Resonanzen den ele-
mentaren Prozeß berechnet haben.
Zusammengefasst erhält man für die Berechnung des Wirkungsquerschnittes:

σ =
π

q

∫
d2bdzAin(ρ(�r))A

+
out(ρ(�r1))A

−
out(ρ(�r2))∫

d3k

(2π)3

d3q1
(2π)3

d3q2
(2π)3

n(�k)[1 − n(�q + �q − �q1 − �q2)]

δ(q0 + ε�k − ω�q1 − ω�q2 − ε�k+�q−�q1−�q2)
1

2ω�q1

1

2ω�q2
|T(πN→ππN)|2 × Detektorakzeptanz , (6.1)

wobei Ain und A±
out die Absorption der ein- und ausgehenden Pionen beschreiben. Dane-

ben treten in diesem Integral eine 4-dimensionale Deltafunktion auf, die die Energie- und
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Abbildung 6.3: Darstellung der Pionproduktion im Experiment πN → ππN .

Impulserhaltung sicherstellt, sowie Besetzungszahlen für die Nukleonen, die als Fermio-
nen das Pauliprinzip erfüllen müssen. Die Variablen b und z bezeichnen die Position des
streuenden Nukleons, b ist dabei der Stoßparameter und z die Höhe.
Zur Berechnung dieses mehrdimensionalen Integrals verwenden wir die Monte-Carlo Me-
thode, in der wir zunächst Position und Impuls des mit dem Pion wechselwirkenden
Nukleons ermitteln, und dann mit dem GENBOD Phasenraumprogramm die Impulse der
auslaufenden Pionen und des Nukleons berechnen. Dies erlaubt uns auch die Geometrie
des Detektors zu simulieren, indem wir nur Ereignisse berücksichtigen, in denen die aus-
gehenden Pionen maximal um 7◦ aus der Reaktionsebene abgelenkt sind.
Bevor wir jedoch die Ergebnisse für den Wirkungsquerschnitt diskutieren, stellen wir die
T-Matrix für den elementaren Prozeß vor.

Die Elementaramplitude πN → ππN

Für den elementaren Prozeß πN → ππN - siehe Abb. 6.3 - folgen wir, wie bereits im vori-
gen Abschnitt besprochen, einer Arbeit von Jensen und Miranda, die die Reaktion mithilfe
der chiralen Störungstheorie unter Berücksichtigung von schweren Baryonen (BχPT) be-
schreiben. Dabei wurden neben dem Nukleon zusätzlich die ∆(1232)- und die N∗(1440)
Nukleonresonanzen berücksichtigt. Der Wechselwirkungsanteil der Lagrangedichte in die-
sem Modell ist gegeben durch:

L = L�π�π�π�π +LNN�π + LNN�π�π + LNN�π�π�π + LN
�π + LNN��π + LNN��π�π
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Abbildung 6.4: Die Feynman-Graphen in Baumgraphennäherung zur Berechnung der ele-
mentaren T-Matrix

L�π�π�π�π =
1

8f 2
π

[(∂π̃2)2 −m2
ππ̃

4]

LNN�π = − gA
2fπ

N̄γµγ5τ · ∂µπ̃N

LNN�π�π = − 1

4f 2
π

N̄γµτ · (π̃ × ∂µπ̃)N

LNN�π�π�π = − gA
8f 3

π

N̄γµγ5τ · π̃∂µπ̃2N

LN
�π = − g∆

2fπ
∆̄µT

agµν∂ν�π
aN + H.c.

LNN��π = −gN�

2fπ
N̄3τ · ∂µπ̃γµγ5N + H.c.

LNN��π�π = − 1

f 2
π

N̄3[−C1m
2
ππ̃

2 + C3(∂µπ̃)2]N + H.c. .

Die berücksichtigten Diagramme in Baumgraphennäherung sind in Abb. 6.4 gezeigt. Im
dritten und vierten Graph tauchen Baryon-Propagatoren auf, die je nach Prozeß ein Nu-
kleon oder eine Resonanz bezeichnen. Bei dem Paar (B1,B2) kann es sich dabei um
(N,N),(N,∆) und (∆,N) Propagatoren handeln, während B3 entweder für ein Nukleon
oder eine N∗(1440)-Resonanz steht.
Zur Berechnung der T-Matrix für diese Reaktion kann man zunächst ausnutzen, daß die
T-Matrix in einer einfachen Form für die Isospinabhängigkeit dargestellt werden kann:

T abc = ū(p2)
[
F1iε

abc + F2δ
abτ c + F3δ

acτ b + F4δ
bcτa

]
γ5u(p1) . (6.2)

Es gibt insgesamt 16 mögliche Reaktionen, 8 mit einem Proton als Target, 8 mit einem
Neutron. Aufgrund der Instabilität des Neutrons lassen sich jedoch experimentell nur die
Reaktionen mit einem Proton als Target messen. Zudem hat das neutrale Pion aufgrund
der Adler-Bell-Jackiw Anomalie eine um 9 Größenordnungen geringere Lebensdauer und
ist daher als Projektil ebenso ungeeignet, da es zerfällt bevor es auf das Target trifft.
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Somit bleiben 5 Reaktionen dem Experiment zugänglich:

1. π+p → π+π+n

2. π+p → π+π0p

3. π−p → π+π−n (6.3)

4. π−p → π0π0n

5. π−p → π0π−p .

Indem man die Isospinalgebra auf die einzelnen Reaktionen anwendet, erhält man:

1. χ†
n(Φ

∗
+)c(Φ∗

+)b(Φ+)aχpT
abc = ū(p2)

[−√
2(F2 + F3)

]
γ5u(p1)

2. χ†
p(Φ

∗
+)c(Φ∗

0)
b(Φ+)aχpT

abc = ū(p2) [F1 + F2] γ5u(p1)

3. χ†
n(Φ

∗
−)c(Φ∗

+)b(Φ−)aχpT
abc = ū(p2)

[−√
2(F3 + F4)

]
γ5u(p1)

4. χ†
n(Φ

∗
0)
c(Φ∗

0)
b(Φ−)aχpT

abc = ū(p2)
[√

2F4

]
γ5u(p1)

5. χ†
p(Φ

∗
−)c(Φ∗

0)
b(Φ−)aχpT

abc = ū(p2) [F1 + F3] γ5u(p1) .

Die Isospinfunktionen F1 − F4 wiederum haben eine Dirac-Struktur von folgender Form:

Fi = ū(p2) [Fi1 + Fi2γµk
µ
2 + Fi3γνk

ν
3 + Fi4γµγνk

µ
3k

ν
2 ] γ5u(p1) , (6.4)

wobei �k2 und �k3 die Impulse der auslaufenden Pionen bezeichnen. Berechnung der Funk-
tionen Fij erlaubt dann für jede Reaktion die Bestimmung der Übergangsamplitude und
damit auch die Berechnung des totalen Wirkungsquerschnittes:

σ =
4M2

N

4
√

(p1k1)2 −M2
nm

2
π

(p2
1 + k2

1)

∫
d3p2

(2π)32E(p2)

d3k2

(2π)32ω(k2)

d3k3

(2π)32ω(k3)
|TπN→ππN |2(2π)4δ(p1 + k1 − p2 − k2 − k3) . (6.5)

Dabei wurde bei der Berechnung der T-Matrix über die Spins der Nukleonen gemittelt.
Die somit berechneten Wirkungsquerschnitte für die experimentell zugänglichen Reaktio-
nen zeigen im Energiebereich von 0.171 GeV ≤ Tπ ≤ 0.400 GeV eine zufriedenstellende
Übereinstimmung mit den Meßdaten [69]-[71]. Mit zunehmender Energie nimmt diese je-
doch ab und Terme nächsthöherer Ordnung und höher liegende Nukleonresonanzen sind
zu berücksichtigen. In Abb. 6.5 sieht man die Wirkungsquerschnitte für die Reaktionen
π±p ⇒ π+π±n.
In Abhängigkeit von der kinetischen Energie des einlaufenden Pions sieht man dabei unter
Berücksichtigung der ∆(1232)- und N∗(1440)-Resonanz (durchgezogene Linie) und ohne
Resonanzen (gestrichelte Linie) einen Vergleich mit dem Experiment. Die Resonanzen
sind dabei für die Reaktion π−p ⇒ π+π−n von entscheidender Bedeutung, um die beob-
achteten Daten zu erklären. Der qualitative Verlauf des Wirkungsquerschnittes ist unter
Berücksichtigung dieser gut wiedergegeben. Quantitativ bleibt jedoch ein Defizit von etwa
10 Prozent gegenüber den experimentellen Daten (linke Bildhälfte).
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Abbildung 6.5: Wirkungsquerschnitte für die Reaktionen π±p ⇒ π+π±n. Die durchgezo-
gene Linie erhält man mit der in Gl.(6.2) angegebenen Lagrangedichte, während die ge-
strichelte Kurve in demselben Modell ohne Berücksichtigung der ∆- und Roper-Resonanz
berechent wurde. Die Daten stammen dabei aus [69]-[71].

Im Fall π+p ⇒ π+π+n ist der Einfluß der Resonanzen nur sehr gering. Die theoretische
Kurve zeigt jedoch bereits ab kinetischen Energien von 300 MeV Abweichungen, die mit
steigender Energie noch deutlicher ausfallen. Die experimentellen Daten gehen in eine
Sättigung über, während der theoretisch berechnete Wirkungsquerschnitt weiter ansteigt
(rechte Bildhälfte).
Die differentiellen Wirkungsquerschnitte, die man mit diesem Modell gewinnt sind für
niedrige kinetische Energien in guter Übereinstimmung mit den gemessenen Daten, zei-
gen in manchen Reaktionskanälen jedoch spürbare Abweichungen bis zu 30 Prozent [68].

6.1.2 Endzustandswechselwirkungen

Mit der T-Matrix für den elementaren Prozess πN ⇒ ππN und der vorgestellten Reakti-
onstheorie, lässt sich der in Gl.(6.1) angegebene Wirkungsquerschnitt berechnen.
Erste Rechnungen haben jedoch gezeigt, daß der im Experiment beobachtete Anstieg bei
niedrigen invarianten Massen nicht reproduziert werden kann. Ein möglicher Erklärungs-
versuch für diesen Anstieg, der nur in dem Experiment auftritt, in dem das ausgehen-
de Pionenpaar die Quantenzahlen I=J=0 hat, liegt in einer starken Modifikation der
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Abbildung 6.6: Stärke der Endzustandswechselwirkungen des Pionenpaars im I=J=0 Ka-
nal. Für verschwindenden Dreierimpuls sieht man diese bei 3 verschiedenen Dichten als
Funktion der invarianten Masse der Pionen. Deutlich erkennt man den starken Anstieg
an der Zwei-Pion-Schwelle (linkes Bild).
Bei Kernmateriedichte sieht man mit wachsendem Dreierimpuls eine Verbreiterung der
Stärke bei gleichzeitiger Abnahme (rechtes Bild). Dieser Effekt war bereits in den Ima-
ginärteilen der T-Matrix und des σ-Propagators zu sehen.

ππ-Wechselwirkung in dichter Materie. In der Tat sieht man im Imaginärteil der Tππ-
Streumatrix mit steigender Dichte einen starken Anwachs von Stärke in Schwellennähe
(siehe Abb. 5.7). Dieser ist auf den I=J=0 Kanal beschränkt und im Kanal I=2,J=0
abwesend. Damit besteht die Möglichkeit den im CHAOS-Experiment beobachteten Ef-
fekt durch Endzustandswechselwirkungen der beiden ausgehenden Pionen zu erklären.
Dabei nimmt man an, daß die beiden ausgehenden Pionen während ihrer Propagation
durch das Medium miteinander wechselwirken, also miteinander streuen. Die Stärke die-
ser Wechselwirkungen ist dann durch die Tππ-Streumatrix und ihre Änderung gegenüber
dem Vakuum gegeben. Im Rahmen eines vereinfachten Modelles konnte unter Einbezie-
hung von Endzustandswechselwirkungen bereits eine teilweise Übereinstimmung mit den
Meßdaten erzielt werden [72]. Die Dichteeffekte wurden dabei mittels eines Parameters α
modelliert, der einen Abfall der Masse des σ-Mesons um 20-30 % bei Kernmateriedichte
bewirkte. Nachteil dieses einfachen Modells war eine unrealistische hohe Ansammlung von
Stärke an der Schwelle, sowie das Fehlen einer Impulsabhängigkeit.
Die in Gl.(6.1) hergeleitete Formel für den Wirkungsquerschnitt erhält unter Berücksich-

tigung dieser Endzustandswechselwirkungen einen zusätzlichen Faktor
∣∣T I=J=0

ππ /Vππ
∣∣2, der

ein Maß für die Stärke der Endzustandswechselwirkungen der beiden ausgehenden Pionen
in dichter Materie ist. Mit der im vorangegangen Kapitel diskutierten Streumatrix Tππ und
dem Potential im Vakuum Vππ lässt sich dieser Faktor dann berechnen. Den Verlauf dieser
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Größe bei verschiedenen Dichten und Impulsen kann man in Abb. 6.6 sehen. In der linken
Bildhälfte sieht man dabei die Dichteabhängigkeit als Funktion der invarianten Masse
des Pionpaars. Mit steigender Dichte erkennt man einen deutlichen Zuwachs an Stärke
gegenüber dem Vakuum. An der Schwelle wächst dieser Faktor bei Kernmateriedichte auf
den Faktor 8 an, aufgrund der starken Modifikationen in der ππ-Wechselwirkung und im
σ-Meson.
Erlaubt man zusätzlich einen endlichen Dreierimpuls für das Pionpaar sieht man in der
rechten Hälfte eine Verbreiterung bei gleichzeitiger Abnahme der Stärke von T/V auf
einen Wert von 4 bei einem Dreierimpuls von 200 MeV. Durch den Dreierimpuls wird der
eng an der Schwelle lokalisierte Anstieg abgeschwächt und über einen größeren Energie-
bereich verteilt.

6.1.3 Differentielle Wirkungsquerschnitte

Nachdem in den vorherigen Kapitel die Reaktionstheorie und die darin enthaltenen Terme
besprochen worden sind, wollen wir nun die Ergebnisse für die differentiellen Wirkungs-
querschnitte präsentieren und mit dem Experiment vergleichen. In Abb. 6.7 sieht man den
Vergleich der theoretisch ermittelten Kurven mit dem Experiment für die vier gemessenen
Kerne. Obwohl der generelle Verlauf der differentiellen Wirkungsquerschnitte befriedigend
wiedergegeben werden kann, fallen doch einige Diskrepanzen ins Auge. Zunächst erkennt
man für das Deuterium eine Überschätzung des differentiellen Wirkungsquerschnittes im
Energiebereich bis 350 MeV. Die Ursache hierfür liegt in den Problemen der Elementaram-
plitude die differentiellen Wirkungsquerschnitte zu reproduzieren, trotz der guten Über-
einstimmung der totalen Wirkungsquerschnitte. Für die schwereren Kerne ist der generelle
Verlauf besser wiedergegeben, ohne jedoch den Anstieg bei geringen invarianten Massen
erklären zu können. Die durchgezogene Linie berücksichtigt dabei bereits die Endzustands-
wechselwirkungen. Dieses zunächst überraschende Ergebnis lässt sich auf zwei Ursachen
zurückführen: Zum einen konnte in einer genaueren Untersuchung des Reaktionsprozes-
ses gezeigt werden [76], daß aufgrund der starken Absorption des einfallenden Pions ein
Großteil der Pionproduktionsprozesse an der Oberfläche des Kerns und damit bei geringen
Dichten stattfindet. Zum anderen spielt der endliche Impuls eine wichtige Rolle bei der
Unterdrückung des Effekts [77]. Dazu haben wir uns zunächst die kinematische Verteilung
von invarianter Masse und Gesamtimpuls des Pionenpaares angeschaut. Diese Verteilung,
die in Abb. 6.8 dargestellt ist, hat aufgrund der Detektorgeometrie eine etwas ungewöhnli-
che Form. Die meisten Ereignisse mit höherer invarianter Masse können von dem Detektor
nicht gemessen werden, so daß sich die in Abb. 6.8 gezeigte Anhäufung von Ereignissen
mit einer invarianten Masse von Mππ ≈ 2mπ ergibt. Darüber hinaus erkennt man, daß die
Mehrzahl der Ereignisse, die zur Berechnung des totalen Wirkungsquerschnitt beitragen,
einen mittleren Dreierimpuls von |�p| ≈ 250 MeV besitzen. Bei diesen Impulsen jedoch ist
die Endzustandswechselwirkung bereits deutlich unterdrückt gegenüber den Ereignissen,
die bei verschwindendem Dreierimpuls stattfinden. Zudem erfahren aufgrund der Verbrei-
terung der Tππ-Streumatrix bei diesen Impulsen die schwellennahen Ereignisse nur noch
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Abbildung 6.7: Differentielle Wirkungsquerschnitt der πA ⇒ ππA Reaktionen. Neben
den experimentellen Meßdaten für 2H (links oben), 12C (rechts oben), 40Ca (links un-
ten) und 208Pb (rechts unten) sieht man die theoretisch berechneten Kurven. Man kann
erkennen, daß der Anstieg an der Zwei-Pion-Schwelle selbst unter Berücksichtigung der
Endzustandswechselwirkungen nicht reproduziert werden kann.

einen geringfügigen
”
Boost“ verglichen mit Ereignissen bei einer invarianten Masse von

400 MeV. Die Stärke der Endzustandswechselwirkungen bei einem Dreierimpuls von 200
MeV zum Beispiel zeigt in dem im Experiment betrachteten Energieintervall einen Abfall
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Abbildung 6.8: Kinematische Verteilung der Ereignisse, die bei der Berechnung des Wir-
kungsquerschnittes eingehen. Die experimentelle Detektorakzeptanz ist dabei berücksich-
tigt, ebenso wie das Pauliprinzip für die Nukleonen und die Energie-Impulserhaltung. Ge-
plottet ist dabei die Anzahl der Pionenpaare als Funktion ihrer Dreierimpulse und ihrer
invarianten Masse. Die Verteilung zeigt einen Peak bei einem Dreierimpuls von 200-250
MeV/c.

um den Faktor 2, während bei gleicher Dichte und verschwindendem Dreierimpuls ein
Abfall um den Faktor 8 festzustellen ist. Diese beiden Effekte bewirken also, daß die in
unserem Modell starke Modifikation der ππ-Wechselwirkung in Schwellennähe nicht den
im Experiment gezeigten Zuwachs in Schwellennähe erklären kann.
Ein möglicher Ausweg wurde bereits in einer früheren Arbeit vorgeschlagen [72]: Sowohl
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in der Tππ-Streumatrix, als auch in dem Faktor der Endzustandswechselwirkungen sieht
man einen beträchtlichen Anteil von Stärke unterhalb der Zwei-Pion-Schwelle. Dieser An-
teil ist uns nicht zugänglich, da nur Ereignisse berücksichtigt werden können, in der die
beiden Pionen sich auf der Massenschale befinden. In der Tat ist es allerdings möglich, daß
das Pionpaar in Medium eine modifizierte Energie-Impuls Beziehung besitzt, mittels der
man bei endlichem Dreierimpuls des Pionenpaares in der Lage wäre, die Stärke der ππ-
Wechselwirkung auch unterhalb der Zwei-Pion-Schwelle zu detektieren. Aufgrund der be-
nutzten Monte-Carlo Methode zur Berechnung des Wirkungsquerschnittes ist es jedoch im
Rahmen dieser Arbeit nicht möglich

”
off-shell“-Pionen in Zwischenzuständen zuzulassen.

Eine weitergehende Untersuchung in dieser Richtung erfordert daher eine Verbesserung
der benutzten Monte-Carlo Methode, die eine im Medium modifizierte Energie-Impuls
Beziehung der produzierten Pionen zulässt.

Das Verhältnis CAππ
Das wesentliche Interesse in der πA ⇒ ππA Reaktion gilt der ππ-Wechselwirkung. Daher
ist es zweckmäßig eine Observable zu finden, die größtenteils unbeinflusst ist von der
A(π, 2π) Reaktion, insbesondere der Akzeptanz des CHAOS Detektors, wie auch den
Unsicherheiten bezüglich des zugrundeliegenden π ⇒ ππ Mechanismus ( der sich vor allem
in den Diskrepanzen der theoretisch berechneten differentiellen Wirkungsquerschnitte und
der für das Deuterium gemessenen experimentellen Daten zeigt). Das Verhältnis CAππ, das
definiert ist als

CAππ =

dσ
dMA

ππ

σA
/

dσ
dMN

ππ

σN
(6.6)

und welches das Verhältnis der differentiellen Wirkungsquerschnitte in Kernen und am
Nukleon, normiert durch die jeweiligen totalen Wirkungsquerschnitte ist, erfüllt die-
se Bedingung. Es ist ein Maß für den effektiven Einfluß von Kernmaterie auf die ππ-
Wechselwirkung, indem durch die Quotientenbildung mit den am Deuterium gemessenen
Daten, der Einfluß von globalen, nicht dichteabhängigen Größen, wie der Detektorgeome-
trie, Detektoreffizienz und der theoretischen Modellierung der elementaren Produktions-
amplitude reduziert wird [78]. In Abb. 6.9 sieht man für die beiden erlaubten Reaktionen
einen Vergleich des so gebildeten Verhältnisses. In der rechten Bildhälfte sieht man CA

ππ für
die Reaktion π+A → π+π+A. CA

ππ zeigt bei allen drei untersuchten Kernen ein nahezu kon-
stantes Verhalten als Funktion der invarianten Masse. In diesem Reaktionskanal lässt sich
keine dichteabhängige Modifikation der ππ-Wechselwirkung erkennen. Dies ist in Über-
einstimmung mit der Erwartung, daß eine starke Renormierung der ππ-Wechselwirkung
nur für Pionenpaare mit den Quantenzahlen des σ-Mesons zu erwarten ist und das π+π+

Paar nicht in diesen Quantenzahlen vorliegen kann.
Für die Reaktion π+A → π+π−A zeigt sich ein anderes Bild. Mit steigender Massenzahl
des untersuchten Kerns zeigt CA

ππ einen immer stärker werdenden Anstieg in der Nähe
der Zwei-Pion-Schwelle. Für Blei findet man einen Wert von 7 an der Schwelle und damit
eine deutlichen Zuwachs von Stärke gegenüber den Daten am Deuterium, wie auch um
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Abbildung 6.9: Darstellung des Verhältnisses CA
π+π− für die beiden Reaktionskanäle [61].

Für die Reaktion mit den Quantenzahlen des σ-Mesons sieht man in der Nähe der Schwelle
einen starken dichteabhängigen Anstieg, während im anderen Kanal das Verhältnis kon-
stant um den Wert 1 liegt. Die Kurven sind dabei verschiedenen Modellen entnommen.
Die durchgezogene Kurve erhält man aus [60], die strich-punktierte Kurve aus [73], die
gestrichelte Kurve aus [74] und die gepunktete Kurve aus [75]

den Faktor 2 höheren Wert als Kohlenstoff. Aufgrund der höheren effektiven Dichte von
Blei gegenüber Kohlenstoff und auch Calcium lassen sich diese Unterschiede verstehen
(linke Bildhälfte). Die in Abb. 6.9 dargestellten Kurven sind Resultate von Modellrech-
nungen. Dabei ist in der durchgezogenen und der punktierten Kurve jeweils das Verhältnis
CCa
ππ gezeigt. Beide Modelle stimmen überein, lassen jedoch den schwellennahen Anstieg

vermissen, der im Experiment zu sehen ist. Die strich-punktierte und gestrichelte Kurve
zeigen das Verhältnis CPb

ππ . Beide Modelle modellieren die Medium-Effekte des σ-Mesons
durch einen in der Dichte linearen Massenabfall von bis zu 30 Prozent bei Kernmate-
riedichte. Diese Modelle geben den Verlauf des Verhältnisses CPb

ππ über einen grösseren
Energiebereich gut wieder, bleiben allerdings an der Schwelle um einen Faktor von 2 un-
terhalb der experimentellen Daten.
Aufgrund der im vorigen Abschnitt geschilderten Probleme zeigen die im Rahmen unseres
Modelles gewonnen Kurven nur einen sehr mäßigen Anstieg in Schwellennähe und sind
insbesondere nicht in der Lage, die experimentellen Daten zu beschreiben, sondern zeigen
einen sehr flachen Verlauf der Größe CA

ππ und einen Anstieg im Fall von Blei von nur 50
Prozent. Betrachtet man allerdings nur Ereignisse, in der das Pionpaar verschwindenden
Dreierimpuls hat, sieht man einen deutlichen Zuwachs an der Schwelle bis hin zu Werten
von 3 für Blei, was allerdings immer noch unter den experimentellen Werten liegt.
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6.2 Die A(γ,ππ) Reaktion

Die Messungen der ππ-Wechselwirkung in dem Pion-induzierten Experiment der CHAOS-
Kollabaration hatte mit zwei Problemen zu kämpfen. Zum einen konnten aufgrund der
Detektorgeometrie nur ein Bruchteil der Ereignisse gemessen werden, die zudem noch
auf einen kleinen kinematischen Bereich des Phasenraums begrenzt waren. Zum anderen
kann aufgrund der starken Wechselwirkung des einfallenden Pions mit dem Medium nur
die Eigenschaften der Oberfläche des Kerns gemessen werden. Modellrechnungen schätzen
die mittlere gemessene Dichte in dem CHAOS-Experiment auf 24 Prozent der Kernma-
teriedichte [76]. Um eine bessere Messung der ππ-Wechselwirkung in dichter Materie zu
erhalten, wurde deshalb vorgeschlagen, elektromagnetische Proben zu verwenden, die den
gesamten Kern ausleuchten und bei effektiv höheren mittleren Dichten messen können.
Darüber hinaus sollte auch eine Verbesserung der Detektorgeometrie erfolgen, um Effekte,
die rein geometrischer Natur sind, zu minimieren.
Das von der TAPS Kollabaration am Mainzer Mikrotron MAMI durchgeführte A(γ,ππ)
Experiment erfüllt diese Eigenschaften [10]. Im Rahmen dieses Experimentes wurden die
Kerne 1H, 12C und 208Pb mit Photonen der Energie Eγ = 400− 460 MeV untersucht und
die ausgehenden π0π0 respektive π±π0 Paare gemessen. Die Energie des Photonstrahls ist
dabei so gewählt, daß sie mit der im CHAOS-Experiment benutzten Energie im Schwer-
punktsystem übereinstimmt. Bei dieser Energie sind zudem die Wechselwirkungen mit der
umgebenden Materie noch relativ gering und somit die mittleren freien Weglängen der
ausgehenden Pionen sehr hoch. Der Detektor deckt dabei etwa 40 Prozent des gesamten
Raumwinkels ab. Die neutralen Pionen werden dabei über die invariante Masse der zwei
Photonen, in die sie zerfallen, identifiziert. Ein Ereignis ist dann durch die Koinzidenz-
messung von vier Photonen gegeben [10].
Die differentiellen Wirkungsquerschnitte für die beiden Reaktionskanäle sind in Abb. 6.10
zu sehen. Im Kanal A(γ,π0π0) sieht man mit steigender Massenzahl des Kerns eine Ver-
schiebung der invariaten Massenverteilung hin zu geringeren invarianten Massen (linke
Bildhälfte). Dieser dichteabhängige Effekt ist im anderen Kanal abwesend. Die invari-
anten Massenverteilungen in der Reaktion A(γ,π±π0) folgen vielmehr dem Phasenraum
(punktierte Linie). Die durchgezogene Linie ist in beiden Bildhälften das Resultat ei-
ner Modellrechnung von Oset et al. [79]. Eine Untersuchung der Winkelverteilungen in
der A(γ,π0π0) Reaktion hat gezeigt, daß diese isotrop sind, sich das Pionenpaar also im
Zustand J=0 befindet und damit die beobachtete Verschiebung zu kleineren invarianten
Massen eine Eigenschaft des ππ-Systems im I=J=0 Kanal ist.
Analog zu dem im vorherigen Abschnitt untersuchten Experiment benutzen wir die Re-
aktionstheorie in Eikonal-Näherung sowie die Absorption der ausgehenden Pionen. Das
eingehende Pion ist in dem MAMI Experiment durch ein Photon ersetzt worden und un-
terliegt im Gegensatz zum Pion nur schwacher Absorption, die wir in erster Näherung
vernachlässigen wollen. Neben der geänderten Detektorakzeptanz ist dann als weitere
Änderung noch die Elementaramplitude TγN→ππ zu bestimmen.
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Abbildung 6.10: Differentielle Wirkungsquerschnitte für die Reaktionen γA ⇒ π0π0A
(links) und γA ⇒ π±π0A (rechts). Die durchgezogenen Linien stammen von einem theo-
retischen Modell von Oset et al [79]. Die punktierte Linie kennzeichnet den Phasenraum
für die jeweilige Reaktion. In den Meßdaten erkennt man für das Pionpaar mit I = J = 0
einen dichteabhängigen Zuwachs in Schwellennähe, der im anderen Kanal mit I = 1 ab-
wesend ist. Die Daten stammen aus [10].
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6.2.1 Die elementare Übergangsamplitude TγN→ππN

Zur Beschreibung der Photoproduktion zweier Pionen bedienen wir uns einer reduzierten
Version des Modells von Gomez-Tejedor et al. [81]. Neben dem Nukleon werden noch
die Nukleonresonanzen ∆(1232), N∗(1440) und N∗(1520) berücksichtigt. Höher liegende
Resonanzen und mesonische Zwischenzustände, wie etwa das ρ-Meson werden von uns
abweichend von einer weiterentwickelten Version dieses Modells [80] nicht verwendet, da
sie in dem für uns interessanten Energieintervall in Schwellennähe keinen großen Beitrag
liefern. Die komplette Lagrangedichte für die Reaktion lässt sich damit schreiben als

L = LπNN + Lπ∆N + Lπ∆∆ + Lπ∆N∗ + Lπ∆N∗′

+LγNN + Lγππ + LπNN∗ + LππNN∗ + LγπNN

+Lγ∆N + LγNN∗ + Lγπ∆N + LγπNN∗ + LγNN∗′ , (6.7)

wobei die explizite Form der einzelnen Terme und die verwendeten Kopplungskonstanten
und Parameter in Anhang E zu finden sind.
In Baumgraphennäherung lassen sich aus dieser Lagrangedichte die in Abb. 6.11 darge-
stellten Feynman Diagramme und die zugehörigen Feynman-Regeln ableiten. Im Rahmen
dieses Modells für die elementare Reaktion γA → ππA lassen sich dann für die sechs
erlaubten Kanäle

γp → π+π−p

γp → π0π0p

γp → π+π0n

γn → π+π−n

γn → π0π0n

γn → π0π−p ,

die totalen und differentiellen Wirkungsquerschnitte mit

σ =
m2

λ(s, 0, m2)1/2
SB

∫
d3p2

(2π)32E(p2)

d3k2

(2π)32ω(k2)

d3k3

(2π)32ω(k3)
|TγN→ππN |2(2π)4δ(p1 + k1 − p2 − k2 − k3) . (6.8)

berechnen. Dabei ist SB ein bosonischer Symmetriefaktor der im Fall von π0π0 im End-
zustand 1/2 beträgt und ansonsten 1 ist. Die Nukleonen tragen die Impulse p1 und p2,
während die Impulse der ausgehenden Pionen k2 und k3 sind.
Bei der Berechnung der totalen Wirkungsquerschnitte zeigt sich in Abb. 6.12 beim Ver-
gleich mit den Meßdaten [82],[83] in den drei experimentell zugänglichen Reaktionskanälen
eine gute Übereinstimmung. Im Reaktionskanal γp → π+π−p stimmt die theoretisch be-
rechnete Kurve sehr gut mit den Meßdaten über den Energiebereich zwischen 400 MeV
und 650 MeV überein. Für höhere Energien des einfallenden Photons sieht man dann eine
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Abbildung 6.11: Feynman-Diagramme zur Berechnung des totalen und differentiellen Wir-
kungsquerschnittes in der Reaktion γN ⇒ ππN
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Abbildung 6.12: Totaler Wirkungsquerschnitt in µb für die Photoproduktion von zwei Pio-
nen. Im Vergleich sieht man die Vorhersagen des Modells (durchgezogene Linie) und die
gemessenen Wirkungsquerschnitte. Die Meßdaten stammen dabei aus [82](Sterne) und
[83](Rauten). Die gestrichelte Linie im oberen rechten Bild erhält man unter Berücksich-
tigung des ρ-Mesons und weiterer Nukleonresonanzen als Zwischenzustände [80].
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leichte Überschätzung des totalen Wirkungsquerschnittes (oben links).
Für die Reaktion γp → π+π0n unterschätzt das Modell die gemessenen Wirkungsquer-
schnitte deutlich. Eine Verbesserung dieser Situation kann unter Hinzunahme des ρ-
Mesons als Zwischenzustand erreicht werden. Die gestrichelte Linie ist hierbei eine Rech-
nung in dem verbesserten Modell von Roca, in der neben dem ρ-Meson auch die ∆(1700)
Resonanz zusätzlich berücksichtigt wurde (oben rechts).
Im Kanal γp → π0π0p schließlich gibt das Modell den totalen Wirkungsquerschnitt der
TAPS Daten über den gesamten Energiebereich bis 800 MeV gut wieder. Am Maximum
der Kurve und in dem Energieintervall bis 500 MeV erkennt man jedoch Abweichungen
von den TAPS Daten. Gegenüber den etwas älteren DAPHNE Daten sieht man eine Un-
terschätzung des totalen Wirkungsquerschnittes um etwa 20 Prozent.
Betrachtet man die differentiellen Wirkungsquerschnitte, die sich mit diesem Modell er-
geben, findet man in den beiden Reaktionskanälen mit den Quantenzahlen des σ-Mesons
im Endzustand, die im Mittelpunkt unseres Interesses stehen, eine gute Beschreibung
der experimentellen Daten [81]. Um eine zufriedenstellende Beschreibung auch für die
γp → π+π0n Reaktion zu erhalten, muß man zusätzlich das ρ-Meson und höher liegende
Nukleonanregungen wie die ∆(1700) Resonanz berücksichtigen [80].

6.2.2 Differentieller Wirkungsquerschnitt γA → ππA

Mit dem im vorherigen Abschnitt gewonnenen Modell zur Bestimmung der Elementaram-
plitude und Gl.(6.1) lassen sich die differentiellen Wirkungsquerschnitte für die Reaktionen
γA → ππA ermitteln.
Analog zu der Bestimmung des differentiellen Wirkungsquerschnittes für die πA → ππA
Reaktion werden mittels einer Monte Carlo Integration zunächst Position und Impuls
des an der Reaktion teilnehmenden Nukleons ermittelt, woraus sich dann mit Hilfe einer
Woods-Saxon Verteilung für den beteiligten Kern eine effektive Dichte für den Prozess
berechnen lässt. Die auslaufenden Pionen unterliegen desweiteren einer Absorption im Me-
dium, während wir für das einlaufende Photon zunächst keine Absorption berücksichtigen.
Zudem berücksichtigen wir die Endzustandswechselwirkungen der auslaufenden Pionen,
wie in Abb. 6.6 gezeigt. Damit ergibt sich der in Abb. 6.13 dargestellte Vergleich zwischen
den Meßdaten und den theoretisch ermittelten differentiellen Wirkungsquerschnitten.
In der linken oberen Bildhälfte sieht man dabei die Daten für die Reaktion am Proton. Die
theoretisch ermittelte Kurve ist dabei in sehr guter Übereinstimmung mit den Meßdaten.
Die Reaktion am Proton ist eine quasifreie Reaktion bei der Dichteeffekte, wie z.B. die
Endzustandswechselwirkungen, nicht berücksichtigt werden. Die gute Übereinstimmung
am Proton ist dabei auch eine Bestätigung der verwendeten Reaktionstheorie und der
zugrundeliegenden Elementarreaktion γN → ππN .
Die experimentellen Daten, wie auch die theoretische Kurve, zeigen ein globales Maximum
bei etwa 350 MeV und in der Nähe der Zweipionschwelle einen gegenüber dem Maximum
um den Faktor 2,5 unterdrückten Sattelpunkt.
In der oberen rechten Bildhälfte ist der differentielle Wirkungsquerschnitt für Kohlenstoff
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dargestellt. Die Meßdaten zeigen eine Verschiebung des globalen Maximums hin zu nied-
rigeren Energien, sowie eine damit einhergehende Anhäufung von Stärke in der Nähe der
Zwei-Pion-Schwelle. Die von uns theoretisch berechnete Kurve stimmt qualitativ weiter
gut mit den Meßdaten überein, kann aber die Verschiebung des Maximums der Verteilung
nicht erklären. Durch die Hinzunahme der Endzustandswechselwirkungen sieht man eine
Verstärkung des Wirkungsquerschnittes in der Nähe der Zwei-Pion-Schwelle, bleibt aber
für Energien von etwa 300-320 MeV unterhalb der Meßdaten. Der Sattelpunkt, der für
das Proton deutlich zu erkennen war, ist in den experimentellen Daten nicht mehr zu
erkennen, während er in unserer theoretischen Kurve noch zu erkennen ist.
In der unteren linken Bildhälfte sieht man den Vergleich der Meßdaten an Blei mit zwei
theoretischen Kurven. Auffallend ist zunächst, daß die Datenpunkte mit einem relativ
großen Meßfehler behaftet sind aufgrund mangelnder Statistik. Dennoch läßt sich erken-
nen, daß das Maximum weiter zu niedrigeren Energien hin verschoben ist und in der
Nähe der Zwei-Pion-Schwelle liegt. Die durchgezogene Kurve zeigt im Vergleich mit den
Kohlenstoff- und Protondaten eine weitere Verstärkung des schwellennahen Bereiches auf-
grund der stärkeren Endzustandswechselwirkungen in Blei. Diese sorgen dafür, daß die
Sattelstelle an der Schwelle fast die gleiche Stärke wie das Maximum besitzt, welches al-
lerdings aus den Meßdaten verschwunden ist. Insgesamt zeigt sich jedoch nur eine geringe
Übereinstimmung mit den Meßdaten. Die Rechnung liegt in Schwellennähe etwas unter-
halb der Daten, auch wenn der plateauartige Verlauf qualitativ richtig wiedergegeben
wird. Für mittlere Energien von 300 bis 350 MeV liegen die Datenpunkte jedoch deut-
lich unter dem berechneten differentiellen Wirkungsquerschnitt, und desweiteren fehlt das
Maximum, das sich in der theoretischen Kurve noch zeigt. Im Abfall des Wirkungsquer-
schnittes für Energien ab 350 MeV stimmt die Kurve mit den Meßdaten gut überein.
Um die Bedeutung und den Einfluß des endlichen Dreierimpulses auf die Endzustands-
wechselwirkungen und damit den Wirkungsquerschnitt zu untersuchen, haben wir im Fall
von Blei eine Rechnung durchgeführt, in der bei der Berechnung der Endzustandswech-
selwirkung angenommen wurde, daß das Pionenpaar verschwindenden Dreierimpuls habe.
Das Ergebnis dieser Rechnung ist die gestrichelte Kurve in den Bleidaten. Für hohe Ener-
gien unterscheidet sich diese Kurve nur unwesentlich von der Rechnung mit realistischem
Dreierimpuls. Für Energien in der Nähe der Schwelle ist allerdings der Wirkungsquer-
schnitt um bis zu 50 Prozent erhöht und beschreibt damit die gemessenen Daten besser.
Es bleibt jedoch die Diskrepanz im mittleren Energiebereich bestehen.
Zusammenfassend kann man bei Betrachtung der Kurven sagen, daß mit steigender Mas-
senzahl des Targetkerns - und damit mit zunehmender effektiver Dichte - eine stärker
werdende Abweichung der theoretischen Kurve von den Meßdaten beobachtet. Die Ursa-
che dafür ist wohl darin zu suchen, daß die Dichteeffekte, die mit steigender Massenzahl
des Targetkerns zunehmen, in unserer Beschreibung nicht vollständig erfaßt sind.
Ein Grund für die Abweichung der theoretischen Kurve von den Daten könnte in der
Beschreibung unserer Endzustandswechselwirkung liegen, wie bereits durch die gestri-
chelte Kurve angedeutet. Wie in den Kurven für Kohlenstoff und Blei deutlich geworden,
bewirken diese zwar eine Anhäufung von Stärke in Schwellennähe aufgrund der starken
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Modifikation des σ- Mesons in der Nähe der Schwelle. Bei Mittelung über die auftretenden
endlichen Dreierimpulse und die auftretenden Dichten sind diese Endzustandswechselwir-
kungen aber nicht stark genug, um die experimentellen Daten wiederzugeben. Benutzt
man den unrealistischen Fall von verschwindendem Dreierimpuls, sieht man in der linken
unteren Bildhälfte eine weitere Verstärkung der Endzustandswechselwirkungen, wodurch
die Daten besser beschrieben werden können. Die von uns untersuchten Modifikationen
der ππ Wechselwirkung sind daher nicht ausreichend um den beobachteten Effekt alleine
zu erklären, und weitere Dichteeffekte sind notwendig, um die beobachteten Wirkungs-
querschnitte zu erklären.
Neben den Endzustandswechselwirkungen, beeinflußt die Dichte vor allem die Beschrei-
bung der Absorption der ausgehenden Pionen. Für das einlaufende Photon machen wir die
Annahme, daß keine Absorption eintritt und behandeln nur die Absorption der ausgehen-
den Pionen in Eikonalnäherung. Zur Bestimmung der Absorption benutzen wir das Modell
aus [63]. Dieses parametrisiert die Pionabsorption mittels eines energieabhängigen Koef-
fizienten, so daß die Streudaten für Energien bis etwa 100 MeV der ausgehenden Pionen
qualitativ gut beschrieben werden können. Für höhere Energien wird das Deltaresonanz-
Modell benutzt.
Ein realistischeres Modell zur Beschreibung der Absorption für die Photoproduktion von
zwei Pionen findet man in [79],[87]. Dort wird ein imaginäres Potential benutzt, welches
quasielastische Kollisionen und Absorptionsprozesse beinhaltet und im Vergleich mit dem
Experiment eine gute Beschreibung von Wirkungsquerschnitten und Absorption erlaubt.
Interessant wäre zu untersuchen, inwieweit bei Benutzung dieses Modells eine Verbesse-
rung eintritt und die differentiellen Wirkungsquerschnitte wiedergegeben werden könnten.
In [88] wird eine andere Möglichkeit zur verbesserten Beschreibung des differentiellen
Wirkungsquerschnittes benutzt. Statt reiner Absorption der ausgehenden Pionen werden
zusätzlich elastische Endzustandswechselwirkungen berücksichtigt. Mit Hilfe eines Po-
tentials, welches sowohl die Absorption beschreibt als auch elastische Streuung und La-
dungsaustauschreaktionen erlaubt, konnte im Rahmen eines Transportmodells eine gute
Beschreibung der differentiellen Wirkungsquerschnitte für die Reaktion γN → ππN er-
zielt werden, ohne Modifikationen der ππ-Wechselwirkung im Medium zu benutzen [88].
Schwachstelle in diesem Modell ist allerdings, daß es nicht in der Lage ist gleichzeitig
die γN → π0π+N Reaktion zu beschreiben. Damit bleibt die Frage offen, inwieweit die
beobachtete Verschiebung von Stärke im I=J=0 Kanal der γN → ππN Reaktion durch
Pionabsorption, Mitberücksichtigung eines Realteils im Streupotential, durch eine verbes-
serte Beschreibung der Endzustandswechselwirkungen oder eine Kombination aller drei
Faktoren erklärt werden kann.

Dichteeffekte bei CHAOS und TAPS

In Gl.(6.6) hatten wir das Verhältnis CAππ eingeführt, um unabhängig von dem Reaktions-
mechanismus, Detektorgeometrie und Nachweiseffizienz, Aussagen über den Einfluss von
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Abbildung 6.13: Vergleich der experimentellen differentiellen Wirkungsquerschnitte für
die γA → ππA Reaktion mit den theoretisch ermittelten Kurven. Die Übereinstimmung
mit den Daten für Deuterium ist dabei sehr gut, was ein Test für die Beschreibung des
zugrundeliegenden Pionproduktionsprozesses ist (oben links). Mit steigender Massenzahl
sieht man zunehmend Abweichungen von den Meßdaten, wobei aber der qualitative An-
stieg in Schwellennähe mit steigender Massenzahl sowohl in den theoretischen als auch
experimentellen Kurven zu sehen ist (oben rechts für Kohlenstoff und unten links für
Blei). Die gestrichelte Linie für Blei zeigt eine Rechnung, in dem bei der Berechnung der
Endzustandswechselwirkung verschwindender Dreierimpuls des Pionpaares angenommen
wurde.
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dichter Materie auf die ππ-Wechselwirkung treffen zu können.
Als Referenzreaktion für das Vakuum diente in dem von der CHAOS Kollaboration
durchgeführten Messung Deuterium, während von der TAPS Kollaboration Wasserstoff
verwendet wurde. Da aber von beiden Gruppen sowohl Kohlenstoff als auch Blei als
schwere Targetkerne benutzt wurden eignet sich das Verhältnis der an diesen Kernen
gewonnenen Meßdaten

CPb/Cππ =

dσ
dMPb

ππ

σPb
/

dσ
dMC

ππ

σC
(6.9)

zum Vergleich der beiden Reaktionen. In Abb. 6.14 sieht man diesen Vergleich grafisch dar-
gestellt. Die vollen Punkte sind dabei die Daten der photoninduzierten Reaktion, während
die offenen Punkte von der pioninduzierten Reaktion stammen. Die durchgezogene Li-
nie ist dabei die entsprechende theoretische Rechnung für die Photoproduktionsreaktion.
In den Meßdaten der pioninduzierten Reaktion erkennt man für Energien größer 320
MeV ein schwach abfallendes Verhalten um den Wert von 1. Die Unterschiede in der ππ-
Wechselwirkung der beiden untersuchten Kerne ist in diesem Energieintervall gering.
In den Daten der photoinduzierten Reaktion zeigt sich ein ähnliches Verhalten. Ab einer
Energie von 320 MeV variieren die Datenpunkte um einen Wert von 0.6. Diese sind aller-
dings aufgrund der fehlenden Statistik mit teilweise recht großen Fehlerbalken behaftet.
Für Energien in der Nähe der Produktionsschwelle hingegen sieht man dann für beide
Reaktionen einen Anstieg des Verhältnisses CPb/Cππ . Die CHAOS-Daten zeigen dabei einen
Anstieg bis hin zu einem Wert von knapp 2 an der Schwelle. In den TAPS-Daten sieht
man einen Wert von 2.5. Beide Experimente zeigen hier einen dichteabhängigen Anstieg
des Wirkungsquerschnittes in der Nähe der Schwelle. Dies könnte ein Anzeichen für eine
Modifikation der ππ Wechselwirkung in Kernen mit zunehmender Massenzahl und damit
einhergehender Dichte darstellen. In diesem Zusammenhang ließe sich auch der höhere
Wert in der photoinduzierten Reaktion erklären: Die Wechselwirkung der einfallenden
Photonen mit der umgebenden Kernmaterie ist deutlich geringer als die Wechselwirkung
des einfallenden Pions im pioninduzierten Experiment. Daher dringt das Photon im Mit-
tel in die dichteren Regionen des Kerns vor, in denen eine stärkere Modifikation der
ππ-Wechselwirkung erwartet wird, als an der Oberfläche und damit der höhere Wert zu
erklären wäre.
Betrachtet man die theoretische Rechnung erkennt man eine sehr gute Übereinstimmung
mit dem Verlauf der CHAOS-Daten ab Energien von 300 MeV. Im Rahmen der Fehler-
grenzen ergibt sich auch eine befriedigende Beschreibung der TAPS-Daten in diesem Ener-
giebereich. Diskrepanzen zu den Daten findet man allerdings für Energien in der Nähe der
Produktionsschwelle: Das theoretische Verhältnis CPb/Cππ bleibt hier deutlich unterhalb der
gemessenen Daten und kann den starken Anstieg nicht beschreiben. In der theoretischen
Rechnung nimmt CPb/Cππ an der Schwelle einen Wert von 1.5 an, der deutlich unter den
Werten von 2, bzw. 2.5, in den experimentellen Daten zurückbleibt. Dies ist in Überein-
stimmung mit dem bereits in vorherigen Abschnitten angesprochenem Problem, eine gute
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Beschreibung der differentiellen Wirkungsquerschnitte in diesem Energieabschnitt liefern
zu können. In diesem Zusammenhang stellt sich erneut die Frage, inwieweit die Modifika-
tion der ππ-Wechselwirkung im Medium dominant für den im Experiment beobachteten
Anstieg verantwortlich ist oder ob andere Effekte auch eine wichtige Rolle spielen.
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Abbildung 6.14: Vergleich des Verhältnisses CPb/Cππ in den Experimenten der TAPS- und
CHAOS-Kollaboration. Beide Experimente zeigen einen dichteabhängigen Anstieg in der
Nähe der Zweipionschwelle. Dabei ist dieser Effekt deutlicher ausgeprägt, wenn anstelle
eines einlaufenden Pions ein Photon verwendet wird. Die durchgezogene Linie ist dabei
das Resultat unserer Rechnung für CPb/Cππ für die photoninduzierte Reaktion.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir die ππ-Wechselwirkung sowie die Eigenschaften des σ-Mesons
in dichter und heißer Materie untersucht. Das Interesse an den Eigenschaften dieser lässt
sich auf zwei Gründe zurückführen. Einerseits spielen ππ-Korrelationen eine wichtige
Rolle in hadronischer Materie bei der Bestimmung der Nukleon-Nukleon-Wechselwirkung
oder der Frage nach der Wiederherstellung der chiralen Symmetrie bei endlicher Dichte.
Darüber hinaus zeigen neuere Experimente, die die ππ-Wechselwirkung in dichter Materie
untersucht haben, einen dichteabhängigen Anstieg des differentiellen Wirkungsquer-
schnittes, der ein gesteigertes Interesse an einer theoretischen Beschreibung zu Folge
hatte. Andererseits erwartet man in rein pionischer Materie bei endlicher Temperatur
einen solchen Anwachs der ππ-Wechselwirkung, so daß es im skalaren-isoskalaren Kanal
zur Bildung eines gebundenen Zwei-Pion Zustandes kommt -dem σ-Meson.
Zur Bestimmung des σ-Mesons und der ππ-Wechselwirkung haben wir der chiralen
Symmetrie und der sich daraus ergebenden Forderungen -wie etwa den Niederener-
gietheoremen und den chiralen Wardidentitäten- besondere Beachtung geschenkt. Die
chiralen Wardidentitäten erlaubten uns, die Stärke der ππ-Wechselwirkung mit den
Propagatoren von Pion und σ-Meson in Verbindung zu bringen. Eine weitere Forderung,
die sich aus der chiralen Symmetrie ableiten lässt, ist das Auftreten der Pionen als
masselose Goldstonebosonen im chiralen Limes.
Neben diesen Forderungen aus der chiralen Symmetrie, die man bei einer erfolgreichen
Beschreibung der ππ-Wechselwirkung beachten muss, ist ein wesentlicher Punkt der
Arbeit das Verhalten in der Nähe des chiralen Phasenübergangs, wie bereits anfangs
erwähnt. Dies schließt einen störungstheoretischen Ansatz aus und verlangt folglich nach
einer symmetrieerhaltenden, nichtperturbativen Methode. Eine Beschreibung, die dies
leisten kann, ist der um RPA Fluktuationen erweitere Hartree-Fock-Bogoliubov Forma-
lismus. Diese haben wir in Kapitel 2 vorgestellt. Desweiteren haben wir Vorhersagen
der chiralen Symmetrie über die Stärke der Tππ Streumatrix zusammengestellt, um die
Resultate unserer Rechnung mit diesen vergleichen zu können.
In Kapitel 3 wurden dann im ersten Schritt die freien Parameter des Modells an
die Streudaten im Vakuum angepasst. Damit ergibt sich eine gute Beschreibung der
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ππ-Wechselwirkung, die zum einen die Vorhersagen aus der chiralen Störungstheorie
gut erfüllt und eine sehr gute Beschreibung der experimentellen Streudaten bis zu einer
Energie von 800 MeV leisten kann. Für den σ-Propagator erhält man im Vakuum
eine sehr breite Resonanz mit einer Masse von 550 MeV und einer Halbwertsbreite
von knapp 400 MeV. Nachdem die elementaren Eigenschaften des σ-Mesons und der
ππ-Wechselwirkung im Vakuum bestimmt wurden, haben wir uns der Frage der Wieder-
herstellung der chiralen Symmetrie bei endlicher Temperatur gewidmet. Dabei haben wir
den Verlauf der Massen von Pion und σ-Meson im chiralen Limes sowie für den Fall der
expliziten Brechung der chiralen Symmetrie berechnet. Im ersteren Fall findet man die
Wiederherstellung der chiralen Symmetrie und die damit verbundene Massenentartung
von Pion und σ-Meson bei einer Temperatur von 170 MeV. Dieser Wert ist in sehr guter
Übereinstimmung mit Gittereichrechnungen, die eine kritische Temperatur ebenfalls um
170 MeV vorhersagen. Zudem beobachten wir einen Phasenübergang zweiter Ordnung,
wie er im Fall von zwei Flavours erwartet wird.
Im Fall der expliziten Brechung kommt es nur zu einer teilweisen Wiederherstellung
der chiralen Symmetrie. Die Masse des σ-Meson nimmt mit steigender Temperatur ab
und fällt bei einer Temperatur von 200 MeV unter die Schwelle für die Produktion
von zwei Pionen. Ein Zerfall in zwei Pionen ist dann nicht mehr möglich, und das
σ-Meson ist dann ein stabiles Teilchen. Damit einhergehend ist ein deutlicher Zuwachs
der ππ-Wechselwirkung, vor allem in der Nähe der Zwei-Pion-Produktionsschwelle.
Könnte man diese starke Modifikation im Experiment nachweisen, wäre dies ein Signal
für die (teilweise) Wiederherstellung der chiralen Symmetrie bei endlicher Temperatur.
Neben den Massen von Pion und σ-Meson haben wir zudem den Verlauf des Kondensates,
dem Ordnungsparameter der chiralen Symmetrie, verfolgt. Für geringe Temperaturen ist
dieser in sehr guter Übereinstimmung mit den Vorhersagen der chiralen Symmetrie. Erst
bei höheren Temperaturen, bei denen die Fluktuationen zunehmend wichtiger werden
und die Gültigkeit der chiralen Störungstheorie in Frage gestellt werden kann, weicht das
Kondensat zum Teil deutlich ab und kann in der Nähe der kritischen Temperatur durch
den kritischen Exponenten β beschrieben werden.
Neben dem Bereich endlicher Temperatur lag der zweite Fokus dieser Arbeit in der
Untersuchung der ππ-Wechselwirkung bei endlicher Dichte und der Anwendung auf
in diesem Bereich durchgeführter Experimente. Zunächst haben wir in Kapitel 5 das
Modell auf endliche Dichte ausgeweitet. Bei der Erweiterung auf endliche Dichte sind
dabei neue Kopplungen zu berücksichtigen, wie etwa Teilchen-Loch oder Delta-Loch
Beiträge, die für das Verständnis des Pions bei endlicher Dichte sehr wichtig sind.
Betrachtet man die entsprechenden Kanäle für das σ-Meson, stellt man fest, daß diese
einen attraktiven Beitrag zum σ-Meson und der ππ-Wechselwirkung liefern, der bereits
bei Kernmateriedichte zu Instabilitäten führt und Kondensation erlaubt. Durch die
Einführung von repulsiven Termen analog den Migdal-Parametern im Fall des Pions
haben wir zunächst das σ-Meson stabilisiert und die dabei auftretenden Parameter durch
ein Experiment fixiert. Der somit erhaltene σ-Propagator zeigt mit steigender Dichte eine
Massenabnahme, die von 550 MeV im Vakuum hin zu 300 MeV bei Kernmateriedichte
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reicht. Einhergehend mit dieser Entwicklung fällt die Breite bei Kernmateriedichte auf
ein Fünftel ihres Vakuumwertes ab. Die ππ-Wechselwirkung, die über die Wardidentität
direkt an die Propagatoren von Pion und σ-Meson gekoppelt ist, zeigt mit zunehmender
Dichte eine Ansammlung von Stärke in der Nähe der Zwei-Pion-Schwelle, aufgrund dieser
Modifikationen. Diese Stärke könnte möglicherweise die Erklärung für experimentelle
Signale bei der Untersuchung der ππ-Wechselwirkung in der Nähe der Zwei-Pion-Schwelle
liefern.
Ein wichtiger Punkt ist jedoch noch zu beachten. Bei endlicher Dichte gibt es ein
ausgezeichnetes Bezugssystem und der endliche Impuls des Pionenpaares - und damit des
σ-Mesons - ist bei der Untersuchung der Stärke der ππ-Wechselwirkung zu berücksichti-
gen. In der Tat zeigt sich, daß durch Berücksichtigung des endlichen Impulses ein Teil
der gemachten Beobachtungen wieder relativiert wird. Bei einem Impuls von 200 MeV,
der typisch für die im Experiment gemessenen Pionenpaare ist, sieht man ein Ansteigen
der Masse und Breite des σ-Mesons und einen Abfall der ππ-Wechselwirkung um einen
Faktor 3.
Im daran anschließenden Kapitel 6 haben wir die gemachten Erkenntnisse auf zwei
Experimente angewandt, in welchen die ππ-Wechselwirkung gemessen wurde. Bevor
wir jedoch die in den vorangehenden Kapiteln gewonnenen Erkenntnisse über die
ππ-Wechselwirkung auf die Experimente übertragen konnten, müsste zunächst eine
Reaktionstheorie für beide Experimente ermittelt werden, die den zugrundeliegenden
Pionproduktionsprozeß, Absorbtion der ein- und auslaufenden Teilchen, die Geometrie
des Detektors und die Kinematik der Reaktion gut beschreiben kann. Betrachtet man die
sich ergebenden differentiellen Wirkungsquerschnitte, sieht man im Fall des einlaufenden
Photons eine sehr gute Übereinstimmung der experimentellen und theoretischen Kurven
am Wasserstoff. Im Fall des einlaufenden Pions hingegen sieht man deutliche Abweichun-
gen im Energiebereich um die Zwei-Pion-Schwelle. Mit zunehmender Dichte des Targets
sieht man im skalaren, isoskalaren Kanal in diesem Energiebereich einen deutlichen
Zuwachs an Stärke im Experiment, der von unserer Rechnung allerdings nur teilweise
erklärt werden kann. Zwar haben wir in Kapitel 5 ebenfalls einen starken Zuwachs an
Stärke in der ππ-Wechselwirkung mit steigender Dichte erkennen können, dieser wird
jedoch aufgrund des endlichen Dreierimpulses des auslaufenden Pionenpaares wieder
relativiert. Im Experiment beobachtet man einen Anstieg der Stärke um den Faktor 6-7,
welcher sich im Rahmen unseres Modells nur mit Pionpaaren erzielen läßt, die sich bei
endlicher Dichte in Ruhe befinden, also bei verschwindendem Schwerpunktsimpuls des
Paares. Dieses Szenario ist für die untersuchten Experimente jedoch eher die Ausnahme
und kann nicht die Erklärung für die auftretende Diskrepanz zwischen Experiment und
unserer theoretischen Beschreibung liefern.
Andere Erklärungsansätze, die den beobachteten massiven Zuwachs an Stärke im
skalaren, isoskalaren Kanal erklären können, versagen bei der gleichzeitigen Beschreibung
der anderen Kanäle. Dies war gerade eine Stärke unseres Ansatzes, daß aufgrund der
chiralen Symmetrie nur der Kanal mit den Quantenzahlen des σ-Mesons modifiziert
wurde und die anderen Kanäle, wie im Experiment, keinen Änderungen unterliegen.
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Um zu einer verbesserten theoretische Beschreibung zu gelangen, sind mehrere Ansätze
denkbar. Zum einen könnte die Beschreibung der Absorption im Medium für das ausge-
hende Pionenpaar näher untersucht werden. Die Absorption ist abhängig von der Energie
des Pionenpaares und der Dichte, in der dieses erzeugt wird, so daß kleine Änderungen
bereits einen sichtbaren Effekt erzielen könnten. Ein weiterer Ansatz besteht darin, die
Eikonal-Näherung aufzugeben und damit dem Potential, in dem sich die Pionen bewegen,
einen Realteil zu geben. In einer Rechnung konnte dies bereits benutzt werden, um eine
gute Beschreibung der experimentellen Daten zu erzielen [88].
Ein dritter Ansatz schließlich liegt in einer genaueren Untersuchung der ππ-
Wechselwirkung jenseits der Zwei-Pion-Schwelle und deren Einfluß auf die theoretischen
Rechnungen. Bei endlicher Dichte sieht man in unseren Rechnungen, daß ein Teil der
Stärke der ππ-Wechselwirkung unterhalb der Zwei-Pion-Schwelle liegt. Dieser Bereich
könnte in dichter Materie aufgrund einer modifizierten Energie-Impuls Beziehung eine
wichtige Rolle spielen und damit den Wirkungsquerschnitt in der Nähe der Schwelle
beeinflussen, also genau in dem Bereich, in dem unsere Rechnung die experimentellen
Daten unterschätzt.
Zusammenfassend lässt sich sagen, daß wir im Rahmen dieser Arbeit keine endgültige Ant-
wort auf den Ursprung des im Experiment beobachteten Anstieges der ππ-Wechselwirkung
in dichter Materie liefern konnten. Die von uns als Erklärung vorgeschlagene teilweise
Wiederherstellung der chiralen Symmetrie zeigt in die richtige Richtung, bleibt aber
quantitativ deutlich hinter dem Experiment zurück und kann als alleinige Erklärung nicht
ausreichen. Weitere Untersuchungen sind daher vonnöten, um diese Frage abschließend
beantworten zu können.
Daneben haben wir jedoch eine umfassende Beschreibung des σ-Mesons und der ππ-
Wechselwirkung in dichter und heißer Materie liefern können, die die chirale Symmetrie
erhält und darüber hinaus Aussagen auch in der Nähe des chiralen Phasenübergangs
liefern kann. In einem nächsten Schritt wäre es möglich, nicht nur den Bereich endli-
cher Temperatur oder endlicher Dichte zu untersuchen, sondern Kombinationen von
Temperatur und Dichte näher zu betrachten und den Verlauf des Phasenübergangs in
einem ρ-T Diagramm darzustellen. Dabei wäre es interessant zu sehen, inwieweit ein
einfaches Modell aus Pion, σ-Meson und einigen nukleonischen Resonanzen ausreicht, das
Phasendiagramm zu beschreiben. Ebenso wären Anwendungen im Rahmen von Schwerio-
nenexperimenten denkbar, um etwa Auswirkungen einer geänderten ππ-Wechselwirkung
auf differentielle Wirkungsquerschnitte zu untersuchen.
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Anhang A

Hartree-Bogoliubov-Formalismus

Zur Berechnung der Bogoliubov-Faktoren hatten wir in Abschnitt 2.2 die Bedingung ge-
geben, daß die Koeffizienten cπ und cσ verschwinden. Daraus folgen als Gleichungen für
die Bogoliubov-Koeffizienten:

−2UqVqeΦ(q) = (U2
q + V 2

q )∆Φ(q) (A.1)

Hierbei haben wir ein generisches Feld Φ eingeführt, das entweder das σ oder das π kenn-
zeichnet. Zusätzlich wurden zur Vereinfachung noch folgende Abkürzungen eingeführt:

∆π(q) =
λ2

0

2ωq
[
N + 2

N
Iπ +

1

N
Iσ +

1

N
〈σ〉2] , (A.2)

∆σ(q) =
λ2

0

2ωq
[Iπ +

3

N
Iσ +

3

N
〈σ〉2] , (A.3)

eΦ(q) = ωq + ∆Φ(q) . (A.4)

Aus Gleichung (A.1) lassen sich nach Quadratischer Ergänzung folgende Identitäten her-
leiten:

U2
q + V 2

q

eΦ(q)
=

−2UqVq
∆Φ(q)

=
(Uq − Vq)

2

eΦ(q) + ∆Φ(q)
=

(Uq + Vq)
2

eΦ(q) − ∆Φ(q)
(A.5)

Daraus erhält man:
eΦ(q) − ∆Φ(q)

eΦ(q) + ∆Φ(q)
=

(Uq + Vq)
2

(Uq − Vq)2
. (A.6)

Unter Ausnutzung von Gl.(2.16) ergibt sich folgende Identität:

(Uq − Vq)
2 ∗ (Uq + Vq)

2 = 1 ⇔ (Uq − Vq)
2 =

1

(Uq + Vq)2
(A.7)

Kombiniert man diese mit Gl.(A.5) folgt

(Uq + Vq)
2 =

eΦ(q) − ∆Φ(q)√
eΦ(q)2 − ∆Φ(q)2

. (A.8)
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Zusammen mit Gl.(2.16) erhält man damit als Lösung für die Bogoliubovfaktoren:

u2
q =

1

2

(
1 ± eπ√

e2
π − ∆2

π

)
, v2

q =
1

2

(
− 1 ± eπ√

e2
π − ∆2

π

)
,

x2
q =

1

2

(
1 ± eσ√

e2
σ − ∆2

σ

)
, y2

q =
1

2

(
− 1 ± eσ√

e2
σ − ∆2

σ

)
.

(A.9)

Nun können wir dieses Ergebnis benutzen, um die Massen der Quasiteilchen zu bestimmen.
Man kombinert Gl.(2.23) mit Gl.(A.9) und erhält:

ε2
Φ(q) =

[
(U2

q + V 2
q )eΦ(q) + 2UqVq∆Φ(q)

]
wq(Uq − Vq)

2 . (A.10)

Nun kann man noch ausnutzen, daß eΦ(q) = wq + ∆Φ(q):

ε2
Φ(q) = [wq(U

2
q + V 2

q ) + (Uq + Vq)
2∆Φ(q)]wq(Uq − Vq)

2

= w2
q(Uq − Vq)

2(U2
q + V 2

q ) + wq∆Φ(q)

= w2
q(Uq − Vq)

2[(Uq + Vq)
2 − 2UqVq] + wq∆Φ(q)

= w2
q − 2w2

q(Uq − Vq)
2UqVq + wq∆Φ(q) .

(A.11)

Aus der Bedingung, daß cΦ(q) verschwindet, folgt:

∆Φ(q)(Uq + Vq)
2 = −2UqVqwq . (A.12)

Dies eingesetzt in Gl.(A.11) liefert folgende einfache Form für die Quasiteilchenergien:

ε2
Φ(q) = w2

q + 2wq∆Φ(q) . (A.13)

Damit folgt das in Gl.(2.25) angegebene Ergebnis für die Quasiteilchenmassen

ε2
π(0) = ε2

π(q) − q2 = w2
q + 2wq∆π(q) − q2 (A.14)

= µ2
0 + 2wq∆π(q) (A.15)

= µ2
0 + λ2

0(
N + 2

N
Iπ +

1

N
Iσ +

1

N
〈σ〉2) (A.16)

ε2
σ(0) = µ2

0 + λ2
0(Iπ +

3

N
Iσ +

1

N
〈σ〉2) . (A.17)
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Anhang B

Regularisierung der
Tadpolediagramme

Die auftretenden Tadpoleintegrale sind quadratisch divergent. Um diese Integrale zu re-
gularisieren, wählen wir die Methode von Pauli-Villars. Die zu regularisierenden Integrale
sind von folgender Form:

Iπ = i

∫
d4p

(2π)4

1

p2 −m2
π

. (B.1)

Bei der Pauli-Villars-Regularisierung führt man dann
”
schwere“ Regulatormassen Λi ein

und ersetzt den Integranden mit Hilfe dieser Regulatormassen in folgender Weise:

Iπ = i

∫
d4p

(2π)4

1

p2 −m2
π

→ Iπ = i

∫
d4p

(2π)4

1

p2 −m2
π

+ i

n∑
i=1

Ci

∫
d4p

(2π)4

1

p2 − Λ2
i

. (B.2)

Zusätzlich fordert man, daß die eingeführten Massen Λi und die Vorfaktoren Ci folgenden
Bedingungen genügen:

(1)

n∑
i=0

Ci = 0 (2)

n∑
i=0

CiΛ
2
i = 0 (B.3)

Man wählt C0 = 1 und Λ0 = mπ. Durch die Wahl von C1 = 1, C2 = −2 und Λ2
1 =

m2
π + 2Λ2, Λ2

2 = m2
π + Λ2 lassen sich diese Bedingungen erfüllen. Nach Einsetzen in das

Tadpoleintegral ergibt sich

Iπ = i

∫
d4p

(2π)4
[

1

p2 −m2
π + iε

+
1

p2 − Λ2
1 + iε

− 2

p2 − Λ2
2 + iε

] (B.4)

Dieses Integral ist nun nicht mehr divergent. Zuerst erhält man nach der p0-Integration
unter Verwendung des Residuensatzes:

Iπ =

∫
d3p

(2π)3
[

1

2ωp,m
+

1

2ωp,Λ1

− 2

2ωp+,Λ2

] . (B.5)
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Dieses Integral lässt sich ebenfalls berechnen und es ergibt sich:

Iπ =
1

8π2
lim
u→∞

[
u2 −m2

π ln 2u + m2
π lnmπ + u2 − Λ2

1 ln 2u

+ Λ2
1 ln Λ1 − 2u2 + 2Λ2

2 ln 2u− 2Λ2
2 ln Λ2

]
.

(B.6)

Setzt man nun die Definition der Λi ein, so sieht man, daß die u-abhängigen Terme
verschwinden und man erhält:

Iπ =
1

8π2

[
m2
π lnmπ + Λ2

1 ln Λ1 − 2Λ2
2 ln Λ2

]
=

1

16π2

[
m2
π lnm2

π + Λ2
1 ln Λ2

1 − 2Λ2
2 ln Λ2

2

]
.

(B.7)

Unter Ausnutzung der zweiten Bedingung in Gl.(B.3) kann man dies schliesslich in fol-
gende einfache Form überführen:

Iπ =
1

16π2

[
Λ2

1 ln
Λ2

1

m2
π

− 2Λ2
2 ln

Λ2
2

m2
π

]

=
1

16π2

[
(m2

π + 2Λ2) ln
m2
π + 2Λ2

m2
π

− 2(m2
π + Λ2) ln

m2
π + Λ2

m2
π

]
.

(B.8)

Für die Regulatormasse haben wir Λ = 1.2 GeV gewählt.
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Anhang C

Die Streumatrix Tππ

Wir hatten für die Streumatrix zwei Beschreibungen verwendet. Zum einen eine Bezie-
hung zwischen der Streumatrix und den Propagatoren resultierend aus den chiralen Ward
Identitäten (siehe Gl.(2.41)). Alternativ dazu ließ sich die Streumatrix als Lösung einer
Lippmann-Schwinger Gleichung schreiben wie in Gl.(3.6). Im Folgenden wollen wir nun
zeigen, daß beide Gleichungen äquivalent zueinander sind.
Wir starten von der Streumatrix, die man mittels der Propagatoren und dem Kondensat
〈σ〉 schreiben konnte als

Tππ(E, �p) =
D−1
π (E, �p) −D−1

σ (E, �p)

〈σ〉2
Dσ(E, �p)

Dπ(E, �p)
. (C.1)

Einsetzen der Propagatoren aus Gl.(3.7) ergibt:

Tππ =
ε2
σ − ε2

π +
2λ4

0〈σ〉2Σππ

1−λ2
0Σππ

〈σ〉2
s− ε2

π

s− ε2
σ − 2λ4

0〈σ〉2Σππ

1−λ2
0Σππ

, (C.2)

wobei aus Gründen der Übersicht die Abhängigkeit von Energie und Impuls weggelassen
wurde. Dies kann man mittels algebraischer Umformungen umschreiben als

Tππ =
(ε2
σ − ε2

π)(1 − λ2
0Σππ) + 2λ4

0〈σ〉2Σππ

〈σ〉2(1 − λ2
0Σππ)

s− ε2
π

s− ε2
σ − 2λ4

0〈σ〉2Σππ

1−λ2
0Σππ

. (C.3)

Durch Einsetzen der Identität in Gl.(3.2) lässt sich dies vereinfachen zu

Tππ =
2λ2

0(s− ε2
π)

(1 − λ2
0Σππ)(s− ε2

σ) − 2λ4
0〈σ〉2Σππ

. (C.4)

Mit der Definition des Potentials in Gl.(3.5) und Gl.(3.2) ergibt sich

Tππ = Vππ
1

1 − Σππ(λ2
0 + λ2

0
ε2σ−ε2π
s−ε2σ )

. (C.5)
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Unter Benutzung der Definition des Potentials findet man dann

Tππ =
Vππ

1 − 1
2
ΣππVππ

. (C.6)

Dies ist genau die in Gl.(3.6) angegebene Lösung der Lippmann-Schwinger Gleichung für
die Streumatrix.
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Anhang D

Pion-Selbstenergie in dichter Materie

Die Pion-Selbstenergie in dichter Materie ist gegeben als Funktion der Suszeptibilitäten
(Gl.(5.9)), wobei diese folgende Form haben :

χ̃NN−1(E, �p) = −4
f 2
πΓ2

π(�p)

m2
π

i

∫
d4q

(2π)4
GN−1(q)(GN(q + p) + GN(q − p)) (D.1)

χ̃∆N−1(E, �p) = −16

9

f 2
π∆NΓ2

π(�p)

m2
π

i

∫
d4q

(2π)4
GN−1(q)(G∆(q + p) + G∆(q − p)) . (D.2)

Γπ(�p) ist hierbei der übliche Monopolformfaktor des πNN−1- bzw. π∆N−1-Vertex
aus Gl.(5.7) Der Nukleon- bzw. Deltapropagator in einem freien Fermigas und nicht-
relativistischer Energiebeziehung ist definiert als:

GN(q0, �q) =
1 − n(�q)

q0 − �q2

2mN
+ iη

, (D.3)

GN−1(q0, �q) =
n(�q)

q0 − �q2

2mN
− iη

, (D.4)

G∆(q0, �q) =
1

q0 − �q2

2m∆
− (m∆ −mN ) − i

2
Γ∆(E, �p) + iη

. (D.5)

Damit lässt sich die Suszeptibilität χ̃NN−1(E, �p) durch die Lindhardfunktion Φ(E, �p) aus-
drücken:

χ̃NN−1(E, �p) = −4
f 2
πΓ2

π(�p)

m2
π

ΦNN−1(E, �p) , (D.6)
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wobei die Lindhardfunktion gegeben ist durch

ReΦNN−1(E, �p) =
MNpF

4π2

[
1 − pF

2p
(1 − z2

−) ln
( | z− + 1

z− − 1
| )+

pF
2p

(1 − z2
+) ln

( | z+ + 1

z+ − 1
| )]

ImΦNN−1(E, �p) =




MNp
2
F

8πp
(1 − z2

−), falls p|pF − p
2
| ≤ EMN ≤ p(pF + p

2
) ,

M2
NE

4πp
, falls p < 2pF und 0 ≤ EMN ≤ p(pF − p

2
) ,

0, sonst ,

(D.7)

mit

z± =
EMN

ppF
± p

2pF
. (D.8)

Für den ∆-Loch Prozess erhält man nach der q0-Integration

χ̃∆N−1(E, �p) = − 16

9

f 2
π∆NΓ2

π(�p)

m2
π

i

∫
d3q

(2π)3

(
n(�q)

E −M∆ − (�p+�q)2

2M∆
+ MN + �q2

2MN
+ i

2
Γ∆

)

− n(�q)

E + M∆ + (�p+�q)2

2M∆
−MN − �q2

2MN
− i

2
Γ∆

.

(D.9)

Die Besetzungszahlfunktion n(�q) beschränkt die Integration über �q bis zum Fermiimpuls.
Dieser liegt allerdings für die von uns betrachteten Dichten deutlich unter der Masse der
Deltaresonanz. Man kann daher die Terme proportional zu �q2 vernachlässigen [13] und
erhält schließlich

χ̃∆N−1(E, �p) = −4

9

f 2
π∆NΓ2

π(�p)

m2
π

ρ

{
1

E − ε∆N−1 + 1
2
Γ∆

− 1

E + ε∆N−1

}
, (D.10)

mit

ε∆N−1 = M∆ −MN +
�p2

2M∆

. (D.11)

Dabei wurde ausgenutzt, daß die Dichte ρ gegeben ist durch

ρ = 4

∫
d3q

(2π)3
n(�q) . (D.12)

Der Term Γ∆ wurde eingeführt, da das Delta eine kurzlebige Nukleonresonanz ist, die sich
über Abstrahlung eines Pions in ein Nukleon umwandelt. Die Breite soll zum einen Pauli-
Blocking und relativistische Korrekturen beinhalten, zum anderen aber auch Korrekturen
höherer Ordnung berücksichtigen, so daß

Γ∆ = Γ
(1)
∆ + Γ

(2)
∆ . (D.13)
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Den ersten Term entnehmen wir von Oset und Salcedo [84]:

Γ
(1)
∆ (E, �p) =

2

3

f 2
π∆Nq

2
cm

4πm2
π

(W + MN )2 −m2
π

4W 2

1

2
(1 + µ̄)Γ2

π(k) (D.14)

mit

µ̄ =




−1, falls µ̄0 ≤ −1 ,
µ̄0, falls − 1 ≤ µ̄0 ≤ +1 ,
+1, falls µ̄0 ≥ +1 ,

µ̄0 =
Ecm
N (MN + E) − EFW

pqcm
.

(D.15)

Die invariante ∆-Masse und die Fermienergie des Nukleons lauten

W 2 = (MN + E)2 − p2 ,

EF =
√
M2

N + p2
F ,

(D.16)

und Impuls und Energie des Nukleons im ∆-Ruhesystem sind gegeben durch:

Ecm
N =

√
M2

N + q2
cm ,

q2
cm =

(W 2 −M2
N −m2

π)
2 − 4M2

Nm
2
π

4W 2
.

(D.17)

Für Γ
(2)
∆ wählen wir einen phänomenologischen Ansatz, um das wohlbekannte ρ2-Verhalten

im inelastischen Teil des πN Potentials zu erhalten [85]:

Γ
(2)
∆ (E) = 48

ρ

ρ0

(
1 +

E −mπ

C1 −mπ

)
Λ(E), (D.18)

wobei C1 = 380 MeV ist. Der Formfaktor

Λ(E) =
(

1 − 1

1 + e
E−C2

10

)( 1

1 + e
E−C3

15

)
(D.19)

unterdrückt Beiträge von Energien E ≤ C2=110 MeV und E ≥ C3=400 MeV . Die-
ser Beitrag alleine reicht allerdings nicht aus, um die Absorption im optischen Potenti-
al vollständig zu reproduzieren. Deswegen berücksichtigen wir auch Zwei-Teilchen-Zwei-
Loch-Anregungen, die durch das Pion angeregt werden können. Dabei folgen wir dem von
der Lyoner Gruppe [86] benutzten Ansatz und setzen für den Imaginärteil

Imχ2p2h(E, �p) = −0.3(
ρ

ρ0

)2Λ(E)Γ2
π(�p). (D.20)

Der zugehörige Realteil spielt nur eine untergeordnete Rolle, wir werden ihn daher ver-
nachlässigen. Zur Vereinfachung fassen wir χ2p2h mit der ∆N−1 Suszeptibilität zusammen

χ̃∆N−1(E, �p) → χ̃∆N−1(E, �p) + χ2p2h(E, �p). (D.21)
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Anhang E

Die Reaktion γN → ππN

Zur Berechnung der in Abb.(6.11) dargestellten Feynman Diagramme und Ableitung der
zugehörigen Feynman Regeln wurden die folgenden Wechselwirkungsbeiträge zur Lagran-
gedichte verwendet [81]:

LπNN = − f

mπ

Ψ̄γµγ5∂µ�φ̇�τΨ , (E.1)

Lπ∆N = − f ∗

mπ

Ψ†
∆S

†
i (∂iφ

λ)T λ†ΨN + h.c. , (E.2)

Lπ∆∆ = − f∆

mπ
Ψ†

∆S∆i(∂iφ
λ)T λ

† Ψ∆ + h.c. , (E.3)

Lπ∆N∗ = −gπ∆N∗

mπ

Ψ†
∆S

†
i (∂iφ

λ)T λ†ΨN∗ + h.c. , (E.4)

Lπ∆N∗′ = iΨ̄N∗′ (f̃π∆N∗′ − g̃π∆N∗′

m2
π

S†
i ∂iSj∂j)φ

λT λ†Ψ∆ + h.c. , (E.5)

Lγππ = ie(φ+∂
µφ− − φ−∂µφ+)Aµ , (E.6)

LπNN∗ = − f̃

mπ
Ψ†
N∗σi(∂i�φ)̇�τΨN + h.c. , (E.7)

LππNN∗ = −C̃ ¯PsiN∗�φ̇�φΨN + h.c. , (E.8)

LγNN = −eΨ̄N(γµAµ − χN
2m

σµν∂νAµ)ΨN , (E.9)

LγπNN = −iqπ f

mπ

P̄ siγµγ5Aµ
�φ̇�τΨ , (E.10)

Lγ∆N = −fγ∆N

mπ

Ψ†
∆εijkS

†
i (∂jAk)T3ΨN + h.c. , (E.11)

LγNN∗ =
f̃N
γ

mπ
P̄ siNσ

µν∂νAµΨN∗ + h.c. , (E.12)
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Lγπ∆N = −iq f
∗

mπ
Ψ†

∆S
†
iAiφ

λT λΨN + h.c. , (E.13)

LγπNN∗ = −iq f̃

mπ
Ψ†
N∗σiAi

�φ̇�τΨN + h.c. , (E.14)

LγNN∗′ = Ψ̄N g̃γ �S�̇A− ig̃σ(�σ × �S )̇�AΨN∗′ + h.c. . (E.15)

Die auftretenden Kopplungskonstanten haben dabei folgende Werte:

f = 1. f ∗ = 2.13
f∆ = 0.802 fγ∆N = 0.116

f̃ = 0.477 C = −2.29m−1
π

gπ∆N∗ = 2.07 e = 0.3027
fπ∆N∗′ = 0.911 gπ∆N∗′ = −0552

χN =

{
1.79 Proton
−1.91 Neutron

f̃N
γ =

{
0.0173 Proton
−0.0112 Neutron

g̃N
γ =

{
0.108 Proton
−0.129 Neutron

g̃N
σ =

{ −0.049 Proton
0.0073 Neutron

µ∆ = e∆
e
µp µ∆++ = 1.62µp .
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Fragen.

Allen Mitgliedern der NHQ-Gruppe danke ich für ihre Hilfsbereitschaft und die angeneh-
me Arbeitsatmosphäre.
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