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Darmstadt 2004
D17



Abstract

Continuum damage mechanics models rely upon the works of Kachanov [1] and
Rabotonov [2], who considered creep rupture of metals under uniaxial loading. These
works have been later extended in the framework of irreversible thermodynamics in order
to describe general three-dimensional loading processes (see e.g. the literature cited in
Skrzypek [3] and Chaboche [4]). The basic idea of all continuum damage mechanics
models is to assign to each material point of the real damaged material a fictitious
undamaged material, the response of which is governed by a known elasto-plastic
constitutive law. Then the unknown constitutive law for the real material has to be
derived from that one for the fictitious material by using some equivalence concept,
which must be defined appropriately. Generally, there are two concepts in common
use when modeling damage effects within the continuum damage mechanics approach.
The first one is the concept of effective stress combined with the strain equivalence
hypothesis, which can be attributed to Lemaitre and Chaboche [4]-[9]. The second
concept, first introduced by Cordebois and Sidoroff [10], makes use of the notions of
effective strain and effective stress and requires the hypothesis of energy equivalence.
In this work a new energy equivalence concept, the principle of the generalized energie
equivalence, is introduced, in order to formulate the anisotropic damage of anisotropic
elasto-(visko)plastic materials thermodynamically consistent. In order to describe the
procedure as simply as possible, first the case of the isotropic damage by the example of an
isotropic elasto-plastic material is discussed. In a second step the principle is extended to
the anisotropic case. A typical example of the application of anisotropic elasto-viskoplastic
material laws with damage is the theoretical description of the superalloy CSMX-4. To
use the special characteristics of these superalloys, the numeric simulation represents
an important tool. Thermodynamically consistently formulated material models for the
description of such materials contribute crucially to the success of such computations.
This work describes the complete way from the development of a theoretical concept of
continuum mechanics, which is used for the thermodynamically consistent formulation of
anisotropic damage in anisotropic elasto-(visko)plastic materials, up to the application,
which is discussed on the basis of two examples.
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6 Numerische Implementierung der Modelle 60
6.1 Integrationsalgorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

6.1.1 Operator-Split-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
6.1.2 Bestimmung der konsistenten Tangente . . . . . . . . . . . . . . . . 66

7 Beispiele 68
7.1 Einkristalline Nickel-Basis-Legierung CSMX-4 . . . . . . . . . . . . . . . . 68

7.1.1 Eigenschaften . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
7.1.2 Orientierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

7.2 Anpassung der Materialparameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
7.2.1 Direktes und inverses Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
7.2.2 Messfehler und Streuung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
7.2.3 Anpassung an das Experiment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

7.3 Gekerbte Rundprobe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
7.4 Lochfeldprobe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

8 Zusammenfassung 96

Literaturverzeichnis 100



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Thema der Arbeit

Die Kontinuumsschädigungsmechanik basiert auf den Arbeiten von Kachanov [1] und Ra-
botonov [2], welche das Versagen von Metallen bei Kriechvorgängen unter uniaxialer Bela-
stung beschreiben. Diese Arbeiten wurden später im Rahmen der irreversiblen Thermody-
namik erweitert, um allgemeine dreidimensionale Belastungsprozesse zu erfassen (siehe in
Skrzypek [3] und Chaboche [4] zitierte Literatur). Man könnte die zentrale Idee aller Kon-
tinuumsschädigungsmodelle so zusammenfassen, dass ein fiktives ungeschädigtes Material
dem realen geschädigten Material punktweise zugeordnet wird. Das Verhalten des fiktiven
Materials wird durch ein bekanntes konstitutives Materialgesetz (z.B elastisch-plastisches
Materialverhalten), welches keine Schädigung berücksichtigt, modelliert. Die unbekannten
konstitutiven Gleichungen des realen Materials werden unter Verwendung eines sogenann-
ten Äquivalenzkonzept aus denen des fiktiven Materials hergeleitet. Gewöhnlich werden
zwei Konzepte verwendet. Das erste, welches Lemaitre und Chaboche [4]-[9] zugeschrie-
ben wird, wird als Konzept der effektiven Spannungen bezeichnet und verwendet die
Annahme der äquivalenten Dehnungen. Das zweite Konzept wurde zuerst von Cordebois
und Sidoroff [10] eingeführt. In diesem Fall macht man Gebrauch von effektiven Deh-
nungen und effektiven Spannungen und verwendet die Hypothese der Energieäquivalenz.
In dieser Arbeit wird ein neues Energieäquivalenzkonzept, das Prinzip der verallgemei-
nerten Energieäquivalenz, eingeführt, um die anisotrope Schädigung anisotroper elastisch-
(visko)plastischer Materialien thermodynamisch konsistent zu formulieren. Um das Vor-
gehen möglichst einfach zu erläutern, wird zuerst der Fall der isotropen Schädigung am
Beispiel eines isotropen elastisch-plastischen Materials diskutiert und das Prinzip im An-
schluss auf den anisotropen Fall erweitert. Ein typisches Beispiel für die Anwendung
anisotroper elastisch-viskoplastischer Materialgesetze mit Schädigung ist die theoretische
Beschreibung der Gasturbinenschaufellegierung CSMX-4. Um die besonderen Eigenschaf-
ten dieser Superlegierungen voll auszunutzen stellt die numerische Simulation ein wich-
tiges Werkzeug dar. Thermodynamisch konsistent formulierte Materialmodelle zur Be-
schreibung solcher Werkstoffe tragen entscheidend zum Erfolg solcher Berechnungen bei.
Diese Arbeit beschreibt den vollständigen Weg von der Entwicklung eines theoretischen
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Konzeptes der Kontinuumsmechanik, das zur thermodynamisch konsistenten Formulie-
rung von anisotroper Schädigung in anisotropen elastisch-(visko)plastischen Materialien
verwendet wird, bis hin zur Anwendung, die anhand zweier Beispiele diskutiert wird.

1.2 Voraussetzungen

In dieser Arbeit werden die Deformationen der materiellen Körper als klein vorausge-
setzt. Die betrachteten Prozesse sind isotherm (θ =const) und die Temperaturvertei-
lung wird als homogen, d.h. grad(θ) = 0 vorausgesetzt. Für den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik wird die Clausius-Duhem-Ungleichung verwendet. Die formulierten Ge-
setzmäßigkeiten beinhalten keine räumlichen Abhängigkeiten, so dass auf eine explizite
Erwähnung der Ortskoordinaten verzichtet wird. Die materielle Zeitableitung einer Funk-
tion ϕ̇(t) wird mit ϕ̇(X, t) bezeichnet, wobei t die Zeit darstellt. Zur Unterscheidung von
Skalaren, Vektoren und Tensoren werden folgende Konventionen verwendet: Skalare sind
in Normalschrift, Vektoren und Tensoren zweiter Stufe in Fettschrift gedruckt und fettge-
druckter kaligrafischer Schrifttyp kennzeichnet Tensoren vierter Stufe. Komponentendar-
stellungen tensorieller Größen beziehen sich auf ein kartesisches Koordinatensystem mit
zugehörigem Basissystem ei, i = 1, 2, 3. Es gilt die Einsteinsche Summationskonvention.

1.3 Notation

Skalare

ρ . . . . . . . Dichte
β, γ . . . Materialparameter der isotropen Verfestigung
λ, µ . . . Lamé’sche Konstanten bzw. Elastizitätsparameter
ρ . . . . . . . Dichte des Materials
Ψ . . . . . . spezifische freie Energiefunktion
ϕ . . . . . . Dissipationspotential
b, c . . . . Materialparameter der kinematischen Verfestigung für isotrope Plasti-

zitätsmodelle
D . . . . . . Isotrope Schädigungsvariable
R . . . . . . Innere Spannung der isotropen Verfestigung
R0 . . . . . Materialparameter der isotropen Verfestigung
r . . . . . . . Innere Dehnung der isotropen Verfestigung
r0 . . . . . . Materialparameter der isotropen Verfestigung
k . . . . . . Radius der Fließfläche
k0 . . . . . . Anfangsradius der Fließfläche
s . . . . . . . plastische Bogenlänge
Λ . . . . . . plastischer Multiplikator
m . . . . . . Schädigungseffektfaktor
ω, π . . . . Materialparameter der statischen Erholung bei isotroper Verfestigung
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w . . . . . . Materialparameter der statischen Erholung bei kinematischer Verfesti-
gung

m,K . . . Viskositätsparameter der Plastizität

rc, Ac, kc Materialparameter für das Schädigungsdissipationspotential
αc, βc . . Materialparameter für das Schädigungsgesetz
n . . . . . . Materialparameter der Schädigung bei verallgemeinerter Ener-

gieäquivalenz

q . . . . . . . Materialparameter für duktile isotrope Schädigung
AD . . . . . Schädigungsfläche innerhalb des RVE
A0 . . . . . Fläche innerhalb des RVE
A . . . . . . Reduzierte Fläche innerhalb des RVE

Dn . . . . . Schädigung im RVE
E . . . . . . E-Modul
σ . . . . . . Spannung bei einachsiger Betrachtung

ε . . . . . . . Dehnung bei einachsiger Betrachtung
y . . . . . . . Kinematische Verfestigung bei einachsiger Betrachtung

Vektoren

n . . . . . . Normalenvektor

Tensoren zweiter Stufe

1 . . . . . . Einheitstensor
ξ . . . . . . . Innere Spannung der kinematischen Verfestigung

Ω . . . . . . Energiefreisetzungsrate
D . . . . . . Schädigungstensor
F . . . . . . Deformationsgradient

E . . . . . . (Linearisierter) Green’scher Verzerrungstensor
T . . . . . . Cauchy’scher Spannungstensor
Y . . . . . . Innere Dehnung der kinematischen Verfestigung

Tensoren vierter Stufe

Q,N . . Materialtensoren der kinematischen Verfestigung für anisotrope Plasti-
zitätsmodelle

D . . . . . . Schädigungstensor
C . . . . . . Elastizitätstensor
M . . . . . Schädigungseffekttensor
K . . . . . . Strukturtensor in der Fließfunktion

B . . . . . . Materialtensor der statischen Erholung bei kinematischer Verfestigung
Qc,Mc Materialtensoren der Schädigung
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Operatoren

grad . . . Gradient
tr . . . . . . Spur

div . . . . . Divergenz
det . . . . . Determinate
AD . . . . Deviatorischer Anteil von A

(
AD = A − 1

2
trA1

)

‖A‖ . . . euklidische Norm
(

‖A‖ =
√

A · A
)

〈〉 . . . . . . McAuley-Klammer
()−1 . . . . Inverse

()T . . . . . Transponierte
A ⊗ B . dyadisches Produkt (A ⊗ B = AijBklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)
A⊗B . . unteres dyadisches Produkt (A ⊗ B = AikBjlei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)

A⊗B . . oberes dyadisches Produkt (A ⊗ B = AilBjkei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el)
A · B . . Skalarprodukt

(
A · B = tr(ABT ) = AijBij

)

AB . . . . Tensorprodukt (AB = AipBpjei ⊗ ej)
C[A] . . . Anwenden von C auf A (C[A] = CijklAklei ⊗ ej)

Rechenregeln

tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB)

AT −1
= A−1T

= AT−1

A · B = B · A



Kapitel 2

Grundlagen der
Kontinuumsschädigungsmechanik

2.1 Definition der Schädigungsvariablen

PSfrag replacements

δA0

δAd

n

n

RVE

Abbildung 2.1: Mikro-Meso Definition des der Schädigung (nach J. Lemaitre, 1975 )

Der kontinuumsmechanische Schädigungsansatz basiert auf der Annahme, dass der Satz
interner Variablen durch eine Schädigungsvariable ergänzt wird. In dieser Arbeit wird
eine Schädigungsvariable verwendet, welche zuerst von Lemaitre und Chaboche [8] ein-
geführt wurde. Zur Motivation betrachtet man ein sogenanntes repräsentatives Volumen-
element (RVE) eines geschädigten Körpers. δA0 beschreibt die Fläche innerhalb dieses
RVE, welche durch die Normale n (Abb. 2.1)gekennzeichnet ist. Die entsprechende durch
Mikrorisse und Poren reduzierte Oberfläche wird mit δA bezeichnet (δA < δA0). Die
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Schädigungsfläche in Richtung der Normalen n ist dann gegeben durch

δAD = δA0 − δA . (2.1)

Die Schädigung in Richtung der Normalen n, Dn wird definiert als

Dn :=
δAD

δA0

. (2.2)

Optional ist es möglich diese Definition zu erweitern, indem man Dn als Funktion von
δAD/δA0 definiert. Damit können auch nichtlineare Zusammenhänge zwischen einer in-
ternen Zustandsvariablen Dn und der physikalischen Größe δAD/δA0 beschrieben werden:

Dn := D̄n

(
δAD

δA0

)

(2.3)

Die Angabe eines Normalenvektors weist auf den anisotropen Charakter der Schädigung
hin. Geht man davon aus, dass sich die Schädigung in allen Richtungen gleich stark
entwickelt, kann man sich auf die Beschreibung isotroper Schädigung beschränken.
Für den Fall isotroper Schädigung, ist die Schädigungsvariable skalar und wird mit D
bezeichnet. Für die Werte die D annehmen kann, gilt D ∈ [0, 1]. Die Zustände D = 0
und D = 1 entsprechen dem ungeschädigten Zustand und dem lokalen totalen Versagen
des Materials, während Werte innerhalb D ∈ (0, 1) einer Teilschädigung entsprechen.

Für anisotrope Schädigungskonzepte verwendet man entweder Schädigungstensoren
zweiter Stufe D, oder Schädigungstensoren vierter Stufe D. Die Konzepte dieser Arbeit
beschränken sich auf die Verwendung eines Schädigungstensor zweiter Stufe. Für die
Werte, die D annehmen, kann gilt D∗

i ∈ [0, 1]. Die D∗

i sind dabei die Eigenwerte des
Schädigungstensors. Die Zustände D∗

i = 0 und D∗

i = 1 entsprechen dem ungeschädigten
Zustand und dem lokalen totalen Versagen des Materials in der jeweiligen Hauptachse,
während Werte innerhalb D∗

i ∈ (0, 1) einer Teilschädigung entsprechen.

2.2 Zerlegung der Deformation

Im folgenden wird ein materieller Körper B im dreidimensionalen euklidischen Punktraum
E betrachtet, der bezgl. einer Referenzkonfguration den Raumbereich RR einnimmt. Nach
Wahl eines raumfesten Bezugspunktes O in E lässt sich jedem materiellen Punkt X aus
RR eine Ortsvektor X zuordnen. Der Ort x, den der materielle Punkt X zur Zeit t in der
Momentankonfiguration einnimmt, wird durch die Bewegungsgleichung

x = x̄ (X, t) (2.4)

beschrieben, wobei für festgehaltenes t eine Inverse X = X̄ (x, t) existiert. Der dabei von
B beaufschlagte Raumbereich wird mit Rt bezeichnet. Für einen beliebigen aber festen
Zeitpunkt t wird der Deformationsgradient F wie folgt definiert:
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F :=
∂x̄

∂X
= GRAD x̄ . (2.5)

Der Deformationsgradient stellt somit eine Abbildungsvorschrift dar, die materielle Li-
nienelemente der Referenzkonfguration dX in materielle Linienelemente der Momentan-
konfiguration dx transformiert:

dx = F dX . (2.6)

Dabei wird detF > 0 vorausgesetzt. Mit der Einführung eines Verschiebungsvektors
u(X, t),

u(X, t) := x̄ (X, t) − X (2.7)

kann man den Deformationsgradienten auch wie folgt darstellen:

F = GRAD [X + u(X, t)] = 1 + GRADu = 1 + H , (2.8)

wobei H der Verschiebungsgradient ist. Für die Behandlung von kontinuumsmechanischen
Problemen verwendet man als Verzerrungsmaß häufig den Green-Lagrangschen Verzer-
rungstensor G, der durch

G :=
1

2

(
F T F − 1

)
=

1

2
(C − 1) (2.9)

definiert ist. C := F T F in (2.9) ist der rechte Cauchy-Green-Tensor. Der Verzerrungsten-
sor G lässt sich durch den Verschiebungsgradienten H ausdrücken:

G =
1

2
(H + HT + HTH) . (2.10)

Der Term HTH beschreibt den nichtlinearen Anteil in G. Beschränkt man sich auf die
Annahme kleiner Deformationen

(

‖H‖ << 1 , ‖Ḣ‖ << 1
)

kann der nichtlineare Anteil

von G vernachlässigt werden und man erhält den linearisierten Green-Lagrangschen Ver-
zerrungstensor

E =
1

2
(H + HT ) . (2.11)

2.3 Bilanzgleichungen der Thermodynamik

2.3.1 Energieerhaltung - Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik in lokaler Form lautet

ė =
1

ρR

w − 1

ρ
div q + rW , (2.12)
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wobei e die spezifische innere Energie, w die Spannungsleistung pro Volumeneinheit der
Referenzkonfiguration, q der Wärmeflussvektor, rW die Wärmezufuhr pro Zeit und Mas-
seneinheit die Referenzkonfiguration und ρR bzw. ρ die Massendichte in der Referenz-
bzw. Momentankonfiguration ist.

2.3.2 Entropiebilanz - Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Die Materialgesetze müssen stets den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik erfüllen.
Anhand dieser Forderung lassen sich Restriktionen an die Materialmodelle ableiten.

Ausgehend von der Entropiebilanz in lokaler Form

η̇∗ =
rW

θ
− 1

ρ
div

q

θ
+ γ∗ , (2.13)

mit η als spezifischer Entropie und θ als absoluter Temperatur, erhält man mit der Defi-
nition der spezifischen freien Energie Ψ

Ψ = e − θη∗ , (2.14)

und dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik (2.12) für die spezifische Rate γ∗ der
Entropieproduktion:

θγ∗ = −Ψ̇ − θ̇η∗ +
1

ρR

w − q

ρθ
· grad θ . (2.15)

Das Postulat der positiven Entropieproduktion fordert nun, dass jeder zulässige thermo-
mechanische Prozess die Ungleichung

γ∗ ≥ 0 (2.16)

zu jedem Zeitpunkt t und an jedem materiellen Punkt X erfüllt. Somit lautet der zweite
Hauptsatz der Thermodynamik in Form der Clausius-Duhem-Ungleichung

−Ψ̇ − θ̇η∗ +
1

ρR

w − q

ρθ
· grad θ ≥ 0 . (2.17)

Im Fall kleiner Deformationen und ρ ≈ ρR ergibt sich für die Clausius-Duhem-
Ungleichung:

−Ψ̇ − θ̇η∗ +
1

ρR

T · Ė − q

ρRθ
· grad θ ≥ 0 . (2.18)



Kapitel 3

Isotrope Schädigungsmodelle

Anhand eines isotropen Plastizitätsmodell wird im folgenden das Konzept der verallgemei-
nerten Energieäquivalenz kombiniert mit der Hypothese der effektiven Spannungen ein-
geführt. Zur Vereinfachung wird die Schädigung in diesem Kapitel isotrop formuliert. Um
einen Vergleich zu ermöglichen, wird vorher das Konzept der Dehnungsäquivalenz kom-
biniert mit der Hypothese der effektiven Spannungen diskutiert. Der verwendete Ansatz
führt auf eine Klasse von Fließfunktionen, welche durch einen Parameter n charakterisiert
werden. Die Ausführungen hier entsprechen denjenigen in [46].

3.1 Isotropes Plastizitätsmodell

Das (ungeschädigte) Plastizitätsmodell mit isotroper und kinematischer Verfestigung, auf
das dieses Kapitel aufbaut, wird durch folgende Gleichungen charakterisiert:

E = Ee + Ep , (3.1)

Ψ = Ψe + Ψp , (3.2)

Ψe = Ψ̄e (Ee) =
1

2ρ
Ee · C [Ee] , (3.3)

C = 2µE + λ1 ⊗ 1 , (3.4)

Ψp = Ψ(kin)
p + Ψ(is)

p (3.5)

Ψ(kin)
p = Ψ̄(kin)

p (Y) =
c

2ρ
Y · Y , (3.6)

Ψ(is)
p = Ψ̄(is)

p (r) =
γ

2ρ

(
r2 + 2r0r

)
, (3.7)

ξ = ξ(Y) := ρ
∂Ψ̄

(kin)
p

∂Y
= cY , (3.8)

R = R(r) := ρ
∂Ψ̄

(is)
p

∂r
= γ(r + r0) , (3.9)

11
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F = F̄ (T, ξ, R) := f̄(T, ξ) − k : Fließfunktion (3.10)

f = f̄(T, ξ) :=

√

3
2 (T − ξ)D · (T − ξ)D , (3.11)

k := R + k0 = γ(r + r0) + k0 , (3.12)

F = 0 ⇔ f = k : Fließbedingung , (3.13)

Plastizität ⇔ F = 0 &
(

Ḟ
)

Ep=const
> 0 , (3.14)

Fließregel :

Ėp =







Λ
∂f̄

∂T
= Λ

∂F̄

∂T
=

3Λ

2k
(T − ξ)D für plastische Belastung

0 sonst

, (3.15)

ṡ :=

√

2

3
Ėp · Ėp = Λ , (3.16)

Clausius-Duhem Ungleichung:

DC−D := T · Ė − ρΨ̇ = T · Ėe + T · Ėp − ρΨ̇e − ρΨ̇p ≥ 0 , (3.17)

T = ρ
∂Ψ̄e

∂Ee

= C [Ee] : Elastizitätsgesetz, (3.18)

Dissipations Ungleichung:

Dd := T · Ėp − ρΨ̇p = T · Ėp − ξ · Ẏ − Rṙ

= (T − ξ) · Ėp − Rṙ + ξ · (Ėp − Ẏ) ≥ 0 , (3.19)

Ẏ = Ėp − bΛξ = Ėp − bṡξ : Kinematische Verfestigungsregel , (3.20)

ṙ = (1 − βr) Λ =

(

1 − β
R − γr0

γ

)

ṡ : Isotrope Verfestigungsregel . (3.21)

(3.1) ist die Zerlegung der Dehnung in einen elastischen und einen plastischen Anteil,
Ψ ist die spezifische freie Energie, µ und λ sind die Elastizitätsparameter. Isotrope und
kinematische Verfestigung werden durch die inneren Variablen r und Y beschrieben.
r ist skalarwertig und Y ist ein Tensor zweiter Stufe. Beide Variablen stellen innere
Dehnungen dar. Aus den Gleichungen (3.8), (3.9) erkennt man, dass ξ und R die
entsprechenden thermodynamisch konjugierten Spannungen zu Y und r sind. Die
Gleichungen (3.10)-(3.13) definieren die Fließbedingung, mit k als Radius der Fließfläche.
γ, R0, c, k0 in den Gleichungen (3.7)-(3.12) sind Materialparameter. r0 stellt eine
Anfangsdehnung dar, welche die Anfangsspannung R0 = γr0 verursacht. Eine derartige
Anfangsdehnung ist wichtig, um die Energiespeicherung in Metallen bei plastischen
Verformungen zu beschreiben (siehe auch Chaboche [11], [12]). Die plastische Dehnung
wird durch eine assoziierte Normalenregel beschrieben. Für den Fall ratenunabhängiger
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Plastizität wird der skalare plastische Multiplikator Λ aus der Konsistenzbedingung
Ḟ = 0 bestimmt. Plastisches Fließen findet statt, wenn (3.14) erfüllt ist. Wie in [13]
gezeigt wird ist diese Bedingung sowohl für Dehnungs- als auch für Spannungsgesteuerte
Prozesse gültig. Das Elastizitätsgesetz (3.18) und die Dissipationsungleichung (3.19) sind
hinreichende Bedingungen um die Clausius-Duhem Ungleichung (3.17) zu erfüllen. (3.20)
and (3.21) sind Evolutionsgleichungen für kinematische und isotrope Verfestigung, β, b
sind nichtnegative Materialparameter.

Um sicherzustellen, dass (3.20) and (3.21) nicht die Dissipationsungleichung verlet-
zen, setzt man in (3.19) die materielle Zeitableitung von (3.6) und (3.7) ein und
erhält

Dd = ṡk0 + R (ṡ − ṙ) + ξ ·
(

Ėp − Ẏ
)

≥ 0 . (3.22)

Weil ṡ ≥ 0, erhält man entsprechend auch ṡk0 ≥ 0. Da r ≥ 0 gelten muss, gilt nach (3.9)
auch R ≥ 0. Somit sind

ṡ − ṙ ≥ 0 , (3.23)

ξ ·
(

Ėp − Ẏ
)

≥ 0 , (3.24)

hinreichende Bedingungen um (3.22) zu erfüllen. Die Ungleichungen (3.23) und (3.24)
sind erfüllt, wenn man die Beziehungen

Ėp − Ẏ = Λbξ , (3.25)

ṡ − ṙ = Λβr , (3.26)

verwendet, welche gleichbedeutend mit (3.20) und (3.21) sind. Dabei ist zu bemerken,
dass die Evolutionsgleichung (3.20), zusammen mit homogenen Anfangsbedingungen, eine
deviatorische Gestalt für Y und damit auch für ξ bewirkt.
Alternativ ist die Einführung eines sogenannten Dissipationspotentials möglich,

ϕ = ϕ̄(T, ξ, R) = F̄ (T, ξ, R) +
1

2
b ξ · ξ +

1

2

β

γ
(R − γr0)

2 . (3.27)

ϕ̄(T, ξ, R) ist eine stetig differenzierbare, konvexe skalarwertige Funktion, die den Ur-
sprung ihres Zustandsraums umschließt. Die Dissipationsungleichung (3.19) ist dann au-
tomatisch erfüllt, wenn man die Normalenregeln

Ėp = Λ
∂ϕ̄

∂T
= Λ

∂F̄

∂T
, (3.28)

Ẏ = −Λ
∂ϕ̄

∂ξ
= −Λ

(

− ∂f̄

∂T
+ bξ

)

= Ėp − bΛξ , (3.29)

ṙ = −Λ
∂ϕ̄

∂R
= −Λ

(

−1 +
β

γ
(R − R0)

)

= (1 − βr)Λ , (3.30)

annimmt. Dieses Konzept wurde von Lemaitre und Chaboche [8] vorgeschlagen. Das vor-
gestellte Plastizitätsmodell, dass durch die Gleichungen (3.1)-(3.21) beschrieben wird,
wurde von Chaboche [11], [14] diskutiert. Die Evolutionsgleichung (3.20) ist äquivalent
zur Armstrong-Frederick Regel [15].



KAPITEL 3. ISOTROPE SCHÄDIGUNGSMODELLE 14

3.2 Konzepte der Kontinuumsschädigungsmechanik

Wie schon erwähnt, wird in der Kontinuumsschädigungsmechanik der Satz der inneren
Variablen um die Variable D erweitert. Weiterhin gilt die Zerlegung

E = Ee + Ep , (3.31)

während für die freie Energie Ψ die funktionalen Beziehungen

Ψ = Ψ̂(Ee,Y, r,D) = Ψe + Ψp , Ψp = Ψ(kin)
p + Ψ(is)

p , (3.32)

Ψe = Ψ̂e(Ee, D) , Ψ(kin)
p = Ψ̂(kin)

p (Y, D) , Ψ(is)
p = Ψ̂(is)

p (r,D) , (3.33)

angenommen werden.
Eine hinreichende Bedingung um die Clausius-Duhem Ungleichung

DC−D = T · Ė − ρΨ̇e − ρΨ̇(kin)
p − ρΨ̇(is)

p ≥ 0 (3.34)

für rein mechanische Prozesse zu erfüllen, ist das Elastizitätsgesetz

T = ρ
∂Ψ̂e

∂Ee

, (3.35)

zusammen mit folgender Dissipationsungleichung

Dd := T · Ėp − ξ · Ẏ − Rṙ − ρ
∂Ψ̂

∂D
Ḋ ≥ 0 , (3.36)

ξ := ρ
∂Ψ̂

(kin)
p

∂Y
, R := ρ

∂Ψ̂
(is)
p

∂r
. (3.37)

Offenbar sind die Ungleichungen

Ddp := T · Ėp − ξ · Ẏ − Rṙ

= (T − ξ) · Ėp − Rṙ + ξ · (Ėp − Ẏ) ≥ 0 , (3.38)

Ddd := −ρ
∂Ψ̂

∂D
Ḋ ≥ 0 , (3.39)

hinreichende Bedingungen zur Erfüllung von (3.36). Die Ungleichungen (3.38) und (3.39)
beschreiben die Dissipationsanteile für plastisches Fließen und Schädigungsprozesse. Ent-
sprechend der Theorie ohne Schädigung (siehe Abschnitt 3.1) wird (3.38) erfüllt, wenn
man die plastischen Evolutionsgleichungen mit einer Normalenregel

Ėp = Λ
∂ϕ̂

∂T
, Ẏ = −Λ

∂ϕ̂

∂ξ
, Ṙ = −Λ

∂ϕ̂

∂r
, (3.40)
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beschreibt, wobei
ϕ = ϕ̂(T, ξ, R,D) (3.41)

ein konvexes Dissipationspotential ist. Plastisches Fließen tritt auf, wenn

Plastizität ⇔ F = 0 & (Ḟ )
Ep=const ≥ 0 , (3.42)

erfüllt ist, wobei

F = F̂ (T, ξ, R,D) = f̂(T, ξ, D) − k̂(R,D) , (3.43)

die Fließfunktion beschreibt . In dem Fall, dass

∂ϕ̂

∂T
=

∂F̂

∂T
, (3.44)

präsentiert (3.40) eine assoziierte Normalenregel.

Das Konzept der effektiven Spannungen kombiniert mit dem Prinzip der Deh-
nungsäquivalenz und das Konzept der Energieäquivalenz werden in der Kontinu-
umsschädigungsmechanik oft verwendet. Im Fall isotroper Schädigung, hat sich das
Prinzip der Dehnungsäquivalenz als sehr effizientes Mittel zur Modellierung konstitutiver
Gleichungen für das Verhalten duktiler Materialien erwiesen. Aus diesem Grund ist es
wichtig, die Ergebnisse dieser Theorie mit denen der verallgemeinerten Energieäquivalenz,
die im folgenden eingeführt wird, zu vergleichen. Im nächsten Abschnitt wird deshalb ein
etabliertes Schädigungsmodell von Chaboche beschrieben [4], das auf der Annahme der
Dehnungsäquivalenz basiert.

3.3 Prinzip der Dehnungsäquivalenz

Kontinuumsmechanische Modelle, die auf dem Prinzip der Dehnungsäquivalenz basieren
und mit plastischer Verformung gekoppelt sind, wurden von Lemaitre und Chaboche
[4], [7] eingeführt und diskutiert. In diesen Abschnitt wird der Vorschlag von Chaboche
[4] vorgestellt. Mit Bezug auf das Plastizitätsmodell aus Abschnitt. 3.1 kann man die
wichtigsten Aspekte dieser Theorie wie folgt zusammenfassen.
Die Anteile der freien Energiefunktion Ψ̂e, Ψ̂

(kin)
p , Ψ̂

(is)
p in (3.32), (3.33) werden durch

Ψ̂e (Ee, D) =
(1 − D)

2ρ
Ee · C [Ee] , (3.45)

Ψ̂(kin)
p (Y, D) =

c(1 − D)

2ρ
Y · Y , (3.46)

Ψ̂(is)
p (r,D) =

γ(1 − D)

2ρ

(
r2 + 2r0r

)
, (3.47)
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dargestellt. Weiter ergibt sich, mit Blick auf (3.35), (3.37),

T = (1 − D)C[Ee] , ξ = (1 − D)cY , R = (1 − D)γ(r + r0) . (3.48)

Dies führt auf

T̃ :=
T

1 − D
= C[Ee] , ξ̃ :=

ξ

1 − D
= cY , R̃ :=

R

1 − D
= γ(r + r0) , (3.49)

wobei T̃, ξ̃ und R̃ sogenannte effektive Spannungen darstellen. Vergleicht man (3.49)1,
(3.49)2, (3.49)3 mit (3.18), (3.8), (3.9), bemerkt man, dass die Dehnungs-Spannungs-
Beziehungen (3.49), für das geschädigte Material aus denen für das ungeschädigte Material
(Abschnitt 3) resultieren, indem man die Spannungsvariablen T, ξ, R durch die korre-
spondierenden effektiven Spannungsvariablen T̃, ξ̃, R̃ ersetzt. Die Dehnungsvariablen Ee,
Y, r und der Materialparameter r0 bleiben dagegen unverändert. Dies motiviert auch die
Fließfunktion F̂ in (3.43) und das Dissipationspotential ϕ̂ in (3.41) mit den effektiven
Spannungen T̃, ξ̃, R̃ statt den Spannungen T, ξ, R zu verwenden:

F̂ (T, ξ, R,D) = F̄ (T̃, ξ̃, R̃) = f̄(T̃, ξ̃) − R̃ − k0

= f̂(T, ξ, D) − R

1 − D
− k0 , (3.50)

f̂(T, ξ, D) = f̄(T̃, ξ̃) =

√

3

2

(

T̃ − ξ̃
)D

·
(

T̃ − ξ̃
)D

=

√

3

2

(T − ξ)D

1 − D
· (T − ξ)D

1 − D
, (3.51)

ϕ̂(T, ξ, R,D) = ϕ̄(T̃, ξ̃, R̃)

= F̄ (T̃, ξ̃, R̃) +
1

2
b ξ̃ · ξ̃ +

1

2

β

γ

(

R̃ − γr0

)2

= F̂ (T, ξ, R,D) +
b

2(1 − D)2
ξ · ξ

+
1

2

β

γ

(
R

1 − D
− γr0

)2

. (3.52)

F̂ in (3.50) und ϕ̂ in (3.52) sind konvexe Funktionen. Für die Evolutionsgleichungen (3.40)
ergeben sich dann zu

Ėp =
3Λ

2(1 − D)f̂

(T − ξ)D

1 − D
=

3ṡ

2f̂

(T − ξ)D

1 − D
, (3.53)

ṡ :=

√

3

2
Ėp · Ėp =

Λ

1 − D
, (3.54)

Ẏ = Ėp − bṡ
ξ

1 − D
= Ėp − bcṡẎ = Ėp − bc

Λ

1 − D
Y , (3.55)
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ṙ = (1 − βr)ṡ = (1 − βr)
Λ

1 − D
. (3.56)

Bleibt noch die Gültigkeit der Dissipationsungleichung (3.39) zu überprüfen. Aus (3.45)-
(3.47) folgt

−ρ
∂Ψ̂

∂D
=

1

2

(
Ee · C [Ee] + c Y · Y + γ(r2 + 2r0r)

)

= ρ
(
Ψ̄e (Ee) + Ψ̄(kin)

p (Y) + Ψ̄(is)
p (r)

)
. (3.57)

Man sieht sofort, dass dieser Ausdruck stets nichtnegativ ist. Das bedeutet, dass (3.39)
in jedem erlaubten Prozess erfüllt ist, wenn gilt

Ḋ ≥ 0 . (3.58)

Anders ausgedrückt, jede Evolutionsgleichung, die für D eine monoton ansteigende Funk-
tion darstellt, ist kompatibel mit (3.39). Für eine einachsige Zugbelastung, liefert das
vorgestellte Model folgende Gleichungen:

ε = εe + εp , (3.59)

σ = (1 − D)Eεe , (3.60)

σ − 3

2
ξ = R + (1 − D)k0 , (3.61)

ξ = (1 − D)cy , (3.62)

R = (1 − D)γ(r + r0) , (3.63)

ẏ = (1 − bcy)ε̇p , (3.64)

ṙ = (1 − βr)ε̇p . (3.65)

Dabei sind, E = µ(3λ+2µ)
λ+µ

der E-Modul, und σ, ε, εe, εp, ξ, y die einachsigen Komponenten
von T, E, Ee, Ep, ξ, Y. Um einen Einblick in die Eigenschaften des Models zu erlangen,
ist es ausreichend, (3.59)-(3.65) mit einem einfachen Schädigungsgesetz der Form

D =
(εp

α

)2

, (3.66)

zu ergänzen (Chaboche [4]). Abb. (3.1) zeigt die Dehnungs-Spannungs-Kennlinie für diese
Gleichungen. Die entsprechenden Materialparameter werden in Tabelle 3.1 angegeben.
Weiter ist der Fall idealer Plastizität abgebildet (R = y = 0), bei dem sich in Fall
plastischer Deformation aus (3.59)-(3.65)

εe =
k0

E
= const (3.67)

ergibt.
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Tabelle 3.1: Materialparameter für (3.59)-(3.65)

E[MPa] k0[MPa] r0 c[MPa] γ[MPa] b[MPa] β[MPa] α

200000 200 0 30000 30000 10 10 0,02

PSfrag replacements
σ [MPa]

ε

: ideale Plastizität
: Plastizität mit isotroper und kinematischer Verfestigung

yα :=
1

b c

(
1 − e−b c α

)

rα :=
1

β

(
1 − e−β α

)

α +
k0

E

α +
k0

E
+

3 c yα

2 E
+

γrα

E

0,005 0,01 0,015 0,02
0,025

50

100

150

200

250

300

350

400

Abbildung 3.1: Dehnungs-Spannungskurven für uniaxiale Zugbelastung. Die konstitutiven
Gleichungen basieren auf dem Dehnungsäquivalenz-Prinzip von Chaboche [4].
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Für Plastizität mit isotroper und kinematischer Verfestigung ergibt sich die elastische
Dehnung bei plastischer Deformation zu

εe =
3cy

2E
+

γr

E
+

k0

E
. (3.68)

Aus (3.64) und (3.65) ergibt sich, dass r und y monoton ansteigende Funktionen in
Abhängigkeit von εp sind, unabhängig von den Materialparametern der Verfestigung. Das
vorgestellte Model wurde von Lämmer und Tsakmakis [16] in Bezug auf weitere Modelle,
die aus der Dehnungsäquivalenz abgeleitet werden können, diskutiert. Weiter haben diese
Autoren gezeigt, dass diese Modelle auf große Deformationen in einem thermodynamisch
konsistenten Rahmen erweitert werden können.

3.4 Prinzip der verallgemeinerten Energieäquivalenz

3.4.1 Thermodynamische Betrachtung

Schädigungstheorien, die auf dem Konzept der Energieäquivalenz basieren, wurden von
Cordebois und Sidoroff [10] eingeführt. Diese Autoren haben ein kontinuumsmechani-
sches Model für ein elastisch-plastisches Material vorgeschlagen, welches im Rahmen
der irreversiblen Thermodynamik mit internen Zustandsvariablen formuliert worden ist.
Die Energieäquivalenz mit einem ungeschädigten fiktiven Material wurde nur für den
elastischen Teil der freien Energiefunktion angenommen.
Saanouni et al. [17] und Chow und Lu [18] erweiterten die Theorie von Cordebois
und Sidoroff, um auch eine Energieäquivalenz in Bezug auf die gesamte im Material
gespeicherte Energie inklusive des plastischen Anteils zu erhalten. Weiter bestimmten
Saanouni et al. [17] die Evolutionsgleichungen für die inneren Variablen aus einem
Dissipationspotential, dass von effektiven Spannungsvariablen abhängig ist.

In diesem Abschnitt wird ein neues kontinuumsmechanisches Schädigungsmodell
diskutiert, dass auf dem Prinzip der Energieäquivalenz basiert und in [46] bereits vor-
gestellt wurde. Im weiteren wird dieses Konzept als verallgemeinerte Energieäquivalenz
bezeichnet. Für die unbekannten Evolutionsgleichungen des geschädigten realen Materials
wird eine Abhängigkeit von der Schädigungsvariable D angenommen, wie in Abschn. 3.2
erklärt wird. Für jeden Materialpunkt wird ein fiktives ungeschädigtes Material angenom-
men, dessen Evolutionsgleichungen bekannt sind. Diese Evolutionsgleichungen enthalten
keine direkte Schädigungsvariable, die Zustandsvariablen sind jedoch sogenannte effektive
Zustandsvariablen, die geeignet definiert werden. Die unbekannten Evolutionsgesetze,
welche Dehnungs-Spannungs-Kurven des realen Materials beschreiben, können mit Hilfe
dieser Zuordnung bestimmt werden.

Im folgenden werden für die bekannten Evolutionsgleichungen des fiktiven Mate-
rials, die elastisch-plastischen Evolutionsgleichungen aus Abschn. 3 angenommen.
Bezeichnet X eine Zustandsvariable des realen Materials, dann ist X̃ die entsprechende
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korrespondierende effektive Zustandsvariable des zugeordneten fiktiven Materials. In
diesem Fall werden die effektiven Variablen Ẽ, Ẽe, Ẽp, Ỹ, r̃, T̃, ξ̃, R̃ und die effektive
Anfangsdehnung r̃0 betrachtet. Wenn sich die (konstitutiven) Funktionen auf das fiktive
Material beziehen, werden sie mit dem Symbol (f) gekennzeichnet. (Die Funktionen, die
das reale Material beschreiben, werden nicht besonders gekennzeichnet). Das verwendete
fiktive elastisch-plastische Materialmodell wird durch folgende Gleichungen beschrieben
(vergl. Abschn.3):

Ẽ = Ẽe + Ẽp , (3.69)

Ψ(f) = Ψ(f)
e + Ψ(f)

p , Ψ(f)
p = Ψ(f)kin

p + Ψ(f)is
p , (3.70)

Ψ(f)
e = Ψ̄(f)

e (Ẽe) =
1

2ρ
Ẽe · C[Ẽe] , (3.71)

Ψ(f)kin
p = Ψ̄(f)kin

p (Ỹ) =
c

2ρ
Ỹ · Ỹ , (3.72)

Ψ(f)is
p = Ψ̄(f)is

p (r̃) =
γ

2ρ
(r̃2 + 2r̃0r̃) , (3.73)

T̃ = ρ
∂Ψ̄

(f)
e

∂Ẽe

= C[Ẽe] , (3.74)

ξ̃ = ρ
∂Ψ̄

(f)kin
p

∂Ỹ
= cỸ , (3.75)

R̃ = ρ
∂Ψ̄

(f)is
p

∂r̃
= γ(r̃ + r̃0) , (3.76)

ϕ(f) = ϕ̄(f)(T̃, ξ̃, R̃)

= F̄ (f)(T̃, ξ̃, R̃) +
1

2
bξ̃ · ξ̃ +

1

2

β

γ
(R̃ − γr̃0)

2 , (3.77)

F̄ (f) = f̄ (f)(T̃, ξ̃) − R̃ − k0 , (3.78)

f̄ (f)(T̃, ξ̃) =

√

3

2
(T̃ − ξ̃)D · (T̃ − ξ̃)D , (3.79)

˙̃Ep = Λ(f)∂ϕ̄(f)

∂T̃
= Λ(f)∂F̄ (f)

∂T̃
=

3Λ(f)

2f̄ (f)
(T̃ − ξ̃)D , (3.80)

˙̃s =

√

2

3
˙̃E · ˙̃E = Λ(f) , (3.81)

˙̃Y = −Λ(f)∂ϕ̄(f)

∂ξ̃
= ˙̃Ep − b ˙̃sξ̃ , (3.82)

˙̃r = (1 − βr̃) ˙̃s , (3.83)

D(f)
d = T̃ · ˙̃Ep − ξ̃ · ˙̃Y − R̃ ˙̃r , (3.84)
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mit ρ̃ ≡ ρ. Die effektiven Spannungsvariablen werden, motiviert durch die Arbeiten von
Cordebois und Sidoroff [10] und Saanouni et al. [17], wie folgt definiert

T̃ :=
T√

1 − D
, ξ̃ :=

ξ√
1 − D

, R̃ :=
R√

1 − D
. (3.85)

Das verallgemeinerte Energieäquivalenzprinzip verwendet die Annahme, dass zwei be-
stimmte energetische Größen für das reale und für das fiktive Material in einem bestimm-
ten Zusammenhang zueinander stehen. Erstens wird, wie bei Saanouni et al. [17], die

Äquivalenz der Anteile der freien Energie für das reale Material Ψ̂e, Ψ̂
(kin)
p , Ψ̂

(is)
p (vergl.

(3.32),(3.33)) mit denen des fiktiven Materials Ψ̄
(f)
e , Ψ̄

(f)kin
p , Ψ̄

(f)is
p verlangt (siehe auch

3.71)-(3.73)):

Ψ̂e(Ee, D) = Ψ̄(f)
e (Ẽe) =

1

2ρ
Ẽe · C[Ẽe] , (3.86)

Ψ̂(kin)
p (Y, D) = Ψ̄(f)kin

p (Ỹ) =
c

2ρ
Ỹ · Ỹ , (3.87)

Ψ̂(is)
p (r,D) = Ψ̄(f)is

p (r̃) =
γ

2ρ
(r̃2 + 2r̃0r̃) . (3.88)

Dieser Satz von Gleichungen ermöglicht die Bestimmung der effektiven Dehnungen
Ẽe = Ẽe(E, D), Ỹe = Ỹe(Y, D), r̃ = r̃(r,D). Zweitens wird die dissipierte Leistung
Ddp des realen Materials über eine konstitutive Zustandsfunktion in Zusammenhang mit
der dissipierten Leistung D(f) des fiktiven Materials gebracht. Mit dieser Kopplung wird
es möglich, die Fließfunktion für das reale Material zu bestimmen, ebenso wie die Evolu-
tionsgleichungen für die inneren Dehnungen Ep, Y, r.
Für Ẽe wird eine Beziehung der Form Ẽe = λEe angenommen. λ ist dabei eine skalarwer-
tige Zustandsfunktion. Mit Blick auf (3.35), (3.74), (3.86) erhält man

T̃ =
T√

1 − D
= ρ

∂Ψ̄
(f)
e

∂Ẽe

=
ρ

λ

∂Ψ̂e

∂Ee

=
1

λ
T , (3.89)

was zu dem Ergebnis λ =
√

1 − D führt. Weiter erhält man

Ẽe =
√

1 − DEe ,

Ψ̂e(Ee, D) = (1−D)
2ρ

Ee · C[Ee] ,

T = (1 − D)C[Ee] .







(3.90)

Das bedeutet, dass das Elastizitätsgesetz für die beiden Spannungstensoren T und T̃
zusammen mit der Energieäquivalenz (3.86) es ermöglicht, den effektiven Dehnungstensor
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Ẽe zu bestimmen. Genauso lassen sich folgende Relationen bestimmen:

Ỹ =
√

1 − DY ,

Ψ̂
(kin)
p (Y, D) = c(1−D)

2ρ
Y · Y ,

ξ = (1 − D)cY ,







(3.91)

r̃ =
√

1 − Dr , r̃0 =
√

1 − Dr0 ,

Ψ̂
(is)
p (r,D) = γ(1−D)

2ρ
(r2 + 2r0r) ,

R = (1 − D)γ(r + r0) .







(3.92)

Im nächsten Schritt muss festgelegt werden, wie das reale Material, unter Bezugnahme
auf das fiktive Material, Energie dissipiert. Aus den Beziehungen (3.75), (3.37)1 und der

Gleichung (3.87), erkennt man, dass eine Beziehung der Form ξ̃ · ˙̃Y = ξ · Ẏ im Rahmen
der Energieäquivalenz im allgemeinen nicht erfüllt werden kann. Diese Gleichung gilt
nur für den Fall Ḋ ≡ 0, das heißt die Schädigung müsste immer konstant bleiben. Diese
Folgerungen lassen sich auch für die isotrope Verfestigung verifizieren. Aus diesem Grund,
wird die Existenz einer nichtnegativen skalarwertigen Funktion χ angenommen, die von
den Zustandsvariablen und deren zeitlichen Änderungsraten abhängen kann. Die Funktion
χ erfüllt die Beziehung

T̃ · ˙̃Ep = χT · Ėp , ξ̃ · ˙̃Y = χξ · Ẏ , R̃ ˙̃r = χRṙ , (3.93)

und damit

Ddp =
1

χ

(

T̃ · ˙̃Ep − ξ̃ · ˙̃Y − R̃ ˙̃r
)

=
1

χ
D

(f)
d . (3.94)

(3.93) kontrolliert also die Leistung, mit der das reale Material, mit Bezug auf das fiktive
Material, plastische Energie dissipiert. Genau diese Gleichungen charakterisieren damit
das Prinzip der verallgemeinerten Energieäquivalenz.

3.4.2 Fließfunktion - Fließregel

Für die Fließfunktion des realen Materials wird man die Form (3.43) erwarten. Zunächst
wird diese aber nicht näher spezifiziert. f̄ (f)(T̃, ξ̃, R̃) in (3.79) wird, in Übereinstimmung
mit (3.80), nur als plastisches Potential für die Dehnung Ẽp angenommen. Die Änderung
der Dehnung Ep wird durch eine Normalenregel beschrieben

Ėp = Λ
∂F̂ (T, ξ, R,D)

∂T
. (3.95)
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Mit (3.85)1, (3.93)1, (3.80), (3.78), (3.95) erhält man

T̃ · ˙̃Ep =
T√

1 − D
·
(

Λ(f)∂f̄ (f)

∂T̃

)

= Λ(f)T · ∂f̂

∂T

= χT · Ėp = χΛT · ∂F̂

∂T
. (3.96)

Dabei wurde von folgenden Beziehungen Gebrauch gemacht

f̂(T, ξ, D) := f̄ (f)(T̃, ξ̃) =

√

3

2

(

T̃ − ξ̃
)D

·
(

T̃ − ξ̃
)D

=

√

3

2

(T − ξ)D

√
1 − D

· (T − ξ)D

√
1 − D

, (3.97)

∂f̄ (f)(T̃, ξ̃)

∂T̃
=

√
1 − D

∂f̂(T, ξ, D)

∂T
. (3.98)

Gleichung (3.96) ist erfüllt, wenn

∂F̂

∂T
=

Λ(f)

χΛ

∂f̂

∂T
. (3.99)

Es wird angenommen, dass plastische Deformation (sowohl für das fiktive als auch für das
reale Material) nur dann auftritt, wenn die Fließkriterien erfüllt sind. Diese werden wie
folgt definiert

Plastizität ⇔ F̂ = 0 &

(
d

dt
F̂

)

Ep=const
> 0 . (3.100)

Eine Gleichung der Form f̄ (f)(T̃, ξ̃)−(R̃+k0) = 0 beschreibt nicht unbedingt eine Fließbe-
dingung für das reale Material und F̂ (T, ξ, R,D) kann nicht aus (3.99) bestimmt werden,
weil Λ(f) ebenfalls unbekannt ist. Um dieses Problem zu lösen, wird der skalare Fak-
tor Λ(f)/χΛ als konstitutive Funktion angenommen. Weil F̂ (E, ξ, R,D) und f̂(T, ξ, D)
Funktionen der Zustandsvariablen T, ξ, R, D sind, muss Λ(f)/χΛ, wegen (3.99) auch eine
Funktion dieser Variablen sein (aber nicht von deren zeitlicher Änderung). Im weiteren
wird angenommen, dass Λ(f)/χΛ eine nichtnegative Funktion der Schädigungsvariable D
ist:

Λ(f)

χΛ
=: g = g(D) . (3.101)

Die unbekannte Fließfunktion F̂ kann jetzt aus der Differentialgleichung, die sich aus
(3.99) ergibt,

∂F̂

∂T
= g

∂f̂

∂T
, (3.102)
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bestimmt werden. Eine Lösung ist

F̂ (T, ξ, R,D) = g f̂(T, ξ, D) − k̂(R,D)

= g f̄ (f)(T̃, ξ̃) − k̂(R,D) , (3.103)

mit k̂(R,D) als Integrationskonstante. Auf der rechten Seite von (3.103) erscheint der
Term g f̄ (f). Für k̂ wird deshalb folgende Form vorgeschlagen

k̂(R,D) = gR̃ + k0 . (3.104)

Aus (3.103),(3.104), (3.97),(3.85)3 ergibt sich dann

F̂ (T, ξ, R,D) = g f̄ (f)(T̃, ξ̃) − g R̃ − k0

= g

√

3

2

(T − ξ)D

√
1 − D

· (T − ξ)D

√
1 − D

− g
R√

1 − D
− k0 . (3.105)

Mit der jetzt bekannten Fließfunktion erhält man die Fließregel (3.95) in folgender Form

Ėp =
3Λg

2f̂
√

1 − D

(T − ξ)D

√
1 − D

, (3.106)

mit

ṡ :=

√

2

3
Ėp · Ėp =

Λg√
1 − D

. (3.107)

Mit Bezug auf (3.81) gilt ˙̃s = Λ(f) , so dass

˙̃s

ṡ
=

Λ(f)

Λ g

√
1 − D = χ

√
1 − D . (3.108)

Genauso zeigt sich, dass
˙̃Ep = χ

√
1 − DĖp , (3.109)

gilt. Aus den Gleichungen (3.105) und (3.106) folgt, dass es für die Bestimmung der
Fließfunktion und der Fließregel ausreichend ist, die Funktion g(D) zu kennen. Es ist nicht
notwendig Λ(f) und χ explizit zu kennen. Λ wird dagegen wie üblich aus der Bedingung
d
dt

F̂ (T, ξ, R,D) = 0 gewonnen.

3.4.3 Verfestigungsregeln

Unter Verwendung von (3.85)2,(3.82) und (3.91)1 in (3.93)2 erhält man:

ξ̃ · ˙̃Y =
ξ√

1 − D
·
(

˙̃Ep − b ˙̃s ξ̃
)

= χ ξ · Ẏ . (3.110)
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Eine Lösung dieser Gleichung ist

Ẏ =
1

χ
√

1 − D

(
˙̃Ep − b ˙̃s ξ̃

)

. (3.111)

Weiter erhält man mit (3.108), (3.109), (3.85)2, (3.107) und (3.91)3

Ẏ = Ėp − b ṡ
ξ√

1 − D
= Ėp − b c ṡ

√
1 − D Y = Ėp − b cΛ gY . (3.112)

(3.112) ist die kinematische Verfestigungsregel für das reale Material. Die entsprechende
Gleichung für isotrope Verfestigung kann aus (3.93)3 in gleicherweise bestimmt werden:

R̃ ˙̃r =
R√

1 − D

(

1 − β
√

1 − D r
)(

ṡχ
√

1 − D
)

= χRṙ . (3.113)

(3.113) ist erfüllt, wenn gilt

ṙ =
(

1 − β
√

1 − D r
)

ṡ =
(

1 − β
√

1 − D r
) Λ g√

1 − D
. (3.114)

(3.113) ist die Evolutionsgleichung des realen Materials für isotrope Verfestigung.

3.4.4 Dissipationsungleichung - Dissipationspotential

Zuerst muss die Kompatibilität der in Abschnitten 3.4.2 und 3.4.3 bestimmten Evolutions-
gleichungen mit der Dissipationsungleichung (3.38) bestätigt werden. Die dafür benötigten
Terme (T − ξ) · Ėp und Rṙ, ξ · (Ėp − Ẏ), lassen sich wie folgt umformen:

(T − ξ) · Ėp = Rṡ +

√
1 − D

g
k0ṡ , (3.115)

Rṙ = Rṡ − β
√

1 − DRrṡ , (3.116)

ξ · (Ėp − Ẏ) =
b√

1 − D
(ξ · ξ)ṡ . (3.117)

Einsetzen in (3.38)2 liefert

Ddp =

(√
1 − D

g
k0 + β

√
1 − DRr +

b√
1 − D

(ξ · ξ)

)

ṡ . (3.118)

(3.118) ist immer nichtnegativ. Unter Berücksichtigung von (3.94) bestätigt dieses Ergeb-

nis auch die Ungleichung D
(f)
d ≥ 0 für den Fall χ > 0. Zur Verifizierung der Ungleichung

(3.39) bestimmt man aus (3.90)-(3.92),

−ρ
∂Ψ̂

∂D
=

1

2

(
Ee · C[Ee] + c Y · Y + γ(r2 + 2r0r)

)
≥ 0 (3.119)
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und erkennt, dass es ausreichend ist wenn

Ḋ ≥ 0 , (3.120)

gilt. Damit wird (3.39) und somit die Gültigkeit der gesamten Dissipationsungleichung
(3.36) erfüllt.

Alternativ können die Fließregel (3.106), die kinematische Verfestigungsregel (3.112) und
die isotrope Verfestigungsregel (3.114) aus dem konvexen plastischen Dissipationspotential

ϕ̂(T, ξ, R,D) := gf̄ (f)(T̃, ξ̃) − gR̃ − k0 +
gβ

2γ
(R̃ − γr̃0)

2 +
1

2
gbξ̃ · ξ̃

= gf̂(T, ξ, D) − g
R√

1 − D
− k0

+
gβ

2γ
(

R√
1 − D

− γ
√

1 − D r0)
2

+
1

2
gb

ξ√
1 − D

· ξ√
1 − D

, (3.121)

bestimmt werden.
Die sich ergebenden Gleichungen

Ėp = Λ
∂ϕ̂

∂T
=

3Λg

2f̂
√

1 − D

(T − ξ)D

√
1 − D

, (3.122)

Ẏ = −Λ
∂ϕ̂

∂ξ̂
= Ėp − bṡ

ξ√
1 − D

, (3.123)

ṙ = −Λ
∂ϕ̂

∂R
= (1 − β

√
1 − D r)ṡ , (3.124)

stimmen mit (3.106), (3.112) und (3.114) überein.

3.4.5 Diskussion des Models - Einachsiger Zug

In den Abschnitten 3.4.1-3.4.4 wurden die konstitutiven Gleichungen für ein mit
Schädigung gekoppeltes elastisch-plastisches Materialmodell aus der verallgemeinerten
Energieäquivalenz hergeleitet. Das resultierende Materialmodell lässt sich wie folgt zu-
sammenfassen:

E = Ee + Ep , (3.125)

T = (1 − D)C[Ee] , ξ = (1 − D)cY , R = (1 − D)γ(r + r0) , (3.126)

F̂ (T, ξ, R,D) = g(D)f̂(T, ξ, D) − k̂(R,D) , (3.127)

f̂(T, ξ, D) =

√

3

2

(T − ξ)D

√
1 − D

· (T − ξ)D

√
1 − D

, (3.128)



KAPITEL 3. ISOTROPE SCHÄDIGUNGSMODELLE 27

k̂(R,D) = g(D)
R√

1 − D
+ k0 , (3.129)

Plastizität ⇔ F̂ = 0 &

(
d

dt
F̂

)

Ep=konst
> 0 , (3.130)

Ėp = Λ
∂F̂

∂T
=

3Λg

2f̂
√

1 − D

(T − ξ)D

√
1 − D

, ṡ =
Λg√
1 − D

, (3.131)

Ẏ = Ėp − bcṡ
√

1 − D Y = Ėp − bcΛgY , (3.132)

ṙ = (1 − β
√

1 − D r)ṡ = (1 − β
√

1 − D r)
Λg√
1 − D

. (3.133)

Für den Fall isotroper Schädigung, ist

g(D) =
1

(1 − D)n− 1

2

(3.134)

eine mögliche Definition von g(D), mit n als Materialparameter. Die charakteristischen
Eigenschaften des Models können mit einer einachsigen Zugbelastung diskutiert werden.
Dafür kann man aus den Gleichungen (3.125)-(3.134), das eindimensionale Model gewin-
nen:

ε = εe + εp , (3.135)

σ = (1 − D)Eεe , (3.136)

σ − 3

2
ξ = R + (1 − D)nk0 , (3.137)

ξ = (1 − D)cy , (3.138)

R = (1 − D)γ(r + r0) , (3.139)

ẏ = (1 − bc
√

1 − D y)ε̇p , (3.140)

ṙ = (1 − β
√

1 − D r)ε̇p . (3.141)

Die Notation ist dieselbe, wie sie in Abschnitt 3.3 verwendet wird. Zur Vereinfachung der
Diskussion werden die Gleichungen (3.135)-(3.141) mit dem einfachen Schädigungsgesetz
(3.66)

D =
(εp

α

)2

, (3.142)

vervollständigt. Die Dehnungs-Spannungs Kurve dieser Gleichungen, für verschiedene Pa-
rameter n und c = γ werden in Abb. 3.2-3.6 gezeigt. Die restlichen Materialparameter
sind in Tab. 3.1 aufgelistet.
Für n < 1 erkennt man, dass die Dehnung ε für D → 1 gegen ∞ geht. Analytisch erkennt
man dies, wenn man (3.136)-(3.138) nach εe auflöst:

εe =

√
3c

2E
y +

γ

E
(r + r0) +

k0

E
(1 − D)(n−1) . (3.143)
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Weil εp → α < ∞ wenn D → 1, wird die Gesamtdehnung ε hauptsächlich durch εe

bestimmt. Die elastische Dehnung εe wird durch (3.143) beschrieben. Wegen (3.140) und
(3.141) sind die Dehnungen y und r endlich für D → 1. Für den Fall n ≥ 1 erhält man
aus (3.143), dass für D → 1, εe und ε gegen einen endlichen Wert streben. Die Annahme
n > 1 erscheint für metallische Werkstoffe i.a. nicht sehr realistisch. Diese Einschätzung
wird durch Betrachtung des Falles der idealen Plastizität gestützt. Aus (3.143) erhält man
dann

εe =
k0

E
(1 − D)n−1 . (3.144)

Für n > 1 erhält man dann lim εe → 0 wenn D → 1. Dieses widerspricht der Erwartung,
das εe bis zum totalen lokalen Versagen konstant bleibt. Das heißt, die Gitterverzerrung
bleibt beim elastischen ideal plastischen Materials während des plastischen Fließens kon-
stant, unabhängig von der Schädigungsentwicklung. Daraus folgt der Schluss, dass n = 1
für metallische Werkstoffe die beste Wahl darstellt.
In diesem Fall (n = 1) ist die Fließfunktion identisch zu der Fließfunktion, welche sich mit
dem Konzept der Dehnungsäquivalenz ergibt. Das gilt auch für die freie Energiefunktion,
das Elastizitätsgesetz und die Beziehungen ξ = ξ(Y, D) und R = R(r,D). Für n = 1

2

erhält man g = 1 und damit reduziert sich das Model auf den Vorschlag von Saanouni et.
al. [17].
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Abbildung 3.2: Einfluss des Parameters n auf die Dehnungs-Spannungs-Antwort für c =
γ = 1500MPa. Die restlichen Materialparameter sind in Tab. 3.1 aufgelistet.
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Abbildung 3.3: Einfluss des Parameters n auf die Dehnungs-Spannungs-Antwort für c =
γ = 30000MPa. Die restlichen Materialparameter sind in Tab. 3.1 aufgelistet.
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PSfrag replacements
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Abbildung 3.4: Einfluss der Verfestigungsparameter c = γ [MPa] auf die Dehnungs-
Spannungs-Antwort für n = 1. Die restlichen Materialparameter sind in Tab. 3.1 auf-
gelistet.
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Abbildung 3.5: Einfluss der Verfestigungsparameter c = γ [MPa] auf die Dehnungs-
Spannungs-Antwort für n = 0.5. Die restlichen Materialparameter sind in Tab. 3.1 aufge-
listet.
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PSfrag replacements
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Abbildung 3.6: Einfluss der Verfestigungsparameter c = γ [MPa] auf die Dehnungs-
Spannungs-Antwort für n = 10. Die restlichen Materialparameter sind in Tab. 3.1 aufge-
listet.
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3.4.6 Gekerbte Probe unter Zugbelastung

Das Prinzip der verallgemeinerten Energieäquivalenz wurde in [46] entwickelt, damit das
Verhalten eines geschädigten Materials aus dem Verhalten eines ungeschädigten, aber be-
kannten elastisch-plastischen Materialmodells hergeleitet werden kann. Mit dem in diesem
Kapitel vorgestellten Modell erhält man eine Klasse von Fließfunktionen, die durch n pa-
rametrisiert werden. Die Ergebnisse der Modellanalysen werden so ausgelegt, dass der
Fall n = 1 die beste Wahl für Schädigungsprozesse in metallischen Werkstoffen ist. In
diesem Fall ist die resultierende Fließfunktion identisch zu der, die Chaboche im Rahmen
der Dehnungsäquivalenz benutzt. Die einachsige Dehnungs-Spannungs-Beziehung, die von
beiden Theorien beschrieben wird, ist im Fall n = 1 fast identisch. Das wirft die Frage auf,
ob dieser Fall auch für inhomogene Deformationen gilt. Zur Klärung wird im folgenden
der gleiche Satz von Materialparametern (Tabelle 3.2) für beide Modelle verwendet. Das

Tabelle 3.2: Materialparameter für die Berechnung der Ergebnisse in Abb. 3.7, 3.8

E[MPa] k0[MPa] r0 c[MPa] γ[MPa] b[MPa] β[MPa] α1 q

200000 400 0 10000 10000 10 10 1 0

Evolutionsgesetz der Schädigung wird von Lemaitre [7] übernommen.

Ḋ = α1

(
−ρ ∂Ψ

∂D

)

(1 − D)q ṡ . (3.145)

Um die plastischen Evolutionsgleichungen zu regularisieren, wird die gekerbte Probe mit
einem elastisch-viskoplastischen Materialmodell anstelle des elastisch-plastischen Modells
berechnet. Dadurch vermeidet man Netzabhängigkeiten bei einer negativen Spannungs-
tangente. Eine Möglichkeit, Viskoplastiztät zu formulieren, ist, ṡ aus

ṡ =
〈F 〉m

η
, (3.146)

anstelle der Bedingung Ḟ = 0 zu bestimmen. 〈x〉 in (3.146) beschreibt folgende Funktion:

〈x〉 :=







x if x ≥ 0

0 if x < 0

. (3.147)

Für die Paramater m and η werden die Werte m = 2, 5 und η = 2 · 108(MPa)ms ange-
nommen.
Wie man in Abb. 3.7 erkennen kann, sind die Ergebnisse bei einer einachsigen Zugbela-
stung für beide Modelle beinahe identisch. Als nächstes wird eine kreisförmig gekerbte
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Abbildung 3.7: Uniaxiale Zugbeanspruchung für beide Modelle.

Probe unter Zugbelastung, welche am oberen Ende der Probe aufgebracht wird, betrach-
tet. Die Berechnungen wurden mit dem Finite Elemente Programm ABAQUS durch-
geführt. Die beiden Modelle wurden mit Hilfe der UMAT-Schnittstelle als Subroutinen
implementiert. Das FEM-Netz und die aufgebrachten Randbedingungen werden in Abb.
3.9 gezeigt. Aus Symmetriegründen wurde nur ein Viertel der Probe mit insgesamt 117
8-knotigen axialsymmetrischen Elementen vernetzt. Abb. 3.8 zeigt für beide Modelle die
radiale Verteilung der Schädigung D. r ist dabei der Radius der Probe in der Ebene der
Kerbwurzel.
Die Ergebnisse beziehen sich auf die globalen Dehnungen e∗ = L−L0

L0

. Dabei sind L, L0

die momentane und initiale Länge der inhomogen deformierten Probe. Für e∗0 = 0, 2 und
e∗2 = 0, 356% weisen beide Modelle eine fast identische radiale Verteilung der Schädigung
auf. Dieses Ergebnis führt auf die Annahme, dass für beliebige inhomogene Deformati-
on ebenfalls fast identische Ergebnisse zu erwarten sind. Da sich die Modelle für Deh-
nungsäquivalenz für isotrope Schädigung bewährt haben und die gezeigten Vergleiche
fast identisches Verhalten bestätigt haben, zählt als Bestätigung für das vorgeschlagene
Model der verallgemeinerten Energieäquivalenz. Das Model der verallgemeinerten Ener-
gieäquivalenz hat aber Vorteile gegen über dem Konzept der Energieäquivalenz. Im Ge-
gensatz zur Energieäquivalenz erlaubt die verallgemeinerte Energieäquivalenz dieselbe
Definition der effektiven Spannungen für den Cauchy-Spannungstensor und den Span-
nungstensor der kinematischen Verfestigung, was sich insbesondere im Fall anisotroper
Schädigung als Vorteil erweist (Chaboche [4]). Zusätzlich, hat man durch die eingeführte
Funktion g mehr Möglichkeiten zur Modellierung des Schädigungsverhalten.
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Abbildung 3.8: Radiale Verteilung der Schädigung D über die Kerbwurzel für die globalen
Dehnungen e∗1 = 0, 2% und e∗2 = 0, 323%.
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PSfrag replacements
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Abbildung 3.9: Kreisförmig gekerbte Probe. Die verwendeten Materialparameter sind in
Tab. 3.2 angegeben.



Kapitel 4

Anisotrope Schädigungsmodelle

Das in Kapitel 3 vorgestellte kontinuumsmechanische Konzept der verallgemeinerten Ener-
gieäquivalenz wird nun auf anisotrope (Visko-)Plastizität und Schädigung erweitert. Da-
bei wird ein anisotropes (Visko-)Plastizitätsmodell von Nouailhas und Freed [27] ver-
wendet, welches zur Beschreibung des plastischen Verhaltens von Superlegierungen, die
eine kubische Anisotropie aufweisen, dient. Dieses Plastizitätsmodell wird als fiktives un-
geschädigtes Materialmodell verwendet, um das entsprechende reale geschädigte Mate-
rialmodell zu erhalten.

4.1 Anisotropes Materialmodell ohne Schädigung

Das elastisch-(visko)plastische Materialmodell ohne Schädigung wird durch die Gleichun-
gen (4.1) - (4.12) beschrieben, aus welchen die (visko-)plastischen Evolutionsgleichungen
hergeleitet werden (vergl. [27] ) :

E = Ee + Ep , (4.1)

Ψ = Ψe + Ψp , Ψp = Ψkin
p + Ψis

p , (4.2)

Ψe = Ψ̄e(Ee) =
1

2ρ
Ee · C[Ee] , (4.3)

Ψkin
p = Ψ̄kin

p (Y) =
1

2ρ
Y · N [Y] , (4.4)

Ψis
p = Ψ̄is

p (r) =
γ

2ρ
(r2 + 2r0r) , (4.5)

T = ρ
∂Ψ̄e

∂Ee

= C[Ee] , (4.6)

ξ = ρ
∂Ψ̄kin

p

∂Y
= N [Y] , (4.7)

R = ρ
∂Ψ̄is

p

∂r
= γ(r + r0) (4.8)

36
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F = F̄ (T, ξ, R)) = f̄(T, ξ) − R − k0 , (4.9)

f = f̄(T, ξ) =

√

3

2
(T − ξ)D · K[(T − ξ)D] , (4.10)

f̄(T, ξ) − k0 − R







= 0 für plastisches Fließen

≥ 0 für viskoplastisches Fließen
, (4.11)

Ddp = T · Ėp − ξ · Ẏ − Rṙ

= (T − ξ) · Ėp + ξ · (Ėp − Ẏ) − Rṙ ≥ 0 , (4.12)

Das Elastizitätsgesetz (4.6) verwendet den Materialtensor vierter Stufe C, mit den im
Falle der kubischen Anisotropie drei unabhängigen Koeffizienten C11, C12 und C44:

Cijkl =

11 22 33 32, 32 31, 13 21, 12
11 C11 C12 C12 0 0 0
22 C12 C11 C12 0 0 0
33 C12 C12 C11 0 0 0

32, 23 0 0 0 C44 0 0
31, 13 0 0 0 0 C44 0
21, 12 0 0 0 0 0 C44 .

(4.13)

Der Materialtensor N in (4.7) hat die drei unabhängigen Koeffizienten N11, N12 und N44

Nijkl =

11 22 33 32, 32 31, 13 21, 12
11 N11 N12 N12 0 0 0
22 N12 N11 N12 0 0 0
33 N12 N12 N11 0 0 0

32, 23 0 0 0 N44 0 0
31, 13 0 0 0 0 N44 0
21, 12 0 0 0 0 0 N44 .

(4.14)

Wegen plastischer Inkompressibilität reduzieren sich die unabhängigen Größen auf N11 −
N12 und N44.
Der Tensor vierter Stufe K beschreibt die Anisotropie in der Fließfunktion und hat eben-
falls drei unabhängige Koeffizienten:

Kijkl =

11 22 33 32, 32 31, 13 21, 12
11 K11 K12 K12 0 0 0
22 K12 K11 K12 0 0 0
33 K12 K12 K11 0 0 0

32, 23 0 0 0 K44 0 0
31, 13 0 0 0 0 K44 0
21, 12 0 0 0 0 0 K44 .

(4.15)
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Wieder reduzieren sich die unabhängigen Größen aufgrund der plastischen Inkompressi-
bilität auf K11 − K12 und K44.
Der Anteil der Dissipationsungleichung (4.12) der im Zusammenhang mit der kinemati-
schen Verfestigung steht,

D(kin) := ξ ·
(

Ėp − Ẏ
)

≥ 0 , (4.16)

wird erfüllt wenn

Ėp − Ẏ = ṡQ [ξ] , (4.17)

gilt. Q ist ein positiv definiter Materialtensor vierter Stufe, der folgende Belegung hat:

Qijkl =

11 22 33 32, 32 31, 13 21, 12
11 Q11 Q12 Q12 0 0 0
22 Q12 Q11 Q12 0 0 0
33 Q12 Q12 Q11 0 0 0

32, 23 0 0 0 Q44 0 0
31, 13 0 0 0 0 Q44 0
21, 12 0 0 0 0 0 Q44 .

(4.18)

Die unabhängigen Größen reduzieren sich aufgrund der plastischen Inkompressibilität auf
Q11−Q12 und Q44. Entsprechend erhält man die Evolutionsgleichung für die kinematische
Verfestigung:

Ẏ = Ėp − ṡQ [ξ] . (4.19)

Die assoziierte Normalenregel liefert die Evolutionsgleichung

Ėp = Λ
∂F̄

∂T
=

3Λ

2f̄
K[(T − ξ)D] . (4.20)

Weiter erhält man für die plastische Bogenlänge

ṡ2 =
2

3
Ėp · Ėp

=
2

3

(
3Λ

2f
K[(T − ξ)D]

)

·
(

3Λ

2f
K[(T − ξ)D]

)

=

(
Λ

f

)2
3

2
K[(T − ξ)D] · K[(T − ξ)D]
︸ ︷︷ ︸

:=ζ2

ṡ =
Λ

f
ζ . (4.21)

Die Größe ζ wurde der Übersichtlichkeit wegen eingeführt, was im weiteren Verlauf der
Modellbeschreibung von Vorteil sein wird. Betrachtet man die Isotropie als Sonderfall der
Anisotropie,
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K = E ⇒ f =

√

3

2
(T − ξ)D · (T − ξ)D , (4.22)

erhält man für ζ

ζ = f ⇒ f

ζ
= 1 . (4.23)

Zur Auswertung des Anteils der Dissipationsungleichung, der die isotrope Verfestigung
beschreibt,

D(is) := (T − ξ) · Ėp − Rṙ ≥ 0 , (4.24)

verwendet man die Umrechnung

(T − ξ) · Ėp = (T − ξ)D · Λ

f

3

2
K [T − ξ]D

= Λf







=
f

ζ
ṡ(k0 + R) für plastisches Fließen

≥ f

ζ
ṡ(k0 + R) für viskoplastisches Fließen

, (4.25)

und erhält so

D(is) ≥ f

ζ
ṡk0 + R

(
f

ζ
ṡ − ṙ

)

≥ 0 . (4.26)

Eine hinreichende Bedingung zur Erfüllung von (4.26) ist

f

ζ
ṡ − ṙ ≥ 0 . (4.27)

Daraus ergibt sich die Evolutionsgleichung für die isotrope Verfestigung:

ṙ = (1 − βr)
f

ζ
ṡ . (4.28)

Alternativ ist auch die Einführung eines Dissipationspotentials möglich (siehe (3.27) -
3.30),

ϕ = ϕ̄(T, ξ, R)

= F̄ (T, ξ, R) +
1

2
ξ · Q[ξ] +

1

2

β

γ
(R − γr0)

2 . (4.29)
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Die Dissipationsungleichung (4.29) ist dann automatisch erfüllt, wenn man die Norma-
lenregeln

Ėp = Λ
∂ϕ̄

∂T
= Λ

∂F̄

∂T
, (4.30)

Ẏ = −Λ
∂ϕ̄

∂ξ
= −Λ

(

− ∂f̄

∂T
+ Q [ξ]

)

= Ėp − ΛQ [ξ] , (4.31)

ṙ = −Λ
∂ϕ̄

∂R
= −Λ

(

−1 +
β

γ
(R − R0)

)

= (1 − βr)Λ , (4.32)

annimmt.
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4.2 Fiktives Materialmodell

Im folgenden wird das in Abschnitt 4.1 beschriebene Materialmodell als fiktives Mate-
rialmodell dem realen geschädigten Material zugeordnet:

Ẽ = Ẽe + Ẽp , (4.33)

Ψ(f) = Ψ(f)
e + Ψ(f)

p , Ψ(f)
p = Ψ(f)kin

p + Ψ(f)is
p , (4.34)

Ψ(f)
e = Ψ̄(f)

e (Ẽe) =
1

2ρ
Ẽe · C[Ẽe] , (4.35)

Ψ(f)kin
p = Ψ̄(f)kin

p (Ỹ) =
1

2ρ
Ỹ · N [Ỹ] , (4.36)

Ψ(f)is
p = Ψ̄(f)is

p (r̃) =
γ

2ρ
(r̃2 + 2r̃0r̃) , (4.37)

T̃ = ρ
∂Ψ̄

(f)
e

∂Ẽe

= C[Ẽe] , (4.38)

ξ̃ = ρ
∂Ψ̄

(f)kin
p

∂Ỹ
= N [Ỹ] , (4.39)

R̃ = ρ
∂Ψ̄

(f)is
p

∂r̃
= γ(r̃ + r̃0) = γr̃ + R̃0 , (4.40)

ϕ(f) = ϕ̄(f)(T̃, ξ̃, R̃) = F̄ (f)(T̃, ξ̃, R̃) +
1

2
ξ̃ · Q[ξ̃] +

1

2

β

γ
(R̃ − γr̃0)

2 , (4.41)

F (f) = F̄ (f) = f̄ (f)(T̃, ξ̃) − R̃ − k0 , (4.42)

f (f) = f̄ (f)(T̃, ξ̃) =

√

3

2
(T̃ − ξ̃)D · K[(T̃ − ξ̃)D] , (4.43)

˙̃Ep = Λ(f)∂ϕ(f)

∂T̃
=

3Λ(f)

2f̄ (f)
K[(T̃ − ξ̃)D] , (4.44)

ζ(f) :=

√

3

2
K[(T̃ − ξ̃)D] · K[(T̃ − ξ̃)D] , (4.45)

˙̃s :=

√

2

3
˙̃Ep · ˙̃Ep =

Λ(f)ζ(f)

f (f)
, (4.46)

˙̃Y = ˙̃Ep − ˙̃sQξ̃ , (4.47)

˙̃r = (1 − βr̃)
f (f)

ζ(f)
˙̃s , (4.48)

D(f)
d := T̃ · ˙̃Ep − ξ̃ · ˙̃Y − R̃ ˙̃r , ρ̃ ≡ ρ . (4.49)
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4.3 Thermodynamische Betrachtungen für das ani-

sotrope reale Material

Es gilt die Zerlegung

E = Ee + Ep , (4.50)

während für die freie Energie Ψ die funktionalen Beziehungen

Ψ = Ψ̂(Ee,Y, r,D) = Ψe + Ψp , Ψp = Ψ(kin)
p + Ψ(is)

p , (4.51)

Ψe = Ψ̂e(Ee,D) , Ψ(kin)
p = Ψ̂(kin)

p (Y,D) , Ψ(is)
p = Ψ̂(is)

p (r,D) , (4.52)

angenommen werden. Eine hinreichende Bedingung um die Clausius-Duhem Ungleichung

DC−D = T · Ė − ρΨ̇e − ρΨ̇(kin)
p − ρΨ̇(is)

p ≥ 0 , (4.53)

für rein mechanische Prozesse zu erfüllen, ist das Elastizitätsgesetz

T = ρ
∂Ψ̂e

∂Ee

, (4.54)

zusammen mit folgender Dissipationsungleichung

Dd := T · Ėp − ξ · Ẏ − Rṙ − ρ
∂Ψ̂

∂D
Ḋ ≥ 0 , (4.55)

ξ := ρ
∂Ψ̂

(kin)
p

∂Y
, R := ρ

∂Ψ̂
(is)
p

∂r
. (4.56)

Offenbar sind die Ungleichungen

Ddp := T · Ėp − ξ · Ẏ − Rṙ

= (T − ξ) · Ėp − Rṙ + ξ · (Ėp − Ẏ) ≥ 0 , (4.57)

D(kin)
dp := ξ · (Ėp − Ẏ) ≥ 0 , (4.58)

D(iso)
dp := (T − ξ) · Ėp − Rṙ ≥ 0 , (4.59)

Ddd := −ρ
∂Ψ̂

∂D
Ḋ ≥ 0 , (4.60)

(4.61)

hinreichende Bedingungen zur Erfüllung von (4.55). Die Ungleichungen (4.57) und (4.59)
beschreiben die Dissipationsanteile für plastisches Fließen und Schädigungsprozesse. Die
Ungleichungen (4.58) und (4.60) beschreiben den Anteil von (4.57) für die kinematische
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und isotrope Verfestigung. Entsprechend der Theorie ohne Schädigung (siehe Abschnitt
4.1), wird (4.57) erfüllt, wenn man die plastischen Evolutionsgleichungen mit einer Nor-
malenregel

Ėp = Λ
∂ϕ̂

∂T
, Ẏ = −Λ

∂ϕ̂

∂ξ
, Ṙ = −Λ

∂ϕ̂

∂r
, (4.62)

beschreibt, wobei
ϕ = ϕ̂(T, ξ, R,D) (4.63)

ein konvexes Dissipationspotential ist. Plastisches Fließen tritt auf, wenn

F = 0 & (Ḟ )
Ep=const ≥ 0 , (4.64)

für Plastizität erfüllt ist, oder wenn

F ≥ 0 , (4.65)

für Viskoplastizität erfüllt ist. Die Fließfunktion wird durch

F = F̂ (T, ξ, R,D) = f̂(T, ξ,D) − k̂(R,D) , (4.66)

beschrieben . In dem Fall, dass
∂ϕ̂

∂T
=

∂F̂

∂T
, (4.67)

präsentiert (4.62) eine assoziierte Normalenregel.

4.4 Prinzip der verallgemeinerten Energieäquivalenz

4.4.1 Definition der effektiven Spannungen

Die effektiven Spannungen müssen nun mittels geeigneter Beziehungen in Verbindung zu
den realen Spannungen gebracht werden. Für anisotrope Schädigung führt man, im Fall
der Spannungstensoren T und Y, dazu den Schädigungseffekttensor M, und im Fall der
Spannung für die isotrope Verfestigung R, den Schädigungseffektfaktor m ein (vergl. [47]).
Es wird definiert:

T̃ := (1 − D)−1 T (1 − D)−1

= (1 − D)−1 ⊗ (1 − D)−1 [T]

= M−1 [T] , (4.68)

ξ̃ := (1 − D)−1
ξ (1 − D)−1

= (1 − D)−1 ⊗ (1 − D)−1 [ξ]

= M−1 [ξ] , (4.69)
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R̃ :=

(
1

3
(1 − D) · (1 − D)

)
−1

R

= m−1R . (4.70)

4.4.2 Energieäquivalenz

Genauso wie in Abschnitt (3.4.1) (siehe Gleichungen (3.86), (3.87) und (3.88)) wird die
Äquivalenz der Anteile der freien Energie für das reale Material und der des fiktiven
Materials verlangt:

Ψ̂e(Ee,D) = Ψ̄(f)
e (Ẽe) =

1

2ρ
Ẽe · C[Ẽe] , (4.71)

Ψ̂(kin)
p (Y,D) = Ψ̄(f)kin

p (Ỹ) =
1

2ρ
Ỹ · N [Ỹ] , (4.72)

Ψ̂(is)
p (r,D) = Ψ̄(f)is

p (r̃) =
γ

2ρ
(r̃2 + 2r̃0r̃) . (4.73)

Sei W ein Tensor vierter Stufe, so dass

Ẽe := W [Ee] , (4.74)

den Zusammenhang zwischen den fiktiven und realen elastischen Dehnungen herstellt. Es
folgt:

∂Ψ̄(f)

∂Ẽe

· ˙̃Ee =
∂Ψ̄(f)

∂Ẽe

·
(

Ẇ [Ee] + W [Ėe]
)

= WT ∂Ψ̄(f)

∂Ẽe

Ėe +
∂Ψ̄(f)

∂Ẽe

· Ẇ [Ee]

=
∂Ψ̂

∂Ee

· Ėe +
∂Ψ̂

∂D
· Ḋ (4.75)

⇒ ∂Ψ̂

∂Ee

= WT ∂Ψ̄(f)

∂Ẽe

, (4.76)

und somit

T̃ = M−1[T] = ρ
∂Ψ̄(f)

∂Ẽe

= ρWT−1

[

∂Ψ̂

∂Ee

]

= WT−1[T] . (4.77)

Dies liefert die Beziehung zwischen W und M:

MT = W . (4.78)
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Dasselbe gilt auch für die innere Dehnung der kinematischen Verfestigung,

Ỹ := W [Y] . (4.79)

Für die innere Dehnung der isotropen Verfestigung setzt man an

r̃ := u r . (4.80)

Es folgt

∂Ψ̄(f)

∂r̃
· ˙̃r =

∂Ψ̄(f)

∂r̃
· (u̇r + uṙ)

= u
∂Ψ̄(f)

∂r̃
ṙ +

∂Ψ̄(f)

∂r̃
· u̇r

=
∂Ψ̂

∂r
· ṙ +

∂Ψ̂

∂D
· Ḋ (4.81)

⇒ ∂Ψ̂

∂r
= u

∂Ψ̄(f)

∂r̃
, (4.82)

und deswegen

R̃ = m−1R = ρ
∂Ψ̄(f)

∂r̃
= ρu−1 ∂Ψ̂

∂r
= u−1R (4.83)

⇒ m = u . (4.84)

In den Gleichungen (4.85), (4.86) und (4.87) werden die Resultate zusammengefasst:

Ẽe = MT [Ee]

Ψ̂e(Ee,D) = 1
2ρ

MT [Ee] · C[MT [Ee]]

= 1
2ρ

Ee ·
(
MCMT

)
[Ee]

T =
(
MCMT

)
[Ee] ,







(4.85)

Ỹ = MT [Y]

Ψ̂
(kin)
p (Y,D) = 1

2ρ
Y ·

(
MNMT

)
[Y]

ξ =
(
MNMT

)
[Y] ,







(4.86)
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r̃ = mr , r̃0 = mr0 ,

Ψ̂
(is)
p (r,D) = γm2

2ρ
(r2 + 2r0r) ,

R = m2γ(r + r0) .







(4.87)

4.4.3 Äquivalenz der dissipierten Energie

Durch die Annahme der Äquivalenz der Anteile der dissipierten Energie kann man die am
fiktiven und realen Material aufgewendete Leistung jeweils für den plastischen, kinemati-
schen und isotropen Anteil über die Funktion χ in Zusammenhang bringen.

T̃ · ˙̃Ep = χT · Ėp , ξ̃ · ˙̃Y = χξ · Ẏ , R̃ ˙̃r = χRṙ , (4.88)

Ddp =
1

χ

(

T̃ · ˙̃Ep − ξ̃ · ˙̃Y − R̃ ˙̃r
)

=
1

χ
D

(f)
d . (4.89)

4.4.4 Reales Materialmodell

Fließfunktion - Fließregel

Analog zur Herleitung in (3.4.2) lässt sich die Fließfunktion und Fließregel für das reale
Material im Falle anisotroper Schädigung herleiten. Die Änderung der Dehnung Ep wird
wieder mit einer Normalenregel beschrieben

Ėp = Λ
∂F̂ (T, ξ, R,D)

∂T
. (4.90)

Mit der Dissipationsäquivalenz (4.88)1 sowie (4.20), (4.68), (4.9) und (4.90) erhält man
die folgende Beziehung:

T̃ · ˙̃Ep = M−1[T] · Λ(f)∂f̄ (f)

∂T̃

= Λ(f)M−1[T] · M ∂f̂

∂T
= Λ(f)T · ∂f̂

∂T

= χΛT · ∂F̂

∂T
. (4.91)

Dabei wurden folgende Beziehungen verwendet:

f̂(T, ξ,D) := f̄ (f)(T̃, ξ̃) , (4.92)
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∂f̂

∂T
=

∂T̃

∂T

∂f̄ (f)

∂T̃
= M−1 ∂f̄ (f)

∂T̃
. (4.93)

Gleichung (4.91) ist erfüllt, wenn

∂F̂

∂T
=

Λ(f)

χΛ

∂f̂

∂T
, (4.94)

gilt. Wie im Fall isotroper Schädigung wird angenommen, dass plastische Deformation
nur dann auftritt, wenn die Fließkriterien erfüllt sind. Diese werden wie folgt definiert:

Für Plastizität ⇔ F̂ = 0 &

(
d

dt
F̂

)

Ep=const
> 0 . (4.95)

Für Viskoplastizität ⇔ F̂ ≥ 0 . (4.96)

Der Term Λ(f)/χΛ wird als konstitutive nichtnegative Funktion des Schädigungstensors
D angenommen. Die Definition der Funktion g(D) ist im Fall anisotroper Schädigung
äquivalent zu der Definition (3.101), mit dem Unterschied, dass g(D) nicht mehr Funktion
einer skalaren Schädigungsvariable ist, sondern von einer tensoriellen Schädigungsgröße
abhängt. n ist der Materialparameter, der für das in Abschnitt 3.4.5 diskutierte Verhalten
der elastischen Dehnung bei Schädigung verantwortlich ist. Es wird gesetzt :

g :=
Λ(f)

χΛ
= g(D) =

1

(det(1 − D))n−2
. (4.97)

Die Determinante in (4.97) ist sinnvoll, um ein zu (3.134) äquivalentes Verhalten zu er-
halten. So liefern (3.134) und (4.97) bei ungeschädigtem Material identische Werte. Für
D = 1 in (3.134) bzw. Di = 1 in (4.97) liefern beide Ansätze gleichwertige Ergebnis-
se. Für (4.97) wird, aufgrund der Definition der effektiven Spannungen (4.68) - (4.70),
n = 4 gewählt. Im Fall der idealen Plastizität mit Schädigung erhält man so konstante
elastische Dehnungen in Belastungsrichtung, wenn Schädigung nur in der zur Belastungs-
richtung senkrechten Ebene erfolgt. In der Abbildung 4.1 wird schematisch das Verhal-
ten der Komponenten von Ee unter einachsiger homogener Zugbelastung, für den Fall
der idealen Plastizität mit Schädigung diskutiert. Abbildung 4.2 zeigt den dazugehörigen
schematischen Spannungsverlauf in Zugrichtung.
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PSfrag replacements

Eeii

E33

Ee33

Ee11
,Ee22

Abbildung 4.1: Schematischer Verlauf der Komponenten Ee11
, Ee22

und Ee11
bei homogener

Dehnung in der E33-Komponente für ideale Plastizität mit Schädigung (Dij = 0 für
i, j 6= 3, 1 ≥ D33 ≥ 0 ).

PSfrag replacements

T33

E33

Abbildung 4.2: Schematischer Verlauf der Spannungskomponente T33 bei homogener Deh-
nung in der E33-Komponente für ideale Plastizität mit Schädigung (Dij = 0 für i, j 6= 3,
1 ≥ D33 ≥ 0 ).
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Mit der Definition der Funktion g folgt:

∂F̂

∂T
= g

∂f̂

∂T
. (4.98)

Die unbekannte Fließfunktion kann damit wieder aus der Differentialgleichung (4.98) be-
stimmt werden. Die vorgeschlagene Lösung entspricht der Lösung (3.103)

F̂ (T, ξ, R,D) = g f̂(T, ξ,D) − k̂(R,D)

= g f̄ (f)(T̃, ξ̃) − k̂(R,D) , (4.99)

mit der Integrationskonstante

k̂(R,D) = gR̃ + k0 . (4.100)

die Fließfunktion des realen Materials ergibt sich wie folgt

F̂ (T, ξ, R,D) = g f̂(T, ξ,D) − k̂(R,D)

= g

√

3

2
(T̃ − ξ̃)D · K[(T̃ − ξ̃)D] − gR̃ − k0

= g

√

3

2

(
M−1(T − ξ)

)D · K
[(

M−1(T − ξ)
)D
]

−g m−1 R − k0 . (4.101)

Die Fließregel erhält man in folgender Form:

Ėp = Λ
∂F̂

∂T
= Λg

∂f̂

∂T

=
Λ g

f̂

3

2
MT−1KM−1 [T − ξ]D . (4.102)

Die plastische Bogenlänge ergibt sich wie folgt:

ṡ2 =
2

3
Ėp · Ėp

=
2

3

Λ g

f̂

3

2
MT−1KM−1 [T − ξ]D · Λ g

f̂

3

2
MT−1KM−1 [T − ξ]D

=

(
Λ g

f̂

)2
3

2
MT−1KM−1 [T − ξ]D · MT−1KM−1 [T − ξ]D . (4.103)

Sinnvollerweise wird auch hier eine zusätzliche Funktion ζ eingeführt:
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ζ :=

√

3

2
MT−1KM−1 [T − ξ]D · MT−1KM−1 [T − ξ]D , (4.104)

⇒ ṡ =
Λ g ζ

f̂
, (4.105)

Ėp = ṡ
f̂

ζ

∂f̂

∂T
. (4.106)

Das Verhältnis der plastischen Bogenlänge des realen Materials zur plastischen Bogenlänge
des fiktiven Materials kann mit Verwendung von (4.97) und (4.21) bestimmt werden

ṡ =
Λgζ

f̂
=

f̄ (f)

ζ(f)

ζ

f̂χ
˙̃s =

ζ

ζ(f)χ
˙̃s , (4.107)

⇒ ˙̃s =
ζ(f)

ζ
χṡ . (4.108)

Ebenso ergibt sich eine Beziehung zwischen der plastischen Dehnung des fiktiven Materials
und der plastischen Dehnung des realen Materials:

˙̃Ep = Λ(f)∂f̄ (f)

∂T̃

= Λ(f)MT ∂f̂

∂T

= χMT
[

Ėp

]

. (4.109)

Verfestigungsregeln

Die aus der Äquivalenz der dissipierten Energie hervorgehenden Beziehungen werden jetzt
verwendet um die Evolutionsgleichung der kinematischen und isotropen Verfestigung für
das reale Material aus dem fiktiven Material herzuleiten. Für die kinematische Verfesti-
gung verwendet man die Gleichung (4.88)2. Mit (4.69) und (4.19) erhält man

ξ̃ · ˙̃Y = M−1[ξ] ·
(

˙̃Ep − ˙̃sQ[ξ̃]
)

= ξ · MT−1
(

˙̃Ep − ˙̃sQ[ξ̃]
)

= χξ · Ẏ . (4.110)

Eine Lösung dieser Gleichung lautet:

Ẏ =
1

χ
MT−1

(
˙̃Ep − ˙̃sQ[ξ̃]

)

. (4.111)
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Mit den Ergebnissen (4.108) und (4.109) aus (4.4.4) lässt sich (4.111) weiter auswerten :

Ẏ = Ėp −
1

χ
MT−1

(

ζ(f)

f̄ (f)

f̂

ζ
χṡQM−1[ξ]

)

. (4.112)

Mit f̄ (f) := f̂ erhält man dann die endgültige Evolutionsgleichung für die kinematische
Verfestigung des realen Materials,

Ẏ = Ėp −
ζ(f)

ζ
ṡ
(
MT−1QM−1

)
[ξ] . (4.113)

Gleichung (4.114) beweist zudem die Erfüllung des zweiten Hauptsatzes für den Anteil
der Dissipationsungleichung der den kinematischen Anteil beschreibt:

D(kin)
dp := ξ · (Ėp − Ẏ)

= ξ · (Ėp − Ėp +
ζ(f)

ζ
ṡ
(
MT−1QM−1

)
[ξ])

= ξ · (ζ
(f)

ζ
ṡ
(
MT−1QM−1

)
[ξ]) ≥ 0 . (4.114)

Für die isotrope Verfestigung erhält man ausgehend von Gleichung (4.88)3 mit Hilfe von
(4.70) und (4.28) folgende Beziehung:

R̃ ˙̃r = m−1R(1 − βr̃)
f̄ (f)

ζ(f)
˙̃s = χRṙ . (4.115)

Durch Eliminierung von R (R > 0) auf beiden Seiten und Ersetzen der plastischen Bo-
genlänge des fiktiven Materials mit (4.107) erhält man die Evolutionsgleichung für die
isotrope Verfestigung des realen Materials:

χṙ = m−1(1 − βmr)
f̄ (f)

ζ(f)
˙̃s , (4.116)

ṙ =
m−1

χ
(1 − βmr)

f̄ (f)

ζ(f)

ζ(f)

f̄ (f)

f̂

ζ
χṡ . (4.117)

⇒ ṙ = m−1(1 − βmr)
f̂

ζ
ṡ . (4.118)

D(is)
dp ist der Anteil der Dissipationsungleichung des realen Materials der die isotrope Ver-

festigung beschreibt:

D(is)
dp := (T − ξ) · Ėp − Rṙ . (4.119)

Mit (4.120) wird die Erfüllung des zweiten Hauptsatzes für gf̂ ≥ k̂ bestätigt:
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D(is)
dp = (T − ξ) · Λg

f̂

3

2
M(T−1)KM−1(T − ξ)D − Rṙ

= Λgf̂ − Rṙ =
f̂ 2ṡ

ζ
− Rṙ

≥ f̂ ṡ

ζg

(

k0 + gR̃
)

− Rṙ

=
f̂ ṡ

ζg
k0 +

f̂ ṡ

ζ
R̃ − Rṙ

=
f̂ ṡ

ζg
k0 +

f̂ ṡ

ζ

R

m
− R

m
(1 − βmr)

f̂

ζ
ṡ

=
f̂ ṡ

ζg
k0 + Rβr

f̂

ζ
ṡ ≥ 0 . (4.120)

4.5 Schädigungsmodell mit statischer Erholung

Insbesondere bei hohen Temperaturen, also genau den Fällen, in denen Kriechschädigung
eine wichtige Rolle spielt, tritt ein weiterer Effekt auf. Dieser Effekt wird als statische
Erholung bezeichnet und beschreibt den Abbau von Versetzungen in der Kristallstruktur
bei metallischen Werkstoffen, die hohen Temperaturen ausgesetzt werden. Das in (4.1)
eingeführte fiktive Materialmodell wird zur Beschreibung der Erholungseffekte mit den
dazu bekannten Ansätzen erweitert, um dann die Evolutionsgleichungen des realen
Materials zu bestimmen.

Zur Erfüllung der Dissipationsungleichung (4.16)

D(kin) := ξ̃ ·
(

˙̃Ep − ˙̃Y
)

≥ 0 , (4.121)

wird folgender Ansatz gewählt:

˙̃Ep − ˙̃Y =
(

˙̃sQ + ‖ξ̃‖w−1B
) [

ξ̃
]

. (4.122)

Mit
(

‖ξ̃‖w−1B
) [

ξ̃
]

als zeitabhängige Komponente der Evolutionsgleichung und Q und

B als positiv definiten Tensoren vierter Stufe. Der Tensor Q hat die Belegung (4.18). Der
Tensor B entsprechend:
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Bijkl =

11 22 33 32, 32 31, 13 21, 12
11 B11 B12 B12 0 0 0
22 B12 B11 B12 0 0 0
33 B12 B12 B11 0 0 0

32, 23 0 0 0 B44 0 0
31, 13 0 0 0 0 B44 0
21, 12 0 0 0 0 0 B44

, (4.123)

dabei sind wegen plastischer Inkompressibilität nur die Größen B11−B12 und B44 vonein-
ander unabhängig. w und B sind die Materialparameter der statischen Erholung bezüglich
der kinematischen Verfestigung. Für die Evolutionsgleichung der kinematischen Verfesti-
gung mit Erholungsterm für das fiktive Material ergibt sich:

˙̃Y = ˙̃Ep −
(

˙̃sQ + ‖ξ̃‖w−1B
) [

ξ̃
]

. (4.124)

Unter Verwendung von (4.88)2 kann die Evolutionsgleichung für das reale Material be-
stimmt werden:

ξ̃ · ˙̃Y = M−1 [ξ] ·
(

˙̃Ep −
(

˙̃sQ + ‖ξ̃‖w−1B
) [

ξ̃
])

= M−1 [ξ] ·
(

χMT
[

Ėp

]

− ζ(f)

ζ
χṡQM−1 [ξ] − ‖M−1 [ξ] ‖w−1BM−1 [ξ]

)

= ξ · MT−1

(

χMT
[

Ėp

]

− ζ(f)

ζ
χṡQM−1 [ξ] − ‖M−1 [ξ] ‖w−1BM−1 [ξ]

)

= χξ · Ẏ . (4.125)

Eine Lösung dieser Gleichung lautet:

Ẏ = MT−1

(

MT
[

Ėp

]

− ζ(f)

ζ
ṡQM−1 [ξ] − ‖M−1 [ξ] ‖w−1

χ
BM−1 [ξ]

)

(4.126)

⇒ Ẏ = Ėp −
ζ(f)

ζ
ṡMT−1QM−1 [ξ] − ‖M−1 [ξ] ‖w−1

χ
MT−1BM−1 [ξ] . (4.127)

Gleichung (4.127) beschreibt die Entwicklung der kinematischen Verfestigung mit stati-
scher Erholung ohne spezielle Einschränkungen. Ein möglicher Sonderfall wäre die An-
nahme, dass gilt pQ = B , mit p ≥ 0. Dann erhält man

Ẏ = Ėp −
(

ζ(f)

ζ
ṡ − p

‖M−1 [ξ] ‖w−1

χ

)

MT−1QM−1 [ξ] . (4.128)

Zur Bestimmung der isotropen Verfestigung mit statischer Erholung geht man von Glei-
chung (4.27)
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f̄ (f)

ζ(f)
˙̃s − ˙̃r ≥ 0 , (4.129)

aus. Eine hinreichende Bedingung dafür lautet:

˙̃r = (1 − βr̃)
f̄ (f)

ζ(f)
˙̃s − π(r̃ − r̃0)

ω . (4.130)

π und ω sind die Materialparameter der statischen Erholung bezüglich der isotropen
Verfestigung. Mit (4.88)2 kann die Evolutionsgleichung für das reale Material ermittelt
werden:

R̃ ˙̃r = m−1R

(

(1 − βr̃)
f̄ (f)

ζ(f)
˙̃s − π(r̃ − r̃0)

ω

)

= χRṙ , (4.131)

⇒ ṙ =
m−1

χ

(

(1 − βmr)
f̄ (f)

ζ(f)

ζ(f)

ζ
χṡ − π (m(r − r0))

ω

)

(4.132)

⇒ ṙ = m−1

(

(1 − βmr)
f

ζ
ṡ − π

χ
(m(r − r0))

ω

)

. (4.133)

Im Gegensatz zu den Evolutionsgleichungen (4.113) und (4.118) für die kinematische und
isotrope Verfestigung ohne statische Erholung, bleibt die bis jetzt noch nicht näher spezifi-
zierte Funktion χ in den Evolutionsgleichungen erhalten und muss daher konkret definiert
werden. Die Funktion χ bringt die im fiktiven und realen Material gespeicherte Arbeit
über (4.88) in einen direkten Zusammenhang. Für ein reales ungeschädigtes Material
muss χ deshalb den Wert 1 annehmen. Für den Fall Di = 1 für alle drei Hauptachsen des
Schädigungstensor D muss χ hingegen den Wert 0 annehmen. Es ist also ausreichend χ als
monoton abfallende Funktion innerhalb des entsprechenden Wertebereiches zu definieren.
Eine entsprechende Wahl stellt

Σ = (det(1 − D))l , (4.134)

mit l als Materialparameter, dar.



Kapitel 5

Schädigungsbeschreibung

Im Rahmen einer thermodynamisch konsistenten Beschreibung von Schädigung postu-
liert man häufig die Existenz eines entsprechenden Dissipationspotentiales ϕ∗, von dem
alle Evolutionsgleichungen abgeleitet werden. Per Definition ist die Entwicklung der
Schädigung mit der zur Schädigung D thermodynamisch konjugierten Kraft

Ω := ρ
∂Ψ̂(Ee,Y, r,D)

∂D
, (5.1)

verbunden. Das im folgenden diskutierte Konzept wurden von Gallerneau [19] vorgestellt
und wird in dieser Arbeit zur Berechnung der anisotropen Schädigung verwendet. Im
Abschnitt 5.2 wird in einer Parameterstudie das Schädigungskriterien von Hayhurst [20]
mit Bezug auf kubische Anisotropie diskutiert. Im darauf folgenden Abschnitt 5.3 wird
die thermodynamisch konjugierte Kraft Ω bestimmt.

5.1 Schädigungsgesetz

Im Rahmen der Theorie wird das Dissipationspotential der Schädigung mit ϕ∗

d bezeichnet
und hat folgende Form (siehe [19] ):

ϕ∗

d =
√

Ω · Qc[Ω]
〈χc(T)〉rc

Ac

(1 − tr(D))−kc . (5.2)

Die Funktion χc(T) ist eine Verallgemeinerung des Vorschlags von Hayhurst [20], der für
isotrope Kriechschädigung entwickelt wurde:

χc(T) = αc(TM) + βc Tr(T) + (1 − αc − βc)
√

T · Mc[T] . (5.3)

Der Tensor Mc beschreibt die materielle Anisotropie. αc und βc sind skalare Materi-
alparameter, für die αc + βc ≤ 1 gilt. TM ist die betragsmäßig größte Eigenspannung
des Spannungstensors. Der erste Term beschreibt den Einfluss der maximalen Eigenspan-
nung auf die Lebensdauer bei Kriechschädigung. Der zweite Term berücksichtigt den
Einfluss von Zug- bzw. Druckbelastung, auch dann wenn in der Theorie keine weiteren

55
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Richtungsabhängigkeiten vorkommen. Der dritte Term ist die verallgemeinerte von-Mises-
Vergleichsspannung. Aus der Ableitung des Dissipationspotentials erhält man die Evolu-
tionsgleichung der Schädigung:

Ḋ =
∂ϕ∗

d

∂Ω
=

(

Qc[Ω]
√

Ω · Qc[Ω]

)

〈χc(T)〉rc

Ac

(1 − tr(D))−kc . (5.4)

Im Fall isotroper Schädigung reduziert sich die Gleichung (5.4) auf

Ḋ =
〈χc(T)〉rc

Ac

(1 − D)−kc , (5.5)

und beschreibt damit das Kriechschädigungsgesetz von Rabotnov [2].

5.2 Kriterien der Schädigung im Falle eines kubisch

anisotropen Materials

In diesem Abschnitt wird das Schädigungskriterium aus Abschnitt 5.1 in der (T11,T22) Ebe-
ne und in der ([100],[010]) Ebene der Kristallachsen in Anlehnung an [19] und Hayhurst
[20] diskutiert, um den Einfluss der verschiedenen Schädigungsparameter zu verdeutlichen.
Die materielle Anisotropie wird als kubisch anisotrop angenommen. Das vorgestellte Kri-
terium verallgemeinert jenes von Hayhurst [20] auf anisotrope Materialien. Es entspricht
der Funktion (5.3), die in Abschnitt 5.1 eingeführt wird. Der Tensor Mc besitzt im kri-
stallographischen Bezugssystem drei unabhängige Koeffizienten mc11 , mc12 und mc44 . Im
Fall von inkompressiblen Materialverhalten reduziert sich die Zahl der unabhängigen Ko-
effizient auf zwei und der Tensor Mc erhält folgende Gestalt

Mcijkl
=

11 22 33 32, 32 31, 13 21, 12
11 mc11 − mc12 0 0 0 0 0
22 0 mc11 − mc12 0 0 0 0
33 0 0 mc11 − mc12 0 0 0

32, 23 0 0 0 mc44 0 0
31, 13 0 0 0 0 mc44 0
21, 12 0 0 0 0 0 mc44 .

(5.6)

Die Bedingung mc44 = 2(mc11 − mc12) beschreibt den isotropen Fall und mc44 6= 2(mc11 −
mc12) den anisotropen Fall. Der erste Term in (5.3) berücksichtigt den Einfluss des größten
Eigenwertes des Spannungstensors. Der zweite Term berücksichtigt das Vorzeichen der
im Material anliegenden Spannung und erlaubt die Unterscheidung zwischen Zug- bzw.
Druckbelastung. Für αc = βc = 0 wird χc in Abbildung 5.1 diskutiert. Dazu wird in ver-
schiedenen Richtung eine konstante elastische Belastung in der Kristallebene ([100],[010])
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aufgebracht und dann χc auswertet. χciso
entspricht dem Fall mc44 = 2(mc11 − mc12) und

αc = βc = 0. Die Auswirkung der Parameter αc und βc auf das Schädigungskriterium
zeigt Abbildung 5.2. Dazu wird für einen bestimmten Wert χc > 0 die Lösungskurve in
der (T11, T22) Ebene gesucht.

PSfrag replacements

[010]

[100]

mc44 = 2(mc11 − mc12)

mc44 < 2(mc11 − mc12)

mc44 > 2(mc11 − mc12)

1

1

Abbildung 5.1: Relatives Schädigungskriterium χc/χciso
in der Kristallebene ([100],[010]).

Gezeigt werden der isotrope Fall mc44 = 2(mc11 −mc12) und die anisotropen Fälle mc44 >
2(mc11 − mc12) und mc44 < 2(mc11 − mc12).
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PSfrag replacements

T11

T22

αc = 0, βc = 1

αc = 0, βc = 0.75

αc = 0, βc = 0.5

αc = 0, βc = 0.4

αc = 0, βc = 0.3

αc = 0, βc = 0.25

αc = 0, βc = 0

αc = 1, βc = 0

Abbildung 5.2: Lösungskurve für χc > 0 in Abhängigkeit αc und βc in der (T11, T22)
Ebene. Für den Tensor Mc gilt mc44 = 2(mc11 − mc12)

5.3 Die thermodynamisch konjugierte Kraft der

Schädigung

Die freie Energie ist gegeben durch (vergl. Abschn. 4.3):

Ψ = Ψe + Ψ(kin)
p + Ψ(iso)

p . (5.7)

mit ihren drei Anteilen aus der Elastizität, der kinematischen Verfestigung und der iso-
tropen Verfestigung:

Ψe =
1

2ρ
Ẽe · C[Ẽe] =

1

2ρ

(
MT [Ee]

)
· C
[
MT [Ee]

]
, (5.8)

Ψkin
p =

1

2ρ
Ỹ · N [Ỹ] =

1

2ρ

(
MT [Y]

)
· N

[
MT [Y]

]
, (5.9)

Ψ(iso
p =

γ

2ρ
(r̃2 + 2r̃0r̃) =

γ

2ρ
m−1(D)(r2 + 2r0r) . (5.10)

Mit

MT [Ee] = (1 − D)Ee (1 − D) = (1 − D)⊗ (1 − D) [Ee] , (5.11)
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MT [Y] = (1 − D)Y (1 − D) = (1 − D)⊗ (1 − D) [Y] , (5.12)

m−1(D) = ‖1 − D‖2 = (1 − D) · (1 − D) , (5.13)

ergeben sich die Anteile von der thermodynamisch konjugierten Kraft der Schädigung Ω
zu:

Ω = Ωe + Ω(kin)
p + Ω(iso)

p (5.14)

Ωe = −ρ
∂Ψe

∂D
= 2 ((1 − D)Ee) (C (1 − D)⊗ (1 − D)Ee) , (5.15)

Ω(kin)
p = −ρ

∂Ψ
(kin)
p

∂D
= 2 ((1 − D)Y) (N (1 − D)⊗ (1 − D)Y) , (5.16)

Ω(iso)
p = −ρ

∂Ψ
(iso)
p

∂D
= (1 − D) (r2 + 2r0r) . (5.17)



Kapitel 6

Numerische Implementierung der
Modelle

Die in Kapitel 4 für das reale Material hergeleiteten konstitutiven Gleichungen wer-
den zusammen mit der in Abschnitt 5.1 beschriebenen Evolutionsgleichung für aniso-
trope Kriechschädigung numerisch mit dem Newton-Verfahren gelöst, da eine analytische
Lösung im Allgemeinen nicht möglich ist. Die Integration erfolgt dabei mit Hilfe eines
Operator-Split-Verfahrens nach [31]. Sollen die konstitutiven Gleichungen zusammen mit
Feldgleichungen gelöst werden, bedient man sich in der Regel der Finite-Element-Methode
(FEM). In dieser Arbeit wird der kommerzielle FEM-Code ABAQUS eingesetzt.

6.1 Integrationsalgorithmus

Im folgenden wird ein Integrationsalgorithmus zur Integration der in Kap. 4 und Kap. 5
beschriebenen konstitutiven Gleichungssysteme vorgestellt, welcher als Subroutine UM-
AT [38] in ABAQUS eingebunden wird. Zu jedem Zeitpunkt liefert ABAQUS ein Deh-
nungsinkrement ∆E. Die Subroutine UMAT muss zwei Aufgaben erfüllen. Zum ersten
müssen die Spannung und die lösungsabhängigen Zustandsvariablen für das ∆E berech-
net werden. Zweitens muss der materielle Anteil der Jakobimatrix ∂∆T/∂∆E für das
konstitutive Materialmodell berechnet werden. Der sogenannten konsistenten Tangente
∂∆T/∂∆E kommt dabei besondere Bedeutung zu, da die Genauigkeit der Tangenten-
bestimmung einen nicht unerheblichen Einfluss auf die Konvergenzgeschwindigkeit der
Subroutine hat.

6.1.1 Operator-Split-Verfahren

Die in Abschn. 4.4 - 4.5 und Abschn. 5.1 beschriebenen konstitutiven Gleichungssysteme
werden mit Hilfe eines Operator-Split-Verfahrens integriert [31]. Es wird ein fünffacher
Operator-Split verwendet, worin Operator I die elastischen Anteile, Operator II die visko-
plastischen Anteile, Operator III und IV die Schädigung und Operator V die statischen
Erholungsterme beinhaltet:

60
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Ẋ1 = IẊ1 +II Ẋ1 +III Ẋ1 +IV Ẋ1 +V Ẋ1

Ẋ2 = IẊ2 +II Ẋ2 +III Ẋ2 +IV Ẋ2 +V Ẋ2

Ẋ3 = IẊ3 +II Ẋ3 +III Ẋ3 +IV Ẋ3 +V Ẋ3

˙̇̇

Ẋn = IẊn +II Ẋn +III Ẋn +IV Ẋn +V Ẋn . (6.1)

Die Variable Xn in (6.1) steht stellvertretend für einen Satz konstitutiver Variablen mit der
Größe n. Die römische Zahl kennzeichnet den jeweiligen Operator. Der rechte obere Index
bezeichnet mit (0) den Startwert des Inkrement und mit (1) den Endwert des Inkrement.
Dabei ist zum Beispiel IX(1) der Startwert des folgenden Operators in der Art, dass gilt:

IX(0)
n = X(0)

n = Xn(t = 0)
IIX(0)

n = IX(1)
n

IIIX(0)
n = IIX(1)

n

IV X(0)
n = IIIX(1)

n

V X(0)
n = IV X(1)

n

Xn(t = 1) = X1
n = V X(1)

n . (6.2)

Operator I

Im Operator I wird überprüft, ob die Bedingung für (visko-)plastisches Fließen
erfüllt ist. Dazu geht man davon aus, dass die inkrementelle Dehnung des li-
nearisierten Lagrange-Greenschen Verzerrungstensor ∆E rein elastisch ist und
überprüft dann die Fließbedingung. Man erhält folgende Größen im Operator I:
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IE(1) = IE(0) + ∆E , (6.3)
IE(1)

e = IE(0)
e + ∆E , (6.4)

IE(1)
p = IE(0)

p , (6.5)
IY(1)

p = IY(0) , (6.6)
Ir(1) = Ir(0) , (6.7)

IT(1) = IT(tr) =
(

IM(1)C IM(1)
) [

IE(1) − IE(1)
p

]

=
(

IM(1)C IM(1)
) [

IE(1)
e

]
, (6.8)

Iξ(1) = Iξ(0) , (6.9)
Ik(1) = Ik(0) , (6.10)
Is(1) = Is(0) , (6.11)

IF (Tr) = IF (Tr) = Ig(1) If (Tr) − Ik(0) , (6.12)
If (1) = If (Tr)

=

√

3

2

(
IM(1)−1

[
IT(1) − Iξ(1)

])D

· K
(

IM(1)−1
[

IT(1) − Iξ(1)
])D

,(6.13)

ID(1) = ID(0) , (6.14)
Ig(1) = Ig(0) , (6.15)

IM(1) = IM(0) , (6.16)
Im(1) = Im(0) . (6.17)

Wird das Fließkriterium

IF (Tr) = Ig(1) If (Tr) − Ik(0) > 0 (6.18)

erfüllt, werden im Operator II die Evolutionsgleichungen für Plastizität gelöst.

Operator II

Im Operator II werden die (visko-)plastischen Größen durch eine Zeitdiskretisierung der
Evolutionsgleichungen für Ė, Ẏ und ṙ berechnet. Das nichtlineare Differenzengleichungs-
system ((6.21), (6.22) und (6.23)) wird mit Hilfe des impliziten Euler-Verfahrens nume-
risch gelöst:
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IIE(1) = IIE(0), (6.19)
IIE(1)

e = IIE(1) − IIE(1)
p , (6.20)

IIE(1)
p = IIE(0)

p + ∆t

〈
IIF (1)

〉m

K

IIf (1)

IIζ

∂ IIf (1)

∂ IIT(1)
, (6.21)

IIY(1) = IIY(0) + IIE(1)
p − IIE(0)

p + ∆t

〈
IIF (1)

〉m

K
IIζ(f)

IIζ

(
IIM(1)−1Q IIM(1)−1

) [
IIξ(1)

]

, (6.22)

IIr(1) = IIr(0) + ∆t

〈
IIF (1)

〉m

K

IIf (1)

IIζ

(
1 − βIIm(1)IIr(1)

)

IIm(1)
, (6.23)

IIT(1) =
(

IIM(1)C IIM(1)
) [

IIE(1)
e

]
, (6.24)

IIξ(1) =
(

IIM(1)N IIM(1)
) [

IIY(1)
]

, (6.25)

IIk(1) = IIg(1)IIm(1)γIIr(1) + k0 , (6.26)

IIs(1) = IIs(0) + ∆t

〈
IIF (1)

〉m

K
, (6.27)

IIζ(f) =

√

2

3
K
(

IIM(1)−1
[

IIT(1) − IIξ(1)
])D

·K
(

IIM(1)−1
[

IIT(1) − IIξ(1)
])D

, (6.28)

IIζ =

√

2

3
IIM(1)T−1K

(
IIM(1)−1

[
IIT(1) − IIξ(1)

])D

·IIM(1)T−1K
(

IIM(1)−1
[

IIT(1) − IIξ(1)
])D

, (6.29)

IIF = IIg(1) IIf (1) − IIk(0) , (6.30)

IIf (1) =

√

3

2

(
IIM(1)−1

[
IIT(1) − IIξ(1)

])D

·K
(

IIM(1)−1
[

IIT(1) − IIξ(1)
])D

, (6.31)

IID(1) = IID(0) , (6.32)
IIg(1) = IIg(0) , (6.33)

IIM(1) = IIM(0) , (6.34)
IIm(1) = IIm(0) . (6.35)



KAPITEL 6. NUMERISCHE IMPLEMENTIERUNG DER MODELLE 64

Operator III

Im Operator III wird überprüft, ob das Schädigungskriterium (5.3) erfüllt wird:

χc(
IIT(1)) > 0 . (6.36)

Dabei gilt

IIIE(1) = IIIE(0) , (6.37)
IIIE(1)

e = IIIE(0)
e , (6.38)

IIIE(1)
p = IIIE(0)

p , (6.39)
IIIY(1) = IIIY(0) , (6.40)
IIIr(1) = IIIr(0) , (6.41)

IIIT(1) = IIIT(0) = IIT(1) , (6.42)
IIIξ(1) = IIIξ(0) , (6.43)
IIIk(1) = IIIk(0) , (6.44)
IIIs(1) = IIIs(0) , (6.45)

IIIχ(1)
c = αc supi(

IIIT
(1)

i ) + βcN c

[
IIIT

(1)
]

+ (1 − αc − βc) ·
√

IIIT(1) · Mc

[
IIIT(1)

]

, (6.46)

IIID(1) = IIID(0) , (6.47)
IIIg(1) = IIIg(0) , (6.48)

IIIM(1) = IIIM(0) , (6.49)
IIIm(1) = IIIm(0) . (6.50)

Ist χc(
IIT(1)) ≤ 0, so stellen (6.37) - (6.50) die gesuchten Lösungen dar, und man geht zum

fünften Schritt über. Andernfalls müssen die Werte in (6.37) - (6.50) korregiert werden.



KAPITEL 6. NUMERISCHE IMPLEMENTIERUNG DER MODELLE 65

Operator IV

Ist die Bedingung (6.36) erfüllt, wird in Operator IV die Schädigung und alle anderen
Zustandsvariablen, welche vom Schädigungszustand abhängen, aktualisiert. Die Berech-
nung der Größen erfolgt wie in Operator II mit Hilfe des impliziten Euler-Verfahrens zur
Lösung des nichtlinearen Differenzengleichungssystem (6.61),

IV E(1) = IV E(0) , (6.51)
IV E(1)

e = IV E(0)
e , (6.52)

IV E(1)
p = IV E(0)

p , (6.53)
IV Y(1) = IV Y(0) , (6.54)
IV r(1) = IV r(0) , (6.55)

IV T(1) =
(

IV M(1)C IV M(1)
) [

IV E(1)
e

]
, (6.56)

IV ξ(1) =
(

IV M(1)N IV M(1)
) [

IV Y(1)
]

, (6.57)

IV k(1) = IV g(1)IV m(1)γIV r(1) + k0 , (6.58)
IV s(1) = IV s(0) , (6.59)

IV χ(1)
c = αc supi(

IV T
(1)

i ) + βcN c

[
IV T

(1)
]

+ (1 − αc − βc) ·
√

IV T(1) · Mc

[
IV T(1)

]

, (6.60)

IV D(1) = IV D(0) + ∆t
Qc

[
IV Ω(1)

]

√

IV Ω(1) · Qc

[
IV Ω(1)

]

〈
IV χ

(1)
c (IV T(1))

〉rc

Ac

[
1 − tr(IV D(1)

]
−Kc

, (6.61)

IV g(1) =
1

(det(1 − IV D(1)))(n−2)
, (6.62)

IV M(1) = (1 − IV D(1))⊗(1 − IV D(1)) , (6.63)

IV m(1) =
1

3
(1 − IV D(1)) · (1 − IV D(1)) , (6.64)

IV Ω(1) = IV Ω
(1)
ela + IV Ω

(1)
kin + IV Ω

(1)
iso , (6.65)

IV Ω
(1)
ela = −2

((
1 − IV D(1)

)
IV E(1)

e

)

(
C
(
1 − IV D(1)

)
⊗
(
1 − IV D(1)

)
IV E(1)

e

)
, (6.66)

IV Ω
(1)
kin = −2

((
1 − IV D(1)

)
IV Y(1)

)

(
N
(
1 − IV D(1)

)
⊗
(
1 − IV D(1)

)
IV Y(1)

)
, (6.67)

IV Ω
(1)
iso = γIV r(1)2

(
1 − IV D(1)

)
. (6.68)



KAPITEL 6. NUMERISCHE IMPLEMENTIERUNG DER MODELLE 66

Operator V

Im Operator V werden die statischen Erholungsterme auswertet. Die Berechnung des
nichtlinearen Differenzengleichungssystem (6.72) und (6.73) erfolgt mit Hilfe des implizi-
ten Euler-Verfahrens.

V E(1) = V E(0) , (6.69)
V E(1)

e = V E(0)
e , (6.70)

V E(1)
p = V E(0)

p , (6.71)

V Y(1) = V Y(0) − ∆t
‖V M(1)[V ξ(1)]‖w−1

V χ(1)
V M(1)T−1BV M(1)−1[V ξ(1)] , (6.72)

V r(1) = V r(0) − ∆t
π

V χ(1)

(
V m(1)(V r(1) − r0)

)ω
, (6.73)

V Σ(1) =
(
det
(
1 − V D(1)

))l
, (6.74)

V T(1) = V T(0) , (6.75)

V ξ(1) =
(

V M(1)N V M(1)
) [

V Y(1)
]

, (6.76)

V k(1) = V g(1)V m(1)γV r(1) + k0 , (6.77)
V s(1) = V s(0) , (6.78)

V D(1) = V D(0) , (6.79)
V g(1) = V g(0) , (6.80)

V M(1) = V M(0) , (6.81)
V m(1) = V m(0) . (6.82)

6.1.2 Bestimmung der konsistenten Tangente

Zur Berechnung des materiellen Anteils der Jakobimatrix ∂∆T/∂∆E für das konstitutive
Materialmodell wird ein numerisches Verfahren gewählt [39]. Die numerische Bestimmung
hat den Vorteil, dass eine fehleranfällige analytische Bestimmung der konsistenten Tan-
gente entfällt. Weiter erhöht sich die Flexibilität der UMAT in Bezug auf Änderungen
der Materialgleichungen. Die numerische Bestimmung der partiellen Ableitung

D =
∂∆T

∂∆E
, (6.83)

wird durch vordere Differenzenquotienten ermittelt. Bildet man den vorderen Differenzen-
quotienten einer skalaren Funktion g, dann wird das Funktionsargument x um eine kleine
Zahl χ in positiver Richtung gestört. An dieser Stelle wird der Funktionswert ermittelt
und man erhält die numerische Ableitung in folgender Form:

∂g

∂x
≈ g(x + χ) − g(x)

χ
, mit χ << 1 . (6.84)
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Bei einem Tensor G(X) zweiter Stufe, der als Funktion eines anderen Tensors zweiter
Stufe X definiert ist, erhält man analog

∂Gij

∂Xmn

≈ Ğij(X̌
(mn)
kl ) − Gij(Xkl)

χ
, (6.85)

mit dem gestörten Tensor X̌
(mn)

:

X̌
(mn)

= X + χ(em ⊗ en) . (6.86)

Es wird also jede Komponente von X gestört und aus diesem X̆
(mn)

das zugehörige G

berechnet. Man erhält so für jedes X̌
(mn)

9 Komponenten von G, insgesamt also die
81 Komponenten des entstehenden Tensors vierter Stufe. Bei symmetrischen Tensoren
zweiter Stufe , wie z. B. ∆T und ∆E, ist auch die Störung symmetrisch. Das gestörte
∆Ě(mn) ist dann durch

∆Ě(mn) = ∆E +
χ

2
[em ⊗ en + en ⊗ em] , (6.87)

gegeben. Die numerische Näherung von D erhält man als

Dijmn ≈ Ťij(∆Ě(mn)) − Tij(∆E)

χ
. (6.88)

χ muss sehr klein sein, jedoch deutlich größer als die Maschinengenauigkeit des Rech-
ners. Wird χ zu groß gewählt, ist die errechnete Tangente zu ungenau, wird es zu klein
gewählt (in der Größenordnung der Rechnergenauigkeit), können entscheidende Nach-
kommastellen verloren gehen, was zu falschen Ergebnissen bei der Tangentenberechnung
führt. Ein üblicher Wert für χ ist ein Wert mit der halben Anzahl von Nachkommastellen
der Maschinengenauigkeit, also

χ =
√

Maschinengenauigkeit . (6.89)

Ein Nachteil der numerisch bestimmten Tangente ist der größere numerische Aufwand.
Neben dem ersten Durchlaufen des Spannungsalgorithmus zur Ermittlung des gewich-
teten Cauchy’schen Spannungstensors, muss der Spannungsalgorithmus noch sechsmal
zusätzlich ausgeführt werden. Die numerisch aufwendigsten und damit rechenzeitintensiv-
sten Programmteile sind die Lösungen der nichtlinearen Gleichungssysteme in den Opera-
toren 2,4 und 5. Die Effizienz der Tangentenbestimmung kann dadurch gesteigert werden,
dass als Startwerte des Newtonverfahrens die Lösung, die aus der Spannungsberechnung
bekannt ist, verwendet wird. Da sich die jeweils neu bestimmten Verzerrungsmaße ∆Ě nur
minimal vom ursprünglichen Maß ∆E unterscheiden, weicht auch die berechnete Span-
nung ∆Ť(mn) nur minimal von ∆T ab. Es sind deshalb nur sehr wenige Iterationen im
Newtonverfahren erforderlich, um diese neue Spannung zu ermitteln.



Kapitel 7

Beispiele

Im Anschluss an die Theorie und der numerischen Umsetzung werden als Anwendungs-
beispiele die Schädigungsvorhersage an einer gekerbten Rundprobe (Abschnitt 7.3 ) und
an einer Lochfeldprobe (Abschnitt 7.4 ) diskutiert. Diese Proben stehen dabei stellver-
tetend für die schädigungskritischen Hochtemperaturbereiche von Turbinen in denen die
Superlegierung CSMX-4 häufig verwendet wird.

7.1 Einkristalline Nickel-Basis-Legierung CSMX-4

7.1.1 Eigenschaften

Die im Rahmen dieser Arbeit aufgeführten experimentellen Daten beziehen sich auf die
Superlegierung Ni3Al (CSMX4). Ni3Al ist eine stöchiometrische intermetallische Legie-
rung [44] und weist damit eine definierte Zusammensetzung auf. Weiter handelt es sich
um einen kubisch flächenzentrierten Einkristall, dessen Einheitszelle in Abbildung 7.1
dargestellt ist. Die besonderen Eigenschaften dieser Materialien kommen durch das Aus-
scheidungshärten zustande. Ausscheidungshärten findet beim Abkühlen der Legierung
statt. Die kontinuierlich im Material auftretende Phase wird als Matrix, die zweite als
Ausscheidung bezeichnet. Die herausragenden Eigenschaften von Ni3Al sind der hohe
Schmelzpunkt, eine große Steifigkeit und der hohe Oxydations- und Kriechwiderstand.
Die geordnete Struktur des kubisch flächenzentrierten Ni3Al Einkristall [41] erschwert
die Bewegung von Versetzungen und verursacht eine geringere Duktilität bei niedrigen
Temperaturen. Die Matrix von Ni3Al wird als γ-Phase und die Ausscheidungsphase als
γ’-Phase bezeichnet. In Abbildung 7.2 kann man das γ/γ’ Gefüge der Ni3Al Legierung
gut erkennen. Die eingeschlossenen Pore ist beim Herstellungsprozess enstanden und ist
ein Ausgangspunkt für Mikrorisse. Die genaue chemische Zusammensetzung für CSMX4
ist z.B. in [42] aufgeführt. Verwendung finden derartige Superlegierungen besonders in
den Hochtemperaturbereichen von Turbinen.

68
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Abbildung 7.1: Kubisch flächenzentrierte Einheitszelle

7.1.2 Orientierung

Da es sich bei der Ni3Al Legierung um einen einkristallinen Werkstoff handelt, weist jedes
Bauteil oder jeder Probenkörper eine bestimmte Kristallorientierung auf. In Abbildung
7.3 ist die Orientierung einer festgelegten Probenachse in Bezug auf die Kristallstruktur
dargestellt. Abbildung 7.4 zeigt die stereographische Projektion der Probenachse im Stan-
dardorientierungsdreieck. Die Orientierung der Kristallstruktur muss bei einer Simulation
mittels einer Überführung der Materialtensoren vom kristallfesten Koordinatensystem
in das probenfeste Koordinatensystem berücksichtigt werden. Dies geschieht mit einer
Starrkörperrotation nach folgender Vorschrift:

X∗

ijkl = PiaPjbPkcPldXabcd

= PiaPjbXabcdPckPdl

= RijabXabcdRcdkl . (7.1)

Xijkl sind die Komponenten des Materialtensors bezüglich des kristallfesten Koordinaten-
systems und X∗

ijkl sind die Komponenten des Materialtensors bezüglich des probenfesten
Koordinatensystems. Für die Drehmatrizen gilt:

Pij = P x
ikP

y
klP

y
lj , (7.2)

mit
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Abbildung 7.2: γ/γ’ Gefüge der Ni3Al Superlegierung mit eingeschlossener Pore

P x =





1 0 0
0 cosϕ sinϕ
0 −sinϕ cosϕ



 , (7.3)

P y =





cosϕ 0 −sinϕ
0 1 0

sinϕ 0 cosϕ



 , (7.4)

P z =





cosϕ sinϕ 0
−sinϕ cosϕ 0

0 0 1



 . (7.5)

7.2 Anpassung der Materialparameter

Die eindeutige Bestimmung von Materialparametern schwierig ist, wird statt dessen ein
Parametersatz gesucht, der die zur Anpassung verwendeten Experimente möglichst gut
wiedergibt. Die zur Anpassung herangezogenen Experimenten sind dehnungsgesteuerte
Zug-Druck Versuche mit Haltephasen, in denen das Material relaxieren kann und die sta-
tische Erholung eine Rolle spielt. Weiter werden Kriechversuche verwendet, die sich durch
unterschiedlich starke Belastungen unterscheiden. Die Experimente wurden an Proben mit
[001] Orientierung und [111] Orientierung zur Zug- bzw. Druckrichtung bei 1050 ◦C durch-
geführt. Eine Übersicht der Versuche ist in Tabelle 7.6 gegeben. Der Probenkörper hat
im Bereich der Messabnehmer, die die Dehnung messen, eine radiale Symmetrie mit kon-
stantem Durchmesser. Aufgrund des Verformungsverhaltens der Proben kann man für die



KAPITEL 7. BEISPIELE 71

PSfrag replacements

[100]

[010]

[001]

ϕ1

ϕ2

Probenachse

−→e k
1

−→e k
2

−→e k
3

Abbildung 7.3: Orientierung der Probenachse in Bezug auf das Kristallgitter

Bestimmung der Materialparameter eine homogene Deformation annehmen. Die Richtung,
in der die Proben belastet werden, wird im folgenden als z-Richtung bezeichnet. In Abbil-
dung 7.5 ist die Dehnungsgeschichte der dehnungsgesteuerten Experimente xBA105d59
und xBC105d55 abgebildet. Die Änderung der Dehnung erfolgt mit 0, 18%/min, eine Hal-
tephase dauert jeweils 10 Stunden. In den Abschnitten7.2.1 - 7.2.2 wird in Anlehnung an
[45] die grundlegende Problematik bei der Bestimmung von Materialparametern disku-
tiert.

7.2.1 Direktes und inverses Problem

Die Identifikation von Materialparametern ist ein inverses Problem, d.h. zu einer be-
kannten Systemantwort S werden die Eingangsgrößen gesucht. Im Gegensatz dazu steht
das direkte Problem, wie z.B. die Voraussage des mechanischen Verhaltens, also der Sy-
stemantwort S. Das direkte mechanische Problem wird i.a. durch das Funktional F

S = F t
τ=0(R0,q,P(τ)) (7.6)

in Abhängigkeit von der Referenzkonfiguration R0, den Materialparametern q sowie der
Lastgeschichte P(τ) definiert. Bei der Bestimmung von Materialparametern kann man
voraussetzen, dass die Methode zur Lösung des direkten Problems verfügbar ist und die
Lösung existiert. Sind die Referenzkonfiguration R0 sowie der Prozess P(τ) festgelegt,
reduziert sich das Funktional F zu einer Abbildung
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Abbildung 7.4: Stereographische Projektion der Probenachse im Standardorientierungs-
dreieck

S = Ŝ(q, t), (7.7)

mit R0 und P(τ) als Konstanten, die in Ŝ enthalten sind. Weder bei der experimentellen
noch bei der numerischen Umsetzung stehen jedoch unendlich viel Lösungspunkte S zur
Verfügung. Die betreffende Größe wird deswegen zu beliebigen aber festen diskreten Zeit-
punkten ti, i = 1..N , ermittelt. Somit ergibt sich der Lösungsvektor der Systemantwort
mit der Dimension N :

s = ŝ(q, t), si = ŝ(q, ti) (7.8)

Das zugehörige inverse Problem besteht darin, für eine gegebene Systemantwort s, die
zugehörigen Materialparameter q nach

q = ŝ−1(s) (7.9)

zu bestimmen. Hierbei kann die Eindeutigkeit von ŝ−1 und die Vollständigkeit von s in
vielen Fällen durch die Wahl eines geeigneten Prozesses P(τ) erreicht werden, wie es in
[45] gezeigt wird.

7.2.2 Messfehler und Streuung

Jede gemessene Systemantwort ŝ enthält i.a. Messfehler. Zum einen begrenzt die
Auflösung der Sensoren die Messgenauigkeit, zum anderen spielt die Fehlerfortpflanzung
in der Messkette sowie der Einfluss von Störungen wie z.B. Temperaturschwankungen eine
Rolle für die in der Systemantwort enthaltenen Fehler. Eine weiterer wichtiger Punkt ist
die Streuung der Materialeigenschaften. Wird mehr als eine Probe zur Bestimmung eines
Materialparametersatzes herangezogen, ist zu berücksichtigen, dass jede Probe einen an-
deren Materialparametersatz repräsentiert. Während Zugexperimente und zyklische Ex-
perimente recht robust in Bezug auf unterschiedliche Materialparameter sind, sind die
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Abbildung 7.5: Vorgegebene Dehnung der Experimente xBA105d59 und xBC105d55. Die
Änderung der Dehnung erfolgt mit 0, 18%/min, einen Haltephase dauert jeweils 10 Stun-
den.

Ergebnisse bei Kriechexperimenten bei gleicher Belastung sehr großen Schwankungen un-
terworfen.

7.2.3 Anpassung an das Experiment

Ziel einer Optimierung ist die Minimierung der Zielfunktion

E(q) =
1

2
‖s̃ − ŝ(q)‖2 → min , (7.10)

bei gegebenen R0 und P(τ). s̃ stellt die experimentell gemessene und ŝ die numerisch
bestimmte Systemantwort für den Prozess P(τ) da. Die Verfahren, die dieses ermöglichen
können in deterministische und stochastische Verfahren unterschieden werden. Eine detail-
lierte Beschreibung der Verfahren findet man z.B. in [45]. Aufgrund der langen Rechenzei-
ten des Modells galt es im Rahmen dieser Arbeit ein geeignetes Konzept zur Anpassung
der Materialparameter zu finden. Bei der Anpassung eines Materialparametersatzes an
mehrere Experimente kann es passieren, dass ein deterministisches Verfahren schnell in
einem lokalen Minimum gefangen wird. Aus diesem Grund wird die zu minimierende
Zielfunktion (7.10) ausgehend von ihrem Startpunkt

E(q0) =
1

2
‖s̃ − ŝ(q0)‖2 (7.11)
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Dehnungsgesteuerte Versuche

Probe Orientierung ϕ1 ϕ2

xBA105d59 [001] 42◦ 3,5◦

xBC105d55 [111] 44,9◦ 50,7◦

Kriechversuche

Probe Orientierung ϕ1 ϕ2 Last

xAA105z1f [001] 32◦ 9,1◦ 140 MPa

xAA105z2 [001] 10,3◦ 9,5◦ 95 MPa

xAA105z3 [001] 1◦ 6,4◦ 190 MPa

xAC105z1 [111] 42,8◦ 52,7◦ 140 MPa

xAC105z3 [111] 42,6◦ 53,2◦ 155 MPa

xAC105z4 [111] 42,6◦ 53,2◦ 128 MPa

Abbildung 7.6: Übersicht der zur Parameteranpassung verwendeten Versuche.

innerhalb eines Teilgebietes des Parameterraumes auf ihr Minimum untersucht. Um die
Zahl der Rechnungen gering zu halten wurden die Variationen jeweils immer nur für eine
Komponente qi durchgeführt, wobei die anderen Größen festgehalten werden:

E(qk) =
1

2
‖s̃ − ŝ(q1, q2, ..., qi + m∆q, ..., qN)‖2 (7.12)

Das im k-ten Schritt jeweils neu bestimmte Minimum dient wieder als Ausgangspunkt
für die nächste Variation, solange bis ein Abbruchkriterium erreicht ist. Anstelle von
Nm Variationen kann man so die Zahl der nötigen Variationen auf Nm Variationen be-
schränken und so auch Parameterräume mit großem N schnell und effektiv nach dem
globalen Minima durchsuchen. Für große Werte von N ist es auch möglich, nur einen Teil
des Parameterraumes zu variieren und die restlichen Größen konstant zu halten. Weiter
lässt sich dieses Verfahren schnell und einfach für den FEM-Code ABAQUS mit Hilfe
der Python-Skriptsprache realisieren. Beabsichtigt man die Anpassung an mehrere Expe-
rimente, muss man aber aufgrund der Streuung der Materialeigenschaften Abstriche in
der Genauigkeit der zu erreichenden Anpassung hinnehmen. Eine Übersicht der ermittel-
ten Materialparameter ist in Tabelle 7.7 aufgeführt. Die experimentellen und gerechneten
Spannungsverläufe der dehnungsgesteuerten Versuche werden in den Abbildungen 7.8 -
7.11 gezeigt. Die plastischen Dehnungen der Kriechversuche werden in den Abbildungen
7.12 - 7.13 gezeigt. Die Rechnungen wurden mit dem Materialparametersatz aus Tabelle
7.7 durchgeführt.
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Materialparameter

Elastizitätsgesetz

C11[MPa] 97000 C12[MPa] 47000 C44[MPa] 100000

Kinematische Verfestigung

N11[MPa] 10000 N12[MPa] 0 N44[MPa] 3000

Q11[MPa−1] 0, 058 Q12[MPa−1] 0 Q44[MPa−1] 0, 005

Isotrope Verfestigung

γ [MPa] 4100 β[MPa−1] 710 k0 [MPa] 77, 67

Statische Erholung

B11[MPa−1] 2−11 B12[MPa−1] 0 B44[MPa−1] 2−11

w 1 π[MPa−1] 0 ω 1

l 1

γ [MPa] 4100 β[MPa−1] 710 k0 [MPa] 77, 67

Fließfläche

K11 1 K12 0 K44 0, 495

Viskoplastizität

KMPams 7, 412 m 3, 45

Schädigungsgesetz

α 0, 4 β 0 n 4

Ac 3, 516 rc 5, 12 Kc 3

Mc11 0, 001 Mc12 0 Mc44 1−6

Qc11 1 Qc12 0 Qc44 0, 1

Abbildung 7.7: Übersicht der ermittelten Materialparameter.
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Abbildung 7.8: Anpassung an den Versuch xBA105d59 mit dem Materialparametern aus
Tabelle 7.7. Abgebildet ist die Spannung in z-Richtung der Probe über die Dehnung der
Probe in z-Richtung.
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Abbildung 7.9: Anpassung an den Versuch xBA105d59 mit dem Materialparametern aus
Tabelle 7.7. Abgebildet ist die Spannung in z-Richtung der Probe über die Zeit.
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Abbildung 7.10: Anpassung an den Versuch xBC105d55 mit dem Materialparametern aus
Tabelle 7.7. Abgebildet ist die Spannung in z-Richtung der Probe über die Dehnung der
Probe in z-Richtung.
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Abbildung 7.11: Anpassung an den Versuch xBC105d55 mit dem Materialparametern aus
Tabelle 7.7. Abgebildet ist die Spannung in z-Richtung der Probe über die Zeit.
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Abbildung 7.12: Anpassung an die Versuche xAA105z1f, xAA105z2 und xAA105z3 mit
dem Materialparametern aus Tabelle 7.7. Abgebildet ist die plastische Dehnung in z-
Richtung der Probe über die Zeit.
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Abbildung 7.13: Anpassung an die Versuche xAC105z1, xAC105z3 und xAC105z4 mit dem
Materialparametern aus Tabelle 7.7. Abgebildet ist die plastische Dehnung in z-Richtung
der Probe über die Zeit.
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7.3 Gekerbte Rundprobe

In diesem Abschnitt wird das Materialmodell aus Kapitel 4 mit den Materialparametern
aus Tabelle 7.7 zur Schädigungsberechnung an einer gekerbten Rundprobe verwendet. Das
zum Vergleich herangezogene experimentelle Gegenstück wird in Abbildung 7.14 darge-
stellt. Die genaue Geometrie mit Abmessungen kann man aus Abbildung 7.15 entnehmen.
Die Orientierung des Einkristalls in der Probe beträgt 5, 6◦ für ϕ1 und 14, 9◦ für ϕ2. Die
Winkel ϕ1 und ϕ2 beschreiben die Abweichung von der idealen [001]-Orientierung, für
die ϕ1 = ϕ2 = 0◦ gilt und bei der die axiale Symmetrieachse der Probe mit der [001]-
Kristallachse zusammenfällt (siehe Abbildung 7.3).

Abbildung 7.14: Gekerbte Rundprobe aus Ni3Al , die Orientierung des Einkristalls in der
Probe ist durch ϕ1 = 5, 6◦ und ϕ2 = 14, 9◦ gegeben.

Abbildung 7.15: Technische Zeichnung der gekerbten Rundprobe mit Abmessungen
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Abbildung 7.16: Finite-Elemente-Modell der gekerbten Rundprobe aus insgesamt 1248
8-knotigen Hexaeder-Volumenelementen und 1613 Knoten
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Abbildung 7.17: Globale Dehnung der gekerbten Rundprobe. Die Änderung der Dehnung
geschieht mit 0, 18% / min, eine Haltephase dauert jeweils 30 min.
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Abbildung 7.18: Vergleich der globalen Kraft Fz von Versuch und Rechnung für die ge-
kerbte Rundprobe, aufgetragen über die globale Dehnung Ezz.
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Abbildung 7.19: Vergleich der globalen Kraft Fz von Versuch und Rechnung für die ge-
kerbte Rundprobe, aufgetragen über die Zeit t.



KAPITEL 7. BEISPIELE 83

Zur Berechnung wird das Finite-Elemente-Modell aus Abbildung 7.16 verwendet, dass aus
1248 8-knotigen Hexaeder-Volumenelementen mit insgesamt 1613 Knoten besteht. Da kei-
ne Kristallachse des kubisch anisotropen Materials in der (x, z)-, (y, z) oder (x, y)-Ebene
des verwendeten Koordinatensystems liegt, ist es nicht möglich aufgrund von Symmetrie-
bedingungen das verwendete Finite-Elemente-Modell zu vereinfachen. Die Belastung wird
dehnungsgesteuert aufgebracht. Im Experiment werden zur Dehnungssteuerung Messauf-
nehmer verwendet, die jeweils 20mm in z-Richtung vom Mittelpunkt der Probe entfernt
sind. Aus diesem Grund wird in der Berechnung der Probe auch nur dieser Bereich ver-
wendet. Die vorgegebene globale Dehnung ist in Abbildung 7.17 dargestellt. Die Bela-
stungsgeschichte setzt sich aus insgesamt 8 Zug-Druck-Zyklen zusammen, die nach jeder
Dehnungsänderung von einer Haltephase unterbrochen werden. Die Änderung der Deh-
nung geschieht mit einer Rate von 0, 18%/min, eine Haltephase dauert jeweils 30min. Bei
einer Versuchstemperatur von 1050 C◦ ist es nicht möglich lokal Dehnungsmessstreifen an
den Proben anzubringen. Deshalb steht nur die global gemessene Kraft zur Verfügung,
welche im Experiment mit einer Kraftmessdose ermittelt wird. In der Simulation wird
die globale Kraft über ein lineares Federelement, dessen Dehnung aufgrund der hohen
Steifigkeit vernachlässigbar klein bleibt, gemessen. Bei der Berechnung wird der untere
Rand der Probe fest eingespannt, d.h. für Knoten für deren Ortsvektor

X =





Xx

Xy

0



 , (7.13)

gilt, wird die Verschiebung wie folgt vorgegeben:

u(X, t) = 0 . (7.14)

Für den oberen Rand des Modells, also Knoten mit den Koordinaten:

X(t = 0) =





Xx

Xy

40



 , (7.15)

wird die Verschiebung

u(X, t) =





0
0

uz(t)



 , (7.16)

gewählt. In den Abbildungen 7.18 und 7.19 werden die gemessene und die errechnete
z-Komponente der globalen Kraftkurve miteinander verglichen. Die Abweichungen er-
klären sich aus der Streuung der Materialparameter, der Güte der Materialparameteran-
passung sowie eventueller Schwankungen bei den Randbedingungen des Experiments.
Die Schädigungsverteilung bei der gekerbten Rundprobe konzentriert sich auf die ge-
kerbten Bereiche, wie man in Abbildung 7.20 gut erkennen kann. Die dort abgebildete
Schädigungsverteilung stellt die z-Komponente der Schädigung nach 8 Belastungszyklen
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dar. Die Verteilung von Dzz über den äußeren Rand des Kerbgrunds, wird jeweils in den
Abbildungen 7.21, 7.22 und 7.23 dargestellt. In der Abbildung 7.24 wird der zeitliche Ver-
lauf von Dzz für die Knoten 116 (x = −3, 35, y = 0, z = 5, 5) und 329 (x = 3, 35, y = 0,
z = 34, 5) gezeigt. Diese beiden Knoten stellen auch gleichzeitig die Punkte maximaler
Schädigung dar, der Verlauf von Dzz ist für beide Knoten identisch.
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Abbildung 7.20: Verteilung von Dzz nach 8 Belastungszyklen.
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Abbildung 7.21: Verteilung von Dzz für z=34,5 mm und r = 3, 35mm am Rand der oberen
Kerbebene, aufgetragen über den Winkel α.
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Abbildung 7.22: Verteilung von Dzz für z=20 mm und r = 3, 35mm am Rand der mittleren
Kerbebene, aufgetragen über den Winkel α.
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Abbildung 7.23: Verteilung von Dzz für z=5,5 mm und r = 3, 35mm am Rand der unteren
Kerbebene, aufgetragen über den Winkel α.
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Abbildung 7.24: Verlauf von Dzz für die Knoten 116 (x = −3, 35, y = 0, z = 5, 5) und
329 (x = 3, 35, y = 0, z = 34, 5) aufgetragen über die Zeit t.
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7.4 Lochfeldprobe

Als zweites Beispiel für das Materialmodell aus Kapitel 4 wird die Schädigungsverteilung
an einer Lochfeldprobe berechnet. Es wird wieder der Materialparametersatz aus Tabelle
7.7 verwendet. Die entsprechende experimentelle Probe wird in Abbildung 7.14 gezeigt.
Die genaue Geometrie mit Abmessungen kann man aus Abbildung 7.15 entnehmen. Die
Orientierung des Einkristalls in der Probe beträgt 21, 5◦ für ϕ1 und 14, 2◦ für ϕ2. Für
ϕ1 = ϕ2 = 0◦ würden die Kristallachsen mit den in Abbildung 7.27 abbgebildeten Koor-
dinatenachsen zusammenfallen und die Probe hätte die ideale [001] Orientierung (siehe
auch Abbildung 7.3).

Abbildung 7.25: Lochfeldprobe aus Ni3Al , die Orientierung des Einkristalls in der Probe
ist durch ϕ1 = 21, 5◦ und ϕ2 = 14, 2◦ gegeben.

Abbildung 7.26: Technische Zeichnung der Lochfeldprobe mit Abmessungen.
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Abbildung 7.27: Finite-Elemente-Modell der Lochfeldprobe aus insgesamt 1140 8-knotigen
Hexaeder-Volumenelementen und 1944 Knoten.
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Abbildung 7.28: Globale Dehnung der Lochfeldprobe. Die Änderung der Dehnung ge-
schieht mit 0, 18% / min, eine Haltephase dauert jeweils 30 min.
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Abbildung 7.29: Vergleich der globalen Kraft Fz von Versuch und Rechnung für die Loch-
feldprobe, aufgetragen über die globale Dehnung Ezz.
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Abbildung 7.30: Vergleich der globalen Kraft Fz von Versuch und Rechnung für die Loch-
feldprobe, aufgetragen über die Zeit t.

Zur Berechnung wird das Finite-Elemente-Modell aus Abbildung 7.27 verwendet, dass
aus 1140 8-knotigen Hexaeder-Volumenelementen und 1944 Knoten besteht. Da keine
Kristallachse des kubisch anisotropen Materials in der (x, z)-, (y, z) oder (x, y)-Ebene des
verwendeten Koordinatensystems liegt, ist es nicht möglich aufgrund von Symmetriebe-
dingungen das verwendete Finite-Elemente-Modell zu vereinfachen. Die Belastung wird
dehnungsgesteuert aufgebracht. Im Experiment werden zur Dehnungssteuerung Messauf-
nehmer verwendet, die jeweils 7,5mm in z-Richtung vom Mittelpunkt der Probe entfernt
sind. Aus diesem Grund wird in der Berechnung der Probe auch nur dieser Bereich ver-
wendet. Die vorgegebene globale Dehnung ist in Abbildung 7.28 dargestellt. Die Bela-
stungsgeschichte setzt sich aus insgesamt 8 Zug-Druck-Zyklen zusammen, die nach jeder
Dehnungsänderung von einer Haltephase unterbrochen werden. Die Änderung der Deh-
nung geschieht mit einer Rate von 0, 18%/min, eine Haltephase dauert jeweils 30min. Bei
einer Versuchstemperatur von 1050 C◦ ist es nicht möglich lokal Dehnungsmessstreifen an
den Proben anzubringen. Deshalb steht nur die global gemessene Kraft zur Verfügung,
welche im Experiment mit einer Kraftmessdose ermittelt wird. In der Simulation wird
die globale Kraft über ein lineares Federelement, dessen Dehnung aufgrund der hohen
Steifigkeit vernachlässigbar klein bleibt, gemessen. Bei der Berechnung wird der untere
Rand der Probe fest eingespannt, d.h. für Knoten für deren Ortsvektor

X =





Xx

Xy

0



 , (7.17)
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gilt, wird die Verschiebung wie folgt vorgegeben:

u(X, t) = 0 . (7.18)

Für den oberen Rand des Modells, also Knoten mit den Koordinaten:

X(t = 0) =





Xx

Xy

15



 , (7.19)

wird die Verschiebung

u(X, t) =





0
0

uz(t)



 , (7.20)

gewählt. In den Abbildungen 7.29 und 7.30 werden die gemessene und die errechnete
z-Komponente der globalen Kraftkurve miteinander verglichen. Die Abweichungen er-
klären sich aus der Streuung der Materialparameter, der Güte der Materialparameteran-
passung sowie eventueller Schwankungen bei den Randbedingungen des Experiments. Die
Schädigungsverteilung bei der Lochfeldprobe konzentriert sich um die Bohrungen, wie
man in Abbildung 7.31 gut erkennen kann. Die dort abgebildete Schädigungsverteilung
stellt die zz-Komponente der Schädigung Dzz nach 8 Belastungszyklen dar. Die Vertei-
lung von Dzz über die jeweilige Schnittebene, wird in den Abbildungen 7.32, 7.33 und
7.34 dargestellt. In der Abbildung 7.35 wird der zeitliche Verlauf von Dzz für die Knoten
1109 (x = 10, 3, y = 1, z = 9, 9) und 1697 (x = 1, 7, y = 2, z = 5, 1) gezeigt. Diese beiden
Knoten stellen auch gleichzeitig die Punkte maximaler Schädigung dar, der Verlauf von
Dzz ist für beide Knoten identisch.
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Abbildung 7.31: Verteilung von Dzz nach 8 Belastungszyklen
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Abbildung 7.32: Verteilung von Dzz für z=9,9 mm und y = 1, 5mm in der oberen Schnit-
tebene, aufgetragen über x.
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Abbildung 7.33: Verteilung von Dzz für z=7,5 mm und y = 1, 5mm in der mittleren
Schnittebene, aufgetragen über x.
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Abbildung 7.34: Verteilung von Dzz für z=5,1 mm und y = 1, 5mm in der unteren Schnit-
tebene, aufgetragen über x.
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Abbildung 7.35: Verlauf von Dzz für die Knoten 1109 (x = 10, 3, y = 1, z = 9, 9) und
1697 (x = 1, 7, y = 2, z = 5, 1) aufgetragen über die Zeit t.



Kapitel 8

Zusammenfassung

Die Verwendung von Superlegierungen wie z.B. CSMX-4, das in Gasturbinen zum Ein-
satz kommt, ist sehr teuer. Schon bereits in der Entwicklungsphase neuer Bauteile ist
es daher sehr wichtig mit Hilfe numerischer Berechnungen die Zahl der nötigen Versu-
che zur Bauteilauslegung und Lebensdauerbestimmung zu reduzieren. Natürlich soll das
Potenzial solcher Werkstoffe voll ausgenutzt werden um z.B. mit einer höheren Verbren-
nungstemperatur den Wirkungsgrad von Gasturbine zu steigern. Dies setzt eine möglichst
genaue Modellierung der Materialeigenschaften voraus. Insbesondere bei Lebensdauerbe-
rechnungen spielt die Schädigungsberechnung eine tragende Rolle. Um das gewünschte
Materialverhalten für den vollständigen Schädigungsverlauf bei inelastischem Material-
verhalten thermodynamisch konsistent beschreiben zu können wurde das Konzept der
verallgemeinerten Energieäquivalenz entwickelt.
Insbesondere die eingeführte Funktion g(D) erlaubt es das Verhalten von Werkstoffen un-
ter dem Einfluss von Schädigung sehr gut zu beschreiben. In dieser Arbeit wurde das Kon-
zept der verallgemeinerten Energieäquivalenz zunächst für isotrope Schädigung in Verbin-
dung mit einem isotropen elastisch-plastischen Materialmodell eingeführt um die Idee des
Konzepts klar herauszustellen. Im zweiten Schritt folgte die Erweiterung auf anisotrope
Schädigung in Verbindung mit anisotropem elastisch-(visko-)plastischen Materialmodell
mit statischer Erholung. Die Materialparameter des anisotropen Materialmodells wurden
durch eine Parameteranpassung mittels Dehnungsgesteuerter Versuche sowie Kriechversu-
chen ermittelt. Mit dem ermittelten Satz Materialparameter wurden zwei Beispiele gerech-
net die für die schädigungskritischen Bereiche von Gasturbinen stellvertretend sind. Zum
Vergleich wurde jeweils ein realer Versuch mit derselben Probe herangezogen. Im Rahmen
dieser Arbeit wurde auf eine eindeutige Identifizierung der Materialparameter verzichtet.
Der Grund dafür liegt an den derzeit zeitaufwendigen Rechnungen die dafür nötig währen.
Dieses Problem kann aber durch Entwicklung effizienterer numerischer Umsetzungen zur
Lösung solcher Probleme behoben werden.
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