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Vorwort

Die vorliegende Dissertation entstand begleitend zu einem DFG-Projekt,
dessen Zielsetzung die Entwicklung eines Simulationsmodells fiir den Wasser-
und Stoffhaushalt von Pflanzenwurzeln im Boden war. Erstmalig sollten da-
bei die Wurzeln in ihrer rdumlichen Baumstruktur betrachtet und Wasser-
und Stofftransport auf ihnen mit Differentialgleichungen auf Netzwerken mo-
delliert werden. Da es, sowohl was mathematische Theorie als auch die Ver-
flighbarkeit geeigneter Software betrifft, nur recht wenig gab, auf das man
zuriickgreifen konnte, und dariiberhinaus auch Bodenphysik sowie pflanzen-
physiologische Aspekte in der Wurzel eine Rolle spielen, konnte jedoch in der
begrenzten Zeit nur ein erster Schritt in Richtung dieses Modells vollzogen
werden.

Waihrend sich nun Kapitel 1 und 3 mit dem Boden-Wurzel-Projekt im en-
geren Sinn befassen, soll Kapitel 2 mit einem Exkurs iiber singulér gestorte
Differentialgleichungen auf Netzwerken den mathematischen Anspruch der
Arbeit erfiillen. Diese drei Kapitel sind, wenn auch mit gewissem gegensei-
tigen Bezug, doch weitgehend unabhéingig voneinander.

Mein Dank gilt Herrn Professor Leugering fiir die Betreuung dieser Ar-
beit, sowie jedem einzelnen meiner Kollegen in der Arbeitsgruppe, die immer
fiir ein sehr gutes Arbeitsklima gesorgt haben, dariiberhinaus jeglichen Per-
sonen, die mich moralisch unterstiitzt haben, und nicht zuletzt auch meinen
Eltern fiir die finanzielle Hilfe in der Zeit ohne Anstellung.

Kronach, im April 2002 Torsten Fischer
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Kapitel 0

Uberblick

Die vorliegende Arbeit entstand im Zusammenhang mit einem Projekt, des-
sen Fernziel die Simulation des Wasser- und Stoffhaushalts in einem Boden-
Wurzel-System war. Erstmalig sollten dabei die Prozesse in der Wurzel durch
partielle Differentialgleichungen auf einem Netzwerk, welches in seiner Geo-
metrie der Wurzel entspricht, abgebildet werden. Da dies jedoch eine mathe-
matische Arbeit ist, geht es nicht vorrangig um eine moglichst realistische
Simulation der Prozesse, sondern darum, numerische Verfahren anzugeben,
die fiir eine derartige Simulation geeignet sind.

In Kapitel 1 werden die Gleichungen dargestellt, um die es sich im wei-
teren Verlauf der Arbeit dreht. Erarbeitet werden in diesem Zusammenhang
die quasi-eindimensionale Betrachtung der Gleichungen entlang der Wur-
zeliste!, sinnvolle Bedingungen an den Wurzelknoten, durch die diese Glei-
chungen gekoppelt werden und schliellich ein Modell fiir die Kopplung von
Wurzel und Boden.

Im Bereich der Analysis konzentrieren wir uns auf lineare singulir ge-
storte Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf Netzwerken. Damit wird
ein erster Schritt bei der Untersuchung der Diffusions-Advektions-Reaktions-
Gleichungen mit kleinem Diffusionsterm gemacht, die den Stofftransport ent-
lang der Wurzel beschreiben. Partielle Differentialgleichungen auf Netzwer-
ken sind gerade in letzter Zeit Gegenstand diverser Arbeiten, wie z. B. [1], [6],
[19], [24]. Nach Kenntnis des Autors gibt es jedoch bislang keine Versffentli-
chung mit Fokus auf singuldr gestorte Probleme. Allgemeine Untersuchungen
fiir singuldr gestorte Gleichungen finden sich in der Literatur unter ande-
rem in [11] und [22], einen Uberblick gibt das Buch [30]. In Kapitel 2 wird
versucht, eine entsprechende Theorie fiir Netzwerk-Differentialgleichungen
zu erarbeiten. Dabei ist ein gewisses Augenmerk auch darauf gerichtet, daf3
moglichst wenig Anforderungen an die Regularitét der Koeffizienten der Dif-
ferentialgleichungen gestellt werden miissen. Denn diese sind nicht von vorne

Wir verwenden diesen Begriff kiinftig immer, wenn von einem unverzweigten Teilstiick
der Wurzel die Rede sein soll



herein gegeben, sondern werden ihrerseits aus der Losung der Gleichung fiir
den Wassertransport erhalten. Auch Netzwerk-Differentialgleichungen erster
Ordnung werden betrachtet. Sie treten im Grenzfall bei verschwindenden
Diffusionskoeffizienten auf.

Kapitel 3 befafit sich zunéchst mit der Problematik der Losung linea-
rer elliptischer Netzwerk-Differentialgleichungen mittels der Finite-Elemen-
te-Methode. Es bietet sich die Anwendung von Bereichszerlegungsverfahren
an, aber auch die direkte Losung mit Hilfe eines variationellen Ansatzes auf
dem gesamten Netzwerk. SchlieBllich kénnen diese beiden Alternativen in
Form einer beliebigen Zerlegung des Netzwerks in Teilnetzwerke miteinan-
der kombiniert werden. Weitere Schwierigkeiten bereitet die Tatsache, dafl
die Losung der fiir die Anwendung relevanten singulér gestorten Differential-
gleichungen mit Finiten Elementen generell problematisch ist. Das ist wohl-
bekannt, und es gibt auch einige bew#hrte Abhilfen, fiir die man beispiels-
weise in [29] eine Ubersicht findet, wie kiinstliche Diffusion und Upwind-
Schemata. Hier schlagen wir einen etwas anderen Weg ein und nehmen das
in [34] beschriebene Verfahren als Grundlage. Denn dieses ist dazu geeig-
net, eine spezielle Knotenbedingung, die im Grenzfall bei verschwindender
Diffusion auftritt und in Kapitel 2 hergeleitet wird, auszunutzen.

In der Simulation wird, sowohl im Boden als auch entlang der Wurzel,
Wassertransport mit der Methode von Jéger und Kacur aus [17] und Stoff-
transport mit dem impliziten Euler-Zeitdiskretisierungsschema gelost. Fiir
die linearen Probleme, die dafiir jeweils gelost werden miissen, werden die
zuvor vorgestellten Verfahren benutzt. Die Kopplung von Boden und Wurzel
geschieht in expliziter Form auf dem zeitdiskreten Niveau, indem zu jedem
Zeitschritt Wasser- und Stoffaustauschraten festgelegt werden, die auf dem
Zustand des vorherigen Zeitschritts beruhen. Dies alles wird schliellich in
einem Simulationsbeispiel fiir ein einfaches Boden-Wurzel-Modell getestet.



Kapitel 1

Modellierung von Wasser-
und Stofftransport im Boden
und in der Wurzel

Im Boden verwenden wir die Richards-Gleichung fiir den Wassertransport
und die lineare Dispersions-Advektions-Reaktions-Gleichung fiir den Stoff-
transport, was gewissermaflen Standard ist. Als Grundlage fiir die hier ge-
wéhlte Darstellung diente hauptséchlich [36].

Wie eingangs schon angedeutet, fassen wir das Wurzelsystem in seiner
rdumlichen Netzwerkstruktur auf, um auf diesem Netzwerk Gleichungen fiir
Wasser- und Stofftransport zu rechnen. Diese Netzwerk-Gleichungen beste-
hen aus gewohnlichen Differentialgleichungen auf den einzelnen Wurzelés-
ten zusammen mit geeigneten Bedingungen an den Knoten des Netzwerks.
Zwar gibt es bereits recht ausgefeilte Modelle fiir Wasser- und Stofftransport
entlang von Wurzeldsten (z. B. [32]). Jedoch beruhen diese auf komplexen
pflanzenphysiologischen Zusammenhéingen, und ihre Anwendung wiirde ein
eingehendes Verstédndnis dieser Materie voraussetzen. Da dies nicht Schwer-
punkt dieser Arbeit sein soll, wurde hierfiir nur ein pragmatischer, allgemei-
ner Ansatz gewéhlt.

Schliefllich wird eine Moglichkeit vorgestellt, wie Wurzel und Boden
durch Wasser- und Stoffaustausch an den Wurzelspitzen und entlang der
Wurzel gekoppelt werden kénnen. Aufgrund des Umstands, dafi die Wur-
zel in ihrer rdumlichen Struktur erfafit ist, konnen dem Boden ganz gezielt
dort Wasser und Nahrstoffe entzogen werden, wo sie die Wurzel aufnimmt.
Dies ist in bisherigen bekannten Boden-Wurzel-Modellen (z. B. [26], [33],
[10]) nicht moglich. Dort wirkt die Wurzel nur in ihrer Gesamtheit auf den
Boden, etwa, als kontinuierlicher Senkenterm.



1.1  Wasser- und Stofftransport im Boden

Die Richards-Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung zur Berech-
nung des volumetrischen Wassergehalts 6 = 6(t,z) [—|, den Anteil des Was-
servolumens am Bodenvolumen. Da der Boden kein homogenes Medium ist,
sondern sowohl Poren als auch sehr feste Bestandteile enthélt, deren Struk-
tur jedoch zu fein ist als daf} sie im Detail in einer Simulation beriicksichtigt
werden konnte, muf} es sich bei § um eine gemittelte Gréfle handeln. Dies
setzt die Existenz eines reprisentativen Elementarvolumens voraus, siehe
[36].

Weitere Groflen, die eine Rolle spielen, sind der mittlere Geschwindig-
keitsvektor v [LT~!]* des Bodenwassers und die FluBdichte ¢ [LT!]3, die
definiert ist als

q=06v.

Aus einer lokalen Bilanz des Wasservolumens folgt die Kontinuitétsgleichung

do
Kernstiick ist aber ist die sogenannte Darcy-Gleichung fiir ungeséttigte

Bedingungen, die im wesentlichen empirisch begriindet ist. Sie lautet
q=—KV. (1.2)

¥y, [EV Y] ist ein ortsabhiingiges volumenbezogenes Potential. Die Potential-
differenz Ay, zweier Punkte im Boden driickt die Arbeit aus, die verrichtet
werden muf}, um Wasser von der Menge eines Einheitsvolumens von einem
Punkt zum anderen zu bringen. In erster Linie miissen dabei Kapillarkréf-
te, aber auch die Schwerkraft, tiberwunden werden. Gewdohnlich wird ein
Potentialunterschied aber nicht in seiner natiirlichen Einheit ausgedriickt,
sondern durch den Hohenunterschied, der im Bezug auf die Hohenenergie
diesem entspricht. Der Grund dafiir ist, dafl der Anteil der Schwerkraft in
¥y, gesondert betrachtet werden mufl, denn er geht nicht in die weiter unten
dargestellten Abhéngigkeiten ein. Mit der neuen Darstellung entspricht der
Schwerkraftanteil dem Wert der Hohenkoordinate z,

Y =79+ z.

Der iibrige Anteil ¢ [L] wird als Matrixpotential bezeichnet.

Im folgenden gehen wir davon aus, dafl an jeder Stelle X im Boden unter
ungeséttigten Bedingungen eine eindeutige Beziehung zwischen dem Wasser-
gehalt 0(X) und dem Matrixpotential ¢(X) herrscht. Diese Annahme trifft
in Wirklichkeit nicht zu. So héangt die Funktion ¢ auch stark von der zeit-
lichen Vorgeschichte von 6 ab. Da dieser Effekt, Hysterese genannt, jedoch



nur sehr schwierig im Modell zu erfassen, geschweige denn in der Simulation
zu beriicksichtigen ist, werden wir ihn nicht beachten. Ebenso sei die Grofie
K [LT713*3 > 0, der sogenannte Leitfihigkeitstensor, an jedem Punkt X
eine Funktion von ¢(X) bzw. 0(X).

Unter den eben genannten Bedingungen lassen sich die Gleichungen (1.1)
und (1.2) zur Richards-Gleichung

K, X)V(¢ + 2),

(1.3)
DXy,

kombinieren. Zusammen mit geeigneten Anfangs- und Randbedingungen lie-
fert diese Gleichung ein vollstdndiges mathematisches Modell fiir eine Simu-
lation des Wassertransports.

Die Abbildungen 1.1 und 1.2 zeigen typische Kurvenverldufe der Gro-
Ben 6 und K in Abhingigkeit vom Matrixpotential ). Dabei bezeichnet 6
den Séttigungswassergehalt und 6, den sogenannten Restwassergehalt. Der
Restwassergehalt ist der Wasseranteil, der durch Anlegen eines Unterdrucks
an die Fliissigkeitsphase des Bodens diesem nicht entzogen werden kann.

Die zur Berechnung des Stofftransports verwendete Diffusions-Advek-
tions-Reaktions-Gleichung fiir die Konzentration ¢ [MV~!] eines gelosten
Stoffes lautet

d(fc)
dt

die sich mit Hilfe von (1.1) auch schreiben 1a8t als

= div(0DVc — ¢q) — pbe, (1.4)

d
Hd—i = div(#DVc) — q- Ve — pbe. (1.5)
Es sei darauf hingewiesen, dafl die Koeffizienten dieser Gleichung iiber die
Groflen 0 und ¢ von der Losung ¢ der Richards-Gleichung (1.3) abhéngen.

Der Abbaukoeffizient p [T~!] ist eine Konstante, die nur von der Natur des

Abbildung 1.1: 6 in Abhéngigkeit von



0

Abbildung 1.2: K in Abhingigkeit von
gelosten Stoffes abhingt. Der Dispersionskoeffizient D [L2T~1] setzt sich
zusammen aus
D = Dy + Nv|,

wobei Dy > 0 den Effekt der molekularen Diffusion wiedergibt und der
iibrige Term, der normalerweise iiberwiegt, fiir die sogenannte Dispersion’
steht, die von der Porenfliegeschwindigkeit v abhéngig ist. Wegen

q=06v
schreibt sich (1.5) auch

d
Hd—;f = div((0Do + Aq|)Vc) — q- Ve — pbe. (1.6)

Uber den Reaktionsterm kionnen auch mehrere solche Gleichungen, die je-
weils verschiedenen Substanzen in Losung entsprechen, gekoppelt werden.

d61

0 = div((0Do1 + Mlq)Ver) — q- Ver — prifer — pafes,
de .
Qd—f = div((0Do2 + A2lq|)Vea) — q - Veg — poifcr — pasbes.

Die Sorption von Stoffen an der festen Bodenmasse lassen wir der Ein-
fachheit halber unberiicksichtigt.

1.2  Wasser- und Stofftransport in der Wurzel

Fiir die Prozesse im Inneren der Wurzel verwenden wir Gleichungen &hn-
lichen Typs wie im Boden. Fiir den Wassertransport entlang eines Wur-
zelasts geben wir einen moglichst allgemein gehaltenen, potentialorientierten

!ein stromungsbedingter Zerstreuungseffekt, verursacht durch die unregelmaBige Struk-
tur des Bodens
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Ansatz, und fiir den Stofftransport verwenden wir eine lineare Diffusions-
Advektions-Reaktions-Gleichung. Ziel dieses Abschnitts ist es, ein Modell
zu entwickeln, in dem die Wurzel als ein Netzwerk bestehend aus eindimen-
sionalen Kanten und Knoten betrachtet werden kann.

Zunéchst einmal stellen wir uns einen Wurzelast als Rohre vor, die in
einem dreidimensionalen Koordinatensystem in z-Richtung verlduft (siehe
Abbildung 1.3). Im weiteren Verlauf bezeichnen wir Funktionen, die von
drei Raumkoordinaten X = (z,y,z) abhingen, mit Groibuchstaben und
die anderen, die auf der reellen Achse definiert sind, mit Kleinbuchstaben.

P = P(t, X) sei Losung einer verallgemeinerten Richards-Gleichung

Q=-G(P,VP,X),

do(P,X) . (1.7)
—a - —div(@®

auf dieser Rohre. @ bezeichne die Flu3dichte, P das Potential und © den vo-
lumetrischen Wassergehalt. Unter der folgenden Bedingung 1d8t sich P auch
aus der Losung einer Differentialgleichung auf der reellen Achse gewinnen.

Bedingung 1.1. Die Funktionen Py := P(0,-), © und G hdngen nicht von
(z,y) sondern nur von der z-Koordinate ab. Dariberhinaus gelte fir die

Funktion G=G(P,E,X) (E = (£&,&y,§2))

el G(P,&e., X) =0, (1.8)
e, G(P,&e., X) =0, (1.9)
el'G(Pt.e.,X)=elG(P,E, X), (1.10)

wobei mit ez, e, und e, die jeweiligen Einheitsvektoren gemeint sind.
Sei nun Bedingung 1.1 erfiillt. Dann machen folgende Definitionen Sinn.
g(pv ’Sa Z) = GZG(pv geza X)a

0(p,z) == O(p, X),
po(z) == Py(X).

Abbildung 1.3: Wurzelast
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Sei nun p = p(t, z) Losung von

dp

q= _g(p7 sz)a
db(p, z) __dq (1.11)
dt dz’
p(0, 2) = po(2).
Dann ist die Funktion P, gegeben durch
P(t7X) = p(t,Z), (112)

Losung von (1.7). Denn fir @ := —G(P, VP, X) gilt
divQ = ief@
dz
und

elQ=—-el'G(P, VP, X)
"o e x)

dz
dp

= _g(pv %72)7

da P, G und damit auch @ nicht von (z,y) abhédngen. Dariiberhinaus erfiillt
P an der Auflenwand der Rohre die Neumann-Randbedingung

ar _

dn
Aus (1.8) und (1.9) folgt, dafl man diese Randbedingung auch mit Hilfe der
FluBidichte ausdriicken kann durch

Q-n=0.

Wie schon angedeutet, verwenden wir fiir die Berechnung des Stofftrans-
ports eine Diffusions-Advektions-Reaktions-Gleichung. Der Unterschied zur
Dispersions-Advektions-Reaktions-Gleichung besteht einzig darin, dafl der
Koeffizient D nur noch aus dem konstanten Diffusionsanteil Dy > 0 besteht.
Um ein eindimensionales Modell zu erhalten, verfahren wir dhnlich wie beim
Wassertransport. Mit

0 (n: duBere Normale).

T
g=eQ
erhélt man aus einer Losung ¢ = ¢(t, z) von

dc d dc dc
T TepEsy g2
O = 0P )~ e (1.13)

c(0,2) = co(2)

12



stets auch eine Losung von

@% — div(6DVC) — Q- VC — uOC,

C(0,X) = co(2),

(1.14)

indem man C(t, X) := ¢(t, z) setzt, unter der Voraussetzung, dal © und @
nicht von (x,y) abhéngen. Dies ist natiirlich immer der Fall, wenn man ©
aus (1.12) erhalten hat. Fiir C gilt an der Auflenwand die Randbedingung

dC

Zum fertigen eindimensionalen Wurzel-Netzwerkmodell sind fiir die Glei-
chungen (1.11) und (1.13) noch Bedingungen an den Verzweigungsknoten der
Wurzel notwendig. Um sie zu formulieren, fithren wir die Indexmengen Z fiir
die Menge aller Wurzeldste (Kanten) und J fiir die Menge aller Knoten ein.
Fiir jeden Knoten J € J sei Z; die Menge der Indizes der in diesen Knoten
einmiindenden Kanten. Weiter gebe d;; die Richtung der Parametrisierung
der Kante ¢ im Bezug auf den Knoten J an. Diese Notation wird zu Beginn
von Kapitel 2 anhand eines abstrakten Netzwerks prézisiert.

Wir betrachten, zunéchst dreidimensional, einen solchen Verzweigungs-
knoten J, in den |Z;| Wurzeldste miinden. Fiir alle ¢ € Z; seien I; die
Schnittstellen zwischen dem unmittelbaren Knotenbereich, der in Abbildung
1.4 schattiert und mit w bezeichnet ist, und den Wurzelésten.

Wir stellen jetzt eine Bilanz des Gesamtwasservolumens auf w iiber einen
kurzen Zeitraum [t, ¢+ At] auf. Dabei bezeichne ¢;(t) die FluBdichte im Wur-
zelast i € Z; auf Hohe von I; und W (t) das Volumen der Gesamtwassermen-
ge in w. Falls kein Wasser von auflerhalb in die Wurzel aufgenommen wird,
gilt

t+At
W(t+an)-w =Y / diygs(u) A; du

€Ly
 W(t+ At) —W (1) 1 st
1 = lim — diyqi(u)A; d
= o >ty [ s
€Ly (1.15)
= dijai(t)Ai.
€Ly

Ausgehend davon, dafl die im Knotenbereich gespeicherte Wassermenge,
und auch ihre zeitliche Anderung, im Vergleich zum Durchsatz geringfiigig
ist, vernachlissigen wir die linke Seite in (1.15) und legen die Kirchhoff-
Bedingung

> dijai(t)Ai =0 (1.16)

ieI‘]
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Abbildung 1.4: Wurzelverzweigungsknoten

fest.
Daneben stellen wir noch die Stetigkeitsbedingung

ps(t) = p(t)=ml) Vk 1€, (1.17)

an allen Knoten J € J auf. Sie riithrt von der natiirlichen Annahme her,
dafl sich das Potential p, das mit dem Wassergehalt einhergeht, auch an
einem Knoten nicht sprunghaft d&ndert. Automatisch folgt daraus auch die
Stetigkeit des Wassergehalts

Hj(t) = Qk(t) = Ql(t) Vk,l 1. (1.18)

Um eine Bedingung fiir den Stofftransport am Knoten zu erhalten, stellen
wir eine Stoffmengenbilanz im Knotenbereich w auf. Fiir die Gesamtstoft-
menge S(t) gilt

S(t+ At) — S(t) = /

w

(OC)(t + At, X)dX — / (OC)(t, X) dX
t+ At d “
_ // L 00 (u, X) dudx
wJt dt
(1.14) t+at
= / / dlv(@DVC’ — C’Q) —uOCdudX
wJt

t+At
= / / div(©0DVC — CQ) dX du
t w

t+At
—/ /,u@C’dXdu.
t w
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Wendet man darauf den Gauflschen Integralsatz an, unter Verwendung, dafl
Stoffaustausch nur iiber die Schnittstellen I;, nicht aber {iber den Auflenrand
des Knotenbereichs stattfindet, so erhélt man

S(t + At) — S(t)

:/ttw(z /I.(@DVC—CQ)-nds—/wu@C’dX) du

€Ly vt

t+ At de:
= / (Z dzJ(GZDd—z — CiQi)Ai — / ,UJ@CdX) du
¢ €Ty z w

t+At .
(1i8) / (Z diJ(HJD% — Cigi)Ai — / u@C dX) du.
t w

€Ly

Daraus folgt

S(t+ AAtz — 5(t) arvo Z diJ(GJ(t)D%(t) —ci(t)qi(t)) A

€Ly

- / HO()C(t) dX

129,10 S dij%(t)Ai - / pO()C(t) dX.

€Ly

Mit dem analogen Argument wie beim Wassertransport, ndmlich dafi die
im Knotenbereich gespeicherte Stoffmenge gegeniiber dem Stoffdurchsatz in
erster Naherung vernachléssigt werden kann, erhalten wir die Knotenbedin-

gung

dCi
0,(t) ) diy o (t)A; = 0. (1.19)
’iEI(]

AuBlerdem fordern wir noch die Stetigkeit der Konzentrationen am Kno-
ten, ndmlich

CJ(t) = Ck(t) = Cl(t) Vk,l € 1. (1.20)

1.3 Kopplung von Boden und Wurzel

Um die Aufnahme von Wasser und Néahrstoffen der Wurzel aus dem Bo-
den zu beschreiben, verfolgen wir zwei verschiedene Ansétze. Der, auf den
grofleres Gewicht gelegt wird, ist die Aufnahme an den Wurzelknoten, ins-
besondere an den Wurzelspitzen. Die andere Moglichkeit ist die Aufnahme
iiber die Wurzelédste auf ihrer gesamten Lange.

Die Aufnahme von Wasser an einem Wurzelknoten J aus dem Boden zu
einem bestimmten Zeitpunkt kann durch die Aufnahmerate Ry}, eine GroBe
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der Einheit Wasservolumen pro Zeit‘, charakterisiert werden. In unserem
Modell ergibt sich Ry, aus den Daten p; im Knoten selbst und (X ;) im
Boden an der Stelle X ;, an der sich der Knoten J im Boden befindet, iiber
eine geeignete Funktion oy durch

Ry = ay(b(Xy),ps) = R (0(X 1), p1)- (1.21)

Ri{,max ist die maximale Aufnahmerate am Wurzelknoten. Falls der Wur-
zelknoten eine Wurzelspitze ist, bietet es sich an, R{,’I}max proportional zur
Querschnittsfliche des Wurzelasts zu wihlen. Fiir die Funktion o* nehmen
wir das Modell in [12] als Grundlage.

Die so ermittelte Aufnahmerate R{V geht als rechte Seite in die Knoten-

bedingung (1.16) ein. Wie in (1.15) erhalten wir im Knoten J

> drsgrAr = —Riy.
keZ;

Auf der anderen Seite muf} die von der Wurzel aufgenommene Wassermen-
ge dem Boden entzogen werden. Dazu fithren wir fiir jeden Knoten J auf
einer kleinen Umgebung w; des Punktes X; (siehe Abbildung 1.5) einen
Senkenterm S}, ein. Die Kontinuititsgleichung in (1.3) wird so zu

de(dj)X) . J
————— = —divg — Z Sty
d Jeg

1

‘wﬂR{V, setzen also fiir

Den Senkenterm wéhlen wir auf w; konstant gleich
alle Knoten J € J

J Loy
Sy = WRWILU .
Damit ist die Wasservolumenbilanz zwischen Boden und Wurzel ausgegli-
chen.
Tabelle 1.1 gibt eine Ubersicht der Gleichungen fiir den Wassertransport.
Mit dem gleichen Prinzip erhilt man ein System fiir den Stofftransport,
indem man die Rate Rg des Stoffmengenaustausches durch eine Funktion

R% = B(p(X ), ps. c(Xs),cp)

festlegt. Die Gleichungen fiir den Stofftransport sind in Tabelle 1.2 zusam-
mengefafit.

Die Aufnahme entlang eines Wurzelastes soll nur kurz anhand der Was-
seraufnahme angedeutet werden. Die Wasseraufnahmerate, eine auf dem
Wurzelast variable Grofle mit der Einheit ,Wasservolumen pro Zeit und Wur-
zellange‘, ergibt sich auch in diesem Fall aus den lokalen Daten ¢ im Boden
und p auf dem Wurzelast. Diese ermittelte Aufnahmerate wird auf dem

16



Knoten J

Abbildung 1.5: Anbindung der Wurzel an den Boden iiber kleine Bodenkom-
partimente, hier schattiert

Im Boden dd(y, X) )
—g —~diva=)_Si
JeTJ
Auf jeder Kante ¢ = —9(pi, P;);
dt !

Ry = ay(¥(X)),pJ),

Fiir jeden Knoten E Ay Ak = —RWJ )
JeJ k€L,
1
J J
Sy = |wJ’RWIwJ

Tabelle 1.1: Gleichungen fiir den Wassertransport
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d
0°C = div((0Dy + Mg|)Ve)

dt
Im Bod
m Boden _q.vc_ugc_zsg
JeJg
Auf jeder Kante de; . ,
icT 9%@ = (0;Dc)" — qic; — pbic;

Rg = B((Xy),ps.c(Xg),cp),

Fiir jeden Knoten | 07D Z dryer' Ap = Ré +cy Z Ay Qi Ak,
J c j kely kely
1
S = —R%I
S ’CUJ| Stwr

Tabelle 1.2: Gleichungen fiir den Stofftransport

Abschnitt des Wurzelasts, der das Bodenkompartiment w durchlduft (siehe
Abbildung 1.5), auf die rechte Seite der Kontinuitdtsgleichung von (1.11)
geschlagen. Im Gegenzug wird wieder ein Senkenterm auf w erzeugt, der
konstant ist und dem entnommenen Wasservolumen entspricht. Dieser geht
in die rechte Seite von (1.3) ein.

Die Vorgehensweise, Boden und Wurzel {iber kleine Bodenkompartimen-
te zu koppeln, hat den praktischen Grund, dafl mit den hier verwendeten
Finite-Elemente-Verfahren eine Unterteilung des Bodens in kleine Kompar-
timente schon zur Verfiigung steht.
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Kapitel 2

Singular gestorte elliptische
Differentialgleichungen auf
1-dimensionalen Netzwerken

2.1 Einfiihrung

2.1.1 Netzwerknotationen

FEin Netzwerk sei représentiert durch eine endliche Menge V' von Punkten
(Knoten) im Raum R™ (n > 1) und eine endliche Menge E von Kurven
(Kanten) endlicher Lénge, deren Anfangs- und Endpunkte in der Menge V'
enthalten sein miissen. Mit den Indexmengen Z und J (|Z] < oo, |J| < o0)
schreiben wir

V:{FJ’JEJ},
E={0icT).

Wie bereits angedeutet, sind alle I'j Punkte in R™. Fir alle ¢ € 7 sei
Q; C R™ das Bild einer Jordan-Kurve k; im R™ mit endlicher Lange [;, und
m; die bis auf ihre Laufrichtung eindeutige Bogenldngenkurve von k;, die das
Intervall [0, ;] auf €2; abbildet.

Die Bedingung, daf§ Anfangs- und Endpunkt einer jeden Kurve €; in der
Knotenmenge V' sein miissen, bedeutet mit der eben eingefithrten Notation,
daf es fiir alle 7 € Z Indizes J.—,JT € J gibt mit

7TZ(O> = FJ_— und Wz(lz) = FJ,-Jr'

Es folgen nun weitere Notationen. Wir definieren fiir alle : € 7

Ji={J7. 7}
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und fiir alle J € J
I;={ieI|Je T}

Dies induziert eine Relation R auf Z x J, welche dadurch definiert ist, dafl
fir alle i € Z und J € J gilt

Ji = R(i),

Z;=R7Y(J).
Diese Relation ist insbesondere ein Graph, den man auch als gerichtet auffas-
sen kann, wenn man die Laufrichtungen der Bogenléngenkurven in Betracht

zieht. In diesem Zusammenhang definieren wir noch fiir beliebige ¢ € Z und

JeJ

-1, fallsJ=J,
dig=1¢1, falls J = J;',
0, sonst.

Die hier vorgestellte Netzwerkdefinition entspricht den Definitionen in
[6] und [1], und paBt in den allgemeinen Rahmen, der in [23] beschrieben
ist. Lediglich auf Glattheitsforderungen der Kurven m; verzichten wir, da
wir von vorneherein nur Differentialgleichungen auf den Intervallen (0,[;)
betrachten. Deshalb bezeichnen wir der Einfachheit halber im folgenden das
Intervall (0,1;) mit €.

2.1.2 Problemstellung

Fiir alle ¢ € 7 wird ein elliptischer Differentialoperator folgender Gestalt be-
trachtet. ¢; € CY(§;) sei eine positive Funktion, die von der 0 wegbeschrinkt
ist, d. h. es gibt eine Konstante 7; mit ¢; > 7, > 0. Auflerdem seien weitere
reellwertige Funktionen f3;, 75 € C*(£;)NCY(;) mit auf Q; beschrinkten er-
sten Ableitungen 3/, v/ und die reellwertige Funktion «; € C?(€);) gegeben.
Auf jeder Kante ¢ € 7 betrachten wir den Differentialoperator

Agui = — (e’ + Biug) + v + o,

Fiir unsere Untersuchungen nehmen wir nun an, daf} sich die Menge der
Knoten aus homogenen Dirichlet- und homogenen Neumannknoten zusam-
mensetzt.

J =JIpUIN.
Mit den Rdumen
H; := L*(),
Vii={w € H'(Q)|w(T;)=0VJ € FinIp},
D(A;) := {ui € Vi| Aju; € H;} = {u; € Vil (eu)' € H}
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betrachten wir auf allen Kanten ¢ € 7 des Netzwerks den linearen Operator
A; im Raum H; mit Definitionsbereich D(A4;). Diese Differentialoperatoren
kann man mit Hilfe der folgenden Transmissionsbedingungen zu einem Ope-
rator auf dem ganzen Netzwerk zusammensetzen, siehe auch [1].

(T0): Sei

UEHV;.

1€l
Wir sagen, u erfiillt (T0), falls fiir alle J € Jy gilt
wi, (Ty) = uiy(Ty) Vi1,is € Ty, (2.1)
In diesem Fall bezeichnen wir den Ausdruck in (2.1) mit u(T"y).
(T1): Sei
ue [[ D),

i€z
u erfiille (T0). Es sei
pr(u) =Y dij((eiu)(Ts) + (Biui)(T))

i€y
= Z dZ‘J(Ei’LLi/)(FJ) + (Z diJﬁi(FJ))u(FJ)'
i€l €Ly

Wir sagen, u erfiillt (T1), falls fiir alle J € Jy gilt
ps(u) =0.

(TO) schreibt Stetigkeit an den Knoten vor, (T1) ist eine verallgemeinerte
Kirchhoff-Bedingung.

Mit diesen Transmissionsbedingungen sind die folgenden Rdume von
Funktionen auf dem ganzen Netzwerk definiert.

H =[] H,

i€l
Vi={ue HVZ . w erfiills (T0).},
i€
DA) ={ueV:uec HD(AZ-), u erfiillt (T1).},

€T

Wir definieren den Operator

A= HAz

1€l
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im Hilbertraum H mit Definitionsbereich D(.A).

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels geht es um Existenz- und Eindeutig-
keitsaussagen fiir das Problem, zu einer gegebenen rechten Seite f € H eine
Funktion u € D(A) zu finden mit

Au = f,
sowie um die Evolutionsgleichung
du
% = —AU.

Dabei werden wir immer die Tatsache im Auge behalten, dafl die Koeffizien-
ten ¢; klein sind, und auch versuchen, Aussagen dariiber zu machen was pas-
siert, wenn diese Koeffizienten gegen Null konvergieren. Da man bei diesem
Konvergenzprozef mit Differentialgleichungen erster Ordnung konfrontiert
wird, werden wir auch diese betrachten. Vorher geben wir aber auch einige
Tatsachen iiber Differentialgleichungen auf beschrankten Intervallen an, die
als Grundlage fiir die Untersuchung der Netzwerk-Differentialgleichungen
dienen.

2.2 Lineare Differentialoperatoren auf einem be-
schrinkten Intervall

2.2.1 Differentialoperatoren erster Ordnung

Sei Q2 = (a,b) ein beschriinktes Teilintervall der reellen Zahlen mit a, b € R
und a < b.

Fiir eine Zahl p mit 1 < p < oo betrachten wir den Raum LP(£2), der
alle Lebesgue-mefibaren komplexwertigen Funktionen auf 2 enthilt, fiir die

folli= ([ Juw)?d)” < o,

falls p < oo, und

[[ul| := sup |u(z)] < oo,
z€eQ
falls p = co. LP(Q) ist mit der Norm || - || ein Banachraum.
Der zu p duale Exponent p’ sei gegeben durch die Gleichung
1 1
p D

Fiir Funktionen u € LP(Q), v € L (Q) ist deren Produkt uv im Raum
LY(2), und es gilt die Holdersche Ungleichung

/Q wel d < ull ooy 0] -
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Aufgrund dieser Ungleichung kénnen wir die Abbildung

LP(Q) — (LP(Q))",

uHJu::/u‘dx
Q

formulieren. Diese Abbildung ist eine isometrische Einbettung, denn es gilt
stets
I Jull (zr () = llullr(0)-

Falls 1 < p < o0, ist diese Abbildung auch surjektiv, also

LF(Q) ~ (LP(Q))".

Fiir jede lokal Lebesgue-integrierbare Funktion w kann eine distributio-
nelle Ableitung v’ erklirt werden durch

u O (Q) —

C
P = —/ ' da.
Q

Dies ist eine Verallgemeinerung der klassischen Differentiation, wenn man
Funktionen u aus der Menge der lokal Lebesgue-integrierbaren Funktionen,
insbesondere solche aus LP(12), geméf der Abbildung

u — Ty,
mit
T, :C5°(Q2) — C
Q= / up dx.
Q
identifiziert.

Fiir Funktionen u € LP(Q) mit distributioneller Ableitung v’ € LP(Q)
konnen in sinnvoller Weise stetig von der Funktion abhingige Randwerte
zugeordnet werden. Es gilt

(@) < C(llull + 1u]]) vt € 09

Sei zusiitzlich v € L (Q) mit distributioneller Ableitung v’ € L¥ (Q). Dann
gilt

/u'v d:L‘+/ w' dz = (duv)gg, (2.2)
Q Q
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wobei d die Normalenrichtung an den Randpunkten angibt, also

und mit der Notation (-)sq die Summe

(oo = > -

teof2

gemeint ist.
Als néchstes untersuchen wir Differentialoperatoren der Form

u— pu.

(3 sei eine reellwertige Funktion aus dem Raum C!(2), welchen wir definieren
als

CH(Q) == {ue Q) NC"(Q)| v ist beschrankt auf Q.}.
Die Differentialoperatoren 135 und E’g definieren wir als

D(Dg) =C'(),

D@u = B,
D(Ep) = C' (),
E~’5u = (ﬁu)'

An Teilen des Randes 92 = {a, b} sollen jetzt homogene Randbedingungen
vorgeschrieben werden. Dazu seien I'c und I'x zunéchst beliebige Teilmen-
gen von 0$2. Die Differentialoperatoren Dy und Ej seien gegeben durch

D(DF) = {ueC'(Q)|u(t)=0 Vt eI},

Eﬁcu = B/,
D(ES) = {ueC' ()| u(t) =0 Vt e Ty},
E‘gu = (Bu)'.

Falls 9 = I'cUI'y, so sind die Operatoren Dg und —Eﬂx formal adjungiert
zueinander.

Diese Situation 148t sich in ein allgemeines Dualitétsmodell einordnen.
Angenommen, X und Y sind normierte Rdume, T': X — Y ein linearer Ope-
rator mit Definitionsbereich D(T") C X. X* und Y* seien weitere normierte
Réaume, und

<’7‘>X,X* D X x X*— (C,
<','>y,y* Y xY* —=C
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stetige Bilinearformen. Als Zusatzvoraussetzung gelte lediglich, daf§ fiir alle
f* e X* aus

<$7f*>X,X* =0 Vxe D(T)

folgt, dal f* = 0. Wenn diese Bedingung erfiillt ist, kann man auf eindeutige
Weise den Operator T* : Y* — X* folgendermafien definieren. Der Definiti-
onsbereich D(T™) bestehe aus all den g* € Y™, fiir die es ein f* € X* gibt
mit

(x, f*>X’)(* = <T$,g*>yjy* Vo € D(T). (2.3)

Man setzt dann T*¢g* = f*. T* ist ein abgeschlossener Operator, wie man
anhand der Gleichung (2.3) erkennen kann.
In unserem Fall withlen wir X =Y = LP(Q), X* = Y* = L” (Q) und

<fag>Lp(Q),Lp’(Q) = /Q fgdx.
Fiir 1 < p < oo und eine beliebige Funktion f* € Lp/(Q) folgt aus
/ uf*der =0 Yue C5° (),
Q

dafl f* gleich Null ist. Wir kénnen also Dﬁc und E; als Operatoren in LP(Q)

auffassen und dazu die dualen Operatoren in L (Q) erkliren. Es ist klar,
daB fiir alle v € D(Dj) und v € D(Ej) die Gleichung

/Q (B v dz = /Q w(~(Bv)) do

gilt. Wir haben also (Eﬁx)* D —Bg, und (D%)* D —Eﬁx.
Die Suche nach den vollen Definitionsbereichen der dualen Operatoren
fiithrt direkt auf die Definition der Sobolevraume. Es gilt

Lemma 2.1. Seil < p < oo und 0Q = I'Ul'y. Wir fassen E; als Operator
in LP(Q) auf. Dann ist der dazu duale Operator in L¥' () gegeben durch

(B5)" =-Dj.
mit
D(D§) = {ue IV (@) (Bu) € L¥(Q), (Bu)(t) = 0 Vt € T},
Dgu = (Bu) — pu.
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Beweis. Nach Definition ist eine Funktion f € L () genau dann im Defi-
nitionsbereich von (Ej5)*, wenn es eine Funktion » € LP'(Q) gibt mit

/Qzudx:/ﬂf(ﬂu)/dx Vu € D(Ey). (2.4)

In diesem Fall ist

Aus (2.4) folgt

/Q(z—ﬁf)udx = /Q(ﬁf)u dr Vu € D(Ef). (2.5)

Diese Gleichung gilt insbesondere auch fiir alle u € C§°(€2). Also ist (Bf)" €
LY (©) und

Bf) =—(==8F),
also
Bf) —Bf = —= (2.6)

Zu zeigen ist jetzt noch, dal (8f) = 0 auf I'c. Aus (2.6) folgt mit (2.2), dafl
fiir alle u € C1(Q)

/Q(—z—i-ﬁ'f)ud:v+/ﬂ(ﬁf)u’d:c = (d(Bf)u) 50 (2.7)

gilt. Zusammen mit Gleichung (2.5), die fiir alle u € D(E}) gilt, ergibt sich

(d(Bf)u)pq =0 Yue D(ES).

Da v an den Randpunkten von I'c beliebige Werte annehmen kann, folgt
daraus

(Bf)(H) =0 VteTc.
Damit ist gezeigt, daf3
— *
(E)" c —Dj.
Die andere Richtung kann man direkt nachrechnen, denn fiir alle f € D(Dg)
und D(E}) gilt

/Q(ﬂf)’uClx—i-/Qﬂfu/dx—O.

Die linke Seite dieser Gleichung kénnen wir umschreiben zu

/Q(Dﬁf)udm—i-/Qngudx.
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Entsprechend zu Dg definieren wir den Operator EﬁX durch
D(E}) = {u € L7 (Q)| (Bu)' € LV (Q), (Bu)(t) =0 Vt € Ik},
Eju= (Bu)’.
Es gilt
= *
(D§)"=—Ej3.
Aus der Definition von dualen Operatoren wird klar, dafl Dg und Eg fiir

alle p mit 1 < p < oo abgeschlossen sind. Da Dg eine Fortsetzung von Dﬁc
und Ej Fortsetzung von Eg ist, gilt

(D5)" c —E} (2.8)
und, analog dazu,
*
(EF)" c —Dj. (2.9)

Es stellt sich die Frage, ob hier Gleichheit gilt. Dazu betrachten wir die
Inklusionen

DS c D, (2.10)
EX C E}. (2.11)

Falls hier Gleichheit eintritt, so auch in (2.8) und (2.9). Dieses Problem
wurde bereits in [14] in grofer Allgemeinheit mit Hilfe von Glattungskernen
(Friedrichssche Glattung) behandelt. Mit Dg bezeichnen wir den in Lemma
2.1 eingefiihrten Operator, ohne Vorgabe von Randbedingungen, also

D(Dg) = {u € LP(Q)| (Bu)" € LP(Q)},
Dgu = (Bu)" — f'u,

und analog

D(Eg) = {u € LP(Q)| (Bu)’ € L*(Q)},
Egu = (Bu)'.

Der folgende Satz wird durch Theorem 4.2 in [14] abgedeckt.

Satz 2.1. Die Abschliefung des Operators Dﬁ im Raum LP(Q2), mit 1 <
p < 00, ist gleich Dg.

Aus Satz 2.1 kénnen wir unmittelbar einige Folgerungen ableiten.
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Folgerung 2.1. Sei 1 < p < oo, u € LP(Q) mit (Bu) € LP(Q), v € LV (Q)
mit (Bv) € LY (Q). Dann ist (Buv) € LY(Q) und

(Buv)" = u(Bv) + (Bu)v — Buw. (2.12)
Dariiberhinaus gilt fiir alle t € 9
Bt)(Buv)(t) = (Bu)(t)(Bv)(t). (2.13)

Beweis. Fiir Funktionen u, v € C*(Q) trifft die Aussage offensichtlich zu.
Ansonsten wihlen wir Funktionenfolgen (uy,), (v,) C C1(Q) mit

Up — U in LP($2
(ﬁun)/ — (/Bu)/ in LP(Q
Up — U in LP

(Bvn) — (Bv) in LP

Sei ¢ € C§°(Q). Fiir alle n € N gilt (2.12), und damit

),
)

/ (un(Bon) + (Bun) vy — Bunvn) @ d + / (Bunvy)y’ dor = 0.
Q Q

Im Limes gilt mit der Holderschen Ungleichung
/ (u(Bv) + (Bu)'v — fw)pdr + / (Buv)p' dz = 0.
Q Q

Da ¢ beliebig war, ist also (Buv)’ € L*(Q), und es gilt (2.12). AuBerdem gilt

UpUp — UV in L1(Q),

(Bunvn) — (Buv)  in LY(Q).
Wir konnen deshalb bei der Gleichung
B)(Bunvn)(t) = (Bun)(t)(Bon)(t)
den Limes bilden und erhalten (2.13). O

Folgerung 2.2. Seil < p < oo, u € LP(Q) eine nichtnegative Funktion mit
(Bu) € LP(Q) und t € 00 ein beliebiger Randpunkt mit 3(t) > 0. Dann gilt
auch (Bu)(t) > 0.

Beweis. (u) C CH() sei wieder eine Funktionenfolge mit

Up — U in LP(Q),
(Bupn)" — (Bu)’ in LP(R).
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Deshalb gilt auch

(Bun)(t) — (Bu)(?). (2.14)

In [14] wird die Funktionenfolge (u,) durch Faltung mit nichtnegativen Glét-
tungsfunktionen konstruiert. Es gilt also

(Bun)(t) = B(t)un(t) > 0,
und wegen (2.14) ist damit auch (fu)(t) > 0. O

Satz 2.1 bezieht sich auf die Operatoren Dg und Eg ohne Vorgabe von
Randbedingungen. Gleichheit in (2.10) und (2.11) sind damit also nur dann
gezeigt, wenn I'c = {} bzw. I'x = {}. In [14] wird auch die Situation mit
homogenen Dirichlet-Randbedingungen auf dem ganzen Rand betrachtet.
Mit dhnlichen Techniken wird dies in [8] auf allgemeine Randbedingungen
tibertragen. Schliefllich geben wir mit Satz 2.2 auch noch einen eigenen Be-
weis, der allerdings darauf beruht, dal das Gebiet eindimensional und LP(2)
reflexiv ist.

Satz 2.2. Die Abschlieffung des Operators Eg im Raum LP(Q) mit 1 <p <
oo ist gleich E;

Beweis. Wir arbeiten der Einfachheit halber im reellen Banachraum. Durch
Aufspaltung der Funktionen in Real- und Imaginérteil kann dies auf die
komplexe Situation {ibertragen werden. Da g abgeschlossen ist, konnen wir
dessen Definitionsbereich als Banachraum, versehen mit der Graphennorm,
auffassen. Mit einer beliebig aber fest gewihlten Konstante A > 0 definieren
wir eine zu dieser Graphennorm &quivalente Norm || - ||3,» durch

lullg = N llull” + [[(Bu)]”.

Wir zeigen, dafi der Raum D(E'BX) in D(Ej) dicht beziiglich dieser Norm
liegt. Angenommen, dies ist nicht der Fall. Sei w € D(E}) mit

d:= inf |lw—z|gr>0. (2.15)
z€D(E})

Fiir eine Minimalfolge (zy) ist ||z, || und ||(8z,)’|] beschrinkt. Da LP(Q) refle-
xiv ist, existiert eine schwach konvergente Teilfolge, die wir der Einfachheit
halber ebenfalls mit (z,) bezeichnen, mit

le
wl

Zn

€ LP(Q),
(Bzn) =7 € LP(Q).

(©2)
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Nach dem Lemma von Mazur (siehe z. B. [2]) existiert auch eine Folge (z)
von endlichen Konvexkombinationen von (z,) mit

zy, — Z, (2.16)
(B2)" — 7. (2.17)
Da die Abbildung
z = Jlw—zllgx

konvex ist, mufl auch (z{) eine Minimalfolge fiir (2.15) sein. Auerdem wird
mit (2.16), (2.17) und der Abgeschlossenheit von Ej klar, daB z € D(Ej),
und dafl

0=llw—=Zlgxr < [(w—2)+zllgn Vz € D(E).

Zusammenfassend kénnen wir (mit w := w — z) feststellen, dafl ein w €
D(Eg) existiert, mit w # 0 und

lwliga < llw+zllga V2 € D(ES),
also insbesondere auch

limin
pu—0 o)

w+ pzl|h = Jw||b .
e 5.1 = Ineliz,» >0 VzeD(E)). (2.18)

Auf diesen Differenzenquotienten kénnen wir den Satz von Lebesgue iiber
majorisierte Konvergenz anwenden. Dazu definieren wir

Xq(z) = sgn(z)|z|? Vx eR, ¢>0.
Die Funktion
x v |zfP
ist differenzierbar und konvex. Es gilt fiir alle u, v € R

|u+ pol? — Juf?

— pxp1 (u)v fiir p — 0,
L
P _ |ylP ul + piolv])” — |ulP

|u+ polP — |ul < (| | + pol D [l fiir || < po-
W Mo

Die Voraussetzungen des Satzes von Lebesgue sind also erfiillt, und es gilt

- lw + pzlG \ — lwlls
pu—0 w

- /Q N pxp1(w)2 + pxpi1((Bw))(B2) da.
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Da wir hier anstelle von z stets auch (—z) einsetzen konnen, folgt mit (2.18)
| @)+ xpa(B0))(82) da =0z € DIES),
Q

Aufgrund der Aussage von Lemma 2.1 bedeutet das aber, da8 fiir y := (Sw)’

(Bxp-1(y)) € LF(Q), (2.19)
(Bxp-1(y))" = Nxp-1(w) + B'xp-1(y), (2.20)
(ﬁprl(y))_O VteTc. (2.21)

Multiplikation von (2.20) mit |5|Pw und Integration liefert

/ BPw(Bxy1(y)) da = / BP(Pl + Bwxy (). (222)
Q Q

Da (Bw) € LP(R), so ist wegen Folgerung 2.1 auch (|5[Pw)" € LP(Q), und
es gilt

(18[Pw)" = xp- 1(5)(5w)’+(\ﬂ|p)w Bxp-1(B)w
= xp-1(8)((Bw)" + (p — 1)f'w)
= Xp-1(B)(y + (p —1)ﬁw)
(18IPw) (t) = xp-1(B(1))(Bw)(t) =0Vt € Tx. (2.23)

Durch partielle Integration der linken Seite von (2.22) erhalten wir also

/ BPw(Bxp1(y)) de = — / o1 () + (b — 1)F'w)Bxp-1(y) da
Q Q
‘/Q Byl + (0 — Dxpo1 (y)5'w) da

denn wegen (2.21) und (2.23) treten keine Randterme auf. Eingesetzt in
(2.22) ergibt sich

i, / 1B Xp1 () F'w d: = / PNl + [yP)de.  (2.24)
Q Q

Die linke Seite von (2.24) kénnen wir aber auch mit Hilfe der Youngschen
Ungleichung

5P
ab < —lalP 4+ bl Va,beR,6>0
p

5P /
abschéitzen. Die Wahl

py\L
5:(27)”
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liefert
P /
pab < (5)1/ lalP + [P
= (p— 1P alP + [b]”".

Mit a = f'w und b = x,—1(y) folgt

p / 117X (9) 5w di < / BP((p — P 8wl + [yP) dr.  (2.25)
9] Q

Der Vergleich der beiden rechten Seiten von (2.24) und (2.25) ergibt

/Q [Bw|? ((p— PGP — AP) dz > 0. (2.26)

Ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit kénnen wir jetzt davon ausgehen,
dafl wir A so gewihlt haben, dafl

AP > (p— l)p‘l(igg 18 (z)])".

Dann kann (2.26) jedoch nur dann erfiillt werden, wenn Sw = 0. Mit (2.20)
folgt daraus schlieflich, dal APx,—1(w) = 0, und damit w = 0, ein Wider-
spruch. O

Folgerung 2.3. Es gilt

(D5)" = 53
und
(E3)" = -D5.

Folgerung 2.4. Sei 1 < p < oo, u € LP() mit (Bu)’ € LP(Q), v € LV (Q)
mit (Bv) € LY (Q). Am Randpunkt t € O gelte mit einer Konstante f € C

(Bu)(t) = B(E)f.

Dann gilt

(Buv)(t) = (Bu)(t) f.

Beweis. Wir withlen g € C1(Q) beliebig, so da8 g(t) = f. Fiir ¥ := v — g gilt

(B0)(t) = 0.
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Wegen Satz 2.1 und Satz 2.2 existieren Funktionenfolgen (uy,), (7,) C C1(£2),
mit

Up — U in LP(Q),
(Bun)" — (Bu)"  in LP(Q),
By — D in L (Q),

)
(B0,) — (B7)  in L¥'(Q)
(Bo,)(t) = 0 Vn e N

)

und, umgeschrieben auf v, := v, + g,

Up = v in L¥' (),
(Bun) — (Bv) in LV (Q),
(Bu)(t) = B(t)f ¥n €N.

Wie im Beweis von Folgerung 2.1 gilt somit auch

(Bun)(t) — (Bu)(?), (2.27)

(Bunvn)(£) — (Buv) (t) (2.28)

Da aber (Bunvy,)(t) = (Buy)(t) f, folgt aus (2.27) und (2.28) die Behauptung.
O

Diese Folgerungen werden wir im Abschnitt 2.3.1 an einigen Stellen brau-
chen, ohne dafl wir immer im einzelnen darauf hinweisen.

Wir werden jetzt auf Existenz- und Eindeutigkeit von Losungen fiir Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung eingehen. Diese wird man am ehesten
erwarten, wenn man an genau einem der beiden Randpunkte des Intervalls
den Funktionswert vorgibt. Lafit man jedoch zu, dafl die Funktion § im
Inneren von €2 ihr Vorzeichen wechselt, so trifft das im allgemeinen nicht
zu, denn es kénnen sogenannte ,turning points* an den Stellen des Vorzei-
chenwechsels entstehen, was dazu fiihren kann, dafi das Problem in mehrere
voneinander unabhéngige Probleme zerfillt.

Die unmittelbar folgenden Aussagen finden sich bereits in wesentlich all-
gemeinerem Rahmen in [4]. Wir fithren sie dennoch aus, damit wir im wei-
teren Verlauf besser auf einzelne Aspekte der Vorgehensweise zuriickgreifen
konnen.

Zunichst fithren wir noch einige Notationen ein. Die Menge 092 = {a, b}
der beiden Randpunkte zerlegen wir in

N =T_UToUTl,,
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mit

I = {t € {a,b}] (dB)(t) < O},
Py = {1 € {a,b}] (dB)(t) = 0},
T, = {t € {a,b}| (dB)(t) > O}.

Von jetzt an werden wir uns auf den Fall p = 2 beschrénken. Ein hoch-
gestellter * soll im folgenden den adjungierten, nicht mehr den dualen, Ope-
rator bezeichnen. Das Skalarprodukt auf L?(Q) sei

(u,v)z/guﬁdx.

Neben der reellwertigen Funktion 8 € C1(Q) sei eine weitere Funktion « €
C°(Q) gegeben. Der Differentialoperator L sei definiert durch

D(L) = {u e L*(Q)| (Bu) € L*(Q), (Bu)(t) =0Vt € T_},
Lu = Dgu + au.

Es werden nun Bedingungen angegeben, unter welchen dieser Operator eine
beschrénkte Inverse besitzt.

Lemma 2.2. Gilt fiir eine Zahl § € R die Ungleichung
Ly
—5,3 +a—90 > 0,
so gilt fiir alle u € D(L)
(L + c)ull = (6 + o) ||u].

Beweis. Wegen Satz 2.2 ist es ausreichend, die Behauptung fiir den Operator
L 7zu zeigen, mit

D(L) ={uel(Q)|u(t)=0VteT_},
Lu = pu + au,

denn, da a beschrinkt ist, ist L die AbschlieBung von L. Fiir eine beliebige
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Funktion u € D(L) gilt
%(/Q((i + c)u)ﬂdm) = /Q%((ﬂu’)ﬂ) + (@ + ¢)|ul* dx

— / %ﬂ(|u\2)/ + (a+ c)|u|2 dzx
Q

1 , 1,
— 5/Q(B\u|2) da:+/ﬂ(—§ﬂ +a+c)|ul*dz

1 1

- §(d6|ul2)8ﬂ+/ﬂ(—§ﬁ +a+c)]u\2dx
1 1
5(dﬁ|u|2)r+—|—/Q(—§B'—|—a—i—c)|u|2d:v

v

(8 + ¢)Jull*.

Auf der anderen Seite gilt aber nach der Holderschen Ungleichung

‘/Q((L +ou)da] < (L + e u].

Division durch ||u|| liefert die Behauptung. O
Entsprechend konnen wir fiir die Adjungierte formulieren
Lemma 2.3. Gilt fiir eine Zahl 6 € R die Ungleichung
1
—§ﬁ/+o¢—520, (2.29)
so gilt fir alle w € D(L*)
(L +c)"ull = (6 + c)[Jull.

Beweis. Aus vorausgegangenen Betrachtungen wissen wir iiber L*, daf3

D(L*) = {u € L*(Q)| (Bu)’ € L*(Q), (Bu)(t) =0 Vt € T, }
L*u = —Egu + au.

L* 148t sich auch schreiben als
L*u=D_gu+ (-3 + a)u.

Es liegt also dieselbe Situation wie in Lemma 2.2 vor, nur mit umgekehrter
FluBrichtung. Mit 8 := —3 und & := —3 + a und einer Zahl § € R, die
(2.29) erfiillt, gilt

1- 1
—§ﬁ’+d—5:§ﬁ’+(—ﬁ’+a)—5
:—%ﬂ/+0z—520.

Mit Lemma 2.2 folgt die Behauptung. ]
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Mit diesen Ergebnissen kénnen wir einen Existenz- und Eindeutigkeits-
satz zeigen.

Satz 2.3. Es gelte fiir eine Zahl § € R
1 /
—5f +a-is>0. (2.30)

Dann gilt fir alle c € R mit ¢ > —§

R(L +¢) = L*(),

(L + c)ull > (6 + ¢)|jul| Yue D(L), (2.31)

und die Adjungierte L* ist gegeben durch

D(L*) = {u € L*(Q)] (Bu)’ € L*(Q), (Bu)(t) =0 ¥t € T, },
L*u = —Egu + au.

Beweis. (2.31) wurde in Lemma 2.2 bereits gezeigt. Das bedeutet fiir ¢ > —9,
dafl R(L + ¢) abgeschlossen ist und die Inverse

(L+¢)"': R(L+c¢)— L*Q)

beschrankt ist. Dariiberhinaus wurde in Lemma 2.3 bewiesen, daf}, ebenfalls
fir ¢ > -4,

N((L+¢)*) ={0}.

Nach dem ,,closed range theorem®, siehe z. B. [35], mufl im Fall ¢ > —¢ somit
gelten

R(L +¢) = L*(Q).
O

Der Abschétzung (2.31) kann man entnehmen, daf§ die Vereinigung aller
Kreise mit Mittelpunkt —c und Radius ¢+ fiir ¢ > ¢y zur Resolventenmenge
von L gehort, siche z. B. Satz 9.3 in [2], dessen Beweis auch fiir unbeschrénkte
Operatoren richtig ist. Das bedeutet dann, dafl

o(L) C {z € C[R(z) > b},

oder, direkt ausgehend von (2.30),

o(L) C {z € C|R(z) > Hslzf(_%ﬁ/ +a)}.
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Mit Hilfe von Techniken wie in [11], Abschnitt 6.2, kann man aber {iber
das Spektrum weitere Aussagen machen, indem man gewichtete Normen
verwendet. Dazu fithren wir die Rdume

Q) = {ue Co)| 3k >0: u> K},
CL(Q):={ueC(Q)]3r>0: u>r}

ein. Fiir eine beliebige Funktion ¢ € C’?r(ﬁ) definieren wir die gewichtete
Norm || - ||¥ durch

[ull? == [[Yull r2),
die #quivalent zur kanonischen L?-Norm ist. Es gilt

Satz 2.4. Fir eine Funktion ¢ € C1 () und eine Konstante § € R gelte

~5(80) + (=0 0. 2.32)
Dann gilt fiir alle c € R mit ¢ > §
R(L +¢) = L*(Q),
L+l > G+ o)llul? vue D).

Beweis. Fiir beliebige Funktionen 1 € CL () definieren wir den Operator
LY durch

D(L¥) = D(L),
LV = @bL(%)
= Dgu + (—%ﬂ@b’ + oap)u.

Wir wéhlen v := C% Wegen (2.32) gilt

(58 +a = 8)u? — gy’ =~ (5C) + (o= 6)C 2 .

Division durch ? ergibt

1 / 1 /
—55 + (—Eﬁﬂl +a—4) >0,

und daraus folgt mit Satz 2.3, dafl

(LY + c)w| > (6 + ¢)||w|| Yw e D(L).
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Damit gilt nun fiir alle w € D(L)

1L+ e)ul]” = (LY + o) (Yu)
> (8 + ¢)|epull
= (3+0)ul”.

Zu zeigen ist noch die Surjektivitit von (L + ¢). Zu f € L?*(€2) suchen wir
eine Funktion v € D(L) mit (L + ¢)u = f. Nach Satz 2.3 wissen wir, daf§
(LY 4+ c) surjektiv ist. Also gibt es eine Funktion w € D(L) mit
(LY 4 c)w = ¥ f.
Mit u := % gilt
Y(Lu+ cu) = (L¥ + o) (yu) = (LY + cjw = ¥,
und damit

(L+cu=f.

Fiir das Spektrum von L heifit das

oLy {zeccm(z)zigf(_$5¢/_%ﬁ/+a)}
PeCL ()
= () {z€CIRE) 2 it £ (-5(50) +a0)}.
Ceci(Q)

Konkret kann man fiir die Funktion v z. B. eine Exponentialfunktion wéhlen.
Fiir ¢(z) = e~ ergibt sich

. 1
o(L) c ({z€CIR(z) > inf (03 - 50+ a)l.
0eR
Damit folgt unmittelbar

Folgerung 2.5. Fulls die Funktion G auf ganz 2 gleichmdf$ig von der Null
wegbeschrdankt ist, so gilt

o(L) = {}.
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2.2.2 Differentialoperatoren zweiter Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir Differentialoperatoren zweiter Ordnung
auf einem beschrinkten Intervall (a,b). Es seien €, 8, v und « reellwertige
Funktionen mit ¢, a € C°(Q), 8, v € C(Q2), und es gebe eine Konstante
k > 0 mit € > k auf ganz 2. An den Randpunkten {a,b} von Q legen wir
homogene Dirichlet- und Neumann-Bedingungen fest.

0N =TpUTly,
Vi={uec H(Q)|u(t) =0Vt €Tp}.

Der Differentialoperator A in L?(£2) sei gegeben durch

D(A) ={ue L*(Q)|ueV, () € L*(Q), (e + Bu)(t) =0 Vt € Tn},
Au = —(eu + pu) +yu' + au.

Es ist hilfreich, die stetige Sesquilinearform

a:VxV-—=C,
(v,u) — (V' ed) + (B, u) + (v,yu) + (v, au)

einzufithren. Zwischen a und A besteht folgender Zusammenhang.
Lemma 2.4. Firu e D(A) undv eV gilt
a(v,u) = (v, Au).

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar durch partielle Integration. [
Lemma 2.5. Seien f € L?(), u € V mit

a(v,u) = (v, f) YveV. (2.33)
Dann ist uw € D(A) und Au = f.
Beweis. Fiir alle v € V', gilt

(W eu') = (BV',u) + (v, —yu' — au+ f).
Falls v € C§°(Q2), folgt mit partieller Integration
(v, eu') = (v, (Bu) —yu' — au+ f).
Das bedeutet aber, daf}
(ew) € LA(Q),

—(eu) = (Bu) —yu' — au + f. (2.34)
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Noch zu zeigen ist, dafl
(e + Bu)(t) =0 VteTly.
Fiir alle v € V gilt wegen (2.33) und (2.34)
(v, — (et + Bu)’ +yu' + au) — a(v,u) =0,
und damit
(dv(euw’ + ﬁu))rN =0.

Da v(t) fiir t € I'y beliebige Werte annehmen kann, ist die Behauptung
gezeigt. O

Aus den beiden Lemmata geht hervor, da8 fiir beliebige Funktionen u €
V, f € L?(Q) die beiden folgenden Aussagen dquivalent sind.

a(v,u) = (v, f) YveV
und
we D(A), Au=f.

Wir zeigen nun die Definitheit der Sesquilinearform a. Das sichert die
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Problems Au = f.

Lemma 2.6. Fualls
dt)(B+7)(t) 20 VteTn, (2.35)
und fiir eine Konstante § € R die Ungleichung
1
—§(ﬂ+7)'+a—(520 (2.36)
auf ganz Q gilt, so erfillt a die Abschdtzung
R(a(v,v)) > / elv'|? dx + 5/ lv|*de Vv e V. (2.37)
Q Q
Beweis. Wegen
(|v|2)l = 2%(1}?)
gilt

R(a(v,v)) :/Qe\v’|2d:r+/Qﬁv'ﬂdx#—/ﬂdea:—F/Qa\dea:
:/E\U’de—l—/(ﬁ%—’y)%(va) dx+/a\v\2dx
Q Q Q
1 1
:/Qe|v’|2dﬂc+§(d(ﬁ—|—7)|v|2)FN+/Q(—§(ﬁ+’y)'+a)|v|2dx

2/6|v/|2dx+5/ [v|? da.
Q Q
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Nehmen wir zunéchst bis auf weiteres an, dafl in Lemma 2.6 § > 0
gewiihlt werden kann. In diesem Fall ist nimlich die Sesquilinearform a H'-
elliptisch, und somit 148t sich der Satz von Lax-Milgram anwenden. Aus
diesem folgt die Existenz eines beschrénkten linearen Operators

S: V-V
mit beschriankter Inverse, der der Gleichung
(v,u) () = a(v, Su) Vu,v €V (2.38)

geniigt. Aufgrund dieses Umstands kann man fiir eine beliebige rechte Seite
f € V* eine Funktion v € V finden mit

a(v,u) = (v, flryv= Yo eV (2.39)

Denn zu f gibt es nach dem Rieszschen Darstellungssatz eine eindeutig be-
stimmte Funktion ¢ € V mit

(0, f) = (v, )y YveEV.
Man sieht nun mit (2.38), da8§
u=25S"1p
die eindeutige Losung von (2.39) ist. Da L?(2) durch die Abbildung
L*(Q) — V*,
fr=(0)

in den Raum V* eingebettet ist, ist auch das Problem

(2.40)

a(v,u) = (v, f) YveV

eindeutig 16sbar. Es gibt also fiir alle f € L?(Q2) eine eindeutige Funktion u €
D(A) mit Au = f. Der Abschétzung (2.37) kann man auerdem entnehmen,
daf

[Aul| = dljull Vu € D(A).

Falls § > 0, mufl A schon aufgrund dieser Abschétzung eine beschrankte
Inverse haben. Falls I'p # {}, ist auch fiir § = 0 und sogar fiir kleine negative
0 die Existenz einer beschrinkten Inversen mit der Poincaré-Ungleichung
sichergestellt. Es 148t sich aber keine solche Schranke fiir § angeben, die
unabhéngig von e ist. Doch gerade der Fall ¢ — 0 ist von Interesse.

Wir wollen jetzt die Adjungierte von A bestimmen. Vorher muf} sicher-
gestellt werden, da8 D(A) dicht in L?(2) liegt. Dazu verwenden wir, daf
die Einbettung (2.40) dicht ist. Daraus folgt ndmlich durch Anwendung von
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S~ daB D(A) dicht in V liegen muf, damit liegt D(A) auch dicht in L?(2).
Aus den Eigenschaften von A kann man fiir die Adjungierte A* direkt fol-
gern, dafl A* surjektiv ist und die Ungleichung

[A ] = dl[ul]  Vu € D(A")
erfiillen muB. Wir definieren die Abbildung A durch

D(A) ={ue L*(Q)|u eV, () € L*(Q)},
Au = —(eu +yu) + pu’ + au.

Man kann mit partieller Integration direkt nachrechnen, daf fiir alle v €

D(A), v € D(A)

(Au,v) = a(u,v) = (u, Av)

gilt. A* muB also eine Fortsetzung von A sein. Andererseits ist aber A mit A
identisch, bis auf die Tatsache, dafl 3 und  vertauscht sind. Die Bedingungen
(2.35) und (2.36) sind also auch fiir A erfiillt, und A ist damit surjektiv. Wire
nun A* eine echte Fortsetzung von A, so kénnte A* nicht injektiv sein. Also
ist A* = A.

Diese Betrachtungen bezogen sich auf den Fall 6 > 0. Die Aussage iiber
die Adjungierte kann man aber auch auf den allgemeinen Fall iibertragen,
indem man eine Zahl ¢ > 0 so grofl wéhlt, daf3

—%(ﬂ—i—’y)/—i-(oﬂ-c)—ézo.

Die Adjungierte von (A + ¢) 148t sich dann wie oben darstellen, und damit
konnen wir auf die Adjungierte von A schlieffen. Zusammenfassend haben
wir

Satz 2.5. Es gelte (2.35). Dann ist A ein abgeschlossener Operator in L?(€2)
mit dichtem Definitionsbereich. Die Adjungierte A* ist gegeben durch

D(A*) ={ue L*(Q)|ueV, () € LQ(Q)},
A*u = —(eu' +yu) + Bu’ + au.

Fualls fiir eine Zahl 6 € R die Abschdtzung
1
5B+ +a-5=0 (2.41)
gilt, so gilt fir alle c € R mit ¢ > —§

R(A +¢) = L*(Q),
(A + c)ul| > (6 +c)|jul| Vue D(A).
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Wie bei den Differentialoperatoren erster Ordnung kénnen wir die Aus-
sage iiber das Spektrum von A verallgemeinern, indem wir positive Mul-
tiplikatorfunktionen verwenden. Fiir beliebige Funktionen 1 € C’S)F(ﬁ) sei
dazu (-,-)¥ das zur Norm || - ||¥ gehérende Skalarprodukt in L2(£2), und fiir
¢ € C1 () definieren wir die stetige Sesquilinearform

a$:VxV-C,

(v,u) — a(Cv,u).

Fiir beliebige Funktionen v € V und f € L?(Q2) sind dann folgende Aussagen
dquivalent:

a(v,u) = (v,f)& YveV
und
u€ D(A), Au=f.
Entsprechend zu Lemma 2.6 gilt

Lemma 2.7. Gegeben sei eine Funktion ¢ € C1(Q2) mit (e¢') € CY(2), die
auflerdem in allen Neumann-Randpunkten t € 'y differenzierbar sei. Fir
gelte

d(t) (e’ + (B+7)¢)(t) >0 Vtely (2.42)
und, mit einer Konstante 6 € R,
1 / ,
5+ (=B+7)¢) + (=F +a=0)(=0. (2.43)
Dann erfiillt ¢ die Abschitzung
¢ 112 2
R(a(v,v)) Z/QGC|U| d:L‘+5/QC|v| dx YveV.
Beweis.
§R(a<(v, v)) = %/ e(Cv)' v + B(Cv) T + Cvyv’ dz + / al|v|? dzx
Q Q
= / eC|v'|? dz + / (e + (B+7)C)R(v) da + / (B¢ + af)|v]? da.
Q Q Q
Mit

(|v\2)/ = 2R(v'D)
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erhalten wir nach partieller Integration

R(a(v,v)) = /QeC]fu’]Z dx + %(d(e(' + (B + ’y)C)]v|2)FN

1

_5/9(6C/+(ﬁ—i-7)()/\U|2d33+/Q(ﬂcl-i-aC)\v]de

:/Qeg|v’12dx+;(d(eC’+(ﬂ+v)C)|v|2)rN
/(_%(64'+ (=B+7)¢) + (—6’+a)C)|v\2dx
Q

Z/e(]v’]Qd:r—l—é/C]v\zdx.
Q Q

Damit kénnen wir Satz 2.5 auf die || - ||[¥-Norm iibertragen. Es gilt

Satz 2.6. Gegeben sei eine Funktion ¢ € C1(2) mit (e¢') € CY(R), die
auflerdem an allen Neumann-Randpunkten t € I'y differenzierbar ist. Fir
gelte (2.42). Dann ist die Adjungierte A* gegeben durch
DAY ={ue L*V)|ueV, () € L*(Q)},
A*u = —(eu +yu) + pu’ + au.
Falls (2.43) mit einer Konstante 6 € R gilt, dann gilt fir alle ¢ € R mit
c> —9o.
R(A+0) = L(Q),
1 1
[(A+c)u|®® > (06 +o)|ull*® Yue D(A).

Bemerkung 2.1. Satz 2.5 ist nur dann anwendbar, wenn (2.35) gilt. In Satz
2.6 148t sich hingegen stets eine zuldssige Funktion ¢ finden, die (2.42) erfiillt.

Wie wir spéter noch sehen werden, ermoglichen diese Sétze einen einfachen
Zugang zu Problemen der Form

du

A

dt "
iiber Halbgruppentheorie. Satz 2.6 gibt fiir die durch —A erzeugte Halb-

gruppe S(t) eine zur kanonischen L2-Norm #quivalente Norm | - ||¥ an, fiir
welche mit einer Zahl w € R

IS@) < e*

gilt. Dies ist fiir jede C°-Halbgruppe prinzipiell moglich, sieche dazu auch
[27], Abschnitt 1.5.
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Uber das Spektrum von A lit sich jetzt sagen, daf
1

2(=5 (¢ + (8+9)0) + 8¢ +ac) },

o(A) C O{z € C|R(2) > inf

wobei fiir ¢ alle Funktionen, die in Satz 2.6 erlaubt sind, eingesetzt werden
diirfen. Im Fall € € C1(Q) erhalten wir

o(A) Q{z € T R(z) > inf(~266° + (¢ — 5+ 7)0 - %(5 4y +a)),

wenn wir die Schar der Exponentialfunktionen
((x) =72

einsetzen.

Im folgenden werden dhnliche Resultate im Zusammenhang mit der Ma-
ximumnorm hergeleitet. Ein guter Ausgangspunkt dafiir sind Maximumprin-
zipien, wie sie in [28] zu finden sind. Einen umfassenden Uberblick, auch im
Hinblick auf singulér gestoérte Probleme, gibt [9]. Die folgenden Ausfithrun-
gen sind in Anlehnung an [28]. Einziger Unterschied unserer Situation zu
der in [28] ist die Tatsache, dafl der Differentialausdruck zweiter Ordnung
in Divergenzform vorliegt. Das Maximumprinzip ist aber dennoch giiltig,
und 148t sich mit der gleichen Technik beweisen. Wir definieren dazu die
Abbildung A durch

D(A) ={ue C°'(Q)|ue C(Q), () € C'(Q)},
Au = —(ed) 4+ yu' + au.

Lemma 2.8. Seien ug, upr € C und f € C%(Q) gegeben. Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte Funktion u € CY(Q) mit eu’ € C1(Q), welche das
Anfangswertproblem

Au = f,
u(a) = ugp,
u'(a) = up1

lost.

Beweis. Das Anfangswertproblem 148t sich auf ein System von Differenti-
algleichungen mit zwei Variablen zuriickfiihren, indem man w; := » und
ug := eu’ setzt. In Matrixschreibweise lautet das

()-(o 50 ()-(9)
()w=(n)
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Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gewohliche Differentialglei-
chungen ist dieses Anfangswertproblem eindeutig 16sbar mit Funktionen u,
ug € C 1(9) O

Diese Existenz- und Eindeutigkeitsaussage wird zunéchst benotigt, um
Hilfsfunktionen fiir den Beweis des Maximumprinzips zu konstruieren.

Lemma 2.9. Es gelte a > 0. u sei eine reellwertige Funktion auf Q0 mit
u € CHQ), e’ € CHQ) und Au > 0 auf ganz Q. Dann kann u kein lokales
Minimum an einer Stelle ¢ € Q annehmen, fiir welches u(c) <0 gilt.

Beweis. Nehmen wir einmal an, es gibt ein solches Minimum an der Stelle
c € Q mit m :=u(c) < 0. Es folgt, da «/(¢) = 0, und damit

(eu) (c) = vu/(c) + au(c) — (Au)(c) = am — (Au)(c) < 0,
(eu')(c) = 0.

Also wechselt eu/, und damit v/, an der Stelle x = ¢ das Vorzeichen. Es
gibt eine Zahl p > 0 mit «/(z) > 0 fir x € (¢ — p,¢) und o/(z) < 0 fiir
x € (¢,c+ p). Also hat u an der Stelle ¢ ein isoliertes lokales Maximum, ein
Widerspruch. O

Der folgende Satz entspricht Theorem 3 in [28].

Satz 2.7. Es gelte a > 0. u sei eine reellwertige Funktion auf Q mit u €
CHQ), ev/ € CY(Q) und Au > 0 auf ganz . Falls u ein lokales Minimum
an einer Stelle ¢ € Q annimmt, fir welches gilt u(c) =: m <0, so ist u =m
auf ganz €.

Beweis. Angenommen, es gibt ein d € Q mit u(d) > m. Ohne Beeintréichti-
gung der Allgemeinheit konnen wir uns auf den Fall d > ¢ beschrianken. Die
Funktion z sei die Losung des Anfangswertproblems

Az =1,
z(c) =0,
Z(c) = —1.

Da wu(d) echt groBler als m ist, kann man eine Zahl k > 0 so klein wihlen,
daB auch u, := u + Kz an der Stelle d echt grofler als m ist. Insgesamt gilt
also

u(c) = m,
U (c) <0,
uk(d) > m.

Also muf} u,, auf (¢, d) ein negatives lokales Minimum annehmen. Da aber
Au, = Au+ kAz > k > 0,

ist das nach Lemma 2.9 ein Widerspruch. ]
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Daraus ergibt sich unmittelbar

Folgerung 2.6. Es gelte « > 0. u € D(A) sei eine reellwertige Funktion
mit w(a) > 0, w(b) > 0 und Au > 0 auf ganz Q. Dann ist u > 0 auf ganz Q.

Diesen Sachverhalt kénnen wir, dhnlich wie in [28], mit Hilfe einer posi-
tiven Multiplikatorfunktion verallgemeinern, da sich die Aussage von Folge-
rung 2.6 nur auf das Vorzeichen von u bezieht.

Lemma 2.10. Angenommen, es gibt eine Funktion { € D(A) mit{ > k>0
und

AC > 0. (2.44)

Sei nun u € D(A) eine reellwertige Funktion mit u(a) > 0, u(b) > 0 und
Au > 0 auf ganz Q2. Dann ist u > 0 auf ganz ().

Beweis. Wir folgen der Beweisidee in [28] und definieren den Operator AS
durch

Ay = %A(Cu)

_ %(_ (e(¢u))' +(¢u) + al¢u))

1
¢

Die Funktion u schreiben wir jetzt als u = (u. Es gilt

= (Y + L(2e¢ + A0 + %(Acm

0< %A(ga) — Aq

Wegen (2.44) konnen wir Folgerung 2.6 anwenden und folgern, da§ 4 > 0.
Damit ist schlie3lich auch u > 0. O

Folgerung 2.6 kann man auch als Vergleichsprinzip verwenden und daraus
eine Normabschitzung herleiten. Fiir Funktionen ¢ € C%(Q) definieren wir
die Norm || - || als

lull = llvulloo-
Satz 2.8. Angenommen, es gibt eine Funktion ¢ € D(A) mit { > k > 0 und
AC —6¢ >0, (2.45)

mit einer Konstante 6 > 0. Dann gilt fiir alle reellwertigen Funktionen u €
D(A) mit u(a) = u(b) = 0 die Abschdtzung

JAullss” > dllulls”, (2.46)
und fiir alle rechte Seiten f € CY(Q) existiert eine Funktion u € D(A) mit
u(a) =u(b) =0 und Au= f.
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Beweis. Wir kénnen davon ausgehen, dafl Au beschrinkt ist. Andernfalls
betrachten wir (2.46) als erfiillt. Mit dem Operator AS aus dem Beweis
von Lemma 2.10 zeigen wir jetzt, daf fiir alle Funktionen @ € D(A) die
Abschitzung

1A 00 > [}l oo,

welche dquivalent zur Behauptung des Satzes ist, gilt. Um das Vergleichs-
prinzip anzuwenden, wihlen wir als obere und untere Schranken fiir o die
konstanten Funktionen

1
bu = 514 oo,
b 1= — =] A%
;= 5 Ul oo-
Es gilt
1 (2.45) 1 ~ _

und damit kann man auf die Funktion ¢, — @ Folgerung 2.6 anwenden, denn
es gilt

0,

©
g
!
i
=
I
Vv

$u(D)
(2.47)
AC(¢u - ﬂ) = Ac¢u — Aty > 0.

Es folgt also, dafl ¢,, > @ auf ganz ). Analog gilt ¢; < @ auf Q. Also sind ¢,
und ¢; Schranken fiir 4. Sei nun f € C°(Q). Die affine Abbildung

R — R,

up1 u(b),

wobei u Losung des Anfangswertproblems

Au = f,
u(a) =0,
v (a) = uo1,

ist, mufl nach dem bisher gezeigten injektiv sein. Also ist sie auch surjektiv,
und die gesuchte Losung des Randwertproblems mufl existieren. U

Nachfolgend sei noch eine Variante von Satz 2.7 angegeben, die zum
Beweis eines Maximumprinzips auf dem Netzwerk niitzlich sein wird. Im
Falle, daf3 ein nichtpositives Minimum an einem Randpunkt angenommen
wird, kann man ndmlich eine Aussage iiber die Ableitung an diesem Punkt
machen. Analog zu Theorem 4 in [28] gilt
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Satz 2.9. Es gelte « > 0. u € D(A) sei eine reellwertige Funktion auf €
mit Au > 0 auf ganz Q. Angenommen, u nimmt am Randpunkt t € 02 ein
lokales Minimum an mit u(t) =: m < 0. Auflerdem existiere die einseitige
Ableitung v (t). Dann ist entweder d(t)u'(t) < 0 oder w = m auf ganz Q.

Beweis. Der Beweis geht im Prinzip &hnlich wie der von Satz 2.7. Ohne
Beeintriachtigung kénnen wir davon ausgehen, dafl ¢ = a. Da u an der Stelle
a ein lokales Minimum besitzt, gibt es eine Zahl § > 0 mit

m <wu(z) Vz€la,a+9). (2.48)

Falls fiir ein « € [a, a+0) Gleichheit in (2.48) eintritt, liegt auch an der Stelle
z ein lokales Minimum vor. In diesem Fall folgt mit Satz 2.7, dafl u = m
auf ganz Q. Andernfalls mufl ein Punkt d € € existieren mit u(d) > m. Die
Funktion z sei die Losung des Anfangswertproblems

Az =1,
z(a) =0,
2(a) = —1.

Da u(d) echt gréfler als m ist, kann man eine Zahl x > 0 so klein wihlen,
dafl auch u, := v + kz an der Stelle d echt grofler als m ist. Insgesamt gilt
also

ug(a) = m,

u(a) <0,

uk(d) > m.
Also muf} u, auf (a,d) ein negatives lokales Minimum annehmen. Da aber

Au, = Au+ rkAz > k > 0,

ist das nach Lemma 2.9 ein Widerspruch. O

Folgendes Lemma wird schlieflilich bei der Konvergenzanalyse in 2.3.3
benutzt. Es sagt aus, dafl sich in bestimmten Situationen Grenzschichten
fiir kleine € bilden.

Lemma 2.11. Es gelte a > 0. ¢, C C9(Q) sei eine Folge von Diffusionsko-
effizienten und (u,) C C°(Q) mit u, € CY(Q) und e ul, € CH(Q). Auflerdem
gelte

Up, > 0 Vn € N, (2.49)
[ = —(equp) +yul, + au, > k>0 Vn€eN, (2.50)
ey, — 0 schwach in L*(Q), (2.51)

und am Randpunkt t € Ty sei uy(t) = 0 fir alle n € N. Dann gilt
lim sup d(t)(enul, ) (t) < 0.

n—oo
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Beweis. Wir konnen ohne Beeintriachtigung der Allgemeinheit davon ausge-
hen, dafl ¢t = b und v > m > 0, indem wir ) gegebenenfalls spiegeln und
anstelle des gesamten Intervalls nur eine Umgebung von t betrachten. Wir
konstruieren eine Funktion v € C1(2) mit v # 0 und

v >0, (2.52)
(—yv) 4+ av <0, (2.53)
v(a) = 0. (2.54)

Dazu definieren wir zunéchst ¢ als Losung des Anfangswertproblems
7= 2541,
m
(a) =0

und setzen v := % Fiir alle n € N gilt nun

o(®)entily (0) P2V (W entil)) + (= (1)’ + o, ) — (v, f)
(2.49),(2.53)
S etdl) — (0, f)
(2.50),(2.52)

< (v',enu%)—/ﬁ/vdﬂv
Q

2.51
(—5>)—/<;/vd:c,
Q

und da auch v(b) nach Wahl von v positiv ist, folgt die Behauptung. O

2.2.3 Konvergenzresultate fiir e — 0

Dieser Abschnitt befafit sich mit der Frage, wie sich die Losungen der in
2.2.2 betrachteten Differentialgleichungen verhalten, wenn die Diffusionsko-
effizienten € gegen Null konvergieren. Derartige Ergebnisse fiir entsprechende
Probleme auf mehrdimensionalen Gebieten finden sich in [11], [5] und [22].
Diese stellen aber auch hohere Anforderungen an die Glattheit der Diffu-
sionskoeflizienten, bzw. setzen voraus, daf3 diese konstant sind. Aus diesem
Grund soll hier ein neuer Zugang erarbeitet werden. Dieser beruht allerdings
darauf, dafl das Gebiet eindimensional ist.

Daf nicht in jedem Fall mit Konvergenz zu rechnen ist, zeigt schon fol-
gendes einfaches Beispiel. Fiir konstante Koeffizienten € > 0 ist die Losung
von

—eu +u' =1,
u'(0) = 0,
u(l)=0
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gegeben durch
u(z) =z — 1+€(€% —e%).

L&aBt man e gegen Null gehen, so konvergiert die Folge dieser Losungsfunk-
tionen auf [0,1) punktweise gegen unendlich. Dreht man jedoch die Rand-
bedingungen um und 16st

—eu +u' =1,
u(0) =0,
u'(1) =0,

so erhélt man
u(r) =z — e (1- e%).
Das konvergiert auf [0, 1] gleichméfig gegen
u(x) =z,
der Losung des Anfangswertproblems

u =1,
u(0) = 0.

Sei nun (f,) C L%(Q) eine beschrinkte Folge von rechten Seiten und
(A,) eine Folge von Differentialoperatoren in L?(f2), wie in 2.2.2 definiert,
die sich nur in ihren Diffusionskoeffizienten e unterscheiden, also

Apu = — (e’ + pu) +yu' + au.
Um zunéchst Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von
Apu = fp (2.55)

zu erhalten, nehmen wir an, es gibt eine Zahl § > 0 und eine Funktionenfolge
(¢n) C CL(2) mit der Eigenschaft, daB fiir alle A,, die Voraussetzungen des
Satzes 2.6, jeweils mit der Funktion (, und der Konstante ¢, erfiillt sind.
Satz 2.6 sichert in diesem Fall die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen
von (2.55). Daritiberhinaus gilt mit Lemma 2.7 die Abschéitzung

1
/encnlu;Ide+6/<n\un\2dx< (s £ .
Q 0

Um die Beschrénktheit der Funktionenfolgen (u,) und (e%u;) zu bekommen,
fordern wir deshalb zusétzlich, dafl es Schranken m, M > 0 gibt mit

m<( <M VneN.
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Aus (u,,) kénnen wir somit eine schwach gegen eine Funktion u € L?(£2) kon-
vergente Teilfolge auswéhlen. Dariiberhinaus nehmen wir ab sofort an, dafl
die rechten Seiten f, schwach gegen eine Funktion f € L?() konvergieren,
und daf

H%Hoo — 0.

Nehmen wir einmal an, die ganze Folge (u,) konvergiert schwach gegen
u. Fiir beliebige v € C§°(Q) gilt

(V' epul,) + (ﬁv' — (), un) + (v, quy) = (v, fn). (2.56)

Wegen
11

L= eleiu
konvergiert e,u, gegen Null, und Gleichung (2.56) lautet im Limes

(80" = (), u) + (v,au) = (v, f) Vv € CF°(Q).
Das bedeutet, daB ((—8 + 'y)u)/ € L*(Q) und

(=B8+7)u) + (= +a)u = f. (2.57)

Dadurch ist u jedoch noch nicht eindeutig bestimmt, weil keine Randbedin-
gungen vorgegeben sind.

Uber die Konvergenz der Randwerte und -ableitungen kénnen wir den-
noch eine Aussage treffen. Fiir alle v € H'(Q) folgt aus

(v, Aun) = (v, f)

mit partieller Integration

(dv(=entp, + (=B +7)un)) g + (v €ntir) + (BV = (70)',un) + (v, Q)
= ('U> fn)a

sowie, wegen (2.57),

(dv((—=B+ ”y)u))aQ + (8" = (yv),u) + (v, 0u) = (v, f).

Da die Funktion v fiir alle t € 0€) beliebige Werte annehmen kann, kénnen
wir schlieflen, dafl

(—enty, + (=B 4+ 7un)(t) = (=8 +7u)(t) ¥t € . (2.58)

Stérkere Aussagen konnen wir fiir den folgenden Spezialfall machen.
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Lemma 2.12. Ausgehend von der gegebenen Situation gelte zusdtzlich

fn— [ stark in L?(),

f=0,
FDOF+:{},
FNﬂF_:{}.

(2.59)
(2.60)

Auperdem existiere eine Funktion ¢ € C1 () und eine Konstante k > 0 mit

50 gz

(2.61)

Dann konvergiert u,, stark in L?(Q2) gegen die eindeutig bestimmte Funktion

u € L3(Q) mit (yu) € L*(Q2) und
Dyu+ au = f,
(yu)(t)=0 Vtel_.

Dariiberhinaus gilt

1
eaul, — 0 stark in L*(Q).

Beweis. Alle Funktionen w, erfiillen die Gleichung
(Ctn, fr) = ((Cun)',enu;)+(Cun,ﬁyu%) + (Cup, ).
Mit
1 !/
gi=—3(10) +a

folgt aus (2.60) und (2.65) mit partieller Integration

R(Citn ) = R(Cumsenty) = [ enlido+ 5 (@rcluaP)y,

+ / glun|? dz.
Q

(2.62)
(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

Wir wissen bereits, daf u,, schwach gegen eine Funktion u € L?(Q) konver-

giert mit (yu) € L?(Q) und (2.62). Es gilt also

R(Cu. ) = 5 (@) + 5@y, + [ ool de

(2.67)

Da nun wu,, schwach gegen u, f, stark gegen f und e,u,, stark gegen Null
konvergieren, konvergiert die linke Seite von (2.66) gegen die linke Seite von

(2.67), und dasselbe gilt damit auch fiir die rechte Seite, also

. 1
lim </g enClul,|? da + 5(dv§|un|2)r+ + /ﬂg|un|2d:v>

n—oo

1 1
= §(d7C‘U|2)F7 + §(d7C‘U|2)F+ + /ngupdf’«"
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Andererseits haben wir jedoch
/ enClul, | dz > 0,
Q

liminf/ glun|? dz > / glu*dx,  wegen u, = uund g > K >0,
Q Q

((1')/(]1Ln]2)F+ — (dfy(|u\2)r+, wegen (2.58) und (2.59),
0> (dy¢lul?), -

Das alles 148t sich nur in Einklang bringen, wenn

/ enClul|? dz — 0, (2.68)
Q
/g|un|2d:c—>/g|u]2dx, (2.69)
Q Q
0= (dv¢lulP), - (2.70)

Da wegen (2.61) g eine von der Null wegbeschriinkte Funktion ist, impliziert
(2.69) die Konvergenz der Normen, die zusammen mit der schwachen Kon-
vergenz die starke Konvergenz von w,, gegen u ergibt. Aus (2.70) ergibt sich
schliefflich (2.63), wegen

2
C)|(vw) ()= (6) (v¢luP()) =0 VEeT_.
Dafl u durch 2.62 und 2.63 eindeutig bestimmt ist, sagt Satz 2.4 aus. U

Verzichtet man in Lemma 2.12 auf die Voraussetzung (2.59), so kann bei
'y NT'p eine Grenzschicht auftreten. Wie in [22], Kapitel V.1, konstruieren
wir dazu eine Hilfsfunktion, die auf I';. verschwindet und so die Grenzschicht
ausloscht. Auf diese Weise konnen wir die starke Konvergenz von u, gegen u
zeigen. Lediglich (2.64) 148t sich unter diesen schwiicheren Voraussetzungen
nicht mehr beweisen.

Satz 2.10. Es seien die Voraussetzungen von Lemma 2.12 bis auf (2.59)

erfillt. Dann konvergiert u, stark in L*(Q) gegen die eindeutig bestimmte
Funktion u € L*(Q2) mit (yu)' € L*(Q) und

Dyu+ou = f, (2.71)

(yu)(t)=0 Vtel_. (2.72)

Beweis. Wir konstruieren eine Funktion ¢ € C*(€2) mit

(>0,
g:i= —%(’yg)’ +al >R >0,
C(t)=0 VteTy,
C(t) >0 VieTl_.
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Dazu withlen wir eine Funktion ¢ € C*(2) mit
¢ =0,

1 -
—5(%)@’ + Kkp > R >0,
o(t) >0 Vtel_.

Da (7€) in einer Umgebung von I'; nicht das Vorzeichen wechselt, ist es
immer mdoglich, eine solche Funktion anzugeben, wie man sich anhand von
Abbildung 2.1 klarmachen kann. Fiir ¢ := (¢ gilt dann

p(x)

Abbildung 2.1: Wahl der Funktion ¢, hier: I'_ = {a}, I'y = {b}

500 +a)g
> —%(vé)w”ﬂw
> K.

1 N/ s 1 /
—5000) +al==5(3O)¢" + (

Genau wie im Beweis von Lemma 2.12 erhalten wir

/ €n5|uln|2dl‘ — 0,
Q

/§|un|2dac—>/§|u]2dm,
Q Q

0= (dv¢lul),
und die Behauptung ist bewiesen. O

Mit diesem Resultat kénnen wir schliellich, mit Hilfe der Adjungierten,
auch dann eine Konvergenzaussage machen, wenn nur schwache Konvergenz
der rechten Seite vorliegt. Die beiden folgenden Sétze umfassen die Situation
inhomogener Dirichlet-Randbedingungen, wie sie bei der Konvergenzanalyse
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auf den Netzwerken im Hinblick auf die einzelnen Kanten auftreten wird. Da
in den beiden Satzen nur Dirichlet-Randbedingungen auftreten, kénnen wir
die Koeffizienten # und v zusammenfassen und uns auf den Fall 3 = 0
beschrénken.

Satz 2.11. (u,) C H'(Q) sei eine Folge von Funktionen mit
(enul,) € L*(Q) Vn eN.

Die Randwerte von (uy) seien beschrinkt, d. h. es existiert eine Zahl M > 0
mit

lun(t)] <M  ¥n e N,te .

Dariiberhinaus nehmen wir an, es existieren Funktionen u, f € L*(Q) und
Randwerte u_(t) fir alle t € T_ mit

Jn = _(enuln)/_*_’yu;,_{'aun — /s (273)
Up > u, (2.74)
Up(t) —u_(t) Vtel_. (2.75)
Dann gilt
(yu) € L*(%), (2.76)
Dyu+ au = f, (2.77)
(yu)(t) =~v(t)u—(t) VteI_. (2.78)

Beweis. (2.76) und (2.77) werden mit den Bemerkungen zu Beginn dieses
Abschnitts klar. Fiir den Beweis von (2.78) konnen wir ohne Beeintréchti-
gung der Allgemeinheit annehmen, dafl

1
—5M+azn>0 (2.79)

Ansonsten wahlen wir eine Konstante C' geniigend grof}, so dafl mit & :=
a+C

1
—5M+azn>0
Anstelle von (2.73) gilt jetzt mit f=f+Cu
Fo = —(enty)’ + 7ty + Gun = f.

Sei nun g € L?(Q) beliebig aber fest vorgegeben. Wegen (2.79) gibt es ein-
deutig bestimmte Funktionen w, € H}(2) mit (e,w),) € L*(Q) und

_(Enwiz + ’Y'wn)/ + aw, = g.
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Zweimalige partielle Integration liefert

(Um g) = _(dunenwfn)aﬂ + (fm wn)- (2'80)

Aus Satz 2.10 wissen wir, dafl w,, stark in L?(Q) gegen die eindeutig be-
stimmte Funktion w mit (yw) € L?(Q) und

—(yw)' +aw =g, (2.81)
(yw)(t) =0 VteT, (2.82)

konvergiert. Wegen der starken Konvergenz von w,, folgt aus (2.80), dafl
(dupenwy,)on — (f,w) — (u, 9).
Andererseits gilt aber wegen (2.77), (2.81) und (2.82) auch
—(dyuw)r_ = (f,w) = (u, 9).
Insgesamt ergibt sich also
(dupenwh)og — —(dyuw)r_. (2.83)

Das Verhalten der linken Seite dieser Gleichung kennen wir aber auch auf-
grund der gegebenen Voraussetzungen. Da w,, jeweils Losungen von Dirich-
let-Problemen sind, gilt wegen (2.58)

enw), (t) — —(yw)(t) Vt € Q.

Auf '} verschwindet (yw) wegen (2.82), und auf I'_ konvergiert u,, gegen
u_. Es gilt deshalb

(dupenwl)oo — —(dyu_w)p_. (2.84)
(2.83) und (2.84) ergeben schlieBlich
(dyuw)r_ = (dyu_w)p_. (2.85)

Diese Gleichung muf} insbesondere fiir alle w € C}(Q) mit w(t) = 0 fiir alle
t € I'y gelten, denn man kann

9= —(yw) + aw
wahlen. Da man so beliebige Randwerte fiir w auf I'_ erzeugen kann, folgt

(yu)(t) =v(H)u—(t) vteI_.
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Ausgehend davon kénnen wir bei starker Konvergenz der rechten Seiten
mit der Technik, die bereits in den Beweisen von Lemma 2.12 und Satz 2.10
verwendet wurde, auch die starke Konvergenz von u,, gegen u zeigen.

Satz 2.12. (u,) C HY(Q) sei eine Folge von Funktionen mit
(enul,) € L*(Q) Vn eN.

Die Randwerte von (uy) seien beschrdnkt, d. h. es existiert eine Zahl M > 0
mit
lun(t)] < M Vn e N,t € Q.

Dariiberhinaus nehmen wir an, es existieren Funktionen u, f € L*(Q) und
Randwerte u_(t) fir alle t € I'_ mit

o o= (et + 7y 4 i . (286)
Uy > u, (2.87)

enttl, — 0, (2.88)

up(t) —»u_(t) Vtel_. (2.89)

Auperdem existiere eine Funktion ¢ € C1 () und eine Konstante k > 0 mit

1
—5(70/ +a¢ > k.
Dann konvergiert u, sogar stark gegen u, und es gilt
(u)" € L*(9),
D u+ au = f,
(yu)(t) = y(t)u_(t) Vtel_.
Beweis. Da unsere Voraussetzungen stirker sind als in Satz 2.11, konnen
wir von schwacher Konvergenz der Folge u,, gegen u ausgehen. Daf u,, auch

stark gegen u konvergiert, ist noch zu zeigen. Dazu nehmen wir, wie im
Beweis von Satz 2.10, eine Funktion ¢ € C'(Q) zu Hilfe mit

(>0,
g:= —%(75)’+a5 >R >0,
C(t)=0 VteTy,
C(t) >0 Vtel_

Fiir alle n € N erfiillt u,, die variationelle Gleichung

(Eum fn) + (ngnGnU%)F,UFO = ((5”11),’ 6n“%)+(§un7 'Yu;z) + (5”71,7 aun)-
(2.90)
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Mit
1, 5, -
g = —5(0) +al
folgt nach partieller Integration

%(éunv fn) + §R(dgunenuil)F,LJFO - %(E,urw Enu;J = / GnCN\U;z‘Q dx
@ (2.91)

1 -
+ 5@l + [ gl e

Unabhéngig davon erhalten wir, ebenfalls mit partieller Integration, fiir u
die Gleichung

R(Cu. ) = 5ol + [ glul?da. (292)

Wir wollen jetzt die in (2.91) vorkommenden Terme einzeln untersuchen.
Wegen der schwachen Konvergenz von u,, gegen u und der starken Konver-
genz von f, gegen f gilt
Fiir alle ¢t € T'_ gilt nach Voraussetzung u,,(t) — u_(t), und da wir ja auch
schon wissen, daB (yu)(t) = ~y(t)u_(t), konvergiert wegen (2.58) e,ul, (t)
gegen Null. Zusammen ergibt dies

(dCupnenu’)r_ — 0.

Fiir t € Ty konnen wir (2.58) direkt entnehmen, dafl €,u) (t) gegen Null
konvergiert. Ebenfalls wegen u,(t) — u_(t) konvergiert ~(t)|u,(t)|* gegen
v(t)|u—(t)|*. Der noch verbleibende Randterm (d(v|uy,|?)r_ konvergiert des-
halb gegen (d(v|u_|?)r_. Der Vergleich von (2.91) und (2.92) liefert schlieB-
lich

lim [ enClul|? de + / glun|? dz = / glu|? dz.

n—oo Jq Q Q

Da aber andererseits
/ enClul,|>dx > 0,
Q
liminf/ glun|? dz > / glu*dz, wegen u, = wund § > & >0,
muf} gelten

/ enau;z’2d$ — 0,
Q

/g|un|2dx—>/g|u2d:n.
Q Q

Da ¢ eine von der Null wegbeschrankte Funktion ist, impliziert dies die
Konvergenz der Normen, die zusammen mit der schwachen Konvergenz die
starke Konvergenz von u,, gegen u ergibt. ]
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2.3 Lineare Differentialoperatoren auf einem Netz-
werk

2.3.1 Differentialoperatoren erster Ordnung

Diese Operatoren sind fiir uns in erster Linie im Zusammenhang mit dem
Grenzfall €¢; — 0 im Bezug auf den in 2.1 geschilderten Kontext interessant.
Wir beschrianken uns daher auf eine relativ spezielle Situation, eben auf die,
welche bei der Konvergenzanalyse in 2.3.3 auftreten wird.

Mit den reellwertigen Koeffizienten o;; € C°(€2;) und 3; € C*(€;) definie-
ren wir den Operator £ im Raum H = [[;.; L*(€;) zunéchst durch

D([,) = {(ui)igz S H| (ﬁlul)' € LQ(Qi) Vi € I},
Wir geben jetzt eine Klasse von Knotenbedingungen an, durch die der Defi-

nitionsbereich von £ engeschrinkt werden kann. Dazu spalten wir fiir jeden
Knoten J € J die Menge Z; der adjazenten Kanten auf in die Mengen

I, =101y,

wobei wir If; als freie und 77 als restringierte Kanten bezeichnen. Die Kno-
tenbedingung

Cy(Bius)(Ty) = Bi(T1) Y cfidrs(Bru)(Ty) Vi€ Tf (2.93)
keTh

fiir den Knoten J driickt aus, dafl sich die Funktionswerte in Richtung der
restringierten Kanten als Linearkombination aus den Funktionswerten in
Richtung der freien Kanten ergeben. Dabei sind C'; > 0 und cii € R beliebige
Konstanten. Es gilt

Lemma 2.13. Sei L der eben eingefiihrte Differentialoperator mit durch
(2.93) eingeschrinktem Definitionsbereich. L ist ein abgeschlossener Opera-
tor in H. Mit der adjungierten Knotenbedingung

Cr(Brun)(Ts) = —Br(Ts) D clidis(Biui)(Ty) Yk €T} (2.94)

i€t
ist die Adjungierte L* gegeben durch

D(L*) = {(u)iez € H| (Bsus) € L*(Q), es gilt (2.94) fiir alle J € T},
(,C*’LL)Z = *Eﬁiui —+ o;u;.

Beweis. Die Abgeschlossenheit von £ kommt daher, dafi die Knotenwerte
(Biui)(T'y) stetig von u; beziiglich der Graphennorm von Dg, abhéngen und
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deshalb (2.93) im Limes erhalten bleibt. Sei nun w € D(£*) und L*w = z.
Insbesondere fiir u € [[;c7 C5°(€2;) muB gelten

Z((ﬁu)z, wi) = Z(UZ, Zi). (295)
i€L 1€l
Daraus folgt, daf3
(Brws)' € L*() Viel,
Zi = —Eﬁiwi 4+ aw; VieTL.
(2.95) muB aber auch fiir alle u € [[;.7 C*(€%) gelten mit
Crui(Ty) = Y cfladies (Brur) (L) (2.96)
keT)
(2.95) schreibt sich
> (B + g, wi) =Y (i, —(Bawi) + qwy),
i€ i€

und daraus folgt mit partieller Integration

S 3 dis(ui(Brn)) (Tg) = .

JeJ i€ly

Den am Knoten J auftretenden Term bezeichnen wir mit

Bj(u,w) := Z di.y(ui(Biwi)) (T 7).

iez,
Es gilt
CyBj(u,w)
=Cy Y dig(ur(Brwr)) (L) + Cr Y dig(ui(Biwi)) (L)
kT €1
=Cy > diy(uk(Brwg))(T)

keT)
+Cy Z Z d;iyeildry (Brur) (T7) (Biug) (T )

ker! €T

= > dyur(T) (Co(Brwr)(T) + Br(Lg) Y clidig (Biwi) ().

ket! =
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Da Cj # 0 und die Werte uy(I"y) fiir alle k € I}c beliebig auftreten konnen,
kann ) ;- By(u,w) nur dann fiir jede zuléssige Wahl von u verschwinden,
wenn

Cy(Brw)(Ty) + BrTs) Y clidis(Biwi)(T ) = 0.
keTh

(2.94) ist also eine notwendige Bedingung dafiir, dafl w € D(L*). Um fest-
zustellen, daf sie auch hinreichend ist, betrachten wir die Knotenterme fiir
beliebige Funktionen w, welche (2.94) erfiillt, und u € D(L). Es gilt, unter
Beachtung von Folgerung 2.4,

Cy Y diy(Brurwi)(Ty)

kely

=Cy Z dij (Brupwe)(Ty) + Cy Z dij(Biviw;) (L)

keT) €1

= Z dkj(ﬁkuk)(l“J)(— Z CiidiJ(ﬁiwi)(rJ))

kez! =

+ ) (D idis(Brur) (L)) dig (Biwi) (T)
€T et
=0.

Also ist auch

> iy (Brugwy) (L) = 0.

keZy
Die Knotenterme verschwinden also, und damit ist w € D(L*). O

Fiir die folgende speziellere Situation kénnen wir nachweisen, daf§ £ nach
unten beschrénkt ist, was in 2.3.3 fiir den Beweis einer Eindeutigkeitsaussage
verwendet wird.

Lemma 2.14. Angenommen, an einem Knoten J € J gilt
disBi(Cy) >0 Viel). (2.97)
Wir definieren die Ubergangsmatriz Ty durch
1; = (Tik)z'ezg,kezf’
T = |dis Bi(T.)|2 e 1dis (') 2.
Falls nun

1752 < Cy, (2.98)

62



dann gilt fir alle w € D(L)

> dig(Bilui*) (L) > 0.

€Ly
Beweis. Fiir u € D(L) gilt
CT Y diy(Bilus*)(T )
€Ly
=C7 Y dy(Bilun*) (L) + CF Y dig(Bilwil*) (L)
ke =

(2.99)

=3 Z Ay (Brlug|*)(Ty) + Z disBi(T )| Z Ciiko(ﬁkuk)(FJ)‘Q-

keT), = keT),

Mit

[SIES

ok = |dies (Bilur|?)(D)|2 i k € T

1483t sich dies schreiben als

CT Y~ dis(Bilui*)(T)
€Ly
(2.97

ke i€l kT

>C7 > vi— > | i 5:(Ty)|2 > s (Brur) (T)|

keT) €1 keI,

1) C3 Z vj + Z digB3:(T )| Z Ciiko(ﬂkuk)(FJ)‘2

> C3 Y0 0= D (3 BTkl |drsBu(T ) 2 o)

keT) €1; ket
2 2 2
=C3 2 vk 2 (2 Taw)
keT) €1 get!
(2.98)
> 0.

Damit kénnen wir jetzt folgenden Satz formulieren.

Satz 2.13. Angenommen, es gilt fir alle Knoten J € J

disB:(Ty) >0  Viell,
digBi(Ty) <0  Viell].

Fiir die in Lemma 2.14 definierten Ubergangsmatrizen Ty gelte

H,]:]HQSCJ vJ e J.
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Dariiberhinaus sei fiir alle Kanten i € Z mit einer Konstante § € R
5+ (o —8) 2 0. (2.103)
Dann gilt fiir alle c € R mit ¢ > —90
R(L +c)=H, (2.104)
(L4 c)ul| > (0 + ¢)|jul] Yue D(L). (2.105)

Beweis. Sei u € D(L). Unter Zuhilfenahme von (2.103) erhalten wir mit
partieller Integration wie im Beweis von Lemma 2.2

%(([, + c)u,u)H > (6 +o)|jul|% + Z Z diy (Bilwi*) (T ).

JeJ i€l

Wegen Lemma 2.14 sind auch die Randterme positiv, und es folgt (2.105).
Fiir die Adjungierte £* gilt (2.103) ebenfalls, wie im Beweis von Lemma
2.3 verdeutlicht wurde. Um die Ubergangsmatrizen von £* an den Knoten
J € J darzustellen, miissen wir die Knotenbedingung (2.94) mit —f anstelle
von (3 darstellen, da dies ja die Fluirichtung des adjungierten Operators ist.
Die Knotenbedingung lautet

Cr((=Br)ur)(T'y) = (=B)(Ts) Z lidig((—B)w)(Ty) Yk eI

ieTy,

Die Ubergangsmatrix von £* am Knoten .J ist also gleich T]T. Da jedoch die
2-Norm einer jeden reellen Matrix immer gleich der 2-Norm ihrer Transpo-
nierten ist, gilt (2.102) entsprechend auch fiir £*. Die Ungleichung (2.97),
die fiir die Anwendung von Lemma 2.14 gebraucht wird, lautet fiir die Ad-
jungierte (2.101). Genau wie fiir £ gilt also fiir £* die Abschétzung

R((L*+ )u,u) ;> (6+ o)ull?3 VYue DLY).
Mit dem ,,closed range theorem* kénnen wir damit auf (2.104) schliefen. I

Um diesen Satz mit gewichteten Normen zu formulieren, definieren wir
fiir Funktionen ¢ € [],.7 C{(;) auf dem Netzwerk die Norm || - H}ﬁ, durch

lully = llvulla.
(- )Id} sei das zugehorige Skalarprodukt.
Satz 2.14. Angenommen, es gilt fiir alle Knoten J € J

0 Viell,
0 Viel,

diyBi(L'y)

J) =
dijB:(Ty) <
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¢ €Iler C}_(QZ) sei eine Netzwerk-Funktion mit folgenden FEigenschaften.

Fiir die Ubergangsmatrizen TC, die wir definieren als

'Z}C = (Tjik’)ie_'[‘r]’kezf;’ (2106)
BT R e 17Gi(Tg)\z
T = |5 2lelil o) (25) " (2107)
gelte
IT5l2<Cy VI€J. (2.108)
Dariiberhinaus sei fiir alle Kanten i € Z mit einer Konstante § € R
1
—5(@'@')/ + (o — 6)G = 0. (2.109)

Dann gilt fir alle c € R mit ¢ > —§
R(L+c¢)=H,
1 1
£+ Jullly = @+ o)luly;  Vue DEL).

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.4 definieren wir fiir eine Netzwerk-Funk-
tion ¢ € [[,c7 C1 () den Operator £¥ in H durch

D(LY) = {ue H: % e D(L)},

V) = b A
(L%u); wz(c(w))z

1 .
= Dp,ui + (_Jﬁi@b; + ai)u; Viel.
(2
1
Wir wihlen ¢; := (7. Wegen (2.109) gilt

1 1
(—§5£ +a; — 6)F — i = —5(@'@)' + (i — 6)¢i > 0.
Division durch w? ergibt

1
¥i

Die Knotenbedingungen zu £¥ lauten nach Definition von D(L¥)

50+ (Bt + o — ) > 0.

c, (Biui)(Ty) _ 5T S el ko(Bkuk)(FJ)7

Yi(Ly) M (T )

J
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also

N[

CsBi(Ty) = B:i(Ts) Y Cgiﬁdkj(ﬁkuk)(rt])

r
ker) ORI

~—
=

’TJC ist somit die Ubergangsmatrix von £¥. Insgesamt erfiillt £¥ die Voraus-
setzungen von Satz 2.13, es gilt also fiir alle w € D(£) und ¢ > —§

1L+ cyullyy = 1LY + ¢) () |z
> (8 + ¢)||[vbull g
= (6 + ) Jull}-

Die Surjektivitit von (£ + ¢) folgt aus der Surjektivitit von (LY +¢). O

Falls, anschaulich gesprochen, das Netzwerk keine in Flufirichtung verlau-
fende Schleifen enthélt, lassen sich solche Netzwerk-Funktionen ( sukzessive
aus Funktionen auf den einzelnen Kanten zusammensetzen. Angenommen,
auf jeder Kante i € Z gibt es eine Funktion ¢; € C1 (%), welche die Bedin-
gung (2.109) erfiillt. Wir nehmen weiter an, dafi wir die Kanten i € Z des
Netzwerks in einer Reihenfolge i1,. .., 47| so anordnen konnen, daf fiir alle
ne{l,...,|Z|} und J € J mit i, € I gilt

5 in, o yina}-
Dann setzen wir die endgiiltigen Funktionen (; an als
G = cis,

mit positiven Konstanten ¢; und durchlaufen nun das Netzwerk Kante fiir
Kante der oben beschriebenen Reihenfolge nach. Im n-ten Schritt sind dann
fur alle J € J mit i, € I} die Werte (,(I'y) fiir k& € If; alle schon fest-
gelegt. Durch geniigend kleine Wahl von ¢;, kénnen wir dafiir sorgen, dafl
die Norm von ’TJC kleiner als Cy bleibt. Auf dhnliche Weise werden in [13]
Gewichtsfunktionen fiir Differentialoperatoren zweiter Ordnung konstruiert.

2.3.2 Differentialoperatoren zweiter Ordnung

Wir kehren nun zur Rahmensituation von 2.1.2 zuriick. Auf diese Gleichun-
gen 1aBt sich dasselbe variationelle Prinzip anwenden wie die in 2.2.2 be-
schriebenen Gleichungen auf dem Intervall. Wir definieren dazu die Sesqui-
linearform

a:V xV —C,

(v, u) — Z(Uéa eiu;) + (Bivi, wi) + (viy viug) + (vi, o).
ieT

Zwischen a und A aus Abschnitt 2.1 besteht folgender Zusammenhang.

66



Lemma 2.15. Fir alle u € D(A) und v € V gilt
a(v, u) = (U7 AU)H

Beweis. Partielle Integration liefert

a(v,u) = (v, Au)g + Z Z d;j (v(eiu; + ﬁiui))(I‘J)

i€l JeT;NIN
(v, Au) g + Z (Ty)ps(u
JEIN
(E) (v, Au) g
O
Lemma 2.16. Seien f € H, u € V mit
a(v,u) = (v, f)g YueV. (2.110)
Dann ist u € D(A) und Au = f.
Beweis. Auf einer beliebigen Kante i € 7 gilt fiir alle v; € C§°(€;)
(v, €iuz) = (vi, (Biwi)' — v — cwug + fi).
Also ist
(eruz)" € L*(),
—(equy)" = (Bius)’ — yiv; — agui + fi.
Damit ist gezeigt, daf3
ue [[D(A)
1€T
A = f; VieT, (2.111)

und es muf} nur noch die Transmissionsbedingung (T1) nachgewiesen wer-
den. Fiir beliebige v € V' gilt wegen (2.110) und (2.111)

Z(vi,Aiui) —a(v,u) =0 Yvev,
€T

und somit

Z v(Ly)ps(u) =0 YvelV.
JeIn

Da v jedoch an den Neumann-Knoten beliebige Werte annehmen kann, folgt

pJ(U) =0 VJeJn.
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Wir zeigen jetzt die Definitheit der Sesquilinearform a, um die Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen des Problems Au = f zu erhalten.

Lemma 2.17. Fiir alle Neumann-Knoten J € Jn gelte mit einer Konstante
peR

% > dig(Bi+7i)(T) = e (2.112)
=

Weiter gelte fiir eine Konstante 6 € R die Ungleichung
1
—5Bi+7) +ai-6>0 Viel (2.113)

Dann erfillt a die Abschdtzung

R(a(v,v)) ZZ/Q.ei\vgﬁderé/Q|vi|2d:p+,u Z lv(T)]? YweV.

i€l JeIN
Beweis.
R(a(v,v)) —Z/ ei|v§]2daz+/ (ﬂi—i-’y,-)?R(vgvi)da:—i-/ oilvi|* dx
iez /S & &
1
=3 [ aliPde— [ 50+l da
i€l Q2 Q2 2

b (B ) T

JETiNIN

+ / ailvi|? da
Q

i 1
:Z/ ei|vz’-|2dx—|—/ (—§(ﬁi+7i)/+ai)|vi|2d:x
Q;

il i

+% Z (Z dig(Bi + 7)) |v(T)?

JeJN €Ly

> Z/qu\vgﬁdﬁa/ﬂ it e+ 3 o)

1€ JeIn

Mit genau denselben Betrachtungen wie in 2.2.2 erhalten wir

Satz 2.15. Angenommen, in Lemma 2.17 kann p > 0 gewdhlt werden. Dann
ist A ein abgeschlossener Operator im Raum H mit dichtem Definitionsbe-
reich. Die Adjungierte A* ist genau wie in A definiert, jedoch treten die
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Koeffizienten 3; und ; in vertauschten Rollen auf. Falls fiir ein § € R die
Abschitzung (2.113) gilt, so gilt fir alle ¢ € R mit ¢ > —§
R(A+c)=H,
I(A+c)ulla > (G +Olluln Yue D(A).
Die Forderung, daf§ in Lemma 2.17 1 > 0 gewihlt werden kann, ist eine
echte Einschrankung, doch sie kann, dhnlich wie in der Situation auf dem
beschriankten Intervall, mit gewichteten Normen umgangen werden.

Fir uw € V, f € H und eine in allen Neumann-Knoten stetige Funktion
¢ € [1;e7 C1(£%) besteht eine Aquivalenz zwischen

1

a®(v,u) == a(Cv,u) = (v, f)g YoeV
und
ue D(A), Au=f.
Analog zu Lemma 2.17 und Satz 2.15 gilt fiir diese gewichteten Normen

Lemma 2.18. Gegeben sei eine Funktion ¢ € [[,c7CL(%), die in allen
Neumann-Knoten stetig und in Richtung einer jeden adjazenten Kante dif-
ferenzierbar ist. Es existiere eine Zahl pp € R, mit

% > dig(eil) + (B +7:)6) Tg) = p VT € I, (2.114)
iz

und 0 € R, mit
1
—5 (€6 + (=B +w)G) + (B + 0 = 0)G 20 Viel (2115

Dann erfiillt ¢ die Abschitzung
R((00)) 2 Y [ aGliffdo+s [ Gloldesn 3 @)
iez /S & JETN

Beweis. Die Behauptung folgt mit partieller Integration, wie im Beweis von
Lemma 2.7, und anschlieBender Aufsummierung iiber alle Kanten. O

Satz 2.16. Angenommen, in Lemma 2.18 kann p > 0 gewdhlt werden. Dann
ist A ein abgeschlossener Operator in H mit dichtem Definitionsbereich. Die
Adjungierte A* entspricht A, jedoch mit vertauschten Rollen fir B; und ~;.
Falls nun fiir eine Konstante 6 € R die Abschdtzung (2.115) gilt, so gilt fiir
alle c € R mit ¢ > —6

R(A+c) = H,

1 1
[(A+ullsy > @ +o)|ully;,  Yue D(A).
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Da man offensichtlich stets Funktionen ¢ findet, die (2.114) erfiillen, a8t
sich dieser Satz immer anwenden.

Im folgenden soll versucht werden, ein Maximumprinzip fiir elliptische
Netzwerk-Differentialoperatoren zweiter Ordnung herzuleiten. Fiir parabo-
lische Gleichungen finden sich solche Resultate in [6].

Den Definitionsbereich D(.A) legen wir jetzt bis auf weiteres fest als die
Menge aller Netzwerk-Funktionen u € [],.; C°(€;), die in allen Neumann-
Knoten stetig sind und fiir die

u; € CHQy) Vi€,
eul e CHQYy) Viel

gilt. Auerdem fordern wir, dafl « in allen Neumann-Knoten in Richtung
einer jeden adjazenten Kante differenzierbar ist. Fiir u € D(A) sei

(Au); = —(eu; + Biwg)" + yiu) + ogu;.

Wir zerlegen die Kantenmenge Z des Netzwerks in Zusammenhangskom-
ponenten. Zwei Kanten sollen genau dann in derselben Zusammenhangs-
komponente liegen, wenn sie iiber einen Pfad verbunden sind, bei dem alle
Knoten, durch die dieser Pfad lduft, Neumann-Knoten sind. Es gilt

Lemma 2.19. Es gelte
—Bi4+a; >0 Viel (2.116)
und

D diyBi(Ty) =0 VJ € Iy (2.117)
€Ly

Sei nun u € D(A) eine reellwertige Funktion mit
Au>0
und
ps(u) >0 VJ e Jn. (2.118)

m sei der minimale Wert, den u auf dem Netzwerk annimmt. Angenommen,
m < 0. Dann wird dieser Minimalwert entweder an einem Dirichlet-Knoten
angenommen, oder u ist auf einer ganzen Zusammenhangskomponente kon-
stant gleich m.

Beweis. Falls m im Inneren einer Kante ¢ € 7 angenommen wird, so ist
nach Satz 2.7 u; = m auf dieser Kante. Wir konnen also davon ausgehen,
dafl der Minimalwert auf jeden Fall an einem Knoten angenommen wird.
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Angenommen, dies ist ein Neumann-Knoten. Aufgrund der Minimalitét von
m muf

dijui(Ty) <0 VieI;

gelten. Auf der anderen Seite ist aber wegen (2.118)

Z dij(€eiu;)(Ty) + (Z digBi(Ty))m > 0.
i€Z, i€Ty
Wegen (2.117) und da m < 0 kann beides gleichzeitig nur dann gelten wenn
digui(Ty) =0 VieIy.

Nach Satz 2.9 ist dann aber w; = m auf allen Kanten 7 € Z;. Auf diese
Weise konnen wir alle iiber einen Pfad erreichbaren Kanten abarbeiten und
erhalten, dafl u auf der gesamten Zusammenhangskomponente gleich m ist.

O

Folgerung 2.7. Es gelte (2.116) und (2.117). Sei nun u € D(A) eine re-
ellwertige Funktion mit

Au >0
und
pJ(u) >0 VJeIn.

Falls jede Zusammenhangskomponente des Netzwerks mindestens einen Di-
richlet-Knoten enthdlt und uw in all diesen Knoten nichtnegative Werte an-
nimmt, d. h.

UZ'(FJ)ZO vJ € Ip, i € 1y,

dann gilt

Allgemeiner gilt
Lemma 2.20. Fir eine Netzwerk-Funktion ¢ € D(A) gelte

A¢ >0,
(>k>0,
ps(€) >0 VJ € JIn. (2.119)

Sei nun u € D(A) eine reellwertige Funktion mit

Au > 0,
ps(u) >0 VJeIn. (2.120)
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Falls jede Zusammenhangskomponente des Netzwerks mindestens einen Di-
richlet-Knoten enthdlt und w in all diesen Knoten nichtnegative Werte an-
nimmt, d. h.

ui(l“J) >0 VvJeJp,ie€ly, (2.121)
dann gilt
u > 0.

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 2.10 definieren wir den Operator A¢
durch

(), = d (cw),

(61 ) ( 262< +72<2)u + = (AC)luz

Gi

und schreiben v als u = (. Damit gilt

Gi

0< %A(ca) = ASq.

Angenommen, @ nimmt ein nichtpositives Minimum m auf dem Netzwerk
an. Auf AS treffen die Voraussetzungen von Lemma 2.19 zu. Wir kénnen
also mit denselben Uberlegungen wie im Beweis dieses Lemmas schliefien,
daBl dieses Minimum an einem Knoten J € J angenommen wird. Ferner gilt

diju;(Ty) <0 Viely. (2.122)

Falls J € Jp, ist wegen (2.121) die Behauptung bewiesen. Im Fall, da8
J € Jn gilt aber andererseits

(2.120)
0 < Y dig(ei(Gi))Ty) + > digBi(T7)¢(T5)m
€Ly €Ly
CTy) D dis(eiy)(Ty) + Y dig(e)(Tym+ > digBi(T5)¢(T5)m
i€Ly i€Ly €Ly
¢(Ty) Z diy(€u;)(Ly) + pr(Q)m
€Ly
(2.122)
< ps(Qm
(2.119),m<0
< 0.

Hier muf} also iiberall Gleichheit gelten, insbesondere im vorletzten Schritt.
Das bedeutet, dafl

dijﬂg(FJ) =0 Vielj.
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Nach Satz 2.9 ist nun u; = m auf allen adjazenten Kanten i € 77 und, nach
sukzessiver Anwendung dieser Schlu3weise, auf der ganzen Zusammenhangs-
komponente. Da aber nach Voraussetzung in dieser Zusammenhangskompo-
nente auch mindestens ein Dirichlet-Knoten sein mu8, folgt mit (2.121) die
Behauptung. O

Entsprechend zu Satz 2.8 kénnen wir auch eine Normabschétzung her-
leiten.

Satz 2.17. Angenommen, es gibt eine Netzwerk-Funktion ¢ € D(A) mit

AC —46¢ >0, (2.123)
¢>r>0, (2.124)
pr(Q) >0 YJe Jn, (2.125)

mit einer Konstante 6 > 0. Dann gilt fir alle w € D(A) mit

uly)=0 VJeIp, (2.126)
ps(u) =0 VJ e Iy, (2.127)

die Abschdtzung
JAulls” = llulls" (2.128)

Dariiberhinaus existiert fiir alle rechte Seiten f € [[;c7 CY() eine Funktion
u € D(A) mit (2.126), (2.127) und Au = f.

Beweis. Den Operator AS definieren wir wie im Beweis von Lemma 2.20. u
schreiben wir als (. Wir definieren die Schranken

b= 3 S,
1 -
¢l = _SHACUHOO

Es gilt

(2.123) 1
Apy = (A by > Sy > 5(5,4411) = A%, (2.129)

N

und
(pu —@)(Ty) = ¢u(Ty) >0 VJ € Ip. (2.130)

Um zu zeigen, daBl (¢, — %) auf dem ganzen Netzwerk nichtnegativ ist,
nehmen wir an, dal (¢, — @) ein negatives Minimum m annimmt. Wegen
(2.129) und (2.130) folgt mit Lemma 2.10, daff dieses Minimum auf jeden
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Fall in einem Neumann-Knoten J € Jy angenommen werden muf}. Da ¢,
konstant ist, muf} gelten

dijﬂg(FJ) >0 Viely.

Es gilt daher

0= ps(u) = ps(QuTs) + (D dis(eiiz)(T 1)) {(T)
Ty

> ps(Q)u(l'y)

= ps(O)(du(l'y) —m)

> 0,

ein Widerspruch. Um auch die Existenzaussage zu zeigen, definieren wir eine
affine Abbildung F folgendermaflen. Ausgehend von einem Tupel {u;} ez,
von vorgegebenen Werten in den Neumann-Knoten sei u € D(A) die nach
Satz 2.8 eindeutig bestimmte Netzwerk-Funktion mit

Au = f,
’LL(FJ):O vJ € Jp,
’LL(FJ):UJ vVJ € In.

Die erwihnte Abbildung F' sei mittels der Funktion u gegeben durch

FRIINI R‘JN|7
{ustsean = {ps(W)}icay.

Wegen (2.128) muf} diese Abbildung injektiv sein. Damit ist sie aber auch
surjektiv, und die Behauptung ist gezeigt. O

2.3.3 Konvergenzresultate fiir ¢ — 0

Fiir die folgenden Konvergenzbetrachtungen legen wir die zu Abschnitt 2.2.3
analoge Situation auf dem Netzwerk zugrunde. (f(™) C H sei eine be-
schréinkte Folge von rechten Seiten, (A(™) eine Folge von Differentialope-
ratoren zweiter Ordnung, wie sie in 2.1.2 eingefiihrt wurden. Diese seien
jedoch bis auf ihre Diffusionskoeflizienten el(.n) identisch.
Abbildung 2.3 zeigt die Losung einer solchen Differentialgleichung mit
kleinen egn). In den Neumann-Knoten bildet sich auf allen hineinlaufenden
Kanten eine Grenzschicht aus. Auf den aus dem Knoten herauslaufenden
Kanten ist die Tendenz erkennbar, dal ein gemeinsamer Startwert ange-
nommen wird, der sich als Mittel iiber alle Werte auf den in den Knoten

hineinlaufenden Kanten ergibt. Dieses Verhalten ist in der Abbildung gut
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sichtbar. Sie zeigt die Losung (u;);c7, die gegeben ist durch
—eu +uf=1 VieT,
u(I'y) =0 an den Dirichlet-Knoten (D),
> digui(T)

€Ly

r
(2.131)
I'y) =0 an den Neumann-Knoten (N)

mit € = 0.05. Welche Knoten Dirichlet- und welche Neumann-Knoten sind,
sowie die Parametrisierungsrichtungen der Kanten, geht aus Abbildung 2.2
hervor.

Um die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen von

Ay = ) (2.132)

zu sichern, nehmen wir an, es gibt eine Folge (¢() von Funktionen auf dem
Netzwerk, welche jeweils die Voraussetzungen von Lemma 2.18 mit von n
unabhéngigen Konstanten 6 > 0 und g > 0 erfiillen. Es existieren somit
eindeutige Losungen von (2.132) mit

/
Z/ egn)cl(n)‘ul(n) ’2d1’+5/ Ci(n)|uz(n)’2d$+u Z ’u(n)a\J)’Q
iez /S & JETN (2.133)
n n (TL) ;
< (™, ).

Zusiitzlich setzen wir von jetzt an voraus, daf alle ((™ gemeinsame untere
und obere Schranken besitzen, ndmlich

0<m<¢™ <M VneN,

sowie, daB8 die rechten Seiten f(™ schwach in H gegen eine Funktion f € H
konvergieren, und dafl

e oo = 0 Viel.

)

S
Abbildung 2.2: Netzwerk

75



6.73

3.36

0.00 3

-1 3

Abbildung 2.3: Losung einer Netzwerk-D-A-Gleichung mit wenig Diffusion

Fiir die Limesfunktion u € H einer schwach konvergenten Teilfolge von (u(™)
konnen wir jetzt dieselben Schlufifolgerungen wie in 2.2.3 ziehen. Es gilt fiir
alle Kanten ¢ € 7

(=B +v)ui) € L*(),
(=B + %’)Ui)/ + (= + a)ui = fi,
und fiir alle Knoten J € J gilt

S dig ("™ 4 (i)Y (T0) = S dir (6 + i)ui) (T).
i€Ly 1€Ly
(2.134)

Als néchstes werden wir die Beschranktheit der Funktionswerte in den
Neumann-Knoten nachweisen, mit dem Ziel, auf jeder einzelnen Kante Satz
2.11 oder Satz 2.12 anzuwenden. Falls die Konstante u echt positiv ist, liefert
(2.133) die Beschranktheit der Knotenwerte. Im Fall y = 0 zeigt folgendes
Lemma, daff die Gewichtsfunktionen ¢(™ derart modifiziert werden kénnen,
daB (2.133) mit neuen Konstanten 6 > 0 und /i > 0 gilt. Dazu nehmen wir
ab sofort an, die gesamte Folge (u(”)) konvergiert schwach gegen w.

Fir alle J € J definieren wir

Iy ={i€Z;: dig(-=Bi +7)(Ts) >0},
7Y = {Z el du(—ﬂi +%~)(FJ) = 0},
I7 ={i€Z;: dig(—0i+)(Ts) <0}
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Lemma 2.21. Ausgehend von der gegebenen Situation sei fiir einen Neu-
mann-Knoten J € J die Menge der in den Knoten hineinlaufenden Kanten
nichtleer, d. h. I35 # {}. Dann bleiben die Werte von u™ (T ;) in diesem
Knoten beschrdnkt.

Beweis. Sei C' > 0 eine Konstante, die grofl genug ist, damit
1
5B+ v Fa+C—620 Viel (2.135)

Unter diesen Umsténden gibt es nach Satz 2.8 (mit ( = 1) eindeutig be-
(n)

stimmte Funktionen A} auf den einzelnen Kanten ¢ € Z mit

Lo mamny _ 1 w1 3\ A
_5(62( Ay - 5(_ﬁi+7i)A£ "+ (—5(& +7) +a;+C — 5)AE ) =1,
(2.136)
AN =0 Ve,
und es gilt wegen (2.135)
0<AlM < ; (2.137)

Fir AZ(»") entstehen bei kleiner werdenen ¢; Grenzschichten an allen Rand-

punkten J € J; mit i € Z5". Im Bezug auf die Abschétzung (2.133) sind die
(n)

Ableitungen von A; " in den Knoten interessant. Lemma 2.11 zeigt, daf

/
limsup d;; (6; A™)(T) =t wiy <0 falls i € T5 .

n—oo

Auf den anderen Réndern gilt hingegen
&AM () -0 fallsie 77 UTY.

Wir ersetzen jetzt die Gewichtsfunktionen CZ-(n) auf den einzelnen Kanten
durch

& ) _ ep™
mit einer kleinen positiven Zahl k. Es gilt

lim inf Z du(eE")@(")’ + (B + %‘)@(n))(rﬂ >p—K Z wig > p = 0.
ieZy i€l

Wir kénnen also davon ausgehen, daf} fiir f (n) (2.114) mit

ﬁz—g Zwu

(ISVA=
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erfiillt ist. Sofern wir x klein genug wiihlen, erfiillt (™) auch die anderen
geforderten Eigenschaften, denn wegen (2.137) gilt

m—%“sf(")éM
und

1 ~(n ~(n o ~(n
= 5 (@™ + (8 W)+ (s C = 5)(

1 ’Vl/ n 5 n
= 5 (@™ + (=B + W) + (=B i+ O = D)6 —w
(2.115) 5 o
> O+ —x
> (C+ ym—n.

2
Insgesamt erhalten wir entsprechend zu (2.133) die Abschétzung

n)x(n n)’ d ~(n n ~ n
> [ A e+ [ GO R+ Y WO

i€l JeIn

< |(u(n)7f(n) 4 Cu(“))g"’)

1
|
(2.138)

Damit folgt die Behauptung, da wir ja vorher schon wuBten, daf ||u(™||y
beschrénkt ist. g

Zusitzlich zur schwachen Konvergenz einer Teilfolge von (u(™) kénnen
wir also jetzt auch davon ausgehen, dafl die Werte von « in den Neumann-
Knoten konvergieren, d. h. es existiert fiir alle J € Jy ein Wert uy € C
mit

u™(T ) = uy. (2.139)
(n)

Aufgrund der schwachen Konvergenz von u,

Satz 2.11, daf3
(=B +7)wi)Ty) = (=Bi+v)T)uy VJe TN, i€y .  (2.140)

Andererseits wissen wir aber auch schon, daf§ (2.134) gilt, und zusammen
mit p(u™) = 0 erhalten wir

> digri(T)u™ () = > dig (=8 +7i)wi)(Ty) VJ € Ty

€Ly €Ly

gegen u; und (2.139) folgt mit

und daraus mit (2.139)

Z digvi(Ty)uy = Z dig((=Bi + vi)ui)(Ly) VJ € In.

iEI‘] iEI‘]
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Wir spalten jetzt die Summe auf der rechten Seite in i € Z5 und i €
auf. Es ergibt sich mit (2.140), da8

> diyi@ug =Y (dig(—=Bi +vi)ui) (T)
€Ly i€y

+ (N dis(=Bi+ %)),

€Ty
was gleichbedeutend ist mit

(D0 duni@n)+ D> duBiT)us =Y dig((=5i +7i)us) (Tg).

i€y UIY i€y i€y

Den Ausdruck auf der linken Seite kénnen wir wegen

> divT)+ Y digBi(Ty) = > dig(—Bi+7)(T )

i€ UTY i€y i€y
= din(Ty) + D digfi(Ty)+ Y digBi(Ty)
i€zl i€Ty i€TT
= diBi(Ty)
€Ly

noch etwas umschreiben zu

(Y dis(=Bi +7) @) + Y digBiT))uys = > dig (=B +vi)ui) (T).

€T €Ly €T
(2.141)
Zusammenfassend lassen sich die Knotenbedingungen also formulieren
als

uy=0 VYJ e Ip, (2.142)

(Y dis(=Bi+7)(Ts) + Y disBi(T))uy

€T €1y
= (dis(=Bi +7)u)(Ty) VJETy,  (2.143)
€Ty

(=B +vi)ui) Ty) = (=B +v)Ty)uy VJ €T, ie€Iy. (2.144)

In unserem Beispiel in Abbildung 2.3 haben wir den Spezialfall §; = 0.
Die Knotenbedingungen (2.142)—(2.144) lassen sich nun einfacher darstellen
als

wy =0 vJ € Jp, (2.145)
Yicr— dig(viug) (L)
Uy = 2 vJ e In, (2.146)
Ziezy digvi(Ty)
(viui) (L) = %(Ts)us vJeJ,icIy. (2.147)
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Da ~; = 1, sollte also im Grenzfall ¢; = 0 in jedem Neumann-Knoten J € Jy
der fiir die herauslaufenden Kanten vorgegebene Wert u; genau dem Mittel
aller Werte auf den hineinlaufenden Kanten entsprechen.

Unter bestimmten Voraussetzungen legen diese Knotenbedingungen die
Funktion u bereits eindeutig fest. In diesem Fall mufl die gesamte Folge
(u(”)) gegen u konvergieren, was der folgende Satz aussagt.

Satz 2.18. Ausgehend von der gegebenen Situation existiere eine Netzwerk-
Funktion ¢ € [[;c1 Ci(QZ) mit folgenden FEigenschaften. Fir die Ubergangs-
matrizen 7}4, die wir fiir alle Neumann-Knoten J € Jn definieren als

T} = (Tik)iezy kezy

Tige = [dig (= Bi + %) (To)| ¥ ldps (=B + ) (T)]E (&

gelte fir alle J € In
IT7lla < Cri= " dig(=Bi +7)(Ts) + Y _ disBi(Ly).
€Ty icZy

Dariiberhinaus sei fir alle Kanten i € T mit einer Konstante § > 0

3 (BGY + (05— 5)G 20

Dann ist u durch (2.142)—(2.144) eindeutig bestimmt. Es liegt also schwache
Konvergenz der gesamten Folge (u(™) gegen u vor. Falls die Folge (f™)) der
rechten Seiten sogar stark gegen f konvergiert, dann konvergiert auch u(™
stark gegen u.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Grenzfunktion folgt direkt aus 2.14. Falls die
rechten Seiten sogar stark konvergieren, sind fiir jede einzelne Kante die
Voraussetzungen des Satzes 2.12 erfiillt. Es gilt also fiir alle ¢ € 7

uz(-n) — u; stark in L2(Q;)
und damit

u™ sy stark in H.

O

2.4 Probleme in nicht-variationeller Darstellung

Die in 2.1.2 eingefiihrten Differentialoperatoren sind zugeschnitten auf die
variationelle Formulierung von Problemen. Eine Netzwerk-Differentialglei-
chung der Form

Au = f
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1483t sich mit den neuen Koeffizienten

by = —0; + v Viel, (2.148)
ai = =0+« VieZ, (2.149)
gs=>_ diyfi(Ty) VJ € Ix (2.150)

i€Lly

auch schreiben als

(—eiu;)' + blu; +au; = f; VieTL, (2.151)
w;(Cy)=0 VJeJT, (2.152)
Z diJGiU;(FJ) + gJu(FJ) =0 VJeIn. (2.153)

€Ly

Geht man jedoch von einem Problem der Form (2.151)—(2.153) aus, so lassen
sich zwar immer Koeffizienten «;, §; und ~; so wihlen, dafl (2.148)—(2.150)
gilt. Die Wahl ist aber nicht eindeutig, insbesondere die Aufspaltung von b;
in G; und ~;. Allerdings spielt dies in vielen Fillen gar keine Rolle, da sich
viele Resultate in diesem Kapitel direkt mit den Koeffizienten a;, b; und
gy ausdriicken lassen. Beispielsweise konnen wir (2.114) und (2.115) auch
schreiben als

% Z diy(€:¢)(Ty) + (% Z digbi(Ty) +g9s)C(Ty) > p VJEIN
ieT, i€T,

und
1
—§(€in +b;G) + (a; —6)G >0 VieT.

So kénnen wir Lemma 2.18 auch formulieren, ohne dafl wir Koeflizienten «;,
Bi und ~; festlegen.

2.5 Zeitdynamische Probleme

Abschlielend soll kurz demonstriert werden, wie sich die bisherigen Ergeb-
nisse mit Hilfe von Halbgruppentheorie auf zeitdynamische Probleme anwen-
den lassen. Insbesondere erweisen sich die gewichteten L?-Normen als niitz-
lich fiir Normabschétzungen fiir die Halbgruppen, und sie ermdglichen mit
Satz 2.14 und Satz 2.16 einen einfachen Zugang zur Halbgruppentheorie, der
ohne die Restriktionen (2.102) und (2.112) auskommt. Dariiberhinaus soll
auch kurz demonstriert werden, wie Maximumprinzipien fiir die Konstruk-
tion von Gewichtsfunktionen verwendet werden kénnen. Um die folgenden
Beispiele einfach zu halten, ziehen wir uns auf die Situation des beschrinkten
Intervalls zuriick.
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Zunéchst kommen wir noch mal auf die Differentialoperatoren erster
Ordnung zuriick, die bis auf weiteres mit L bezeichnet seien. L sei gegeben
durch

D(L) = {u e L*(Q)| (yu)' € L*(Q), (vu)(t) =0 Vt € [_},
Lu = Dyu+ au,

d € R sei so gewihlt, dafl die Bedingung (2.30) erfiillt ist. Dann ist fiir alle
¢ € R mit ¢ > —¢ nach Satz 2.3 —c € p(L) und

1
L PR —
I +e)l™" < 5

Also existiert fiir alle ¢ > — und n € N auch
1 _ _
(I=—(~(L+e) " =n(L+n+0e),

und es gilt

-1

- fzran) < <o

Nach Corollar IX.7.1 in [35] erzeugt —(L + ¢) eine stark stetige Halbgruppe
S.(t) im Hilbertraum L?($) mit

|Sc(t)]| <1 Vte0,00).
Definiert man
S(t) = e S,(0),
so sieht man mit

. 1 T 1 ch .
lim - (S(h) = Du = lim & (e™5c(h) — Tu

N
= Tim 5 (" S.(h) — Se(h) + Se(h) — T)u

N .1
= }Ig% E(e —1)Sc(h)u + ’llli% —(Se(h) = Iu
=cu— (L+c)u
= —Lu,

dafl —L die Halbgruppe S(t) erzeugt. Fiir S(t) gilt also
IS = e [[Se(®)]] < e (2.154)

Da die Abschitzung (2.154) fiir alle ¢ € R gilt, fiir welche es ein § € R gibt
mit

c>—6> —(—%’y'—i—a),
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so kann man schreiben
IS < e (2.155)
mit
C= —inf(—lyl + a)
Q' 2 ’
Entsprechend dazu kénnen wir auch Satz 2.4 als Grundlage nehmen und

mit gewichteten Normen arbeiten. Fiir eine beliebige Funktion ¢ € C1 ()
gilt, analog zu (2.155),

IS@)Y < et

mit
_1
(

Fiir die kanonische Norm gilt somit die Abschétzung

EOIE (7?1?35((;;)@%

Eine moglichst gute Schranke erhalten wir, wenn wir die rechte Seite
dieser Abschitzung iiber alle 1) € C! () minimieren. Dazu minimieren wir
fiir jede Konstante § € R den Term

) 1
sz—lgf( fyw’—ify’—i—a).

_ supg ¥(x)
@s = infq ¥ (x)
iiber alle ¢ € C} (£2) mit
igf(—w’ + (—%fy' +a—48)y) >0. (2.156)

Wir betrachten jetzt den Spezialfall, dafl & und + konstant sind, und v >
0, da es in diesem Fall moglich ist, die Funktionen 1 optimal zu bestimmen.
Falls a — 6 > 0, ist Qs = 1, da der Ausdruck in (2.156) fiir konstante
1 nichtnegativ ist. Im Fall a — § < 0 existiert fiir v = 0 iiberhaupt keine
zuléissige Funktion ¢. Falls v > 0, betrachten wir alle Funktionen ¢ € C} ()
mit

Y + (= 8)Y >0,
P(0) =1
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Diese miissen alle monoton fallend sein. le ist somit der grofite von einer
solchen Funktion 1 angenommene Wert an der Stelle x = 1. Dieser Wert
wird von 5, gegeben durch

—yis + (@ = §)hs = 0,
7/}6(0) = ]-7

angenommen. Es gilt

Insgesamt erhalten wir

PR |
15()]| < min{ fnf e™%, inf Fgye™},  falls v >0
! ‘}Ef e, falls v = 0,
sSa

was sich auswerten 1463t zu

e~ falls vt < 1,
1S@ <

0, falls vt > 1.
Beim Zeitpunkt t = % konnen wir noch die starke Stetigkeit der Halbgruppe
ausnutzen und erhalten schlieflich

—at
Hﬂ%é{e’ falls vt < 1,
0, falls vt > 1.

Daran kann man direkt sehen, dal ein Impuls die Zeit ¢ = % benétigt,
um von z = 0 nach x = 1 zu wandern. Das Ergebnis kann man bei dem
einfachen Beispiel auch anhand der expliziten Losung iiberpriifen, weil die
Halbgruppenabbildung in diesem Fall nur eine verallgemeinerte Verschie-
bungsoperation ist.

Wir betrachten nun den etwas allgemeineren Fall, dafl o weiterhin kon-
stant ist und vy mit einer Konstante b € R dargestellt werden kann als

v(z) =1+ ba.

Dabei soll b so gewdhlt werden, da§ vy(z) > 0 auf [0, 1], es muf} also b >
—1 sein. Bei der Berechnung der expliziten Losung u(t,z) mit u(0,z) =
f(x) liegt die Idee zugrunde, dafl man ~ als Ausbreitungsgeschwindigkeit
auffassen kann. Denn fiir konstante v und o = 0 gilt

u(t,x) = f(x —~t).
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Um die allgemeinere Wahl der Funktion ~ zu betrachten, verfolgen wir den
Weg eines gedachten Teilchens, was zum Zeitpunkt ¢ = 0 bei s(0) = xo
startet. Fiir seine Geschwindigkeit v(t) gilt

v(t) =v(s(t)) = 14 bs(t).

Also haben wir die Differentialgleichung

ds
E(t) =14 bs(t),
s(0) = xo.

Losung mit Variation der Konstanten liefert

’ etzg + (et — 1), falls b0,
S =
Ty + t, falls b = 0.

Umgekehrt ist jetzt fiir gegebene ¢ > 0 und = = s(t) das passende zg zu
finden. Beriicksichtigt man den Parameter o auch noch, so ergibt sich im
Fall b# 0

{eatf(ebtx + (e = 1)), falls ez — (e — 1) >0,
u(t,z) =
0, sonst,

und falls b =0

ult,z) = {eatf(x —t), fallsx—1t>0,

0, sonst.
Dafl u tatsichlich Losung von
= —(yu' + au)

ist, kann man durch Einsetzen iiberpriifen.
Genau wie oben, kann man auch fiir diese Wahl von v Abschitzungen
fiir die Halbgruppe erhalten. Es ergibt sich

Vs(x) = (14 ba)b @579,
und

e~ @2 falls t < LIn(1 4 b),

2.157
0, falls t > +1In(1+b), ( )

1Sl S{

falls b # 0, und

e~ falls t < 1,
0, falls t > 1,

IS S{
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falls b = 0.
Abbildung 2.4 zeigt das unterschiedliche Verhalten der Losungen fiir
v(x) =1+ z von

Lu =~y (obere Kurve)
und

Lu = (yu)" (untere Kurve)

(2.157) konnen wir entnehmen, daf |S(¢)|| < ez, falls Lu = yu/ und I1S(t)] <
e 3, falls Lu = (yu)'.

Bei Differentialoperatoren zweiter Ordnung ist die Bestimmung optima-
ler Funktionen v, auch bei konstanten Koeffizienten, komplizierter, wenn
tiberhaupt moglich. Gegeben sei der Differentialoperator A., definiert durch

D(Ae) = {u € L*(Q)|u € H}(Q),eu' € HY(Q)},
Acu = —(eu) +yu' + au,

mit konstanten Koeffizienten € > 0, v > 0 und a € R. Wie bei den Ope-
ratoren erster Ordnung sehen wir auch in diesem Fall, dafl —A. Erzeuger
einer stark stetigen Halbgruppe S¢(t) in L?(Q) ist. Mit den gleichen Uberle-
gungen wie dort ergibt sich, daB fiir alle Funktionen ¢ € C1 (2) N C?*(Q) die
Abschitzung

1
ISe(®)¥* < e,

mit
1 1 1
Ch = —inf(=(—Ze" — =~
v =~ (5 (—ge — 57+ av)),
und damit
supq V() \z ¢
sl < (20
Iseoll < (po) e
u(z)|t=0 o oou(®)]i=0.35
SRR AT T
|
0 1

Abbildung 2.4: Unterschiedliches Verhalten von Wellen
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Fiir eine fest gewihlte Zahl § betrachten wir wieder alle Funktionen v mit

1 1
igf(—ﬁab” - §7¢/ +(a=0)Y) >0 (2.158)
und minimieren unter diesen Funktionen den Ausdruck

_ supg (1)
@ St i)

Falls a— 9 > 0, so gilt Qs = 1. Andernfalls betrachten wir die Lésungen der
Differentialgleichung

—%ez//' — %w/ + (a =)y =0. (2.159)
Es treten drei Fille auf, abhéngig vom Vorzeichen von
D =~2 +8¢(a — ).
Losungen von (2.159) sind, falls D > 0,

Y(x) = C1eM® + Cre™?®, (1,0, € C,

mit
—v++vD
A= ——F—,
2¢
_7_\/5
Ay = ——————.
2¢

Fiir D = 0, lauten die Losungen

Y(z) = CLeM 4 Coze™®, C1,Cy € C,

und fiir D < 0
P(z) = Cr1e* sin(bx) + C2e™ cos(bzx), Cy,Cq € C, (2.160)

mit




Falls die halbe Periodenlénge der Sinusfunktion in (2.160) kleiner oder gleich
der Linge von (2 ist, kann man mit (2.160) eine Funktion erzeugen, die zwar
an den Randpunkten nichtnegativ ist, dazwischen jedoch einen Bereich mit
negativen Werten hat. Nach Lemma 2.10 kann es in diesem Fall gar keine
Funktion 1 € CL(Q2) N C?(Q) geben, die (2.158) erfiillt, denn das wire ein
Widerspruch zur Aussage dieses Lemmas. Diese Situation tritt genau dann
ein, wenn

b>m,

also

(27€)? + ~2

0>
= o+ Sc

In allen anderen Fillen 148t sich jedoch mit Hilfe obiger Losungsformeln eine
Funktion ¢ € C} (2) N C%*(2) angeben mit

_%EW _ %W’ 4 (a—6) >0 (2.161)

Es gilt also das Maximumprinzip. Damit kénnen wir uns leicht {iberlegen,
dafl jede positive Funktion, die (2.161) erfiillt, ihren Minimalwert an einem
der Randpunkte annimmt, und dafl die Funktion s, gegeben durch

wlS(O) = 17
wﬁ(l) = 1’

1, 1,
—561/15 - 57% + (= 8)Ys =0,

optimal ist. Diese Funktion ist, je nach betrachtetem Fall,

1 x
Ys(x) = m((l — )Mt — (1 - M),
Ps(x) = e + (e — 1)ze?,
oder
1
Vvs(z) = =0 e (sin(b) cos(bx) + (cos(b) + e~ *) sin(bz)).
Mit
mg = m{zzix s
erhalten wir
. . _5 . —4
1St < mln{grﬁlge t inf Vmse '}

2 2
a<d<a+ T
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Eine analytische Berechnung dieses Ausdrucks scheint sehr aufwendig oder
gar unmoglich.

Die Verwendung von Exponentialfunktionen, wie bei den Differential-
gleichungen erster Ordnung liefert fiir alle § € R die Abschétzung

IS0l < (S225r) b eon
€ >~ . e
infq ef
mit
1 1
Cyp = 5692 + 570 —a.
Auflerdem gilt
<supQ ef” ) 3 19|
—— ) =e2.
infq ef
Wir erhalten damit

0] (1 _p2, 1
S.(#)]| < inf (e'2 e(3E0*+370—a)t
ISc(6)] < jof (5 ¢ )

inf (151+Let6>+ L y10)

— YR _at.

Die Funktion

191

1 1
—eth? + =~
5 Tt

9(0) :=
ist stiickweise eine nach oben gedffnete Parabel. Es gilt

6) = eth + 3 (—1+~t), falls 0 <0,
TV et + L1+ 41),  falls 0 > 0.

Fiir # > 0 kann ¢’ also keine Nullstelle haben, und fiir < 0 gibt es genau
dann eine, wenn ¢ > 1, ndmlich

vt —1
emin - - .
2et
Der entsprechende Funktionswert ist
1 (yt—1)% 1 11—t
Omin) = =€t + (=1 +~t
90min) = et am T3 F1 55
_ (1) =2yt —1)°
N 8et
_ =1y

8et
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Insgesamt gilt die Abschitzung

e, falls vt < 1,
1Sl <9 _Ge-n?

e~ st e falls vt > 1.

Ab dem Zeitpunkt t = % klingt die Halbgruppe also mindestens exponentiell
ab, und zwar je kleiner € ist, desto schneller.

Abschlielend sei noch bemerkt, dafl sich der Konvergenzsatz 2.10 mit
Theorem IX.12.1 in [35] auch auf die Halbgruppen iibertragen 148t. Es gilt

Satz 2.19. Fulls ||¢|l — 0, so gilt fiir alle f € L*(Q) und alle t € (0, 0)
S(t)f — S(t)f, (2.162)

wenn Se(t) die durch —A. und S(t) die durch —L erzeugte Halbgruppe ist.
Dabei ist die Konvergenz in (2.162) gleichmdfig auf allen kompakten Teil-
intervallen von (0, 00).
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Kapitel 3

Simulation

Dieses Kapitel besteht zu einem grofien Teil darin, Vorgehensweisen zur Lo-
sung linearer elliptischer Netzwerk-Differentialgleichungen zu beschreiben.
Denn die Verfahren, die bei der Simulation der Prozesse entlang der Wurzel
angewandt und in den Abschnitten 3.2 und 3.3 dargestellt werden, basieren
auf der Losung solcher Gleichungen.

Im Boden sind Gleichungen desselben Typs wie auf der Wurzel zu 16sen.
Im Unterschied zur Wurzel haben wir es jedoch nicht mit einem Netzwerk
zu tun, sondern mit Gleichungen auf einem Gebiet, was die Sache einfacher
macht. Andererseits bereitet der Umstand, dafl dieses Gebiet im Gegensatz
zur Wurzel mehrdimensional ist, im Rahmen dieser Arbeit keine zusétzlichen
Schwierigkeiten, und die Gleichungen im Boden werden mit genau denselben
Verfahren gelost wie die entlang der Wurzel. Deshalb werden wir uns bei den
folgenden Ausfiihrungen auf die Netzwerk-Gleichungen entlang der Wurzel
beschrinken und verweisen, was die Implementierung auf mehrdimensiona-
len Gebieten betrifft, auf Anhang B.

3.1 Numerische Losung elliptischer Differential-
gleichungen auf Netzwerken

Wir beziehen uns auf die in 2.1.2 dargestellte Situation, nur verwenden wir

reelle Rdume anstelle von komplexen. Wie wir zu Beginn von Abschnitt

2.3.2 gesehen haben, kann das Problem, zu gegebenem f € H eine Funktion
u € D(A) zu finden mit Au = f, in variationeller Form mit der Bilinearform

a:VxV-oR,

(v,u) — Z(Uéa eiw;) + (Bivg, wi) + (vi, viug) + (vi, ;)
ieT

formuliert werden. Fiir eine Funktion u € V' ist

ue D(A), Au=f
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dquivalent zu
a(v,u) = (v, g YveV. (3.1)

(3.1) kann mittels einer Finite-Elemente-Approximation V}, an den Raum
V gelost werden. Fiir V}, bietet sich, ausgehend von einer Zerlegung jeder
Kante in Teilintervalle, der Raum aller stiickweise affinen und stetigen Funk-
tionen auf dem Netzwerk an. Eine Basis von V}, bilden die Hutfunktionen im
Inneren einer jeden Kante, zusammen mit speziellen Hutfunktionen an den
Neumann-Knoten (siehe Abbildung 3.1). Der Index h bezeichne die maxima-
le Lange der Teilintervalle aller Kanten. Fiir jede Kante i € 7 sei, basierend
auf der erwidhnten Zerlegung in Teilintervalle, Vio’h der Raum der stetigen,
stiickweise affinen Funktionen auf €); mit verschwindenden Randwerten. Es
ist bekannt, siehe zum Beispiel [31], dafl Konstanten C; > 0 existieren mit

info N Hwh — 'UHHl(Qi) < CJLHU”HQ Yv € H2(Qz> N H&(Qz) (3.2)
w;LEVi ’

Wir zeigen jetzt, dal wir diese Abschétzung auf Netzwerk-Funktionen v € V/
mit v; € H?(§Y;) fiir alle i € 7 iibertragen konnen. Falls ¢; € C1(£);) fiir alle
i € Z, sind das genau die Funktionen in D(A). Zu einer solchen Funktion
v sei v die Netzwerk-Funktion, die auf jeder Kante affin ist und in allen
Knoten mit v {ibereinstimmt. v ist, unabhéngig davon wie die Kanten in
Teilintervalle zerlegt werden, stets in V}, enthalten, und fiir die Differenz

W= — 7 gilt

() =0 VJeJ.

Abbildung 3.1: Hutfunktion am Knoten
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Die Abschitzung

inf Hv—vhHV— 1r€1f |0 + 7T — vp|lv
v

v EV}

= f —
nf |00 = wnlv

<> inf o] —wpllys
ieT Whi€Vy”

<Y Gihll())" |12
i€L
(max C;) Y o] |12

1€T

entspricht (3.2). Wegen der V-Elliptizitét von a(-, -) miissen die mit dem Fi-
nite-Elemente-Verfahren erhaltenen Losungen fiir h — 0 gegen die gesuchte
Losung konvergieren, und wenn diese in [[,.; H*(£);) enthalten ist, 148t sich
auch der Fehler abschétzen.
Alternativ zur direkten variationellen Losung des Problems kénnen aber
auch nichtiiberlappende Bereichszerlegungsverfahren angewandt werden, sie-
e [7] fiir Gebiete und [20], [21] fiir Netzwerke. Auf jeder Kante ¢ € Z defi-
nieren wir

a;: Vix Vi = R,
(vi, ui) — (vj, €u) + (Bivg, wi) + (vi, viwg) + (v, Q).

Falls A symmetrisch ist, also wenn 3; = ~; fiir alle i € Z, ist die gesuchte
Losung auf dem Netzwerk die Losung der Minimierungsaufgabe

) 1
velr_{mn v Z iai(vu Uz’) - (Uiu fi)
i€l icT
€€lljeqy R
unter der Nebenbedingung
vi(Ly) =& YJ € In,i€ly,

welche die Stetigkeit an den Neumann-Knoten ausdriickt. Mit beliebigen
positiven Konstanten 7j; ;7 schreiben wir diese Stetigkeitsbedingung als

ﬁiJ(Ui(FJ)—fJ):O vJ e In,i €1y.

Die zugehorige penaltisierte Lagrange-Funktion mit Penalty-Parameter n
lautet

e (I1%) » (1 %)« (1T 11%) =

€L JeIN JeEIN €Ly
1
(0.61) = (3 aiCviv) = (i f)) + 5 D2 D Ik (onlCs) = €1)P
iez 2 jeT ret,
+ > ik k(L) = €9).

JEJN kJEIJ
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Die Verwendung von ,Algorithmus 3°, einem speziellen Abstiegsverfahren fiir
Sattelpunktprobleme (siehe [16]), liefert mit

NiJ = TITNhZJ VJ e In,i €1

folgendes Iterationsschema.

Wihle beliebige Anfangsdaten

(") € [Tv (7)) € II II®

1€ JEIN €Ly
Setze n :=1

11:  Fir alle ¢ € Z: Bestimme ugn) € V; so, daf} fiir alle v; € V;
ai(vi )+ Y )T = i )+ Y wT)r)

JeTiNIN JeTiNIN

Fir alle J € Iy, 1 € Z;:

AT,’J = —2772-Ju§n) (FJ) — 27717'] Z (Tk(:;) - 277kJul(€n) (FJ))
2 kT T
kely J

Falls |A7; 7| < €stop fiir alle J € Iy, t € I;:

stop, nehme (ul(n)) als Losung.
Fir alle J € Iy, i € 1;:

TZ-(;LJFI) = Ti(?) + ATy

n:=n+ 1, gehe zu 11.

Die beiden vorgestellten Alternativen, die direkte Losung auf dem ganzen
Netzwerk und die Losung mittels Bereichszerlegung, konnen flexibel mitein-
ander kombiniert werden, indem man das Netzwerk fiir die Bereichszerlegung
in Teilnetzwerke zerlegt, die aber ihrerseits aus mehreren Kanten bestehen
konnen. Besonders vor dem Hintergrund der Tatsache, dal Bereichszerle-
gungen oft im Zusammenhang mit Parallelisierungen implementiert werden,
erscheint dies sinnvoll. Denn die Anzahl der Teilbereiche kann mit dieser
Methode den jeweiligen Gegebenheiten angepafit werden.

Obwohl es in der Hauptsache Formalismus ist, wollen wir kurz darlegen,
wie dies konkret umgesetzt werden kann. Zugrundegelegt sei eine Partition
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der Kantenmenge in eine beliebige Anzahl m von Bereichen, die wir mit
P ={Pi,..., Py} bezeichnen. Es gilt also

Z="PU...UP,.

P erzeugt in kanonischer Weise auch eine Partition Q = {Q1,...,Qr} auf
der Menge der Neumann-Knoten, indem man jeweils die Knoten, deren in-
zidente Kanten zu genau denselben Bereichen gehoren, zusammenfafit. Wir
definieren dazu fir alle J € Jn

Py={P,eP:PNI;#{}}
und die Aquivalenzrelation ~ auf Jy durch
J~J & Pr=Py.

Q sei die Menge der so erhaltenen Aquivalenzklassen und ist dadurch bis
auf Permutation eindeutig bestimmt. Die Mengen Q)i bezeichnen wir im
weiteren Verlauf als Interfaces. Zwischen der Menge O der Interfaces und
der Menge P der Bereiche 148t sich eine Inzidenzrelation R aufstellen. Fiir
ie{l,...,m}, Ke{l,...,R} sei

(QK)JDZ)ER g 3J€QK7kEBk€IJ7

und es sei
P = {PJ cP: (QK,Pj) S R},
Qi = {QL € 9: (QL;Pi) S R}
Fiir jeden Bereich ¢ € {1,...,m} definieren wir

Vii={ve [[ Vilow, (T) = v, (D) VJ € T, k1, ko € Ty N P}
kEPi

und die verallgemeinerte Bilinearform

a; : Vz X Vl — R,
(v, u) — Z (U, exuy,) + (Brvg, uk) + (v, Yeuy) + (v, ogug,)

k‘epi
und stellen das Minimierungsproblem

m
. 1
min —a;(v;,v;) — (v, fi
D 95 TUNORIUNG
§€H§:1HJeQKR
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unter der Nebenbedingung
nikg(vi(Ty) —€&xy) =0 VK e€{l,...,R},P;, € Pg,J € Qg.
Die zugehorige Lagrange-Funktion ist

e(1»)« (I 1 %)« (I 11 11 %)=

K=1JeQgk K=1PePrg JEQK

(v,&, 1) — (i %ai(vi,vi) - (Uiafi)>

1=

R
+ g S0 D likawiTy) = &)

K=1P;ePx JEQK

R
+Z Z Z pir kg (0i(Tr) — Exg)-

=1 P,ePxk JEQK

—_

Wieder mit ,Algorithmus 3‘ und n;xj := 77771'2}{ ; erhalten wir

Wihle beliebige Anfangsdaten
(") e[V ()€ H II II®
i=1 K=1P,ePx JEQK

Setze n =1

11:  Firallei € {1,...,m}: Bestimme ugn) € V; so, daBl fiir alle v; € V;

i(vi,u Z Z Z nircg(viu; ) (Ly) = (vi, fi)

QKr€Q; JEQK
+ 3 N wr)r
QreQ; JEQK

(3.3)

Fir alle K € {1,...,R}, P € Pk, J € Qk:

ATigy = _QUiKJUEn) ('y)

_o_ WKJ Z (1jKJ — anKJu§n)(PJ))
Z NjKJ P;ePx
PEPK

1
Falls (ZJEQK ’ATiKJP)i < €stop flir alle K € {1,..., R}, P; € Pg:
(n)

stop, nehme (u

; ) als Losung.
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Fiir alle K € {1,..., R}, P, € Pk, J € Qk:

Tfﬁ?l) = Ti(Iré)J + ATiky

n:=n+ 1, gehe zu 11.

Wenngleich diese Methode auf der Minimierung eines quadratischen Funk-
tionals beruht, 148t sich der Algorithmus auch fiir nicht-symmetrische Pro-
bleme anwenden. Er ist auch fiir diese Probleme konsistent und erweist sich
in der Praxis als brauchbar. Fiir transportdominierte Probleme kénnte man
auch versuchen, die Penaltisierungskonstanten n; g ; unterschiedlich zu wah-
len, je nachdem ob eine Grenzschicht auftritt oder nicht. Es sei aber an die-
ser Stelle auch erwahnt, dafl es fiir Differentialgleichungen auf einem Gebiet
Arbeiten iiber Bereichszerlegungsverfahren speziell fiir transportdominier-
te Probleme gibt, die andere Ansétze verfolgen, z. B. [3]. Wir wihlen im
folgenden stets einen fiir alle Konstanten 7,k gemeinsamen Wert 1.

Numerisch kann man bei der Bereichszerlegung lineare Konvergenz beob-
achten. Wie eingangs schon erwihnt, ist der Bereichszerlegungsalgorithmus
auch fiir mehrdimensionale Gebiete anwendbar, sieche Anhang B. Die Abbil-
dungen 3.2-3.5 zeigen die Losung von

—ul +u+u; =1 Viel,
u(I'y) =0 an den Dirichlet-Knoten (D),

Z d;jui(T;) =0 an den Neumann-Knoten (N),
€Ly

auf dem in Abbildung 2.2 dargestellten Netzwerk, welches auf unterschied-
liche Weise in Teilnetzwerke partitioniert wurde. Fiir die Finiten Elemente
wurde jede Kante in 20 Teilintervalle zerlegt. Bei den Plots in Abbildung
3.4 wurde in der Mitte einer jeden Kante ein zusétzlicher Knoten einge-
fligt, in diesem Fall sind es also nur noch 10 Teilintervalle pro Kante. Als
Penalty-Parameter wurde n = 1 gewihlt, sowie €sop = 1076 fiir die Ab-
bruchbedingung. Die Abbildungen 3.6 und 3.7 zeigen die Lésung von

—Au—i—(i)-VU%—uzl auf Q,

u=0 auf 99,

mit @ = (—=3,3) x (—=3,3). Auch in diesem Beispiel wurde der Penalty-
Parameter = 1 gewéhlt und esp0p = 1076,

Im Gegensatz zu den gerade vorgestellten Beispielen sind bei den Glei-
chungen, die bei der Simulation des Stofftransports zu l6sen sind, die Koef-
fizienten ¢;, welche die Dispersion bzw. Diffusion reprisentieren, sehr klein.
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0.944

0.472

0.000

0472

(d) Iterationsschritt 12

(c) Iterationsschritt 5

Abbildung 3.3: Klassische Bereichszerlegung. Jede Kante ist ein eigener Be-

reich.
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0472

(c) Iterationsschritt 5 (d) Iterationsschritt 13

Abbildung 3.4: Fiir jeden Knoten wird ein sternférmiger Bereich um diesen
Knoten gebildet.

(c) Iterationsschritt 5 (d) Iterationsschritt 15

Abbildung 3.5: Willkiirliche Partition in 3 Bereiche.
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Quadrat

+8.063e-01
+7.330e-01
+6.597e-01
+5.864e-01
+5.131e-01
+4.398e-01
+3.665e-01
+2.932e-01
+2.199e-01
+1.466e-01
+7.330e-02
+0.000e+00

Abbildung 3.6: Direkte Losung auf dem ganzen Gebiet.
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Abbildung 3.7: Partition in 3 Streifen.
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Das wirkt sich ungiinstig auf die Losung von (3.3) aus. Abbildung 3.8 zeigt
die direkte variationelle Netzwerk-Losung von

—eu +uj+u; =1 VieT,
u(I'y) =0 an den Dirichlet-Knoten (D),

Z d;jui(T'y) =0 an den Neumann-Knoten (N),
€Ly

mit € = 1072 bei einer (aus der Abbildung ersichtlichen) Diskretisierung
von 20 Intervallen pro Kante. Der Effekt, daf§ in dieser Situation Oszillatio-
nen auftreten, ist allgemein bekannt, siehe z. B. [29], [30]. Um den Fehler
stabil zu halten, mufl bei kleiner werdenden e-Koeffizienten die Anzahl der
Diskretisierungspunkte proportional zu e~! wachsen. Dies ist aber vom Re-
chenaufwand nicht vertretbar.

Ziel ist es nun, die in (3.3) zu bestimmenden Funktionen auf andere
Weise zu erhalten. Abgesehen davon sollte das Bereichszerlegungsschema
jedoch unverdndert beibehalten werden. Wir beschrinken uns im weiteren
Verlauf auf den Fall

Bi=0 VieT,

wie es auch in unserer Anwendung der Fall ist. Da sich im folgenden alles
um die Gleichung (3.3) fiir einen speziellen Bereich i € {1,...,m} dreht,
betrachten wir das Teilnetzwerk dieses Bereichs der Einfachheit halber als
eigenstindiges Netzwerk mit Kantenmenge 7 und Knotenmenge 7.

Man kann erkennen, daf} die Losung von (3.3) wieder die Losung einer
linearen Netzwerk-Differentialgleichung dhnlich dem urspriinglichen ellipti-
schen Netzwerk-Problem ist. Einziger Unterschied ist, daf§ an manchen Neu-
mann-Knoten inhomogene Robin-Knotenbedingungen auftreten, und zwar
genau an denen, die zu einem Interface gehoren. Die Knotenmenge 7 kann
also aufgeteilt werden in

J = IpUINUTR.

Zu gegebener rechter Seite f € H wird eine Funktion u € [[,.z D(4;)
gesucht, die an den Knoten stetig ist (T0), mit

Au, = f; Viel, (3.4)
wT;)=0 VJe Ip, (3.5)
> dig(eu)(T) =0 VJ € Iy, (3.6)
i€l
> dig(euf)(Ty) +nuy) =715 VJ € Tr. (3.7)

1€Ly
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Abbildung 3.8: Oszillationen bei kleinen e-Koeffizienten

Es gilt also, ein Verfahren zu finden, das zur Losung derartiger Pro-
bleme mit kleinen e;-Koeffizienten geeignet ist. Dazu haben wir das in [34]
beschriebene Verfahren in leicht verdnderter Form auf Netzwerke anwendbar
gemacht, was wir nachfolgend kurz ausfithren. Angenommen, die Koeffizi-

enten ¢; lassen sich schreiben als

€ = €h;,

wobei € = (€;);e7 eine differenzierbare Funktion auf dem Netzwerk ist, die
an den Neumann- und Robin-Knoten stetig sein muf}. Die Funktionen h; auf
den Kanten miissen jeweils von der Null wegbeschrinkt sein. In den Knoten
wird jedoch keine Stetigkeitsbedingung fiir sie gefordert. Mit

gi = —€iu
gilt

hilg + &ul =0
qi + viug + agui = fi

u('y) =0
> dijgi(T) =0
€Ly

> digai(y) +nyu(ly) =75

7;61—‘]
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Vi € T,
Vi € T,
vJ e Jp,
vJ € In,

VJ € Jr.
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(3.9) skalarmultipliziert mit einer Netzwerk-Funktion v € [],c7 C* (%)
mit

> diviT) =0 VJe Ty (3.14)
i€Ly
ergibt
S i b a) = (G o) = — S (S disvr(T))e(0)u(l)
€T JeJ keI,
(3411)7:(3.14) _ Z (Z koUk(FJ))g(FJ)U(F])
JeJr k€I,
. 1
(B13) _ Z —€(TJ)(Z digvi(Tr)) (17 — Z dryar(T)).
JeTr n kely kely

Die Funktionen v; sind die eindimensionale Entsprechung stetiger vektor-
wertiger Funktionen mit einer homogenen Kirchhoff-Bedingung, hier (3.14).

Bei der Realisierung mit Finiten Elementen, die nachfolgend beschrieben
wird, behandeln wir Gleichung (3.10) wie in [34] als ein Transportproblem
mit der Unbekannten wu;. [34] bezieht sich aber auf die Situation, daf in
(3.10) (y5ui)" anstelle von v;u; steht. Deshalb nehmen wir stattdessen das in
[18] angegebene Schema.

Ausgehend von einer Zerlegung der Kanten in Teilintervalle verwenden
wir folgende Finite-Elemente-Raume. Z;, sei der Raum aller stiickweise af-
finen Funktionen, ohne daf§ fiir diese eine Stetigkeitsbedingung festgelegt
wird. Der Raum W}, enthalte die stiickweise affinen Funktionen v, die im
Inneren einer jeden Kante stetig sind und auflerdem die Eigenschaft (3.14)
besitzen. Fiir die mehrdimensionale Situation mufl man auf vektorwertige
Funktionen von maximalem Polynomgrad 1 zuriickgreifen, wie sie in [31] in
Abschnitt 6 beschrieben sind.

Eine Basis von W}, bilden die Hutfunktionen im Inneren der Kanten zu-
sammen mit speziellen Funktionen an den Knoten. Fiir Neumann-Knoten
J € Jn verwenden wir (|Z;| — 1) Basisfunktionen, die so gew#hlt sind, dafl
sie der Bedingung (3.14) geniigen und in Abbildung 3.9 durch die durch-
gezogenen Pfeile angedeutet sind. Die Pfeile sollen Fliisse veranschaulichen,
die durch jeweils zwei Kanten ausgezeichnet sind, eine, aus der der Flufl
kommt und die andere, in die er abflieit. Die verbleibende Kante bleibt da-
von unberiihrt. Der durch den gestrichelten Pfeil dargestellte Fluf ist eine
Linearkombination der anderen beiden Fliisse. Verwirklicht wird ein solcher
Flu durch eine Hutfunktion wie in Abbildung 3.1, nur dal der Trager die-
ser Hutfunktion nur in zwei Kanten hineinlduft. Fiir die anderen Knoten
J € Jp U Jgr definieren wir |Z;| Basisfunktionen, da in diesen Knoten keine
Bedingung eingehalten werden mu#.

Um den Algorithmus im Detail zu formulieren, miissen wir noch folgende
Notation einfithren. Auf jeder Kante i € Z sei T; die Menge der inneren
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Abbildung 3.9: Basisfunktionen von W}, in einem Neumann-Knoten

Diskretisierungspunkte. Fiir eine Funktion g auf ;, die im Punkt ¢t € T;
unstetig sein kann, sei

g+(t):= lim  g(t),
i (t) (' —t)>0
g-(t):= lim  g(t).

t'—t

i (t) (' —t)<0

Diese Definition macht natiirlich nur Sinn, wenn ~;(¢) # 0.
Zu gegebenem f € H suchen wir nun g € Wy, u € Zp, welche fiir alle
v € Wy und w € Zp, die Gleichungen

> (i hita) — (&) )

Y n_tg(rJ)(Z diegoe(T)) (D disan(Ts)) (3.15)

JeTR keLy keZy
TJ ~
==Y =T drsor(Ty))
JeTR 7 keZly

. q Iy s
b
(wz q; + viv; + azuz)

Y w0 (w4 () = () (2))

teTy:v: (t)#0

+ Z |7 (T 1) |wi (T y)u (T ) (3.16)
JeJuely
=(wi, fi)+ >, @)wiT)gs Viel,
JEJZ'YL'GIJ_'
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0, falls J € Jp,

Yker— kgL r)ur(ly)
gy = kEZIZGIH T falls J € Jn, (3.17)
7

n%(TJ - ZieIJ diJQi(FJ)), falls J € Jgr

erfiillen. Bei der Implementierung werden die rechten Seiten von (3.17) direkt
in (3.16) eingebaut. Nur der Ubersichtlichkeit halber sind sie hier separat
dargestellt.

Fiir die Definition von g; an den Neumann-Knoten ist allein (2.146)
ausschlaggebend. Da diese Bedingung nachweislich im Limes fiir ¢; — 0 gilt,
gehen wir davon aus, dafl das Verfahren fiir kleine ¢; stabil bleibt. Bemer-
kenswert ist auch, dafl der Fall ¢, = 0 nicht ausgeschlossen werden muf.
Dann wird némlich in (3.15) ¢; = 0 gesetzt, und (3.16), (3.17) liefern die
Losung des Limesproblems aus Satz 2.18.

Obwohl dieses Verfahren nur intuitiv begriindet ist, scheint es in der
Praxis gut zu funktionieren. Abbildung 3.10 zeigt die so erhaltenen Lésungen
des Problems

—eu +u, =1 Viel,
u(I'y) =0 an den Dirichlet-Knoten (D),
)

> digui

€Ly

r
I'y) =0 an den Neumann-Knoten (N),

fiir verschiedene €. In Abbildung 3.11 wird die Losung von

dui
dt

+ (—eu;' + u;) =0 Viel,

u(I'y) =0 an den Dirichlet-Knoten (D),
Z dijui(T'y) =0 an den Neumann-Knoten (N),
€Ly

die mit dem impliziten Euler-Schema berechnet wurde, mit ¢ = 1073 zu
verschiedenen Zeitpunkten dargestellt.

3.2 Numerische Realisierung der Simulation des
Wassertransports

Auf die nichtlinearen Gleichungen fiir den Wassertransport wenden wir die
in [17] beschriebene Methode an. Sie ist speziell auf Gleichungen fiir portse
Medien zugeschnitten. Wir gehen davon aus, dafi die Funktion g(-,-), die
den Wassertransport entlang der Wurzel charakterisiert, den in [17] gestell-
ten Voraussetzungen geniigt. Mit der dort verwendeten Notation liegt der
Sonderfall

Bla) ==
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Abbildung 3.11: Losung eines zeitdynamischen singulér gestorten Netzwerk-
problems
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vor. Fiir ein Problem der Form

q=—9(pp),
df(p, x) _ ’
=4
p(t) =0 Vt € FD,
d(t)q(t) = g(t) VteT'n

auf einem Intervall 0, mit 9Q = I'p Uy ist dieses Jiger-Kacur-Verfahren
direkt anwendbar. Dafiir miissen zunéchst die Parameter d € (0, %) und
a € (0,1) gewihlt werden. Es sei

en(p,l‘) = e(pv I‘) + po'

Mit einem gegebenen Anfangszustand py und der Zeitschrittweite 7 > 0
bestimmen wir die Zustinde py zu den Zeitpunkten t = N7 fir N € N
folgendermaflen.

Setze N := 1 (Zeitschritt).
11:  Setze k = 1 (Iterationsschritt), und

Ano(x) == adipﬁn(po(x), x).

12:  Bestimme eine Funktion (x so, daf

ANe-1Cn e — T9(PN-1,Cnv k) = ANk—1PN -1, (3.18)
CNJg(t) =0 Vt € FD, (3.19)
d(t)g(pn-1(t),Cnv () = —g(t) VteT'n.  (3.20)

Definiere die Funktion A als A := (y 1 — py—1, und setze

On(pn-1(z) + aA(z),z) — Op(pn—1(7), T)
A(x) ’

AN (@) ==
falls |A(z)| > €macn’, und

d
AN g(x) = a%(%(p]v_l(x), x),

falls |A(x)| < €mach-
Falls £k =1 oder |[(nx — (N k—1]] = €Estop:
k =k + 1, gehe zu 12.
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Setze
PN = pN-1+ aA. (3.21)
N := N + 1, gehe zu 11.

Das Randwertproblem (3.18)—(3.20) konnen wir variationell im Raum
Vi={uec H(Q)|u(t) =0 Vt € Tp}
formulieren als
(v, ANg-1¢ng) + 7V 9(pnv—1, v k) = (0, ANgp—1pnv—1) — T(vg)ry Vv EV.

Dieses Schema haben wir in naheliegender, pragmatischer Weise auf die
Netzwerk-Gleichungen iibertragen. Auf das in Kapitel 1 gestellte Problem,
eine an den Knoten stetige zeitabhéngige Netzwerk-Funktion

tp(t) = [0

i€
zu finden, mit
@@ = —g(p®, DY) Vier, (3.22)
w _ (Y Vie T, (3.23)
p(T) =0 vJ € Ip, (3.24)
> disqr(Ty)Ar = —Riy vJ € IN, (3.25)

kely

wenden wir, wieder ausgehend vom Startzustand pg und der Zeitschrittweite
7, folgendes Schema an.

Setze N := 1 (Zeitschritt).

11:  Setze k = 1 (Iterationsschritt), und
i d i ‘
)‘Sv),o(@ = ad—p%(pé)(x), r) Viecl.

12:  Bestimme eine Netzwerk-Funktion (y j so, dafl
A%{kﬂé\?k - Tg(pg\if)—lv (C](\?k)/)/ - )‘S\if),kflp%)—l viel, (3.26)
Cvi(ly) =0 vJ e Jp, (3.27)
> dug(p1 (), (V) (0) A = ~RYy vJeTn. (3.28)

ZGIJ
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Definiere die Funktion A als A := {y  —pn—1, und setze fiir allei € 7

0, (P (@) + aAD(2),2) — 0, (0% (x), )

(@) —
Male) = A0 ) |
falls |A(l) (ZL‘)’ > €mach, und
i d i
)\5\7),16('1") = O‘%Qn(pg\f)—l(m)a ZL‘),

falls |A®(2)] < €mach-
Falls k = 1 oder HC](\?,C - C}é)k_lll > €gtop fiir ein ¢ € Z:
k:=k+ 1, gehe zu 12.

Setze
PN = pN-1 + QA. (3.29)

N := N 41, gehe zu 1.

Zur variationellen Formulierung von (3.26)—(3.28) bietet es sich an, die
Gleichungen auf jeder Kante ¢ € 7 mit A; zu multiplizieren. Dann némlich
wird (3.28) zu einer natiirlichen Kirchhoff-Bedingung. Um das zu erreichen,
multiplizieren wir (3.22), (3.23) mit A;. Mit den neuen Funktionen

gi = gAZa
0; == 0 A,
schreibt sich (3.22)—(3.25)
q(i) = —§ (p(i)’ (p(i))/) Vie T,
df; (p", z)

— _(50)y T

dt (q ) VZ 6 Y
p(FJ):O vJ e Jp,
> dig () = —Riy VJ € JN,

€Ty

Der entsprechend umformulierte Algorithmus lautet, mit Hilfe der urspriing-
lichen Funktionen g und 6 ausgedriickt,

Setze N := 1 (Zeitschritt).
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11:  Setze k = 1 (Iterationsschritt), und
—4(p, (l)( ), {L')Ai-i-Td) VieT.
12:  Bestimme eine Netzwerk-Funktion (y j so, dafl

Ak 1V — Ta(N 1 (V) A = A0, YieZ,  (3.30)
na(Ty) =0 vJ € Jp, (3.31)

S disg (-, (T), (V) (T5) A = Ry VJ € Jn. (3.32)
leZy

Definiere die Funktion A als A := (y  —pn—1, und setze fiir allei € 7

o (008 (@) +ad@(@),2) — 0pR_ (), 2)) 4 + A (2)
Ava(@) = A0 (z) |

falls |A® (z)| > €mach, und

falls |A®) (z)| < emach
Falls £k = 1 oder HCNk Qj\z,)k_lﬂ > €gtop fUr ein ¢ € Z:
k:=k+1, gehe zu 12.

Setze
PN = DpN—1 + aA. (3.33)

N := N + 1, gehe zu 11.

(3.30)—(3.32) konnen wir jetzt variationell im in Abschnitt 2.1.2 einge-
fithrten Raum V' formulieren als

S0 A1) + A (00, g, (650)))

€T
*Z Ag\l,k 1pN) D+T Z v(L' ;) Ry,
€T JeIN

Falls g(-,-) linear in der zweiten Unbekannten ist, wie es im Beispiel in 3.4
der Fall sein wird, konnen wir diese Gleichung iiber dem zu Beginn dieses
Kapitels eingefiihrten Raum V}, mit einem linearen Gleichungssystem losen.
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3.3 Numerische Realisierung der Simulation des
Stofftransports

Fiir den Stofftransport wenden wir auf die in Abschnitt 1.2 vorgestellten
Gleichungen ein Zeitdiskretisierungsschema an. Wir verwenden dafiir ein im-
plizites Euler-Schema. Allerdings konnte man, da die Gleichungen ja trans-
portdominiert sind, auch ein halbimplizites Schema. oder ein Schema zweiter
Ordnung in Erwédgung ziehen.
Zu gegebener Zeitschrittweite 7 und gegebenem Startzustand ¢y 16sen
wir sukzessive
NPOBEAC) . . - o
o L = (60 D(R)) = a () — o (3.34)

T

mit den Knotenbedingungen

GN(FJ)D Z le(Cg\lf))/Al = Rg — CN(FJ)RI{V vJ e J.
leZy

Genau wie beim Wassertransport multiplizieren wir (3.34) auf allen Kanten
i € Z mit A; und haben es dann mit einem Problem der Form (3.4)-(3.7)
zu tun. Die Gleichungen lauten im einzelnen

i i i i 1. G i 1 ¢ i
—(O08'DARY) + a8 Ai(eR) + (n+ D)0 Aic) = 03 Ay

Um auf diese singulér gestorte elliptische Differentialgleichung das Lo-
sungsschema (3.15)—(3.17) anzuwenden, miissen wir noch die Zerlegung der

Koeffizienten €(?) = 9](\?DA¢ gemiB (3.8) festlegen. Dazu wihlen wir é¥) =
6D und h; = A;.

3.4 Simulationsbeispiel

Das diese Arbeit abschlielende Simulationsbeispiel umfafit ein Bodenseg-
ment, gekoppelt mit dem Teil einer fiktiven Wurzel. Es sei an dieser Stelle
noch einmal betont, dafl diese Simulation, insbesondere was die Wurzel be-
trifft, nur ein Modellbeispiel ist und nicht den Anspruch erhebt, realistisch
Zu sein.

Der Boden wird der einfacheren Implementierung halber als zweidimen-
sionales Medium mit einer horizontalen und einer vertikalen Dimension be-
trachtet, im vorliegenden Beispiel als ein 6 m (z € [-3m,3m]) breites und
3m (y € [-3m,0]) tiefes Rechteck. Fiir den Wassertransport legen wir die in
Anhang A beschriebenen funktionalen Abhéngigkeiten zugrunde und wahlen
einen Parametersatz fiir einen Sandboden, der aus [36], Anhang Al, iiber-
nommen wurde und in Tabelle 3.1 wiedergegeben ist. Fiir den Stofftransport
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rechnen wir mit der Konzentration einer gelosten Substanz, die nicht abge-
baut wird (¢ = 0). Die restlichen Parameter sind Dy = 10~*m?h~! und
A=1.0m.

In dieses Bodensegment eingebettet sei die Wurzel, die so beschaffen ist,
dafl sich in jedem Wurzelverzweigungsknoten zwei Wurzeldste mit identi-
scher Querschnittsfliche zu einem Wurzelast mit der doppelten Querschnitts-
fliche vereinigen. Fiir die Berechnungen mit den Finiten Elementen zerlegen
wir die Wurzeléste in jeweils 40 Teilintervalle. Den Querschnitt des dicksten
Whurzelasts, des Hauptwurzelasts, bezeichnen wir als A,ef. Fiir den Wasser-
transport entlang eines Wurzelasts ¢ € 7 verwenden wir die eindimensionale
Variante

do(p?, z)

o = (", 2)((") - 1)’ (3:35)

der Richards-Gleichung mit denselben Funktionen & und 6 wie in der Boden-
simulation und auch mit denselben Parametern. Bei der Darstellung (3.35)
verlauft die Parametrisierungsrichtung der Wurzeléste immer von der Wur-
zelspitze in Richtung Hauptwurzelast. Den Stofftransport beschreibt die Dif-
fusions-Advektions-Gleichung

91% = (QlDCQ)/ — qué,
mit D =10"*m?h~1.

Als Randbedingungen fiir den Wassertransport im Boden wéhlen wir
am oberen Rand die Dirichlet-Bedingung ¢ = 0. Das gibt die Situation
wieder, dafl zu jedem Zeitpunkt gerade so viel Wasser von oben nachkommt,
damit am oberen Rand des Bodensegments Wasserséttigung eintritt, aber
andererseits auch keine stehende Wassersdule entsteht, denn dann wére 1
positiv. An den tibrigen Réndern des Bodens setzen wir die ,free drainage‘-
Bedingung

d
CL— (K@, X)V2) - . (3.36)
dv

Fiir die Stofftransportgleichung im Boden wihlen wir am oberen Rand eben-
falls eine Dirichlet-Randbedingung, namlich ¢ = 1.0 und an der iibrigen

Réndern die homogene Neumann-Randbedingung

dc
o 0. (3.37)

0, 0, « m n Kot T
0.0310.36 | 3.0m™ 067 |3.0]01mh!]05

Tabelle 3.1: Parameter fiir den Wassertransport im Boden
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Da die Gleichungen zur Berechnung des Stofftransportes linear sind, ist die
Konzentration des Stoffes beliebig skalierbar, wir miissen sie deshalb nicht
auf eine Einheit beziehen.

Am oberen Austrittspunkt der Wurzel setzen wir fiir Wasser- bzw. Stoff-
transport die zu (3.36) und (3.37) analogen Randbedingungen, denn dieser
Punkt zeichnet sich nicht durch eine besondere Eigenschaft aus, da wir ja
einen willkiirlich gew&dhlten Ausschnitt der Wurzel betrachten. Ansonsten
beschrankt sich Wasser- und Stoffaufnahme auf die Wurzelspitzen, d. h. an
allen iibrigen Wurzelknoten setzen wir Ry = 0 und Rg = 0. An den Wurzel-
spitzen wéhlen wir fiir die Aufnahmefunktion (1.21), in entfernter Anlehnung
an [12],

J,max
J RW

R — 9
W0 + A (X ) [rw

mit Ay = 1.0m™", gy = 1.5 und Rj™™ = ¢(0,0)A;, wobei A; den Quer-
schnitt des zur Wurzelspitze gehorenden Wurzelasts bezeichne. Bei der Stoff-
aufnahme weichen wir in der Simulation, mangels einer geeigneten Funktion
3 (siehe Tabelle 1.2), vom in Abschnitt 1.3 beschriebenen Modell ab. Anstatt
die Stoffaufnahmerate festzulegen, fordern wir, dafl die Stoffkonzentration in
der Wurzel auf der Hohe einer Wurzelspitze genauso hoch ist wie im Boden
an der Stelle, wo sich diese Wurzelspitze befindet. Mit der Notation von
Abschnitt 1.3 setzen wir also

cy=c(Xy).

Die Kopplung von Boden und Wurzel wird in der Simulation in expliziter
Weise auf dem zeitdiskreten Niveau realisiert. Ausgehend von einer Zeitdis-
kretisierung tg, t1, t2, ... werden zu jedem Zeitpunkt t,, die Austauschraten
Ry und Rg aufgrund der aktuellen Daten festgelegt. Im folgenden Zeit-
schritt [t,, t,+1] werden dann die beiden Systeme Boden und Wurzel separat
voneinander behandelt, aber jeweils unter Beriicksichtigung von Ry und Rg.
Danach werden die Austauschraten wieder aktualisiert und der néchste Zeit-
schritt kann vollzogen werden. Allerdings kénnen wir beim Stoffaustausch
nicht so verfahren, da wir ja, wie eben angedeutet, nicht die Austauschra-
te festlegen, sondern fordern, dafl die Stoffkonzentrationen im Boden und
in der Wurzel iibereinstimmen. Deshalb bestimmen wir zum Zeitpunkt %,
zundchst die Stoffkonzentration c; := ¢(X ) im Boden. Im darauffolgenden
Zeitschritt berechnen wir dann als erstes Wasser- und Stofftransport auf der
Wurzel, wobei wir die Stoffkonzentration an den Wurzelspitzen als Dirich-
let-Bedingung gleich c¢; setzen. Aus dem jetzt verfiigbaren Zustand auf der
Wurzel zum Zeitpunkt t,,41 berechnen wir R (vgl. Tabelle 1.2) als

Ry =0;D ) dpyci(Ty) Ak —cy Y dryqr(T) Ay
k‘EIJ kEIJ
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Mit diesen Austauschraten berechnen wir schliellich den neuen Zustand im
Boden. Auf diese Weise ist sichergestellt, daf die Stoffaustauschbilanz stets
ausgeglichen ist.

Die Abbildungen (3.12)—(3.67) zeigen die Ergebnisse einer solchen Simu-
lation, zuerst mit Ayf = 1072 m?, dann mit A,ef = 107! m?. Dargestellt
wird der relative Wassergehalt, sowie die Stoffkonzentration.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 setzen wir den relativen Wassergehalt zu %(070 +6;)
in der gesamten Wurzel und auch im Boden, mit Ausnahme eines Berei-
ches nahe der Bodenoberkante, in dem der Wassergehalt gleichméflig bis
zur Wasserséittigung an der Bodenoberkante ansteigt. Die Stoffkonzentrati-
on zum Startzeitpunkt setzen wir gleich Null in der gesamten Wurzel und
gleich 0.5 im Boden. Im Hinblick auf die Randbedingung ¢ = 1.0 am obe-
ren Bodenrand lassen wir die Konzentration zum Startzeitpunkt im oberen
Bereich des Bodens kontinuierlich von 0.5 auf 1.0 ansteigen.

Die Parameter o und d fiir das Jager-Kacur-Verfahren bestimmen wir,
sowohl fiir die Wurzel als auch fiir den Boden, zu o« = 1.0 und d = 0.25. Als
Zeitdiskretisierung wéhlen wir 7 = 0.01 h.

In den nachfolgenden Plots ist nur im ersten Fall die Wirkung, die die
Wurzel in Form der Senkenterme auf den Boden ausiibt, deutlich zu erken-
nen. Es bilden sich an diesen Stellen etwas trockenere Regionen. Ansonsten
bewegt sich die Feuchtigkeitsfront kontinuierlich nach unten. Anfangs ver-
schérft sie sich etwas, was von der besseren Leitfihigkeit im feuchteren Be-
reich herriihrt, wodurch das Wasser absackt. Auffallend ist auch, daf} die
Front der hoheren Stoffkonzentration hinter der Feuchtigkeitsfront zuriick-
bleibt. Aus dieser Tatsache kénnen wir schlieffen, daf3 die Geschwindigkeit,
mit der sich das Wasser bewegt, niedriger sein muf} als die Geschwindigkeit
der Feuchtigkeitsfront. Dies ist aber auch zu erwarten, denn auch im zu Be-
ginn trockenen Teil des Bodens befindet sich schon Wasser, das von dieser
Front teilweise verschluckt wird.

Die beiden Serien von Plots fiir die Wurzel unterscheiden sich nicht er-
kennbar voneinander, da ihre Auswirkungen auf den Boden in unserem Bei-
spiel eher gering sind. Was die Feuchtigkeits- und Stoffkonzentrationsfront
betrifft, konnen wir prinzipiell dieselben Beobachtungen machen wie im Bo-
den. Die Stoffkonzentration erhoht sich in zwei Stufen, zunéchst auf 0.5
und spéter, sobald der Bereich des Bodens mit hoherer Stoffkonzentration
die Wurzelspitze erfafit hat, auf 1.0, was man zum Beispiel zum Zeitpunkt
t = 7Th gut erkennen kann. Bemerkenswert ist auch die Situation, die beim
Plot fiir den Wassertransport zum Zeitpunkt ¢ = 7h eintritt, wo sich an ei-
nem Wurzelverzweigungsknoten ein trockener und ein bereits feuchter Wur-
zelast vereinigen. Dort dringt auch etwas Wasser in die entgegengesetzte
Richtung in den noch trockenen Wurzelast ein.
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Abbildung 3.24: At = 1072 m?: Wassergehalt 6 im Boden: ¢t = 20h
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Abbildung 3.31: A,.s = 1072 m?: Konzentration ¢ in der Wurzel: ¢t = 4h
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Abbildung 3.34: At = 1072 m?: Wassergehalt 6 in der Wurzel: t = 10h
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Abbildung 3.35: A, = 1073 m?: Konzentration c in der Wurzel: ¢t = 10h
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Abbildung 3.36: A, = 1073 m?: Wassergehalt 6 in der Wurzel: t = 15h
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Abbildung 3.37: A, = 1072 m?: Konzentration c in der Wurzel: ¢t = 15h
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Abbildung 3.38: A,es = 1072 m?: Wassergehalt 6 in der Wurzel: t = 20h
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Abbildung 3.39: A, = 1072 m?: Konzentration c in der Wurzel: ¢t = 20h
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Anhang A

Funktionale Abhingigkeiten
im Boden

Fiir die in Kapitel 1 dargestellten und in den Abbildungen 1.1 und 1.2 ver-
anschaulichten funktionalen Zusammenhénge zwischen Wassergehalt 6 und
Matrixpotential ¥, sowie zwischen Leitfahigkeit K und Matrixpotential ver-
wendet man iiblicherweise weitgehend empirische Ansétze, die sich in der
Praxis bewéahrt haben, und die mit Hilfe von frei wihlbaren Parametern auf
den jeweiligen Bodentyp angepafit werden kénnen.

Fiir die Abhéngigkeit der Wassergehalts § vom Matrixpotential 1 ver-
wenden wir das in [15] beschriebene Modell. Dazu fiithren wir den sogenann-
ten relativen Wassergehalt

ein. Mit den Parametern o [L™1] >0, m [-] >0 und n [-] > 1 lautet die
Ansatzfunktion

—1 o, falls¢ <0,
o) = { 1+l
1, falls ¢ > 0.

Egal wie die Parameter gewahlt werden, ist die Funktion
0(1/)) =0+ @(1/})(93 - 01”)

streng monoton wachsend auf (—oo,0), und es gilt

lim 6(y) =6,,

=00

9(1@ =05 V¢ >0.

Fiir den Zusammenhang zwischen Leitfihigkeit und Matrixpotential ver-
wenden wir das Modell in [25], in welchem sich die Leitféhigkeit berechnet
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als

K, (0) = £ _ gy (f‘% 5@ ) (A1)
ferw

mit den Parametern Ky [LT!] > 0 und 7 [-] > 0, wobei 9(-) die Um-
kehrfunktion zur oben angegebenen Funktion 6(-) ist, die den Wassergehalt
in Abhéangigkeit vom Matrixpotential angibt.

Wir betrachten K als skalare Grofle, was im Kontext von Kapitel 1 be-
deutet, da3 K ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. Die bodenphysikalische
Interpretation dafiir ist, dal die Durchléssigkeit des Bodens in jede Richtung
gleich ist.

Die Funktion 1 (-) ist definiert auf (6,,60;]. Aufgrund der Eigenschaften
von 6(-) ist ¢ streng monoton wachsend, und es gilt

li
g 4(0) =
P() <0 VO € (0,,6;),
¥(0s) =
K ist also streng monoton wachsend auf (—oo,0), und es gilt
lim K(y) =0,
Jim K@)

K(¢) € (0, Kgat) Yo <0,
K(ﬂ)) = Ksat v¢ > 0.

Unter der Zusatzbedingung
1
m=1——,
n

die wir auch annehmen, 148t sich (A.1) auch explizit darstellen, da in diesem

Fall W die Stammfunktion

1 - 0—0, 1\m
—~d9:—a95—07‘ 1-— " \m
7 (0 =0 (1~ (5—4)™)
besitzt. Daraus erhalten wir

1 1 m\ 2
(1 + ()™ (1_ (- 1+(a|¢!)”) ) '

K () =
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Anhang B

Programmablaufbeschreibungen

Dieses Kapitel enthélt detaillierte Ablaufpldne von Algorithmen zur Lésung
der elliptischen Probleme, die die Grundbausteine fiir die Boden-Wurzel-Si-
mulation darstellen. Dabei wird die in Kapitel 3 beschriebene nichtiiberlap-
pende Bereichszerlegung verwendet.

Wir betrachten die Differentialgleichung

—div(aVu) +b-Vu+cu= f auf Q, (B.1)
u=0 auf 0Q, (B.2)

auf einem Gebiet 2 C R™ (m > 1) mit den Koeffizienten

a: Q) — R™™,
b:Q— R",
c: Q) —R.

) sei unterteilt in die Teilbereiche (£2;);cz. Die Gesamtheit der Schnitt-
stellen zwischen diesen Gebieten, also alle nichtleeren Mengen der Form
Q; N Q. bezeichnen wir als Interfaces (I's) se7. Auf dem gesamten Gebiet
sei eine Finite-Elemente-Triangulierung gegeben, welche die Interfaces I' s re-
spektiert. Es darf also keine Simplizes geben, die zu mehreren Teilbereichen
gehoren. Dadurch entstehen automatisch auch Finite-Elemente-Triangulie-
rungen auf den Teilbereichen €Q;, sowie auf den Interfaces I';.

Die herkémmliche Methode, obiges Problem mit Finiten Elementen zu
16sen, basiert auf der variationellen Formulierung

(Vv,aVu)g + (v,b- Vu)g + (v, cu)q = (v, f)a.

Als Finite-Elemente-Rdume verwenden wir auf jedem Teilbereich €2; den
Raum Vh(z) aller stetigen Funktionen, die die Dirichlet-Randbedingung auf
0N erfiillen und auf jedem Simplex Polynome mit maximalem Grad 1 sind.

{w,.. wd}

ng
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seien Basen dieser Rdume, typischerweise bestehend aus Hutfunktionen.
Auch auf den Interfaces I'; verwenden wir Riume dieses Typs, mit den
Basen

{vg‘l), RTCoY

) ng

Es folgt eine Beschreibung des Programmablaufs fiir die Losung von
(B.1),(B.2) mittels nichtiiberlappender Bereichszerlegung mit den Interface-
spezifischen Penalty-Parametern 7 .

Fiir jedes Interface J € J:

Berechne Gramsche Matrix G) (ny x ny)
Gl(c{) = / U,i‘])vl(‘]) dx.
ry
Erzeuge LU-Zerlegung dieser Matrix

LYul) =W, (B.3)
Berechne Matrix RY) (ny x ny)
RIE;ZI) = / nJU]E;J)’Ul(J) dx.
Ly
Erzeuge LU-Zerlegung dieser Matrix
LYul) = Y. (B.4)
Fiir jeden Teilbereich ¢ € 7:

Berechne Systemmatrix S (n; x n;)

I T

k3

Fiir jedes zu €); adjazente Interface I';:

Berechne Matrix C' (ny x n;)

Chi ::/ njv,(cj)wl(i) dx.
ry

Bestimme mit Hilfe von (B.4) Matrix M (nj; X n;) mit

RYM =C.
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Setze
S0 .= 50 4 MTC.
Bestimme mit Hilfe von (B.3) Matrix PU/) (nj x n;) mit
G pi) — .
Setze
pld) .= oplid),

Berechne Matrix B4/ (n; x n;)
B]SJ) = / v,gJ)wl(i) dx.
Ty

Initialisiere Vektor b(/) (n;)
b)) .= 0.
Erzeuge LU-Zerlegung der Systemmatrix
LYU = 50, (B.5)

Berechne rechte Seite (%) (n;)

11:  Fiir jeden Teilbereich ¢ € 7:
Initialisiere Vektor ¢ (n;)
to=r0),
Fiir jedes zu (; adjazente Interface I';:
Setze
t =t + (B Tp),
Bestimme mit Hilfe von (B.5) Vektor s() (n;) mit
S0 gd) — ¢
Fiir jedes Interface J € J:

Initialisiere Vektor ¢ (n)

148



Fiir jeden zu I'j adjazenten Teilbereich §2;:
Setze
t =t 4 P g1 _ p(id),
Fiir jeden zu I'j adjazenten Teilbereich §2;:
Setze
B bfi) (Pl ) _ ). (B.6)

Falls das Abbruchkriterium noch nicht erfiillt ist:
Gehe zu 11.

Das Abbruchkriterium besteht darin, in (B.6) immer auch die L?-Norm
des Update-Terms u := (P s() —t) zu bestimmen, die sich mit der Gram-
schen Matrix G() ergibt als

(uT (G(J))u> 2

Falls diese Norm stets kleiner als eine vorher festgelegte Konstante esiop
bleibt, gilt das Abbruchkriterium als erfiillt.
Das Verfahren fiir singulér gestérte Probleme basiert auf der Darstellung

hlg+eVu=0 auf, (B.7)
divg+b-Vu+cu=f auf(), (B.8)
u=0 auf 0. (B.9)

€ sei eine positive differenzierbare skalare Funktion und A eine von der Null
wegbeschrankte Matrix mit

a = eh.

Auf jedem Teilbereich 2; sei W,El) der in [31], Abschnitt 6 beschriebe-
ne Finite-Elemente-Raum vektorwertiger Funktionen von maximalem Poly-
nomgrad 1. Z}(Ll) sei der Raum aller skalaren Funktionen, die stiickweise (auf
jedem einzelnen Simplex) ein Polynom von maximalem Grad 1 sind, aber
an den Ubergangsschnittstellen der Simplizes nicht stetig sein miissen.

Basen dieser Rdume seien

{wgi), . ,wgi)}

fiir W,Ei) und

{zy), .. z(i)}

L 1071
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flir Zf(f). Auf den Interfaces betrachten wir wieder die stetigen, stiickweise
affinen Funktionen mit den Basen

{vg‘]),... oY,

r¥ng

Fiir alle Bereiche ¢ € 7 sei 7; die Menge aller Simplizes in €2;. Fiir einen
Simplex e € 7; definieren wir

Ode_ = {zx € de| b(z) - v(x) < 0},

und in analoger Weise sei auch 0€2;_ definiert. Dabei sei v(z) der &dufe-
re Normalenvektor. Dort wo im Inneren eines Bereiches zwei Simplizes e;
und ey direkt aneinandergrenzen, sei fiir eine Funktion z, die innerhalb der
jeweiligen Simplizes stetig sein muf}, und einen Punkt z € e; Ney

)= Jm (),
b(z)-(z+—2)>0
z-(z) = lim  z(z-),

b(z)-(zx——x)<0
[e)(e) = 24 (2) — 2 (2).

Natiirlich machen diese Definitionen nur dann Sinn, wenn b(x) - v(z) # 0.
Der folgende Algorithmus liefert die Losung von (B.7)—(B.9) mittels
nichtiiberlappender Bereichszerlegung mit den Penalty-Parametern ;.

Fiir jedes Interface J € J:

Berechne Gramsche Matrix G/) (nj x ny)
Gl(c{) = / U](CJ)’UZ(J) dx.
ry
Erzeuge LU-Zerlegung dieser Matrix
LYPul) = aW, (B.10)
Berechne Matrix R (n; x ny)
Rl(c{) = / UJU](CJ)’UZ(J) dx.
ry
Erzeuge LU-Zerlegung dieser Matrix

LYul) = RV, (B.11)

Fiir jeden Teilbereich ¢ € Z:
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Berechne Systemuntermatrizen
S,ill(i) :—/ w,(j)(hflwl(i)) dx,
Q;

S,i?(i) = —/Q (div ew,(f))zl(i) dx,

i

S,zll(i) = /Q z](f) div wli) dz,

S,%?(i) = / (b : Vz,(:))zl(i) + cz,(:)zl(i) dz

7

(7,
+ _b-v|dz.
66272./36—\891' [Zk }(Zz )—|b-v|d

Fiir jedes zu €); adjazente Interface I ;:

Berechne Matrix C' (ny x n;)
Cr = / T]J'U}E:J)G(wl(i) V) dz.
ry
Berechne Matrix D (ny X m;)
Dy = —/ TIJ’U]E:J)Zl(i)‘b‘ v|dz.
T ;NoQ; _

Bestimme mit Hilfe von (B.11) Matrix M (ns X m;) mit

RYM=(C|D).

Sn(l’) Sn(l’) .
<S21(i) = 52100 +M7C.

Bestimme mit Hilfe von (B.3) Matrix P%/) (nj x n;) mit

Setze

G P — .
Setze
pld) .= opli)),

Berechne Untermatrizen
B}, = / ev,gj)(wl(i) ‘v)dx
ry

B} = —/ v]gJ)zl(i)|b -v|dx
T'ynoQ,;
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Setze Matrix BUY) (ny x (n; +my))
BW) .= (B'|B?).
Initialisiere Vektor b(/) (n ;)
(D) .= 0.
Setze Systemmatrix S@ ((n; +m;) x (n; +m;))

@) Sll(i) SlQ(i)
S = Szz(i) )

g21(0)
Erzeuge LU-Zerlegung der Systemmatrix

LYuY = 5.

Berechne rechte Seite (") (m;)

7“,(:) ::/ z,(f)fdaj.

9%
11:  Fiir jeden Teilbereich 7 € 7:

Initialisiere Vektor ¢ (n; + m;)

()

Fiir jedes zu €); adjazente Interface I ;:
Setze
t =t 4 (BOD) p(),
Bestimme mit Hilfe von (B.12) Vektor s (n; 4+ m;) mit
1(%)
O _

Fiir jedes Interface J € J:

Initialisiere Vektor t (ny)
t:=0.

Fiir jeden zu I'y adjazenten Teilbereich §2;:
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Setze
t =t 4+ PN AW _pi),
Fiir jeden zu I'; adjazenten Teilbereich €2;:

Setze
pi) = (PN gL _ ) _p(i), (B.13)

Falls das Abbruchkriterium noch nicht erfiillt ist:
Gehe zu 11.

Das Abbruchkriterium besteht darin, in (B.13) immer auch die L?>-Norm

des Update-Terms u := (P’ )51 —t) zu bestimmen, die sich mit der Gram-
schen Matrix G(/) ergibt als

(uT (G(‘]))u) %

Falls diese Norm stets kleiner als eine vorher festgelegte Konstante egop
bleibt, gilt das Abbruchkriterium als erfiillt.

153



	 Überblick
	 Modellierung von Wasser- und Stofftransport im Boden und in der Wurzel
	 Wasser- und Stofftransport im Boden
	 Wasser- und Stofftransport in der Wurzel
	 Kopplung von Boden und Wurzel

	 Singulär gestörte elliptische Differentialgleichungen auf 1-dimensionalen Netzwerken
	 Einführung
	 Netzwerknotationen
	 Problemstellung

	 Lineare Differentialoperatoren auf einem beschränkten Intervall
	 Differentialoperatoren erster Ordnung
	 Differentialoperatoren zweiter Ordnung
	 Konvergenzresultate für 0

	 Lineare Differentialoperatoren auf einem Netzwerk
	 Differentialoperatoren erster Ordnung
	 Differentialoperatoren zweiter Ordnung
	 Konvergenzresultate für 0

	 Probleme in nicht-variationeller Darstellung
	 Zeitdynamische Probleme

	 Simulation
	 Numerische Lösung elliptischer Differentialgleichungen auf Netzwerken
	 Numerische Realisierung der Simulation des Wassertransports
	 Numerische Realisierung der Simulation des Stofftransports
	 Simulationsbeispiel

	Funktionale Abhängigkeiten im Boden
	Programmablaufbeschreibungen

