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PREMESSA.

I teoremi di Godel-Kreisel compaiono per la prima volta in [Kre2] e costituiscono la
sistemazione, operata da G. Kreisel, di un inedito risultato dovuto a K. Gédel (1957)
di cui si trova qualche vaga traccia in [G6d).

In seguito questi teoremi sono stati riproposti da altri autori fra i quali D.C. McCarty
che in [McC2] indica come terzo teorema di Godel-Kreisel il seguente risultato:

la completezza forte del frammento negato della logica intuizionistica rispetto alla
semantica intuitiva implica la validita del principio di Markov nel metalinguaggio

N

dove ”semantica intuitiva” € una libera traduzione di naive semantics.

In questa tesi proveremo che questo teorema puo essere effettivamente enunciato e
dimostrato nell’ambito della teoria intuizionistica dei tipi di P. Martin-L6f (ITT), che
si trova esposta dettagliatamente in [MLS] e [NPS].

Questo risultato rappresenta il primo passo per la costruzione di una prova totalmente
esprimibile in ITT del teorema di incompletezza della logica intuizionistica gia
ottenuto da Kreisel e McCarty mediante costrutti che pero risultano incompatibili
con la teoria fondazionale in questione (Church thesis, choice sequences, ...)

E bene ricordare che questa teoria offre un completo controllo delle informazioni
necessarie per emettere ogni giudizio esprimibile nel suo linguaggio e pertanto risulta
particolarmente adeguata come ambiente di sviluppo per la matematica costruttiva.
Il nostro risultato e stato ottenuto in due fasi: dapprima si € ricostruita la prova
del teorema apportando alcune modifiche (a volte molto vistose) alla dimostrazione
originale di Kreisel nella versione presentata da A.S. Troelstra e D. van Dalen in
[TvD], poi ¢ stata creata un’estensione di ITT (cioé sono stati definiti dei nuovi set
e delle nuove funzioni) con cui & stato possibile esprimere la prova stessa.

La dimostrazione originale di Kreisel si basa sulla particolare versione del teorema di
Herbrand per le formule prenesse negate che si applica quando il linguaggio ¢ privo di
segni per costanti e di segni per funzioni. Tuttavia abbiamo rilevato che tralasciando
questa limitazione, la prova non solo si mantiene valida ma risulta semplificata.
Pero risulta necessario enunciare e dimostrare il detto teorema di Herbrand nella sua
forma pit generale, che risulta essere quella in cui le prove delle formule prenesse in
questione contengono (occorrenze di) assiomi non logici.

Questi assiomi, siano essi regole o formule, sono di fatto presenti in ogni sistema
deduttivo basato su un linguaggio che comprenda segni per costanti e per funzioni, e
sono responsabili dell’introduzione di questi segni nelle deduzioni.

Comunque il teorema risulta valido solo se le dette occorrenze degli assiomi non logici
soddisfano determinate condizioni e quelle presentate in questa tesi, pur non essendo
necessarie, sono certamente sufficienti.

La dimostrazione che diamo qui di questo teorema, & basata sul midsequent theorem
che G. Gentzen dimostra in [Gen] e risulta particolarmente diretta (cioé basata su
pochi teoremi precedenti) avendo solo bisogno di una versione della cut elimination.
Essa infine, oltre ad essere molto costruttiva e del tutto formalizzabile nell’estensione
di ITT che preciseremo, mette chiaramente in luce il carattere commutazionale del
teorema di Herbrand per le formule prenesse negate.



Tornando ora alla prova di Kreisel, notiamo che essa si basa su due lemmi (detti nel
seguito lemmi principali) uno dei quali fa uso di Herbrand. L’altro si basa invece su
un lemma assente sia in [Kre2| che in [TvD] e che noi abbiamo esplicitato.

In definitiva la struttura logica della prova risulta essere della forma seguente:

lemma secondario — primo lemma principale
teorema di Godel-Kreisel

teorema di Herbrand — secondo lemma principale

Dal lemma secondario ricaveremo anche un terzo lemma detto anch’esso principale
perché pur non entrando nella prova, ha molte affinita con il primo di questi lemmi.
L’estensione di ITT in cui viene formalizzata questa prova si basa largamente sul set
N dei numeri naturali e sul set List(P) delle liste sul set P.

Il set V delle variabili viene tenuto distinto da N per evitare ambiguita nelle espressioni
che contengono elementi di entrambi i set.

Altri due set simili a quelli utilizzati in [Per] contengono termini e formule ma il
meccanismo con cui viene gestita la sostituzione simultanea differisce totalmente da
quello di H. Persson e si avvale di una potente funzione chiamata /A che a seconda
dei casi estrae i termini da una lista o li inserisce in essa.

Con altri set vengono gestite le formule prenesse, le sottoformule, le funzioni primitive
ricorrenti, le loro componenti e le deduzioni intuizionistiche.

I rimanenti strumenti necessari vengono gestiti definendo funzioni e giudizi di ITT.
Il materiale esposto € stato organizzato in modo da rispettare l'ordine logico delle fasi
con cui e stato ottenuto il risultato che presentiamo; infatti i primi quattro capitoli
contengono la nostra versione della prova originale di Kreisel che viene poi espressa
in ITT nei due capitoli restanti.

In particolare nel primo capitolo sono riportate le definizioni di carattere sintattico
(linguaggio al primo ordine, termini, formule) ed & descritto il sistema di deduzione
che si intende usare, ovvero una versione modificata del sistema LJ di Gentzen [Gen].
La presente versione di LJ deve la propria simbologia a [SBF] e le regole sui connettivi
vi compaiono in forma additiva per semplificare al massimo la procedura di cut
elimination. Inoltre ’aggiunta di contesto a destra della formula attiva nelle regole
cut e WL (indebolimento a sinistra), permette la loro commutazione con la regola
XL (scambio a sinistra). Il teorema di Herbrand per le formule prenesse negate €
provato nel secondo capitolo assieme al teorema di normalizzazione per regole W L.
Il terzo capitolo introduce la semantica intuitiva, le funzioni ricorrenti primitive e le
generalita sulla prova del risultato principale che viene poi esposta dettagliatamente
nel capitolo successivo. L’estensione di ITT in cui la prova si formalizza & descritta
nel capitolo cinque ed ¢ usata nel capitolo seguente per riformulare le dimostrazioni
del risultato principale e dei lemmi.

In chiusura mi sembra doveroso ringraziare il professor G. Sambin per avermi dato
Popportunita di approfondire con questa tesi alcune affascinanti tematiche di teoria
della dimostrazione e di teoria dei modelli.

Ringrazio inoltre M.E. Maietti, S. Sadocco, A. Salerni e M.A. Vanzetto per il prezioso
sostegno spontaneamente offertomi nei momenti piu critici che si sono presentati
durante lo svolgimento di questo lavoro.
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CAPITOLO 1.
SINTASSI DELLA LOGICA INTUIZIONISTICA.

1.1. Nota sulla simbologia.

[1] Se D & un insieme ed n & un intero non negativo, indicheremo con D" l'insieme
delle n-uple ordinate di elementi di D. D" & dunque l'insieme delle scritture:

(dy,...,dy)

in cui ciascun d; € un elemento di D.
Si osservi in particolare che D° contiene 1'unica scrittura: ().
Con le notazioni:

dE(dl,...,dn) e d¢(d1,,dn)

intenderemo asserire che d € o rispettivamente non € uno dei d;.

Indicheremo poi con D* 'unione dei D" al variare di n e chiameremo nel seguito
vettori i suoi elementi.

Dati i vettori d; e dy indicheremo con d; U ds il vettore le cui componenti sono,
nell’ordine, quelle di d; seguite da quelle di dy che non compaiono in d.
Scriveremo poi d — d per designare il vettore ottenuto sopprimendo nel vettore d la
prima componente pari a d, se presente.

2] Data ora la funzione g in D" — D e la n-upla f = (f1,..., f,) di funzioni in
D™ + D, definiamo la funzione go f in D™ + D (la composizione) ponendo:

(9o f)dy,-..  dm) = g(fi(ds,- .. dm), ... fuldi,- .. ,dnm)).
Analogamente si definisce Ro f se R & una relazione su D".

[3] Una regola Z che deduce la verita della proposizione Q (la conclusione) dalla

verita delle proposizioni Py, ... ,P, (le assunzioni) verra indicata con la scrittura:
P,...P,

TI.

Si osservi in particolare che se n = 0 allora Z deduce Q senza bisogno di assunzioni.

7 puo essere anche pensata come un grafo con n archi tesi fra n + 1 nodi: un nodo

(il padre) & associato a Q e i restanti (i figli) sono associati a Py,...,P,; gli archi

congiungono il padre a ciascuno dei figli.

[4] Una prova II in un sistema S di regole puo allora allora essere vista come I’albero
formato dall’unione dei grafi che corrispondono a ciascuna regola di Il e cid permette
di applicare alle prove la terminologia relativa agli alberi.

In particolare chiameremo albero e cammino di una proposizione P, rispettivamente
il sottoalbero di radice P e il cammino che congiunge P alla conclusione.

A questo punto la derivabilita in S viene introdotta affermando che la regola Z (non
necessariamente in S) & derivabile in S quando esiste una prova IT in S tale che IT e
7 hanno le stesse assunzioni e la stessa conclusione. La proposizione Q € derivabile in
S quando in S si deriva la regola che ha zero assunzioni e Q come conclusione.

1.2. Linguaggi al primo ordine, termini e formule.

[1] Un linguaggio al primo ordine £ contiene i seguenti segni:



A. segni per costanti, il generico dei quali sara c;,
B. segni per funzioni, il generico dei quali sard f; e avra arieta ap,
C. segni per relazioni, il generico dei quali sard Ry e avra arieta by.

L’insieme V delle variabili sara costituito dalla successione di segni: zg,x1, .. .
[2] L’insieme Trm(L) dei termini & definito per ricorrenza dalle seguenti clausole:

A. ogni variabile ¢ un termine,
B. ogni costante € un termine,
C. se t € Trm(L)*" allora f;,t ¢ un termine,

[3] Ad ogni t € Trm(L) associamo FV (t) € V* con le variabili presenti in ¢. Cioe:

FV(z;) = (i),
FV(cJ)E()
FV (fu(t1,...ta,)) =FV(t1) U... UFV (t,,)-

La terza clausola verra scritta anche: FV (f,t) = U2 FV ().
[4] L’insieme Frm(L) delle formule ¢ definito per ricorrenza dalle seguenti clausole:

A. 1 & una formula,

B. se £ € Trm(£)? allora Ryt & una formula.

C. Se A e B sono formule allora (A)® (B), (A)® (B) e (A) — (B) sono formule.
D. Se A ¢ una formula e se z € V allora Vz(A) e 3z(A) sono formule.

Per brevita, tralasceremo le parentesi ogni volta che ci sara possibile.

[5] BV(A) e FV (A) sono i vettori di V che contengono rispettivamente le variabili che
in A compaiono vincolate e non vincolate:

Nel seguito [ indichera uno qualunque dei connettivi ®, &, —, e () indichera uno
qualunque dei quantificatori V, 3:

FV(L) = () BV (L) = ()
FV (Ri) = U% FV (t;) BV (Ri?) = ()
FV(AOB) =FV(A)UFV(B) BV(AOB)=BV(A)UBV(B)
FV(QzA)=FV(A) —z BV (QzA) = BV (A) U (x)
[6] A et sidiranno chiusi (contr. aperti) se FV(A) = () o FV (¢) = (); A si dira poi

proposizionale (contr. predicativa) se BV (A4) = ().
[7] Le seguenti clausole definiscono I'insieme Pren(L) delle formule prenesse e la
matrice (indicata con mat) di ciascuna di esse:
se A € PFrm(L) allora A € Pren(L) e mat(A) = A,
se A € Pren(L) e xz € V allora QzA € Pren(L) e mat(QzA) = mat(A).

Conviene poi estendere la funzione mat ad una formula qualunque, per renderla totale
su Frm(L), e il modo piu diretto & il seguente:

mat(L) = L

mat(Rt) = Rt
mat(AOB) = mat(A)Omat(B)
mat(QrA) = mat(A)



[8] Considerata ora la formula A e ¢ € Trm(L)™ della stessa lunghezza di FV (4), si
indichera con A[t] l'effetto della sostituzione simultanea in A delle occorrenze libere
delle componenti di FV (A) con le componenti di ¢ (prese nell’ordine).

Con A[z/t] indicheremo invece l'effetto della sostituzione in A delle occorrenze libere
della variabile z con il termine ¢.

Chiameremo poi istanza di A ogni espressione A[t] per qualche # € Trm(L)™ della
stessa lunghezza di FV (A).

Anche queste due definzioni saranno estese ai termini.

[9] Date le formule F ed F', con le scritture:
E<F e E<F

intendiamo asserire che F & sottoformula o sottoformula propria di F' nel senso di
Gentzen. Queste notazioni sono definite per induzione mediante le seguenti clausole:
A <A,

A< Ae A<A,
seC<AoC < Ballora C<AOBe C < AOB,
se C < A[z/t] allora C < QzA e C < QrA,

1.3. Sequenti.

[1] Un sequente o ¢ una scrittura della forma:
' A

con la quale asseriamo che la formula A (la conseguente) si dimostra assumendo le
componenti del vettore di formule I' (le antecedenti).

Chiamando ora ”formule di ¢” sia A che le componenti di I', possiamo definire o
come proposizionale quando lo sono tutte le sue formule. Una simile dichiarazione
definisce i sequenti prenessi.

Inoltre chiameremo ”sottoformule di ¢” le sottoformule delle formule di o.

In questa sede la locuzione ”formula” puo anche significare ”occorrenza di formula”.

[2] Se S & un sistema di regole le cui assunzioni e conclusioni sono sequenti, scriveremo:
I'sA

quando esiste in S una prova che conclude I' - A senza assunzioni.

[3] Se Z & una regola di S, le formule che compaiono in Z sono divise in tre gruppi:

A. Sono di contesto quelle formule che compaiono identiche in una assunzione
e nella conclusione in quanto Z non agisce su esse.

B. Sono laterali quelle formule delle assunzioni che non sono di contesto.

C. Sono principali quelle formule della conclusione che non sono di contesto.

[4] In particolare le costanti logiche sono regolate dal sistema LJ descritto in figura 1
dove si & posto: FV(Ay,... ,A,) =FV(A;)U...UFV(4,)se (4y,...,A,) € Frm(L)™.
Le regole di questo sistema hanno forma generale:
r,v,-06;... 1,9, -C, (1)
Iy,..., T, Y EC
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dove I'y, ... T, sono vettori di formule di contesto che non devono essere omessi, e gli
altri elementi rappresentano formule e vettori di formule che possono essere laterali,
principali o di contesto a seconda della singola regola.
I segni del linguaggio £ (le costanti non logiche) sono invece regolate da un sistema
Y., dipendente da L, che puo essere arbitrario purché:

A. le sue regole abbiano la forma generale (1) e
B. esso sia consistente con LJ, cioe il sequente - | non sia derivabile nel sistema,
LJottenuto dall’unione di LJ e .

Chiameremo allora dimostrabili le regole e i sequenti derivabili in LJTe spesso
scriveremo I' - A al posto di I' Fp j+A.

Figura 1: il sistema LJ.

Regole proposizionali (sui connettivi):

T-A AFB T, AFC I,BFC
R _—4arYv _ 8L
TAFA®B " TaeBrot Tisnro®h?

T A T+ B T,AFC A,BFC
_IEA _gopy _TEB gpy
Ao TraeB® TA,A®BFC

T, A+ B THA ABFC
rFasB B T AASBRC

Regole predicative (sui quantificatori):

yev I'EA yé¢Fv (D) yeV uweTrm(L) T, Aly/u]ltC

@L

L

I'-VvyA VR I'VyArC VL
y€eV ueTrm(L) T+ Aly/u] 1R
I'F3yA
yev TTAREC ygéFV(F)UFV(C)ElL
IayA+C

Regole strutturali:

e L rerc .. TAAFC . TABO-C

—T - -
Ara? ek v aere"t Tare YF teaarct
r-a AAerc,
AT, &FC “

Si pone poi "~ A=A — L.




CAPITOLO 2.
RISULTATI DI TEORIA DELLA DIMOSTRAZIONE.

2.1. Teoremi preliminari.
[1] I primo risultato riguarda le regole ® R, — R e VR:
Lemma 2.1.1 di riflessione.

A. L)*dimostral' - A® B sse LJ*dimostral' - A el B.
B. LJ*tdimostra I' - A — B sse LJ*dimostra ', A - B.
C. LJ*dimostra I' - VyA sse LJTdimostra T' - Aly/u] per ogni u € Trm(L).

Dimostrazione.

A. Se LJ*dimostra I' - A e I - B allora si aggiunge alle due prove una ®R
seguita da un conveniente numero di C'L; per il viceversa, la figura 2 mostra
come dedurre I' - A da I' - A ® B e il simmetrico per B & analogo.

B. Se LJ*tdimostra I, A - B si aggiunge alla prova una — R.

La figura 2 mostra poi come dedurre 'y A- Bdal'+-A — B.

C. Se LJtdimostra I' - A[y/u] per ogni u € Trm(L) senza che u compaia in T’
allora si puo supporre che u sia una variabile e si pud quindi aggiungere una
VR al termine della prova.

La figura 2 mostra infine come dedurre I' - A[y/u] da T' - VyA. $

[2] Tl lemma seguente fornisce alcune proprietd di una generica prova in II LJ*:
in questo contesto chiameremo speciale una (occorrenza di una) formula F' di II
quando essa & sottoformula di una laterale di un C'ut o una di regola di ¥ presente
nel cammino di F' stessa.

Lemma 2.1.2 della sottoformula.
Ogni prova II in LIt ha le seguenti proprieta:
A. Ogni formula non speciale é una sottoformula del sequente conclusivo.
B. Ogni antecedente non speciale F' é una sottoformula o di un’antecedente
conclusiva oppure di una laterale di una — R presente nel cammino di F'.
C. Ogni conseguente non speciale F' é una sottoformula o della conseguente
conclusiva oppure di una laterale di una — L presente nel cammino di F'.
Dimostrazione.
Si osserva che ogni regola di LJ*tha le proprieta richieste e si procede per induzione
sulla struttura di II. $
[3] A seguire ecco un altro lemma sulle proprieta di II:
Lemma 2.1.3 sull’introduzione delle formule.

Per ogni formula F' di una prova senza premesse esiste una formula F), nell’albero di
F' che é identica a F' e principale in una regola diversa da X L. Inoltre F' e F), sono
entrambe antecedenti oppure entrambe conseguenti dei sequenti in cui compaiono.

Dimostrazione.

Siccome la prova & senza premesse, ogni foglia e la conclusione di una Top e cio
impedisce all’albero di F' di contenere solo X L o regole in cui F' & di contesto.



[4] Presentiamo poi il teorema di commutazione per la regola W L:
Teorema 2.1.4 sulla normalizzazione delle W L.

Ogni prova Il in LJ%si pud trasformare in una prova II*, sempre in LJ*, avente le
stesse premesse e la stessa conclusione, e tale che la regola 7 successiva ad ogni W L
T., ha la seguente proprieta:

A. T é anch’essa una W L oppure
B. 7 é una — R o una regola di ¥ in cui la formula introdotta da Z,, é laterale.

Dimostrazione.
Diremo che un’istanza Z,, di WL e sopra una regola Z quando:

1. la formula introdotta da Z,, ¢ di contesto per Z e
2. la regola successiva di Z,, ¢ Z oppure ¢ una W L sopra Z.

A questo punto chiamiamo ordine della prova il numero delle sue regole diverse da
W L nell’albero della cui conclusione c’¢ almeno una WL che viola 2.1.4.
Chiamiamo poi rango di una regola Z il numero di W L sopra Z nel senso specificato,
ed infine il rango della prova sia la somma dei ranghi delle sue regole diverse da W L.
Ora ogni istanza di WL pud essere commutata con la regola successiva nei casi e
nei modi illustrati in figura 3; qui le prime due commutazioni diminuiscono ’ordine
mentre la terza non aumenta l’ordine e diminuisce il rango.

L’enunciato 2.1.4 si prova allora per induzione sull’ordine e per sottoinduzione sul
rango (che pud aumentare abbassando l'ordine). ¢

Si noti la forma di WL con ® per permettere la commutazione con X L.
[6] Da ultimo presentiamo il teorema di commutazione per la regola Cut.
Teorema 2.1.5 sulla normalizzazione dei C'ut.

Ogni prova Il in LJtsi puo trasformare in una prova II*, sempre in LJ*, avente le
stesse premesse e la stessa conclusione, e tale che le regole che precedono ogni Cut Z,
hanno le seguenti proprieta:

A la formula tagliata da Z. é principale in entrambe e
B una di esse é una regola di ¥ e I’altra e un cut oppure non é strutturale.

Dimostrazione.

La prova & una modifica dell’hauptsatz di Gentzen in [Gen] n°2.5 pag. 87.
Prendendo come assiomi le conclusioni delle regole di Il che appartengono a 3, si puo
anche usare la cut on axioms in [TS] n°4.4.1 pag. 97.

Z. non & preceduto da regole strutturali diverse da C'ut perché esso commuta sempre
con WR, WL, CL e XL. $

2.2. Un teorema di Herbrand.

[1] Dimostriamo ora il teorema di Herbrand per le formule prenesse negate ricalcando
la prova del midsequent theorem di Gentzen in [Gen] n°2.1 pag. 106.

A tale scopo chiameremo semplice una (istanza di una) regola in cui le formule
laterali e principali sono proposizionali:



Teorema 2.2.1 di Herbrand per le formule prenesse negate

Sia F prenessa e sia data una prova di - —F in LJTin cui le istanze delle regole di
3. sono semplici nel senso specificato, allora esiste una congiunzione C di istanze di
mat(F) tale che - ~C & derivabile in LJT.

In ogni congiunto di C le variabili che in F' sono vincolate da V, sono sostituite da
termini opportuni mentre le altre non sono modificate.

Dimostrazione.

La prova di - =C & ottenuta modificando opportunamente quella di F —F mediante
la seguente procedura che, per comodita del lettore, dividiamo in quattro passi.

e Primo passo: normalizzazione dei C'ut.

Iniziamo applicando il lemma 2.1.1B che fornisce una prova di F' - L e a questa
applichiamo il teorema 2.1.5 per normalizzare i C'ut.

Allora il lemma 2.1.2 ha conseguenze notevoli:

1. Tutte le formule speciali nella prova sono proposizionali.

Infatti sono proposizionali sia le laterali delle regole di ¥ che sono semplici, sia le
formule tagliate perché esse sono principali in qualche regola di ¥ per via di 2.1.5.

2. Nessuna regola proposizionale della prova ha una laterale predicativa.

Infatti ammettendo che una tale regola esista, la sua principale non potrebbe essere
una sottoformula conclusiva essendo F' = | un sequente prenesso, né potrebbe essere
speciale per via di 1 e cio e in evidente contraddizione con 2.1.2A.

3. Nessuna conseguente della prova e predicativa.

Infatti la presenza di una conseguente predicativa e in contrasto con 2.1.2C dato che
essa non puod essere né sottoformula di 1, né sottoformula di una laterale in una
istanza di — L per quanto detto al punto 2, né puo essere speciale per via di 1.

4. La prova non contiene istanze delle regole VR e JR.

Infatti queste regole generano una conseguente predicativa in contrasto con 3.

e Secondo passo: commutazione delle regole predicative.

Volendo ora portare le regole predicative verso la radice, definiamo 'ordine di una
regola predicativa Z, come la quantita di regole proposizionali, regole di ¥ e Cut,
dette in questo caso estranee, presenti nel cammino della sua conclusione.

L’ordine della prova sia poi la somma degli ordini delle sue regole predicative.

Se questo ¢ maggiore di 0, esiste una regola predicativa Z, nel cammino della cui
conclusione ¢ presente una regola estranea Z. Possiamo inoltre supporre che Z, e Z
siano separate solo da regole strutturali.

In questo caso Z si commuta con Z,; nel modo indicato in figura 4 e con cio I'ordine di
Z, diminuisce di un’unita. Questo consente dunque di annullare 'ordine della prova.
Si noti che non & necessario riapplicare 2.1.5 dopo ogni commutazione e comunque
cio non farebbe aumentare I'ordine infatti ’eventuale C'ut che segue Z commuta sia
con le regole di struttura sia con Z,, abbassando addirittura I'ordine. Risulta pero
necessario applicare 2.1.5 dopo l'ultima commutazione.
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e Terzo passo: reperimento del sequente mediano.

Annullato 'ordine della prova, si applica 2.1.4 per normalizzare le WL e si osserva
che con cid non aumenta 1'ordine visto che le commutazioni introducono solo W L.
Si percorra ora l'albero della prova cosl ottenuta procedendo dalla radice verso le
foglie e si determini la prima regola Z diversa da VL, 3L, WR, WL, CL e XL la cui
conclusione si indichi con o che si dira sequente mediano.

Questo particolare sequente ha le seguenti proprieta:

1. o ¢ del tipo: T'+ L e T contiene solo sottoformule di F.(")

Infatti 1'asserto e senz’altro provato se o e la conclusione F' + 1. Altrimenti le
antecedenti e la conseguente di ¢ devono essere rispettivamente sottoformule della
antecedente e della conseguente conclusiva per via di 2.1.2B e C non essendoci istanze
di - R, — L, C'ut o regole di ¥ nel cammino di o.

2. 0 é un sequente proposizionale.

Sia infatti G' un’antecedente predicativa di ¢ e sia Zg la regola in cui G compare come
principale secondo il lemma 2.1.3. La seguente indagine su Zg porta ad un assurdo
se si tiene conto di 1.

Zc non puo essere una regola di ¥ o una T'op o una W R per via di 3 del primo punto.
Zc non puo essere proposizionale essendo GG prenessa perché sottoformula di F'.

T non puo essere neanche una regola predicativa perché, visto 4 del primo punto, le
VR e le 3R non si presentano e le VL e le 3L sono successive a Zg.

Se Zg € una WL allora si puo assumere che essa sia 1'ultima regola della prova infatti
essa non puo essere seguita da una — R, che avrebbe una laterale predicativa in
contrasto con 2 del primo punto, e puo essere commutata con le WL che la seguono
per via di 2.1.4. Dunque la prova sarebbe della forma:

L
Fr1
da cui si potrebbe dedurre Iinconsistenza di LJ sopprimendo Zg.
Siccome i casi Zg = WR, C'L e Cut non si presentano perché La prima regola ha la
principale a destra e le altre due non hanno principali, si giunge all’assurdo come si
voleva, mancando altre possibilita di scegliere Zg.

T =WL

3. Ogni antecedente di o é un istanza di mat(F).

Infatti ogni antecedente di o deve essere una sottoformula di mat(F), per via di 1 e
2, che non puo essere propria senza nel cammino di ¢ ci siano regole proposizionali.

4. I quantificatori di F' sono introdotti solo da regole predicative.

Infatti nel cammino di ¢ non ci sono WL, che potrebbero essere commutate fino alla
radice dando I'inconsistenza di LJTcome nel caso Zg = WL del punto 2.

Allora in ogni antecedente di o le variabili che in F' sono vincolate da V sono sostituite
da elementi di Trm(L) e le altre variabili restano immutate.

(1) Possono essercene diverse se il cammino di o contiene delle istanze di C'L.



e (Quarto passo: conclusione.

Si modifichi la prova sopprimendo il cammino di ¢ ma lasciando o e si osservi che T’
non pud essere vuoto senza che - L sia dimostrabile e quindi LJtsia inconsistente.
Da ultimo si aggiunga alla prova il cammino indicato in figura 5. ¢

Visto che questo teorema risulta essere il fulcro del risultato che intendiamo provare
nel seguito, ¢ bene segnalare alcune osservazioni che potrebbero sfuggire al lettore.
L’unica ipotesi sulle occorrenze delle regole di X & che esse siano semplici (usata per
ottenere la 1 del primo passo su cui poi verte tutta la prova).

Il teorema non regge se Y contiene qualche sequente predicativo perché allora:

Fr1
potrebbe essere un elemento di X.
Infine la conseguente L non potrebbe poi essere sostituita con una diversa formula
senza che F'F 1 possa essere concluso da un’istanza di W L.

Figura 2: il lemma di riflessione.

La clausola A.

—Ar At
AR BFA I‘I—A®BC ;
T-A Y
La clausola B.
Ar ALoP BI—BTOp_)L
A/A—-B+FB '-rA— B
Cut,XL,... , XL
I'A+ B
La clausola C.
Top
Aly/u] F Aly/u]
VyA '+ Aly/u] I'+-VyA
Cut
'k Aly/u]




Figura 3: la normalizzazione delle W L.
Primo caso: la formula introdotta e laterale.

Prima commutazione:

I';,®; - C; WL
ry,Ww,-C;...T;, A, ®; - C; ...I‘n,\IInI—C'nI
I'y,..., I, ¥, &, FC;
diventa
r;,®; - C;
WL,... WL

T1,....In, ¥, & F C;

Questa commutazione si applica a: ®L1, ® L2, L, — L (con WL sulla assunzione
destra), VL, 3L, CL e Cut (con WL sulla assunzione sinistra) mentre i casi ®R,
®R1, ®R2, — L (con WL sulla assunzione sinistra), VR, 3R, WR, WL e Cut (con
W L sulla assunzione destra) non si presentano.

Non ¢ invece possibile commutare quando Z ¢ — R o una generica regola di X.
Come si vede, questa commutazione comporta la soppressione della regola Z e di
tutti gli alberi dei suoi figli ad eccezione dell’i-esimo.

Infine la WL spariscesen =1 e ¥ =0 (in LJ se Z = CL), nel caso generale tuttavia
la commutazione puo aumentare il numero di WL della prova.

Seconda commutazione:

I,B,&FC
I'A,B,®+C WL diventa, FFEBXD@FFCC WL
I.B,A,®FC it

Questa commutazione si applica quando Z = X L e anche qui Z viene soppressa.

Secondo caso: la formula introdotta ¢ di contesto.

Terza commutazione:

r;,v,+-C; WL
r,o,.-Ci... T;, A, U, - C; ...I‘l,\I!ll—C’lI
Iy, ..., I AT, ., T, UEC
diventa

T, U, Cy...T, U, F C
Ti,....I,0FC
Ty,..., 04 A T, , I, 0FC

WL

Questa commutazione si applica a tutte le regole di LJtma & superflua se Z ¢ W L.
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Figura 4: il teorema di Herbrand - secondo passo.

Lo, Aly/u] = Co
FOaQyAl_CO ?
ry,v,.-C... r;,v,+C; ...Fn,‘I’nI—CnI
r,...,.I'),,v+C
diventa
Ty, Aly/u] F Cy
" rro XL... XL
[y/u’]v 0 0 W
A[y/u]a FOa QyA H CO
Fl,‘I/1|_01 A[y/u],I‘Z,\Ilzl—Cz Fna\I!nl_CnI
Fl,--- ,Fi_l,A[y/’U,],Fi,... ,Fn,\IJ}_C
XL..
Ty,....Tn, U Aly/u] - C 7
I'y,..., T, 9, A-C q
- 9y XL..

Ty,....In,TFC

.XL

.XL,CL

Le regole di struttura fra Z, ed Z sono state marcate con S, Z, puo essere solo
VL o L, u ¢ y se Q € 3 e rinominando le variabili, si puo evitare che y compaia
in I'y,... , 'y, ¥ o in C. L’analisi delle regole di struttura mostra che QyA deve
comparire in I';, ¥;. QyA deve poi essere di contesto per Z perché essa non puo
avere una laterale predicativa essendo estranea (si vedano nn.1 e 2 del primo punto)

ed e per tanto possibile applicare la C'L al termine del tratto.

Figura 5: il teorema di Herbrand - quarto passo.

AABE L
AAAQBF L i?
BASBATL

AA®BASBI LY/
AASBF L

11y
e R

11 blocco Iy permette di ripetere la sequenza antecedente se necessario.

Si e supposto che I' = A, A, B abbia almeno due elementi, altrimenti basta la — R.
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CAPITOLO 3.
IL METALINGUAGGIO E LA SEMANTICA INTUITIVA.

3.1. La semantica intuitiva.

[1] la teoria fondazionale (metalinguaggio) in cui il terzo teorema di Godel-Kreisel si
esprime e si dimostra puo essere scelta in vario modo; i requisiti minimi sono:

1. Occorrono insiemi, costanti, funzioni e relazioni.

2. Occorre un modello standard dei numeri naturali (cioé soddisfacente a tutti gli

assiomi di Peano ed al principio di induzione) con uguaglianza decidibile.

Occorre poter rappresentare funzioni e relazioni primitive ricorrenti.

Occorrono metaconnettivi e metaquantificatori per costruire le proposizioni.

5. Le proposizioni devono prevedere una nozione di verita che renda valide le regole
della logica intuizionistica: ad esempio quelle del sistema NJ di Gentzen in [Gen].

6. Occorre poter rappresentare termini, formule e derivazioni intuizionistiche.

Ll

Vale la pena di notare che il quinto requisito non solo garantisce la presenza di uno
strumento indubbiamente necessario (la nozione di veritad), ma impone ad esso delle
condizioni di estrema rilevanza (la validita delle regole di NJ) che consentiranno fra
I’altro di provare un teorema di validita per la semantica intuitiva.
[2] Mentre per le costanti logiche del linguaggio si sono usati i simboli:

1, - ®, & —,V, 3,
per le costanti logiche del metalinguaggio si useranno i simboli:

J_i :i é’ é? ’-_\)-/7 v’ 3'
[3] Un modello M del linguaggio £ nel metalinguaggio scelto ¢ costituito da un
insieme D e da costanti cg\/‘ € D, funzioni f : D% » D e relazioni Ry! su D%
corrispondenti ai segni di L.
Le funzioni f,{w hanno arieta aj mentre le relazioni Rﬁ’l hanno arieta by.
L’interpretazione in M dei termini e delle formule di £ & definita come segue:
L’interpretazione di ¢t € Trm(£) ¢ la funzione t™ : D" — D dove n ¢ la lunghezza di
FV (t), definita dalle seguenti clausole:

(¢j)™ = M.c1,
Sa(tr, - te)M = MM, L.

L’interpretazione di F' € Frm(£) ¢ la relazione A™ su D" dove n & la lunghezza di
FV (A), definita dalle seguenti clausole:

IM=T,
Ri(ts, ... o) = RYAEM, ... 1)),
(AOB)M = AM O BM,
(Qz;A)M = (Qd; € D)AM.
Questa interpretazione giustifica 'attributo di ”intuitiva” dato alla semantica.

Le interpretazioni di un sequente o e di una regola Z sono il sequente o™ e la regola
IM ottenuti interpretando in M le formule di ¢ e di Z una ad una.
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[4] La definizione di validita nel sistema semantico S & data ponendo che la regola Z
sia valida in M, e si scrive M |= Z, quando ZM & derivabile in S. Indicheremo poi
con la scrittura: = Z il fatto che Z & valida in ogni modello di L.

Richiedendo allora che le regole di ¥ siano valide in ogni modello di £ (estensione del
requisito 5), & possibile dare un teorema di validitd per questa semantica:

Teorema 3.1.1 di validita della semantica intuitiva.
Ogni regola dimostrabile e valida in ogni modello di L.
Dimostrazione.

La dimostrazione si fa per induzione sulla struttura della prova della regola. {

3.2. Numeri naturali, funzioni e relazioni ricorrenti primitive.

[1] Stabiliamo ora le notazioni per i numeri naturali e le relazioni primitive ricorrenti.
L’insieme N dei numeri naturali contiene la costante 0 e su esso sono definite la
funzione successore s e la relazione di uguaglianza designata da =; qui la tilde
indica semplicemente che questi segni appartengono al metalinguaggio.
s e = verificano le seguenti clausole:

1. iniettivita di 5: (Sm1 = Sng) = (n1 = na),

2. quarto assioma di Peano: =(5n = 0),

3. per ogni funzione proposizionale P vale il principio di induzione:

P(0) e P(n) = P(3n) provata senza assunzioni su n, implicano P(m),
4. decidibilitd di =: (n1 = ny) ® S(n1 = na),

ed infine il naturale 1 & ovviamente definito da 1 = 50.

[2] Sono ricorrenti primitive le seguenti funzioni:

1. la funzione identicamente nulla (definita da z(n) = 0),

la funzione successore,

la funzione proiezione i-esima di arietd m (definita da pr (ny,... ,ny) = ny),
la composizione generalizzata di funzioni ricorrenti primitive,

la funzione 7(h, g) definita per induzione dalle seguenti clausole:

{?(h,g)(a, N1y M) = h(ng, ... 7y

r(h,g)(5ng,n1,...0m) = g(ng, 1, ... Ny, 7(h, g) (N0, N1, - - - M)
quando le funzioni g e h sono ricorrenti primitive ed hanno la corretta arieta.

Ok W

Nel seguito indicheremo con Prim I'insieme di queste funzioni.
Definiamo anche le componenti di una f € Prim nel seguente modo:

1. f & sempre una componente di f stessa.

2. Se fezos opr; non cisono altre componenti.

3. Se feh(g1,-..,9n) o07(h,g), si aggiungono le componenti di h e, a seconda
dei casi, quelle di g o quelle di ciascuna g;.

[3] Una relazione R su N’ si_dice ricorrente primitiva se tale & la sua funzione
caratteristica X(R) : N’ — {0,1}, definita dalla posizione:

(X(R)7 = 0) SR
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[4] Fra le funzioni in Prim, una ci sara molto utile nel prossimo capitolo; si tratta
della funzione p detta predecessore e definita da:

p0=0 e psn=n
che gode della seguente proprieta:
Lemma 3.2.1 sulla funzione predecessore.
Per ognin € N vale: (n =0) & (n =5pn).
Dimostrazione.
L’asserto si prova per induzione su n e vale certamente se n = 0.
Da n =psn segue poi sn = spsn da cui si pud concludere senza assumere 'ipotesi
induttiva. <
3.3. Generalita sul risultato principale.

[1] Siamo ora in grado di enunciare il risultato principale, presentato qui assieme alla
traccia della dimostrazione che in seguito sara sviluppata nei dettagli:

Teorema 3.3.1: risultato principale.
Se |= =—F implica - ——F per ogni F € Frm(L) (completezza del frammento negato)
allora il principio di Markov vale per ogni relazione ricorrente primitiva R.
Per principio di Markov si intende il seguente:
MP==>53neWRrun = An e N)R7
Dimostrazione.

Fissata la relazione ricorrente primitiva R si trova una formula R° di un linguaggio £
(dipendente da R) con un modello (canonico) C tale che:

C E R°sse (3m € NO)R7
Assumendo allora ==(37 € N?)R7 si ha C = =—R° perché =5(R°)C = (——R°)C.
Si applica ora il seguente lemma che dimostreremo:
1. Se C = == R° allora = == R°

e si giunge a - -—R° usando 'ipotesi di completezza con F' = —-—R°.
I1 successivo lemma che dimostreremo:

2. Se b == R° allora C E R°
e che vale nell’ipotesi che siano semplici le occorrenze delle regole di ¥ che compaiono
nella prova di =—R°,Ppermette di concludere.
A margine dimostreremo anche il seguente lemma su R°:
3. Se C = R° allora E R°

(?) Nella prova originale Kreisel lavora in logica pura e quindi per lui X = §.
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CAPITOLO 4.
DETTAGLI SUL RISULTATO PRINCIPALE.

4.1. Il linguaggio del modello canonico e la costruzione di R°.
[1] Fissata la relazione R, il linguaggio in cui verra scritta R° &:
L=A{0,s,X;,=}
con l'interpretazione nel modello canonico:
¢ ={N,0,3,X;, =}
(dove le X; sono le componenti della funzione X(R)) data da:

0056, s¢ =3, sz%i, =C= =
Indichiamo ora con NP (naturali e primitive) la congiunzione delle seguenti formule
di £ che si intendono chiuse universalmente (alle variabili usate qui sono stati dati
piu indici perché siano tutte distinte fra loro):
1. riflessivita di =: (1 = 1),

simmetria di =: (z2 = y2) = (y2 = z2),
transitivitd di =: (z3 = y3) ® (y3 = 23) — (3 = 23),
iniettivitd di s: (x4 = y1) < (s(z4) = s (v1)),
quarto assioma di Peano: —(sz5 = 0),
buona definizione di X;: (Zg = Yg) = (XiTe = X;Yg)s
e poi per ogni ¢ una delle seguenti formule a seconda dei casi:
Xizh =0 se X; = Z,
X;rh = sxh se X; = 3, N
(T (@h)m) = (ah)se K= pry,

10. X; 779 = _Xk(leleoa_- .. annleo) se X; = Xk(le, - ,Xjn),

Xi(0, T33) = X T1y X = 7(Xu. X

H {Xi(s Yi1, 5111) = Xj(yzila fzil,xi(yil; 3111)) e Xi = (X, X;)-

[2] Le prime proprietad di NP sono lemmi immediati:

Al

© x N

Lemma 4.1.1 sulla formula NP.
La formula N P gode delle seguenti proprieta:

A. NP é equivalente ad una formula prenessa,
B. C E NP.

Dimostrazione

A. NP ¢ una congiunzione di formule prenesse.
B. L’asserto deriva dalla definizione stessa di C. ¢

Indichiamo allora con N Pp la matrice della formula prenessa di 4.1.1A.

La proprieta notevole di NP e invece la seguente:

Lemma 4.1.2 sui modelli in cui vale N P.

Per ogni modello M = {D,0M, s M xM =M} tale che M |= NP esiste una funzione
iniettiva w da N a D tale che:

)

A. per ogni u € Trm(L) si ha u™ =M 7 (u)
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B. per ogni F € PFrm(L) si ha FM & F€,
C. per ogni F € Pren(L) senza 3 si ha FM = FC¢,
D. per ogni F € Pren(L) senza V si ha FM & FC.

Dimostrazione.

Innanzi tutto definiamo 7 per ricorrenza nel seguente modo:

70=0M, 73n=sMrn.

poi procediamo alla verifica delle varie tesi.

e Verifica della tesi A.

La tesi e senz’altro verificata se u € una variabile o se & la costante 0. Se invece u &
un segno di funzione che opera sul vettore ¢ € Trm(£L)*, dobbiamo assumere I'ipotesi
. . M M ne

induttiva ¢ m t (intesa componente per componente) che si puo anche scrivere
d =M 7 ™ una volta che si sia posto d = tMe m= 1

A questo punto se v = st la tesi vale ancora, esaminiamo allora il caso u = X;t che
porta a dover dimostrare X{ME =M 1 X; ™.

La dimostrazione si fa per induzione sulla struttura di X;:

casi di base:
1. caso X; = Z: si deve provare XMd =M oM,

La tesi si ottiene da M |= (X;t = 0) che da proprio xMd =M oM.

2. caso X; = §: si deve provare: XMd =M

La tesi si ottiene da s Mam = _M TsSm

eda M = (Xt—st) cioé da xMd =M sMd.
3. caso X; = pj si deve provare XMd =M T™m;.

La tesi si ottiene da M |= (X;t = t;) cioe da xMd =M d;.
Casi ricorrenti.
1. caso X; = )NCk(ijl, ... NjT)' ponendo per brevitas:
X=Xjp---5X5,) e Xt=(Xjt,...,X;.0),
si deve dimostrare: XM d =M 7 X}, X°m.
La tesi si ottiene da M = (X; = X;; X ) cioe da xMd = x* xMd
facendo uso di ¥ = Xt e delle ipotesi induttive:
xMd=MrXm e xMgM =M 7 X, 7.
2. caso X; = 7(Xg, %j): avendo posto e = 7 n, si devono dimostrare le clausole:
XM(OM, &) =M £ X,
xM(sMe, d) =M 7 X;(n, m, X;(n, m))
Prima clausola. B B
La tesi si ha da M = (X;(0, &) = X 7) cioe da XM (0M, d) =M x1d
usando l'ipotesi induttiva XkM d =MnX,m.
Seconda clausola.
La tesi si ha da ME Xi(sv, t) = j(v t, Xi(v, t)))
ciod da XM(s Me, d) =M xM(e, d, XM (e, d)) ponendo e = vM, n = oC.
Si fa inoltre uso dell’1potes1 1ndutt1va
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xM(e, d,xM(e, d)) =M 7 X;(n, m, Xi(n, m)).

e Verifica della tesi B.

FMJ & FCm si dimostra per induzione sulla struttura di F.

Anche qui si pone d = tM, m = t¢, e = uM, n = «€ e si assumono le ipotesi
d =M mm, e =M 1 n giustificate dalla tesi A.

L’unico predicato atomico e I'uguaglianza per cui bisogna provare

(t =u)M T (t = u)C cioe (mm =M mn) & (m =n).

Da sinistra a destra la tesi e Uiniettivita di = e si dimostra per induzione su m.

Se m = 0 allora 7n =M 0M. Perd se =(n = 0) esiste n* = pn tale che n = 3n* per
3.2.1, ma 0P =M s Mg p* & assurdo e si conclude n = 0 perché = @& decidibile.

Se m = $m* allora si ha s Mz m* =M 7 n e dunque (7 n =M 0M) da cui =(n = 0).
Per 3.2.1 esiste poi n* = pn tale che Sn* = n e si ha sMrm* =M on =M sMgnp*
da cui 7m* =M mn* cioe m* = n* per 'ipotesi induttiva e si conclude m = n.

Da destra a sinistra la tesi ¢ la compatibilita di # con =M e si usa I"induzione su m.
Se m = 0 allora la tesi ¢ verificata perché oM =M oM,
Se m = §m* allora posto n* = m* si ha 3n* = n e m* = n* e cosl l'ipotesi induttiva
da mm* =M 1 n* ossia s Mrm* =M sMrn* che subito conclude.
Connettivi: nel caso F' = E1(0E, si deve provare (E1,0E,)M & (E10FE,)C.
La tesi ¢ ottenuta nel modo seguente:
(E\0E)M sse EM O EM sse ES O FS sse (E10E,)C,
assumendo le ipotesi induttive: EM & ES e EM & ES.
e Verifica delle tesi C e D.
Quantificatori:
1. caso F = Vz(Ez): bisogna provare (Vd € D)(EMd) =5 (Vn € N)(ECn).
Se (Vd € D)(EMd) allora n € N implica EMzn ovvero E(n) per lipotesi
induttiva EMrn = ECn. Si conclude dunque (Vn € N)(ECn) come si voleva.
2. caso F = (3z) E(z): bisogna provare (3n € N)(En) = (3d € D)(EMd).
Se assumiamo (gn € N)(E®n) e poniamo d = 7 n, l'ipotesi induttiva fornisce
E°n = EM{ che permette di concludere. ¢

[3] La formula R° che compare nella dimostrazione del teorema 3.3.1, si costruisce a
partire dal segno X; che si interpreta in X(R) nel modello canonico e che chiameremo
convenzionalmente Xg (cioé assumiamo X§ = X(R)). Poniamo allora:(®)

ER=3z(Xox=0) e R°=NP — ER.
Lemma 4.1.3 sulla validita delle formule ER e R°.
Le formule ER e R° hanno le seguenti proprieta:

A. —ER & equivalente ad una formula prenessa senza 3,
B. C |= ER sse (37 € N°)R 7,
C. C |= R° sse (3m € N)R 7.

Dimostrazione.

(3) La definizione di ER non & essenziale ed & introdotta solo per comodita.
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A. siha “ER < VI-(XoT = 0).
B. Siha C = ER sse (3m € N°)(X§7m = 0) che subito conclude.
C. Poiché C = NP vale per il lemma 4.1.1B, si ha C = R° sse C = ER. {

Poniamo ora:
ERP = (Xof = 0)

di modo che =ERp sia la matrice della formula prenessa in 4.1.3A.

4.2. 1 tre lemmi principali.

[1] Diamo ora la prova del lemma, 1 citato nella dimostrazione del teorema 3.3.1.
Lemma 4.2.1 sulla validita di —=—R°.

Se C = == R°® allora = =—R°.

Dimostrazione.

La dimostrazione consta di due passi.

e Primo passo: Se C = == R° allora = -(NP ® -ER).

Fissiamo un modello M di £, assumiamo M = (NP®—ER) per ottenere un assurdo
e concludiamo per la genericita di M.

M = NP permette di applicare il lemma 4.1.2C a —=ER (ovvero al suo equivalente
secondo 4.1.3A) da cui si ha (-ER)? = (=ER)¢ che assieme a M |= —=ER, porge
C | ~FER che combinato poi con C = MP (da 4.1.1B) da infine C = (NP ® -FR).
Visto ora che (NP ® -ER) I —R°, I'ipotesi C = —=—R° porta all’assurdo.

e Secondo passo: Se E —(NP ® —ER) allora = ——R°.

La tesi segue dalla seguente deduzione valida in LJ:

~(NP® -ER)+ -—(NP — ER)
e dalla definizione R° = (NP — ER). {
[2] Diamo poi la prova del lemma 3 citato a margine del teorema 3.3.1.
Lemma 4.2.2 sulla validita di R°.
Se C E R° allora = R°.
Dimostrazione.

Fissiamo un modello M di £, dimostriamo M [ R° cioe M | (NP — ER) e
concludiamo per la genericita di M.

Assumiamo allora M = M P per ottenere M |= ER nel seguente modo:

applicando il lemma 4.1.2D a ER, che non contiene V, si ha ER® =5 ER™M e l'ipotesi
C E R° assieme a C = NP da C |E= ER che permette di concludere. <

[3] Diamo infine la prova del lemma 2 citato nella dimostrazione del teorema 3.3.1.
Lemma 4.2.3 sulla dimostrabilita di -—R°.

Se LJ*dimostra = —=—R° con una prova in cui tutte le occorrenze delle regole di ¥
sono semplici (secondo [1] di 2.2) allora C = R°.
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Dimostrazione.

La dimostrazione consta di tre passi.

e Primo passo: esiste una formula prenessa F' tale che - (F — —R°).

Ricordando che R° = (NP — ER), si ha - (NP ® “ER) — —R° e per 4.1.1A e
4.1.3A, NP® —ER & equivalente ad una formula prenessa F' (perché congiunzione di
formule prenesse) di matrice E = NPp® -ERp.

e Secondo passo: se - —F allora C = R°.

Applicando ad F il teorema 2.2.1 si ha - =C dove C' = ®;E[t?] & una congiunzione
di istanze di E e il teorema 3.1.1 di allora C = ~®; E[t*] e quindi C = ®;~E[t?]
perché le (E[£%])¢ sono decidibili essendo proposizionali e costruite sul predicato =.
ponendo poi E[t'] = NPp[u’]|® -ERp[v¢] dove u'e v sono ottenuti da %, si ha
CE®~(NPp[ut]|® ~ERp[vt]) ovvero C = (®;~NPp[ut]) ® (&:ERp[v?]).
Siccome C = NPp|[ut] per via di 4.1.1B si conclude C |= ®;ERp[v*].

Ponendo ora m¢ = (7!)° si trova (ERp[v?])¢ < Rm! (perché (ERp[v?])C &
x$mt=0) e cosi C = @;ERp[7] & equivalente alla validitd di &; R(7¢) che implica
(37 € N®)R7 variando i in un insieme finito. Il lemma 4.1.3C conclude.

e Terzo passo: conclusione.

Siccome F (F' — —R°) allora - == R° implica - =F da cui subito C = R°® {
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CAPITOLO 5.
SINTASSI E SEMANTICA IN ITT.

5.1. Note su ITT.

[1] Intendiamo ora rienunciare il teorema 3.3.1 nel caso particolare in cui la teoria
fondazionale S sia la teoria intuizionistica dei tipi di P. Martin-Léf (IT'T) [MLS].
Nel seguito si adotta il seguente formalismo:
[ ] racchiudono le assunzioni nei giudizi condizionali,
{ } racchiudono le variabili vincolate nell’espressione seguente,
ap(e, by, ... ,by) =ap(...ap(e,b1),... ,by),
e(at, - ,am;b1,-..,bs) =aple(ar,-.. ,am),b1,-.. ,by)-
Le regole per i set N (numeri naturali) e P* = List(P) (liste sul set P) sono riportate
in figura 6 per comoditd del lettore e per fissare il formalismo usato.(*)
A volte converra usare a al posto di a x nil per non appesantire la notazione.

5.2. Il linguaggio, i termini e le formule.

[1] Volendo nel seguito formalizzare in ITT i concetti esposti nei capitoli 1 e 3,
premettiamo che le costanti non logiche ¢;, f, e Ry del linguaggio £ in [1] di 1.2
vanno intese qui come selettori ovvero come costanti implicitamente definite.

V viene formalizzato in modo isomorfo a N intendendo che al naturale ¢ corrisponda
la variabile z;; V ed N vengono comunque tenuti distinti per evitare ambiguita nelle
espressioni che contengono elementi di entrambi i tipi.

Le regole di V sono in figura 7 con le funzioni e i giudizi da definire su V*.
L’isomorfismo fra V ed N risulta provato dal seguente:

Teorema 5.2.1 sull’isomorfismo fra V ed N.

Se per y € V e sotto le ipotesi indicate al solito con . ..:

D(z) set [z € V], dp € D(x0), d(z,e) € D(s,2) [z € V,e € D(2)]
si pone d,(m, e) = d(zm,e) e quindi:
0, = z(0),
s4(y) = x5varindy,
natrec,(y, do, d) = natrec(varindy, do, d,).

allora 0,, s, e natrec, verificano regole analoghe a quelle di 5, S e natrec.
Dimostrazione.
Le regole di introduzione sono di verifica immediata:
y eV
0,EV  s,(y) eV
Per provare la regola di eliminazione:
yev
natrec,(y, do, d) € D(y)

poniamo D, (m) = D(z,,) di modo che dg € D,(0).

(4) Tratto sostanzialmente da [NPS)].
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assumendo ora m € N, e € D,(m) si trova x,,, € V,e € D(x,,) che per ipotesi fornisce
d(Tyy, €) € D(S &y, € quindi d,(m,e) € D,(sm).

Dall’ipotesi y € V segue poi varindy € N e dunque

natrec(varindy, do, d,) € D,(varindy).

La tesi segue allora dalla validita di zwvarindy =y € V [y € V].

Per provare le regole di uguaglianza:

natrecy(0,, dy, d) = dy € D(0,)
yev
natrec, (s y, do, d) = d(y, natrec,(y, do,d)) € D(s,y)

si osserva, che:
natrecy(0y, do, d) = natrec(0, do, d,) € D,(0)
natrecy(s ,y, do, d) = natrec(svarindy, dy, d,) € D,(svarindy)

e si fa uso di: natrec(swvarindy,do,d,) = d(y, natrec(varindy,d,d,)) € D(s,y). &
Ovviamente ¢ anche possibile definire z e varind in termini di s, e natrec, ponendo:
7'(n) = natrec(n, 0y, {2} 5,2)
varind'(y) = natrec,(y,0,{m} sm)
e quindi ricavare le regole che definiscono V, come mostra il seguente:
Teorema 5.2.2 sulle proprieta di '’ e varind'.
Le funzioni z' e varind' definite sopra soddisfano le regole di V.
Dimostrazione.

neN yev neEN yev
2n eV  warindyeN warindzn=neN zvarindy=yeV
Le prime due regole sono di facile verifica; per le altre due si pone:

A(n) = Eq(N,varind’'z'n,n) B(y) = Eq(V,z'varind'y,y)
e si provano A e B per induzione su N e V rispettivamente. <»
[2] In accordo con [2] di 1.2 e [4] di 1.2 le figure 8 e 9 presentano gli insiemi Trm(L)
e Frm (L) con variabili libere, variabili vincolate e istanze.
Per definire le formule proposizionali e predicative si conviene che 1’asserzione di
A € PFrm (L) equivalga all’asserzione simultanea di A € Frm(L) e diBV (A) = nil € N
e che l'asserzione di A € QFrm (L) equivalga all’asserzione simultanea di A € Frm(L)
e di BV (A4) # nil.
La figura 9 mostra anche definire le formule prenesse e le sottoformule.

5.3. I sequenti e le prove.
[1] L’insieme Seq(L) dei sequenti di £ pud essere definito ponendo:
Seq(L) =Frm(L)* @ Frm(L) e T'F A= (T, A) € Seq(L)

[2] La formalizzazione di una prova in LJ*con forma generale:

a1, - 0— yOn II
dove 01,... ,0p,0 € Seq(L), risulta invece piut complessa perché, oltre alle premesse

e alla conclusione, dobbiamo necessariamente ricordare la sua struttura interna.
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Definiamo allora in figura 10 l'insieme J(o7y,... ,04,,0) i cui elementi rappresentano
le possibili strutture di II mediante appositi selettori.
A questo punto ha senso porre la seguente definizione di dimostrabilita:

LJ* dimostra II quando J(oy,... ,0,,0) true.
La bonta di questa definizione ¢ provata dal seguente teorema:
Teorema 5.3.1 sulla dimostrabilita mediante J.
J(o1,... ,0n,0) true sse Il é dimostrabile secondo [4] di 1.3.
Dimostrazione.
L’asserto deriva subito dai due fatti seguenti che sono di verifica immediata:

1. Tutte le regole di LJ*risultano dimostrabili secondo la precedente definizione.
2. Ogni costante canonica di J individua la propria regola di introduzione.

Dal primo fatto segue che II dimostrabile implica J(o4, ... ,0,,0) true, dal secondo
segue invece la possibilita di costruire ’albero delle regole che introducono un dato
elemento in J(oq,...,0,,0). Le regole vengono poi convertite nelle analoghe di
LJ*tralasciando quelle strutturali che agiscono sul primo argomento di J.

Questo procedimento fornisce una prova di Il in LJ*.

5.4. La semantica intuitiva in ITT.

[1] Volendo ora formalizzare i concetti esposti nel capitolo 3, occorre notare che ITT
soddisfa certamente le proprieta postulate in [1] di 3.1 per la teoria fondazionale S.
In accordo con [3] di 3.1 un modello del linguaggio £ ¢ del tipo:

M= {D,c}", fil', Ry}

dove gli elementi indicati soddisfano le seguenti regole:

Dset cMeD fMeD»»D RM(E,...,&,) set [ €D,... &, €D
Qui D™ & definito dalle seguenti posizioni:
=T, pl=p, D™l=pr D"
in cui T € l'insieme con un elemento.
¢ indica una variabile di I'TT e ¢ indica una sequenza di queste variabili. Fra queste

sequenze risulta definita intuitivamente I'operazione U come in [1] di 1.1.
In figura 11 & definita l'interpretazione in M di termini e formule.

[2] In ITT la nozione di validitd assume la seguente forma:
M = F con F € Frm(L) significa (F)™ true.

Questa definizione & qui da preferirsi a Fypp (FM true) perché pone validitd e
dimostrabilita allo stesso livello di riferimento. Le due definizioni sono comunque
equivalenti dal punto di vista concettuale.
Nel caso in esame, la prova diretta del teorema 3.1.1 che qui riformuliamo, & basata
in ultima analisi sul seguente asserto provato in [Gen]:

Se FrjF allora FnjF per ogni F' € Frm(L).

oltre che sul teorema 5.3.1 e sul fatto che ITT rende valide le regole di NJ: [MLS].
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Teorema 5.4.1: formalizzazione del teorema 3.1.1.

In ITT si dimostra la seguente regola:
F c Frm(ﬁ) |_LJ+F
=F

SV

5.5. Funzioni e relazioni ricorrenti primitive in ITT.

[1] L’insieme Prim & definito in figura 12 secondo [2] di 3.2.
Le componenti di una f € Prim si possono trattare con un insieme PRC(f) genarato
in accordo con [2] di 3.2 e formalizzato sempre in figura 12.

[2] Una relazione R7 su N & espressa da una famiglia di insiemi:
R(n1,...,mp) set [71 €N,...np €N]

Si dira che R ¢ una relazione ricorrente primitiva quando X(R) € Prim dove X(R) & la
funzione caratteristica di R, definita anch’essa in figura 12.
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Figura 6: numeri naturali e liste.
L’insieme N dei numeri naturali.
L’insieme N & definito dalle seguenti regole:

formagzione:

N set
: . . _meN
introduzioni: den 3 (n) €N
.. . neN
eliminazione:

natrec(n,dg, d) € D(n)

uguaglianze:  pq4r00(0, do, d) = do € D(0)
nenN
natrec(sn,dy, d) = d(n, natrec(n,do,d)) € D(sn)
dove ... rappresenta le premesse:

D(m) set [m € N], dp €D(0), d(m,e) € D(sm) [m € N,e € D(m)].

L’insieme P* delle liste su P.

Posto cons(a, @) = a x a, 'insieme P* ¢ definito dalle seguenti regole:

formagzione: P set
) P* set
. N aEP ae€P*
introduzioni: nil € P* 1x G CP
.. . a € P*
eliminazione:

listrec(@,dy;,d) € D(@)

uguaglianze: listrec(nil, dyq, d) = dpq € D(nil)
a€EP acP*

listrec(a x @, dy;,d) = d(a, a,listrec(a, dy;,d)) € D(a x @)

dove ... rappresenta le premesse:

D(b) set [b € P*], dyniy € D(nil), d(b,b,e) €D(bx b) [b€ P, bcP*ecD(b).

Funzioni e giudizi d’uso generale.
Nel seguito si intendera P set. B _ _
1. pos soddisfa pos (n) € N [n € N| e ritorna 0 se n = 0 oppure 1:
pos (n) = natrec(n, 0, 1).

2. hd soddisfa hd (@;a) € P [@ € P*,a € P]

e ritorna la prima componente (la testa) di @ se @ # nil oppure a:

hd (@) = listrec(a, Aa.a, {b} \a.b).

3. tl soddisfa tl (@) € P* [a € P¥|

e ritorna @ senza la testa (cioe la coda di @) oppure nil:

tl (@) = listrec(@,nil, { b} b).
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Figura 6: numeri naturali e liste (continua).

4. len soddisfa len (@) € N [a@ € P*]
e ritorna il numero di componenti (la lunghezza) di a:

len (@) = listrec(a, 0, {e} 5e).

5. proj soddisfa proj (n; @,a) €P [n €N, @ € P*,a € P]

e ritorna la componente di @ al posto n oppure a:

proj (n) = natrec(n, \a.hd @, {e} Aa.ap(e, qa))

6. append soddisfa append(ay; az) € P* [ay € P*, @y € P

e ritorna la concatenazione di as dopo ay:

append(a,) = listrec(ay, Aas.az, {a, e} Aag.a x ap(e, as)).

dove si conviene che I'operatore A leghi meno di ogni operatore binario infisso.

Poniamo poi (@1 @ ay) = append(ay; az).
7. @ # il giudica 'essere @ € P* diverso da nil:

y#nilEposlenE:TEN

Figura 7: 1’insieme V.
L’insieme V delle variabili.

L’insieme V & definito dalle seguenti regole:

formagzione:

V set
trodugione:  —-EN
introduzione: (n) €V
limni . yeV
eliminazione: ;
fnazion varind (y) € N
. nel yev

uguaglianze:

varind (z (n)) =n €Nz (varind(y)) =y €V
e si pone z, = z (n).

Funzioni e giudizi su V.
Nel seguito si intende P set:

1. case soddisfa case(y1,y2,a1,a2) €P [y1 € V,y2 € V,aq € P,ay € P|
e ritorna, aq se y; = yo oppure as:
case(y1, Y2, a1, a2) = natrec((varind y; — varind ya)+
(varind yo — varind y1),
a1, as
).
2. count soddisfa count(y;y) €N [y € V¥, y € V]
e ritorna il numero di occorrenze di y in ¥:

count(y) = listrec(7, My.0, {b, e} Ay.case(b,y, s ap(e,y), ap(e,y))).
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Figura 7: ’insieme V (continua).

. index soddisfa index(y;y) €N [y € V¥, y € V]
e ritorna la posizione della prima occorrenza di y in y oppure len ¥:

index () = listrec(y, \y.0, {b, e} My.case(b,y,0,3 ap(e, y))).
. U soddisfa LI(g;y) € V* [g € V¥, y € V] e ritorna § U (y x nil):
U(7) = listrec(y, Ay.y * nil, {b, b, e} Ay.case(b,y,bx b,bxap(e,y))).

Si fard uso della notazione infissa: §Uy = U(7;y).
. U soddisfa U(Ty; 7)) € V* [Jy € V¥, T; € V¥] e ritorna 7y U Ty

U(Ty) = listrec( Yy, Aay.ag, {b, e} Aay.(7, L b) xap(e, Tq))-
Si fara uso della notazione infissa: g; U Gy = U( Yo T1)-
. — soddisfa —(7;y) € V* [g € V*,y € V] e ritorna § — (y x nil):

— () = listrec(y, \y.nil, {b, b, e} Ay.case(b,y, b,bx ap(e,y))).

Si fard uso della notazione infissa: 7 —y = —(7; y)-
. Yy € y giudica appartenenza di y € Vad y € V*:

y € §=poscount(g;y) =1 €N
. y ¢ 7 giudica la non appartenenza di y € Vad 7 € V*:
y ¢ 5= count(g;y) =0 €N
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Figura 8: termini e loro istanze in ITT.
L’insieme Trm(L) dei termini.
Posto y* = t(y) quando y € V, I'insieme Trm(L) & definito dalle seguenti regole:
(quelle riguardanti ¢; e fj sono una per ogni j e una per ogni h)

formagzione:

Trm (L) set
o dusion yev te Trm(E_)* lent=ay €N
yt € Trm(L) ¢ € Trm(L) fu(t) € Trm (L)
S t € Trm(L)
eliminazione: trmrec(t,...) € D(t)
E V e
uguaglianze: trmrec(yt,y. ) = dy(y) € D(y) trmrec(c;,...) = dJ € D(c;)

teTrm(L)" lent=a €N
trmrec(fut,...) = d}( t,
trmrec(tyy...),...,
trmrec(tq,, - .. )
) € D(fnt)
Se t € Trm(L) e n € N allora t,, = proj (n — 1; £,0%) (la n-esima componente).
Con questa definizione si ha tg = t; e t,, = 0} se n > len t. Il termine 0f & presente
solo per rendere totale la funzione t,,.
. come premessa delle regole indica le premesse:
D(u) set [u € Trm(L)],
dy(2) € D(2%) [z € V] (non & lo stesso d,, di 5.2.1),
dJ € D(c;) per ogni j,
d¥(U,ey,. .. ,eq,) €D(fuT) [W € Trm(L)",
len u=ap €N,
e1 € D(u1),... ,€q, € D(ug,)
| per ogni h.

. come argomento di trmrec indica gli argomenti:
dy, dJ per ogni j, d! per ogni h.
Le funzioni inerenti ai termini.
1. FV soddisfa FV (t) € V* [t € Trm(L)] e ritorna la lista delle variabili libere di ¢:
FV (t) = trmrec( t,
{2z} z x nil,
nil (ripetere per ogni j),
{e1,... ,eq,}e1U... Ue,, (ripetere per ogni h)
)
2. v soddisfa v (y, t, Up) € Trm(L) [y € V, t € Trm(L) ™, g, € V¥
e ritorna la componente di ¢ che si trova nella posizione di y in %, oppure y':

V(Y, T, Yp) = proj (index(Yy; y); T, ).
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Figura 8: termini e loro istanze in ITT (continua).

3. A soddisfa A(7y; t, Yy) € Trm(L) ™ [y, € V¥, & € Trm (L) ¥, Yy € V¥]
e ritorna la concatenazione degli \/(y, t, ¥,) per gli y in ¥y, oppure nil:
A(7,) = listrec(Yqy, AtAYgnil, {b, e} Aty 57 (b, T, Ts) * ap(e, T, Ts))-
L’operatore A serve a definire I'istanza di un termine composto o di una formula
composta che, come noto, ¢ costruita sulle istanze dei rispettivi componenti.
4. trmins soddisfa trmins(t; v) € Trm(L) [t € Trm(L), T € Trm(L) "]
e ritorna l'istanza ¢[7]:
trmins(t) = trmrec( t,
{2} Av.hd (A\(z % nil; U, z x nil); 2?),
AT.c; (ripetere per ogni j),
{®,e1,... ,eq,} AU.fr( ap(e1, A(FVuy; 0,FV fru)), ...,
ap(eq,, AFVu,,; U,FV frLu))
) (ripetere per ogni h)

)

Naturalmente si pone per definizione t[7] = trmins(t; v).
Si noti infine che se z € Ve 7 € Trm(L) ™" allora:
t — .
hd (A\(z * nil, T,z % nil); 20) =7 %° U~ m.l.
v1 altrimenti.
Le prossime due funzioni servono per definire formalmente Afy/u |:

5. totrm soddisfa totrm (y) € Trm(L)" [y € V*| e ritorna la lista ottenuta
trasformando ogni componente y; di ¥ nel termine y}:
to_trm (%) = listrec(7, nil, {b, e} b’ x e).
6. subst soddisfa subst(t;n,u) € Trm(L)* [t € Trm(L)*,n € N,u € Trm(L)]
e ritorna ¢ con I'n-esima componente sostituita da u:
subst(t) = listrec(t,
An. Au.nil,
{b, b, e} An.\u.natrec(n,
ux b,
b * ap(e: ,ﬁn, U’)

)
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Figura 9: formule e loro istanze in ITT.
L’insieme Frm(L) delle formule.
Posto ALDB =[(A, B) e QyA = Q(y, A), 'insieme Frm(L) ¢ definito dalle regole:
(quelle su Rg, [J e @ vanno ripetute per ogni k, ogni connettivo e ogni quantificatore)

formazione: m

teTm(L)" lent=byEN
Ri(t) € Frm(L)
A€eFm(L) BeFm(L) A€eFm(L) yeV
AOB € Frm(L) QyA € Frm(L)
A € Frm(L)
frmrec(A,...) € D(A)

introduzioni: 1 e Frm(L)

eliminazione:

uguaglianze: frmree(L,...)=d; €D(L)
teTrm(L)" lent=0b,EN
frmrec(Ryt,...) = d*(¥) € D(Rit)
A€Frm(L) B eFrm(L)
frmrec(AOB,...) =do(A, B, frmrec(4,...),
frmrec(B,...)) € D(AOB)
AcFrm(L) yevV
frmrec(QyA,...) =dg(A,y, frmrec(A,...)) € D(QyA)
. come premessa delle regole indica le premesse seguenti:

D(C) set [C' € Frm(L)],
d, € D(J_),
d¥(w) € D(Ryw) [u € Trm(L)*,len T = by, € N] per ogni &,
dn(C, D,ec,ep) € D(COD) [C € Frm(L), D € Frm(L),
ec € D(C),ep € D(D)
| per ogni O,
dg(C, z,e) € D(QzC) [C € Frm(L),z € V,e € D(C)] per ogni Q
. come argomento di frmrec indica gli argomenti seguenti:
dy, df per ogni k, do per ogni [, dg per ogni Q.
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Figura 9: formule e loro istanze in ITT (continua).
Le funzioni inerenti alle formule.

. FV soddisfa FV(A) € V* [A € Frm(L)]
e ritorna la lista delle variabili libere di A:
(si noti che questo FV non ¢ lo stesso di quello definito in figura 8)
FV(A) = frmrec( A,
nal,
{w}FVuy U...UFVuy,, (ripetere per ogni k),
{ec,ep}ecUep (ripetere per ogni OJ),
{z,e} e — z (ripetere per ogni Q)
)
. Estendiamo FV in modo che soddisfi FV (') € V* [I' € Frm(£) "]
e ritorni I'unione dei FV (A) per A € I":
FV (T') = listrec(T', nil, {b,e} FV (b) U e)
. BVy soddisfa BVy(A) € V* [A € Frm(L)]
e ritorna la lista delle variabili di A vincolate da V:
BVy(A) = frmrec( A,
nal,
nil (ripetere per ogni k),
{ec,ep}ec Uep (ripetere per ogni O),
{z,e} e U (z xnil),
{e}e
)
. BV3 soddisfa BV3(A) € V* [A € Frm(L)]
e ritorna la lista delle variabili di A vincolate da 3:
BV3(A4) = frmrec( A,
nal,
nil (ripetere per ogni k),
{ec,ep}ec Uep (ripetere per ogni O),
{e} 67
{z,e}e U (z *nil)
)
. BV soddisfa BV (A) € V* [A € Frm(L) ]
e ritorna la lista delle variabili vincolate di A:
BV (A) = BVy UBV=.
. substy soddisfa substs(A,y,u) € Frm(L) [A € Frm(L),y € V,u € Trm(L)]
e ritorna l'istanza A[y/u]:
substs(A,y,u) = A[subst(totrmFV A;index(FV A;y),u) .

Naturalmente si pone per definizione: Afy/u]| = substs(A,y, u).
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Figura 9: formule e loro istanze in ITT (continua).

7. frmins soddisfa frmins(A; v) € Frm(£L) [A € Frm(£), ¥ € Trm(£) "]
e ritorna l'istanza A[7]:
frmins(t) = frmrec( A,
Av.dy,
{u} A\URk( u1[A(FVuy; U,FVR,w) | @ ... Q
’U,bk[A(FV Up,; U, FVRg ﬂ) ]
) (ripetere per ogni k),
{C,D,ec,ep} Av.ap(ec, A(FVC; v, FVCOD))O
ap(ep, A(FVD; 7,FVCOD))
(ripetere per ogni ),
{C, z,e} \v.Qz ap(e, A(FVC; 7,FVQzC))
(ripetere per ogni Q)
)
Naturalmente si pone per definizione A[7] = frmins(A4; v).
8. mat soddisfa mat(A) € Frm(L) [A € Frm(L)]
e ritorna la matrice estesa di A:
mat(F) = frmrec( A,
1,
{t}Re(?) (ripetere per ogni k),
{ec,ep} eclep (ripetere per ogni ),
{e} e (ripetere per ogni Q)
)

Ovviamente & facile vedere che BVmatA = nil € V*.
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Figura 9: formule e loro istanze in ITT (continua).
Le formule prenesse.

L’insieme Pren(L£) ha un elemento canonico pren (A) per ogni formula prenessa A
ed ¢ definito dalle regole:
(quelle riguardanti () vanno ripetute per ogni quantificatore)

formazione: Pron(L) set
) o A €Frm(L) BV(A)=mnil e V*
introduzioni:
pren (A) € Pren(L)
A €Frm(L) pren(A) €Pren(L) yeV

pren (QyA) € Pren(L)
liminazione: a € Pren(L)
cimmazione: prarec(a,...) € D(a)

) A€ Frm(L) BV(A)=mnil € V*

uguaglianze:

prarec(pren (A),...) = dy(A) € D(pren A)
A €Frm(L) pren(A) €Pren(L) y€eV

prarec(pren QyA,...) = dg(A,y,prorec(pren A, . ..)
) € D(pren QyA)
. come premessa delle regole indica le premesse seguenti:
D(b) set [b € Pren(L)],
dy(A) € D(pren A) [A € Frm(L),BV (A4) = nil € V*],
dgo(E, z,e) € D(prenQzE) [ E € Frm(L),pren E € Pren(L),
z € V,e € D(pren E)
| (ripetere per ogni Q)
. come argomento di prnrec indica gli argomenti: d, e dg per ogni Q.
Ovviamente conveniamo che ’asserzione A € Pren(L) equivalga alla simultanea
asserzione di A € Frm(L) e di pren (A) € Pren(L).
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Figura 9: formule e loro istanze in ITT (continua).
Le sottoformule di una formula.

Posto B < A = sf(A, B) € Sub(A), l'insieme Sub(A) & definito dalle regole:
(quelle su O e @ vanno ripetute per ogni connettivo e per ogni quantificatore)

formazione: A € Frm(L)
Sub(A) set
introduzioni: A€Frm(L) A€ Frm(L)
A< A 1 <A
A€eFrm(L) BeFrm(L) CeFmm(L) C<A
C < AOB
A€eFrm(L) BeFrm(L) CeFrmm(L) C<B
C < AOB
AcFrm(L) yeV teTm(L) CeFrm(L) C < Aly/t]
C <QyA

Qui le regole di eliminazione ed uguaglianza non sono state riportate.
Le sottoformule proprie di una formula.

Posto B < A = psf(A, B) € PSub(A), I'insieme PSub(A) & definito dalle regole:
(quelle su O e @ vanno ripetute per ogni connettivo e per ogni quantificatore)

formazione: A € Frm(£)
PSub(A) set
) .. A € Frm(L)
introduzioni: <4
AceFrm(L) BeFrm(L) CeFm(L) C<A
C < AOB
A€eFrm(L) BeFrm(L) CeFrm(L) C<B
C < AOB
AcFmm(L) yeV teTm(L) CeFrm(L) C < Aly/t]
C < QyA

Anche qui le regole di eliminazione ed uguaglianza non sono state riportate.
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Figura 10: Pinsieme J.
L’insieme J & definito dalle seguenti regole:
G €8Seq(L)" o €8eq(L)
J(7,0) set
Le regole seguenti sono tutte introduzioni; in particolare le prime tre permettono le
operazioni di indebolimento, contrazione e scambio sul primo argomento di J:

a € J(T,0)
w(7,00,0,a) € I(TQayg),0)
a€J(TQoyQoy),0)
c(a,00,0,a) € J((T Q0ay),0)
a € J((El@al@az@ 0'2),0')

33'(51, 52,0'1,0'2,0',0/) € J((El Qoy@o; @ 52),0')

formazione:

Le seguenti introduzioni equivalgono alle regole proposizionali di LJ:
a € J(El,l—‘ F A) be J(EQ,A = B)

R
andR(o1, 55T, A A, Ba,b) € 3((51@ 53), TQA) F A® B) ©

ac (7, (T@A)FC) oL
andL1(7,T,A,B,C,a) € J(7,(T@AQ® B) - C)
a€J(o,(T@B)FC) L2
andL2(7,T',B,A,C,a) € J(7,TQ@AR® B) - C)
a€J(a,T'FA)
— — ®R1
orR1(o,T',A,B,a) € J(7,T' - A® B)
a € 3(7,T F B)
DSR2

orR1(o,T',B,A,a) € J(o,T' - A® B)
a€lJ(o, TQAFC) beJ(os(AQ@B)FC)
orL(71, 2, ,A, A, B,C,a,b) € J((71: Q@ 72), TQAQA® B) - C)
a€J(a,(I'@Q@A)F B)
impR(a,T',A,B,a) € J(o,'+ A — B)
a€J(o,I'FA) bel(oe,(A@QB)FC)
impL(71, 02, T,A A, B,C,a,b) € J((1Q 7,),TQ@QAQA — B)C)
Le seguenti introduzioni equivalgono alle regole predicative di LJ:
yeVvV acJ(o,I'FA) y¢Fv (D)
allR(7,T,A,y,a) € J(7,T F VyA)
y€EFV(A) teTm(L) acl(a,(lQAly/t])FC)
allL(7,T',A,C,y,t,a) € J(7, (I Q@VyA) - C)
yeVv teTmm(L) acJ(o,T'F Aly/t])
exR(a,T', Ay, t,a) € IJ(a,T F IyA)
yeV a€J(o,(T@QA)FC) y¢FV(I'QQ)
exL(a,T',A,C,y,a) € J(7,(T @QIyA) - C)

®L

— R

— L

VR

VL
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Figura 10: l’insieme J (continua).

Le seguenti introduzioni equivalgono alle regole strutturali di LJ:

T
top(A) € J(nil, A A) op

acJ(o,I'F1)
wR(5,T,C, A,a) € 3(5,T F C)
ac (7, (TQd)FC)

WR

wL(7,T,®,A,C,a) € 3(7,(T@AQ®) - C) Wi
aci(7,(TQ@AQA)FC) oL
cL(o,I'A,C,a) € J(a,(ITQA)FC)
a€J(7,ITQ@QAQBQ®)F O) XL

zL(7,T,®,A,B,C,a) € J(7,(T@BQ@AQQP) I C)
a€lJ(o1,'FA) bel(og,(AQ@AQP)FC)
cut(Ty, a2, A, T, ®, A, C,a,b) € I((7:Q 73),(AQT QD) - C)
Occorre poi introdurre una diversa costante canonica di J per ogni regola di ¥; in
accordo con [4] di 1.3 queste introduzioni hanno la forma generale:

a1 € J(El,(I‘l@\Ill) = C’l)...an € J(En, (Pn@qln) H Cn)

Cut

d(Ela » On,y
]-—‘la \Illa - aFna \I/na \I/a
Cla . aCnaCa
ai, ... ,0n

)€eJ((o1@...Q@7,),H1Q...ar,Q@¥)+ C)
Le regole di eliminazione e di uguaglianza di J non sono state riportate.
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Figura 11: ’interpretazione di termini e formule.
L’interpretazione in M dei termini di L.
La funzione trminta(t) ritorna linterpretazione di ¢ € Trm(L) ed ¢ definita dalle
seguenti regole: (quelle riguardanti ¢; e f;, sono una per ogni j e una per ogni h)
t € Trm(L
formazione: trminti[(t) é D)n —p conn = lenFVt

yev

trmint pm(yt) = Mdpp.dyy €D D

uguaglianze: con m = varindy

trmintam(c;) = M.cf' € T D
teTrm(L) len(t)=ap €N
trmintpm(fat) = A& U ... U &, .ap(fiM, ~
trmint pm(te; &1, - - -

trmint pm(ta,; €q,,)
JED" D

Nell'ultima regola ogni &, & una lista di variabili lunga lenFVt; e n = lenFV f, 1.
Naturalmente si pone per definizione ()M = trminta(t).

L’interpretazione in M delle formule di L.

FrmIntq(A) rappresenta 'interpretazione di t € Trm(L) ed & definita dalle regole:
(quelle su Rg, [J e @ vanno ripetute per ogni k, ogni connettivo e ogni quantificatore)

; . . A € Frm(ﬁ) con =lenFV A
OFHAZIONE:  FrmIntaq(A, &L, . .. ,&n) set [€1 €D, ..., &, €D n=

uguaglianze: FrmInt (L) = 0
teT

rm(L)* len(t) =br €N
FrmInt p(Ref, &5 U ... U &) = RpU(EME, ..., 111E,)
€11 €D, ... ,&1my €D, €01 €D, Ebyny, € D)
A€ Frm(L) B €Frn(L)
FrmInt o (AOB, €4 U €5) = FrmInt pq(A, €4) 0 FrmInt (B, €p)
[€4,1 €D,... ;€ans €D,6B1 €D, ... ,&Bny €D
y€eV A€Frm(L)
FrmInt o (QyA, ) = (Qdy, € D)FrmInt pg(A, dpy, €)
[€1 €D, ... & €D

Nella terza regola ogni lista &, & lunga n; = len FVt; e ha componenti &ty 5 &in,
Nella quarta regola &, ¢ lunga ny =lenFVA e 5 & lunga ng = lenFV B.

Nella quinta regola & & lunga n = lenFVQyA e m = varindy.

Naturalmente si pone (A)™ = FrmInt (A, &, ... ,&,) dove n = lenFV A,
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Figura 12: funzioni e relazioni ricorrenti primitive in ITT.
Le funzioni ricorrenti primitive.
L’insieme Pren(L) & definito dalle seguenti regole:

formazione: —
Prim set

tEN
prim (z) € Prim  prim(5) € Prim  prim (pr;) € Prim
g1 €ED™ — D prim(g1) € Prim
gn €ED™n D prim(g,) € Prim
h €D"+—D prim(h) € Prim
prim (ho g) € Prim

introduzioni:

heD"—D geDd" 2D prim(h) €Prim prim(g) € Prim
prim (7(h,g)) € Prim

dove si pongono le seguenti definizioni:

7= X¢.0 & di tipo N — N,

s = A{.s€ e ditipoN— N,
pr; = AE.&; ¢ di tipo N — N ed ¢ definita per 1 <4 < m,
hog=A&§U...U & ap(h,ap(gr, &1);s--- 5 ap(gn; €5))
7(h,g) = An.natrec(n, h, {m, e} A{.ap(g, m, £, ap(e, £)))-
Nella definizione di h o g ciascuna lista &; ha lunghezza m;.
Le regole di eliminazione ed uguaglianza non sono state riportate.
Ovviamente f € Prim sara sinonimo di prim (f) € Prim.

Le componenti di una funzione ricorrente primitiva.

Indicando che g ¢ una componente di f col simbolo g < f, formalizzato dal giudizio
pre(f,g) € PRC(f), insieme PRC & definito dalle seguenti regole:

. f € Prim
formazione: -
PRC(f) set
. . f € Prim
introduzioni: ————
F<f
hog€ePrim ho<h hog€Prim g¢gy<g;
ho<hog go<hog
7(h,g) €Prim ho<h 7(h,g) EPrim gy <g

Le regole di eliminazione ed uguaglianza non sono state riportate.
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Figura 12: funzioni e relazioni ricorrenti primitive in ITT (continua).
La funzione caratteristica di una famiglia di insiemi.

La funzione caratteristica X(P) della famiglia P & definita dalle regole seguenti:

] P(ni,...,mp) set [ny EN,... ,np €N
formazione: e~
X(P) €Nl N
P(nq,...,np) true [ny €N, ... ,np € N
uguaglianze:

ap(X(P),ny, ... ,nb)zﬁeN[nleN,... , My € N]
P(ny,...,np) =0 [ny EN,... np €N]

ap(X(P),ny,... ,ny) =1€eN [n1 €N, ... ,np €]
dove il doppio tratto indica che le uguaglianze valgono anche da sotto in su.
La versione di X(P) con i testimoni non & stata riportata.
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CAPITOLO 6.
FORMALIZZAZIONE DEI RISULTATI IN ITT.
6.1. Formalizzazione del modello canonico C.

[1] L’apparato formale esposto in precedenza pud essere usato per esprimere in ITT
il risultato principale e i lemmi su cui esso si basa.
In accordo con [1] di 4.1 il modello canonico & del tipo:

C={N,0,3,X;,=}
dove N e 0 sono definiti in figura 7 e la funzione s & definita in figura 12.
Le funzioni X; sono le componenti di X(R) e quindi si introduce la regola:
X(R) € Prim
X; < X(R)
Si pone infine (ny = ny) = Eq(N, n1, n2).
6.2. I risultati preliminari.
[1] Il primo risultato formalizza il teorema di Herbrand:
Teorema 6.2.1: formalizzazione del teorema 2.2.1 (Herbrand).

In ITT si dimostra la seguente regola:
F € Pren(L) F—F
F = @™, mat(F)[t;]
in cui il numeron e i t; € Trm(L)™ sono determinati costruttivamente.

La dimostrazione € gia stata esposta in dettaglio nel capitolo 2.
[2] I secondo risultato formalizza il lemma sul predecessore:
Lemma 6.2.2: formalizzazione del lemma 3.2.1.

In ITT si dimostra la seguente regola:

NNnEN PR

(n=0) @ (n =35prn) true

Dimostrazione.
La prova e riportata in figura 13.
[3] I terzo risultato, formalizza i primi asserti sulla formula N P:
Lemma 6.2.3: formalizzazione del lemma 4.1.1.
In ITT si dimostrano la seguenti regole:
X(R) € Prim
NP € Frm(L) A NPp € Pren(L) B F(NPp <> NP) © (CT:%D

dove NPp é la chiusura universale della congiunzione degli assiomi in [1] di 4.1.

Dimostrazione.

Le clausole A e B sono di verifica immediata; per D si pud consultare [MLS].
La clausola C vale perché LJ dimostra la formula:

(Vy141) ® (Vy24a) > Vy1Vy2(A41 ® As)
quando y; ¢ FV (Ag) e ya ¢ FV(44). &
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[4] Il quarto risultato formalizza 'ulteriore proprieta della formula NP
Lemma 6.2.4: formalizzazione del lemma 4.1.2

In ITT si dimostrano la seguenti regole:

u € Trm(L) F € PFrm(L)
M c A — B
uM =7 (u¢) eD FMZ FC true
F € Pren(L) BV3(F)=nil € V* o F €Pren(L) BVy(F)=nil e V" D
FM = FC true FC = FD true

che valgono sotto I'ipotesi M |= NP.

La dimostrazione ¢ gia stata esposta in dettaglio nel capitolo 4.
[5] II quinto risultato formalizza gli asserti sulla formula FR:
Lemma 6.2.5: formalizzazione del lemma 4.1.3A e B.

Se ERN =VZ(—ERp) allora in ITT si dimostrano la seguenti regole:

C
FRcPren(l) " ERwcpren(D)C BVS(ERy) —nil € V*

5 CEER

F
- (ERy <> ~ER) BVy(ER) = nil € V*

(37 € NP)R7 true

dove la linea doppia in E indica che I'implicazione vale in entrambi i sensi.

Qui e nel seguito si pone: (37 € Nb) = (Ing €N,..., Iny € N).

Dimostrazione.

Le clausole A, B, C, F sono di verifica immediata; D vale perché LJ dimostra:
Vy(—A) < -3JyA

se y € FV(A); la clausola E & riportata sempre in figura 13. ¢

[6] Tl sesto risultato formalizza gli asserti sulla formula R°:

Lemma 6.2.6: formalizzazione del lemma 4.1.3C.

In ITT si dimostrano la seguenti regole:
C ER°

R® € Frm(L) (gﬁ € N)R7 true

dove la linea doppia in B indica che I'implicazione vale in entrambi i sensi.
L’inferenza B vale sotto I'ipotesi X(R) € Prim.

Dimostrazione.

La clausola A ¢ di verifica immediata; B ¢ riportata sempre in figura 13. {

6.3. Il risultato principale in ITT.

[1] Formalizziamo dapprima i tre lemmi citati in [1] di 3.3:

44



Teorema 6.3.1: formalizzazione dei lemmi 4.2.1, 4.2.2, 4.2.3.
In ITT si possono dimostrare le regole:
/1 ° — ° /T °
CE--R CER B H Ro C
|: —|—|Ro |: Ro C |: R

che valgono sotto Iipotesi X(R) € Prim.
Dimostrazione.
La prova e riportata in figura 14.
Il teorema 3.3.1 si puo allora formalizzare come segue:
Teorema 6.3.2 Formalizzazione del risultato principale.
In ITT é possibile dimostrare che:
FeFrm(L) |=—F R7 set [ € N!] X(R) € Prim

SC  implica ~ ——=
F——F =5(3m € NO)RW = (3W € N°)R7 true

dove SC' esprime la completezza e M P esprime il principio di Markov.
Qui si pone: R7 set [ € N°] = R(ny,... ,np) set [ny €N, ... ny € N].
Dimostrazione.

La prova formale & riportata sempre in figura 14. {

45

MP



Figura 13: i risultati preliminari in ITT.
Il lemma 6.2.2.
Sia P(n) = (n = 0) & (n = 3prn):
_ A [m e N}
DeN Rif m=prsm €N

ﬁzﬁequI Sm=35prsmeN

~ = === Eq I
0 =0 true ~ sm = sprsm true _

neN P(0) true ®1 P(sm) true 1
P(n) true
A e D provengono dalle regole che definiscono N.
B e C provengono da immediate proprieta di pr e s.
Il lemma 6.2.5.
La clausola E.

(ER)¢ true

1D

(3m € W) (X(R)7 = 0) true

(37 € NY)R7 true
Le inferenze vengono dalle regole dell’interpretazione e della funzione caratteristica.
Il lemma 6.2.6.

La clausola B.

X(R) € Prim
c 706.2.3D ~
(R°)¢ true (NP)® true ~ (3m € N°)R7 true
FRC e =y e 6.2.5E 1)
— 6258 _ )C e
(3m € N°)R7 true (R°)“ true

Prima della = E e dopo la W ¢’¢ una regola dell’interpretazione.
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Figura 14: il risultato principale in ITT.
Il teorema 6.3.1.

La clausola A.

X(R) € Prim 93D [(NP® -ER)M true]lvedi “otto
(NP)C true (~ER)C true -
(NP)¢ ® (~ER) true 2 ! (==R°)€ true
(=R°)¢ true S(=R%)€ true
() true 1_):){? 7
(NP ® ~ER)M true D

(=—=R°)M true
B proviene dal teorema 5.4.1 sapendo che - (A ® -B) — -(A — B).
Servono inoltre alcune regole dell’interpretazione.
C proviene dalle regole dell’interpretazione.
anche D proviene dal teorema 5.4.1 sapendo che - (A ® -B) — —-—(A — B).
Anche qui servono inoltre alcune regole dell’interpretazione.

(NP ® -ER)M true

(NP)M true ®2E40
(ERN)M = (ERN)© trueA' ' (NP ® ~ER)M true _
(CER)M = (~ER)C true ER)M trie  ©F .
_>

(=ER)C true

Prima delle ® E c’& una regola dell’interpretazione.
A 6.2.4C si premettono FRy € Frm(L) e BV3(ERy) = nil € V* da 6.2.5B e C.
A viene da 6.2.5D, da 5.4.1 applicato ad M e C e dalle regole dell’interpretazione.

La clausola B.

Sia F' la chiusura universale della formula: mat(NP) ® mat(ERy).

— A
F——R° F (F—-R°""

F - Pren(ﬁ) = = F
F - @iy mat(F)[ti]
F (=, (mat(NP)[u;] ® mat(ERN)[V;])

(= ®%_; (mat(NP)[w;] ® mat(ERy)[v;]))¢ true
= é?:]_ (mat(NP)[%;])¢ ® (mat(ERN)[7;])¢) true
By (-(mat(NP)[w;])¢ & =(mat(ERN)[;])°) true

&7y (~(mat(NP)[T])° & (mat(ER)[,))°) true
Le inferenze A provengono in sostanza da 5.3.1.
B vale assumendo mat(F)[t;] = mat(NP)[u;] @ mat(ERN)[T;].
C proviene dal teorema di validita 5.4.1.
Le inferenze D sussistono perché =C & una proposizione decidibile.

A

B
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Figura 14: il risultato principale in ITT (continua).
&iy (~(mat(NP)[w;])C & (mat(ER)[7;])€) true
X() € Prin_(BL, S(mat(NP)[w:)°) & (Biy (mat(BR)w:)°) true
®;—y (mat(ER)[7;])C true
@iy (XoT; = 0)C true

(ER)C true %E
(R°)€ true
L’inferenza F.
X(R) € Prim
6.2.3D
(NP)C true L
&, (mat(NP)[m))C true 2@ 71
- g S(mat(NP)[T;])° true [ @i—y S(mat(NP)[%;])° true]' .
L true f
@y (mat(ER)[7;])C true -
= 1®F
@y (mat(ER)[7;])€ true ®
G sussiste perché =€ & una p}:oposizione decidibile.
La premessa maggiore della & E ¢ quella riportata in precedenza.
La clausola C.
X(R) € Prim
(NP)C true (R°)€ true _ [(NP)M true]*
= F — 6.2.4D
(ER)C true (ER)® = (ER)M true ~ 5
_)
(ER)M true ~
M 1 =1
(R°)™M true

6.2.4D ha le premesse ER € Frm(L) e BVy(ER) = nil € V* da 6.2.5A ed F.
Il teorema 6.3.2.
[5=(3m € N°)R 7 true]*

6.2.6B
=5(RO)C true f
—__6.264 CEFf 6.3.14
R° € Frm(L) E —-—R° e
F—=R° 5¢
— 6.3.1C
CER°
_ 6.2.6B |
(3m € N°)R7 true N
1 =1

==(3m e N)R7 =5 (37 € )R true
Le regole 6.3.1 hanno anche la premessa X(R) € Prim.

A proviene dalle regole sull’interpretazione.
L’ipotesi R7 set [7 € N°] & stata omessa.
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