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Einleitung

Das Phénomen des zyklischen Siebens ist eine Eigenschaft einer erzeugenden
Funktion X (q) einer Menge kombinatorischer Objekte X, auf der eine endliche,
zyklische Gruppe C operiert. Bezeichnet w : C' < C* eine Einbettung von C in
C*, so erfiillt das Tripel (X, X(q),C) das Phanomen des zyklischen Siebens, falls

Xwe)=H{{reX:c-x=uz}

gilt. Aquivalent gilt fiir die Koeffizienten a, . . . , Q|1 in
|C]—1

X(g)= > aj¢’ mod (¢ -1),
j=0

dass «; die Anzahl aller Bahnen der Operation von C' auf X, deren Stabilisator-
ordnung j teilt, ist. Definiert wurde das Phinomen des zyklischen Siebens von V.
Reiner, D. Stanton und D. White 2003 in The Cyclic Sieving Phenomenon ([41])
und ist einer Erweiterung des ¢ = —1-Ph&nomens von J. Stembridge ([48], [47]).

Ziel dieser Arbeit ist es, das Phdnomen des zyklischen Siebens fiir sog. W-
nichtkreuzende Partitionen zu formulieren und zu beweisen. Als Grundlage diente
hierfiir der Artikel Cyclic Sieving of Noncrossing Partitions for Complex Reflection
Groups von D. Bessis und V. Reiner ([11]). Was sind W-nichtkreuzende Partitio-
nen? Vorweg sei gesagt, dass W hier eine wohlerzeugte unitére Spiegelungsgruppe
bezeichnet. Der Begriff der W-nichtkreuzenden Partitionen ist eine algebraische
Verallgemeinerung nichtkreuzender Partitionen einer endlichen Menge:

DEFINITION. Zwei disjunkte Blocke P und @ einer Partition von {1,...,n}
kreuzen sich, wenn es natiirliche Zahlen 1 < a < b < ¢ < d <n mit {a,c} C P und
{b,d} C @ gibt. Kreuzen sich keine Blocke einer Partition von {1,...,n}, so heifit
diese nichtkreuzend.

Werden auf einem Kreis n Punkte eingezeichnet und im Uhrzeigersinn von 1
bis n nummeriert, so ist die Bedingung, dass sich zwei disjunkte Blocke P und @
einer Partition P von [n] kreuzen, dquivalent dazu, dass sich die konvexen Hiillen
von P und @ schneiden. Zur Veranschaulichung zeigt Abbildung 1 ein Beispiel einer
kreuzenden und einer nichtkreuzenden Partition.

Im Zusammenhang mit der algebraischen Verallgemeinerung des Begriffs der
nichtkreuzenden Partitionen spielen unitéire Spiegelungsgruppen eine zentrale Rol-
le. Worum handelt es sich also bei einer unitédren Spiegelungsgruppe? Als Spiegelung
auf einem endlich-dimensionalen C-Vektorraum V bezeichnet man einen Endomor-
phismus von V endlicher Ordnung, der eine Hyperebene in V' punktweise fixiert.
Wird eine Gruppe G von Spiegelungen auf V' erzeugt, dann heift sie unitdire Spie-
gelungsgruppe von V. Eine irreduzible Spiegelungsgruppe von V, die von dimc¢V
Spiegelungen erzeugt wird, heifst wohlerzeugt. In Kapitel 3 werden wir sehen, dass
in einer wohlerzeugten Spiegelungsgruppe W stets Coxeterelemente - bestimmte
reguldre Elemente - existieren. Aufferdem kénnen wir eine solche Gruppe mit einer
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ABBILDUNG 1. Eine kreuzende und eine nichtkreuzende Partition
von {1,...,5}.

Halbordnung versehen, so dass fiir ein Coxeterelement ¢ und das neutrale Element
1w die Relation 1y < ¢ erfiillt ist. Das Ordnungsideal [y, ¢] in W heift dann die
Menge der W -nichtkreuzenden Partitionen und wird mit NC (W) bezeichnet. Der
Begriff der W-nichtkreuzenden Partitionen geht zuriick auf D. Bessis, T. Brady und
C. Watt ([8], [17] und [16]).

Wollen wir das Phénomen des zyklischen Siebens fiir die Menge W-nicht- kreu-
zender Partitionen NC(W) formulieren, so benétigen wir noch eine zyklische Grup-
pe, die auf NC(W) operiert, und eine erzeugende Funktion von NC(W).

Um eine geeignete zyklische Gruppe zu finden, betrachten wir wieder unser Bei-
spiel der Menge nichtkreuzender Partitionen einer endlichen Menge {1,...,n}. Hier
soll die von (1 2---n —1 n) erzeugte, zyklische Untergruppe von S,, auf der Menge
der nichtkreuzenden Partitionen operieren. Anschaulich werden durch diese Aktion
die n Punkte am Kreis gegen den Uhrzeigersinn verschoben. In der algebraischen
Verallgemeinerung entspricht diese Abbildung der Konjugation mit einem Coxete-
relement. Als zyklische Gruppe wihlen wir daher die von einem Coxeterelement ¢
erzeugte, zyklische Gruppe C, die durch Konjugation auf NC(W) operiert.

In Kapitel 2 wird gezeigt, dass einer unitéren Spiegelungsgruppe von V ein-
deutig bestimmte natiirliche Zahlen dy, ..., dqim.v zugeordnet werden kénnen, die
Grade von G. Sind d; < -+ < dgimev die Grade von W, so ist

dimcV
ddimev + d;
Car(w,q) = ][ Hemer £ o :
i=1 tlq
1—q™

eine erzeugende Funktion von NC(W), wobei [m]y = - Jetzt haben wir ein
den Voraussetzungen des Phédnomens des zyklischen Siebens geniigendes Tripel ge-
funden.

SaTz (D. Bessis und V. Reiner [11], Therem 1.1). Das Tripel
(NC(W), Cat(W,q),C)

erfiillt das Phinomen des zyklischen Siebens.

Zu Beginn wird in Kapitel 1 das Phénomen des zyklischen Siebens basierend
auf dem Artikel The Cyclic Sieving Phenomenon von V. Reiner, D. Stanton und
D. White ([41]) eingefiihrt. Um dann zu beweisen, dass NC (W) das Phénomen des
zyklischen Siebens erfiillt, bentigen wir einerseits Grundlagen iiber unitédre Spiege-
lungsgruppen (Kapitel 2) und regulire Elemente einer unitéren Spiegelungsgruppe
(Kapitel 3) und andererseits einige Resultate aus dem Gebiet der Zopfgruppen uni-
téarer Spiegelungsgruppen (Kapitel 4), das der algebraische Topologie zugeordnet
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werden kann. Fiir die Kapitel 2 und 3 diente hauptséchlich das Buch Unitary Re-
flection Groups von G. I. Lehrer und D. Taylor ([35]) als Grundlage und Kapitel 4
orientiert sich an mehrere Artikel (z. B. [7], [9]) von D. Bessis. Im letzten Kapitel
werden die davor ausgearbeiteten Ergebnisse zu einem Beweis des obigen Satzes
zusammengefiigt.

Abschlieftend wollen wir die Aussage des Satzes noch an einem Beispiel veran-
schaulichen, ndmlich der Menge nichtkreuzenden Partitionen NC(5) von {1,...,5}.
Als zyklische Gruppe wéhlen wir hier die von (1 2 3 4 5) erzeugten Untergruppe C
von Sj, die in natiirlicher Weise auf NC(5) operiert. Die Ereugendenfunktion mo-
dulo ¢° —1 ist dann 8¢* 4 8¢ +8¢? + 8¢+ 10. Wie wir am Anfang gesehen haben, ist
der konstante Term 10 die Anzahl jener C-Bahnen in NC(5), deren Stabilisatorord-
nung 0 teilt, also die Anzahl aller C-Bahnen in NC(5). Weil die Stabilisatorordnung
von 8 Bahnen 1 teilen und daher schon 1 sein muss, operiert C' auf 8 Bahnen frei.

Slele]
DI AN

ABBILDUNG 2. Représentanten der freien Bahnen der Operation
von C auf NC(5).

A4S
O






KAPITEL 1

Das Phanomen des zyklischen Siebens

J. R. Stembridge ([48], [47]) definierte 1994 das ¢ = —1-Phdnomen. 2003 wur-
de diese Definition von V. Reiner, D. Stanton und D. White ([41]) erweitert:

Seien X eine endliche Menge, n € N und C' eine zyklische Gruppe der Ordnung
n, die auf X operiert. Alle Elemente einer C-Bahn O in X besitzen dieselbe Sta-
bilisatoruntergruppe, deren Ordnung deswegen als Stabilisatorordnung der Bahn O
bezeichnet wird. Wahle aufierdem eine Einbettung w : C' < C* von C in C*, deren
Bild in C* dann genau die Menge der n-ten komplexen Einheitswurzeln ist.

DEFINITION 1.1. Ein Polynom X (¢) mit Koeffizienten in Ny, das X (1) = | X|
erfillt, heifst g-Zahler oder erzeugende Funktion fir X. Ist X(q) eine erzeugende
Funktion fiir X, so bezeichnen «y, ..., a,_1 die eindeutig bestimmten Koeffizienten
in

n—1
X(q) = Z a;q" mod (¢" —1).
i=0

Seien nun X (gq) eine erzeugende Funktion von X und Ax := @ Ax,; ein
i>0
graduierter C-Vektorraum, sodass
Zdichx,jqj = X(q)
Jj=0
gilt. Insbesondere muss dann dimcAx = |X| gelten. Die zyklische Gruppe C' ope-
riere auf jeder Komponente Ax ; von Ax durch

c-v:=w(c)v
fir ce C, v € Ax, j, womit eine Operation von C auf Ay = € Ax ; gegeben ist.
j=0
Satz 1.2 (V. Reiner, D. Stanton und D. White [41], Proposition 2.1). Wird
die Notation wie oben gewdhlt, so sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Fir alle c € C gilt
Xw()=NHzeX:c-xz=ua}|
(i) Die Anzahl der Bahnen von C in X, deren Stabilisatorordnung i teilt, ist
a; fiir alle0 <i<n-—1.
(iii) Die Darstellung von C auf Ax ist isomorph zu der zur C-Aktion auf X
gehdrenden Permutationsdarstellung von C auf C[X].

DEFINITION 1.3. Ein Tripel (X, X (q), C) erfiillt das Phinomen des zyklischen
Siebens, falls es einer der dquivalenten Bedingungen aus Satz 1.2 geniigt.

Falls C eine zyklische Gruppe der Ordnung 2 ist, so beschreibt das Phanomen
des zyklischen Siebens fiir ein Tripel (X, X (gq),C) das ¢ = —1-Phénomen von J. R.
Stembridge.
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Um Satz 1.2 zu beweisen, werden noch einige Begriffe und Resultate aus der
Darstellungstheorie bendtigt, siehe hierfiir zum Beispiel Kapitel XVIII in Algebra
von Serge Lang ([30]).

DEFINITION 1.4. Seien G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von
G.

(i) Sind V ein C-Vektorraum und p : G — GL(V) eine Darstellung, so heifst
die Einschriankung von p auf H die Restriktion oder Finschrinkung dieser
Darstellung auf H und wird mit Res$p : H — GL(V) bezeichnet.

(ii) Sind W ein C-Vektorraum, p : H — GL(W) eine Darstellung, m der
Index von H in G und z4,... xm Reprasentanten der Linksnebenklassen

in G/H, so definiere V : @ x; W, wo die ;W zu W isomorphe C-

Vektorrdume sind. Da G dlS_]llIlkte Vereinigung der Linksnebenklassen in
G/H ist, gibt es fiir jedes g € G und fiir jedes 1 <i<meinl < j,;, <m
und ein hy; € H, sodass

gr; = xj, hg

ist. Die induzierte Darstellung Tnd%p : G — GL(V) von H auf G ist dann
definiert als

Ind§p(g)(v) = Indfm(g)(z Tiw;) = Z zj, p(hgi)(wi)

fiir g € G, v € V und gewisse wq,...,w, € W.

BEISPIEL 1.5. G operiert auf G/H durch g-xzH = gaH. Die zur G-Aktion auf
G/H gehorende Permutationsdarstellung C[G/H| wird von der eindimensionalen,
trivialen Darstellung von H auf C induziert.

BEMERKUNG 1.6. Der Charakter von Resg ist die Einschrénkung des Charak-

ters der Darstellung von G auf H.

Ist B = {wy,...,ws} eine Basis von W, so ist B := {z;w; : 1 <i<m,1 <j <s}
m

eine Basis von V = @ z;W. Bezeichnet D (h) die Darstellungsmatrix der Opera-
j=1

tion von h € H auf W, so ist die Darstellungsmatrix der induzierten Darstellung

von H gleich Dp(g) = (Di,j(xj*lgxi))lgi’jgm fir g € G, wobei D; ; eine s x s -

Matrix ist, die definiert ist durch

DB(xj—lgxi), falls xj_lgmi € H,
0, sonst.

Di,j(CC;lgxi) = {

Bezeichnet xy, den Charakter der Darstellung von H auf W, so ist der Charakter
der induzierten Darstellung von G auf H

Xlndi( ) - Spur DB Z XW J? gxz
i€ly

fir g€ Gund Z, = {i € {1,...,m} : x; 'gx; € H}.

Sind G eine endliche Gruppe, V ein C-Vektorraum, p, u : G — GL(V') Darstel-
lungen von G mit Charakteren x, und Yx,, so sei

1
nu |G‘ ZX{) X/L .

geG
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PROPOSITION 1.7 (Frobenius-Reziprozitit). Sind G eine endliche Gruppe,

H eine Untergruppe von G und U, W endlich-dimensionale C-Vektorrdume, p :
G — GL(U) und p: H — GL(W) Darstellungen, dann gilt

(IndGp, p)a = (1, Resfyp)

Beweis: Bezeichnet 7, = {i € {1,...,m} : x;lgmi € H} fiir g € G, so ist

(IndHM p |G| ZXIndHu Xp _1 |G| ZXp _1 Z Xu J} gl‘z

geG geG 1€,
=@ Z > xolg xula;  gm) e Z > Xp(wh ™z ) xu(h)
1= 1g€$LHI 1=1 heH
|ZZXP W )x(h |G|ZXP )Xuu(h)
=1 he H heH
= (M?ResHp)H
O

Beweis von Satz 1.2: Um die Aquivalenz von (i) und (i) zu zeigen, verwenden
wir, dass zwei Darstellungen einer Gruppe genau dann isomorph sind, wenn ihre
Charaktere iibereinstimmen.

Um den Charakter der zur C-Aktion auf X gehorenden Permutationsdarstel-
lung C[X] zu berechnen, betrachte die Basis X von C[X] und die Darstellungsma-
trix der Operation eines ¢ € C auf C[X], deren (z,y)—te Eintragung entweder 1,
némlich, wenn ¢ -z = y ist, oder 0 ist. Die Spur dieser Darstellungsmatrix von ¢
und damit der Charakter in c¢ ist daher [{z € X : ¢- 2 = z}|.

Der Charakter der Darstellung von C' auf Ax ist die Summe der Charaktere
der Darstellungen von C' auf den einzelnen Komponenten Ax ; von Ax. Da der
Charakter der Darstellung von C' auf Ax ; in einem ¢ € C' gleich dimcA X,jw(c)j
ist, muss X (w(c)) der Charakter der Darstellung von C auf Ax sein.

Die Gleichheit von |[{z € X : ¢- 2 = z}| und X (w(c)) fiir alle ¢ € C gilt also
genau dann, wenn die Darstellung von C auf Ax und die zur C-Aktion auf X
gehorende Permutationsdarstellung isomorph sind.

Um die Aquivalenz von (ii) und (iii) zu beweisen, definiere zunichst fiir jedes
| € Z/nZ eine irreduzible (eindimensionale) Darstellungen von C' durch

o, : C — GL(C),
o1(e)(z) = w(c)'z.

Die zyklische Gruppe C' der Ordnung n besitzt n Konjugationsklassen und daher
n Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen. Deswegen sind idc¢,o1,...,0,_1
schon alle irreduziblen Darstellungen von C. Da (o7, Ax)c bzw. (0, C[X])c die
Dimension der isotypischen Komponente von Ax bzw. C[X] vom Typ o; fiir alle
[ € Z/nZ ist, sind die Darstellungen von C auf Ax und die zu der C-Aktion auf
X gehorende Permutationsdarstellung auf C[X] genau dann isomorph, wenn die
Gleichung (UI7AX)C = (O’l, C[X])c erfiillt ist.
Weil w(c)™? fiir jedes ¢ € C eine n-te komplexe Einheitswurzel ist, gilt

=Y aw(o
=0
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und daher
Z w(©O)!' X (w(e)™) = Z(al + Z apw(e) ) = nag + Z ag Z w(e)'* = nay,
ceC ceC k£l k£l ceC

n—1 "
weil Y w' = “’wjll = 0 fiir jede n-te Einheitswurzel w # 1 gilt. Das heiftt aber,
i=0

dass
a = (01, Ax)c

fiir alle [ € Z/nZ gilt.

Ist O eine Bahn von C in X, so stimmen die Stabilisatoren aller Elemente aus
O beziiglich der Operation von C' auf X iiberein. Bezeichnet also C» die Stabi-
lisatoruntergruppe dieser Bahn, dann operiert C auf C/Co via ¢ - 2Co» = cxCo,
und die zur C-Aktion gehérende Permutationsdarstellung C[C/Cp] wird von der
trivialen Darstellung 1 von Cp auf C induziert, siche Beispiel 1.5. Nun ist aber X
disjunkte Vereinigung der Bahnen von C' und daher ist

Clx]= @ cloj= @ clc/Col,

0eC\X 0eC\X
da O = C/Cp fiir alle Bahnen O von C in X gilt. Die zur C-Aktion gehorende
Permutationsdarstellung C[X] ist also die direkte Summe C[X] = @ Ind& ol
0eC\X
Somit ist
(0L.CXDe= Y (o,IndE o= Y (ResG,o01,1)co
0eC\X 0eC\X
= >, 1
{O€C\X: |Col teilt 1}
= |[{C-Bahnen O in X: Stabilisatorordnung von O teilt [},
denn
o 1 l ﬁ > 1=1, falls! von |Co| geteilt wird,
(Rescoon 1)co = 1Col 2 wle)' = @Ol
o ceCo Col@@—1) — 0, sonst,

wobei ¢ ein Erzeuger von Cp ist.

Insgesamt ist a; die Anzahl der C-Bahnen in X, deren Stabilisatorordnung [
teilt, fiir alle | € Z/nZ genau dann, wenn die Darstellung von C' auf Ax und die
zur C-Aktion auf X gehorende Permutationsdarstellung isomorph sind. O

Im Folgenden soll ein Beispiel fiir ein Tripel gegeben werden, das das Phanomen
des zyklischen Siebens erfiillt.

DEFINITION 1.8. Sind n € N, k € Ny und ¢ eine Unbestimmte, so definiere

a1
[n]g == P
11 -1
[n]g! == E =T
und den g-Binomialkoeffizienten als
[n} — [n]q! _ (" —1)--- (qnkarl ~1)
klg [k]q'[n_k]q' (qk_l)...(q_l) :
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PROPOSITION 1.9. Es gelten zwei q-Pascalregeln fiir den q- Binomialkoeffizienten,
namlich

und
nl ok [n—l] {n—l}
=q +
[k;L k-1 q k .
firalleneNmitn>2undl1 <k<n-—1.

Beweis: Sein € N.Da [n], = 1+ q+ -+ ¢" ! = [k], + ¢*[n — k], fiir alle
1<k <n-—1gilt, muss

[n} _ [n]q! _ [n — 1] ([k]q + ¢"n - klq)
klg — [Klg![n — klg! [klg![n — Klq!
B [n—1]g! [n—1]g! n—1 n—1
T Rl o e e PSR IR }
fiir alle 1 < k < n — 1 gelten. Die zweite Regel folgt aus [Z}q = {nﬁk} . O

KOROLLAR 1.10. Jeder q-Binomialkoeffizient [Z]q ist ein Polynom in q.

n

Beweis: Fiir alle n € N sind [g]q = [n]q =1 Polynome in q. Mittels Induktion
nach n und Proposition 1.9 folgt dann die Aussage. O

Satz 1.11. Seien n € N, [n] := {1,2,...,n} und P, die Menge aller k-
elementigen Teilmengen von [n], wobei 0 < k < n gelte, dann ist

(1) [Z}q=q‘w > =y

SEPn Kk

Insbesondere sind jeder q-Binomialkoeffizient ein Polynom in q mit Koeffizienten

inNound [}] _, = > 1= (Z)

SEPn Kk

Beweis: Induktion nach n:

Ist n = 1, dann sind Py o = {0} und daher die rechte Seite in (1) fir & = 0
gleich 1 = [é]q und P71 = {{1}} und somit die rechte Seite in (1) fiir k = 1 gleich
Sei n > 1. Ist K = 0, dann ist analog zum Fall n = 1 die Behauptung bewiesen.
Sei also k > 1. Schreibe P, = BUB', wo B:={S € Ppy:n ¢ S} und B :=
{8 € Ppi : n € S} sind. Aber B ist dann gleich P,,_1 und B’ besteht aus den
Elementen in P,_1 ,—1 vereinigt mit {n}, womit
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k(kt1) k(kt1) k(kt1)
et D D —=5—t Y s —=5—t Y s
Z q ses :Zq s€s +Zq sES
SEP 1 SeB SeB’
k(k+1) k(k+1)
M ntOED L 5
= Z q s€S + Z q s€ES
SEPn_1,% SEPn_1,k-1
E(k+1) (k—1)k
—ms et s - AY s
_ Z q s€s 1 Z q €S g k
SEPn—1,k SEPn—1,k—1
n—1 _r|n—1
q q
= [}
=k ,
nach Proposition 1.9 gilt. O

Die g-Binomialkoeflizienten {JZ } bzw. {N +,f*1} sind nach Satz 1.11 erzeugende
q q

Funktionen im Sinne der Definition 1.1 der Menge der k-elementigen Teilmengen
von [N] bzw. der Menge der k-elementigen Multimengen mit Elementen aus [N],

da (N + : B 1) die Anzahl der k-elementige Multimengen mit Elementen aus [V]

ist.

DEFINITION 1.12. Eine zyklische Untergruppe C von Sy der Ordnung n ope-
riert fast frei auf der Menge [N], falls C von einem Element ¢ mit einer der folgenden
Eigenschaften erzeugt wird:

(i) ¢ ist das Produkt von a disjunkten Zykel der Liange n, womit N = an
gelten muss.

(ii) ¢ ist das Produkt von a + 1 disjunkten Zykel, wovon a der Lange n und
einer der Lénge 1 sind, womit NV = an + 1 gelten muss.

SATzZ 1.13. Sei C eine zyklische Gruppe der Ordnung n, die fast frei auf [N]
operiert.
(i) Sind X die Menge der k-elementigen Teilmengen in [N| und X(q) :=

{]H , so erfillt (X,X(q),C) das Phdnomen des zyklischen Siebens.
q
(i) Sind X die Menge der k-elementigen Multimengen in [N] und X(q) =
{Nﬂf*l} , so erfillt (X,X(q),C) das Phdnomen des zyklischen Siebens.
q

Beweis: Siehe [41, Theorem 1.1].

BEISPIEL 1.14. Seien k =n =6, N = 12 und C die zyklische Untergruppe der
S12, die von (13579 11)(2 4 6 8 10 12) erzeugt wird. Dann operiert C' auf der
Menge aller 6-elementigen Teilmengen von [12] = {1,...,12} und es ist

X(q) = [162] =160 + 150q + 156¢> + 152¢> + 156¢* + 150¢° mod (¢® — 1).
q

Die Anzahl aller Bahnen von C' ist also 160 und die der Bahnen von C, auf denen
C frei operiert, ist 150. Aufserdem gibt es 156 Bahnen von C, deren Stabilisator-
ordnungen 2 teilen, das heifit, entweder 1 oder 2 sind, da es aber 150 Bahnen mit
Stabilisatorordnung 1 geben muss, gibt es genau 6 Bahnen mit Stabilisatorordnung
2. Analog gibt es 2 Bahnen mit Stabilisatorordnung 3, 2 mit Stabilisatorordnung 6
und keine mit Stabilisatorordnungen 4 und 5.
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BEISPIEL 1.15. Bezeichnen n = k =4, N = 8 und C die zyklische Untergruppe
von Sg, die von (1 35 7)(2 4 6 8) erzeugt wird, so operiert C auf der Menge aller
4-elementigen Multimengen mit Tréger [8] = {1,...,8} und es gilt

11
X(q) = { 4 ] = 86 + 80¢ + 84¢° + 80q3(m0d(q4 —1)).
q

Insgesamt besitzt C also 86 Bahnen, davon operiert C' auf 80 frei, 4 haben die
Stabilisatorordnung 2 und 2 die Stabilisatorordnung 4.






KAPITEL 2
Unitare Spiegelungsgruppen

In diesem Kapitel soll eine Einfiihrung in die wichtigsten Begriffe im Zusam-
menhang mit Spiegelungsgruppen eines C-Vektorraums, auch Pseudo-Spiegelungen
genannt, gegeben werden.

1. Unitére Spiegelungsgruppen

Seien V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und n die Dimension von V'
uber C.

DEFINITION 2.1. Sei G eine Untergruppe von GL(V). Ein inneres Produkt (., .)
auf V heilt G-invariant, falls (g(v), g(w)) = (v, w) fiir alle g € G und v, w € V gilt.
Ein x € GL(V) heifit unitdr bzgl. (.,.), wenn (.,.) invariant beziiglich der von x
erzeugten Untergruppe von G ist. Es bezeichne U(V) die Gruppe aller unitiren
Elemente von GL(V'), die sogenanunte unitire Gruppe von V.

LEMMA 2.2. Sei G eine endliche Untergruppe von GL(V'), so gibt es ein G-
invariantes inneres Produkt auf V.

Beweis: Sei [.,.] : V x V — C ein inneres Produkt auf V. Definiere eine
Abbildung (.,.) : V. x V. — C durch (v,w) = > 5[9(v), g(w)]. Diese ist ein
G-invariantes inneres Produkt auf V. O

DEFINITION 2.3. Ist g € End(V), so definiere
(1) Fix(g) =ker(l1 —g)={v €V :g(v) =v} und
(i) [V.g] =Im(1 —g).
LEMMA 2.4. Ist (.,.) : V xV — C ein inneres Produkt auf V', so gilt [V, g] =
(Fix(g))* fiir alle g € U(V).

Beweis: Sei g € U(V), dann gilt [V, g] C (Fix(g))*, denn fiir beliebige u € [V, g],
v € Fix(g) gelten u = (1 — g)(w) fiir ein w € V und

(u,0) = (w = g(w),v) = (w, ) (9(w),v) = (g(w), 9(v)) = (g9(w),v)
= (9(w),g(v) —v) =

Da die Dimensionen von [V, g] und (Fix(g))L iibereinstimmen, ist die Behauptung
bewiesen. O

DEFINITION 2.5. Ein r € GL(V) heifit Spiegelung oder Pseudo-Spiegelung auf
V, falls die Ordnung von r endlich und dimc[V,r] = 1 sind. Insbesondere ist Fix(r)
eine Hyperebene in V, die sogenannte spiegelnde Hyperebene von r.

Sind (.,.) ein inneres Produkt auf V, a € V mit (a,a) = 1 und o € C eine
primitive m-te Einheitswurzel fiir ein m € N, so ist rq o : V — V,

(2) Ta,a(V) =v—(1—a)(v,a)a,

eine unitdre Spiegelung der Ordnung m auf V bezlglich (.,.), die die Hyperebene
Ca™* fixiert. Dieses a heifit dann Wurzel von .

15
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LEMMA 2.6. Sind r eine beziiglich eines Skalarprodukts (.,.) unitdre Spiegelung
auf V' mit spiegelnder Hyperebene H und Ordnung m und a € V, sodass (a,a) =1
und [V,r] = Ca gelten, dann gibt es eine primitive m-te Finheitswurzel a € C,
sodass = 1g.q gilt.

Beweis: Dav—r(v) = (1—7)(v) € [V, r] fiir alle v € V gilt, gibt es ein Funktional
p:V — C,das v — r(v) = p(v)a fir alle v erfiillt. Auflerdem hat ¢ den Kern
H. Daa ¢ H ist, gibt es eine m-te Einheitswurzel a € C, sodass r(a) = aa und
somit p(a) = 1 — a gelten. Schlieklich ist ¢(v) = (1 — a)(v,a), denn die Abbildung
v — (v,a) hat wie ¢ Kern H. O

BEMERKUNG 2.7. Allgemeiner gibt es fiir eine unitére Spiegelung r mit spie-
gelnder Hyperebene H und ein Funktional Ly € V* mit Kern H eine primitive

izgzga fiir alle v € V gilt.

m-te Einheitswurzel a, sodass r(v) =v — (1 — a)

LEMMA 2.8. Fiir alle g € U(V) ist goranog™ ! = Tg(a),a-

Beweis: Fir g € U(V) ist graag t(v) = v — (1 — a)%g(a) fiir alle

veV. O

BEMERKUNG 2.9. Sind r eine Spiegelung von V und H = Fix(r) die spiegeln-
de Hyperebene von r, so sind grg~—! wieder eine Spiegelung von V und g - H =
Fix(grg—!) die spiegelnde Hyperebene von grg~! fiir alle g € U(V)

LEMMA 2.10. Jede Spiegelung von V ist unitar beziiglich eines inneren Produkts
auf V.

Beweis: Sei r € GL(V') eine Spiegelung von V, so ist die Ordnung von r end-
lich. Die zyklische Untergruppe G von GL(V), die von r erzeugt wird, hat nun
endliche Ordnung, womit es nach Lemma 2.2 ein G-invariantes inneres Produkt auf
V gibt. d

Ist 7 eine Spiegelung von V' der Ordnung m, so gibt es nach Lemma 2.4, Lem-
ma 2.10 ein inneres Produkt auf V mit [V,r] = Fix(r)* und V = Fix(r) @ [V, 7].
Bezeichnet a eine Wurzel von r, das heift, (a,a) = 1 und [V,r] = Ca, so gibt es
eine primitive m-te Einheitswurzel a mit » = r, o nach Lemma 2.6. Insbesondere
ist r(a) = 7q,o(a) = aa. Somit besitzt r die Eigenwerte 1 mit der Vielfachheit n—1
und « mit der Vielfachheit 1.

Jede endliche Untergruppe von GL(V'), die von Spiegelungen erzeugt wird, wird
nach Lemma 2.2 insbesondere von unitéren Spiegelungen erzeugt.

DEFINITION 2.11. Eine unitdre Spiegelungsgruppe von V ist eine endliche Un-
tergruppe von GL(V'), die von Spiegelungen erzeugt wird.

BEISPIEL 2.12. Seien n € N und (.,.) das Standardskalarprodukt auf C™.

(i): Fiir jedes m € N ist die zyklische Gruppe C,,, der m-ten Einheitswurzeln in
C beztiglich der Linksmultiplikation eine unitire Spiegelungsgruppe von
C.

(ii): Die symmetrische Gruppe S,, operiert treu auf C"” via Permutation der
Koordinaten fiir jedes n in N und kann daher als Untergruppe von U, (C)
aufgefasst werden. Ist 7 = (i j) € S, eine Transposition, dann hat die-
se die Ordnung 2 und fixiert den (n — 1)-dimensionalen Teilraum H, :=
{(z1,...,2,) € C" : 2; = x;} von C". Jede Transposition ist also eine uni-
tére Spiegelung auf C” beziiglich (.,.). Da S,, von Transpositionen erzeugt
wird, ist die symmetrische Gruppe 5,, eine unitére Spiegelungsgruppe auf
cn.



1. UNITARE SPIEGELUNGSGRUPPEN 17

(iii): Die Diedergruppe der Ordnung 2m wird fiir jedes m in N von

. 0 —eZ wde (01
Tl Y¥=1-1 o

aus Uy (C) erzeugt. AuRerdem fixieren x und y jeweils Geraden in C2. Die
Diedergruppe der Ordnung 2m wird also von unitdren Spiegelungen in
Uz(C) erzeugt und ist somit eine unitére Spiegelungsgruppe auf C2, die
sogenannte Cozetergruppe vom Typ Is(m).

(iv): Eine vorzeichenbehaftete Permutation von [n] bezeichnet eine Permutation
ovon [£n] :={-n,—n+1,...,-1,1,...,n—1,n}, die 0(i) = —o(—1) fur
alle ¢ € [n] erfiillt. Die Gruppe der vorzeichenbehafteten Permutationen
wird von der Menge

{(i, =) i e ]} U{(E0) (=i, =) : 1 <i<j<npU{(i,—5)(J,—i) : 1 <i<j<n}
erzeugt. Aukerdem operiert sie auf C* durch Permutieren und Andern der
Vorzeichen der Koordinaten. Es gelten dann
Fix((i,—1)) = {(x1,...,zn) € C" : x; = 0} fiir alle ¢ € [n],

Fix((¢,5)(—=i,—j)) = {(z1,...,2,) € C" 1z, = x;} firalle 1 <i< j <nund
Fix((2,—7)(J, =) ={(z1,...,2,) € C" 1 2; = —zx;} fir alle 1 <i < j<n.

Somit ist die Menge der vorzeichenbehafteten Permutationen eine unitére
Spiegelungsgruppe von C", die sogenannte Cozetergruppe vom Typ B,.
(v): Die von der Menge

{(,5)(=i,=j) : 1<i < j <npU{(i,—j), (U, —1) : 1 <i <j<mn}
erzeugte Untergruppe der Gruppe vorzeichenbehafteter Permutationen
von [n] heikt die Coxetergruppe vom Typ D,,.

(vi): Bezeichnet [(61,...,0,)|o] fir eine Permutation o € S, und 64, ...,6, € C

jene n x n Matrix, deren (i, 0(4))-ten Eintrige 6; fiir alle ¢ € [n] und deren
restliche Eintrége 0 sind, so ist

G(m,n,p) = {[(01,...,0n)|c] : 0 € S,,0; € C mit §]* =1 fiir alle ¢ € [n]
n

und (H 0;)7}

i=1
fiir m, n,p € N mit p|m eine unitire Spiegelungsgruppe auf C".

PROPOSITION 2.13. Sei G eine unitdre Spiegelungsgruppe von V', dann ist jedes
Element aus G diagonalisierbar.

Beweis: Sei g € G. Ist m := ord(g), dann ist " — 1 ein annihilierendes Polynom

von ¢ und wird daher vom Minimalpolynom von g geteilt. Nun gilt aber ¢t — 1 =
m—1

IT (t—=¢;), wo o, - . ., (m—1 paarweise verschiedene m-te Einheitswurzeln in C sind.
j=0
Daher ist g diagonalisierbar nach [26, Hauptsatz 5.5.3 (ii)]. O

Sind G eine Gruppe und p : G — GL(V) eine Darstellung von G, dann
wird V' als G-Modul bezeichnet. In diesem Fall wird ein Teilraum U von V, der
G - U C U erfiillt, G-Untermodul von V' genannt. Besitzt nun ein G-Modul V nur
die G-Untermoduln {0} und V', dann heift er irreduzibel.

DEFINITION 2.14. Ist G eine unitdre Spiegelungsgruppe von V, dann ist die
Inklusion 2 : G — GL(V) eine treue Darstellung von G, die sog. natirliche Dar-
stellung von G. Eine unitére Spiegelungsgruppe G heifit irreduzibel, falls V' beziiglich
der natiirlichen Darstellung von G ein irreduzibler G-Modul ist.
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BEISPIEL 2.15. Die symmetrische Gruppe S,, ist keine irreduzible unitére Spie-
n
gelungsgruppe von C", da zum Beispiel der Teilraum W := {(z1,...,z,)" : Y 2; =
i=1
0} von C™ unter S,, invariant ist. S, ist aber eine irreduzible unitire Spiegelungs-
gruppe von W und wird dann als Cozxetergruppe vom Typ A, _1 bezeichnet.
2. Invariantenalgebra und Grade einer unitiren Spiegelungsgruppen

Der Begriff der Invariantenalgebra einer endlichen Gruppe, die auf einem endlich-
dimensionalen C-Vektorraums wirkt, hat eine grofe Bedeutung im Zusammen-
hang mit unitdren Spiegelungsgruppen. So ist eine endliche Gruppe, die auf einem
endlich-dimensionalen C-Vektorraum wirkt, genau dann eine Spiegelungsgruppe,
wenn der zugehdrige Invariantenalgebra eine Polynomalgebra iiber C ist, wie in ge-
zeigt werden wird.

Seien in diesem Abschnitt V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und n
die Dimension von V.

Es soll zunéchst die Invariantenalgebra einer endlichen Untergruppe von GL(V)
definiert werden.

Die Tensoralgebra von V ist definiert als die direkte Summe
T(V)=P77(V),
r=0
wobei 77(V) := V@ ist. Durch lineares Fortsetzen auf 7(V) der Abbildungen
L TRV) x THV) — TFHY(V), die durch

(MN®.0u) (W R..w) =01®. 0V, QW Q... dw

fir v1,...,v,w1,...,w; € V und fiir alle k£, € Ny eindeutig festgelegt sind, ist
eine Multiplikation auf 7 (V') definiert.

Bezeichnet 7 jenes Ideal in 7(V'), das von der Menge {u®@v—vQu : u,v € V}
erzeugt wird, dann definiere die symmetrische Algebra von V als die Quotientenal-
gebra

S(V) =T (V)/T.

Jedes Element in 7 ist eine Summe von Elementen der Form a ® (u®v—u®v) ®b
fiir w,v € V und homogene a,b € 7 (V) ist. Da diese Summanden homogen sind,

ist Z= @ INTHV). Mit S¥(V) :=TFV)/(ZNTk(V)) gilt insbesondere
k=0

S(V) = ésk(V).
k=0

Ist p: T(V) - T(V)/Z, p(a) = a + Z, die kanonische Projektion, so setze
/Ul...vk ::p(v1®...®fuk)

fir alle k € N Jvq,...,v5 € V. Aus der Definition von Z folgt unmittelbar, dass
S(V) eine kommutative C-Algebra ist. Da V N7 = {0} ist, kann V in S(V) auf
natiirliche Weise eingebettet werden.

Seien {v1,...,v,} eine Basis von V und

B ::{vil---vikzlgil§-~§ik§n}§8k(V)
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fiir alle k& € N, dann sind By, eine Basis von S*(V) fiir alle ¥ € N und S(V') und
Clvy, . .., vy] isomorphe C-Algebren.

Bezeichnet V* den Dualraum von V' und ist {X1,...,X,} die Dualbasis von
V* zu {vy,...,v,}, so ist

S:=8(V")
isomorph zu C[X7,..., X,].

Ist ¢ : V. — S(V) die natiirliche Einbettung von V' in S(V'), dann besagt die
universelle Eigenschaft der symmetrischen Algebra, dass es fiir jede lineare Abbil-
dung [ : V — A in eine kommutative C-Algebra mit 1 einen eindeutig bestimmten
C-Algebrahomomorphismus L : S(V) — A mit L(1) = 1 gibt, der | = L oz erfiillt.
Siehe zum Beispiel [28, Proposition 6.23(b)].

Ist v € V, so definiere eine lineare Abbildung [, : V* — C durch

lo(p) = #(v)
fiir ¢ € V*. Es gibt nun einen eindeutig bestimmten C-Algebrahomomorphismus
L,:S—C

mit L, (1) =1 und [, = L, o2 nach der universellen Eigenschaft der symmetrischen
Algebra. Fiir ein P € S setze dann P(v) = L,(P).

LEMMA 2.16 (Lagrange Interpolation). Sind wy,...,ws paarweise verschie-
dene Elemente aus V und aq,...,as € C beliebig, so gibt es ein P € S, sodass
P(w;) = a; fir alle 1 <i<s gilt.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass es Polynome P4, ..., Ps gibt, sodass P;(w;) =
0y; fiir alle 1 < 4,5 < s gilt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit geniigt es, dies
nur fiir P; zu zeigen.

Hierfiir verwenden wir Induktion iiber s. Fiir s = 1 ist die Aussage klar und
deswegen sei s > 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann ein Q € S mit
Q(w;) = 6y, fur i € {1,...,s — 1}. Weil wy # ws ist, gibt es eine lineare Funktion
L € S mit L(wy) # L(ws). Definiere P, := Q#%, so erfiillt P, das Ge-
wiinschte. (]

Definiere eine Darstellung 6 : GL(V) — GL(V*) durch
0(g)(p) =pog™".

Fiir jedes g € GL(V) ist 0(g) : V* — S(V*) linear. Nach der universellen Ei-
genschaft der symmetrischen Algebra gibt es fiir jedes g € GL(V) einen eindeutig
bestimmten Algebrahomomorphismus O(g) : S(V*) — S(V*) mit O(g)(1) =1
und 0(g) = ©(g) o4. Durch © : GL(V) — Endc(S(V*)), g — O(g), ist eine Dar-
stellung von GL(V) auf S(V*) gegeben, denn aus 6(g o h)(¢) = 0(g9)(0(h)(p)) fiir
alle g,h € GL(V) und ¢ € V* folgt ©(go h) = O(g) o O(h) fiir alle g,h € GL(V)
aus der universellen Eigenschaft der symmetrischen Algebra.
Fiir die Darstellung © von G auf S soll ab jetzt fiir g € G und P € S die Bezeich-
nung

g-P:=06(g)(P)

verwendet werden.

Eine unitdre Spiegelung auf V' wirkt dann in besonderer Weise auf S.
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LEMMA 2.17. Seien r € GL(V) eine unitdire Spiegelung von V, H = Fix(r)
die spiegelnde Hyperebene von r und Ly € V* mit Kern H wie in Bemerkung 2.7
aufgefasst als Element in S = S(V*), so ist Ly homogen vom Grad 1 und es gibt
fiir alle P € S ein Q € S mit

r-P=P+ LyQ.
Beweis: Weil Fix(r=!) = H ist, ist auch 7~! eine unitére Spiegelung von V. Ist

a eine Wurzel von r, so ist a auch Wurzel von r~!. Nach Bemerkung 2.7 gibt es ein
A € C mit 77 1(v) = v+ ALg(v)a fiir alle v € V und daher gilt

(r-9)(v) = p(r~(v)) = p(v) + ALy (v)p(a)
fiir alle ¢ € V*. Insbesondere gibt es fiir alle ¢ € V* ein B(p) € C mit
r-o—¢=p3(p)Lu.

Sind Py, P, € S,sodasses Q1,Q2 € Smitr-Py = P+ LygQiund r-P, = Po+LyQ2
gibt, dann ist

7 (PLP) = PiPy=1-Pi(r-Py—P) +(r-Pr—P1)Py = Ly(r- P1Q2 + Q1 ),

womit die Behauptung auch fiir P} P, gilt. Da S von V* erzeugt wird, ist die Be-
hauptung nun fiir alle P € S gezeigt. (]

Bezeichnet nun M(g) die Darstellungsmatrix eines g in GL(V') beziiglich einer
Basis {v1,...,v,} von V, so gilt fir i € {1,...,n} und die zugehdrige Dualbasis
{X1,...,X,} von V*

(9- Xi)(v) = Xi(97"' (v)) = Xi(gfl(z Xj(0)v;) = D X;(0)Xilg ™ (1)

=1 Xn(v)
wo M(g~1); die i-te Zeile der Matrix M(g~!) ist. Somit ist die Darstellung von
GL(V) auf S(V*) 2 C[X},...,X,] gegeben durch
(9- P)(X1,...,Xn)=Pg-X1),...,9 - Xn)
Xy
=p(mgt| 1 |).
Xn
Bezeichnet M*(g) die Darstellungsmatrix von 6(g) beziiglich der Dualbasis
{X1,...,X,} von V* fiir jedes g € GL(V), so ist M*(g) = (M(g)~1)*.

Seien {v1,...,v,} eine Orthonormalbasis von V und {Xy,..., X, } die zugeho-
rige Dualbasis von V*. Fiir ein unitdre Abbildung g € U(V) ist dann auch M(g)
unitér. Mit obiger Notation heift das M(g)t - M(g) = 1.

LEMMA 2.18. Sei g € U(V) eine unitire Abbildung. Wihit man die Bezeich-
nungen wie oben, dann ist M*(g) = M(g).

DEFINITION 2.19. Sei G eine Untergruppe von GL(V). Ein P € S heift G-
invariant, falls g - P = P fiir alle ¢ € G gilt. Die Algebra aller G-invarianten
Polynome in S wird die Invariantenalgebra von G genannt. Sie wird mit J oder
S¢ bezeichnet.
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Ein wichtiger Zusammenhang zwischen den G-invarianten Polynomen in S und
der Operation von G auf V einer unitdren Spiegelungsgruppe G wurde von E.
Noether formuliert:

SATZ 2.20 (Noether). Sei G eine unitdre Spiegelungsgruppe von V. Sind v,w €
V, so gibt es genau dann ein g € G mit g(v) = w, wenn P(v) = P(w) fir alle
P ¢ S% gilt.

Beweis:
(=) : Es gelte g(v) = w fiir ein g € G, dann ist P(w) = P(g(v)) = P(v) fiir alle
P eS¢

(<) : Sei P(v) = P(w) fiir alle P € SY. Liegt w nicht im Orbit Gv von v, so
gibt es nach Lemma 2.16 ein @ € S mit Q(g(v)) = 1 fiir alle ¢ € G und
Q(w) = 0. Definiere nun P := [] ¢@, dann sind P € S, P(v) = 1 und

geG
P(w) = 0. Widerspruch. O
DEFINITION 2.21. Sei G eine endliche Untergruppe von GL(V'). Die Abbildung
Rg :S — SG,
1
Rg(P) = @Zg-P,
geG

heifst der Reynoldsoperator von G.
Ist G eine endliche Untergruppe von GL(V), so erfiillt der Reynoldsoperator

Rq(P) = P fiir alle P € S,
Re(af +g) = aRa(f) + Ra(g) fir alle « € C und f,g € S und
Ra(PQ) = PRg(Q) fiir alle P € S¢ und Q € S.

Sei F das von JT := {P € S¢ : P(0) = 0} erzeugte Ideal in S. Weil der
Polynomring C[X7, ..., X, ] noethersch ist, kann F' von endlich vielen Elementen
erzeugt werden.

Der folgende Satz wurde erstmals von David Hilbert 1890 ([25]) formuliert und
bewiesen.

SATZ 2.22. Seien G eine endliche Untergruppe von GL(V) und F = {f1,..., [s}
ein Erzeugendensystem von F dber S, wobei fi,..., fs homogen und G-invariant
sind, so wird S¢ als C-Algebra von F erzeugt.

Beweis: OBdA, sei f; # 0 fir alle 1 < i < s. Ist jedes homogene Polynom
P € S% ein Polynom iiber C in f1, ..., f,, dann ist auch jedes Polynom in S ein
Polynom in fi,..., fs. Sei also P € S¢ homogen. Der Beweis wird via Induktion
iiber den Grad von P gefiihrt.
Ist deg P = 0, dann ist P ein Polynom in fi,..., f, iiber C.
Sei nun deg P > 1 und es gelte fiir alle homogenen Polynome in S¢ von kleinerem
Grad als P, dass sie ein Polynom in fi,..., fs iiber C sind. Weil P homogen ist,
ist P ein Element in F'. Somit kénnen homogene Polynome P, ..., P; € S gewahlt
werden, sodass deg(P;) = deg(P) — deg(f;) fir alle 1 <i < sund P = Y P;f;
gelten. Es gilt dann !

P=Ra(P)=> Ra(P)fi,
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wobei Rg(P;) € S¢ entweder homogen vom selben Grad wie P; oder das Nullpo-
lynom ist. Nun ist deg(Rg(F;)) = deg(P;) < deg(P) fir alle i = 1,...,s, also ist
R (P;) nach Induktionsvoraussetzung ein Polynom in fi,..., fs. Somit ist P ein
Polynom in fy,..., fs. O

Die Invariantenalgebra einer endlichen Untergruppe G von GL(V') wird also von
endlich vielen homogenen und G-invarianten Polynomen erzeugt. Ist G aufserdem
eine unitire Spiegelungsgruppe, so sind die Elemente jedes minimalen Erzeugenden-
systems von F', das aus homogenen, G-invarianten Polynomen besteht, algebraisch
unabhéingig {iber C, wie im Folgenden bewiesen werden wird. Insbesondere ist dann
die Invariantenalgebra von G eine Polynomalgebra.

Dazu wird noch das folgende, etwas technische Lemma bendtigt.

LEMMA 2.23 (Chevalley (|21])). Seien G eine unitire Spiegelungsgruppe von
V,r € NundUy, ..., U, € S¢ homogene Polynome, sodass U, kein Element des von
Uy, ..,U, erzeugten Ideals in S ist. Falls es homogene Polynome Pi,...,P, € S
gibt, sodass

3) S P =0
=1

gilt, dann ist P, € F.
Beweis: Wird der Reynoldsoperator auf (3) angewandt, so ergibt sich
(%) Ra(P1)Ur + -+ Ra(P.)U, = 0.

Induktion nach dem Grad von P;:

Ist der Grad von P; gleich 0, so muss nach Voraussetzung P; = 0 € F sein, denn
wire Py # 0 € C, so wiirde Uy wegen Rg(P;) = Py in (%) im von Us,...,U, er-
zeugten Ideal in S¢ liegen.

Sei degP; > 0. Ist G = 1, dann sind F' = J+ und daher P, € F. Seien also G # 1
und ry eine Splegelung in G mit spiegelnder Hyperebene H. Wird rg auf (3) ange-

wandt und wird dann Z P,U; subtrahiert, so folgt Z (rg - P, — P;)U; = 0. Wegen
Lemma 2.17 gibt es fur alle i=1,...,rein homogenes Polynom @; vom Grad klei-

ner P; mit rg-P;,—P; = Ly Q;. Insbesondere muss Z Q;U; = 0 gelten und somit gilt

nach Induktionsvoraussetzung, dass @1 € F' und daher rg-PL— P =LygQ, € F
sind. Da G von Spiegelungen erzeugt wird, gilt g - P, — P, € F fiir alle g € G.
Schliefslich gelten Rg(Py) — Py € F und deswegen P; € F. O

Shephard und Todd ([43]) bewiesen erstmals, dass die Invariantenalgebra ei-
ner irreduziblen unitidren Spiegelungsgruppe G eine Polynomalgebra ist, indem sie
flir jede irreduzible unitére Spiegelungsgruppe ein Erzeugendensystem aus algebra-
isch unabhéngigen, homogenen und G-invarianten Polynomen angaben. Chevalley
([21]) gab dann erstmals einen fiir alle reellen Spiegelungsgruppen uniform gelten-
den Beweis, der auch fiir unitéire Spiegelungsgruppen gilt, wie spater Serre ([42])
bemerkte.

SATZ 2.24. Sind G eine unitire Spiegelungsgruppe von V. und F ein aus ho-
mogenen und G-invarianten Polynomen bestehendes minimales Erzeugendensystem
von F, so sind die Elemente von F algebraisch unabhdingig iber C.
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Beweis: Sei F = {f1,..., fs}. Angenommen, f1,..., fs sind algebraisch abhén-
gig, dann gibt es ein nichttriviales Polynom H € C[Y3,...,Ys], das

H(f1,..., fs)=0

erfiillt. Da H # 0 gilt, gibt es ein Monom chkl ~-YFs in H mit ¢ # 0. Sind
di,...,ds die Grade der erzeugenden Polynome, dann sei h := kidy + -+ + kqds.
Da H(f1,...,fs) = 0 ist, muss insbesondere die Summe aller Monome vom Grad
hin H(fy,...,fs), welche genau die Summe aller Monome ¢y, .. ¢, Yfl Yt mit
lrdy + -+ lsds = h in H an der Stelle (f1,..., fs) ist, das Nullpolynom sein. Es
gibt daher ein h € N, sodass H so gewéhlt werden kann, dass kidy + -+ ksds = h
fiir jedes Monom Y .. YFs ky, ... k, € Ny, von H gilt.

Sei H nun so gewahlt, dass h minimal ist. Flir 1 < ¢ < s setze H; := gg
und U; := H;(f1,...,[fs), dann sind Uq,...,Us homogen und G-invariant. Da H
nichttrivial ist, gibt es eine nichttriviale partielle Ableitung H;, von H und wegen
der Minimalitét von h ist auch U;, # 0. Sei {Uq,...,U;} ein minimales Erzeugen-
densystem des von {Uj,...,U,} erzeugten Ideals in S¢ (nach mé&glicher Umnum-
merierung) das heikt, es gibt fiir alle t < k < s Elemente Vj,, ..., Vi, in S¢, sodass

U, = Z Vi,;Uj und deg(Vk ) = deg(Uy) — deg(U;) = d;j —dj fir alle 1 < j <t

elten Partlelles Ableiten beider Seiten der Gleichung 0 = H(f1,..., fs) ergibt

zs: kafk 3fk 3fk

Jax
af - af,
=2 Uilgg+ 2 V’ffan

j=1 k=t+1

fir alle 1 <7 < n. Aulerdem ist fiir alle 1 < i < ¢ nach Konstruktion U; nicht in dem
von {U; : 1 < j <tund j # i} erzeugten Ideal in S enthalten. Nach Lemma 2.23

k=t+1 j=1

gilt nun fir allei € {1,...,n} und fir alle j € {1,...,t}, dass 6fJ -+ Z V]gff’“ €
k=t41

F ist. Diese Polynome haben fiir alle j unabhéngig von i entweder Grad d; — 1 oder
sind 0. Da F von fi,..., fs erzeugt wird, existieren homogene Polynome g; j ,n, mit
8f] afk -
() Vi3, = 2 Gismfm
k=t+1 m=1

fir alle 1 < i < nund 1 < j < s. Mittels Multiplizieren beider Seiten von (x)
mit X, mittels Summieren iiber alle ¢ und mittels Anwenden der Eulerformel, die

besagt, dass Z X; 2L 8X = deg(f) - f fiir beliebige Polynome f € C[X7,..., X,] gilt,
folgt schheféhch die Identitat

difi+ Y Vidifi =Y dmfm-
m=1

k=t+1
Ist ¢; # 0, dann ist ¢; f1 homogen vom Grad grofer als dy. Dadyfi+ > Vi, dif
k=t+1
homogen vom Grad d; ist, wird der Term ¢ f1 durch Terme von Z Gm fm ausge-

m=1
16scht. Dies bedeutet aber, dass f; im Erzeugnis von fs,..., fs liegt, was ein Wi-
derspruch zur Minimalitdt des Erzeugendensystems {fi,..., fs} ist. Die fi,..., fs
miissen also algebraisch unabhéngig sein. O
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DEFINITION 2.25. Sei G eine unitdre Spiegelungsgruppe von V. Eine Menge
von homogenen, algebraisch unabhéngigen Polynomen, die ein Erzeugendensystem
der C-Algebra S¢ bildet, heift eine Menge von Basisinvarianten von G.

Eine Menge von Basisinvarianten einer unitidren Spiegelungsgruppe G ist nicht
eindeutig. Jedoch sind ihre Machtigkeit und die Grade ihrer homogenen Elemente
eindeutig bestimmt, wie als néchstes bewiesen werden soll. Dazu muss der Quoti-
entenkorper der Invariantenalgebra von G genauer betrachtet werden.

Der Beweis des folgenden Satzes kann zum Beispiel in [30, VI §1 Theorem 1.8]
nachgelesen werden.

SaTz 2.26 (Artin). Seien L ein Kérper, G eine endliche Gruppe von Auto-
morphismen von L und K := LC der Korper der Fizpunkte von G in L. Dann ist L
eine endliche Galoiserweiterung von K vom Grad [L : K| = |G| mit Galoisgruppe

G.

Sei G eine Untergruppe von GL(V') und bezeichne C(V*) den Quotientenkorper
von S, so ist durch g - & = gp firg € G,P,Q € S,Q # 0 eine Operation von G
auf C(V*) gegeben.

KOROLLAR 2.27. Seien G eine unitire Spiegelungsgruppe von V und F =

{f1,..., fs} eine Menge von Basisinvarianten von G, dann stimmen der Korper
der Fizpunkte der Operation von G auf C(V*) und der Quotientenkérper C(S¢) =
C(f1,---, fs) von SC iiberein. Auferdem ist C(V*) eine Galoiserweiterung von

C(S%) vom Grad |G| mit Galoisgruppe G.

Beweis: Jedes Element aus C(V*) kann in der Form £ o mit Q € S¢ geschrieben

. PTI -Q % .
werden, denn es gilt % = l_lq%cl;'](?' Ist nun g € C(V*)% mit Q € SY, dann

muss auch P € SC gelten. Somit ist C(V*)¢ = C(SF). Aus Artins Satz folgt, dass
C(V*) eine Galoiserweiterung von C(S¢) vom Grad |G| mit Galoisgruppe G ist. [

Der Beweis des folgenden Satzes stammt von C. Chevalley ([21]).

SATZ 2.28. Sei G eine unitdre Spiegelungsgruppe von V.

(i) Die Kardinalitit einer beliebigen Menge von Basisinvarianten von G ist
n = dimc¢V'.

(ii) Die Grade der Elemente einer Menge von Basisinvarianten von G sind
eindeutig bestimmd.

Beweis: Seien F = {f1,..., fs} eine Menge von Basisinvarianten von G und
dy,...,d, die Grade der Elemente von F. Da C(V*) nach Korollar 2.27 eine endli-
che Galoiserweiterung von C(S%) ist, stimmen die Transzendenzgrade iiber C von
C(V*) und C(SY) iiberein, siche zum Beispiel [30, S.355-356]. Nun ist aber der
Transzendenzgrad von C(V*) gleich n und der von C(S%) = C(f1,..., fs) gleich s,
da f1,..., fs algebraisch unabhéngig sind, woraus die erste Behauptung folgt.

Seien nun G = {g1, ..., gn } eine weitere Menge von Basisinvarianten von G und
021, R d,, die Grade der Elemente von G, dann gibt es Polynome F7,..., F, und
Gi,...,Gp, sodass g; = Gi(f1,..., fn) und f; = Fi(g1,...,9,) firalle 1 <i <n
gilt. Differenzieren nach g; und Verwenden der Kettenregel ergibt

Z G, OF _

agj Ofx Og; i

fiir alle 1 < 4,7 < n. Dies bedeutet aber (—")1<i,j<n (%I;f )i<ki<n = In. Insbeson-

dere sind die Determinanten von (‘?9? )i<i,j<n und ( g £)1<ki<n ungleich 0. Somit
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n n
gibt es Permutationen o, 7 € S, sodass [] a‘?cG:_) # 0 und J] a‘;F(’“k) # 0 sind,
i=1 " k=1 "7

und daher sind g; ein nichtkonstantes Polyr?om in fr;) und fi ein nichtkonstantes

Polynom in gy () fiir alle 1 < ¢,k < n. Da deswegen insbesondere d; > dr (i) und

dy, > Jg(k) fiir alle 1 <4,k < n gilt, muss » d; = > d; gelten. Wére nun d; < dr(i)
i=1 i=1

n o _ n
fiir ein ¢ € [n], dann wiirde das einen Widerspruch zu > d; = )" d; ergeben. Es
i=1 i=1

muss also d; = dr(;) fiir alle i € {1,...,n} gelten. O

DEFINITION 2.29. Sei G eine Spiegelungsgruppe von V. Die Grade der Basisin-
varianten von G werden die Grade von G genannt und mit dy, ..., d, bezeichnet.

BEMERKUNG 2.30. Die Grade einer unitéren Spiegelungsgruppe G miissen alle
grofser 0 sein, da die Elemente einer Menge von Basisinvarianten algebraisch unab-
hangig sind.

Zum Schluss dieses Abschnitts soll noch ein erstes Beispiel fiir die Wichtigkeit
der Grade einer unitdren Spiegelungsgruppe gezeigt werden.

PrOPOSITION 2.31. Sind G eine irreduzible unitire Spiegelungsgruppe v und
dy,...,d, die Grade von G, dann ist das Zentrum Z(G) von G eine zyklische Un-
tergruppe von G der Ordnung ggT(dy,...,d,).

Beweis: Da G irreduzibel ist, ist V ein einfacher C[G]-Modul. Nach dem Lem-
ma von Schur gilt deswegen Endcg)(V) = {A-idy : A € C} = C. Nun ist aber
jedes Element aus Z(G) eine Einheit in Endgjg)(V) und nach Lemma B.1 ist jede
endliche Untergruppe von C* zyklisch, womit auch Z(G) zyklisch ist.

Sei F = {f1,..., fn} eine Menge von Basisinvarianten von G. Nach obiger Uberle-
gung gibt es fiir jedes g € Z(G) ein A\; € Cmit g =X, idy und f =g- f; = )\;difi
fiir alle 1 < ¢ < n. Insbesondere muss )\g" = 1fiir alle g € Z(G) und fiir alle 7 gelten.

Die Ordnung jedes Elements aus Z(G) muss alle Grade d, ..., d, und somit auch
99T (dy,...,dy) teilen. Insgesamt teilt |Z(G)| dann ggT'(dy, ..., dy).
Umgekehrt, sei A eine primitive d-te Einheitswurzel, sodass d ein Teiler von dy, . .., d,

ist, dann definiert die Multiplikation A-idy € GL(V') eine Operation auf C(V*), die
C(8Y) fixiert, weswegen X - idy in der Galoisgruppe Gal(C(V*)/C(S%)) enthalten
ist. Diese ist aber nach Korollar 2.27 gleich G, womit A - idy € Z(G) gilt. Es sind
also d und somit ggT'(dy,...,d,) Teiler von |Z(G)|.

Insgesamt ist daher |Z(GQ)| = 99T (d1,...,dn). O

3. Koinvariantenalgebra und Kograde unitirer Spiegelungsgruppen

Sind G eine endliche Gruppe, V ein C-Vektorraum der Dimension |G| und
{vg : g € G} eine Basis von V, dann heifit die durch

h-vg := vy, fir alle g,h € G

eindeutig festgelegte Darstellung die requlire Darstellung von G.

Seien nun V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum, n = dim¢V, G eine
unitiire Spiegelungsgruppe von V und F das von J+ = {P € S¢ : P(0) = 0}
erzeugte Ideal in S.

DEFINITION 2.32. Die Quotientenalgebra S/F heifit die Koinvariantenalgebra
von G.

Es wirkt G auf dem Quotientenkérper C(V*) von S durch g - % = 2’% fiir
g € G,P,Q € S5,Q # 0. Nach Korollar 2.27 ist C(V*) eine Galoiserweiterung von

C(S%) vom Grad |G| mit Galoisgruppe G.
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PROPOSITION 2.33. Wird C(V*) als Vektorraum iiber C(SY) betrachtet, so ist
die Darstellung von G auf C(V*) die requldre Darstellung.

Beweis: Nach dem Satz iiber Normalbasen von Galoiserweiterungen, siche zum
Beispiel [30, Kapitel VI §13], gibt es ein § € C(V*), sodass {g-0 : g € G} eine
Basis von C(V*) iiber C(S%) ist. Nun folgt sofort, dass die Darstellung von G auf

C(V*) iiber C(SY) die regulire Darstellung ist. O
PROPOSITION 2.34 (Chevalley [21]). Seien P, ..., P, homogene Elemente in
S, sodass

P =P +F,...,P,=P,+FcS/F

linear unabhdngig uber C sind, dann sind Py, ..., P, als Elemente in C(V*) linear
unabhéngig tiber C(SY).

Beweis: Angenommen, es gibt Ay, ..., A,, € S nicht alle 0 und By, ..., B,, in
S¢ ungleich Null mit

A A,

24+ 22p, =0,
(*) BTt g
so gibt es Uy, ..., U,, € S¢, die nicht alle 0 sind, mit U; P, +- - - + Uy, P, = 0. Seien
Uiy, ...,U, so nummeriert, dass Uy, ..., U, ungleich O und Ugq4y = --- =U,, =0

sind. Es konnen Uy, ..., U nun homogen mit deg(P;) + deg(U;) = h fiir ein festes
h gewahlt werden, sodass

(**) UiP+---+UgP.=0
gilt. Diese Uy, ..., U seien aufserdem so geordnet, dass
deg(Uy) = --- = deg(Uy) < deg(Upy1) < - -+ < deg(Uy)
und damit deg(Py) = --- = det(P;) gelten. Nach Voraussetzung und Lemma 2.23
muss nach moéglicher Umnummerierung U; in dem von {Us, ..., U;} erzeugten Ideal
liegen. Es gilt also
(***) U1+a2U2+~~+atUt:O
fiir gewisse as, . . .,a; € C. Unter Verwendung der Identitét (* * %) kann nun in (xx)

der Term U;j eliminiert werden und es bleibt die Identitéit
UQ(PQ—G/2P1)+"'+Ut(Pt—atP1)+Ut+1Pt+]_+"'+Uk;P]g =0.

Diese ist nun aber von der Form (#x). Daher kann obiges Verfahren wiederholt
werden, so oft, bis Uy, ..., U;_1 eliminiert sind, und es gilt dann

¢
U biP; + U1 Prpr + -+ Up Py = 0
i=1
fiir gewisse by, ..., b € C, die nicht alle 0 sind. Da Uy nicht im von {Uy41,...,Ux} in
¢
SE erzeugten Ideal liegen kann, da deg(U;) < deg(U;) fiir alle i > ¢ ist, ist > b; P; €

=1
F nach Lemma 2.23, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Es miissen also
Py,..., Py, als Elemente in C(V*) linear unabhiingig iiber C(S%) sein. O

KOROLLAR 2.35. FEs gilt

LEMMA 2.36. Seien P, ..., P, homogene Polynome, sodass {Py,..., Py} eine
Basis von S/F ist. Dann kann jedes P € S auf eindeutige Weise als P = U1 Py +
oo+ Up Py, mit Uy, ..., U, € SC geschrieben werden.
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Beweis: (Chevalley [21]) Es geniigt zu zeigen, dass sich jedes homogene Poly-
nom P in S in dieser Form schreiben lésst. Die Eindeutigkeit folgt dann aus Propo-
sition 2.34. Ist deg P = 0, dann gilt die Behauptung. Sei also deg P > 0, dann gibt
es nach Voraussetzung aq,...,a,, € Cund Q € Fmit P=a1P1 +---+anPn+Q.
Da F von homogenen, G-invarianten Polynomen f1,..., f,, erzeugt werden kann,
gibt es homogene Polynome A; mit deg(A;) < deg(P) und Q = > A;f;. Die Be-

i=1

7

hauptung folgt nun mittels Induktion. O
KOROLLAR 2.37. Es gilt

dim¢S/F = |G|.
Beweis: Seien P, ..., P, homogene Polynome in S, sodass {P,..., Py} eine
Basis von S/ F ist. Es ist zu zeigen, dass C(V*) von Py, ..., P, iiber C(SY) erzeugt

wird. Sei also g € C(V*), dann gibt es nach dem Beweis von Korollar 2.27 ein

P e S und ein Q € SY, sodass g = g ist. Nach Lemma 2.36 gibt es eindeutige

U,...,Upn € 8¢ mit P = 3 U; P;, womit 5= %Pi, wobei % € C(S%) gilt,
i=1 i=1
ist. O
KOROLLAR 2.38. Sei G eine unitire Spiegelungsgruppe, dann gilt S = S @¢
S/F als graduierte G-Moduln.

Beweis: Seien P, ..., P,, homogene Polynome in S, sodass {P,..., Py} eine
Basis von S/F ist. Definiere eine C-bilineare Abbildung

¢:S%xS/F — S, ¢(UF))=UP,

dann induziert diese nach der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts und nach
Lemma 2.36 einen Isomorphismus ® : S9® S/F — Smit ¢(U® P;)) =UP,. O

PROPOSITION 2.39. Die Darstellung von G auf S/F ist die reguldre Darstel-
lung.

Beweis: Wihle homogene Polynome P, ..., P, € S, sodass {Py,..., P, } eine
Basis von S/F bildet. Nach Korollar 2.38 gibt es fiir alle g € G Elemente U;;(g) aus

m
SC die g-P; = Y U;j(g)P; fiir alle j erfiillen. Weil nach Korollar 2.37 { P, ..., Py}
i=1
eine Basis von C(V*) iiber C(S%) bildet, ist die Spur der Aktion von g auf C(V*)
iiber C(S%) gleich Y U;;(g). Nun gilt aber Y U;;(g) = 0 fiir alle ¢ # 1 wegen
i=1 i=1
Proposition 2.33 und > U;;(1) = |G|. Insbesondere ist also auch die Spur der Ope-

i=1
ration von g auf S/F gleich 0, falls g # 1, oder gleich |G|, falls g = 1, das heiftt, die
Darstellung von G auf S/F ist die regulidre Darstellung. O

Als néchstes wird ein weiterer wichtiger Begriff eingefiihrt, ndmlich der der
Kograde einer Spiegelungsgruppe. Definiere zunéchst eine Derivation einer kom-
mutativen C-Algebra A als eine lineare Abbildung D : A — A, die

D(ab) = D(a)b+ aD(b)

fiir alle a,b € A erfiillt. Die Menge aller Derivationen von A ist dann ein C-
Vektorraum, der mit Der(A) bezeichnet wird. Ist zum Beispiel A = S(V*), dann
wird ein Polynom in Derivationen von S(V*) Differentialoperator von V genannt.
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Die C-Algebra der Differentialoperatoren von V' wird mit Diff(V) bezeichnet. Fiir
ein v € V und ein f € S definiere die Richtungsableitung in Richtung v als

t —
D,f(z) =lim fla+tv) f(x)
t—0 t
Sind {vy,...,v,} eine Basis von V und {Xi,...,X,} die Dualbasis von V* zu
{v1,...,v,}, dann ist

0

- 0X,

fiir alle 1 < ¢ < n. Die Abbildung D : V — Diff(V), v — D,,, ist linear. Nach der
universellen Eigenschaft der symmetrischen Algebra lésst sich diese Abbildung zu
einem C-Algebrahomomorphismus D : S(V) — Diff(V') fortsetzen. Das Bild von
S(V) in Diff(V') wird mit Dgyy bezeichnet.

LEMMA 2.40. Sind g € GL(V), f € S(V) und P € S(V*), so ist
9-(DsP)=Dy.s(g- P).

(4) D,

Beweis: Ist die Behauptung fiir f1, fo € S(V) gezeigt, dann gilt sie auch fiir ihr
Produkt fifo =: f, denn

9-DgP =g-Dp g, P=g-Dy(Dg,P) =Dy, (9 Dy, P)
=Dyg.5,(Dyg.1,(9- P)) = D(g~f1)(g'fz)(9 “P)=Dy.f(g-P).
Da die Behauptung linear in f ist, geniigt es, zu zeigen, dass die Behauptung fiir

f=veVgilt.
Fiir v,z € V gilt nun

Plg~'(z) +tv) — Plg~"(x))

9-D,P(z) = D,P(g™(x)) = lim t
- tlino g lhes tg(:)) ¢ o) = Dy.o(g- P)(x).

O

Da GL(V) auf V auf natiirliche Weise durch g-v = g(v) fir g € GL(V),v eV
operiert, kann fiir jedes ¢ € GL(V) die lineare Abbildung V' — S(V),v — g(v),
auf eindeutige Weise zu einem Algebrahomomorphismus Ly : S(V) — S(V) mit
Ly(1) =1 und Ly(v) = g(v) fiir alle v € V fortgesetzt werden nach der universellen
Eigenschaft der symmetrischen Algebra.

Somit operiert GL(V) auf S(V) durch g — L, fiir ¢ € GL(V). Ist G eine
Untergruppe von GL(V), so heift ein f € S(V), das Ly(f) = f fiir alle g € G
erfiillt, G-invariant. Die C-Algebra aller G-invarianten Elemente in S(V') wird dann
mit S(V)¢ bezeichnet. Die Graduierung von S(V) = @ S¥(V) wird auf S(V)¢

k>0
vererbt, das heift, S(V) = @ S(V)“ N S*(V). Es bezeichne dann J (V)T :=

k>0
@ S(V)¢NSkV).
k>1
DEFINITION 2.41. Sei G eine unitére Spiegelungsgruppe von V. Ein P € S(V*)
heift G-harmonisch, falls D¢(P) = 0 fiir alle f in J (V)" gilt. Der Vektorraum aller
G-harmonischen Polynome wird mit H bezeichnet.

Sei G eine unitére Spiegelungsgruppe von V. Die Menge der G-harmonischen
Polynome und die Koinvariantenalgebra von G sind isomorphe G-Moduln nach [35,
S. 181-184]. Daher ist die Darstellung von G auf H die reguldre Darstellung nach
Proposition 2.39.
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Sei A(G) die Menge der spiegelnden Hyperebenen von G. Wéhle fiir jede spie-
gelnde Hyperebene H von G eine Linearform Ly € V* mit ker(Ly) = H und

setze
n= J[ 3,
HEA(G)
wo ey die Ordnung der Untergruppe Gy = {9 € G : H C Fix(g)} von V ist.

Nach [35, Theorem 9.38] ist P € S(V*) genau dann G-harmonisch, wenn es
ein f € S(V) mit P = Dy(II) gibt. Ist also N = > (ey — 1) die Anzahl der
HEA(G)

N
Spiegelungen in G, dann ist H ein graduierter G-Modul H = @ Hy, wo Hy = CII
k=0
und Hy, = H N S*(V*) der von den (N — k)-ten partiellen Ableitungen von II er-
zeugte C-Vektorraum sind.

Falls nun M;, Ma, M endlich-dimensionale G-Moduln und x s, bzw. xar, die
Charaktere der Darstellung von G auf M; bzw. My sind, dann sei

(M, Mz) == (XM, > X©,) = dimcHomeg) (M1, Ma).
DEFINITION 2.42. Fiir einen G-Modul M der Dimension r sei
N
Far() = 3 (M, Rt = 400D g oD,
i=0
wobei ¢;(M) < ¢;+1(M) fiir alle 1 <i <r —1, N die Anzahl der Spiegelungen in
G und r = (M, H) sind.
Das r-Tupel (¢1(M),...,q-(M)) heift Folge der M-Exponenten von G.

Ist M ein G-Modul, dann sei ME := {m € M : g-m = m fiir alle g € G}.
LEMMA 2.43. Seien My, Ms endlich-dimensionale G-Moduln. Dann gelten
(i) My ® M} = Hom(Ma, M),
(ii) (My ® M3)¢ = Homgg) (M2, My) und
(i4i) dime(My @ M3)E = (Ma, My).
Beweis: Siehe [30, Kapitel XVT §5]. O

Sei M ein irreduzibler, endlich-dimensionaler G-Modul. Da die Darstellung
von G auf ‘H die reguldre Darstellung und der Charakter y der reguldren Dar-
stellung durch x(1) = |G| und x(g) = 0 fiir alle g # 1 € G gegeben sind, gilt
(M, H) = dim«;M.

Auf S ® M* ist eine Darstellung von G via
g-(Pey):=g-PRg-y
fir P € S und fir y € M* gegeben.
DEFINITION 2.44. Seien G eine Gruppe und M = @ M; ein G-Modul, der
i>0
direkte Summe endlich-dimensionaler G-Moduln {M;};>¢ ist, dann heifst M ein
graduierter G-Modul.

o0

Wird S ® M* mit der Graduierung S ® M* = @ (S* ® M*) betrachtet, dann
k=0
sind die graduierten Bestandteile {S* @ M*};>0 von S ® M* beziiglich dieser Wir-
kung G-invariant, das heifst, S ® M™* ist ein graduierter G-Modul.
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N
Betrachte H ® M* mit der Graduierung H @ M* = @ (H; ® M*), dann ist
i=0
N
(H & M) = P(H:© M")S,
=0

wobei N die Anzahl der Spiegelungen in G ist. Auflerdem ist mit Lemma 2.43
r=(M,H) = dimcM.

Wiéihle nun Basen B; = {wi, ..., Ui, } von (H; ® M*)C fiir alle 0 < i < N, dann

ist B={u1,...,ur}:= G B; eine Basis von (H® M*), sodass mit entsprechender

Nummerierung u; hom(;ggn vom Grad ¢;(M) fir alle 1 < i < r ist.

Es gilt H® (M, & M) = (H® M) ® (H® Ms) fiir beliebige G-Moduln My, M. Ist

also M ein beliebiger endlich-dimensionaler G-Modul, so besitzt (H @ M*) eine
Basis {u,...,u,}, sodass jedes u; homogen vom Grad g¢;(M) ist.

Seien also M ein beliebiger endlich-dimensionaler G-Modul und r = dim¢ M, dann
wird S ® M zu einem S-Modul via P - (Q ® y) := (PQ) ®@ y fur alle P,Q € S und
y e M.

PROPOSITION 2.45. (i) S® M und (S ® M*)C sind freie S¢-Moduln.
(i3) Ist {uy,...,u,} eine C-Basis von (H® M*)%, dann ist {u,...,u,} eine
S _Basis von (S ® M*)Y.
(iii) Sind dieuq, ..., u, in (i) homogen, dann sind ihre Grade die M - Exponenten
von G, das heifit, deg u; = q;(M) fir alle 1 <i <r.

Beweis: Es gilt S = S ® H nach Korollar 2.38 und aufgrund der Gleichheit

von ‘H und der Koinvariantenalgebra. Falls {Hi, ..., H g} eine Basis von H ist,
|G|

so lisst sich jedes P € S eindeutig schreiben als P = Y. F;H;, wo F; € SY fiir
j=1

alle 1 < j < |G] ist. Daher ist S ein freier SE-Modul, wobei jede Basis von H eine
SG_Basis von S ist. Somit ist S @ M ein freier SE-Modul.
Schlieflich ist mit obiger Notation

(SoM")9=((Se@H) e M*) = (590 (He M) =592 (He M*)"
~ 5% @@ 8%,
womit die restlichen Behauptungen bewiesen sind. O

DEFINITION 2.46. Sei GG eine Spiegelungsgruppe von V. Die Kograde von G
sind definiert als

fir alle 1 < j <n.

4. Hilbert-Poincaréreihen unitirer Spiegelungsgruppen

Ein wichtiges Werkzeug im Zusammenhang mit der Invariantentheorie endlicher
Gruppen ist die Hilbert-Poincaréreihe. Mit ihrer Hilfe konnen wichtige Anwendun-
gen der Invariantentheorie fiir unitdre Spiegelungsgruppen bewiesen werden.
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Hilbert-Poincaréreihen.

DEFINITION 2.47. Seien G eine Gruppe und M = @ M; ein graduierter G-

Modul.
(i)

(i)

(iii)

i>0
Die Hilbert-Poincaréreihe von M sei die formale Potenzreihe
Py(t) = dim(M;)t" € Z[[t]].
i=0

Fiir beliebiges g € G sei die relative Hilbert-Poincaréreihe die formale
Potenzreihe

Pu(g,t) := Z Spur(g, M;)t* € CJ[[t]],
i=0

wo Spur(g, M;) die Spur der Einschriankung von g auf M; bezeichnet.
Insbesondere ist Pypr(1,t) = Pas(t).

Sind G eine endliche Gruppe, V,, ein endlich dimensionaler C-Vektorraum
und p, : G — GL(V,) eine irreduzible Darstellung von G mit Charakter
X, dann definiere

oo

Py (t) = > (M, V)t € Z[[H]],

=0

wo (M;,Vy) jene Haufigkeit ist, mit der V) in der Zerlegung von M; in
irreduzible G-Moduln vorkommt.

LEMMA 2.48. Sind G eine Gruppe, My und My graduierte G-Moduln und g €
G, so sind

PM1€BM2(g7t) = P, (g7t) + PMz(gat) und

PM1®M2(97t) = P, (g7t)PM2(g7t)'

7

Beweis: Sind My = @ M ; und My = @ My j, so sind
-0 i

7=0
(M1 & M)y = My i, & My, bzw.
k

(M1 ® Ma)y, = @Mu ® Ma j—;
i=0

die k-ten graduierten Komponenten von My & My bzw. My ® Ms, womit

Spur(g, (M ® Ma)y) = Spur(g, My i) + Spur(g, Ma ;) bzw.
k

Spur(g, (My @ My)) = Spur(g, My ;)Spur(g, M 4 ;)
1=0

sind. Die erste Behauptung folgt sofort und die zweite aus der Definition des Pro-
dukts zweier formaler Potenzreihen. O

Sind G eine endliche Gruppe, M ein endlich dimensionaler G-Modul und r =
dimc M, so setze

WHE(M) = span{m; @ --- @ my € T*(M) : Ji # j € [k] mit m; =m;} C TH(M).
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Bezeichnet W(M) = @ W¥*(M), so ist die Grafimann-Algebra oder dufere Algebra
k>0
die Faktoralgebra

A(M) = T(M)/W(M).

Das Produkt auf A(M) wird mit a A b fiir a,b € A(M) bezeichnet. Sind a € A*(M)

und b € AY(M), so ist a A b= (—1)F*+b A a. Insbesondere sind m A m = 0 fiir alle

m € M und TF(M)/WF(M) = 0 fiir alle k > r.

Bezeichnet A*(M) = T#(M)/W¥*(M), so sind A(M) und @@ A¥(M) als C-Vektorriume
k>0

isomorph. Ist {my,...,m,} eine Basis von M, dann ist

{ma, Ao Amy, 1 1<ip < <ip<r}

eine Basis von A¥(M), deren Michtigkeit <;) ist. Die Dimension von A(M) ist
daher 27.

Die Wirkung von G auf M kann auf S ® A(M) fortgesetzt werden.

LEMMA 2.49. Seien W1, Wy endlich dimensionale C-Vektorrdume, dann gelten

(i) SW1 & W) = S(Wy) ® S(W2) und
(ii) AWy @ Wa) = A(W1) @ A(Wy).

Beweis:

(i) Siehe [30, Kapitel XVI Proposition 8.2].
(ii) Siehe [30, Kapitel XIX Proposition 1.4].

Als néchstes werden einige Hilbert-Poincaréreihen explizit angegeben.
BEISPIEL 2.50. Sind {v1,...,v,} eine Bas1s von V und {Xy,...,X,} die zu-
gehorige Dualbasis von V*, so ist S(V*) = (EB CX;) = ® S(CX;) = é C[X;]
nach Lemma 2. 49(') = =
Weil Peix(t) = Z t! = {1 ist, gilt nach Lemma 2.48

1

(5) Ps(t) = -

BEISPIEL 2.51. Sind G eine unitére Spiegelungsgruppe, {vy,...,v,} eine Basis
von V und {Xy,...,X,} die zugehorige Dualbasis von V*, so ist

=Clf1,... fal = QB«: ) = QcClfi
=1

nach Lemma 2.49(i), wo {f1,..., f,} eine Menge von Basisinvarianten von G mit
deg(f;) = d; ist. Daher gelten

Zf“ —

fir alle 1 <7 <n und

(6) Pga(t H
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BEISPIEL 2.52. Sei V = @ Vj, ein graduierter endlich-dimensionaler C-Vektor-
k>1
raum. Sind d € N und U ein eindimensionaler Teilraum von Vy, so sind A(U) =
C @ U und daher nach Lemma 2.48

PA(U) (t) =14+ e,

Aus Lemma 2.49(ii) folgt somit

Paqy () = [T (1 +¢)am),

i>1

BEISPIEL 2.53. Seien G eine unitére Spiegelungsgruppe mit Graden dy, ..., d,
und M ein graduierter G-Modul. Nach Proposition 2.45 und Beispiel 2.51 ist

n

2.48 1
Psgmye(t) = Psogram=)a(t) = Psa(t)fu(t) = H me(t)
i=1
LEMMA 2.54. Sind V ein endlich dimensionaler C-Vektorraum und G eine
endliche Gruppe, die auf V operiert, dann gilt fir alle g € G

1
(7) Psy(g,t) = dety (1 —gt)’

Beweis: Sei g € G. Da G endlich und daher auch die Ordnung von g endlich
ist, kann eine Basis {v1,...,vn} von V bestehend aus g-Eigenvektoren mit den
FEigenwerten Aq,...,\,, gewéhlt werden. Insbesondere bildet dann die Menge der
Monome in vy, ..., v, eine Basis von S(V), die aus g-Eigenvektoren besteht. Ge-
nauer ist jedes Monom v’fl -~ vFm ein g-Eigenvektor mit Eigenwert )\’fl oo Nem Wir

betrachten S(V) mit der Graduierung S(V) = @ S*(V), wo S¥(V) den von der
k=0

Menge der homogenen Polynome in v1, . .., v, vom Grad k erzeugten Teilraum von
S(V) bezeichnet. Dann gilt
Spur(g, S (V) = > A A
(k1yeokom ) €T
m
fir Zj, = {(k1,. .., km) € NJ* : > k; = k}. Schlieflich ist
i=1
Psivy(g,t) = i( Z PUEREED B A ﬁ 1 _ L .
’ m LL1 N\t dety(1—gt)
k=0 (k1,...,km)€Tx i=1

O

LEMMA 2.55. Ist G eine endliche Gruppe, die auf einem endlich-dimensionalen
C-Vektorraum V operiert, so gilt fir alle g € G

(8) Prvy(g,t) = dety (1 + gt)

Beweis: Seien g € G, {v1, ..., v, } eine Basis von V, die aus Eigenvektoren von g
besteht, Ay, ..., A\, die zugehorigen Eigenwerte, 1 < k < mund Zy, = {(iy,...,ix) €
NF:1<i; <ig <---<ip <m}, dann hat A¥(V) die Basis {v;, A--- Awv;, :
(il, ey Zk) S Ik} Weil

g-(vil/\-~-/\vik):)\i1---)\ikvi1/\-~-/\vik
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k
fiir alle (iy, ..., i) € Ty gilt, ist Spur(g, A*(V)) = > [T A, was aber auch
(i1 4eeeyin) €Ly J=1

m
der Koeffizient von t* in ] (1 + \;t) = dety (1 + gt) ist. Insgesamt gilt nun
j=1

Pyvy(g,t) Z Spur(g, A"(V))t* = dety (1 + gt).
O

Sind G eine endliche Gruppe, M ein graduierter G-Modul, V,, ein endlich di-
mensionaler C-Vektorraum und p, : G — GL(V,) eine irreduzible Darstellung
von G mit Charakter x. Die x-isotypische Komponente M, von M ist definiert als
die direkte Summe iiber alle zu Vj, isomorphen irreduziblen G-Moduln in der Zer-

oo
legung von M in irreduzible G-Moduln. Da M = € M; ein graduierter G-Modul
i=0
[ee]
ist, ist M, = € (M;)y. Schlielich ist
i=0

= dim(M;)yt' = > " (M;, Vi )dimVyt' = x(1) Pasy (t).
=0 =0
LEMMA 2.56. FEs ist
Par, ( | G| Z x(9)Par(g,t)
geG

Beweis: Da die Identitéiten

(M;, Vy) =@ G‘ > x(g)Spur(g, M;) und Pay, (t) = x(1)Parx ()
geG
gelten, folgt die Behauptung. O

SATZ 2.57 (Molien [36]). Ist G eine endliche Gruppe, die auf einem endlich-
dimensionalen C-Vektorraum V' operiert, dann gilt

1
Psc(t) = — ) ———.
se (t) |G|quGdetV(1—gt)

Beweis: Wahle einen eindimensionalen C-Vektorraum V, zusammen mit der
trivialen Darstellung, so sind die triviale Darstellung irreduzibel und der Charakter
x = 1. Die X—isotypische Komponente von S ist dann aber genau S und somit gilt

1 1 1 1
Pt g S0 = Y e e
|G| |G| = dety«(1—g~ 1) |G| = dety (1 — gt)
denn die Elgenwerte der Operation von g € G auf V* sind die von g~! nach den
Uberlegungen vor Lemma 2.18, da das Spektrum einer Matrix gleich dem Spektrum
ihrer Transponierten ist. U

4.2. Ordnung einer unitidren Spiegelungsgruppe und Anzahl der Spie-
gelungen in einer unitiren Spiegelungsgruppe. Mithilfe des Satzes von Moli-
en kann nun die erste wichtige Anwendung der Invariantentheorie und der Hilbert-
Poincaréreihe bewiesen werden.

SaTz 2.58 (Shephard und Todd [43]). Sei V ein endlich-dimensionaler C-
Vektorraum und n = dimcV. Sind G eine unitire Spiegelungsgruppe von V und
di,...,d, die Grade von G, dann ist
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|G| = Hdi
i=1
und es gibt

(ii)

n

Z(di — 1) unitdre Spiegelungen in G.

i=1
Beweis: Seien g € G und Aq, ..., \, die Eigenwerte von g, dann ist m =
11 (171)@). Multiplizieren beider Seiten mit (1 — ¢)" ergibt
(S W)
det(l—gt) 23 (1—At)’
wobei A1, ..., As genau die Eigenwerte von g ungleich 1 sind. Auferdem ist

11—t 1
T—tdi 14 t442 4. diml’
Unter Verwendung des Satzes von Molien und (6) folgt weiters, dass

ool 1
() G =2 i
s l- tdi = det(1 — gt)

ist. Das Multiplizieren beider Seiten in (%) mit (1 —¢)™ und die Wahl ¢ = 1 liefert

mit obigen Uberlegungen |G| [] & = 1, womit (i) gezeigt ist.
i=1

Ein Element g € G ist genau dann eine Spiegelung, wenn g genau einen Eigenwert
A(g) # 1 hat, der eine Einheitswurzel ist. Insbesondere ist also fiir eine Spiegelung
g € G dann det(1 — gt) = (1 — )" 1(1 — A(g)t). Durch Subtrahieren von ﬁ
auf beiden Seiten von (¥) und durch anschliefendes Multiplizieren mit (1 —¢)"~!
ergeben sich fiir die linke Seite

1670 ) EE A — 1 1
i 1 — tdi 1—t_l—ti:11+t+t2+“_+tdi,1 11—

Gl = TT(L4+t+ 824+t
i=1

3

A=) [TA+t+t2+---Htd1)

i1

<

und fiir die rechte Seite

1-t 1 . 1
_ =(1-t" Z - -
= det(1—gt) 1-—t = det(1 — gt)

9#1
B 1 (1—t)"9!
- q;% =A@t g% (1 =21(9)t) -+ (1 = Asg) (9)1)
g#1
1
= ;%1_7)\(9)25 + (1 = t)h(t),

wo R die Menge der Spiegelungen in G, s(g) > 2 die Anzahl der Eigenwerte unleich
1 eines g # 1 aus G, A\i(g),...,As(q)(9) die Eigenwerte von g ungleich 1 und h(t)
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eine rationale Funktion, deren Nenner nicht durch (1 — t) teilbar ist, bezeichnen.
Insgesamt gilt also

Gl = TT(L+t+ 24+t

i= 1

() ! =Y ———— + ({1 -

A=t [Tt 424 rdimt)  ger b M9
=1

—

~.

Setze nun H(t) := |G|— [[ (1+t+t2+---+t%71) soist H(1) = 0 wegen |G| = [[ d;
i=1 i1
und die Taylorentwicklung von H um 1 ist gegeben durch

> (n)
Hit)y=HQ)t-1)+> o n!(l) (t—1)"

n=2

Wahle nun ¢ = 1 in (**), dann ergibt sich
CH() 5 1
G~ 24T

Nun gilt aber H'(t) = — > (142t +3t2+- - -+ (d; —1)t%2) [T A+t +t2+4- - 4t% 1)

i=1 j#i
und daher sind H'(1) = — Z % [[d;= —% Z(dl —1) und
i=1 j#i i=1
> Z e
geER

Ist zum Beispiel n = 1 und G = (g), wo g eine Spiegelung von V der Ordnung
d mit Eigenwert A # 1 ist, dann gilt 2(d — 1) = H 5. Die Menge R ist aber

disjunkte Vereinigung der Mengen von Splegelungen 1n G, die den maximalen zykli-

schen Untergruppen von G, die bis auf 1 nur Spiegelungen enthalten, entsprechen.

Bezeichnet R die Menge aller maximalen zyklischen Untergruppen von G, die bis

auf 1 nur aus Spiegelungen bestehen, so ist schliefslich
n
- Y (E-0- 32 ¥ ey e Sy

G'eER G'eR q;éleG’ i=1

O

4.3. Charakterisierung unitirer Spiegelungsgruppen. In Satz 2.22, Satz
2.24 und Satz 2.28 wurde gezeigt, dass die Invariantenalgebra S einer unitéiren
Spiegelungsgruppe G in U, (C) von n algebraisch unabhéngigen, homogenen Ele-
menten fi,..., f, in S¢, deren Grade di,...,d, unabhiingig von der Wahl der

n
fis-., fn sind, erzeugt wird. Aufierdem gilt |G| = [] d; nach Satz 2.58. In diesem
i=1
Unterabschnitt soll gezeigt werden, dass diese Bedingungen eine unitére Spiege-
lungsgruppe charakterisieren.

LEMMA 2.59 (Springer [45]). Seien V ein n-dimensionaler C-Vektorraum,
S = S(V*) die symmetrische Algebra von V* und fi1,..., fn algebraisch unabhin-
gige, homogene Elemente in S, deren Grade di,...,d, so nummeriert seien, dass
dy < --- <dy, gilt. Ist T die Unteralgebra von S, die von f1,..., fn erzeugt wird,
so gilt:
(i) Fir alle i ist d; der kleinste Grad eines homogenen Polynoms in T, das
nicht in der von f1,..., fi_1 erzeugten Unteralgebra liegt, und,
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(ii) falls g1,...,9n € S algebraisch unabhdngige, homogene Elemente in T mit
Graden ey < --- < e, sind, gilt d; < e; fir alle i.

Bewets:
(i): Seien ¢ € {1,...,n} und f ein beliebiges homogenes Polynom vom Grad d
in T, das nicht in der von f1,..., f;—1 erzeugten Unteralgebra liegt, dann

gibt es ein Polynom P € C[Yy,...,Y,], sodass f = P(f1,...,fn) gilt.
Ist Y{™ --- Y, ein Monom in P, so gilt dymi + -+ + d,m, = d, weil
fi,-.., fn algebraisch unabhéngig sind. Weil f nicht in der von f1,..., fi—1
erzeugten Unteralgebra von S liegt, gibt es somit ein j > 4, sodass m; > 0
und damit insgesamt d > d; > d; ist.

(ii): Da ¢1,...,gn Elemente aus T sind, gibt es Polynome Gi,...,G, in n
Unbestimmten iiber C, sodass g; = G;(f1, ..., fn) fiir alle i gilt. Fiir jedes ¢

in{1,...,n}ist C(f1,..., fi—1) eine rein transzendente Kérpererweiterung
von C mit Transzendenzgrad

(*) tI‘([j(C(fl,...,fi_l) =1—1.
Waéren Gy, ..., G; Polynome in Y7, ...,Y;_1, so wiren nach Voraussetzung

9g1,---,9; in C(f1,..., fi—1) algebraisch unabhéngig, was ein Widerspruch
zu () ist. Daher gibt es ein j < ¢ und ein k > 4, sodass Y}, in G vorkommt.
Das heifit aber, dass e; > e; > dj, > d; gelten muss. O

Die Charakterisierung unitirer Spiegelungsgruppen geht zuriick auf Shephard
und Todd ([43]). Die hier gewéhlte Version stammt von Springer ([45]).

SATZ 2.60 (Charakterisierung unitirer Spiegelungsgruppen). Seien G
eine endliche Gruppe, die auf einem endlich-dimensionalen C-Vektorraum V ope-
riert, undn = dim¢V'. Sind f1, ..., fn, homogene, algebraisch unabhéingige Elemente
in 8¢ mit d; =deg(f;) fiir alle i, so gilt:

(i) 1G] < _ﬁ[l d:.

n
(i1) Ist |G| = 1] di, so ist G eine unitire Spiegelungsgruppe von V. Weiters
i=1
wird dann SC als C-Algebra von fi,. .., fn erzeugt.

(iii) Falls SC als C-Algebra von fi,..., fa erzeugt wird, gilt |G| = [] di. Au-
i=1
Berdem ist dann G eine unitdre Spiegelungsgruppe von V.

Beweis: Sind {SZG }i>0 die homogenen Komponenten von SC und a; deren Di-
mensionen, so ist

. 1 1
St = Peolt) = =30 L
= |G| = det(1 — gt)
nach Satz 2.57. Bezeichnen {S;};>¢ die homogenen Komponenten von S, so gilt
stets 0 < a; < dimgS;. Aus Beispiel 2.50 folgt

1 1 1
0= 72 < n’
|G| = dety(1—gt) = (1-1¢)

womit gezeigt ist, dass Y. a;t’ fiir |[t| < 1 konvergiert.

i>0
Bezeichnen B jene Unteralgebra von S, die von fi,..., f, erzeugt wird, und
{b;}i>0 die Dimensionen der homogenen Komponenten {B N S;};>0 von B, so
muss wegen B N.S; C SiG gelten, dass b; < a; ist. Schliefslich konvergiert auch
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[T =57 = X bit" fiir [t| < 1 nach Beispiel 2.51.
i=1 i>0
Zusammengefasst gilt fiir 0 <t¢ < 1

(+) I

: Multiplizieren beider Seiten mit (1 — )™ in (*) ergibt

1 1
< — _—.
td — |G| g%;, det(1 — gt)

—~
—
~—

n
1 1
< — 1—1t)h(t
E(1+t+t2+~-~+tdi*1) ~ |G (1= k)
fiir eine rationale Funktion h(t), deren Nenner nicht durch (1 — t) teilbar
ist. Wird nun der linksseitige Grenzwert betrachtet, so folgt

_ < L _ 1
Hdi t1—1>1*H (1+t+t2—|—'..+tdi71) = tgr{l*(|G| (1 t)h(t>) |G|

(ii): Es gelte nun |G| = H d;. Multiplizieren mit |G|, Subtrahieren von = t),L

auf beiden Seiten in (*) und anschliefendes Multiplizieren beider Seiten
mit (1 —¢)"~! ergeben

|G| H( —‘,—t_|_...+td1:—1) ,
€ i=1 B Z 1 a o

(1-1¢) ﬁ(1+t+-~-+tdi*1) TSt

fiir eine rationale Funktion h(t), deren Nenner nicht durch (1 — t) teilbar
ist, die Menge der unitéren Spiegelungen R in G und jenen Eigenwert A(g)
einer unitéren Spiegelung g, der ungleich 1 ist. Wird der linkseitige Grenz-
wert in ¢ gegen 1 in (x*) betrachtet, so gilt mit derselben Argumentation
wie im Beweis von Satz 2.58(ii)

%Z d; — 1) 7|R\.

Seien jetzt G’ jene Untergruppe von G, die von den Spiegelungen in G
erzeugt wird, und ey, ..., e, die Grade von G’, dann sind die Polynome
f1,+-+, fn auch G'-invariant. Aus Lemma 2.59 folgt daher e; < d; fiir alle

n

i. Aber nach Satz 2.58(ii) miissen |R| = > (e; — 1) und damit

i=1
S < RI= 3 (-1 £ 3 - 1)
i=1 i=1 =1
gelten, woraus |G'| = H e = H d; = |G| und schlieflich G’ = G folgen.
=1 =1
(iii): Wird die C-Algebra SG von fl, ..., fn erzeugt, so sind a; = b; fiir alle ¢

und

L 1 1
=2 on
r— |G £ det(1 — gt)

Schlieklich ergeben Multiplizieren mit (1 —¢)™ und Setzen von ¢ gleich 1

die Gleichheit von |G| und [] d;. Der Rest folgt aus (ii). O
j=1
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5. Steinbergs Fixpunktsatz

Seienn € N, V = C", G eine unitére Spiegelungsgruppe von V., F = {f1,..., fn}
eine Menge von Basisinvarianten von G und A(G) die Menge der spiegelnden Hy-
perebenen von G.

DEFINITION 2.61. Die Bahnenabbildung sei die Abbildung wg 7 :V — C”,
wa,F(v) = (f1(v),-- -, fa(v)).

Da f1,..., fn G-invariant sind, ist die Bahnenabbildung wg 7 konstant auf jeder
Bahn von G in V. Die Bahnenabbildung wg, 7 induziert daher eine Abbildung

wa,F - G\V — (Cn,
wobei G\V den Bahnenraum von G in V' bezeichnet.
PROPOSITION 2.62. Die Abbildung wg 7 : G\V — C™ ist bijektiv.

Beweis: Die Surjektivitdt von wg 7 folgt aus Lemma B.6 und die Injektivitét

aus Satz 2.20. O
Seien {v1,...,v,} eine Basis von V und {Xi,...,X,} die zugehorige Dualbasis
von V*.

DEFINITION 2.63. Die Jacobimatrix der Bahnenabbildung wg, 7 bezeichne mit

afi
Jac(wg r) == <8){' >
1<i,j<n

und die Determinante der Jacobimatrix von wg, 7 bezeichne mit
II := det (Jac(wg 7)) € S.
Weil die Abbildung D : V' — Diff(V'), v — D, linear ist, ist I bis auf Multipli-

kation mit einem Skalar unabhéngig von der Wahl der Basis von V und der sich so
ergebenden Dualbasis von V*.

LEMMA 2.64. Elemente g1,...,g, in S = C[Xy,...,X,] sind genau dann al-

gebraisch unabhdngig, wenn det(g)%i_) #£ 0 gilt.
7/ 1<i,j<n

Beweis:
(=): Dagy,..., gy algebraisch unabhingig und C(g1,...,9,) C C(X1,...,X,)

sind, ist der Transzendenzgrad von C(¢1, . .., gn) Uiber C dann trcC(g1, ..., gn) =

n. Die Polynome X;, g1, ..., gy sind daher fiir jedes i algebraisch abhén-
gig, das heifit, es gibt fiir alle ¢ nichttriviale Polynome Q; € C[Yp,..., Y]
mit

Qi(Xiagh e agn) =0.
Differenzieren nach X; ergibt fiir jedes %

8@2 Z 8@2 agk o

0 Yy Yy, 0X;
Diese Gleichungen bedeuten in Matrlxschrelbweise aber nichts anderes als
di < Q1 3Qn> _ <8Qi> <3gk>
iag | ———,...,— = P
Yo 9Yo 9Y; 1<i,j<n 0X, 1<k,l<n
Wire g?,‘ = 0 fiir ein ¢, so wire Q;(X;,91,---,9n) € Clg1,...,9gn], was

ein Wlderspruch zu der algebraischen Unabhéngigkeit von g, ..., g, ist.

WEeil somit an = 0 fiir alle ¢ gilt, muss det(?% ) e
1<k,l<n

=% 0 gelten.
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(«<): Indirekt, angenommen g1, ..., g, sind algebraisch abhingig, dann gibt es
ein nichttriviales Polynom @ € C[Yy,...,Y,] mit Q(g1,...,9,) = 0. Dif-

n
i , i 9Q dgr _ 0Q _
ferenzieren nach X; ergibt aber kzl oY, 9X; = 0, woraus dann oy, — 0

fiir alle k folgen muss. (Q muss also konstant und damit das Nullpolynom
sein, was ein Widerspruch ist. O

KOROLLAR 2.65. Das Polynom I ist ein homogenes Element in S, dessen Grad
die Anzahl der unitdren Spiegelungen in G ist.

Beweis: Seien dy,...,d, die Grade von G. Da nach Lemma 2.64 die Deter-

minante von Jac(wg,#) ungleich 0 ist, ist II ein homogenes Polynom vom Grad
n

> (d; — 1), was nach Satz 2.58(ii) die Anzahl unitérer Spiegelungen in G ist. O
i=1

Sind Hi, ..., H die spiegelnden Hyperebenen von G, so bezeichne e; die Ordnung
der zyklischen Untergruppe Gp, := {g € G : g-v = v fiir alle v € H;} von G fiir
alle 7.

LEMMA 2.66. Sind Lq,...,Ls € V*, sodass kerL; = H; fiir alle i ist, dann teilt

S
[1 LS fir alle g1, ..., gn € SC die Determinante von (gg(’j) .
i=1 1<k,I<n
Beweis: Seien rq,...,7s unitdre Spiegelungen in G, sodass r; ein Erzeuger von

Gy, fir alle 1 < ¢ < s ist. Nach Lemma 2.10 gibt es ein Skalarprodukt (.,.) auf V,
sodass G C U(V) gilt. Wahle eine Orthonormalbasis {b1,...,b,} von V beziiglich

(.,.), sodass by eine Wurzel von ry ist. Auferdem sei Y7,...,Y,, die zugehdrige
Dualbasis von V*. Weil jedes v € V' die Darstellung v = > (v, b;)b; besitzt, hat Yy
i=1

Kern H;. Somit ist L7 ein skalares Vielfaches von Y7.
Es gibt eine primitive e;-te Einheitswurzel €; in C mit

(r1-Y1)(v) = Yi(ry ' (v) = (r7 1 (v), b1) = (v,71(b1)) = 1Y1(v)
fiir alle v € V und es gilt 1 - Y; = Y; fir alle i > 2. Insgesamt muss also

mi1 Mnp\ _ M1y M1 Mn
7’1'(Y1 Yy )*51 LEURREED &4

fir alle mq,...,m, € N gelten. Daraus folgt aber, dass ein Polynom f € S mit
ry - f = f ein Polynom in Y;"' mit Koeffizienten in C[Y2,...,Y,] sein muss. Da
gj € SC fiir alle j ist, teilt insbesondere Yfl_l die partiellen Ableitungen g—% fiir
alle 1 < j < n. Somit teilt Lfl_l auch die Determinante von (%) , da
1<k,I<n
det (%) ein skalares Vielfaches von det ( g%) ist.
L/ 1<k,i<n L) 1<k,i<n
Analog teilen auch Lfﬁl, 1 > 2, die Determinante von (g%) . O
1)1<k,i<n

PROPOSITION 2.67. Sind Ly,...,Ls € V*, sodass ker(L;) = H; fiir alle i ist,
so gibt es eine Konstante ¢ # 0 mit Il = ¢ [ Lf’i_l.
i=1

Beweis: Der Grad von [ L&' ist 3 (e; — 1), was die Anzahl der unitiiren
i=1 i=1
Spiegelungen in G ist. Nach Korollar 2.65 ist dies auch der Grad von II. Weil I1

von [] Lf"_l nach Lemma 2.66 geteilt wird, muss es eine Konstante ¢ # 0 geben,
i=1

S
sodass IT = ¢ [] L& ist. O
=1

K3
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Folgender Satz wurde erstmals von R. Steinberg [46, Theorem 1.5] formuliert
und bewiesen. Der hier angefiihrte Beweis stammt von G.I. Lehrer ([31]).

SATZ 2.68 (Steinbergs Fixpunktsatz). Ist v € V, dann ist der punktweise
Stabilisator

Gy={9€G:g-v=1}

von v genau jene unitdre Spiegelungsgruppe von V , die von jenen Spiegelungen in
G, die v fixieren, erzeugt wird.

Beweis: Setze K = GG, und sei Ky jene Untergruppe von K, die von den Spie-

gelungen in K erzeugt wird. Dann ist Ky ein Normalteiler von K, denn sind rg
eine unitéire Spiegelung in Ky und g € K, so ist gr,g~! eine unitire Spiegelung von
V mit (grgg=!)(v) = v, das heifit, grpg=* € K.
Weil K eine unitdre Spiegelungsgruppe von V ist, wird nach Satz 2.28 die Invarian-
tenalgebra S0 von homogenen, algebraisch unabhiingigen Polynomen P, ..., P,
erzeugt. Seien nun Pi,..., P, so nummeriert, dass d; < do < --- < d, mit
d; := degP; gilt.

Behauptung: Fiir jedes g € K gibt es eine Menge von Basisinvarianten von K,
die aus g-Eigenvektoren besteht.

Beweis der Behauptung: Seien g € K, f € S50 und h € Ky, so gilt h-(g- f) =
g-((g7thg) - f) = g - f, da Ky von g normalisiert wird. Somit ist SX° invariant
unter der Operation von K. Bezeichnen {(S%°)"},~ die endlich-dimensionalen ho-

mogenen Bestandteile von S%o, das heikt, S0 = @ (%), so sind diese ebenfalls
r>0

invariant unter g. Die Unteralgebra von S%°  die von allen Basisinvarianten von
Ky, deren Grad hochstens r — 1 ist, erzeugt wird, bezeichne mit A(r) und die li-
neare Hiille jener Basisinvarianten von Ky, deren Grad r ist, mit B(r). Dann gilt
(SKo)r = A(r)" @ B(r). Weil A(r)” und (S%0)" invariant unter Wirkung von g sind,
muss auch B(r) invariant unter ¢ sein. Deswegen kénnen nach Proposition 2.13 so-
wohl eine Basis von B(r) bestehend aus g-Eigenvektoren als auch eine von A(r)"
bestehend aus g-Eigenvektoren gew&hlt werden. Weil aber nun jene C-Algebra, die
von A(r) und B(r) erzeugt wird, A(r + 1) ist, kann A(r + 1) von Basisinvarianten
vom Grad kleiner r und homogenen g-Eigenvektoren vom Grad r erzeugt werden.
Schliefslich ist induktiv gezeigt, da A(1) = C ist, dass A(r) fiir alle » > 0 von homo-
genen g-Eigenvektoren erzeugt werden kann. Insbesondere gibt es eine Menge von
Basisinvarianten von K bestehend aus g-Eigenvektoren.

Behauptung: Fiir alle g € K gibt es eine Menge von Basisinvarianten von Ky,
deren Elemente alle invariant unter der Operation von g sind.

Beweis der Behauptung: Seien g € K und {Py,..., P,} eine Menge von Basi-
sinvarianten von Ky, sodass fiir alle 1 <i <n

(%) 9-P=¢eb
fiir ein g; € C gilt. Weiters seien F = {f1,..., fn} eine Menge von Basisinvarianten
von G,

war: V= C", wer(w) = (fi(w),..., fulw)) firw eV,

die zugehdrige Bahnabbildung von G und

B, 1V — C", e, (w) = (Pi(w), ..., Po(w)) firr we V.

Da fy,..., fn insbesondere Ky-invariant sind, gibt es Polynome Qq,...,Q, in n
Unbestimmten iiber C, die f; = Q;(Py,..., P,) fir alle 1 <i < n erfiillen. Ist
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Cr : C" = C" Ox(y) = (Qu(y): -+ Quly)),
so gelten wg 7 = P, 0 £, und mit der Kettenregel

det(Jac(wg, 7)) = det (?9% (P, ... ,Pn)> det(Jac(®x,)).

1<i,j<n

Aus Proposition 2.67 folgt nun fiir ein ¢ # 0 aus C

det((aQi(Plv“"P"O (X1, X)) =c H Lot

aY; o
7 1<i,57<n HeA(G) mit v¢H

wo Ly € V* mit Kern H und ey die Ordnung des punktweisen Stabilisators G g
von H fiir alle H € A(G) sind. Insbesondere ist

det((g% (Pl(v),...,Pn,(v)> ) #0,

1<i,5<n

woraus mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz

Y 0Q4 (i)
Y;

(Pl(v)7'~'apn(v)) 7&0

i=1

flir eine Permutation o € S, folgt, das heift, fiir alle 7 ist
6@0 %
() oy (PL0), o Paf0) 0.
Da g-Qi(Pr,...,P,) = g fi = fi = Qi(P1,...,P,) gilt, muss mit (x) fiir je-
n
des Monom Y{"" --- Y™ in Q; gelten, dass [] ;" = 1 ist. Ist nun Y""* ... Y "
k=1

ein Monom von @, so ist das entsprechende Monom in g - g?,’f (Py,...,P,) entwe-
J

n

_ _ . —1 .

der &' [ e P -« P = e '™ o P PIT P L P oder 0, das
k=1

heifit,

g- 8}9(1317... P,) :Eglaifj (P, , Py).
Insbesondere gilt mit () fliri =1,...,n
gi—lag;fi) (PL(v),...,Pa(v) =g aggi) (Pr(v), .-, Pa(v))
= B (g ), Pl )
= T (B (0), . Pa) £,

das heifit, e;, = 1 fir allet =1,...,n.

Da es fiir jedes g € K eine Menge von Basisinvarianten von K gibt, deren Elemen-
te invariant unter der Wirkung von g sind, ist jedes Element in S%° insbesondere
g-invariant. Somit ist jedes Element in S%° auch K-invariant, das heikt, S¥o C SX.
Wegen Kg C K gilt damit schon S%o = S&. Schlieflich folgt aus Satz 2.60 nun

aber |K| = [] d; = |Ko|, womit K = K| sein muss. O
1

1=
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KOROLLAR 2.69. Ist U eine Teilmenge von V', so ist der punktweise Stabilisator
Gu={9g€G:g-u=ufiralleu e U}

genau jene unitire Spiegelungsgruppe von V, die von den Spiegelungen in G, deren
spiegelnde Hyperebenen U enthalten, erzeugt wird.

Beweis: Da G auf V linear operiert, fixiert ein ¢ € G die Teilmenge U genau
dann punktweise, wenn g die lineare Hiille von U fixiert. Sei also U ein Teilraum von
V', dann fixiert ein ¢ € G aber U genau dann punktweise, wenn g eine Basis von U
punktweise fixiert. U kann also endlich angenommen werden und die Behauptung
folgt via Induktion aus Satz 2.68. O

Zum Schluss dieses Abschnitts wird eine erste Anwendung von Steinbergs Fix-
punktsatz gezeigt. Dazu wird noch das folgende Lemma bendtigt.

Sei (.,.) ein G-invariantes Skalarprodukt auf V.

DEFINITION 2.70. Spiegelnde Hyperebenen Hy, ..., H; von G heiflen unabhdn-
gig, falls es linear unabhiingige Elemente ay, . .., as in V gibt, die H; = (Ca1)*,..., Hy =
(Cag)* erfiillen.

LEMMA 2.71. Spiegelnde Hyperebenen Hy, ..., Hs von G sind genau dann un-

abhingig, wenn s die Kodimension von (| H; in'V ist.
i=1
Beweis: Seien ay,...,as € V so, dass Hi- = Cay,...,H} = Ca, sind. Da
allgemein fiir Teilriume U, W von V gilt, dass (U 4+ W)+ = UL N W ist, miissen
in diesem Fall | H; = () (Ca;)* = (X Ca;)* und codimy N H; = dime (Y Ca;)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

gelten. O

PROPOSITION 2.72. (i) Sind ry,...,rs € G unitire Spiegelungen von V,
sodass die spiegelnden Hyperebenen Hy = Fix(r1),..., Hs = Fix(ry) un-
abhdingig sind, dann gilt

S
ﬂ H; =Fix(ry---rg).
i=1

(i) Fir jedes g € G ist Fix(g)= () H.
HeA(G)
Fix(g)CH
Beweis:

(i): Seien X = (| H; und H; = (Cay)*, ..., Hy = (Ca,)*. Da r; jedes Ele-
i=1

ment aus X fiir alle 1 < ¢ < s fixiert, ist X in Fix(ry---rs) enthalten.

Ist umgekehrt v in Fix(ry ---7), so sind (ro---74)(v) = r;*(v) und da-

her v + > aja; = v+ aja; fiir gewisse a1, ..., as € C nach Bemerkung

1=2
2.7. Weil a; ...,as linear unabhingig sind, miissen oy = -+ = ag = 0
und damit r1(v) = v und v € Fix(rg...7s) gelten. Wiederholen dieses

S
Arguments ergibt r;(v) = v fiir alle 1 < i < s, das heifst, v € (] H; und
i—1

1=

Fix(ri---rs) C (| H; = X.
i=1
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(ii): Weil g € G im punktweisen Stabilisator von Fix(g) enthalten ist, ist g
Produkt von unitdren Spiegelungen in G, deren spiegelnden Hyperebenen
Fix(g) enthalten, nach Korollar 2.69. Diese unitéren Spiegelungen fixieren

aber (| H punktweise, woraus Fix(g) 2 (] H folgt. O
HeA(G) HeA(G)
Fix(g)CH Fix(g)CH

6. Satz von Gutkin
Sei GG eine unitire Spiegelungsgruppe von V = C™.

6.1. Satz von Gutkin und mittelbare G-Moduln. Seien M ein endlich-
dimensionaler G-Modul und r = dim¢M. Ist p : G — GL(M) eine Darstellung
von G auf M, so ist

PG — GL(M"), p*(9)(p) :=poplg™"),
eine Darstellung von G auf M*.

Seien H die Menge der G-harmonischen Polynome und B = {u1,...,u,} eine
Basis von (H ® M*)%, sodass jedes u; homogen vom Grad g;(M) ist.

Ist {y1,...,yr} eine Basis von M*, so gibt es eindeutig bestimmte A;; € H, die
homogen vom Grad ¢;(M) sind, sodass fiir alle 1 <7 <r

T
u; = Z Aij @y
=1

gilt. Schliefslich definiere
Iy = det(Asj)1<i j<r-

LEMMA 2.73. Das Element Iy # 0 in S ist homogen vom Grad Z q;(M) und

i=
eindeutig bestimmt bis auf Multiplikation mit einem Skalar ungleich 0.

Beweis: Es ist 11, entweder homogen vom Grad Z qi(M) oder das Nullele-

ment. In Kapitel 3 wird der Begriff eines reguléren Vef{tcl)rs eingefiihrt werden. Es
handelt sich dabei um einen Vektor v € V, der in keiner spiegelnden Hyperebene
von G enthalten ist. Ist also v ein reguldrer Vektor, so ist die Einschrankung von
Yy 0 S @ M* — M*, ,(P®y) = P(v)y, auf (H® M*)¢ ein Isomorphismus
von (H ® M*)% und M* nach [35, Lemma 10.5]. Somit ist {t,(u1),..., ¥, (us)}

eine Basis von M*. Aufserdem gilt ¥, (u;) = Z A;;(v)y; und, weil {y1,...,y,} eine
Basis von M™* ist, ist det(A;;)(v) # 0 und daher Iy # 0.

Ist {y},...,y.} eine beheblge Basis von M*, so gibt es eindeutig bestimmte a;; € C
mit y; = > i, @iy fiir alle 1 < i < 7. Schlieflich ist

wi=Y Ax@yr =Y O arjAin) @y; =Y Bi; ® Y]
k=1 j=1

j=1 k=1
und daher ist det(Bij) = det(aij)det(Aij) = det(aij)HM, wobei det(ozij) 7& 0
ist. Analoges gilt fiir beliebige aus homogenen Elementen bestehende Basen von
(H® M*)C. a

Definiere eine S-bilineare Abbildung (S ® M) x (S ® M*) — S durch
(PRy,Qey") —y (y)PQ.
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Diese lésst sich zu einer Abbildung
() (S®M)E x (SeM*)¢ — §C°.

einschriinken. Ist C = {wy,...,w,} eine C-Basis von (H® M )%, sodass w; homogen
vom Grad ¢;(M*) fiir alle i ist, so sind B eine S“-Basis von (S ® M*)¢ und C eine
von (S ® M)% nach Proposition 2.45.

DEFINITION 2.74. Die Matrix Qar = ((ws, uj) m)1<i,j<r heifit die Diskriminan-
tenmatriz von M und deren Determinante Ay = det(Q r) heit die M -Diskriminante
von G.

LEMMA 2.75. Bis auf Multiplikation mit einer Konstanten ungleich 0 gilt
AM = IIp I .

Insbesondere ist Ay # 0 bis auf Multiplikation mit einem Skalar ungleich 0 ein-
deutig bestimmt.

Beweis: Seien {y1,...,y,} eine Basis von M und {yi,...,y;} die zugeho-
rige Dualbasis von M*, dann gibt es eindeutig bestimmte, homogene Elemente
T

,
Aij, At € H, 1 < 4,5 <, sodass u; = };—:1 Aj pyi und wy = 121 Ajy fir alle ¢

K2

und j gilt. Somit sind

(Wi i) = D> wr()Ain Ay =Y Ai A,
k=1

k=11=1
und Qs = (Aiyj)1Si,jS7‘(A;j)§§i,j§r7 womit det(Qp) = Iy~ ist. Der Rest der
Aussage folgt aus Lemma 2.73. O
LEMMA 2.76. Es gelten
(i) g-Tpr = detar(g)Ias fiir alle g € G und
(ii) A = Bl fiir ein B € SC, falls M = CA fiir ein A € S ist.
Beweis:
(i) Sei{y1,...,yr} eine Basis von M* und setze yps = y1 A+ Ay, € A"(M*),
so gilt
g ynm = detar(9)  yn

Ist upr = up---u, € (S ®A(M*))Y, so gibt es eindeutig bestimmte
Aij € 'H mit

Uy = (Z Ay ®y;) - (Z A ®y;) = det((Aij)i<ij<r) @ ym = Iy @ yas.
Da wups G-invariant ist, gilt schliefslich
My @yn =g My @yn) =g - U @ detar(9) yar,

und damit g - I, = det s (g)Iyy fiir alle g € G.

(ii) Sei M = CA fiir ein A € S, so ist )y € H. Da (H, M) = dim¢M = 1
gilt, kommt M genau einmal in der Zerlegung von H in irreduzible G-
Moduln vor, das heifst, H besitzt genau einen G-Untermodul, der isomorph
zu M ist. Nun sind aber M und CII,; isomorph als G-Moduln nach (7)
und nach Korollar 2.38 sind auch S und S¢ ® H isomorph als G-Moduln,
woraus folgt, dass es ein B € S mit A = BII,, gibt. O

KOROLLAR 2.77. Es gibt ein B € S¢ mit Iy = Bllxr(ar).
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Beweis: Ist {mq,...,m,} eine C-Basis von M, so ist A"(M) =Cmq A--- Am,
eindimensional. Da g-mj A---Am,. = detpr(g)mi A---Am, fiir alle g € G gilt, sind
A" (M) und CII; als G-Moduln isomorph. Die Behauptung folgt nun aus Lemma
2.76(ii). O

DEFINITION 2.78. Definiere
C(G,M)=>"q(M).
=1

Ist H eine spiegelnde Hyperebene von GG, dann bezeichne G jene zyklische Unter-
gruppe von (G, die H punktweise fixiert. Insbesondere ist G die von einer Spiege-
lung 7y von V mit Fix(rg) = H erzeugte Untergruppe von G. Definiere nun

C(H,M) = C(Gp,Resg, M).
BEMERKUNG 2.79. Sind M; und My zwei G-Moduln, so ist
C(G, My & M) = C(G, M) + C(G, Ma).

Seien H eine spiegelnde Hyperebene von G, ry eine unitére Spiegelung von V,
die G erzeugt, ey die Ordnung von ry und ey := det(rg).

BEMERKUNG 2.80. Sei {0} " die Menge der Isomorphieklassen der eindi-
mensionalen, irreduziblen Darstellungen von Gy, die durch Skalarmultiplikation
mit ¥ gegeben sind. Da die Anzahl der Isomorphieklassen irreduzibler Darstellun-
gen von Gy die Anzahl der Konjugationsklassen von Gy ist, sind og,...,0¢,-1
schon alle Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen von Gp.

Nach [35, Theorem 9.38] gilt fiir die Menge der G'-harmonischen Polynome Hy =

erl

b L%, wo Ly eine Linearform mit Kern H ist. DaV = H@®H" ist, gilt aukerdem
§=0
rg-Lyg = 5;11LH.
Sind nun k£ € N und {y;} eine Basis eines eindimensionalen C-Vektorraums Vj, so
ist
rir - (L ®ye) = (ri - L) @ (on(ra) (ye)) = (6" L) @ (hyyw) = Ly @y,

das heifst, L’}i Q@yr € (Hg ® V3)%4. Da L’;{ ® yr # 0 und die Dimension von
(Hig ® Vi.)9" gleich 1 sind, sind {L% ® yi.} eine Basis von (Hyg ® V;)“# und
q(Vi) =emg — k.

Ist p: G — GL(M) eine Darstellung von G auf M, so sind (Rengp)* = @ oy,
j=1

und

T

(9) CH,M)=> qVey—i,) =Y i
j=1

j=1
fiir gewisse 0 < i; < ey — 1. Dies ist dquivalent dazu, dass die Operation von g
auf M* die Eigenwerte €%, ..., ¢’ hat.

Folgender Satz stammt von E. A. Gutkin ([23]):
SaTz 2.81 (Gutkin). FEs gibt ein c € C, ¢ # 0, mit

Iy =c H LE(H‘M).
HeA(G)
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Beweis: Nach Lemma 2.73 ist IIp; # 0 ein homogenes Polynom vom Grad
C(G, M). Definiere
C(H,M)
[

HeA(G)

Behauptung: Ay teilt I,.

Beweis der Behauptung: Sei H € A(G). Es geniigt zu zeigen, dass IIp; von
Lg(H’M) geteilt wird. Seien dazu Gy = {g € G : H C Fix(g)} eine zyklische
Untergruppe von G, ry eine unitire Spiegelung in G mit Fix(ry) = H, die Gy
erzeugt, und ey = det(rg).

Bezeichnet p jene Darstellung von G auf M, die M zu einem G-Modul macht,

dann gilt p* @ 5 , fiir gewisse 0 < i; < ey — 1. Daher gilt fiir eine geeignete

Basis {y1,...,y,} von M* und fiir ein Element >~ A4; ® y; in (H® M*) dann

j=1
ZA ®yj=rn ZA ©u5) = Yl - A4) © .
j=1

Somit muss rg - A; = E;j A; gelten. Wihle nun eine Basis {X,...,X,} von V¥,
sodass X1 = Ly und rg - X; = Xj fiir alle j > 2 sind. Insbesondere gilt dann
rg- X1 = EBle. Ist nun Xfl . Xﬁ ein Monom in S, so gilt

P XL XE = e xR xR

Kommt ein Monom Xfl -« XFrin A; aufgefasst als Element in C[X1, ..., X,,] vor,
so ist k1 = ¢; mod ey. Insbesondere ist dann k; > ij;, das heifst, dass LZ das
Monom Xfl -+ XFr teilt. Da dieses aber ein beliebiges Monom in A; war, teilt L?I

nun Aj. Ist {u; = Y A;; ®y; |1 <i < r}eine beliebige Menge von 7 Elementen
j=1
aus (H ® M*)¢, dann wird

det((Az] 1<7,,j<7" Z sgn T H Ak (k)

TES,
von [] LE = Lg(H’M) geteilt. Insbesondere wird daher IT5; von LC(H M) geteilt.
j=1
Behauptung: I1p; und A s haben denselben Grad, das heifst, C(G,M) = 5. C(H,M).
HeA(G)

Beweis der Behauptung: Es bezeichne

preg : G — GL(C[G]), pres(y Z aph) = Z apgh = Z ag-1ph,
heG heG heG

die regulére Darstellung von G. Fiir diese gilt aber, wenn {(p1, V1), ..., (ps, Vs)} ein
Vertretersystem der Isomorphieklassen irreduzibler Darstellungen von G ist, dass

preg = P dimeVj - p,
j=1
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ist. Insbesondere kommt bis auf Isomorphie jede irreduzible Darstellung von G in
der Zerlegung der reguléren Darstellung in irreduzible Darstellungen von G vor. Da
Iy, von Ay, nach (i) geteilt wird, gilt

() > Y CHV)

HeA(G)
fiir alle 1 < j < s. Es geniigt die Behauptung fiir die reguldre Darstellung C[G]
zu zeigen, denn gilt C(G,C[G]) = 3 ye s C(H,C[G]), dann gilt C(G,V;) =
ZHeA(G) C(H,V;) fir alle 1 < j < s nach Bemerkung 2.79 und (x).
Die reguldre Darstellung induziert die Darstellung von G auf C[G]*

Prog (D)X anh) = Xi(preg(g™) (Y anh)) = Xi(>_ agnh) = ag
heG heG heG

- Xgl(z Oéhh),

heG

wo {X; : | € G} die Dualbasis zu G von C[G] und g € G sind. Die Darstellungen
Preg und py., sind also isomorph.

Sei H eine spiegelnde Hyperebene von (G. Wéahle einen Représentanten gy jeder
Rechtsnebenklasse von Gy in G, 1 < k < [G : Gy, so gilt

D ClGugl

als Gg-Moduln. Die Darstellungsmatrix der Operation von rgy auf C[Gggg] ent-
spricht der Permutationsmatrix der Permutation (1 2...ep) und hat daher genau

eH—l
die ef-ten Einheitswurzeln in C als Eigenwerte, womit pyeq = % @ o, und daher
Jj=0

e cleh =1y 5= Bliey -
=0

nach Bemerkung 2.80 gelten. Der Grad von Ag[gy ist schlieslich ) %(e H—
HEA(G)
1) = %N , wo N die Anzahl der Spiegelungen in G bezeichnet.

Ein Element ) P, ® g € S ® C[G] ist genau dann G-invariant, wenn
geG

ZPh®h:g~ZPh®h:Zg-ng1h®h

heG heG heG

fiir alle g € G erfiillt ist. Dies gilt aber genau dann, wenn g - P; = P, fiir alle

g € G gilt. Da die Darstellung von G auf H die reguldre Darstellung ist, gilt

dime(H ® C[G]*)¢ = |G|. Ist nun {B; : 1 < i < |G|} eine Basis von H, sodass

jeweils dimcHy Elemente dieser Basis homogen vom Grad k sind, wobei 1 < k < N

ist, dann ist { Y. g- B; ® X, : 1 <i < |G|} eine Basis von (H ® C[G]*)¢ und der
geG

€] N
Grad von Il¢g) gleich ) deg(B;) = > k- dimcHy. Betrachte nun
j=1 k=0

n d;—1

N n .
dimcHt* = Py(t) = = — 1 7,

k=0 Psa(t) i i=1 j=0
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was durch Differenzieren nach ¢ und setzen von ¢t = 1 zu der Gleichung

N n di—1 1 n n |G|
Zk~dimch:Z(Zj)Hdk:§Z (d; — 1 H
k=0 1 j=1

=1 j=1 k#i i=

fiihrt. Schlieflich ist der Grad von Il¢(g gleich %N und somit gleich dem von
A(C[G]- O

BEISPIEL 2.82. Sind H eine spiegelnde Hyperebene von G, ry eine unitére
Spiegelung in G von maximaler Ordnung, die H fixiert, ey die Ordnung von rg
und det(rg) = ep, so sind 1,...,1,ey die Eigenwerte von rg und 1,...,1,e%7" !
die Eigenwerte der Operation von rg auf V* nach Lemma 2.18. Mit (9) folgt dann
C(H,V)=eg—1und C(H,V*) =1, womit es ¢y, cy+ und ¢ in C* nach dem Satz

von Gutkin und Lemma 2.75 mit
HV = Cy H LEH 1

HEA(G)
Hv* = H LH und
HeA(G)
AV =cC H LiIH
HeA(G)
gibt.
KOROLLAR 2.83. (i) C(G,M)= > C(H,M)
HEA(G)

(ii) Es gibt ¢ # 0 in C mit Hprpr = cllps genau dann, wenn C(H, M) < ey —1
fiir alle H € A(G) gilt.

Beweis:

(i) ist nach dem Satz von Gutkin klar.

(i) Da Ips von IIx-(pp) nach Korollar 2.77 geteilt wird, geniigt es zu zeigen,
dass die Grade von IIj; und ITprp; genau dann iibereinstimmen, wenn
C(H,M) <epm —1 fiir alle H € A(Q) gilt.

Weil A" M eindimensional ist, sind ¢(A"M) der Grad von IIa-j; und

daher 0 < g(A"M) < > C(H,M) nach dem Satz von Gutkin. Wird
HeA(G)
der Satz von Gutkin auf A" M angewandt, so folgt

= Y CHANM

HeA(G)

Seien H eine spiegelnde Hyperebene von G, rgy eine Spiegelung in
G von maximaler Ordnung, die H fixiert, ey die Ordnung von rg und
ey = det(ry). Bezeichnet p jene Darstellung von G auf M, die M zu einem
.
G-Modul macht, so ist (Rengp)* = @ oy, fiir gewisse 0 < i; < ey — 1.
j=1
Die Notation ist hier wie in Bemerkung 2.80 gewahlt. 4
Seien {y1,...,y,} eine Basis von M*, sodass rp - y; = epy; fiir alle
1<y <rgit,und ypy =y1 A--- Ay, dann ist
C(H,M)
TH YM = Epg Ym
Da die Operation von rgy auf A" M* nur den Eigenwert EC( M) besitzt,
gilt

C(H,A"M)=C(H,M) mod ey
nach (9). Insgesamt gilt daher
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qMarn) = Y CH,A'M)= > C(H,M) mod ey

HEA(G) HEA(G)
Somit stimmen die Grade ¢(A"M) von IIprpy und Y. C(H,M) von
HeA(G)
ITI); genau dann iiberein, wenn C(H, M) < ey — 1 fiir alle H € A(G)
gilt. O

DEFINITION 2.84. Ein G-Modul M der Dimension r heifst mittelbar, falls es
eine komplexe Zahl ¢ # 0 mit IT1y; = cllprjs gibt.

BEISPIEL 2.85. Nach Beispiel 2.82 sind C(H,V) = ey —1und C(H,V*) =1 fir
alle spiegelnden Hyperebenen H von G. Daher sind V und V* mittelbare G-Moduln
nach Korollar 2.83.

Fiir mittelbare G-Moduln M hat die C-Algebra (S ® AM*)¢ eine besondere
Struktur.

SATz 2.86. Ist M ein mittelbarer G-Modul der Dimension r, dann ist (S ®
AM*)C eine Grafimann-Algebra iiber S¢, das heift, es gibt einen Teilraum W von
(S® AM*)E mit (S® AM*)¢ =S¢ @ AW.

Genauer gilt, falls uy,...,u, homogene Elemente in (S @ AM*)E mit

up - ur = U @ Y
sind, wo ypr = y1 A -+ Ay, fir eine Basis {y1,...,yr} von M* bezeichnet,

(S@AM*)GZé @ SGuil---uip.

p=01<i1<---<ip<r

Beweis: Seien T = {(i1,...,ip) € [rP: 0<p<rundi; < -+ <ip}und i =
(41, s i) fiireini = (iy,...,ip) € Zund {74, ..., i._,} = {1,...,r}\{i1, ... ip}
mit ) < --- <i;_, das Komplement von i in Z. Auferdem seien u; = u;, - - - u;, fiir

ein beliebiges i = (i1,...,49p) € Z, B := {u; : ¢ € T} und K der Quotientenkérper
von S, so gilt |B] = 2". Wegen AM* = @ APM* gibt es eine Zerlegung K ®
p=0

AM* = @ K ® APM*, die invariant unter der Aktion von G ist. Die Projektion
p=0
m: K@ AM* — K ® A" M* respektiert die G-Aktion und erfiillt

¢TIy ® yas fiir ein ¢ # 0, falls j =4’ ist,
(1 ul) - 0 sonsti

Es ist S ®@c AM* eine S-Unteralgebra des K-Vektorraumes K ®c AM™, denn es ist

K®s(S®cAM*) = (K ®sS)®c AM* =2 K ®@c AM*, da K der Quotientenkdrper

von S ist. Insbesondere ist (S ® AM*)Y eine Unteralgebra von (K @ AM*)%.

Die Menge B ist iiber K linear unabhéngig, denn ist )" k;u; = 0 fiir gewisse k; € K,

i€T

dann gilt nach Multiplizieren beider Seiten mit einem festen u; und Anwenden von

m, auf beiden Seiten, dass k; - IIps ® yar = 0 ist. Da aber Iy ® ya # 0 ist, muss

nun k;; = 0 sein, und da j beliebig war, folgt die lineare Unabhingigkeit von B.

Da die Dimension von K ®c AM* iiber K gleich dimcAM* = 2" = |B| ist, und,

da die Menge B linear unabhéngig iiber K ist, ist B eine K-Basis von K ®c AM*.

Insbesondere ist B linear unabhingig iiber S&. Es soll nun gezeigt werden, dass B

eine S¢-Basis von (S ® A(M*))% ist.

Sei u € (S®AM*)Y, dann gibt es eindeutig bestimmte k; € K, sodass u = Y kju;
i€T
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ist. Weiters gilt |[Glu= Y g-u= Y_(> g-k;)u;, das heifit, k; = % g -k ist
geG i€Z geG geG
G-invariant fir jedes i € Z. Wahle i € 7 fest, so ist

]@HM RYn = WT(Z kj’U,jUé/) = Wr(uué/) e SN M*,
jer
das heifst, es gibt ein v; € S mit kIly @ yar = v; @ yar. Weil k; = H”i] nun G-
invariant und ¢-IIps = detas(g)IIas nach Lemma 2.76(i) sind, ist ¢g-v; = detas(g)v;.
Insbesondere ist Cv; ein G-Modul. Da G auf A"M durch g - zp = det(g|ar)rnm
operiert, wobei zp; = x1 A -+ Az, flir eine Basis {z1,...,z.} von M ist, gilt
A"M = Cu; als G-Moduln. Somit gibt es nach Lemma 2.76(ii) ein b € S mit
v; = blIprpr. Nach Voraussetzung gibt es ein ¢ # 0 in C mit IIarps = cllp und
daher gibt es ein B = cb € S¢ mit v; = BII);. Daher gilt k; = B€ S¢. Daie€ T
beliebig war, folgt nun, dass u eine Linearkombination in den Elementen aus B iiber
S% und somit B eine SY-Basis von (S ® AM*) sind. d

Fir einen G-Modul M der Dimension r war

N
Far() = Y (M, Rt = 400D g garOD),
1=0

wobei N die Anzahl der Spiegelungen in G bezeichnet. Die g1 (M), ..., q.(M) seien
auflerdem so nummeriert, dass ¢;(M) < g41(M) fir alle 1 < i <r —1 gilt.

Ist M ein mittelbarer G-Modul, so haben das Hilbert-Poincarépolynom von
(S ® AM*)% und fpx ) fiir alle 0 < k < r eine besondere Form.

KOROLLAR 2.87. Sei M ein mittelbarer G-Modul der Dimension r, dann gelten

<

(i) Psganre(t) = Pso(t) | 1(1+tqj<M>)7
J

r

(i) fane(t) = TT (1 + 5D und

Jj=1

i) faom®) = % ] D),

1<) < <ip<r j=1

Beweis: Sind {ui,...,u,} eine Basis von (H ® M*)%, sodass u; homogen vom
Grad ¢;(M) fiir jedes 1 <@ < rist, {y1,...,yr} eine Basis von M* und 4, ; € H fiir
T

alle 1 <4, j < r eindeutig bestimmte G-harmonische Elemente mit u; = > Ai; ®
=1

Y;, so gilt

urup = Y [[Aje) @ Wowy A Ao

oeS, j=1
= ( Z sgn(o) H Ajo) @Y1 A=+ ANyr
oeS, j=1

= det((Aij)1<ij<r) @Y1 A+ Ayr
:HM®:U1/\"'/\yT.
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Bezeichnet W den graduierten Teilraum von (S®AM*)Y, der die Basis {uy, ..., u,}
hat, so ist (S ® AM*)¢ = S¢ ® AW nach Satz 2.86 und es gilt

P(S®A]\/[*)G(t) = Psc (t)PAW(t) nach Lemma 2.48
= Pse(t) [J(1 + %)) nach Beispiel 2.52.
j=1

Weil Pisganm+)c(t) = Psa(t)fan(t) nach Beispiel 2.53 ist, gelten schon (ii) und
(iid). O

Das néchsten Resultat wurde von Peter Orlik und Louis Solomon erstmals in
[38] formuliert und orientiert sich an einem Resultat in N. Bourbaki ([14, p. 136]).

SaTz 2.88 (Orlik und Solomon). Seien M ein mittelbarer G-Modul der Di-
mension r und u, t Unbekannte, dann gilt

T (1 — utss (D
Z detps (1 — ug) jl;ll( )
|G| dety (1 —tg) 11 (1 — )
i=1

Beweis: Durch S AM* = @ S; @ A¥M* wird S® AM* zu einem bigraduierten
ik
G-Modul. Sei nun Pggane(tu) = > dime(S; @ AFM*)9tiuk

i,k>0
Da

dime(S; @ APM*)¢ = (Si,Ak )

>~ Spur(g, S;)Spur(g, AFM)

geaG

\GI

1G] %Spur (g, S:)Spur(g, A*"M*) nach Lemma 2.18

gilt, ist einerseits

Prsgan)e (t,u) \G\ Z Z Spur(g, S;)Spur(g, A* M*)tuF
,k>09€G

Z > " Spur(g, $)t")(>_ Spur(g, A" M*)u*)

QEG >0 k>0

geG

detpr+ (1
\G\ Z detyr- (1 + ug) nach Lemma 2.54 und Lemma 2.55.

dety« (1 — tg)
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Andererseits gilt

Psganye(tu) = (O dime(S; @ AFM*) Sty
k>0 >0

= Z Psgarnee (t)uk
k>0

=" Psc () farn (t)u” nach Beispiel 2.53
k>0

k
= Pga (t) Z Z (H £ M))% nach Korollar 2.87(iii)
k>0 1<i; <--<ij, <r j=1
IT1(1+ thj(M))
= J:ln— nach Beispiel 2.51.
f10 )
i=1

Wird nun « durch —u ersetzt, dann folgt die Behauptung, denn es sind dets(1 —
ug) = detpr+ (1 — ug) und dety (1 — tg) = dety« (1 — tg). O

6.2. Anzahl spiegelnder Hyperebenen einer unitidren Spiegelungs-
gruppe. Seien {v,...,v,} eine Basis von V und {Xi,...,X,} die zugehorige
Dualbasis von V*. Fiir P € S sei

- —~ oP \

dP_izleviPQ@Xz _;aXi @X;, €SV

BEMERKUNG 2.89. (i) Bezeichnet A die Basiswechselmatrix in V beziig-
lich einer weiteren Basis von V, so ist die Basiswechselmatrix in V* be-
ziiglich der entsprechenden Dualbasis von V* dann (A~1). Da auRerdem
die Abbildung v — D,, linear ist, ist d : S — S ® V* unabhéngig von der
Wahl der Basis von V.

(ii) Sind g € G und P € S, so ist

g-dP =d(g- P),

weil g-dP = ) Dy(,)g - P ® g- X; mit Lemma 2.40, {g(v1),...,9(vn)}
i=1

eine Basis von V' mit Dualbasis {g- X1,...,9- X, und d: S — S@V*
nach (7) unabhéngig von der Wahl der Basis von V sind. Insbesondere gilt
fir P € S¢

(10) g-dP = dP.

KOROLLAR 2.90. Sind dy,...,d, die Grade von G und F = {f1,..., fn} eine
Menge von Basisinvarianten von G mit deg f; = d; fir alle i € {1,...,n}, dann
ist {df1,...,dfn} eine S¢-Basis von (S ® V*)¢. Da df; homogen vom Grad d; — 1
fir jedes 1 < i <mn ist, gilt

¢i(V)=di—1

fir alle 1 <i <mn.

n
Beweis: Es ist df; = > g)’?, ® X; € (S® A(V*)E nach (10) fiir alle i €
]=1 J
{1,...,n}. Nach Satz 2.86 geniigt es df; - - - df, = IIy ® X1 A--- A X,, zu zeigen. Es
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gilt

dfl---dfnzl_[( af"_ ® X;)

:(Z sgn(a)HaXfJ_ YO X1 A A Xp
ocES, j=1 a(j)
ofi
= . X A AX
det((an)lﬁlJSn) @Xi A A Xy,
= H Li}’_l QX1N---NX, nach Proposition 2.67
HeA(G)

=y @ XiA---ANX, nach Beispiel 2.82.
O

Nach Beispiel 2.85 sind sowohl V' als auch V* mittelbare G-Moduln. Das Satz
von Orlik und Solomon kann also auf V* angewandt werden.

SATZ 2.91. Seien G eine unitdre Spiegelungsgruppe von V, di,...,d" die Ko-
grade von G und k(g) = dimcFix(g) fir alle g € G, so gilt

n

(11) S (=)D dety- ()59 = [[(s +d +1)

geG i=1
fiir eine Unbestimmite s.
Beweis: Da V* ein mittelbarer G-Modul nach Beispiel 2.85 ist, gilt
dety- (1 — ug) 1—wte V) I — i+l
) |G\Z dety (1 — tg) _H 1 — tdi =11 1 — tdi

i=1 i=1

nach Satz 2.88. Wird u = 1 — s(1 — t) auf beiden Seiten von (x) substituiert, dann
ergibt sich wegen
1T—ut® Tt =1 — ¢+ (1 — )i+t
1 —¢ditt 1—u g
=(1—t)———— + (1 —t)——t= !
A=ty + U=t
=(1—t) (14t +--th g stbitly
fiir die rechte Seite von (x) mit ¢t =1
n

1— utdit!
1131 1 —tdi ‘t:l o

(L—t) (1 +t+-- +td 4 stditl)
I—t)(14t+--+td1 t=1

di +1+s
d;

fo

I
-

K2

1 17,
i=1

Sind A1(g), ..., An(g) die Eigenwerte eines g € G, so sind die Eigenwerte der Ope-
ration von g auf V* dann A(g),. .., Ax(g). Wird nun auch u =1 — s(1 —t) auf der
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ot
ot

linken Seite von (x) gesetzt, dann gilt auf Grund von

dety«(1 —ug) = H(l —uX;(9)),

j=1

dety (1 —tg) = | | (1 —tAi(g)) und

[Jam

1=

L=u)i(g) = 1= A;(9) + s(1 = 1)X;(9)

schliefslich
dety« (1 — ug) 1 —uX(g)
|G|Z dety (1 —tg) lt=1 |G|ZH17t)\ g))‘tzl
geqG i=1
+5(1—1)(g)
ST )
|G|geGZ N 1—t)\( ) t=1
1—X(yg
G2 I 9] =529
| 1= (9)
g€G ie[n]\Z, JEL,
Z H k(g)
gEG JEZ,
—k(g) k(g)
~ a7 S ey )5
geG
wobel Z, = {i € [n] : \;(g) # 1} fir alle g € G ist. O

KOROLLAR 2.92. Die Anzahl der spiegelnden Hyperebenen einer unitiren Spie-
gelungsgruppe G von V- mit Kograden di,...,d} st

n
n

> (d; +1).

i=1

Beweis: Seien R die Menge der unitéren Spiegelungen in G und A(G) die Menge
der spiegelnden Hyperebenen von G. Es sollen die Koeffizienten von s”~! auf beiden
Seiten von (11) verglichen werden. Es sind

GH—l

S (~Ddet(g) = 30 (=1) Y dety- ()

geR HeA(G)

= Y (et oLy

HEAG) detv* (TH) —1

221

HeA(G)

der Koeffizient von s"~1 der linken Seite in (11) und Z (df 4+ 1) jener der rechten

Seite in (11), wobei ry einen Erzeuger von Gy = {g E G : H C Fix(g)} und ey
die Ordnung von G fiir jede spiegelnde Hyperebene H bezeichnen. O






KAPITEL 3

Regulare Elemente unitarer Spiegelungsgruppen

Seien n € Nund V = C".

1. Regulire Elemente unitirer Spiegelungsgruppen

Seien G eine unitare Spiegelungsgruppe und d; < --- < d,, die Grade von G.

Die folgenden wichtigen Begriffe gehen zuriick auf T. A. Springer ([45]).

DEFINITION 3.1. (i) Ein Vektor v € V heifit reguldr, falls er in keiner
spiegelnden Hyperebene von G liegt.
(ii) Sind g € G und ¢ eine primitive Einheitswurzel in C, so bezeichne V (g, ()
den (-Eigenraum von g. Enthélt V (g, () einen reguldren Vektor, so heift
g (bzw. V(g,()) (-reguldr (bzw. reguldr).
(iii) Ein d € N heifit reguldr, falls es ein g € G und eine d-te primitive Ein-
heitswurzel ¢ in C gibt, sodass V (g, ¢) regulér ist.

LEMMA 3.2. Seien g € G und ¢ eine primitive Einheitswurzel, dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:
(i) E=V(g,() ist requldr.
(ii) Der punktweise Stabilisator Gg = {g € G : E C Fix(g)} von E ist trivial.
(iti) E ist in keiner spiegelnden Hyperebene von G enthalten.

Beweis: (i) = (i1) und (i7) = (4i7) folgen direkt aus Korollar 2.69, welches
besagt, dass Gg jene unitire Spiegelungsgruppe von V ist, die von den unitéren
Spiegelungen in G, deren spiegelnde Hyperebenen F enthalten, erzeugt wird.

(#i1) = (i): Wére E nicht reguldr, dann wiirde jedes v € F in einer spiegelnden

Hyperebene von G liegen. Insbesondere wiirde dann £ = |J ENH
HeA(G)

endliche Vereinigung echter Teilrdume sein, was iiber C ein Widerspruch

ist. O

BEMERKUNG 3.3. Sind g € G und ( eine primitive Einheitswurzel in C, sodass
V(g,¢) ein reguldrer (-Eigenraum ist, dann kann der (‘-Eigenraum V (g, ¢?) fiir
ein beliebiges i wegen V(g,¢) C V(g*, (%) in keiner spiegelnden Hyperebene von G
liegen. Dies bedeutet aber, dass V (g%, ¢?) fiir jedes i regulér ist. Zusammengefasst
ist d genau dann eine regulére Zahl, falls fiir jede d-te Einheitswurzel ¢ ein regulérer
(-Eigenraum existiert.

Seien d € N, ( eine d-te primitive Einheitswurzel, g ein (-reguldres Element
in G, M ein endlich-dimensionaler G-Modul, » = dim¢M und {Y3,...,Y,} eine
aus Eigenvektoren der Operation von g auf M* bestehende Basis von M*, so sind
Y1 =1®Yy,...,¢, = 1Y, g-Eigenvektoren in S ® M* und {¢1,...,9,} eine
S-Basis von S ®@ M*.

Seien nun 7y, ...,n, € C so, dass g - Y; = n;Y; und somit
gelten.

57
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SATZ 3.4. Seien M, g, Y1,...,Ur, M1,...,0, d und ( wie oben, dann gibt es
eine Permutation o € S, sodass n; = oM fir alle 1 <14 < r gilt.

Beweis: Sei {¢1,...,¢,} eine S9-Basis von (S ®@c M*)%, wobei ¢; homogen
vom Grad ¢; (M) fiir alle ¢ ist. Dann gibt es eindeutig bestimmte homogene h;; € S

-
vom Grad ¢;(M), sodass ¢; = D> h;; ® Y; ist. Nach dem Satz von Gutkin gibt es
j=1

ein ¢ # 0 € C, sodass

(*) det(hij<ijer =c [ L5V
HEA(G)

gilt. Auberdem gibt es eindeutig bestimmte f;; in S, sodass ¢, = > fi;9; fiir
j=1
alle 1 < ¢ < r gilt. Wegen Y hy; @Y = o3 = > fij; = > fi; ®Y; und
j=1 j=1 j=1
der Eindeutigkeit der h;; gilt dann f;; = hy; fiir alle 1 <4, j < r, insbesondere ist
det((fij)i<ij<r) = det((hij)1<i j<r). Aufgrund der Regularitit von g gibt esein v €
V (g, (), sodass det((fij)1<ij<r)(v) # 0 ist, denn Ly (v) # 0 fiir alle Hyperebenen
H von G in (). Somit gibt es eine Permutation o € S, die f,(;);(v) # 0 fiir alle
1 < < rerfiillt. Da ¢; G-invariant ist, gilt
T T I T
(12)

Yo futi=i=g-0i=9-> futi =D (9 fi)g-1) = > _mig- fij)y

j=1 Jj=1 j=1 j=1
Wegen der Eindeutigkeit der f;; muss g- fi; = 77]»_1 fij gelten. Aufgrund der Gleich-
heit von f;; und h,; ist f;; homogen vom Grad ¢;(M) und deswegen ist

0y fii(0) = (9 fig) () = fis(97 () = fis(¢Tho) = ¢TED f5(v).
Wegen f,;y;(v) # 0 ist schlieflich 7; = ¢t M) fijr alle 1 <4 < r. O

Insbesondere sind nun (0 ¢2(M) die Eigenwerte der Operation von ¢ auf
M*. Mit Lemma, 2.18 folgt nun, dass (-2 ¢=4(M) dje Eigenwerte der Ope-
ration von g auf M sind.

Da ¢;(V) =d; — 1 fir alle 1 <14 < n nach Korollar 2.90 gilt, folgt:

KOROLLAR 3.5. Seien ¢ € C eine d-te primitive Einheitswurzel und g ein (-
requlires Element in G, so sind (*~% ..., ('~% die Eigenwerte von g.

Sei d € N regulér flir G und bezeichnen ( jene primitive Einheitswurzel und
g jenes Element aus G, sodass V (g, () reguldr ist. Ist nun M = V* in Satz 3.4,
dann sind ¢0(V7) = ¢+l (V) = ¢dutl die Bigenwerte der Operation von
g auf V. Somit gibt es eine Permutation 7w € S, sodass (% +1 = ¢1=% @ fiir alle
1 <7 < ngilt. Da ( eine d-te primitive Einheitswurzel ist, muss nun

fiir alle 1 < ¢ < n gelten.

Seien ab nun die Kograde d7, ..., d; so nummeriert, dass di > --- > d;, gilt.

KOROLLAR 3.6. Seien M die Anzahl der spiegelnden Hyperebenen von G, N
die Anzahl der Spiegelungen in G, d € N, ( eine primitive d-te Einheitswurzel und
g € G C-reguldr. Gilt M + N = nd, so ist fir alle1 <i<mn

di-‘rdf:d.
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Beweis: Aus (13) folgt fiir V, dass es eine Permutation © € S,, gibt, sodass
0<d; + d;(i) = k;d fir ein k; € N fiir alle 1 < i < n gilt. Weil

n n
nd=M+N=> (dj+dj) = ki

j=1 i=1
gilt, ist k; = 1 fiir alle 4. Die Behauptung folgt nun, da die Grade bzw. Kograde
aufsteigend bzw. absteigend geordnet sind. O

DEFINITION 3.7. Ist  eine primitive d-te Einheitswurzel in C fiir ein d € N, so
definiere

A(d) = {i € [n] : d|d;} und a(d) = |A(d)).

Ist ¢ eine primitive Einheitswurzel, so heiftt ein (-Eigenraum F eines Elements
in G mazimal, falls F in keinem anderen (-Eigenraum echt enthalten ist.

Im Folgenden werden einige Resultate aus der Algebraischen Geometrie ver-
wendet, die in Anhang B nachzulesen sind.

PROPOSITION 3.8 (Springer [45]). Seien d eine natirliche Zahl,  eine primi-
tive d-te Einheitswurzel in C und F = {f1,..., fn} eine Menge von Basisinvarian-
ten von G. Ordne nun die Basisinvarianten von G so, dass d|d; genau fir alle 1 <
i < a(d) gilt. Bezeichnen V (f;) die algebraische Menge V(f;) = {v € V : f;(v) =0}
firl1<i<n und

Vid= () V),

i=a(d)+1
so sind

(i) V(d) = U V(g,() und
geG
(ii) die paarweise verschiedenen mazimalen (-Eigenriume die irreduziblen Kom-

ponenten von V(d).

Beweis: Definiere A = |J V(g,(), dann ist v € A genau dann, wenn es ein
geG

g € G gibt, sodass g(v) = (v gilt. Das ist aber nach Satz 2.20 dquivalent zu
P(v) = P((v) fiir alle P € S¢. Insgesamt ist v € A genau dann, wenn f;(v) = fi(Cv)
fiir alle 1 < i <n gilt. Da jedes f; homogen vom Grad d; ist, ist f;(Cv) = (% fi(v),
und somit ist v € A genau dann, wenn v € V(f;) fiir alle ¢ > a(d) + 1 ist. Damit
ist (i) gezeigt.
Teilrdume sind irreduzible algebraische Mengen nach Beispiel B.10, womit die Be-
hauptung (i7) bewiesen ist. O

PROPOSITION 3.9 (Springer [45]). Ist ¢ eine d-te primitive Einheitswurzel fir
ein d € N und E ein mazimaler (-Eigenraum,

(i) so ist a(d) die Dimension von E.
(i) Falls E' ein weiterer mazimaler (-Figenraum ist, gibt es ein g € G mit
E' = gFE, und,
(i11) falls F ={f1,..., fn} eine Menge von Basisinvarianten ist, sodass d; von
d fir alle 1 <14 < a(d) geteilt wird, dann sind die Einschrinkungen von
J1,--+; fa@@y auf E algebraisch unabhdingig tiber C.

Beweis: Sei F = {f1,..., fn} eine Menge von Basisinvarianten von G, sodass
n
d|d; fiir alle 1 < ¢ < a(d) gilt, so ist v genau dann ein Element in () V(f;), wenn

=1
filv) = 0 = £;(0) fiir alle ¢ erfiillt ist. Dies ist aber nach Satz 2.20 genau dann
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erfiillt, wenn es ein g € G gibt, sodass 0 = g(0) = v gilt. Somit ist () V(f;) = {0}.

i=1

Ist A eine irreduzible Komponente von () V(f;), dann muss einerseits A nach
j=i
Korollar B.14 mindestens Dimension ¢ — 1 haben, da dim(V(f;)) = n — 1 fiir alle
n
1 <j <mngilt. Weil (| V(f;) = {0} ist, muss andererseit dim(A) < ¢ — 1 nach

i=1

n
Korollar B.14 gelten. Somit haben die irreduziblen Komponenten von (1) V(f;)

j=i
die Dimension ¢ — 1. Da die maximalen (-Eigenrdume die irreduziblen Komponen-
tenvon V(d)= () V(/fi) sind, haben sie Dimension a(d), womit (i) gezeigt ist.
i=a(d)+1

Seien wg,r : V — C", wg r(v) = (fi(v),..., fn(v)) und X4,..., X, die Ko-

ordinatenfunktionen auf C", dann sind V(d) = wa}}-( N V(X)) und we,F :

i=a(d)+1
n
V(d) — C*? nach Lemma B.6 surjektiv, wobei ()  V(X;) mit C*%) identifi-
i=a(d)+1
ziert wird.
Bezeichnen nun Ey, ..., E, die maximalen (-Eigenrdume von Elementen in G,
so ist CUD = U wa,r(E ) Wéren fiir jedes ¢ € [n] die Einschrankungen von

=1
Ji,- s faqa) auf E; algebraisch abhingig, dann gidbe es ein nichttriviales P; €

C1,..., Y] mit P(fi,..., fa@)|e;, = 0 und daher eine algebraische Menge

C; = V(Pi) C cod mlt wa,r(E;) C C; fir alle ¢ € [n]. Es miisste dann aber

Ccud) = U wa,r(E;) = U C; gelten, was ein Widerspruch zur Irreduziblitdt von
=1

C(d) jgt, Somlt gibt es einen maximalen (-Eigenraum eines Elements in G, auf dem

die Einschrinkungen von fi, ..., f4(4) algebraisch unabhéngig sind.

Seien F ein maximaler ¢-Eigenraum, sodass fi, ..., fa(a) auf F algebraisch un-
abhingig sind, I(E) = {P € C[Xy,...,Xpn] : P(6) = Ofiiralleé € E}, CIE]
der Faktorring C[X7,...,X,]/I(E) und p € C[E]. Fiir einen Reprisentanten P in

]
C[X1,...,Xn] von p gelten [[ (t—g-P) € Cl[t, f1,..., fn], da der Koeflizient von
geG
kin [ (t—g- P) gleich > [1g-PeC[Xy,...,X,]¢ fiir jedes k
geG UCG mit |U|=|G|—k geU
ist, und J] (p—g- P) = 0 in C[E], das heift, H (p—g-P) € I(E). Weil E eine
geG geqG
Komponente von V(d) ist, gilt [] (t —g- P)|z € C[t, filz,---, faa)|z)- Somit ist
geG

C[E] ganz iiber Clfilgs - falgl Da filg, ..., faa)lz algebraisch unabhéngig
sind, folgt mit Lemma B.7, dass wg, : . B — o) surjektiv ist.

Ist nun E’ ein maximaler (-Eigenraum, dann enthilt £’ ein €', das in keinem
anderen maximalen (-Eigenraum enthalten ist, da E’ nicht Vereinigung endlich
vieler echter Teilrdume sein kann. Da wg # : E — C9 surjektiv ist, gibt es ein
e € E mit wg £(¢') = wa.r(e). Dies heift aber nichts anderes als P( ) = P(¢)
fir alle P € SG Wegen Satz 2.20 gibt es dann ein ¢ € G mit ¢/ = ¢’ - e. Da
g -E = V(g'hg'~ I,C) fir £ = V(h,¢) aber ein maximaler (-Eigenraum ist und
g - . E das Element ¢’ aus E’ enthilt, muss g - E=F gelten. Analog gibt es ein
¢’ € Gmit E=g¢"-E, womit E/ =g E fiir g = ¢'¢" " gilt.
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SchlieRlich folgt aus E = ¢”F, dass die Einschrinkungen von fi, ..., fa(ay auf E
algebraisch unabhéngig sind. O

ProprosITION 3.10. Sind g € G und { eine primitive Finheitswurzel, sodass
V(g,C) regulir ist, so ist V(g,() ein mazimaler (-Eigenraum.

Beweis: Seien v € V (g, () reguliar und V (h, () ein maximaler (-Eigenraum, der
V(g,(¢) enthilt, dann ist g -v = h - v = (v. Insbesondere fixiert g='A nun v. Da v
aber regulér ist, folgt g = h mit Steinbergs Fixpunktsatz (Satz 2.68). U

SaTz 3.11 (Springer [45]). Sind d € N, ¢ eine primitive d-te Finheitswurzel, so
hat jedes (-regqulire Element von G die Ordnung d, und je zwei {-requldre Elemente
g,h € G sind zueinander konjugiert.

Beweis: Seien g ein (-regulires Element in G und v € V(g, () regulir, dann
fixiert g% dieses v und ist daher trivial. Weil kein ¢* fir 1 < k < d — 1 den (-
Eigenvektor v fixieren kann, ist d die Ordnung von g¢.

Sind g und h regulire Elemente in G, so sind V (g, ¢) und V' (h, () nach Propo-
sition 3.10 maximale (-Eigenrdume von G. Daher gibt es ein € G mit V(h,() =
2-V(g,¢) = V(xgx~!,¢) nach Proposition 3.9. Weil V' (h, ¢) regulir ist, folgt schliek-
lich h = zgz~'. 0

DEFINITION 3.12. Ist d € N, so definiere
B(d) = {i € [n] : d|d}} und b(d) = |B(d)|.

PrOPOSITION 3.13. Seien d € N, ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel in C,
d(g,¢) = dimcV(g,¢) fir alle g € G, T eine Unbestimmte, A(d), a(d) wie in
Definition 3.7 und B(d), b(d) wie in Definition 3.12. Dann gilt

a(d) < b(d)
und
=™ dety (g )(=T)"9D =0, falls a(d) # b(d) ist, und
geG
O" S dety (g ) (=)0 = T[ (+a;+1) J[ (1-¢%) H —
9€C i€B(d) i¢B(d) kEA(d

falls a(d) = b(d) ist.

Beweis: Seien A\1(g),...,A,(g) die Eigenwerte von g € G. Da Ilpny+ = Il
fiir ein ¢ # 0 nach Beispiel 2.85 ist, gilt nach Satz 2.88 fiir Unbestimmte v und ¢

1— u/\ (1 — utdi+h)
() \G|ZH 1= 11 A—)

1=1

Da d(g, C) dimcV (g, ) gilt, sind genau d(g, () Eigenwerte von g glelch ¢. Somit
1—

hat J] 5= ((5)) einen Pol der Ordnung d(g,¢) int = ¢~ Wird T = C gesetzt,
j=1
so ist
1—u);(g) _ T , falls \;(g) = ¢ ist,
1—1X;(9) 12 (i’)_i(jj’(;”m , sonst.

fir alle j € [n]. Beide Elemente aus C(¢)[T] haben keinen Pol in ¢ = ¢~ und
insgesamt hat nach dieser Substitution die linke Seite von (x) aufgefasst als Ele-
ment in C(¢)[T] keinen Pol in ¢ = ¢! und somit nach derselben Substitution
auch nicht die rechte Seite in (). Nun hat aber der Nenner der rechten Seite eine
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Nullstelle in ¢t = (=1 der Ordnung a(d) und der Zihler der rechten Seite ist dann
[T1(1—t%+'¢(1 =T +tT¢)) und hat daher eine Nullstelle in ¢t = (~* der Ordnung

i=1

mindestens b(d). Die Ableitung von 1 —t%+1¢(1 — T +tT¢) nach t hat keine Null-
stelle in ¢ = (™1, also hat der Zihler der rechten Seite eine Nullstelle in ¢t = ¢!
genau von der Ordnung b(d). Weil die rechte Seite von (*) keinen Pol in ¢ = (!
hat, muss a(d) < b(d) gelten.

Um die zweite Behauptung zu zeigen, substituiere zunéchst T = 117 tC
mit |u| = 1 beliebig, dann gilt wegen u = {(1 — T + Tt(¢)

lim 1—U/J, T , falls p = ¢,
toc-t 1 —tp n¢ o, falls p # C.

Fiir die linke Seite in () ergibt sich daher

1 —uX;(g) (3.0
H<1|G|ZH1—tAg |G|ZT”C e H

J:
Xj(9)#

n
|G|2Td(gc 1)d(gyC)C—d(g,<) H )\j(g—l

9eG j=1
Aj(9)#¢

= i 2T ) et (™)

geG

Ist a(d) < b(d), dann hat die rechte Seite von () eine Nullstelle in ¢t = (7!, da
der Zihler der rechten Seite eine Nullstelle in ¢ = (~! der Ordnung b(d) und der

Nenner eine der Ordnung a(d) hat.
Gilt schliefslich a(d) = b(d), so gilt fiir ¢ € A(d) und j € B(d) mit de I’ Hospital

1—uthi*! 1=t —T +tT¢)  dj+14T
_— = 11m - .
t—(—1 1-— tdi t—(¢—1 1-— tdi dl

Fiir die rechte Seite von (*) ergibt sich hier also

Ma-wsty I C+di+1) I A-¢%)
lim J JjEB(d) Jj¢B(d)

-1 B
t—¢1 ﬁ(l—tdi) a [T d I (1—¢%)

i€A(d) i A(d)

i=1

Multipliziert man nun beide Seiten mit |G| = [] d;, dann folgt die Behauptung fiir
i=1
den Fall a(d) = b(d). O

Werden d = 1 und daher ¢ = 1 in Proposition 3.13 gesetzt, so gilt

n

(14) 3 det(g) 7m0 = T[(T - df - 1).

geG i=1
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PROPOSITION 3.14. Sind d € N, ( eine primitive d-te FEinheitswurzel und be-
zeichnet d(g,¢) = dimcV (g, ¢) fir jedes g € G, dann gilt

YrdeO = I r+di—1) [] &

geq i€ A(d) ¢ A(d)

Beweis: Seien \1(g), ..., ,(g) die Eigenwerte von g € G. Weil es ein ¢ # 0 in
C mit Ipn(yy = clly nach Beispiel 2.85 gibt, gilt

(9) 1 — it
ESNIE=E H*

geGi=1

fir Unbestimmte u, ¢t nach Satz 2.20. Wird T =

C gesetzt, dann sind

i(9) )
2 1|G| ZH 1—tA (9) |G| ZTW

und
. Sl —utdi !
Jim [ === H (T+di—1)‘H d;.
i=1 i€ A(d) i¢ A(d)
analog wie im Beweis von Proposition 3.13. 0

Werden d = 1 und somit ¢ = 1 in Proposition 3.14 gewéhlt, so folgt

n

(15) > pdmeixto) — T(T + d; — 1).

geG i=1
SaTz 3.15. Ist d € N, dann ist d genau dann regulir, wenn a(d) = b(d) gilt.

Beweis: Sei ( eine primitive d-te Einheitswurzel, dann ist nach Proposition
3.13 der Koeffizient von T in (—¢)* 3 det(g~)(=T)* 99 genau dann 0, wenn
g€G

a(d) # b(d) gilt.

Es soll nun der Koeffizient von 7%% berechnet werden:

Seien E ein maximaler (-Eigenraum, C = {g € G : g-e = efirallee € E}

der punktweise Stabilisator von E und S(FE) = {g € G : E = V(g,()}. Dann ist

S(E) aber eine Nebenklasse in G/C und in (—¢)" Y. det(g~)(=T)%9%) ist der
geS(E)

Koeffizient von 7% dann

s(E) = (1) (=¢)"det(g7") Y det(c)
ceC

fiir einen Reprisentanten g von S(FE). Sind E’ ein weiterer maximaler (-Eigenraum
und C’ der punktweise Stabilisator von E’, dann gibt es nach Proposition 3.9(ii)
ein z € G mit B/ = xE und daher C’ = xCz~!. AuRerdem sind dann S(E’)
eine Nebenklasse in G/C’ und xgz~! ein Reprisentant von S(E’). Insgesamt ist

daher }C} (E) der Koeffizient von T*(4) in (—¢)™ Z det(g=')(=T)%9:9). Schlieklich

ist lC‘ (E) = 0 genau dann, wenn ;}det( ¢) = 0 ist. Da aber C eine unitére
C
Spiegelungsgruppe ist, gilt dies genau dann, wenn C' nichttrivial ist. Die Behauptung

folgt nun mit Lemma 3.2. O
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2. Spiegelungsfaktorgruppen

Die Idee von Spiegelungsfaktorgruppen stammt von T. A. Springer ([45]) und
wurde von G. I. Lehrer und T. A. Springer ([33], [34]) spéter verallgemeinert. Hier
wird als Quelle hauptséchlich eine Arbeit von G. I. Lehrer und J. Michel ([32])
verwendet.

Seien G eine unitdre Spiegelungsgruppe auf V', dy, ..., d, die Grade von G und
di,...,d; die Kograde von G.

SATZ 3.16. Seien d € N, ( eine d-te primitive Einheitswurzel, g € G so, dass
E =V(g,() ein mazimaler {-Eigenraum ist,

N={ze€G:2ECE}undC={zxcG:z-e=cfiralleec E}

der Stabilisator bzw. der punktweisen Stabilisator von E, dann ist C ein Normaltei-
ler von N und die Faktorgruppe N/C' operiert treu als unitire Spiegelungsgruppe auf
E. Die Faktorgruppe ist bis auf Konjugation mit einem Element aus G unabhdngig
von der Wahl von g.

Beweis: Dass C ein Normalteiler von N ist und, dass N/C treu auf F operiert,
folgt direkt aus den Definitionen von N und C. Um zu zeigen, dass die Faktorgruppe
N/C eine unitére Spiegelungsgruppe von F ist, wird die Charakterisierung unitérer
Spiegelungsgruppen aus Satz 2.60 verwendet. Ordne zunéchst ein System von Basi-
sinvarianten F = {f1,..., fn} von G so, dass d genau jene d; mit 1 <14 < a(d) teilt.
Aus Proposition 3.9(iii) folgt, dass die Einschrénkungen I, ..., F, ) € C[E] von
f1,-++, faay auf E algebraisch unabhiingig sind und genau jene durch d teilbaren

a(d)
Grade d,...,d,(q) haben. Der Satz 2.60 ergibt dann [N/C| < [] d; und Gleich-
i=1
heit genau dann, wenn N/C eine unitdre Spiegelungsgruppe von E ist. Betrachte
zunéchst die aus Proposition 3.14 stammende Identitét

a(d)

(%) S rihO = T[(@+di - 1) ﬁ d;.

heG i=1 i=a(d)+1

Der Koeffizient von T? auf der linken Seite von (x) ist die Anzahl jener Elemente
in G, deren (-Eigenraum Dimension a(d) hat. Die Anzahl der (-Eigenrdume der
Dimension a(d) ist das |C|-fache der Anzahl paarweise verschiedener, maximaler
¢-Eigenrdume, sieche Beweis von Satz 3.15. Nach Proposition 3.9(ii) sind alle maxi-
malen (-Teilrdume von der Form gFE fiir ein g € G und damit ist die Anzahl aller
paarweiser verschiedener, maximaler (-Eigenrdume gleich % Der Koeflizient von

T auf der linken Seite von () ist daher |C|’]‘\‘[?| und der von 7% auf der rechten

n n a(d)

Seite von (%) ist  [[ d;. Weil |G| = [] d; gilt, folgt ] d; = % = |N/C|. Also
i=a(d)+1 i=1 i=1

ist N/C eine unitire Spiegelungsgruppe von E mit Graden dy, ..., da(d)-

Ist h € G, sodass E = V(h,(¢) ein maximaler (-Eigenraum ist, dann gibt es
ein € G mit E = E nach Proposition 3.9(ii). Schlieflich gelten

{s€G:sECE}=aNa'und {s€G:s-v=vfiralleve E}=2Cz"!. O

KOROLLAR 3.17. Sindd € N, g € G, ( eine primitive d-te Einheitswurzel in C,
F ={f1,..., fn} eine Menge von Basisinvarianten von G, sodass die Grade von
J1,-- -, fa(ay durch d teilbar sind, dann bilden die Einschrinkungen der fi, ..., faa)
auf E = V(g,¢) eine Menge von homogenen Basisinvarianten von N/C auf E.
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Insbesondere sind die Grade von N/C' genau jene Grade von G, die durch d teilbar
sind.

ProrosiTION 3.18. Sind d € N, (1, (o primitive d-te FEinheitswurzeln und
N;/Cy und No/Co die Faktorgruppen zu (3 bzw. (o wie in Satz 8.16, dann sind
N1 /Cy und No/Cq isomorphe Gruppen.

Beweis: Ist E =V (g1, (1) ein maximaler (;-Eigenraum, so ist, weil ¢; = ¢ fiir
ein k € N und F maximal sind, E = V(g¥,(3). Aus Symmetriegriinden stimmen
also die (;-Eigenrdume genau mit den (s-Figenrdumen iiberein. Die Behauptung
folgt nun aus Satz 3.16 U

Nach Proposition 3.18 ist die Faktorgruppe N/C aus Satz 3.16 bis auf Isomor-
phie eindeutig bestimmt durch d € N.

DEFINITION 3.19. Fiir d € N bezeichne G(d) die unitire Spiegelungsgruppe
N/C aus Satz 3.16.

Ist d € N regulér, so ergibt sich folgendes Beispiel:

BEISPIEL 3.20. Sind ( eine primitive d-te Einheitswurzel und g ein {-reguléres
Element in G, so

(i) stimmen der Stabilisator N von E = V (g, () und der Zentralisator C¢(g)
von g iiberein und

(ii) ist der Zentralisator C(g) von ¢ eine unitéire Spiegelungsgruppe von F,
deren Grade genau jene Grade von G sind, die durch d teilbar sind.

Beweis von Beispiel 3.20:

(i): Sind v € F regulidr und = € N, dann ist z(v) € E, das heift, (gz)(v) =
g(x(v)) = ¢ (x(v)) = (¢ -v) = (zg)(v). Aus Steinbergs Fixpunktsatz
(Satz 2.68) folgt nun gz = xg. Ist umgekehrt x € Cg(g), so ist 2V (g,() =
V(zgz™,¢) =V(g,0).

(ii): Da der punktweise Stabilisator C' von E trivial ist, stimmen der Zentra-
lisator C(g) und die Faktorgruppe N/C' iiberein. Der Rest der Aussage
folgt nun aus Satz 3.16. O

LEMMA 3.21. Sind x € G, u,v € V, sodass x(u) = p-u und x(v) = v -v fir
w,v € C gelten, F ein homogenes Polynom vom Grad d in S und D,F(v) # 0, so
ist prd—1 = 1.

Beweis: Nach Lemma 2.40 gilt - (D F")(v) = Dy(y)(z - F)(v) = pDy F(v) und
aukerdem gilt z- D, F(v) = D, F(z~'(v)) = D ,F(v~'-v) = v=(@"V. D, F(v), da F
homogen vom Grad d ist. Die Behauptung folgt nun sofort, da D, F(v) # 0ist. O

SATZ 3.22. Wird die Notation wie in Satz 8.16 gewdhlt, so sind die spiegelnden
Hyperebenen der unitiren Spiegelungsgruppe N/C auf E genau die Schnitte der
spiegelnden Hyperebenen von G, die E nicht enthalten, mit E.

Beweis: Ein x € N ist eine unitire Spiegelung von E genau dann, wenn die Ko-

dimension von Fix(x)NE in E gleich 1 ist. Nun ist aber Fix(z) = N H

HeA(G) mit Fix(z)CH
nach Proposition 2.72(ii). Ist also die Kodimension von Fix(z) N E in E gleich 1,
so ist Fix(z) N E = H N E fiir eine spiegelnde Hyperebene H von G, die E nicht
enthilt.

Sei umgekehrt H eine spiegelnde Hyperebene von G, die E nicht enthéalt. Ist
{f1,..., fn} eine Menge von Basisinvarianten von G, sodass fiir alle 1 < i < a(d)
der Grad d; von f; von d geteilt wird, so sind die Einschrédnkungen F1,..., F,q)
von fi,..., faq) auf E genau die Elemente einer Menge von Basisinvarianten von
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N/C nach Korollar 3.17. Da nach Proposition 3.9(i) die Dimension von E = V (g, ()
gleich a(d) ist, kann eine Basis {v1,...,v,} von V bestehend aus g-Eigenvektoren
gewidhlt werden, sodass {v1,...,vq(q)} eine Basis von E ist, das heift, g(v;) =
Cu; fur alle 1 < i < a(d) und g(v;) = Gui, ¢ # ¢, fur alle a(d) +1 < i <
n. Sei {X1,...,X,} die zugehorige Dualbasis von V* und bezeichne auferdem
g := det((g—)%)lgi7j§a(d)). Nach Proposition 2.67 verschwindet I1g genau auf der
Vereinigung aller spiegelnden Hyperebenen von N/C, verschwindet also IIg auf
ENH, somuss ENH in der Vereinigung aller spiegelnden Hyperebenen von N/C
enthalten sein. Da E'N H nicht endliche Vereinigung echter Teilrdume sein kann,
muss E N H eine spiegelnde Hyperebene von N/C sein. Es geniigt also zu zeigen,
dass IIg auf E N H verschwindet.

Seien j > a(d), i < a(d) und e € E, so sind g(e) = (e, g(vj) = (v, fiir ein
¢j # ¢ und Q—(di*l = (;¢™! # 1. Aus Lemma 3.21 folgt nun
(%) D,, fi(e) = 0.

Seiu € V, sodass H- = Cu ist. Weil F ¢ H gilt, kann w nicht in E* liegen, das
heifst, ist w = > p;v;, so muss p; # 0 fiir ein 1 <4’ < a(d) gelten. Auferdem sind

i=1

rg(u) = pu fiir ein g # 1, wenn rp eine unitére Spiegelung von V' in G maximaler
Ordnung bezeichnet. Mit Lemma 3.21 gelten dann fiir alle h € H

und
n afl n
(+%) 0=Dufi(h) = mims-(h) =3 u;Du, fi(h).
j=1 J j=1

Sei nun v € ENH, dann ist g5 (v) = 86)12 (v) =0 fiir alle j > a(d) und i < a(d)
nach (x). Aus (xx) ergibt sich fiir dieses v ein lineares a(d) x a(d)-Gleichungssystem
in p1,..., fa(d), das eine nichttriviale Losung hat, da p; # 0 fiir ein 1 < i < a(d)
sein muss, womit det((g—g(v))lgi’jga(d)) = 0 gelten muss. IIg verschwindet also

auf ENH. 0

SATz 3.23. Wird die Notation von Satz 3.16 verwendet und ist G eine irre-
duzible unitdre Spiegelungsgruppe von V, dann ist N/C eine irreduzible unitire
Spiegelungsgruppe von E.

Beweis: Sei A(G) die Menge der spiegelnden Hyperebenen von G. Angenom-
men, N/C ist nicht irreduzibel, das heifit, es gibt nichttriviale, N/C-invariante
Teilrdume FEq, F> von E, sodass E = E; @& Es und jede spiegelnde Hyperebene
von N/C entweder E; oder E5 enthélt. Da nach Satz 3.22 aber die spiegelnden
Hyperebenen von N/C' genau die Schnitte jener spiegelnder Hyperebenen von G,
die E nicht enthalten, mit F sind, miissen E7, E5 oder beide in jeder spiegelnden
Hyperebene von G enthalten sein.

Ist F in jeder spiegelnden Hyperebene von G enthalten, so fixiert G den nicht-
trivialen Teilraum F von V. Aufgrund der Irreduziblitit von G miissen dann aber
G =1 und V 1-dimensional sein, womit nichts mehr zu zeigen ist.

Es gebe also oBdA eine spiegelnde Hyperebene von G, die F; enthélt, aber Ey
nicht enthélt. Seien .4, (G) jene spiegelnden Hyperebenen von G, die F; enthalten,
aber Fs nicht enthalten, A3(G) := A(G)\A1(G) und G; # 1 bzw. G jene unitiren
Spiegelnungsgruppen, die von genau jenen Spiegelungen in G, die eine Hyperebene
in A;(G) bzw. in A2(G) fixieren, erzeugt werden, so ist G ein Normalteiler von
G. Sind ndmlich H € A;(G) und r eine unitdre Spiegelung in G, deren spiegelnde
Hyperebene H ist, so gilt fiir jede Spiegelung s in G, dass die unitére Spiegelung
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srs~! mit spiegelnder Hyperebene sH in G ist. Dies gilt, da fiir Fix(s) € A2(G),
das heifit, Fy C Fix(s), genau dann Ey C sH gilt, wenn Ey = s~ }(Fy) C H ist.
Daher kann F5 nicht in sH enthalten sein.

Es gilt G = G1G4, da G ein Normalteiler von G und die rechte Seite alle unitiren
Spiegelungen, die G erzeugen, enthilt. Die Fixpunktmenge V¢ von Gy in V wird
dann aber von G stabilisiert, denn fiir alle ¢ = g1go € G, v € VE und fiir alle
heGyisth-(g-v)=g2-((g9;'hg192) - v) = ga-v=ga-((95 '9192) -v) = g - v. Da
E; C V% nach Proposition 2.72(ii) gilt, ist V¢ nichttrivial, und, weil G; # 1 ist,
kann V&1 nicht V sein, somit ergibt sich ein Widerspruch zur Irreduziblitit von G.
N/C muss also irreduzibel auf E operieren. O

SATZ 3.24. Ist d € N regulir, so sind die Kograde von G(d) genau jene Kograde
von G, die von d geteilt werden.

Es wird hier nur eine Beweisskizze gegeben, der vollstdndige Beweis kann in
[34] nachgelesen werden.

Beweis: Seien ( eine d-te primitive Einheitswurzel und g € G, sodass F =
V(g,¢) regulir ist, dann gibt es ein Element x € G(d), das auf E via Skalar-
multiplikation mit e*F operiert, ndmlich eine Potenz von g. Es ist dann F der
e”@ -Eigenraum von z und der punktweise Stabilisator von E in G(d) muss daher
nach Lemma 3.2 trivial sein, das heifft, nach Lemma 3.2 sind z regulér und daher
auch d reguldr fiir G(d). Nach Satz 3.15 wird damit jeder Kograd von G(d) von d
geteilt.

Seien prp : V — FE die orthogonale Projektion auf E und 6 : V* — E*,
0(¢) = ¢|g. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Algebrahomomorphismus
O :S(V*) — S(E*) mit ©(1) = 1 und O(p) = ¢|p fiir alle ¢ € V* nach der
universellen Eigenschaft der symmetrischen Algebra. Es bezeichne nun p = OQpg :
S(V*)®V — S(E*) ® E. Insbesondere ist p dann N-dquivariant und bildet
daher (S(V*) ® V)¢ auf (S(E*) ® E) ab. Sei py die Einschrinkung von p auf
(S(V*) @ V)& Ist d reguliir, dann sind py surjektiv (siche [34, Theorem D]) und
daher ist jeder Kograd von G(d) auch einer von G (siche [34, Proposition 4.8]).

Insgesamt sind die Kograde von G(d) also Kograde von G, die durch d teilbar
sind, davon gibt es aber a(d) nach Satz 3.15. Somit sind die Kograde von G(d)
genau jene Kograde von G, die von d geteilt werden. O

G.I. Lehrer und T.A. Springer haben in [34] sogar noch mehr gezeigt:

BEMERKUNG 3.25. Sei d € N.

(i) Die Menge der Kograde von G(d) ist eine Multimenge tiber der Menge der
Kograde von G, die von d geteilt werden.

(ii) Die Kograde von G(d) sind genau dann genau die Kograde von G, die von
d geteilt werden, wenn d regulér ist.

3. Wohlerzeugte unitire Spiegelungsgruppen
Seien n € Nund V = C™.

DEFINITION 3.26. Eine irreduzible unitire Spiegelungsgruppe W von V', die
von genau n unitidren Spiegelungen erzeugt werden kann, heiflt wohlerzeugt.

Die Identitédten

n

Z pdimcFix(g) _ H(T +d; —1) (siehe (15))

geqG i=1
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und
> det(g)THmeF X0 = T(T —df —1) (siehe 14))
geG i=1

kénnen verwendet werden, um die Grade und Kograde einer unitdren Spiegelungs-
gruppe G zu berechnen.

Sind die Grade und Kograde einer wohlerzeugten, irreduziblen unitéren Spiege-
lungsgruppe bekannt, so ergibt sich die folgende Charakterisierung wohlerzeugter,
irreduzibler unitérer Spiegelungsgruppen.

SATZ 3.27. Seien G eine irreduzible unitire Spiegelungsgruppe von V., M die
Anzahl der Hyperebenen von G, N die Anzahl der unitdren Spiegelungen in G,
dy <--- <d, die Grade von G und dj > --- > d die Kograde von G, dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) G ist wohlerzeugt;
(i) M + N = ndy,;
(iii) d; +df =d, fir allel <i<mn.

Fiir eine Erlduterung der Tabelle aller wohlerzeugten unitéren Spiegelungsgrup-
pen siehe Tabelle 4.

TABELLE 1. wohlerzeugte unitére Spiegelungsgruppen

G(d,1,n), G(e,e,n), d,e,n € N
G47 G57 Gﬁa G87 GQ; GlOa G147 G167 G177 GlSa G207 G21
Gas, Gag, Gas, Gag, Gar
Gas, G29, G30, G32
G3s3
G34, G35
G36
G37

Sei W eine wohlerzeugte unitéire Spiegelungsgruppe mit Graden d; < --- < d,
und Kograden dj > --- > d.

SATZ 3.28. Der Grad d,, ist requldr fir W.

Beweis: Nach Satz 3.27 gilt d; + df = d,, fiir alle 1 < ¢ < n und deswegen teilt
d, genauso viele Grade wie Kograde von W. Die Regularitdt von d,, folgt sofort
aus Satz 3.15. [l

PROPOSITION 3.29. Seien ( eine primitive d,-te Einheitswurzel in C und c
ein C-regulires Element in W, welches nach Bemerkung 3.3 existiert, dann ist das

n

d
Zentrum Z(W) von W die von c=TWr—dn) erzeugte, zyklische Untergruppe von
w.

Beweis: Die Eigenwerte von ¢ sind ¢'~%, ..., ('~ nach Korollar 3.5. Daraus

d
folgt aber, dass c=sT(@1.-dn) via Skalarmultiplikation auf V' operiert und somit im
Zentrum von W liegt. Das Zentrum von W ist nach Proposition 2.31 eine zyklische
Untergruppe der Ordnung gg7T'(ds,...,d,), womit die Behauptung gezeigt ist, da

n

d
die Ordnung von ¢#s7(@.-dn) gleich ggT'(dy,. .., d,) ist. d
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ProproOSITION 3.30. Sind ( eine primitive d,-te Finheitswurzel in C, ¢ ein
C-reguldres Element in W und d ein Teiler von d,, so operiert der Zentralisator
CW(ch") von ¢ in W oauf V! = V(ch",(dT") als wohlerzeugte unitire Spiege-
lungsgruppe. Die Grade von CW(chn) sind genau jene Grade von W, die von d
geteilt werden, die Kograde von Cy (ch") sind genau jene Kograde von W, die von
d geteilt werden, und d,, ist reguldr fir Cy (ch?)

Beweis: Aus Beispiel 3.20(ii) folgt, dass C’W(ch") eine unitire Spiegelungsgrup-
pe von V' ist, deren Grade genau jene Grade von W sind, die von d geteilt werden.
Die Irreduziblitat folgt aus Satz 3.23. Da d ein Teiler von d,, ist, miissen nach Satz
3.27 dieselbe Anzahl an Graden und Kograden von W von d geteilt werden, womit
d regulér fiir W nach Satz 3.15 ist. Somit sind nach Bemerkung 3.25(i) die Kogra-
de von C’W(c%) genau jene Kograde von W, die von d geteilt werden. Cyy (ch)
ist nach Satz 3.15 wohlerzeugt. Ist schlieflich v ein regulérer (-Eigenvektor von c,
so ist v auch ein regulérer ¢ %—Eigenvektor von ch", das heifst, d,, ist regulér fiir
Cw(CdTn). O






KAPITEL 4
Zopfgruppen unitiarer Spiegelungsgruppen

Der klassische Begriff der Zopfgruppe geht zuriick auf E. Artin ([1]). Spéter
wurde der Begriff einer Zopfgruppe auf reelle und dann auf unitidre Spiegelungs-
gruppen ausgeweitet. Im Zusammenhang mit unitdren Spiegelungsgruppen leisteten
D. Bessis ([7], [8], [9]) und M. Broué, G. Malle und R. Rouquier ([19]) einen grofen
Beitrag.

1. Zopfgruppen unitirer Spiegelungsgruppen

Seien (X,7x) und (Y,7y) topologische Rédume. Eine stetige und surjektive
Abbildung p : X — Y heiRt Uberlagerung, falls es fiir alle y € Y eine offene
Umgebung U in Y und eine Familie (V;);c7 paarweise disjunkter, offener Mengen
in X gibt, sodass p~1(U) = J V; und p|y, : V; — U ein Homdomorphismus fiir

i€T
alle 7 € 7 sind. ©

Wird Z zusammen mit der diskreten Topologie betrachtet, so ist o : p~1(U) —
UXxZ, p(x) = (x,i(x)), ein Homéomorphismus, wobei i(x) genau jenes i(x) € T
ist, sodass x € Vj(,) ist.

Der Beweis der folgenden Tatsache der algebraischen Topologie kann zum Bei-

spiel in [24, Prop. 1.34] nachgelesen werden.

PROPOSITION 4.1. Seien p : X — Y eine Uberlagerung, (Z,Tz) ein zusam-
menhdngender topologischer Raum und f : Z — Y eine stetige Abbildung. Sind
g1:Z — X und gy : Z — X stetige Abbildungen mit pogy = f und po g = f,
die in einem Punkt zy € Z dbereinstimmen, so gilt g1 = go.

Fiir eine Uberlagerung p: X — Y sei
G(p) ={g: X — X Homdoomorphismus : po g = p}.

die Gruppe der Decktransformationen.

Es folgt nun unmittelbar aus Proposition 4.1:

KOROLLAR 4.2. Sind (X,7x) ein zusammenhdngender topologischer Raum,
(Y, Ty) ein topologischer Raum, p: X — Y eine Uberlagerung und g1, 9> € G(p),
sodass g1 und gs in einem x € X tbereinstimmen, dann ist g1 = gs.

Sind X zusammenhingend und Y lokal wegzusammenhéngend, so heifit eine
Uberlagerung p : X — Y eine Galoistiberlagerung oder normal, falls fiir alley € Y
und fiir alle z, 2’ € p~1(y) eine Decktransformation existiert, die x auf 2’ abbildet.

Folgender Satz wird als die Homotopieliftungseigenschaft einer Uberlagerung
bezeichnet.

SATZ 4.3. Seien (Z,7Tyz) ein zusammenhdngender topologischer Raum, p : X —
Y eine Uberlagerung, H : [0,1] x Z — Y eine stetige Abbildung und f : Z — X

71
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stetig mit H(0,z) = p(f(2)) fir alle = € Z. Dann gibt es eine eindeutig bestimm-
te stetige Abbildung H : [0,1] x Z — X mit H(0,z) = f(z) fir alle z € Z und
H=poH.

Der Beweis von Satz 4.3 kann zum Beispiel in [24, Prop. 1.30] nachgelesen wer-
den.

Ist p: X — Y eine Uberlagerung, so folgt aus Satz 4.3 die sogenannte Ho-
motopieliftungeigenschaft fiir Wege. Diese besagt, dass es fiir jedes yy € Y, jedes
20 € p~(yo) und jede Homotopieklasse eines Weges 7 in Y mit Anfangspunkt
eine eindeutig bestimmte Homotopieklasse eines Weges o in X mit Anfangspunkt
xo und [y] = [p o o] gibt.

DEFINITION 4.4. Sei p: X — Y eine Uberlagerung, zo € X und yo = p(xo) €
Y, dann sei
m1(p) : (X, w0) — m1(Y,%0),
m(p)([a]) = [poal.
Aufgrund der Homotopieliftungseigenschaft von Wegen folgt nun:

LEMMA 4.5. Ist p: X — Y eine Uberlagerung, xo € X und yo = p(xo) €Y,
dann ist w1 (p) : 71 (X, z0) — m1(Y, y0) injektiv.

Sind p : X — Y eine Uberlagerung, y € Y, = € p~'(y), [7] € 71 (Y, y) und
~ ein Représentant von [v], so gibt es nach Proposition 4.1 und Satz 4.3 einen
eindeutig bestimmten Weg ~, in X mit 7,(0) = z und p o v, = 7. Es bezeichne

vl ="(1) €p~(y).

Nach Satz 4.3 ist dieser Ausdruck wohldefiniert. Sind X zusammenhéingend, Y
lokalwegzusammenhéngend und p normal, so gibt es fiir jedes [y] in 7 (Y,y) eine
eindeutig bestimmte Decktransformation w([v]) in G(p) mit w([y])(x) = = - [7] nach
der Definition einer normalen Uberlagerung und nach Korollar 4.2.

DEFINITION 4.6. Sei

m:m(Y,y) — G(p),
(] = (7))

PROPOSITION 4.7. Seien X zusammenhdngend, Y lokal wegzusammenhdngend,
y€Y,p: X — Y eine Galoisiiberlagerung und x € p~1(y), dann ist die Folge

Tfl( ) e
1 — m (X, 2) = 1 (Y, y) G(p) 1

exakt.

Beweis: Siehe [24, Prop. 1.39].

Sei G eine endliche Gruppe, die zusammen mit der diskreten Topologie ein
topologischer Raum sei. Eine stetige Operation A : G x X — X von G auf einem
topologischen Raum X heifst strikt diskontinuierlich, falls jeder Punkt = € X eine
Umgebung U besitzt, die

UnXgU) =0
fiir alle g # 1 in G erfiillt.

LEMMA 4.8. Jede stetige, freie Operation A : G x X — X einer endlichen
Gruppe G auf einem Hausdorffraum X ist strikt diskontinuierlich.
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Beweis: Sei x € X. Da G auf X frei operiert, gilt A(g)(z) # A(h)(z) fir alle

g # hin G. Weil X Hausdorff ist, gibt es fiir alle g # 1 in G eine Umgebung V,, von x

und eine Umgebung W, von A(g)(z) in X mit V,NW, = 0. Aufgrund der Stetigkeit

von A(g) : X — X fiir alle g € G ist U, := V, N A(g~')(W,) eine Umgebung von

x fir alle g # 1 in G. Da G endlich ist, ist U := () U, eine Umgebung von x, die
g#1

UnNXg)(U) =0 erfiillt. O

PROPOSITION 4.9. Seien G eine endliche Gruppe und X ein zusammenhdn-
gender und lokalwegzusammenhdngender topologischer Raum. Ist die Operation X :
GxX — X von G auf X strikt diskontinuierlich, dann ist die Quotientenabbildung
p: X — G\X, p(z) = AM(G)(x), eine Galoisiberlagerung. Insbesondere stimmen G
und die Gruppe der Decktransformationen von p tberein.

Fiir den Beweis von Proposition 4.9 siehe [24, Prop. 1.40 (b)].

Seien V' = C™, G eine unitire Spiegelungsgruppe auf V und A(G) die Menge
aller spiegelnden Hyperebenen von G, so definiere

vee=v\ ) H
HEA(G)

die Menge der reguldren Vektoren in V.

Es operiert G frei auf V™8 denn sind v € V™ und g # 1 in G, so bedeutet

g(v) = v dasselbe wie v € Fix(g) = () H nach Proposition 2.72(ii), was ein
HeA(G)
Fix(g)CH

Widerspruch zu v € V'8 ist.

Seien (.,.) ein G-invariantes Skalarprodukt auf V und [[v|| = /(v,v) fiir v in
V die von (.,.) induzierte Norm auf V. Zusammen mit der von ||.|| induzierten
Topologie sei V' ein topologischer Raum.

DEFINITION 4.10. Wird ein Basispunkt yo € V"9 gewéhlt, so bezeichne z( das
Bild von yo im Bahnenraum G\V"% und definiere die reine Zopfgruppe von G auf
V als

P(G) =m (V"™ yo)
und die Zopfgruppe von G auf V als
B(G) = 7T1(G\Vre‘q, 1‘0).

Weil V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum ist, ist jede lineare Abbildung
von V nach C stetig. Als stetiges Urbild der abgeschlossenen Menge {0} ist also
jede spiegelnde Hyperebene von G abgeschlossen in V. Als Komplement einer end-
lichen Vereinigung abgeschlossener Mengen ist V"% dann offen und es sind V"9
nach Korollar B.18 und G\V"% beziiglich der Quotiententopologie nach Lemma

B.19 wegzusammenhéngend. Insbesondere sind nun m (V"% yg) und w1 (G\V, x0)
in Definition 4.10 unabhéngig von der Wahl der Basispunkte yg und x.

Nach Proposition 4.7 und Proposition 4.9 gilt nun:
ProrosITION 4.11. Die Folge

1 (p)

1 P(G) B(G) —— G(p) 1

ist exakt und G stimmt mit der Gruppe der Decktransformationen G(p) tberein.
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2. Einfache Elemente

Seien V' = C"™, G eine unitéire Spiegelungsgruppe von V., F = {f1,..., fn} eine
Menge von Basisinvarianten von G, d; < --- < d,, die Grade von G und dj > --- >
d? die Kograde von G. Die Bahnenabbildung wg 7 : G\V — C", wg (G -v) =
(fi(w),..., fu(v)), ist bijektiv nach Proposition 2.62 und stetig. Im Folgenden soll
gezeigt werden, dass sie auch abgeschlossen und damit ein Homdomorphismus ist.

DEFINITION 4.12. Sei (X, 7x) ein topologischer Raum. Eine Folge (), )nen in
X geht gegen unendlich, falls jede kompakte Teilmenge von X nur endlich viele Fol-
genglieder von (2, )nen enthélt. Sind X Hausdorff und (Y, 7y') ein lokalkompakter
topologischer Raum, so heifit eine stetige Abbildung f von X nach Y eine eigentli-
che Abbildung, falls f~!(K) kompakt in X fiir alle kompakten Teilmengen K von
Y ist.

BEMERKUNG 4.13. Esist auch iiblich, eine eigentliche Abbildung als eine stetige
Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen X und Y, sodass

fxidg : X xZ—->Y X Z

eine abgeschlossene Abbildung fiir jeden topologischen Raum Z ist, zu definieren.
Sind X Hausdorff und Y lokalkompakt, so sind diese und Definition 4.12 dquivalent,
siehe zum Beispiel [15, Seite 104]. Wird fiir Z ein einpunktiger topologischer Raum
gewihlt, so folgt, dass f eine abgeschlossene Abbildung sein muss.

Seien nun (X, 7x) ein Hausdorff-Raum und (Y, 7y ) ein lokalkompakter topo-
logischer Raum.

LEMMA 4.14. Sei X ein metrischer Raum. Eine stetige Abbildung f : X — Y ist
dann genau dann eigentlich, wenn fir alle Folgen (x,,)nen in X, die gegen unendlich
gehen, auch die Folge (f(x,))nen in'Y gegen unendlich geht.

Beweis: Seien f : X — Y eine eigentliche Abbildung und (x,)n,en eine Folge
in X, die gegen unendlich geht. Wiirde (f(x,))nen nicht gegen unendlich fliichten,
dann gébe es eine kompakte Teilmenge K von Y, die unendlich viele Folgenglieder
von (f(zn))nen enthilt. Da f~1(K) kompakt ist, wire das aber ein Widerspruch
dazu, dass (z,,)nen gegen unendlich geht.

Seien umgekehrt f : X — Y eine Abbildung, sodass (f(x,))neny in Y fiir jede
gegen unendlich fliichtende Folge (x)nen in X gegen unendlich geht, und K C
Y kompakt. Falls jede Folge in L := f~!(K) eine konvergente Teilfolge besitzt,
ist L kompakt. Weil eine Folge genau dann gegen unendlich geht, wenn sie keine
konvergente Teilfolge besitzt, muss jede Folge in L schon eine konvergente Teilfolge
besitzen. O

LEMMA 4.15. Die Bahnenabbildung wg 5 : G\V — C" ist eigentlich.

Um Lemma 4.15 beweisen zu kénnen, wird noch die folgende Uberlegung be-
notigt.

BEMERKUNG 4.16. Durch Ersetzen der Skalarmultiplikation auf V' durch

Axv:i= v

ergibt sich ein neuer C-Vektorraum. Er wird hier mit V' bezeichnet.
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Ist g = (gij)1<ij<n €in Element in GL(V) dargestellt beziiglich einer fest
gewéhlten Basis von V iiber C, so gilt

n n
> 91,5 *Vj > 91,50
911 --- Gin U1 j=1 j=1
* = =
n n
9n,1 <o Gnn Un X . .
’ ’ Z In,j * Uj Z n,jUj
Jj=1 Jj=1
911 -+ YJin VU1
In,1 -v+ OGnmn Un

Die Darstellungsmatrizen der Elemente in GL(V) entsprechen also genau den Dar-
stellungsmatrizen der Elementen in GL(V') mit komplex konjugierten Eintragen.
Seien [.,.] ein G-invariantes Skalarprodukt auf V, {v1,...,v,} eine Orthonor-
malbasis von V und {Xi,...,X,} die zugehorige Dualbasis von V*. Dann ist
{v1,...,v,} auch eine Basis von V. Bezeichnet Y; : V. — C,Y;(v) = X;(v), fiir

alle 1 <i < n, so gilt V;(Axv) = X;(\v) = AX;(v) = \Y;(v) fiir alle 1 <i < n und
fiir alle A € C. Somit ist {Y7,...,Y,} die zu {v1,...,v,} gehorende Dualbasis von
v

Es operiert nun G x G auf V x V durch (g, h) - (v,w) = (g-v, hxw) fiir v,w € V
und g,h € G.

Ist fi(X1,...,Xn) = >, X fiir eine Indexmenge A; C N, ¢, € C und

a€A;
X=X X2 firallea € A;,s0sel g;(Y1,...,Yn) = D coxY*= > G Y°
a€A,; a€A;
fiir alle 1 <4 < n. Die Menge {g1, ..., gn} homogener, G-invarianter Polynome in
C[Y1,...,Y,] ist dann eine Menge von Basisinvarianten der unitiren Spiegelungs-

gruppe G auf V. Auferdem gilt

C[X17"'7X7L7Y17"'7YTL]GXG :C[flv"'7fnaglv"'7gn]
nach [44, Proposition 1.5.2]. Schlieflich sei

(L) (VxV)x(VxV)—C,
<(U7U/), (v/7wl)> = [070/] + [w7w/}’

dann ist (.,.) ein G x G-invariantes inneres Produkt auf V' x V und die Menge
{(v1,0),..., (vn,0),(0,v1),...,(0,v,)} ist eine Orthonormalbasis von V x V beziig-
lich (., .).

Beweis von Lemma 4.15: Es wird hier die Notation wie in Bemerkung 4.16
gewihlt. Sei R:V — R, R(v) = {(v,v), (v,v)) = 2[v,v] = 2||v||?. Dann gilt

R(v) =2 X;(0)X;(v) =2 X;(v)Yi(v).
i=1 i=1

Esist also R € C[X1,...,X,,Y1,...,Y,]9%C.

Sei (xg)ken eine Folge in V, die gegen unendlich geht, so muss die Folge
(R(zk))ken in R gegen unendlich gehen. Weil R ein G x G-invariantes Polynom
in Xq,...,Xp,Y1,...,Y, ist, gibt es ein Polynom P € C[Zy,...,Z2,] mit R =
P(fi,---y fny g1, -+, gn). Somit muss auch die Folge

(P<f1 (J?k), B fn(mk)mgl (mk)a s agn(xk)))kEN
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in R gegen unendlich gehen und daher die Folge
(fr(@r), -, fu(@r), g1(2k), - - Gn(@k)) ) ken

in C?" gegen unendlich gehen, weil P ein Polynom ist. Da g;(v) = fi(v) fiir al-
le 1 < i < n und fiir alle v € V nach Definition gilt, muss auch die Folge
(fi(zx), -, fn(xr))ren in C™ gegen unendlich gehen. Nach Lemma 4.14 ist wg #
also eigentlich. O

LEMMA 4.17. Die Bahnenabbildung
wer:G\V —=C" wgr(G-v)=(fi(v),..., fnlv)),
ist abgeschlossen.

Beweis: Nach Lemma 4.15 und Bemerkung 4.13 ist wg, 7 : V' — C™ abgeschlos-
sen. Somit ist auch wg £ : G\V — C™ abgeschlossen. O

Die Bahnenabbildung @wg 7 ist also ein Homéomorphismus von G\V nach C".
Daher sind 7 (G\V,G - v) und 7m1(C",wg #(v)) isomorph. Ab jetzt werden G\V
und C™ als topologische Rédume identifiziert.

Seien p: V — G\V, p(v) = G - v, die kanonische Projektion und
H = p( U H)
HeA(G)

die Diskriminantenhyperebene von G.

Sind Ly € V* eine Linearform mit Kern H, Gy = {g € G : H C Fix(g)}
und ey = |Gyl fiir alle H € A(G), sosind Ay = [[ LY € S und somit

HEA(G)
Nullstellenmenge von ~ [[ L in G\V. Weiters ist die Abbildung
HEA(G)
Ur:ClXy,..., X, = Clf1,..., fa] = S°,
Xi— fi
ein Algebraisomorphismus fiir die Koordinatenfunktionen X1, ..., X, von C".
Definiere nun
ap=wit(CIT 1)
HEA(G)

Bezeichnen N die Anzahl der Spiegelungen in G und M die der spiegelnden Hy-
perebenen von G, so ist Ax gewichtet homogen vom Grad N + M mit Gewichten
diy... dp, d. b, Ap(tDyp, ... t%y,) = tNTMAE(yy, ... y,) fiir alle (y1,. .., %)
in C", denn

A]—'(tdlfl(E%"'vtdnfn(ﬁ)):Af(fl(t5>7'-'7fn<tﬁ))
= [ Lu@v)~

HeA(G)
II t"Lu@)e
HeA(G)

= tN+JuA.7:(f1(E)? (RS fn(ﬁ)>

firallew,da >, ey= > (em—1)+ Y 1=N+ M gilt.
HEA(G) HEA(G) HEA(G)
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Das Polynom A £ besitzt noch weitere wichtige Eigenschaften. Zum Beispiel ist
es reduziert, das heifit, C[X1,..., X,,]/Ax enthélt keine nichttrivialen nilpotenten
Elemente. Um dies zu zeigen, werden die folgenden zwei Lemmata bendotigt:

LEMMA 4.18. Seien r € G eine unitire Spiegelung, H = Fix(r) und ey =
det(r).
(i): Ist L#0 € V* mitr-L=al fir eina+#0 € C, so sind entweder L ein
Vielfaches von Ly und a = 5;{1 oderr-L=1L.
(ii): Seien Li,...,L,, € V* ungleich 0 und ay,...,an, € C, sodass r - L; =
a;Liyy fir allel <i<m—1undr- Ly = anly sind. Ist kein L; ein
Vielfaches von Ly, so istr-(Ly+-+Ly) =Ly Ly,

Beweis: Nach Lemma 2.17 gibt es ein b € C, sodass r - L = L + bLpy ist.
Falls r - L = alL fiir ein a # 0 ist, gilt (e — 1)L = bLy, woraus (i) folgt. Sind
Ly,...,L,, #0¢€ V* wiein (ii), so gelten r™-L1 = a1 - - -ap Ly und r-(Ly - - - L,,) =
ay-- amly - Ly Ist 7™ = 1, so ist nichts mehr zu zeigen. Sei also "™ # 1, dann
sind nach (i), falls kein L; ein Vielfaches von Ly ist, a1 --a;, = 1 und daher
7o (Ly- L) =Ly Ly, 0

Nach Bemerkung 2.9 operiert G auf A(G).

LEMMA 4.19. Sind O eine Bahn von G in A(G) und r eine unitire Spiegelung
i G, dann gilt

det(r)=* [[ Lu , falls Fix(r) € O,

r- Ly = HeO
H " 1] Ly , sonst.

Beweis: Fiir jede splegelnde Hyperebene H € O gibt es eine spiegelnde Hyper-
ebene H € O mit H = rH. Somit ist O Vereinigung einiger Bahnen der Operation
der von r erzeugten, zyklischen Gruppe auf A(G). Ist Fix(r) € O, dann ist die
Menge {Fix(r)} eine solche Bahn und es gilt r - Ly () = det(r) ™" Lpix(y. Fiir eine
Bahn {Hj,...,H,} C O der von r erzeugten, zyklischen Untergruppe von G, die
Fix(r) nicht enthdlt und deren Elemente so nummeriert sind, dass r - H; = H;41
fir alle 1 <i<m —1und r- H,, = H; gelten, gibt es fir alle 1 <7 <m — 1 ein
c; € Cmit r- Ly, = ¢;Ly,,, und ein ¢y, mit - Ly,, = ¢y Ly, . Weil {Hy, ..., Hpy}
und {Fix(r)} disjunkt sind, ist kein Ly, ein Vielfaches von Ly. Nach Lemma 4.18

ist daher 7 - ([[ Ly,) = [] Lu,- O
i=1 i=1

Somit kann die folgende Eigenschaft von Az bewiesen werden.

LEMMA 4.20. Das Polynom Az in C[X, ..., X,] ist reduziert, das heif$t, C[ X, ...

enthdlt keine nichttrivialen nilpotenten Elemente.

Beweis: Fir jede Bahn O der Operation von G auf A(G) ist [[ L} =
( TI Lm)%e G-invariant nach Lemma 4.19, da ey =: ep fiir alle H € Iz’)eionstant
1511e (\DNeil Ly € S fiir jede spiegelnde Hyperebene H ein lineares Polynom ist, ist
Ly irreduzibel. Sind also P,Q € S¢ mit PQ = ( [[ L)%, so muss nach Lemma
4.19 entweder P € C* oder @ € C* sein. InsbIe{seo(rgldere ist (Wr)~1( H LYy €

C[X1,...,X,] ein irreduzibles Polynom. Somit ist Az Produkt paarwelse verschle—
dener irreduzibler Polynome und daher reduziert. O
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Sei 1 <1i < nso,dass X; in Ar vorkommt. Weil Ax reduziert ist, ist auch Az
aufgefasst als Polynom A x, in X; iiber C[ X7, ..., X;_1, X141, ..., X,] reduziert.
Somit ist die Diskriminante Disk(Az x,) von Az x, nicht 0.

LEMMA 4.21. Sind F ={f1,..., fn} eine Menge von Basisinvarianten von G,
dinN, A(d)={ie€[n]:d|d;} und J das von {X; : i € [n]\A(d)} erzeugte Ideal
in C[X1,....X,], dann ist d genau dann regulir, wenn Ax ¢ J ist.

Beweis: Sei ¢ eine primitive d-te Einheitswurzel. Ein ¢ € G ist genau dann
¢-regular, wenn V(g,{) NV = () ist, und d ist nach Bemerkung 3.3 genau dann
reguldr, wenn |J V(g,{) N V"% #£ () gilt. Aus Proposition 3.8 folgt aber

geG
Uveo= ) v=v(l >, ),
geG i€[n]\A(d) i€[n]\A(d)

wo (f;) das von f; erzeugte Hauptideal bezeichnet. Weil

Uvgonvree=ve Y anwve S o+ [ L5
)

9eG i€m\A(d) i€m)\A(d) HEAG

ist, ist somit d genau dann reguldr, wenn [[ LY ¢ > (fi) ist. Da

HEA(G) i€ [n\A(d)

[1 LS in S¢ ist, ist das dquivalent zu [[ LY ¢ > (fi)se. Ins-
HEA(G) HEA(G) i€[n]\A(d)

gesamt ist d genau dann reguldr, wenn Ax ¢ 7 ist. O

LEMMA 4.22. Sei d; ein Grad von G, j € [n]. Falls d; reguldr ist und fir alle
i € [n] aus d;|d; folgt, dass i = j ist, so ist Ay monisch in X, fir alle Mengen von
Basisinvarianten F von G. Der Grad von Ar in X; ist dann w.
J

Beweis: Seien A(d;) = {i € [n] : d;|d;}, J das von {X; : i € [n]\A(d;)} =
{X1,..., X, I\ {X,} erzeugte Ideal in C[X;,...,X,] und F eine Menge von Basi-
sinvarianten von G. Da d; reguldr ist, ist nach Lemma 4.21 Az ¢ J. Wird nun
das Bild Az von Ar in C[X1, ..., X,]/TJ = C[X]] betrachtet, dann ist Ax # 0 ge-

N+M
wichtet homogen vom Grad N + M mit Gewicht d;. Deswegen sind Az = cX j %
fiir ein ¢ # 0 € C und schlieflich, weil Az gewichtet homogen vom Grad N + M
mit Gewichten dy,...,d, ist, Ar monisch in X; vom Grad %. O

Seien W eine wohlerzeugte Spiegelungsgruppe, d; < --- < d,, die Grade von W
und dj > -+ > d} > 0 die Kograde von W. Weil W irreduzibel ist, muss d;, = 0 und
d; > 0 fiir alle 1 <4 <n—1 gelten. Auflerdem ist d,, regulédr nach Satz 3.28. Somit
ist fiir jede Menge F von Basisinvarianten von G die Diskriminante Az monisch in
X, vom Grad n nach Lemma 4.22, da N + M = nd,, nach Satz 3.27 gilt.

LEMMA 4.23. Seien F = {f1,..., fn} eine Menge von Basisinvarianten von W

und Qv die Diskriminantenmatriz von V- wie in Definition 2.74, dann gibt es eine
SW _Basis & von (S @ V)W, sodass

Qe =V (Qv) = Q1. X, + Qo

ist, wobet Q1 eine obere Dreiecksmatrix mit Diagonalelementen in C ungleich 0 und
Qo eine Matriz in M, (C[Xq,...,Xn_1]) sind.

Beweis: Seien {vy,...,v,} eine Basis von V und {Xi,...,X,} die Dualbasis
von V*, dann ist B = {dfi,...,df,} eine SW-Basis von (S ® V*)" nach Korollar
2.90, wobei
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—~ 0fi
¥i=2 5% 0%

Jj=1

fiir alle i € [n] ist. Wihle eine S"-Basis € = {£1,...,&,} von (S ®@ V)W, sodass &;
homogen vom Grad d} + 1 fiir alle 4 ist. Nach Proposition 2.45 gibt es eine solche.
Fiir alle i € [n] gibt es eindeutig bestimmte Elemente A, ; € H € SV = C[fy,..., f,]
sodass

n
&= ZAi,j ® v;
=1

ist, wobei die A; ; homogen vom Grad d] + 1 fiir alle ¢,j € [n] sind. Der (4, j)-te
n

Eintrag der Diskriminantenmatrix Qy von V ist dann gleich Ai,k% e sV
k=1

und somit homogen vom Grad d; + d;. Definiere nun

0= (S )

fiir alle 4,5 € [n]. Weil W wohlerzeugt ist, gilt df +d; < d} +d,, = 2d,, —d1 < 2d,,
fiir alle ¢, j € [n] nach Satz 3.27, da dy > 0 ist. Somit ist der Grad von ¢; ; in X,
hochstens 1 und es ergibt sich eine Darstellung Q¢ = @Q1X, + Qo mit Matrizen
Qh QO S Mn((C[Xl, Ce 7Xn,1]).

Falls ¢ > j und d; > d; sind, so miissen d; + d; < d; + d; = d,, und damit der
(i, j)-te Eintrag von @ gleich 0 sein.
Sind ¢ > j und d; = dj41 = -+ = di—1 = d;, dann sind dj, + d; = d,, und daher der
(k,1)-te Eintrag von @ aus C fiir alle j < k,[ < 4. Deswegen kann der entsprechende
Block in @) mittels Gauflelimination in eine obere Dreiecksgestalt gebracht werden.

Es gibt also eine Basis ¢ von (S ® V)W, sodass @, eine obere Dreiecksmatrix
ist. Ist ¢ = j, dann gilt d; + df = d,,. Daher muss der (4,7)-te Eintrag von @1 aus
C sein. Weil nach Beispiel 2.82 die Determinante von Qy gleich H( )Li}’ ist, ist

HeA(G
Az die Determinante von @Q¢. Da Az monisch in X,, vom Grad n ist, miissen die
Diagonaleintriage in ()1 ungleich 0 sein. (|

KOROLLAR 4.24. Ist F eine Menge von Basisinvarianten von W, so gibt eine
SW _Basis & von (S ® V)W, sodass

fir eine Matriz Qo € My, (C[X1, ..., Xn_1]) ist.

Beweis: Nach Lemma 4.23 gibt es eine S"-Basis £ von (S®@ V)W, sodass Q¢ =
@Q1X,, + Qo fiir eine obere Dreiecksmatrix ()1 mit Diagonaleintrdgen in C ungleich
0 und eine Matrix Qo in M, (C[X1,...,X,—_1]) ist. Nun ist aber @y invertierbar
in M, (C[Xy,...,X,—1]). Ist i < j, so muss wegen d} + d; = dy, + (d; — d;) der
(i,4)-te Eintrag in @)1 und in Qfl entweder 0 oder homogen vom Grad d; — d; sein.
Durch Q]! ist also eine Basiswechselmatrix fiir (S ® V)W gegeben, sodass fiir die
so erhaltene Basis & = {&],...,&),} gilt, dass & homogen vom Grad d} + 1 fiir alle
i ist. SchlieRlich ist Q¢ = Q1 'Q¢ = XnT + Q1 Qo. O
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KOROLLAR 4.25. FEs gibt eine Menge von Basisinvarianten F von W, sodass
(16) A]:(Xla ceey Xn) = X:ll + OlQ(Xl, ceey anl)X:ll_z +e an(Xlu B 7Xn71)
fiir Polynome aa,...,an € C[Xy,..., X, 1] gilt.

Beweis: Sei F = {f1,..., fn} eine Menge von Basisinvarianten von W. Die
Spur von Qy ist ein homogenes Element in S vom Grad d,,. Wird f,, durch die
Spur von Qv in F ersetzt, so ist die neue Menge F’ eine Menge von Basisinvarian-
ten von W und es gibt nach Korollar 4.24 eine S"-Basis ¢ von (S ® V)W, sodass
Qe = (Wwr") "1 (Qv) = X, I, + Qo fiir eine Matrix Qo € M,,(C[X1, ..., X,]) mit
Spur(Qo) = 0 gilt. Die Behauptung folgt dann wegen Az = det(X, I, + Qo) =
X"+ Spur(Qo) X! + -+ + det(Qo)- O

Weil Az fiir jede Menge von Basisinvarianten F gewichtet homogen vom Grad
nd, mit Gewichten dy,...,d, ist, muss jedes «; in (16) gewichtet homogen vom
Grad id, mit Gewichten dy,...,d,_1 sein.

Seien F = {f1,..., fo} nun eine Menge von Basisinvarianten von W, sodass
(16) gilt, und W\V und Y xC als topologische Rdume durch den Homéomorphismus
owr : W\V — C", owr[®) = (f1(0),..., fn(?)) identifiziert, wo ¥ = C"~!
bezeichnet. Aufierdem seien proj; : C* =Y x C — Y die Projektion auf ¥ und
L,= proj; ' (y) die Faser von y € Y.

DEFINITION 4.26. Die Menge K = proj, (V(Diskx, (Ax))) C Y heift der Ga-
belungsort von Az und ein y € Y\K heilst generisch.

Weil Diskx, (Ax) nicht Null ist, da Az reduziert ist, ist die Menge der ge-
nerischen Punkte dicht in Y. Fiir ein festes y € Y ist Ax(y, X,,) ein normiertes
Polynom in C[X,,] vom Grad n und besitzt daher genau n Nullstellen in C, wobei
diese entsprechend ihrer Vielfachheit gezéhlt werden. Sind z1, ..., z, die Nullstellen
von Az fiir ein festes y € Y, so gilt

n n

(17) Ar(y, Xn) = [[(Xn —2i) =D (-D'oni(ar,...,20) X}
i=1 =0
Hier bezeichnet oy (z1,...,2,) = > xj, -- -z, die k-te elementar-
1< < <jr<n
symmetrische Funktion fiir alle 0 < k& < n, wobei og(z1,...,2,) = 1 ist. Somit

n
muss Y. z; = 0 gelten, da 0 der Koeffizient von X"~! in Az sein muss nach Ko-

rollar z4.125.

Es wirkt S,, auf C" durch Permutieren der Koordinaten. Der Bahnenraum
Sn\C"™ sei zusammen mit der Quotiententopologie beziiglich der kanonischen Pro-
jektion von C™ nach S, \C" ein topologischer Raum. Da die Elemente von S, \C"
genau den n-elementigen Multimengen mit Elementen in C entsprechen, wird jede

Bahn eines (21, . ..,z,) in C" mit {z1, ..., z,} bezeichnet. Sind z1, ..., 2 € C nach
moglicher Umnummerierung die paarweise verschiedenen Elemente in {z1,...,2,}
mit 1 < --- < xg, dann heifst (x1,...,zx) der geordnete Triger von {x1,..., T, }.

Sei nun E,, die Menge aller Bahnen {x1,...,2,} in S,\C", sodass > x; =0

i=1
gilt. Es gelten dann C[S,,\C"] = C[X1, ..., X,,]°" = C[oy, ..., 0,] aufgefasst als Ko-
ordinatenring der algebraischer Varietéten S, \C™ nach [22, S. 338-346] und daher
C[E,) = Cloy,...,04]/01 = Clog, ..., 0,] ebenfalls aufgefasst als Koordinatenring
der affinen algebraischen Varietét E,. Der durch o; — «; fiir alle 1 <i <n-—1 ein-
deutig bestimmte Homomorphismus von C[E, ] nach C[X7, ..., X,, 1] fiir ag, ...,y
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aus (16) ergibt mit (17) einen Morphismus affiner algebraischer Varietiten
LL:Y — FE,,
LL(y) = {z1,...,2n},

wobei {z1,...,2,} die Multimenge der Nullstellen von Axz(y, X,,) fiir gegebenes
y € Y aufgefasst als Element in E,, ist. Siehe zum Beispiel [27, S. 26-27]. Die Menge

der Nullstellen von Az in Y x C entspricht genau dem Bild der Menge |J H

HeA(W)
unter der kanonischen Projektion in W\V. Dieser Morphismus heift der Lyashko-
Looijenga-Morphismus.

Ein y € Y ist also genau dann generisch, wenn LL(y) aus paarweise verschiede-
nen Punkten besteht. Bezeichnet E'°¢ die Menge aller n-elementigen Mengen mit
Elementen in C, so ist die Einschrankung des Lyashko-Looijenga-Morphismus’ auf
die Menge der generischen Punkte

LL:Y\K —» E}%

nach [9, Theorem 5.3 eine Uberlagerung.

DEFINITION 4.27. Fiir y € Y sei

U,={(y,2) €Y xC:Fir LL(y) = {z1,...,x,}, folgt fir alle ¢ in [n] aus

Re(z;) = Re(z) stets Im(x;) < Im(2).}
und sei
u=Ju,
yey

LEMMA 4.28. Die Menge U ist kontrahierbar.
Beweis: Seien 3:Y — R,
Bly) = max{Im(z;) : LL(y) = {x1,...,en}} + 1,
und &, : Y xC— Y x C fur t € [0,1],

I (0 alls Tm(2) 2 5(y),
' (y,Re(z) +i(Im(z) + ¢(68(y) — Im(z)))) ,sonst.

Dann sind 3 stetig und, falls (y,z) € U, so auch ®,((y,z)) € U fiir alle t € [0,1].
Somit ist @ : [0,1] x U — U, D(t,(y,z)) = P+((y, 2)), eine Homotopie, sodass

Pljo,1x U {(y,2)eCm1m()>8(m)} = 1@l[0,1]x U {(y,5)€CIm(2)>B(x)}>
yeY yeyY

(0, (y,2)) = (y,2) und
Im(®(1, (y,2))) > B(y) fiir alle (y,z) € W\V

gelten. Daher ist ® ein Retrakt von U auf |J {(y,z) : Im(z) > B(y)}. Weil
U {(y,2) : Im(z) > B(y)} ein Faserbiindel iiybee}; dem kontrahierbaren Raum Y
frfi}t/ kontrahierbaren Fasern ist, muss |J {(y, 2) : Im(z) > 5(y)} nach [39, Propo-
sition 3.5] kontrahierbar sein. Somit isgfcelfl kontrahierbar. 0

Weil U kontrahierbar ist, ist & einfach zusammenhéngend, das heifst, es sind
alle Wege in U mit denselben Anfangs- und Endpunkten homotop und U wegzu-
sammenhéngend.
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Sind » und ' in U, dann gibt es genau eine Homotopieklasse von Wegen in U
mit Anfangspunkt v und Endpunkt u’. Ist v ein Reprasentant dieser Homotopie-
Klasse, so ist ¢% : m (W\V™ u) — m (W\V"9, '), ¢* ([a]) = [y"] - [a] - [7], ein
Isomorphismus. v~ bezeichnet hier die riickwérts durchlaufene Kurve . Aufserdem
gelten fur alle u, v, u” € U

(i) ¢4 = idn, (w\vres uy und

(ii) ¢ o by = ot
{Qﬂl}u,u/eu ist also ein sogenanntes transitives System von Gruppen. Durch ein
transitives System von Gruppen ergibt sich eine neue Gruppe, der sogenannte
transitive Limes, der hier mit m (W\V"%9,U) bezeichnet wird. Die Elemente von
m(W\V"9 U) sind Abbildungen ¢ : U — [[ m(W\V"%,u), sodass g(u) €

ueld

T (WA\V"9, u) und g(v') = ¢%(g(w)) fir alle u,u’ € U gelten. Sind g und ¢’
in m(W\V"™9 U) und u € U, so ist m (W\V" U) zusammen mit (g - ¢')(u) =
g(u)-¢'(u) eine Gruppe. Ist u € U, so sind durch die Wahl von g(u) € m (W\V"™%9 u)
schon alle weiteren Funktionswerte von g festgelegt. Somit ist die Projektion der
Abbildungen in m (W\V"%9,U) auf m1(W\V" u) ein Isomorphismus von Grup-
pen.

Sei ab nun
B(W) = m (W\V™8 UY).

Seien u € U und v € L,,. Ist v/ ein weiteres Element aus U, so gibt es einen
Weg ~ in U mit Anfangspunkt w und Endpunkt u’. Nach Satz 4.3 gibt es einen
eindeutig bestimmten Weg « in V"% mit Anfangspunkt v, sodass p o a = =y ist.
Da U kontrahierbar ist, ist die Homotopieklasse von « mit festem Anfangs- und
Endpunkt unabhéngig von der Wahl von v nach Satz 4.3. Bezeichnet s,(u’) den
eindeutig bestimmten Endpunkt von «, so sind (pos,)(u') = v und s, : Y — V"I
stetig, das heift, s, ist ein Schnitt von Y. Wird U’ = s,(U) gesetzt, so sind U’
einfach zusammenhéngend,

PW)=m (V"9 U")

und 1 — P(W) m) B(W) "5 W — 1 eine kurze exakte Folge.

DEFINITION 4.29. Sei T = (y,2,L) € Y x C x Rxg, sodass (y,z) € U, (y,z +
tL) € W\V" fiir alle ¢ € [0,1] und (y, 2+ L) € U sind, dann heifit T ein Tunnel.
Ist T ein Tunnel, so definiere

br : [0,1] — WA\V" durch br(t) = (y, 2z + tL).

Ein Element [b] € B(W) = m (W\V"™8. U) heifit einfach, falls es einen Tunnel T
gibt, sodass [b] = [br] ist. Mit S(W) wird die Menge aller einfachen Elemente in
B(W) bezeichnet.

Es gelte nun z < 2’ fiir alle z,2’ € C, falls entweder Re(z) < Re(z’) oder
Im(z) < Im(2’) im Fall Re(z) = Re(z’) gilt. Dadurch ist eine Ordnung auf C gege-
ben.

Seien y € Y und (1, ..., xx) der geordnete Trager von LL(y). Ein x; heifst tief,
falls entweder j = 1 oder j > 1 und Re(z;_1) < Re(z;) gilt. Sind z;, < --- < z,
die tiefen Punkte von (z1,...,2x), so heit (z;,,...,z;,) das tiefe Label von LL(y).
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Fiir j € [k] sei

I - {(xJ —io0,z;) , falls x; tief ist,
(xj—1,2;) , sonst,
wobei (z; — ico,z;) = {# € Uy : Re(z) = Re(z;) und Im(z) < Im(z;)} und
(xj—1,2;) = {2 € Uy : Re(z) = Re(z;) und Im(z;_1) < Im(z) < Im(z;)} sind.
Ist T; ein Tunnel in U,, der I; und kein I;, j # 4, schneidet, so heift s; =
[br,] € B(W) ein Elementartunnel. Sind nun si,...,s; Elementartunnel, so wird
Il(y) = (s1,-. -, Sk) geschrieben.

Nach (16) ist (0) der geordnete Triger von LL(0). Es bezeichne ¢ jenes einfache
Element in B(W), sodass

(18) 1b1(0) = (4)
gilt. Sei nun v € V" so, dass ww.£(0) € Ly ist, wo Ly = {0} x C die Faser von
0 € Y bezeichnet. Weil § einen beliebigen Kreis um 0 in Ly als Repréisentanten

haben kann, sei
t— (0,...,0,em (7))

ein Repriisentant von 6. Weil €27 f, (v) = fn(e%ﬂ) gilt, ist dieser Kreis das Bild
der Kurve ¢ +— ¢ 4 7 in WAV unter der bijektiven Abbildung wyy 7. Nach Satz
4.3 gibt es einen eindeutig bestimmten Weg 7 in V"% mit Anfangspunkt v, der
(po7)(t) = edn v erfiillt. Weil p(ed v) = edn v fiir alle t € [0,1] gilt, muss
T(t) = 82 v sein.

LEMMA 4.30. Das Bild von § unter © in W ist e'n -requldr.

27mi

Beweis: Ist v € V"9 wie oben, so ist w(d)(v) = en v. Das heift aber nichts

27i

anderes als v € V(7(9), e%) N V7. Somit ist w(d) ein e 9n -reguléres Element in
w. O

DEFINITION 4.31. Sind y € Y und T = (y, 2, L) ein Tunnel, so ist eine T'-
Umgebung von y eine wegzusammenhéngende Umgebung {2 von y in Y, sodass fiir
alle ' € Q das Tripel (v, z, L) ein Tunnel ist.

BEMERKUNG 4.32. Sind y € Y, LL(y) = {z1,...,z,} und T = (y,2,L) ein
Tunnel, so gibt es eine offene Umgebung U von {z1,...,z,} in E,, sodass das
Tripel (y', z, L) fiir alle y’ € LL~1(U) ein Tunnel ist. Nun ist aber LL~(U) offen
in Y und, da Y lokal wegzusammenhingend ist, sind LL~(U) lokal wegzusam-
menhiingend und die Wegzusammenhangskomponenten von LL~!(U) offen. Sei
jene Wegzusammenhangskomponente von LL~!(U), die y enthilt, dann ist Q eine
T-Umgebung von y.

LEMMA 4.33 (Hurwitz-Regel). Sind T = (y,z,L) ein Tunnel, s = [br] und
QO eine T-Umgebung von y, dann ist s = [br/] fir alle T' = (y',z, L) mit y' € Q.

Beweis: Seiy’ € Q. Weil Q wegzusammenhéingend ist, gibt es einen Weg ~ in
mit Anfangspunkt y und Endpunkt y’. Definiere nun H : [0,1] x [0,1] — W\V"9
durch H(t,s) = (v(s), z+ tL). Fiir jedes s ist (7(s), z, L) nach Definition von 2 ein
Tunnel. Somit ist [s] = [br/]. O

LEMMA 4.34. Ist s € m(W\V"9. U) ein einfaches Element, so gibt es ein
y €Y mit LL(y) = {x1,...,2,} und ein m € N, sodass nach mdglicher Um-
nummerierung Re(xz;) < Re(x;y1) fir allel1 < i <n—1und s = s1-- 8y, fir
l(y) = (s1,-- -, $n) sind.
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Beweis: Seien T' = (y',z,L) ein Tunnel, sodass s = [b/] ist, und 2 eine
T’-Umgebung von y'. Weil fiir die Diskriminante Diskx, Ax # 0 gilt, liegen die
generischen Punkte dicht in Y. Es gibt also ein generisches 3” in Q. Nach der
Hurwitz-Regel gilt daher s = [bp.] fiir T = (y”, z, L). Da die Einschrdnkung des
Lyashko-Looijenga-Morphismus auf die Menge der generischen Punkte eine Uberla-
gerung ist, gibt es eine Umgebung U von LL(y") in E’%, sodass LL=Y(U) = J V;

€T
und LL|y, : V; — U ein Homéomorphismus fiir paarweise disjunkte, offene Mengen
in Y\K sind. Seien nun 4’ jenes Element der Indexmenge Z, das y” € V;, erfiillt,
und LL(y") = {z},...,2},}. Es kann eine geniigend kleine reelle Zahl ¢ > 0 ge-

wihlt werden, sodass {z} +t-—=5,...,2;, ;| +t-=5,2, —te} € U und das Tripel
(LL|‘_,L_1, ({z) +t55,... 2,y +t-55, 2], —te}), 2z, L) ein Tunnel fiir alle ¢ € [0, 1]
sind. Seien 0 < e < ¢, 2 =27 + -5,..., 21 = T, 1 + 75,2, = ¥, — € und

i
Da die Abbildung ¢ ~— LLI;,-1 ({z] +te, ..., 27, +te}) ein Weg von y” nach y™ in Vi
ist, liegen %" und 3"’ in derselben Wegzusammenhangskomponente von Vj/. Somit
sind ¢ in einer T”-Umgebung von y” enthalten und s = [by./] fiir T = (y", 2z, L)
nach der Hurwitz-Regel.
Wird {z7,..., 2!/} entlange eines Weges in E"°Y wie zum Beispiel in Abbildung 1

y" = LL|; ({#,...,2"}) so, dass Re(z}) < Re(z,,) fiir alle 1 <i < n — 1 gilt.

ABBILDUNG 1. Beispiel fiir das Verdndern von {z7,... 2/}

verdndert, so gibt es eine endliche Uberlagerung offener Mengen {Ui}1<i<i dieses
Weges und T”-Umgebungen Vi, ..., V; in Y, sodass V; NV 1 # 0, LL|y, : V; — U;
ein Homoéomorphismus fiir alle 1 <4 < k — 1 und 3" € V; sind. Das Urbild dieses
Weges in der T"-Umgebung | J = 1¥V; von y" ist ein Weg, der y"” mit dem ge-

wiinschten y verbindet. Nach der Hurwitz-Regel gilt daher s = [by] fiir den Tunnel
T = (y,2z,L) und es gibt ein m € N mit s = s1 - - - 8, flir Ibl(y) = ($1,-.-,8n). O

LEMMA 4.35. Sind y € Y und (s4y,-..,8;,) das tiefe Label von y, so ist § =

Siq v

1 Si

.-

Beweis: Ein Tunnel T', der Z,,, . . ., Z;, schneidet, représentiert s;, - - - s;, . Aufler-
dem sei T = (y, z, L) so gewihlt, dass Im(z) < 0 gilt. Dann gibt es T-Umgebungen
Q von y und Q' von 0, die generische Punkte enthalten. Die Einschrinkung des
Lyashko-Looijenga-Morphismus auf die Menge der generischen Punkte ist eine Uber-
lagerung. Weil ein generischer Punkt in 2 und ein generischer Punkt in Q' so durch
einen Weg verbunden werden kénnen, dass dieser in einer 7-Umgebung von y ent-
halten ist, befindet sich 0 in einer 7-Umgebung von y. Somit gilt § = s;, --- 54,
nach der Hurwitz-Regel. (]
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Sei H € A(W). Wéhle ein zp € H und ein r > 0, sodass die offene Kugel
B,.(xo) mit Radius 7 um xg keine weitere spiegelnde Hyperebene von W schneidet.
Weiters sei nun zp € B,.(z9) N V"9,

Fiir ein ¢ € [0,1] und eine unitdre Spiegelung ry mit H = Fix(ry) und ey =

det(rg) eine eg-te primitive Einheitswurzel definiere
Tten(t) = egpra(zu) + pry(zn),
dann sind 0y 4, (0) = 2g, o ey (1) = ra(zn) und opy 4, (1) € By (z0) N V7.
Sei nun v € V"9 sodass v € U ist. Weil jedes Element in V"9 von keinem Element
ungleich der Identitat aus W fixiert wird, ist rg(v) € V"9, Da V" wegzusam-
menhéngend ist, gibt es einen Weg ~ : [0,1] — V"% mit Anfangspunkt v und
Endpunkt g (v), womit der Weg
Oy = (rHoY ) 00w,
in V"¢ mit Anfangspunkt v und Endpunkt rp(v) definiert werden kann. Insbe-
sondere sind der Anfangs- und Endpunkt von o in derselben W-Bahn in V"9,
Das Bild von o in W\V7" ist also ein geschlossener Weg mit Anfangs- und
Endpunkt in ¢4. Die Homotopieklasse
Ty = [Poouy] =mp)(ony) € m(W\V™,U)
von o, heilt Zopfspiegelung und es gilt m(rg~)(v) = r(v). Weil kein Element
in V"¢ von einem Element ungleich der Identitét fixiert werden kann, muss
W(TH,'y) =Tryg

sein.

LEMMA 4.36. Isty € Y, sodass LL(y) = {z1,...,2,} mit Re(z;) < Re(zit1)
fir alle @ gilt, so ist Ibl(y) = (s1,...,8n) ein n-Tupel von Zopfspiegelungen.

Beweis: Ein Elementartunnel b7, hat einen kleinen Kreis um z; als Repréasen-

tanten. Weil Re(z;) < Re(x;41) fir alle ¢ gilt, sind x4, ..., %, generische Punkte.
Insbesondere liegt jedes x; genau in einer Bahn einer spiegelnden Hyperebene. So-
mit ist jedes s; = by, eine Zopfspiegelung. O

LEMMA 4.37. Es gibt unitire Spiegelungen r1,...,7m, in W, sodass w(0) =

1Ty 1St

Beweis: Ist y € Y, sodass LL(y) = {z1,...,2,} mit Re(z;) < Re(z;+1) fir
alle 4 ist, dann ist Ibl(y) = (s1,...,8,) das tiefe Label von y und nach Lemma
4.35 ist 6 = s1---S,. Aus Lemma 4.36 folgt nun, dass [bl(y) ein n-Tupel von
Zopfspiegelungen ist. Insgesamt ist also 7(d) das Produkt von n Spiegelungen. O






KAPITEL 5

Das Phinomen des zyklischen Siebens fiir
nichtkreuzende Partitionen

1. Nichtkreuzende Partitionen

Der Begriff nichtkreuzend wurde erstmals von G. Kreweras in Sur les partiti-
ons non croisées d’un cycle ([29]) erwdahnt. Die Idee nichtkreuzender Partitionen
tauchte auch schon davor zum Beispiel bei H-W. Becker ([5], [6]) und T. Motzkin
([37]) auf.

DEFINITION 5.1. Seien m,n € N und P eine Partition von [n] = {1,...,n}.
Zwei disjunkte Blocke P und @ von P kreuzen sich, wenn es natiirliche Zahlen
1<a<b<e<d<nmi{ac} C P und {bd} C Q gibt. Kreuzen sich keine
disjunkten Blocke von P, so heilt P eine nichtkreuzende Partition (vom Typ A) von
[n], sonst kreuzende Partition von [n]. Die Menge aller nichtkreuzender Partitionen
von [n] wird mit NC(n) bezeichnet.

Werden auf einem Kreis n Punkte eingezeichnet und im Uhrzeigersinn von 1
bis n nummeriert, so ist die Bedingung, dass sich zwei disjunkte Blocke P und Q
einer Partition P von [n] kreuzen, dquivalent dazu, dass sich die konvexen Hiillen
von P und @ schneiden.

4 3 4 3

ABBILDUNG 1. Eine kreuzende und eine nichtkreuzende Partition
von [5].

SaTz 5.2 (Germain Kreweras ([29])). Firn € N ist
1 2n
w31 (%)

Sind P und Q zwei nichtkreuzende Partitionen von [n], so sei P < Q genau
dann, wenn fiir jeden Block P von P ein Block @) von Q existiert, sodass P C Q
gilt. Dadurch ist dann auf NC(n) eine Halbordnung gegeben.

David Bessis und Thomas Brady definierten um 2000 eine algebraische Verall-
gemeinerung nichtkreuzender Partitionen in [8], [17] und [16]:

87
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Seien n € N, V = C"™ und W eine wohlerzeugte unitdre Spiegelungsgruppe

von V. Bezeichnen d; < --- < d, die Grade von W, so ist d, reguldr nach Satz
27

3.28. Insbesondere gibt es dann ein e » -reguléres Element ¢ in W. Nach Satz 3.11

sind alle e%—reguléiren Elemente in W zueinander konjugiert. Die Elemente dieser
Konjugationsklasse werden als Cozeterelemente von W bezeichnet.

DEFINITION 5.3. Seien ¢ ein Coxeterelement in W, R die Menge der unitéaren
Spiegelungen in W und
lp: W — N /lp(w)=min{m e N: w=ry---rpy, firr,...,rm € R},
eine Liangenfunktion auf W. Die Menge
NC(W) ={w e W: lg(w)+Llr(wtc)=n}
heifst die Menge der W -nichtkreuzenden Partitionen.
Seien R die Menge der unitdren Spiegelungen in W, wy,ws € NC(W) und

wy < wy genau dann, wenn £ (w1 )+Lg(wy 'wy) = £r(ws) gilt. Dann ist (NC(W), <g
) eine Halbordnung.

BEMERKUNG 5.4. Da je zwei Coxeterelemente in W zueinander konjugiert
sind (siehe Satz 3.11) und die Langenfunktion £z in Definition 5.3 invariant un-
ter Konjugation mit Elementen aus W ist (siche Lemma 2.8), ist die Halbordnung
(NC(W),<gr) bis auf Isomorphie unabhéngig von der Wahl des Coxeterelements.

P. Biane bewies erstmals ([12]), dass W-nichtkreuzende Partitionen eine Ver-
allgemeinerung nichtkreuzender Partitionen von [n] sind:

SATZ 5.5. Ist o eine Permutation von [n] und bezeichnet {o} die Partition
von [n], die aus den Trigern der Zykel von o besteht, dann ist die Abbildung o —
{c}, NC(A,—1) — NC(n), wo A,_1 die Cozxetergruppe vom Typ A,_1 ist (siche
Beispiel 2.15) ein Isomorphismus von Halbordnungen.

Um Satz 5.5 zu beweisen, werden noch folgende Lemmata bendtigt:

LEMMA 5.6. Seien t = (ij) eine Transposition und o eine Permutation in
Anfl.
(i) Befinden sich i,j im selben Zykel von o, dann werden aus diesem Zykel
in to und ot zwei Zykel, von denen einer i und der andere j beinhaltet.

(i) Befinden sich i und j in unterschiedlichen Zykeln von o, so wird in ot
und to aus diesen beiden Zykeln einer.

Beweis: Ist 6 = (i1 ig—1 % ig1-- -1 J 441 --is) ein Zykel von o, der ¢
und j enthélt, so sind
to = (’il e lk—1 J B4l ’LS)<Z Tht1 - --ilfl) und
ot = (il"'ik—1 7 il+1"'is)(j ik+1"'il—1)~

Befinden sich nun i ein einem Zykel o1 = (¢ i3+ --ix) und j in einem anderen Zy-
kel o090 = (§ j2-+-71) von o, so sind to1oa = (i i9---ig J jo---j1) und o109t =
(J iz~ ik i Jo- 1) O

Das néchste Lemma folgt aus Lemma 5.6.

LEMMA 5.7. Sind T = {(ij) : 1 < i < j < n} die Menge der Transpositionen
inAp_1,c=(12---n)e€ A, und by : Ap_1 — Z die Wortlinge beziiglich der
Erzeugendenmenge T von A,_1, so gilt fir eine Permutation o € A,_1

lr(0) =n — Anzahl der Zykel in o.
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Beweis: Mittels Induktion nach m soll gezeigt werden, dass 7 (o) =m — 1 fiir
einen Zykel o mit einem m-elementigen Triger gilt. Ist m = 1, so ist o = id|,
und hat somit Lange 0 = 1 — 1. Seien m > 1 und ¢ = (i1 iy,). Dann gilt
(im—1im)o = (i1 - im—1) nach Lemma 5.7. Nach Induktionsvoraussetzung ist die
Lénge von (i1---im—1) aber m — 2 und somit ¢7(0) = m — 1. Sind nun o eine
beliebige Permutation in A,,_1 und o = o7 - - - 0} die Zerlegung von o in paarweise

k
disjunkte Zykel, so gilt ¢r(c) = > br(o;) =n —k. O
=1

Beweis von Satz 5.5: Es ist A,_; irreduzible unitire Spiegelungsgruppe von
n

U= {(z1,...,2,) € C* : > x; = 0}. Sie ist sogar wohlerzeugt, da A,_; von
i=1

{(12),(23),...,(n—1n)} erzeugt wird und n — 1 die Dimension von U ist. Die
Menge T entspricht genau den unitdren Spiegelungen in A,_;1. Weil die elemen-
tarsymmetrischen Polynome o9, ..., 0, eine Menge von Basisinvarianten von A,,_
sind, sind 2,...,n die Grade von A, _;. Somit ist ¢ ein Coxeterelement von A,,_1,
da n der grokte Grad ist und (1,¢,¢2,...,¢"" 1) € U fiir eine primitive n-te Ein-
heitswurzel ¢ ein (-Eigenvektor von c ist, der von keiner Transposition in A,_;
fixiert wird.

Dass 0 € NC(A,_1) ist, gilt nach Lemma 5.7 genau dann, wenn
Anzahl der Zykel in 0 + Anzahl der Zykel in 0 'c =n — 1.

Da zwei Permutationen genau dann zueinander konjugiert sind, wenn sie diesel-
be Zykelstruktur haben, ist c~lc € NC(A,_1) fiir jedes Element o in NC'(A,,_1).
Aufserdem gibt es fiir jedes Element o in NC(A,,—1) ein Element 7 in NC'(A4,,_1) mit
o = 77 c. Besteht nun ein Element ¢ € A,,_; aus s Zykeln und ist o = ¢, -+ -ty
fiir Transpositionen t1,...,t,—s € A,_1, dann ist o0 in NC(A4,,—1) genau dann,
wenn o 'c = t,_s---tic aus n — s + 1 Zykel besteht. Dies ist aber genau dann
erfiillt, wenn fiir alle ¢ = 2,...,n — s gilt, dass ¢; einen Zykel in ¢;_; ---t1c wie in
Lemma 5.6(i) in zwei Zykel mit Linge mindestens 1 teilt. Insgesamt hat also je-
des Element in NC(A,,—1) die Form ¢ - - - t,,,¢, wo t1, ..., t,;, Transpositionen sind,
sodass t;_1 einen Zykel von ¢; - - - t,,,c wie in Lemma 5.6(i) teilt.

Der Tréger von c ist [n], also insbesondere eine nichtkreuzende Partition von
[n]. Ist t = (ij) eine Transposition in A4,,_1, so kreuzen sich die Tréger nach Lemma
5.6(1) von tc nicht. Die Tréger von tc bilden also eine nichtkreuzende Partition
von [n]. Ist nun o eine Permutation in A,_;, sodass die Trager der Zykel von o
eine nichtkreuzende Partition von [n] bilden, so bilden die Trager der Zykel von tc
nach Lemma 5.6(i) wieder eine nichtkreuzende Partition von [n]. Somit ist {c} €
NC(n) fir alle 0 in NC(A,—1). Da jede nichtkreuzende Partition von [n] auf diese
Weise gewonnen werden kann, ist die Abbildung o — {o}, NC(A,—1) — NC(n),
surjektiv.

Ist (ij) eine Transposition in A, _1 mit ¢ < j, so ist

(if)e=(12-i-1jj+1--n)(iit+1---j—1).

Sind nun o € A,,_1, sodass o jedes Element aus dem Trager jedes Zykels in o
auf das nachstgrofere Element des Trégers oder, falls es ein solches nicht gibt, auf
das kleinste Element des Trégers abbildet, und ¢ eine Transposition (kl), sodass k
und [ im Trager eines Zykels von o liegen, dann bildet auch to nach Lemma 5.6
jedes Element aus dem Trager jedes Zykels in to auf das néachstgrofere Element des
Tragers oder, falls es ein solches nicht gibt, auf das kleinste Element des Tragers
ab. Somit ist die Abbildung o — {o}, NC(4,,—1) — NC(n), injektiv.
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Die Abbildung o — {o} ist also bijektiv. Auferdem erhélt sie die Halbordnun-
gen. U

Es werde im Folgenden [£n] = {-n,—n+1,...,—-1,1,...,n — 1,n} mit [2n]
durch i — i fiir alle ¢ € [n] und i — n — ¢ fiir alle —n < i < —1 identifiziert.

DEFINITION 5.8. Sei n € N. Eine nichtkreuzende Partition P von [£n] heifst

nichtkreuzende Partition vom Typ B von [n], falls

(i) fiir jeden Block B von P auch —B ein Block von P ist und
(ii) es hochstens einen Block B in P gibt, der B = — B erfiillt.

Gibt es einen Block B in P, der B = —B erfiillt, so heifst dieser Nullblock von P.

Anschaulich bedeutet dies, dass eine nichtkreuzende Partition vom Typ B eine
nichtkreuzende Partition von [+n] ist, die invariant unter der Drehung um = ist.

ABBILDUNG 2. Nichtkreuzende Partitionen vom Typ B von [6].

Die Idee der nichtkreuzenden Partitionen vom Typ B geht zuriick auf Victor
Reiner ([40]). Biane, Goodman und Nica (|13]), Bessis ([8]) und Watt ([17]) be-
wiesen unabhingig voneinander, dass die Abbildung o — {o} ein Isomorphismus
der Halbordnungen NC(B,,) und jener der nichtkreuzenden Partitionen vom Typ B
von [n] ist. Hier bezeichnet B,, die Coxetergruppe vom Typ B,, aus Beispiel 2.12(iv).

Schliefslich bewiesen C.A. Athanasiadis und V. Reiner ([3]) eine kombinatori-
sche Ubersetzung der nichtkreuzenden Partitionen der Coxetergruppen vom Typ
D,, (siehe Beispiel 2.12(v)):

DEFINITION 5.9. Seien n € N und P von [£n]. Falls fiir jeden Block B von
P auch —B ein Block von P ist, es hochstens einen Block B in P mit B = —B
gibt, den sogenannten Nullblock von P, und, falls dieser existiert, er nicht die Form
{i,—1i} fiir ein ¢ € [n] hat, dann heiflt P eine Partition vom Typ D von [n].
Sei P eine Partition vom Typ D von [n]. Es werden nun auf einem Kreis 2n —
2 Punkte mit 1,...,n —1,—1,...,—n + 1 im Uhrzeigersinn nummeriert und der
Mittelpunkt mit £n bezeichnet. Zwei disjunkte Blécke P und @) von P kreuzen
sich, falls die konvexe Hiille eines der Blocke einen relativ inneren Punkt besitzt,
der auch in der konvexen Hiille des anderen Blocks enthalten ist, und die konvexen
Hiillen der beiden Blocke nicht {ibereinstimmen. Kreuzen sich keine Blécke von P,
so heifst P nichtkreuzende Partition vom Typ D von [n].

BEMERKUNG 5.10. Fiir n € N wiirden sich die Blécke {n} und {—n} nicht
kreuzen, da deren konvexe Hiillen iibereinstimmen.
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ABBILDUNG 3. Nichtkreuzende Partitionen vom Typ D von [9].

C. A. Athanasiadis und V. Reiner zeigten schlieflich in [3], dass die Halbord-
nung der nichtkreuzenden Partitionen vom Typ D von [n] und NC(D,,) isomorph
sind.

2. Zyklisches Sieben fiir W-nichtkreuzende Partitionen

Seien V = C” fiir ein n € N, W eine wohlerzeugte unitire Spiegelungsgruppe
auf V und d; < --- <d,, die Grade von W.

Bezeichnet [V, g] = Im(1 — g) fiir ein g € U(V), so gilt [V,g]* = Fix(g) nach
Lemma 2.4.

LEMMA 5.11. Sind g, h € U(V), so ist dimc[V, gh] < dim¢[V, g] + dimc[V; A].
Beweis: Weil Fix(¢g) N Fix(h) C Fix(gh) gilt, folgt aus der Dimensionsformel

dim¢Fix(g) + dimcFix(h) = dim¢ (Fix(g) N Fix(h)) + dime (Fix(g) + Fix(h))
< n+ dimcFix(gh).

Die Behauptung folgt nun aus dimc¢[V,w] + dimcFix(w) = n fiir alle w €
Uv). O

LEMMA 5.12. Sind W eine wohlerzeugte unitire Spiegelungsgruppe und c ein

Cozxeterelement in W, so ist dim¢ [V, ¢] = n.
(1—dq)2mi (1—dp)2mi

Beweis: Die Eigenwerte von ¢ sind e 4n ... e dn nach Korollar 3.5.
Wiére nun ein Grad von W gleich 1, so wiirde es eine W-invariante Linearform
P eV* CS(V*) geben, deren Kern in V ein W-invarianter Teilraum von V wére,
was ein Widerspruch zur Irreduziblitdt von W ist. Kein Grad von W kann also 1
sein und deswegen sind alle Eigenwerte von ¢ ungleich 1. O

Folgende dquivalente Definition der Langenfunktion £ aus Definition 5.3 geht
zurlick auf T. Brady und C. Watt (|18]).

PROPOSITION 5.13. Sind W eine wohlerzeugte unitire Spiegelungsgruppe, R
die Menge der unitdren Spiegelungen in W und w € NC(W), so gilt

lr(w) = dime[V, w].
Beweis: Ist £Lr(w) = k, so gibt es unitére Spiegelungen Ry, ..., Rx in W mit w =

k
Ry -+ Rj. Aus Lemma 5.11 folgt dim¢[V,w] < > dim¢ [V, R;] = k. Weil £g(c) =n
i=1
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nach Lemma 4.37 und ¢r(w)+£g(w~tc) = £r(c) gelten, sind Fix(w) NFix(w~c) =
{0} und V = Fix(w) & Fix(w~'¢) nach Lemma 5.11 , woraus dimcFix(w) =n — k
folgt. (|

KOROLLAR 5.14. Sind W eine wohlerzeugte unitire Spiegelungsgruppe, R die
Menge der unitdren Spiegelungen in W und x,y € NC(W), dann gilt © <g y genau
dann, wenn

Fix(z) + Fix(z~'y) = V und Fix(z) N Fix(z~'y) = Fix(y)
gelten.

LEMMA 5.15. Sind d ein Teiler von d,, W eine wohlerzeugte unitdire Spiege-
lungsgruppe und ¢ € W ein Cozxeterelement, so gilt

NC(W) N Cw (cF) € NC(Cw (c#)).

27

Beweis: Weil ¢ ein Coxeterelement in W ist, ist ¢ insbesondere e 4 -regulér. Aus
Proposition 3.30 folgt nun, dass C’W(chn) auf V' := V(chn,e%) als wohlerzeugte
unitdre Spiegelungsgruppe mit groftem Grad d,, und Coxeterelement ¢ operiert.
Sei nun z € NC(W) N C’W(chn). Weil 2 <g ¢ gilt, muss nach Korollar 5.14

Fix(z) + Fix(z~'¢) = V und Fix(z) N Fix(z~'¢) = Fix(c)
gelten. Aus Lemma 5.12 folgt, dass Fix(c) = {0} und daher V = Fix(z) ®Fix(z~¢)
sind. Da ¢,z € CW(chn) sind, sind auch x~!c € C’W(c%) und (z|v/)(xz " te|yr) =
c|v-. Schlieflich muss Fix(z|y/) & Fix(z7te|y/) = V/ und damit x|y <gs |y, wo-
bei R’ die Menge der Spiegelungen in Cyy (ch") ist, gelten. O

Ist W eine wohlerzeugte unitére Spiegelungsgruppe, so ist jedes Element in B(W) =
w1 (W\V7e9 U) Produkt von Zopfspiegelungen nach [19, Theorem 2.17(i)]. Definiere
eine Langenfunktion

¢:BW) —Z

durch ¢(s) = min{i € Z : s = s1 - - - s; fiir Zopfspiegelungen s1,...,s;}.

LEMMA 5.16. Sind W eine wohlerzeugte Spiegelungsgruppe und ist y in C*~1,
sodass LL(y) = {x1,...,zn} mit Re(x;) < Re(w;y1) fir alle i ist, dann ist

ER(F(Sl ce Sl)) =1

fir bl(y) = (s1,...,8n) fir alle i.

Beweis: Aufgrund von Lemma 4.36 ist [bl(y) ein n-Tupel von Zopfspiegelungen,
sodass m(s;) eine unitére Spiegelung in W fiir alle 4 ist. Somit sind ¢r(7(s1---s;)) <
i und lr(m(Sit1--$n)) < n —i. Weil £r(c) = n nach Proposition 5.13 und

m(s1 -+ sp) nach Lemma 4.35 ein Coxeterelement in W ist, miissen g (7(s1 -+ 8p)) =
n und daher ¢r(m(s1---s;)) =i gelten. O

Fiir einfache Elemente by,by € B(W) mit T = (y,z,L) und T' = (y,z,L’)
gelte by < by genau dann, wenn L < L/ gilt. Dann ist (S(W), <) eine Halbord-
nung.

Fiir einfache Elemente s und s" in S(W) gelten £r(7w(s)) = £(s) nach Lemma
5.16 und s < s’ nach [9, Proposition 8.7] genau dann, wenn 7 (s) <p 7(s’).
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PROPOSITION 5.17. Die Abbildung w ldsst sich zu einem Isomorphismus von
Halbordnungen
(S(W), =) — (NC(W), <)
einschrinken.
Beweis: Nach Lemma 4.37 ist s < ¢ fiir alle s € S(W). Weil ¢ := 7(J) ein
Coxeterelement in W ist, ist w(S(W)) C [1, ¢]. Die Injektivitit folgt aus [19, Lemma

7.7], die Surjektivitdt aus [19, Proposition 8.9] und gehen auf eine Tatsache, die bis
jetzt nur fiir jede Klasse von wohlerzeugten Spiegelungsgruppen einzeln beweisen

wurde, siehe [19, Proposition 7.5]. O
SATzZ 5.18. Es ist NC(W) ein Verband und es gilt
it di
INC(W +

Beweis: Die beiden Behauptungen wurden fiir Klassen von wohlerzeugten Spie-
gelungsgruppen separat bewiesen oder mit dem Computer nachgerechnet. Fiir die
erste Behauptung siehe [8] und [10] und fiir die zweite siehe 2], [8] und [20]. O

LEMMA 5.19. Sind d ein Teiler von d,,, W eine wohlerzeugte unitire Spiege-
lungsgruppe und ¢ € W ein Cozxeterelement, so gilt

NC(W) N Cy(c ) = NC(Cyy (cT)).

Beweis: Es ist noch NC’(C’W( “4)) C NC(W) N Cy (cd) zu zeigen.

Seien W' := C’W(chn), V' = V(c #, e’ )und F = {fi,..., f»} eine Menge von Ba-
sisinvarianten von W. Dann ist W’ eine wohlerzeugte unitéire Spiegelungsgruppe von
V. Die Basisinvarianten von W’ sind dann genau die Einschrinkungen jener Basi-
sinvarianten von W auf V', deren Grade von d geteilt werden, nach Korollar 3.17.
Insbesondere ist auch d,, ein Grad von W’. Bezeichnet F’ jene Menge von Basisinva-
rianten von W', so werde W\ V' via der Bahnenabbildung w7 7 mit C*( jdentifi-
ziert. Somit kann W/\V’ in W\V eingebettet werden als der durch die Gleichungen
{fi = 0}icinp\ a(a) definierter Teilraum von W\ V. Die Menge der spiegelnden Hyper-
ebenen von W' ist A(W') = {H NV’ : H spiegelnde Hyperebene von W mit V' ¢
H}. Daher sind 5 := (W \V")NIZ und W'\ (V')7¢9 in W\V "% enthalten. Weil die
Einschrinkung von f,, auf V' auch eine Basisinvariante von W ist, sind jeder Tunnel
in W/\V" auch ein Tunnel in W\V und &’ = (W'\V’')NU. Insgesamt ergibt sich mit
der natiirlichen Abbildung von B’ := B(W'\(V')"%9,U’) nach B := B(W\V"9 U)
das kommutierende Diagramm

(19) B'——B

We——sWw

Sei nun w’ € NC(W'), dann ist insbesondere w’ € W. Nach Proposition 5.17
gibt es ein einfaches Element s’ in B(W’) mit w’ = 7(s’). Sei T ein Tunnel mit
s’ = bys, dann ist T’ auch ein Tunnel in W\V und definiert daher ein einfaches
Element s = by € B(W), das Bild von s’ in B(W') unter der natiirlichen Abbildung.
Mit dem Diagramm (19) folgt schlieflich w’ = 7'(s') = 7(s) € NC(W). O

Seien W eine wohlerzeugte unitére Spiegelungsgruppe und ¢ € W ein Coxeter-
element. Weil die Langenfunktion /i invariant unter Konjugation mit Elementen
aus W ist, operiert die zyklische Gruppe C' = {c) via Konjugation auf NC'(W).
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Satz 5.20. Das Tripel (NC(W),Cat(W,q),C) mit
n

Cat(1,q) = [] 2t

i=1 [di]q

erfullt das Phdnomen des zyklischen Siebens, das heif$t, fir jedes Element k € N
gilt

{w e NC(w) : ¢ (w) = w}| = Cat(W,e ).

Beweis: Seien k € N und d die Ordnung von c*, so ist zu zeigen, dass
(%) Cat(W, e2§:i) = |{w e NC(W) : Fwe™ = w}|

gilt. Da c¥ und & dieselbe Ordnung haben und damit dieselbe zyklische Unter-
gruppe von C erzeugen, gilt CW(ch") = Cyw(c¥). Sei hier W’ = Cy(c*). Weil d,,
von d geteilt wird, gelten d,, + d; = d; mod d und daher

5 [dn + dilq %, falls d; =0 mod d

1m _— = B

gei dilg L sonst.

Somit ist Cat(W,en") = [ %dd = |NC(W’)| mit A(d) = {i € [n] : d|d;}

i€ A(d)
nach Satz 5.18. Die rechte Seite in () ist aber [NC(W) N W'|. Aus Lemma 5.19
folgt schliefslich

INC(W')| = INC(W) N W',
womit die Behauptung bewiesen ist. O

BEISPIEL 5.21. Sei W die Coxetergruppe vom Typ Ay, das heift, seien W = S;
und V = {(21,...,25) € C° : 1 + 22 + 23 + 4 + x5 = 0}. Dann sind 2, 3, 4 und
5 die Grade von W und W ist eine wohlerzeugte unitidre Spiegelungsgruppe. Das
Element ¢ = (12 3 4 5) in W ist ein Coxeterelement. Auferdem gelten

Cat(A4,q) = ¢*° + ¢"% + ¢'7 +2¢™ + 2¢"° + 3¢"* + 2¢"® + 4¢™? + 3¢
+4q" +3¢° +4¢° +2¢" +3¢° + 2¢° + 2¢* + ¢ + ¢* + 1.
und
Cat(Ay, q) = 8¢* 4 8¢® 4+ 8¢° + 8¢ 4+ 10 mod (¢° — 1).

Insgesamt gibt es also 10 Bahnen der Operation von C = ((1 2 3 4 5)) auf NC(Ay),
auf 8 Bahnen operiert C' frei.

c-i=1+1 mod 5

BEISPIEL 5.22. Nach Proposition A.6 sind 2,4, 6 die Grade von B3. Auuferdem
ist By wohlerzeugt und (1,2,3)(—1,—2, —3) ein Coxeterelement in Bz. Daher gelten

Cat(Bs,q) = a4+ +2¢" +3¢12 + 3¢ + 368 + 3¢ + 2¢* + 2+ 1
und
Cat(Bj3,q) = 6¢° + 6¢ + 8 mod (¢* — 1).

Insgesamt gibt es daher 8 Bahnen der Operation von C = ((1,2,3)(-1,—-2,-3))
auf der Menge der nichtkreuzenden Partitionen vom Typ D auf [3]. Auf 6 dieser
Bahnen operiert C' frei und 2 haben Stabilisatorgruppe C.
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ANHANG A

Klassifikation unitiarer Spiegelungsgruppen

Da char C = 0 ist, ist nach dem Satz von Maschke jede unitére Spiegelungs-
gruppe direkte Summe irreduzibler unitérer Spiegelungsgruppen. Es geniigt daher
irreduzible unitére Spiegelungsgruppen zu betrachten.

Die Klassifikation irreduzibler unitéirer Spiegelungen geht zuriick auf G. C. She-
phard und J. A. Todd [43], als Quelle fiir dieses Kapitel wurde aber [35] ver-
wendet. Insgesamt ergeben sich 37 Félle fiir irreduzible unitéire Spiegelungsgrup-
pen, wobei diese aus drei unendlichen Familien G; := {C,, = Z/mZ : m € N},
G2 := {S,, : n € N} und G3 := {G(m,n,p) : m,n,p € N,p|m} und 34 Ausnah-
meféllen bestehen, welche von 4 bis 37 nummeriert sind. Die Nummerierung wurde
von G. C. Shephard und J. A. Todd eingefiihrt und wird hier iibernommen.

Im Eindimensionalen kénnen nur unitére Spiegelungsgruppen der Familie GGy auftre-
ten. Bei der Klassifikation irreduzibler unitéarer Spiegelungsgruppen auf C-Vektorrdumen
hoherer Dimension spielt der folgende Begriff eine wichtige Rolle:

DEFINITION A.1. Ein G-Modul V heifst imprimitiv, falls V fir ein m > 1

m

direkte Summe V = @ V; nichttrivialer Teilrdume V;, 1 < i < m, ist, sodass die

Operation von G ausz1 diese permutiert, anderenfalls heifit er primitiv. Ist V ein
imprimitiver G-Modul, so heifsit die Menge {V; : 1 <7 < m} Imprimitivititssystem
von V.

Gibt es einen primitiven G-Modul V, sodass die Operation von G auf V treu ist,
so heiflt G primitiv.

1. Irreduzible imprimitive unitire Spiegelungsgruppen

DEFINITION A.2. Seien m,n,p € N, sodass p|m gilt. Nun definiere

A(m,p,n) :={(01,...,0,): 07" =1fir alle 1 <i<n und HF)? =1} und
i=1
G(m,p,n) = A(m,p,n) x S, mit Multiplikation

((Ch .- -aCn)vT) ’ ((917 ce- aen)ao) = ((Cle'r(l)a .- '7<n97(n)>770)'

G(m,p,n), m,n,p € N mit p|m, operiert treu auf C" durch

1 Oo(1)%o(1)
((01,...,0n),0)- | © | = :
Tn, O (n)o(n)
Bezeichnet [(0y,...,60,)|o] fiir eine Permutation ¢ € S, und 64,...,0, € C jene

n X n Matrix, deren (i,0(7))-ten Eintrdge 6; fiir alle ¢ € [n] und deren restliche
Eintrége 0 sind, dann gilt

97
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G(m,n,p) ={[(61,...,0,)|0] : 0 € Sy,0; € C mit 6]" =1 fiir alle i € [n]
n
und (H 0;)% }.
i=1
Nach Konstruktion ist C™ mit dieser Operation ein imprimitiver G(m, p, n)-Modul
mit Imprimitivititssystem {Ce; : 1 < i < n}. G(m,p,n) ist also eine imprimitive
Gruppe fiir m,n,p € N mit p|m. Aulerdem ist G(m,p,n) eine Untergruppe von

U, (C) und |G(m,n,p)| = %_

PROPOSITION A.3. Seim > 1, so ist G(m,p,n) eine imprimitive unitire Spie-
gelungsgruppe und irreduzibel, falls (m,p,n) # (2,2,2) ist.

BEISPIEL A 4. (i): G(m,p,1) ist die zyklische Gruppe der Ordnung Z,
(ii): G(1,1,n) ist die symmetrische Gruppe S,,. Fiir n > 5 ist der S, -invariante
Teilraum W = {(z1,...,2,)" : Y x; = 0} ein primitiver S,-Modul, d.h.,

=1
die Coxetergruppe vom Typ A,,_; ist fiir n > 5 eine primitive Gruppe.

(iii): G(m,m,2) = C,, X Cy ist die Diedergruppe der Ordnung 2m. Insbesondere
sind G(3,3,2) & Dg = S3 und G(4,4,2) = V, x S3 =2 Sy, wo Vy die
Kleinsche Vierergruppe bezeichnet.

(iv): Die Gruppen G(2,1,n) bzw. G(2,2,n) sind die Coxetergruppen vom Typ
B,, bzw. vom Typ D,,.

Siehe [35, Theorem 2.14] fiir folgendes wichtiges Resultat:

SATz A.5. Sind V' ein n-dimensionaler C-Vektorraum und G eine irreduzible
imprimitive unitdre Spiegelungsgruppe auf V, dann sind n > 1 und G zu einer
Gruppe G(m,p,n) fir ein m > 1 und einen Teiler p von m konjugiert.

SchlieRlich sollen noch algebraisch unabhingige, G(m, p, n)-invariante Polyno-
me, die C[X1, ..., X,] erzeugen, angegeben werden. Ein Element ((64,...,0,),0) €
G(m, p,n) operiert auf C[Xy,...,X,] durch

(((01,...,00),0) - P)(X1,...,X,) = P(H;(ll)Xg(l), .. ,9;(170)((,(“)),
PeC[Xy,...,X,]. Ist g- P = P fiir alle g € G(m,p,n), so heift P € C[Xq,...,X,]
G(m, p,n)-invariant. Es bezeichne nun

er(X1,. .., Xy) = XX,
1<i1 < <ip<n

das r-te elementarsymmetrische Polynom fiir 1 <r < n.
Folgende Polynome sind G(m, p, n)-invariant:

op = e (XM, XM (1<r<mn)
oni=en(Xy, ... ,Xn)%

01,...,0, sind algebraisch unabhéngig und erzeugen daher C[Xy,...,X,] (Satz
2.28).
PROPOSITION A.6. Die Grade von G(m,p,n) sind alsom,2m, ... (n—1)m, %.

2. Irreduzible primitive unitire Spiegelungsgruppen der Dimension 2

Es sollen zunéchst alle unitéren Spiegelungsgruppen in Us(C) bestimmt werden.
Bevor begonnen werden kann, wird noch ein neuer Begriff bendtigt, ndmlich jener
des zentralen Produkts zweier Gruppen:
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DEFINITION A.7. Eine Gruppe G heifst das zentrale Produkt H o K zweier
Normalteiler H <G und K < G, falls G = HK und H N K C Z(G) gelten. Sind
umgekehrt H, K zwei Gruppen, so definiere N := {(h, k) : h,k € HNK mit h-k =
1} < H x K. Die Faktorgruppe H o K := H x K/N ist dann das zentrale Produkt
von H x 1 und 1 x K.

Nach [35, Prop. 5.10 und Prop. 5.11] ist U3(C) = { (C O) : ¢ e Cmit |¢] =

0 ¢
1} o SU,(C). Insbesondere kann jeder endlichen Untergruppe G von Uz(C) eine
N ~1
endliche Untergruppe G = {+£ <)\% )\3—1) g: g€ G} von SU,(C), wobei )\3 =

det(g) fur alle g € G gesetzt wird, zugeordnet werden. Die endlichen Untergruppen
von SU(C) kénnen aber gut klassifiziert werden ([35, Theorem 5.14]):

SATZ A.8. Sei G eine endliche Untergruppe von SUs(C), dann ist sie in SU3(C)
zu einer der folgenden Untergruppen von SUs(C) konjugiert:

2114

i): der zyklischen Gruppe C,, = e f@ der Ordnung m;
0
e m
g - . e 0 0 —1
. 2m +— _ 20 |, -
(ii): der bindren Diedergruppe Day, : < 0 1 0 > der Ord
e m
nung 4m;
ii4): der bindren Tetraedergruppe T = ( 1 -1 - 1= ‘ N O der
(iii) grupp 2\—-1—4 —-1+¢)°\0 1
Ordnung 24;

(iv): der bindren Oktaedergruppe O = <% (
der Ordnung 48;
_1 _ . _ .
(v) der bindren Ikosaedergruppe T := <% (T 1 m 1 ) , < OZ 0) >,

4+ 7i ?
wobei 7 := L(1+ V/5) ist, der Ordnung 120.

~1—-i 1-i\ 4 (1—i 0
1—i —14+4)°V2\ 0 1+i

Folgende Bemerkung soll erkléaren, woher die Gruppen 7, O und Z ihren Namen
haben.

BEMERKUNG A.9. Die Quaternionen der Norm 1 sind zu SUz(C) isomorph via
der Abbildung o + 35 — (aﬂ §>’ a, € C mit |a|? +|3/*> = 1. Nun kann aber

jede Quaternion ¢ der Norm 1 geschrieben werden als ¢ = cosy + v - siniy, wobei
v = v1i + vaj + vsk, v1,v2,v3 € R, eine reine Quaternion der Norm 1 ist. Ist nun
T = x11+2j +x3k, T1, X2, X3, €ine reine Quaternion, dann ergibt Konjugation mit

Y1 U1
g wieder eine reine Quaternion y = y1¢ + y2j + ysk mit | yo | = D(| v2 | ,2¢) -
Y3 U3

1

za |, wobei D(w, ) die Matrix der Drehung um die Achse w im Winkel ¢ in

z3
R3 bezeichnet, ist. Wird die Menge der reinen Quaternionen mit R3 identifiziert,
so entspricht die Konjugation mit der Quaternion ¢ = cosy + p - siny genau der
Drehung um die Achse v im Winkel 21 in R?. Die Gruppen 7, © und T entsprechen
dann genau den Drehgruppen des Tetraeders, Oktaeders bzw. Ikosaeders in R3.

Die Gruppen C,,, Day, sind fiir alle m € N imprimitiv, die Gruppen 7, O, T
sind primitiv. Ist G eine primitive endliche Untergruppe von Us(C), so ist auch G
primitiv, muss also zu einer der Gruppen 7, O oder Z konjugiert sein. G heiftt dann
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vom Typ 7, O oder 7.

Ist G eine beliebige endliche Untergruppe von Uz(C) und bezeichnet m den Ex-
ponenten von G, so gilt auferdem

GCe,,oQ.

Insbesondere sind ([35, Theorem 6.1]) alle primitiven unitéiren Spiegelungsgruppen
in Us(C) Normalteiler von C15 0 7, Caq 0 O oder Cgp o Z je nachdem, ob sie vom
Typ 7, O oder Z sind. Um nun alle Moglichkeiten fiir primitive unitire Spiege-
lungsgruppen in Us(C) zu erhalten, geniigt es, die Normalteiler von C1207, Ca400
und Cgg o Z, die von Spiegelungen erzeugt werden, zu finden. Dazu verwende, dass
jede unitéire Spiegelung in Cip 0 T, Coq 0 O bzw. Cgg 0 I die Form A~ !g fiir ein ¢
aus Ci2 07, Cog 0 O bzw. Cgg 0 Z und einen Eigenwert A von g hat, und, dass diese
unitéire Spiegelung dieselbe ist, wenn g durch gz fiir ein z im Zentrum von C1507,
Co4 0 O bzw. Cgg 0 I ersetzt wird.

Auf diese Weise ergeben sich 19 irreduzible, primitive unitére Spiegelungsgruppen
in U2 (C)

e 4 vom Typ 7

TABELLE 1. Primitive unitdre Spiegelungsgruppen in Us(C) vom
Typ T

G Struktur |G| | Grade | Kograde
Gi| SLa(Fs) | 24| 4,6 | 0,2
Gs C3xT 72| 6,12 0, 6
Gs| CioGy 481 4,12 | 0,8
G7 Cg X (C4 o T) 144 12, 12 0

)

12

)

e 8 vom Typ O:

TABELLE 2. Primitive unitére Spiegelungsgruppen in Us(C) vom
Typ O

G Struktur |G| | Grade | Kograde
Gs 7Cs 9 [ 8,12 | 0,4
Gy Cg0O 192 | 8,24 0, 16
Go Cs X TC, 288 | 12,24 0, 12
Gi11 | C3x (C30 Q) | 576 | 24,24 | 0,24

Gia| GLy(Fs) 48| 6,8 | 0,10
Gis Cio00 96| 8,12 | 0,16
G14 Cg X G12 144 6, 24 O7 18

Gis | C3x (Ci)oO | 288 | 12,24 | 0,24

e 7vom Typ I:
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TABELLE 3. Primitive unitdre Spiegelungsgruppen in Us(C) vom
Typ Z

G Struktur |G| | Grade | Kograde
G| CxZT 600 | 20,30 | 0, 10
Gur | Csx (CsoT) | 1200 | 20,60 | 0, 40
Gis| CisxT |1800|30,60| 0,30
Gro | Cis x (C40T) | 3600 | 60, 60 | 0, 60

G Csx T 360 | 12,30 | 0,18
Gar | C3x (CioT) | 720]12,60 | 0,48
Gao CioT 240 | 12,20 | 0,28

3. Irreduzible primitive unitire Spiegelungsgruppen der Dimension > 3
Fiir den Beweis des folgenden Satzes siehe zum Beispiel [35, Theorem 8.1].

Satz A.10 (Blichfeldt). Seienn € N und G eine endliche primitive Untergruppe
von Uy, (C). Besitzt s € G einen Eigenwert X, sodass |A—p| <1 fiir alle Eigenwerte
w von s gilt, dann muss s € Z(G) gelten.

Ist nun s € U, (C) fiir ein n € N von endlicher Ordnung, so sind die Eigenwerte
von s Einheitswurzeln. Die Bedingung, dass s einen Eigenwert A hat, sodass |[A—p| <
1 fiir alle Eigenwerte pu gilt, ist dquivalent dazu, dass s einen Eigenwert A = e
hat, sodass |¢ — pu| < % fiir alle Eigenwerte p = €% gilt.

Sarz A.11. Sindn > 1 und G eine endliche, primitive Untergruppe von U, (C),
so hat jede Spiegelung in G Ordnung 2,3,4 oder 5.

Beweis: Eine unitédre Spiegelung ¢ € U, (C), n € N, der Ordnung m hat Eigen-
wert 1 der Vielfachheit n — 1 und Eigenwert (, ( ist eine primitive m-te Einheit-
wurzel, der Vielfachheit 1. Da mit ¢ auch t* fiir alle k € N in G liegt, kann oBdA
(= em gewahlt werden. Weil aber ¢ nicht im Zentrum von G liegt, muss nach dem
Satz von Blichfeldt gelten, dass %T > 7 ist. O

Satrz A.12. [35, Theorem 8.4] Ist n > 3, so sind die Spiegelungen in einer
endlichen, primitiven Untergruppe von U,(C) entweder der Ordnung 2 oder der
Ordnung 3.

Es werden nun zwei Félle unterschieden, ndmlich, ob eine primitive unitére
Spiegelungsgruppe der Dimension > 3 unitére Spiegelungen der Ordnung 3 enthélt
oder nicht.

Zunéchst werden aber noch einige neue Begriffe bendtigt.

DEFINITION A.13. Ein Geradensystem £ ist eine Familie von Geraden in C",
n € N, die durch den Ursprung gehen.

Ist | eine Gerade, sodass | = (a)¢ fiir ein @ € C" mit {(a,a) = 2, wobei
(.,.) das Standardskalarprodukt auf C™ bezeichnet, gilt, so gibt es eine eindeu-
tig bestimmte unitére Spiegelung 7 auf C* der Ordnung 2, die I+ fixiert, nimlich
ri(x) :=rq—1(z) = x—(x, a)a. Es wird iiblicherweise r, anstelle von r; geschrieben.

DEFINITION A.14. Ein Geradensystem £ heifst sternformig, falls r;(m) € £ fir
alle [,m € £ gilt. Ist £ ein endliches sternférmiges Geradensystem, so heiflt £ ein
Stern, falls alle Elemente aus £ in derselben Ebene liegen.

Ein Geradensystem £ heifst k-System, k € N, wenn

(i) £ sternférmig ist,
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(ii) die Ordnung von ryry, fir alle I,m € £ hochstens k ist und
(iii) es I,m € £ gibt, sodass die Ordnung von 77, gleich k ist.

Satz A.15. [35, Theorem 7.9] Ist £ ein k-System, k € N, so ist die Gruppe
W(L):=(r:lek)
eine endliche unitdre Spiegelungsgruppe auf C™. Umgekehrt, sind G eine (endliche)
unitdre Spiegelungsgruppe auf C™, die von Spiegelungen der Ordnung 2 erzeugt wird,

und k € N das Maximum der Ordnungen von Produkten von Spiegelungen in G, so
ist G =W (L) fir ein k-System £.

BEISPIEL A.16. (i): Die symmetrische Gruppe S,, hat Geradensystem
Ay _q = {<6i—€j> 01 §Z<j§n}7

das heift, S, = W(e,_1).
(ii): Die Gruppen G(m,m,n) haben Geradensystem

2{™ = {{e; — Cej) : 1 < i< j <nund ¢ m-te Einheitswurzel }.

DEFINITION A.17. Ein Geradensystem £ heifit zerlegbar, falls es eine Partition
von £ in nichtleere Mengen A und B gibt, sodass jede Gerade in A orthogonal zu
jeder Gerade in B ist. Existiert diese nicht, so heifft £ unzerlegbar.

Ist nun G eine irreduzible unitdre Spiegelungsgruppe, die von Spiegelungen der
Ordnung 2 erzeugt wird, so ist das Geradensystem £, fiir das G = W(£) gilt, un-
zerlegbar.

Es werden zunéchst jene irreduziblen, primitiven unitéren Spiegelungsgruppen der
Dimension > 3, die nur Spiegelungen der Ordnung 2 enthalten, betrachtet.

PROPOSITION A.18. Ist G eine primitive unitire Spiegelungsgruppe der Di-
mension > 3, die nur unitire Spiegelungen der Ordnung 2 enthdlt, so ist jenes
Geradensystem £, dass G = W(£) erfillt, ein m-System fiir ein m < 5.

Unzerlegbare 3-Systeme:
Es sollen hier alle unzerlegbaren 3-Systeme angegeben werden. Naheres kann zum
Beispiel im Kapitel 6.1 in [35] nachgelesen werden.

Geradensystem &g: Ist {e1,...,eg} eine Orthonormalbasis von C8, so definiere
die Menge X := {%(el +teyt---tes): Anzahl positiver Koeffizienten ist gerade}.
Das Geradensystem &g sei dann die Vereinigung aller Geraden, die von Elementen
aus X aufgespannt werden, und _@éQ). Es ist sternférmig und unzerlegbar.

Geradensystem &7: Definiere z := J(e; + -+ + es) € X, so bezeichne & je-
nes Teilgeradensystem von &g, das orthogonal zu z ist. Es ist unzerlegbar.

Geradensystem &5: &5 bezeichne jenes Teilsystem von &g, das orthogonal auf
den Stern, der von e; — ea, e; —e3 und ey — ez erzeugt wird, ist. Es ist unzerlegbar.

27i

Geradensystem #5: Definiere w = e¢™3 = %(—1 +ivV3), 0 = w—w? = iV3

und

1
whke2 6
Y={0" . | €CC:ky, ... k¢ {1,2,3} mit Hwki:1}7
. i=2
ke
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dann bezeichne das Geradensystem s die Vereinigung der Geraden, die von Ele-
menten aus Y erzeugt werden, und Qé?’). Es ist unzerlegbar.

Geradensystem .75: Das Teilsystem von s, das aus jenen Geraden besteht,
1

die orthogonal zu 6~1 | € J sind. Es ist unzerlegbar.
1

Unzerlegbare 4-Systeme
Es sollen hier alle unzerlegbaren 4-Systeme angegeben werden. Néheres kann zum
Beispiel im Kapitel 6.2 in [35] nachgelesen werden.

Geradensystem ﬂ3(4): Definiere A := —1 (1 +14/7),

1 A2 1 A2 1 0 A 0 0
X:{§ i)\Q ,5 0 ,5 )\2 y 0 s A s 0 }und
0 +)2 +)? 0 0 A
1 +A 1 +A 2
v={ (] 50 2 | (=)

2 ) 2\4n) 2 \4n

Das Geradensystem ﬂa(4) sei nun die Menge aller Geraden, die von X UY erzeugt
werden. Es ist unzerlegbar.

Geradensystem .%,: Das Geradensystem, das aus jenen Geraden besteht, die
von den 12 Vektoren e; £ e; (1 <i < j <4) und den 4 Vektoren V2e; (1 <i<4)
erzeugt werden, bezeichne mit .%,. Es ist unzerlegbar.

Geradensystem .#;: Jene Geraden, die von den Vektoren e; £ e, und e; % iey
(1 <j <k <4) erzeugt werden, bilden das Geradensystem .#;. Es ist unzerlegbar.

Geradensystem 04: Das Geradensystem O, ist die Vereinigung von %4) und
jenen Geraden, die von (1+)e; (1 < j < 4) werden.

Unzerlegbare 5-Systeme
Es sollen hier alle unzerlegbaren 5-Systeme angegeben werden. Néheres kann zum
Beispiel im Kapitel 6.3 in [35] nachgelesen werden.

Geradensystem 73: Bezeichnet 7 = %(1 + \/5), so bilden die Geraden, die von
den Vektoren

1 +r71 +7
1 1 1 1
e1,€9,€3, = 7 |, = 1 und = | &7
2\4r1) 2\ 4 1

erzeugt werden, das Geradensystem 73. Es sind genau jene Geraden, die durch die
Mittelpunkte zweier gegeniiberliegender Kanten eines regelméfigen Dodekaeders
gehen.

Geradensystem 7;: Das Kranzprodukt C, ! A4 operiert auf C* durch ungera-
de Permutationen der Koordinaten und Vorzeichenwechsel. Das Bild der Operation
von C2 ! Ay auf {(1,0,0,0)%, 2(1,7,771,0)%,(1,1,1,1)"} sind jene Vektoren, die die
Geraden durch den Ursprung aufspannen, die die Elemente von 273 bilden.
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Geradensystem J;S): Das Geradensystem 7} ist die Vereinigung von %3 und
jenen Geraden durch den Ursprung, die von den Vektoren

+(7 4+ w) +rw +w?
1 SVl B EEC I B B
0 7 1w? t(rw+1)

und jenen Vektoren, die durch zirkuldres Verschieben der Koordinaten dieser Vek-
toren entstehen.

SATZ A.19. Sei G eine irreduzible, primitive unitire Spiegelungsgruppe der Di-
mension n > 3, die nur Spiegelungen der Ordnung 2 enthdlt, so ist G eine der
folgenden Gruppen:

(i): n =3 und G ist W (), W(IY) oder W(£);
(i1): n =4 und G ist W(Fy), (,%’il) W (A,) oder W (Oy);
(iii): n =5 und G ist W(#5);
(w): n="6 und G ist W(&) oder W(%s);
(v): n=T und G ist W(&);
(vi): n =8 und G ist W(&g);
(o

(vit): n >4 und G ist W(a/n) = S, 11.

Schlielich werden irreduzible, primitive unitare Spiegelungsgruppen G der Di-
mension n > 3, die Spiegelungen der Ordnung 3 enthalten, betrachtet.

Ist a € C™ mit (a,a) = 3, so ist die unitédre Spiegelung t, der Ordnung 3 defi-
niert als
1
to(v) :=v — g(l —w)(v,a)a =v+ 0w (v,a)a,

Wo w = e5 = %(—1 + Z\/g) und 0 := w — w? = iv/3 sind. Da t, = t; genau dann
gilt, wenn a und b dieselbe Gerade durch den Ursprung aufspannen, kann t; := ¢,
fiir die Gerade [, die von a erzeugt wird, gesetzt werden. Ein Geradensystem %
heifst terndres k-System, falls

(i) t(Z) C & fiir alle Geraden I € .Z gilt,

(i) fur alle Geraden I, m € .Z die Ordnung von t;t,, hochstens k ist, und

(iii) es Geraden I,m € £ gibt, sodass die Ordnung von t;t,, gleich k ist.

Sind £ ein k-System und . ein terndres h-System, das disjunkt zu £ ist, sodass
ri(A#) C A fir alle | € # und t,,,(#) C A fir alle m € # gelten, dann heifst
das Paar .& = (', #) ein gemischtes (k, h)-System. Die Menge der Geraden von
L ist definiert als die Vereinigung & U.# und W (L) := W(K)W (M) als die Weyl-
gruppe von L. Die Untergruppen W (K) und W (M) sind Normalteiler von W (L).

Geradensystem %3: Das Geradensystem 23 sind jene Geraden durch den Ur-
sprung in C3, die von den Vektoren

1 w w? w w? 1 w? w 1
L) (w] () 2w | l?], 1], [w?],|w], er,e0undes
1 w w? w? 1 w w 1 w?

erzeugt werden.

Geradensystem .%: Das Geradensystem .3 kann via (21, z2, x3) — (z1, x2, x3,0)
in C* eingebettet werden und damit kann W (%43) als Untergruppe von Uy (C) auf-
gefasst werden. Auflerdem bezeichne I' die Menge der Geraden durch den Ursprung,
die von den Elementen der W (.%3)-Bahn von ((0,1,—1,—1)) aufgespannt werden.
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T" enthélt dann 27 Geraden. Das Geradensystem £ besteht aus I' und %3 und ist
ein ternéres 3-System.

Geradensystem .#3: Das Geradensystem .#3 ist das gemischte (3,6)-System
(25",23).

SATZ A.20. Sei G eine irreduzible, primitive unitire Spiegelungsgruppe der Di-
mension n > 3.

(i) Wird G nur von Spiegelungen der Ordnung 3 erzeugt, so ist G entweder
2u W(%s) oder zu W (%) konjugiert.

(i) Wird G von Spiegelungen der Ordnung 2 und 3 erzeugt, dann ist G zu
W (A5) konjugiert.

4. Satz von Shephard und Todd

Satz A.21 (Shephard und Todd). Sei G eine (endliche) irreduzible unitdre
Spiegelungsgruppe der Dimension n, dann gehdrt G bis auf Konjugation in U, (C)
zu einer der folgenden Klassen:

(i) n =1 und G ist eine zyklische Gruppe;
(1) n > 2 und G ist die imprimitive Gruppe G(m,p,n) fir ein m > 1 und
einen Teiler p von m;
(i) n =2 und G ist eine der 19 irreduziblen, primitiven unitdren Spiegelungs-
gruppen vom Typ T, O bzw. I, siehe die Tabellen 1, 2 und 3;
(iv) n =3 und G ist eine der Gruppen W (43), W(f?f4)), W(/B(5)), W (%)
oder W (M3);
(v) n =4 und G ist eine der Gruppen W (%), W (), W(%y), W(A4) oder
W(04);

(vi) n=>5 und G ist die Gruppe W (H#5);

(vit) n =6 und G ist entweder W (&) oder W (4s);

(viii) n =7 und G ist W(&7);

(ix) n =8 und G ist W(&g);

(x) n >4 und G ist W(ot,) = Spy1-

Shephard und Todd nummerierten die irreduziblen unitéren Spiegelungsgrup-
pen: G1, G4, G3 bezeichnen die imprimitiven und Gy, ..., G37 die primitiven irredu-
ziblen unitéren Spiegelungsgruppen. Die Nummerierung heifst die Shephard-Todd-
Nummerierung.
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TABELLE 4. Irreduzible unitére Spiegelungsgruppen

G Gruppe |G| Dim. Grade Kograde

G An_q n! n—1 2,3,...,m 0,1,...,n—2

Gs | G(m,p,n), m >1,n>1, pm sz_ n SuwS,..;A:ICSQﬁ 0,m,...,(n—1)m, wenn p # m;
0,m,...,(n—2)m,(n—1)m —n, wenn p=m

Qw QS m 1 m 0

Ga SLy(Fs) 24 2 4,6 0,2

Gs Cax T 72 P 6,12 0,6

G CaoGl 48 2 4,12 0,8

Gy Cs % (CaoT) 144 2 12, 12 0, 12

G TC, 96 P 8, 12 0,4

Gy Cs00 192 2 8, 24 0, 16

QHO Qw X M\Q% 288 2 12, 24 0, 12

G C3 x (Cs 0 O) 576 P 924, 24 0, 24

Gio GLa(Fs) 48 2 6,8 0, 10

Gis CioO 96 2 8, 12 0, 16

G Cs % G1a 144 P 6, 24 0, 18

QHm Qw X AQ%V 0O 288 2 vaw% va%

Gie Csx T 600 2 20, 30 0, 10

Gir Cs % (C40T) 1200 2 20, 60 0, 40

Gis Cis xT 1800 2 30, 60 0, 30

Gig Ci5 X (C407) 3600 2 60, 60 0, 60

Glao Cyx T 360 P 12, 30 0, 18

Gy Cy % (C407) 720 P 12, 60 0, 48

Gas CroT 240 P 12, 20 0, 28

Gas W (4) 120 3 2.6, 10 0,48

Gas W (2Y) 336 3 4,6, 14 0,8, 10

Gos W (%) 648 3 6, 9, 12 0,3, 6

Glag W (.t3) 1296 3 6,12, 18 0,6, 12

Gar W () 2160 3 6,12, 30 0, 18, 24

Gis W(Z1) 1152 4 2,6,8, 12 0, 4, 6, 10

Gog W (M) 7680 4 4,8, 12, 20 0,8, 12, 16

G W () 14400 4 2, 12, 20, 30 0, 10, 18, 28

G W (6s) 46080 4 8, 12, 20, 24 0, 12, 16, 28

Gla W (%) 155520 4 12, 18, 24, 30 0,6, 12, 18

Gas W (As) 51840 5 46,10, 12, 18 0, 6,8, 12, 14

G W (Hs) 39191040 | 6 6, 12, 18, 24, 30, 42 0, 12, 18, 24, 30, 36

Glas W (&) 51840 6 2.5,6,8,9, 12 0,3, 4, 6,7, 10

Gsg W (&) 2903040 7 2,6, 8,10, 12, 14, 18 0, 4, 6, 8, 10, 12, 16

Gar W (&) 696729600 | 8 |2, 8, 12, 14, 18, 20, 24, 30 0,6, 10, 12, 16, 18, 22, 28




ANHANG B

Erganzendes

1. Kommutative Algebra

Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

LEMMA B.1. Ist R ein Integrititsbereich, dann ist jede endliche Untergruppe
der Einheitengruppe R* zyklisch.

Beweis: Sei G eine endliche Untergruppe von R*. Ist |G| = p¥q fiir eine Prim-
zahl p und fiir ein ¢ mit gg7'(p, ¢) = 1, dann besitzt F' genau eine p-Sylowuntergruppe
der Ordnung p, denn die Gleichung X? — 1 hat héchstens p Losungen in R. Es muss
also |F| =p1 -+ pm und F 2 Z/p; - - - ppZ flir paarweise verschiedene Primzahlen
D1, - - -, Pm gelten. Insbesondere ist F' zyklisch. U

LEMMA B.2. Ist G eine endliche Untergruppe von Aut(R), dann ist RS ganz
tber R.

Beweis: Fiir ein r € R ist [] (z — g(r)) ein normiertes Polynom, das eine

geG
Nullstelle in r hat. Die Koeffizienten dieses Polynoms sind symmetrische Funktionen
in {g(r) : g € G} und daher G-invariant. O

LEMMA B.3. Seien M ein endlich erzeugter R-Modul, T ein Ideal in R und
@ : M — M ein R-Modulmorphismus, sodass (M) C ITM, dann gibt es a1, ...,as €
T mat

O +are* 4 tas1p+a,=0.
Beweis: Wahle Erzeuger t1,...,ts von M iiber R, dann gibt es nach Voraus-
S

setzung a;; € Z mit ¢(t;) = Y a,;t; fiir alle 7. Bezeichnet p;; = d;;¢0 — a;; € Z[yp],
j=1

so ist ) pi;t; = O fiir alle 4. Wenn also P = (p;;) die Matrix mit Eintrégen p;;
j=1
bezeichnet, so ist 0 = adj(P)P -t = det(P) - t, daraus folgt aber, dass detP - idy,

die Nullabbildung ist, womit die Behauptung bewiesen ist. O

KOROLLAR B.4. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul, der M = IM fiir ein
Ideal T von R erfillt, dann gibt es ein Element u =14 a € R mit a € T, sodass
uM =0 ist.

LEMMA B.5. Seien B ein Integrititsbereich, A ein Teilring, sodass die Erwei-
terung A C B endlich ist. Ist nun m ein maximales Ideal in A, so gibt es ein
maximales Ideal n in B, sodass m = ANn ist.

Beweis: B ist nach Vorraussetzung ein endlich erzeugter A-Modul. Wére B =
mB, dann wiirde es nach Korollar B.4 ein a € m mit (1+a)B =0 geben. Dal ¢ m
gilt, ist dies ein Widerspruch dazu, dass B ein Integritétsbereich ist. Es muss also
B # mB gelten und daher kann ein maximales Ideal n gewdhlt werden, das mB
enthilt. Inbesondere gilt m =nnN A. (]

107
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LEMMA B.6. Seien G eine endliche Gruppe, die auf V. = C™ operiert, und
S =8(V*). Ist {F1,...,F,} eine Menge von algebraisch unabhingigen Elementen
aus S€, sodass S¢ ganz iiber C[F, ..., F,] ist, dann ist die Abbildung ¢ : V —
C™ v (Fi(v),...,F,(v), surjektiv.

Beweis: Da F1,..., F, algebraisch unabhéngig sind, ist der Homomorphismus
©*: ClXy,...,Xn] — S,¢*(X;) = F;, injektiv. Deswegen kann nun C[X71, ..., X,,]
mit C[Fy,..., F,] identifiziert werden. Nach Lemma B.2 ist S ganz iiber S¢ und
nach Voraussetzung ist S¢ ganz iiber S’ := C[Fy,..., F,,], weswegen insgesamt S
ganz liber S’ ist. Weil S als Algebra endlich erzeugt ist, ist die Erweiterung S’ C S
endlich.

Der Punkt v € V entspricht dem maximalen Ideal m, := {P € S : P(v) = 0} von
S. Nun entspricht p(v) dem maximalen Ideal m () von S und wegen der Identi-
fikation von S" mit C[X1,..., X,] entspricht ¢(v) dem maximalen Ideal m,,) =
¢*7Y(m,) =m, NS von S’. Da aber nach Lemma B.5 jedes maximale Ideal in S’
die Form m N S’ fiir ein maximales Ideal m von S hat, ist ¢ surjektiv. O

LEmMA B.7. Sind g1,...,9m € C[X1,...,Xy] und ¢ : C* — C™ die Ab-
bildung ¥(x) = (g1(x),...,gm(x)), sodass es kein nichttriviales Polynom P €
C[Yy, ..., Y] mit Poyy = 0 gibt, dann ist, falls¢* : C[Y1,..., Y] — C[X4,..., X,]
die Abbildung f — fo und C[Xy,...,X,] ein endlich erzeugter v*(C[Y1,...,Y,])-
Modul sind, (C™) = C™.

Beweis: Nach Voraussetzung ist ¢* injektiv und C[Y7, ..., Y] kann in C[Xq, ..., X,)]
eingebettet werden. Da die Punkte in C™ bzw. C™ genau den maximalen Idealen
in C[X1,...,X,] bzw. C[Y1,...,Y,,] entsprechen, kann ¢ interpretiert werden als
M~ MNC[Yi,...,Yn], wo M ein maximales Ideal in C[X7, ..., X,] ist. Da aber
jedes maximale Ideal in C[Y7, ..., Y},] nach Lemma B.5 die Form M NC[Y7,...,Y,,]
fiir ein maximales Ideal M in C[ X7, ..., X, ] hat, ist (C[X1,..., X,]) = C[Y1,..., Y]
U

DEeFINITION B.8. Eine Teilmenge A von C™ heift algebraisch, falls
A=V(Z):={veC": P(v)=0firalle PeTI}

fiir ein Ideal Z von C[X71, ..., X,,] ist. Der Koordinatenring C[A] von A ist die Menge
aller P|o : A — C, P € C[Xy,...,X,] und, wenn Z4 der Kern der Abbildung
ResS§" : C[X1,..., X,] — C[A] ist, so ist C[4] = C[X,...,X,]/Za.

Eine algebraische Menge A C C™ heift reduzibel, falls A endliche Vereinigung echter
algebraischer Teilmengen von A ist, sonst heiftt A irreduzibel.

Eine irreduzible Komponente von A ist eine irreduzible algebraische Teilmenge von
A, in der keine irreduziblen algebraischen Teilmengen echt enthalten sind.

PRrROPOSITION B.9. Fine algebraische Menge A C C™ ist genau dann irreduzibel,
wenn Ly ein Primideal ist.

Beweis: Siehe [35, Prop.11.6(i)]. O

BEISPIEL B.10. Sind W ein Teilraum von C", { X1, ..., X} eine Basis von {L €
V*: Llw = 0} und {X1,...,X,} eine Basis von V*, dann wird das Ideal Zy, von
{X1,..., X} erzeugt und C[W] = C[X441,. .., X,] ist ein Integritdtsbereich. Daher
ist Zyy ein Primideal, was dquivalent dazu ist, dass W eine irreduzible algebraische
Menge ist.

Sarz B.11 (Krullscher Hauptidealsatz). Seien R ein noetherscher Ring und
f € R, sodass f # 0 und f keine Finheit sind. Auflerdem sei P ein Primideal in R,
das minimal in der Figenschaft (f) C P ist. P ist dann ein minimales Primideal
von R.
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Beweis: Siehe [4, Korollar 11.17]. O

DEFINITION B.12. Die Dimension eines kommutativen Rings R ist das Supre-
mum der Lingen r von Ketten von Primidealen Py ; P G- ; P, aus R.

KoOROLLAR B.13. Seien R ein Integrititsbereich und P wie im Krull’ schen
Hauptidealsatz, dann ist dimR/P = dimR — 1.

KOROLLAR B.14. Seien A C C™ eine irreduzible algebraische Menge, f # 0 aus
C[A], dann hat jede irreduzible Komponente von ANV (f) Dimension dim(A) — 1.

2. Lineare Algebra

LEMMA B.15. Sind K ein unendlicher Korper und V' ein K -Vektorraum, dann
kann V' nicht Vereinigung endlich vieler echter Teilrdume sein.

Beweis: Indirekt, angenommen es gibt echte Teilrdume V7, ..., Vj von V| sodass
k
V = |J V; ist, so withle k£ minimal, das heift, V; ¢ |J V; fiir alle 1 < j < k. Wéhle
i=1 i#£j

k—1
nun einu ¢ Vi und einwv € Vi\ J V; und definiere L = {v+tu : t € K}. Weilu ¢ V;,
i=1

i=
k
und insbesondere u # 0, ist, enthilt L unendlich viele Elemente. DaL CV = |J V;
ist, muss mindestens ein V;, 1 < ¢ < k, unendlich viele Elemente aus L enthzlﬂtlen.
Wiirde Vj, aufser v noch ein weiteres Element v +tu, t # 0, aus L enthalten, so wére
u = ttu = 1((v+tu)—v) € Vi, was ein Widerspruch ist. Es muss also mindestens ein
V; fiir ein 1 < i < k—1 unendlich viele Elemente aus L enthalten. Wiirde nun ein V;
mit 1 < i < k—1 zwei verschiedene Elemente v+t1u und v+tou, das heillt, t; # to,

aus L enthalten, dann wére v = ﬁ(tg—tl)v = ﬁ(tg(v—l—tlu)—tl(v—l—tgu)) eV,
was ein Widerspruch ist. Insgesamt kann also kein V;, ¢ = 1,..., k, unendlich viele
Elemente aus L enthalten. (|

SAaTz B.16. Sind K ein unendlicher Korper, V' ein endlich dimensionaler K-
Vektorraum mit dimgV > 2, Wy, ..., Wy Teilrdume von V der Codimension > 1

k

und vg € V\ U W;, so gibt es einen 2-dimensionalen Teilraum Vo von V mit vy €
i=1

Vo und Vo N W; = {0} fir alle 1 <i <k.

Beweis: Induktion iber n = dimgV':
Ist n = 2, dann kénnen Wy, ..., Wy nur {0} sein. Die Behauptung folgt nun mit
Vo=V.
Sei n > 2.
Seien oBdA Wh,..., Wy ungleich {0}. Ist £ : V — K eine lineare Abbildung
ungleich der Nullabbildung, dann ist

dimgKer(¢) = dimgV — dimgIm(f) =n — 1.
Sind auferdem £ € V* und W ein Teilraum von V' mit W C Ker(¢), so sind durch
L VIW — K, {(v+W) = £(v), eine lineare Abbildung mit W C Ker(¢) und durch
¢+ [ ein K-linearer Isomorphismus von dem Annihilator W° = {¢ € V* : {|yy = 0}
von W nach (V/W)* gegeben. Insbesondere ist
dimg W) = dimg V/W; = n — dimgW; < n

fir alle 1 < ¢ < k, das heifst, I/Vi0 ist fir alle 1 < i < k ein echter Teilraum von V*
der Codimension dim g W;.

Sei U = (Kwvy)° ein echter Teilraum von V* der Codimension 1. Da vy ¢ W fiir alle
1 <i <k gilt, sind Kvg ¢ W; und daher W ¢ U fiir alle 1 < i < k. Bezeichnen
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nun U; = U N WY fiir alle 1 <1 < k, so ist U; ein echter Teilraum von U, da sonst

wegen U C W) ;Cé V* und, da U Codimension 1 hat, U = W gelten miisste, was

ein Widerspruch ist. Somit kann U nach Lemma B.15 nicht die Vereinigung von

Ui, ..., Uy sein, das heift, es gibt eine lineare Abbildung ¢ : V' — K mit ¢(vy) = 0,

das heifit, vy € Ker(¢), und W; ¢ Ker(¢) fir allei =1,..., k.

Sei H eine Hyperebene in V', sodass vg € H und W; 52 H fiir alle 1 <4 < k gilt.

Weil die Abbildung W; — V/H, w — w + H, fiir jedes i = 1,...,k surjektiv ist,

gelten V = H + W; und mit der Dimensionsformel

dimgHNW,; =dimgH 4+ dimgW; — dlmK(H + Wl) =dimgH + dimgW; — dimgV
= dimKH — dlmKV/WZ

Insbesondere ist dann dimyx H/(W; N H) = dimg H —dimg (W; N H) = dimg V/W;,

das heift, die Codimension von W; N H in H ist dieselbe wie die von W; in V'

und damit gréfer als 1 fiir alle 1 < ¢ < k. Da dimgH = n — 1 ist, gibt es nach

Induktionsvoraussetzung einen 2-dimensionalen Teilraum Vi von H mit vy € V)
und Vo N W, =Von(HNW,;) ={0} fiir alle 1 <i < k. O

Sarz B.17. Sind (V,|| ||) ein normierter R-Vektorraum und Wi, ..., Wy, abge-
k

schlossene Teilrdume von V' mit Codimension in V' gréfler 1, dann ist V\ |J W;
i=1
wegzusammenhdngend.
Beweis: Ist dimgrV < 1, so ist die Behauptung trivial. Falls dimgV = 2 ist, ist
{0} der einzige Teilraum von V der Codimension grofer 1 und somit handelt es

k
sich bei V\ |J W; um das Komplement endlich vieler Punkte in V, das wegzusam-
i=1
menhéngend ist.

k
Seien dimgV > 2 und z,y € V\ J W,.
i=1

1=

Wird mit z = y — x gezeigt, dass es einen Weg « : [0,1] — V\ J (—z + W;) mit

1=

k
=1

~v(0) = 0 und (1) = z gibt, dann existiert ein Weg 4 : [0,1] — V\ [ W; mit

1=

k
=1
4(0) = z und (1) = y, namlich ¥(¢) := v(¢) + .

Sei also z = y — x. Weil die Translation stetig und ihre Umkehrabbildung wieder

k
eine Translation ist, sind |J (—z + W;) als endliche Vereinigung abgeschlossener
i=1

k

Mengen wieder abgeschlossen und somit V\ |J (—z + W;) offen. Insbesondere gibt
i=1

es ein € > 0, sodass die offene Kugel B.(z) = {v € V : ||[v — z|| < &} mit Radius &

k
um zin V\ U (—z+W;) undin V\  |J W, enthalten ist.
=1

i i€{jz¢W;}
Wiirde nun B.(z) = U  WinN B.(z) gelten, so wire, da jeder Vektor in V'
1€{j:zeW;}
ein skalares Vielfache eines Elements aus B.(z) ist, V = U W;, was nach
i€{j:zeW;}

Lemma B.15 ein Widerspruch ist. Es gibt somit ein Element 2z’ € B.(z), das in
keinem der Teilrdume W7, ..., Wy liegt.
k k
Wiére bewiesen, dass ein v € V, das weder in |J W; noch in U (v; + W;) fiir
i=1

i=1

k
v1,...,v € V liegt, mit 0 durch einen Weg in V\ | (v; + W;) verbunden werden
i=1

kann, so wiirde folgen, dass sowohl z und 2’ als auch 0 und z’, also insgesamt 0 und
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k
z, durch einen Weg in V\ J (—z + W;) verbunden werden kénnen.
i=1

k k
Sei daher v € V, sodass v weder in |J W; noch in | (v; + W;) fiir vq,...,0, €V
i=1 1=1
liegt, dann gibt es nach Satz B.16 einen 2-dimensionalen Teilraum V) von V', der
v € Vo und Vo NW; = {0} fiir alle ¢ = 1,. ..,k erfiillt. Schliefslich ist
k k
Vo n (V\ (i +W2)) = Vo\ [ J (Vo 1 (v + W7))
i=1 i=1
als Komplement endlich vieler Punkte in dem 2-dimensionalen R-Vektorraum Vj,
da Vp N (v; + W;) entweder die leere Menge oder eine einpunktige Menge ist, weg-
zusammenhangend. O

KOROLLAR B.18. Sind (V.|| ||) ein normierter C-Vektorraum und W1, ..., Wy
k

echte abgeschlossene Teilraume von V', so ist V\ |J W; wegzusammenhdingend.
i=1

Sind Y eine Menge und f : X — Y eine surjektive Abbildung von Mengen, so
sind die offenen Mengen der durch f induzierten Quotiententopologie auf Y genau
jene Teilmengen U von Y, deren Urbild f~1(U) in X offen ist, das heifit, f~1(U) €
7. Insbesondere ist f dann beziiglich der durch f induzierten Quotiententopologie
auf Y stetig. Sind nun ~ eine Aquivalenzrelation auf X und T : X — X/. die
kanonische Abbildung, dann heifst die durch II induzierte Quotiententopologie auf
der Menge der Aquivalenzklassen X/.. auch nur Quotiententopologie auf X/ ..

LEMMA B.19. Sind (X,7) ein wegzusammenhdingender topologischer Raum,
Y eine Menge und f : X — Y eine surjektive Abbildung von Mengen, so ist Y
beziiglich der von f induzierten Quotiententopologie wegzusammenhdngend.

Beweis: Sind y; und yo in Y, so gibt es x1 und zo in X mit y; = f(x1)
und yo = f(z2). Da X wegzusammenhéngend ist, gibt es eine stetige Abbildung
v :[0,1] — X mit y(0) = x; und (1) = x2. Die Abbildung fo~:[0,1] — Y ist
dann stetig mit (f ov)(0) = y; und (f o y)(1) = ye. O
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Zusammenfassung

In Kapitel 1 wird das Phéanomen des zyklischen Siebens eingefiihrt. Es handelt
sich dabei um die Eigenschaft eines Tripels (X, X(¢), C) bestehend aus einer end-
lichen Menge X, einer endlichen, zyklischen Gruppe C der Ordnung n, die auf X
operiert, und einer erzeugenden Funktion X (¢) von X, das heifst, die Koeffizien-
ten von X(g) sind in Ny und X (1) = |X|. Bezeichnen ag,...,a,—1 die eindeutig
bestimmten Koeffizienten in

n—1
X(q) = Z @;q" mod (¢" — 1),
i=0

dann erfiillt das Tripel (X, X(q),C) das Phdnomen des zyklischen Siebens, wenn
a; die Anzahl der Bahnen von C' in X, deren Stabilisatorordnung i teilt, ist. Wird
eine Einbettung w : C' < C* gewiéhlt, so ist dies dquivalent zu

X(w(c)) =Hr e X :c-x=uxa} firalle ce C.

Um den Begriff nichtkreuzender Partitionen wohlerzeugter, irreduzibler uni-
térer Spiegelungsgruppen zu formulieren, werden zunéchst einige Grundlagen iiber
unitdre Spiegelungsgruppen benétigt, welche in Kapitel 2 und Kapitel 3 zu finden
sind.

Eine unitdre Spiegelung oder Pseudo-Spiegelung auf einem endlich-dimensionalen
C-Vektorraum V ist ein r € GL(V) endlicher Ordnung, das dimcIm(1 — r) =
dimcV — 1 erfiillt. Die Hyperebene Im(1 — 7) in V heift dann spiegelnde Hyper-
ebene von r und eine Untergruppe G von GL(V), die von Spiegelungen erzeugt
wird, heifst unitdre Spiegelungsgruppe auf V. Die natiirliche Darstellung von G auf
V induziert eine Darstellung von G auf V*, welche eindeutig auf die symmetrische
Algebra S(V*) fortgesetzt werden kann. Wird ein Element P € S(V*) von allen
Elementen in G punktweise fixiert, dann wird P als G-invariant bezeichnet. Die C-
Algebra S(V*)€ der G-invarianten Elemente in S(V*), die Invariantenalgebra von
G, kann von n := dimcV homogenen, algebraisch unabhéngigen Elementen erzeugt
werden, deren Grade dy,...,d, nur von G abhéngen und als Gmde von G bezeich-
net werden. Die Ordnung von G ist dann H d; und G enthélt Z (d; — 1) unitére

i=1
Spiegelungen. Weitere wichtige Grofen einer unitéren Splegelungsgruppe G sind die

Kograde d < --- < d} von G, welche durch 3 det(g)XdimeFix(9) — H (X—dif—1)
geG i=1

eindeutig festgelegt sind. Die Anzahl der spiegelnden Hyperebenen von G ist dann
n

> (df +1). Abschliefend sei noch ein wichtiger Satz erwihnt, der sogenannte Fiz-
i=1

punktsatz von Steinberg: Ist U eine Teilmenge von V', dann ist der punktweise
Stabilisator Gy = {g € G : g-u = u fiir allew € U} von U genau jene unitire
Spiegelungsgruppe auf V, die von jenen Spiegelungen in G erzeugt wird, die U
punktweise fixieren.

115
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Ein Vektor v € C™ heiftt reguldr, falls er in keiner spiegelnden Hyperebene von
G liegt, ein g € G heifst {-reguldr, falls der (-Eigenraum von g einen regulidren Vek-
tor enthélt, und ein d € N heiltt requldr, falls es eine primitive d-te Einheitswurzel
¢ und ein g € G gibt, sodass g (-regulér ist. Insbesondere ist ein d € N genau
dann regulédr, wenn genausoviele Grade wie Kograde von G von d geteilt werden.
Springer hat aufserdem gezeigt, dass fir jedes d € N und fiir jede d-te primitive
Einheitswurzel ¢ in C, alle (-reguléren die Ordnung d haben und je zwei (-reguldre
Elemente zueinander konjugiert sind.

Eine unitdre Spiegelungsgruppe W von C" heifit wohlerzeugt, falls sie von n
unitdren Spiegelungen erzeugt werden kann. Ist W irreduzibel, dann ist W genau
dann wohlerzeugt, wenn d; + df = d,, fiir alle Grade d; < --- < d,, und Kograde
dy < ... <dj von W gilt. Insbesondere ist der Grad d,, dann regulér. Sind ¢ eine
primitive d,-te Einheitswurzel, ¢ ein (-reguldres Element und d ein Teiler von d,,,
dann ist der Zentralisator C’W(c%) eine wohlerzeugte, irreduzible unitére Spiege-
lunggruppe auf dem ¢ %—Eigenraum E von chn, deren Grade bzw. Kograde genau
die Grade bzw. Kograde von W, die von d geteilt werden, sind. Insbesondere ist d,
ein und daher der grofte Grad von Cy (c%) und regulér.

Da d,, regulér fiir eine wohlerzeugte, irreduzible unitére Spiegelungsgruppe W
271
ist, gibt es insbesondere ein e -reguléres FElement in W. Ein solches Element
wird als Cozxeterelement von W bezeichnet und ist bis auf Konjugation eindeutig
bestimmt. Wird die Lange eines Elements w € W definiert als
lw) :=min{m € N: w =ry - r, fir unitdre Spiegelungen r1,...,r, € W},
dann heiftt die Menge
NC(W) = {w € W : L(w) + L(w ™ c) = n}

die Menge der W-nichtkreuzenden Partitionen und ist unabhéngig von der Wahl
des Coxeterelements. In Kapitel 5 wird gezeigt, dass NC(W) eine Verallgemeinerung
der Menge nichtkreuzender Partitionen von [n] ist. Die zyklische Gruppe C, die von
¢ erzeugt wird, operiert durch Konjugation auf NC(W) und

Cat(W,q) = [ | [dn[;]di}q
L [dilg

ist eine erzeugende Funktion von NC(W).
Sarz. Das Tripel
(NC(W), Cat(W, q),C)
erfiillt das Phénomen des zyklischen Siebens.
In Kapitel 5 wird gezeigt, dass fiir alle Teiler d von d,,
(+) NC(W) N Cw (¢F) = NC(C (¢ )
gilt, woraus

) = ]:[1 dn;;di:|NC(CW(ck))|:|NC(W)HCW(ck)|

ordc”|d;
= {w € NC(W) : cFwe™ = w}|
fiir alle 1 < k < d,, und damit obiger Satz folgt. Ein wichtiges Werkzeug um (x) zu

beweisen sind die sog. Zopfgruppen und besondere Elemente der Zopfgruppen, die
sog. einfachen Elemente, welche in Kapitel 4 behandelt werden.
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Abstract

In chapter 1 the cyclic sieving phenomenon is introduced. It’s the property of
a triple (X, X(q),C) consisting of a finite set X, a finite, cyclic group C acting on
X of order n and a generating function X (¢q) for X, that is a polynomial having
nonnegative integer coefficients with the property that X (1) = | X|. If ag, ..., apn—1
denote the uniquely defined coefficients by the expansion

n—1
X(g) = aig' mod (¢" — 1),
=0

the triple (X, X(q),C) exhibits the cyclic sieving phenomenon if and only if «;
counts the number of C-orbits on X for which the stabilizer-order divides i for all
i. An equivalent condition is

Xwe)=[{zeX:c-x=a}
for all ¢ € C and for a fixed embedding w : C' — C*.

To define noncrossing partitions for unitary reflection groups some basic facts
about unitary reflection groups are needed, which can be found in chapters 2 and 3.

Given a finite-dimensional vector space V' of dimension n over the complex field
C, a linear transformation r is an unitary reflection or a pseudo-reflection, if the
order of r is finite and dimcIm(1 — r) = n — 1. The hyperplane Im(1 — r) is then
called reflecting hyperplane. A group, which is generated by reflections, is called
a unitary reflection group. The natural representation of G on V induces a repre-
sentation on V*| which can be uniquely extended to a representation of G on the
symmetric algebra S(V*). An element P of S(V*) is G-invariant if P is pointwise
fixed by every element of G. The algebra of G-invariant elements of S(V*) is called
the algebra of invariants and refered to as S@. It can be generated by n algebraic
independent homogeneous elements of S¢ whose degrees di,...,d, are uniquely

defined and therefore are called degrees of G. For example the order of G is given

n
by ][] d; and G contains ) (d; —1) unitary reflections. Further important constants
j =1

=1 i=
of an unitary reflection group are the codegrees di,...,d} which are uniquely de-
termined by the equation Y det(g)X4mcFix(9) = [T (X —d! —1). For example the
geG i=1

n
number of reflecting hyperplanes of G is Y (df 4 1).
i=1
A vector v € C" is regular, if v is not contained in any reflecting hyperplane of
G, an element g € G is (-regular, if the (-eigenspace of g contains a regular vector
and a nonnegative integer d € N is regular, if there is a d*® primitive root of unity
¢ and an element g € G such that g is (-regular. In particular is d regular if and
only if d divides as many degrees as it divides codegrees. Springer also proved that
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for every d € N and for every d*® primitive root of unity ¢ every (-regular element
in G is of order d and every two (-regular elements are conjugate.

A unitary reflection group W' is well-generated, if it can be generated by n reflec-
tions. Whether W is an irreducible unitary reflection group, W is well-generated
if and only if d; + di = d,, holds for all degrees d; < --- < d,, and codegrees
d¥ < --- < di. In particular d, is regular. If ( denotes a d'* root of unity, c a

(-regular element and d a divisor of d,,, then the centralizer CW(ch?) is a wellge-

nerated, irreducible unitary reflection group acting on the ¢ dT"-eigenspace of ch",

whose degrees respectively codegrees are the degrees resp. codegrees of W, which
dn

are divided by d. In particular d, is a degree of Cy (¢’ ) and therefore regular for

Cw(c d )

Because d,, 1s regular for a well-generated irreducible unitary reflection group W

there exists a e Tn -regular element in W. Such an element is called a Cozeterelement
of W and is uniquely determined up to conjugacy. If the length of an element w of
W is defined as

l(w) :=min{m € N: w =ry ---ry,, for unitary reflections ry,...,r,, € W},
then the set
NC(W) = {w € W : {(w) + L(w™c) = n}

is the set of noncrossing partitions of W and is independent of the choice of c.
In chapter 5 is proven that NC(WW) is a generalisation of the set of noncrossing
partitions of [n]. The cyclic group C generated by ¢ acts by conjugation on NC(WW)
and

Cat(W, q) ﬁ [ + dily
i=1

is a generating function of NC(W).

THEOREM. The triple

(NC(W), Cat(W, ¢), C)

exhibits the cyclic sieving phenomenon.

In chapter 5 is shown that for all divisors d of d,
(+) NC(W) 1 Cyw () = NC(Cw (¢ )
and thus

Cat(W.e %) = J[ Z% = INC(Cw(ch)| = INCOV) 1 Cu ()

ordc”|d;
= {w € NC(W) : cFwe™ = w}|
forall 1 < k < d, hold. The theorem then follows immediately. An important tool to

prove (x) are the so-called braid-groups and particular elements of the braid-groups,
the so-called simple elements, which are discussed in chapter 4.
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