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Abstract

Am Beginn der Arbeit wird die gesetzliche Verankerung der seit 1.1.2009 in
Kraft getretenen Bildungsstandards vorgestellt. Neben Informationen dariiber,
was Bildungsstandards und Kompetenzen eigentlich sind, wird auch erklért,
woran sich Bildungsstandards orientieren. Nach den Funktionen und Zielen soll
diese Arbeit auch iiber Standardsiiberpriifungen Aufschluss geben. Dazu gibt es
wieder die Ausfiihrung des gesetzlichen Rahmens und einen kurzen Einblick in
die Baseline-Testungen, die bereits im vergangenen Jahr durchgefithrt wurden
und der Weiterentwicklung der Standards dienen sollen. Am Ende des Kapitels
findet man eine ausfiihrliche Beschreibung des Kompetenzmodells mit Muster-
aufgaben.

Ahnlich dem Kapitel iiber Bildungsstandards werden im nichsten Kapitel der
gesetzliche Rahmen, Funktionen und Ziele der zentralen schriftlichen Reifeprii-
fung beschrieben. Dabei stellt die Sicherung von Grundkompetenzen ein zentra-
les Ziel dar. Exemplarisch wird geschildert, was bei der zentralen schriftlichen
Reifepriifung verlangt werden wird. Im Anschluss daran gibt es einen Einblick
in die Pilotphase, die seit Janner 2010 im Gange ist. Ergebnisse des ersten Pi-
lottests fliefsen dabei ein.

Im Anschluss daran werden im folgenden Kapitel die Bildungsstandards der
zentralen schriftlichen Reifepriifung gegeniibergestellt. Gemeinsamkeiten und
Punkte, in denen sich die beiden Konzepte voneinander unterscheiden, werden
herausgearbeitet.

Im néchsten Kapitel wird erdrtert, was man unter Begrinden versteht und
warum im Mathematikunterricht begriindet werden soll. Neben der Argumenta-
tionsbasis werden die Schritte des Beweisprozesses beschrieben und analysiert.
An Beispielen kommt zum Ausdruck, dass Begriinden und Argumentieren auf
sehr viele verschiedene Arten moglich ist. Um selbsténdig einen Beweis fithren zu
konnen, bedarf es gewisser Voraussetzungen, die in diesem Abschnitt behandelt
werden. Schlieflich folgen Methoden, die das Potenzial besitzen, den Lernenden
ein Beweisverstindnis zu vermitteln. Dazu zdhlt auch die Arbeit am Computer
mittels dynamischer Geometriesoftware.

Nachdem man im letzten Kapitel iiber die Urspriinge der Geometrie, die schon



sehr lange zuriickliegen, informiert wird, folgen eine Einbettung der Geometrie
in den Lehrplan und eine Aufzdhlung der Ziele, die der Geometrieunterricht
ganz allgemein verfolgt. Schlieflich und endlich werden konkret geplante Un-
terrichtsstunden zu den einzelnen Klassenstufen entwickelt, die den Lernenden
(Grund-)Kompetenzen vermitteln sollen.
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Kapitel 1

Einleitung

Auf der Suche nach einem Diplomarbeitsthema war mir in erster Linie wichtig,
dass es in engem Zusammenhang mit meinem zukiinftigen Beruf als Lehrerin
steht. Da es aufgrund des derzeitigen Mangels an Mathematiklehrer(inne)n und
der Uberzahl an Psychologie- und Philosophielehrkriiften sehr wahrscheinlich
ist, mehrheitlich Mathematikstunden zu unterrichten, sah ich einen groftmog-
lichen Nutzen darin, meine Diplomarbeit in Mathematik zu schreiben.

Da die Geometrie mit ihren vielfaltigen und umfassenden Mdglichkeiten in fast
allen Klassen anzutreffen ist, war es mir ein Anliegen, mich damit niher aus-
einanderzusetzen.

Mit diesen vagen Vorstellungen ging ich zu meinem Diplomarbeitsbetreuer Prof.
Gotz. Sein Vorschlag, iiber das Begriinden im Geometrieunterricht in Hinblick
auf Zentralmatura und Bildungsstandards zu schreiben, ergab fiir mich das per-
fekte Thema.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit werde ich Musterstunden zum Thema Geo-
metrie in den einzelnen Klassenstufen vorbereiten (Kapitel 6), die den Schii-
ler(inne)n (Grund-)Kompetenzen vermitteln sollen, die sowohl in den Bildungs-
standards verankert sind, als auch bei der standardisierten schriftlichen Reife-
priifung von grofter Bedeutung sein werden. Dazu ist es notwendig zu wissen,
welche Ziele und Funktionen die beiden Konzepte verfolgen bzw. erfiillen sollen.
Kapitel 2 und 3 sollen {iber die beiden Projekte informieren, in Kapitel 4 werden
sie miteinander verglichen. Im Speziellen werden der Aufbau, die Ziele, die Uber-
priifungen und die Bildungstheoretische Orientierung derselben behandelt. Da
Begriinden und Argumentieren in beiden Konzepten als zu vermittelnde Kom-
petenzen gesehen werden, wird das Kapitel 5 iiber diese Grundkompetenzen
Aufschluss geben.

Die Abbildungen in dieser Arbeit sind zum Grofiteil von mir selbst konstru-
iert. Die Herkunft der iibrigen sind im Abbildungsverzeichnis zu finden.



Schlieflich mdchte ich hier einen Platz einrdumen, um mich bei all jenen Men-
schen zu bedanken, die mich in verschiedenster Art und Weise unterstiitzt ha-
ben und somit zum Gelingen meiner Diplomarbeit beigetragen haben. Einen
wesentlichen Beitrag leisteten meine Studienkolleg(inn)en, ohne die ich so man-
chen Stolperstein im Laufe des Studiums nicht gemeistert hétte und ohne die
es erst gar nicht so weit gekommen wire. Martin danke ich fiir die emotionale
Unterstiitzung, fiir sein offenes Ohr fiir permanente Diplomarbeitsbelange und
fiirs Korrekturlesen. Ein grofier Dank gilt meinen Eltern fiir die finanzielle Un-
terstiitzung, fiir das Vertrauen in meinen Erfolg und fiirs Korrekturlesen. Die
grofite Unterstiitzungsarbeit im Zusammenhang mit meiner Diplomarbeit leiste-
te jedoch Prof. Stefan Gétz. Er hat sich immer fiir meine Fragen Zeit genommen
und ist mir stets mit Rat und Tat zur Seite gestanden. Thm gilt mein besonderer
Dank!

Wien, 15.9.2010 B. Strobl



Kapitel 2

Bildungsstandards

Bildungsstandards formulieren Anforderungen an das Lehren und
Lernen in der Schule. Sie benennen Ziele fiir die paddagogische Ar-
beit, ausgedriickt als erwiinschte Lernergebnisse der Schiilerinnen
und Schiiler. Damit konkretisieren Standards den Bildungsauftrag,
den allgemein bildende Schulen zu erfiillen haben. Bildungsstandards
greifen allgemeine Bildungsziele auf. Sie benennen die Kompeten-
zen, welche die Schule ihren Schiilerinnen und Schiilern vermitteln
muss, damit bestimmte zentrale Bildungsziele erreicht werden. Die
Bildungsstandards legen fest, welche Kompetenzen die Kinder oder
Jugendlichen bis zu einer bestimmten Jahrgangsstufe erworben ha-
ben sollen. Die Kompetenzen werden so konkret beschrieben, dass
sie in Aufgabenstellungen umgesetzt und prinzipiell mit Hilfe von
Testverfahren erfasst werden konnen (Klieme 2007, S. 19).

Im August des Jahres 2008 wurde eine Novellierung des Osterreichischen
Schulunterrichtsgesetzes veroffentlicht, das die Einfiihrung von Bildungsstan-
dards vorschreibt (vgl. §17 Abs. la Anderung des Schulunterrichtsgesetzes).
Auf der Grundlage dieses Gesetzes trat am 1. Jdnner 2009 eine Verordnung
in Kraft, welche die Funktionen der Bildungsstandards und das Verfahren ihrer
Uberpriifung beschreibt. Ebenso beinhaltet dieser Gesetzestext Paragrafen, die
den Geltungsbereich regeln und den Begriff der Bildungsstandards bestimmen.

Der Gesetzgeber schreibt fiir die 4. Schulstufe der Volksschule in Deutsch /Le-
sen/Schreiben und Mathematik und fiir die 8. Schulstufe der Volksschulober-
stufe, der Hauptschule und der allgemein bildenden héheren Schule in Deutsch,
Lebende Fremdsprache (Englisch) und Mathematik Bildungsstandards vor.

Im Sinne dieser Verordnung sind , Bildungsstandards“ konkret formulierte Lern-
ergebnisse in den einzelnen oder den in fachlichem Zusammenhang stehenden
Pflichtgegensténden, die sich aus dem Lehrplan der oben genannten Schularten
und Schulstufen ableiten lassen. Diese Lernergebnisse basieren auf grundlegen-
den Kompetenzen, iiber die die Schiilerinnen und Schiiler bis zum Ende der



jeweiligen Schulstufe in der Regel verfiigen sollen. Dabei versteht man unter
~Kompetenzen* langerfristig verfiighare kognitive Fahigkeiten und Fertigkeiten,
die von Lernenden entwickelt werden und die sie befdhigen, Aufgaben in varia-
blen Situationen erfolgreich und verantwortungsbewusst zu losen und die damit
verbundene motivationale und soziale Bereitschaft zu zeigen (vgl. §2 Abs. 1 u.
2, 1. Verordnung der Bildungsstandards im Schulwesen).

In Osterreich entschied man sich fiir die Einfiihrung von Regelstandards, im
Unterschied zu Mindeststandards, da so eine grofere Bandbreite der Schii-
ler(innen)leistungen im differenzierten Schulsystem erfasst werden kann. Da die
Sekundarstufe I aus der allgemein bildenden héheren Schule und drei Leistungs-
gruppen der Hauptschule besteht, hitte man den Mindeststandard so niedrig
setzen miissen, dass er auch fiir die 2. und 3. Leistungsgruppe der Hauptschule
einen Anreiz zur Erreichung darstellt (vgl. Lucyshyn 2007, S. 77).

2.1 Funktionen und Ziele

Anlass fiir die Entwicklung von Bildungsstandards waren unter anderem in-
ternationale Leistungsstudien (insbesondere PISA und TIMSS) und deren als
unzureichend angesehenen Ergebnisse in vielen Lindern.

Bei der PISA-Studie (Programme for International Student Assessment), ei-
nem gemeinsamen Projekt der OECD-Staaten, werden im Drei-Jahresrhythmus
Schiilerinnen und Schiiler im Alter von 15-16 Jahren in den drei Wissensgebieten
Lesen, Mathematik und Naturwissenschaften getestet. Die Ergebnisse der Jahre
2003 und 2006 zeigen, dass Osterreichs Schiiler(innen) in allen drei Gebieten
nur im Mittelfeld erscheinen. Fast jeder dritte Jugendliche zdhlt in einem Be-
reich zu einer Risikogruppe. Dies bedeutet, dass diese Schiilerinnen und Schiiler
gegen Ende der Pflichtschulzeit grofe Probleme haben, einfachste mathemati-
sche Fragestellungen in lebensnahen Situationen zu 16sen, nur unzureichend sin-
nerfassend lesen konnen oder grofte Méngel im naturwissenschaftlichen Wissen
haben. 10% der getesteten Schiiler gehoren sogar sowohl in Mathematik und in
den Naturwissenschaften, als auch im Bereich des Lesens der Risikogruppe an.
Im Vergleich zum Jahr 2003 gibt es kaum Verédnderungen (vgl. PISA-Ergebnisse
2006).

Bei der internationalen Studie TIMSS (Trends in International Mathema-
tics and Science Study) sehen die Ergebnisse dhnlich aus. Bei diesen Testungen
werden Schiiler(innen) der 4. Schulstufe auf ihr mathematisches und naturwis-
senschaftliches Wissen gepriift. Im Jahr 1995 nahm Osterreich zum ersten Mal
an dieser Studie teil und im Jahr 2007 zum zweiten Mal. Lagen Osterreichs
Schiilerinnen und Schiiler der 4. Schulstufe in Mathematik im Jahr 1995 noch
im oberen Mittelfeld, so liegt das Ergebnis im Jahr 2007 deutlich schlechter und
ist somit bestenfalls noch Mittelmafs. Auch die Ergebnisse aus dem naturwissen-
schaftlichen Bereich verzeichnen einen erheblichen Leistungsriickgang von 1995
auf 2007 (vgl. TIMSS 2007).



Bildungsstandards zielen auf die Erfiillung der Orientierungs-, Forderungs- und
Evaluationsfunktion. Bei der Planung und Durchfithrung von Unterricht sollen
sich Lehrer(innen) an den zu vermittelnden Kompetenzen beziiglich der Bil-
dungsstandards orientieren (Orientierungsfunktion) (vgl. §3 Abs. 1 Z1: 1. Ver-
ordnung: Bildungsstandards im Schulwesen). Eine nachhaltige Ergebnisorientie-
rung stellt eine zentrale Intention dar. Den inputorientierten Lehrplénen wird
ein outputorientiertes Steuerungsinstrument zur Seite gestellt. In den Lehrpla-
nen wird geregelt, was im Unterricht behandelt werden soll (Inputsteuerung).
Im Gegensatz dazu legen Standards fest, iiber welche fachbezogenen Fahigkeiten
Schiilerinnen und Schiiler am Ende einer bestimmten Schulstufe verfiigen sollen
(Outputsteuerung) (vgl. Heugl & Peschek 2007, S. 3).

Bildungsstandards stehen somit in engem Zusammenhang mit dem Lehrplan
und der darauf basierenden Unterrichtsarbeit der Lehrer und Lehrerinnen.

Unter Zugrundelegung der Bildungsstandards sollen die Leistungen der Schii-
lerinnen und Schiiler beobachtet und analysiert werden. Auf Auferungen und
Fehler der Schiilerinnen und Schiiler soll bewusst und gezielt geachtet werden.
Auf Basis des Vergleichs der zu erlangenden und individuell erworbenen Kom-
petenzen soll eine bestmogliche individuelle Férderung der Schiilerinnen und
Schiiler sichergestellt werden (Forderungsfunktion).

Eine Standardisierung zielt aufferdem auf die Vergleichbarkeit und Messbar-
keit der erreichten Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler, um sie so in-
nerhalb Gsterreichweiter Anforderungen vergleichbar machen zu kénnen (vgl.
Erlauterungen zu den Bildungsstandards).

Standards erfiillen eine empirisch - diagnostische Funktion, die darin besteht,
zu verschiedenen Zeiten empirische Befunde zu liefern, wie der OQutput tatsich-
lich aussieht (Outputkontrolle) (vgl. Gotz & Peschek 2009, S. 163). Durch diese
vom Gesetzgeber vorgeschriebenen periodischen Standardsiiberpriifungen wird
die Evaluationsfunktion erfiillt (vgl. §3 Abs. 1 Z2 u. 3: 1. Verordnung: Bildungs-
standards im Schulwesen).

Laut §3 der 1. Verordnung der Bildungsstandards im Schulwesen sollen diese
Aufschliisse iiber den Erfolg des Unterrichts und iiber Entwicklungspotentiale
des Gsterreichischen Schulwesens liefern. Standardstests liefern fiir die beteilig-
ten Klassen Informationen dariiber, wie die jeweiligen Klassen im Osterreich-
weiten Vergleich, sowie im Vergleich zu anderen Klassen mit dhnlichen Rah-
menbedingungen bei den einzelnen Testaufgaben abgeschnitten haben. Eine
Diagnose dahingehend, ob landesweit besondere Stérken oder Schwéchen hin-
sichtlich bestimmter Ausprigungen der Inhalts-, Handlungs- bzw. Komplexi-
titsdimension! vorliegen, betrifft die Ebene des Bildungssystems. Lehrplanin-
derungen, neue Unterrichtsmaterialien (Schulbiicher) oder Mafsnahmen in der
Lehrer(innen)fortbildung und -ausbildung sind Moglichkeiten auf die Testergeb-
nisse zu reagieren (vgl. Gétz & Peschek 2009).

Bildungsstandards sind somit neue Elemente der Qualitidtssicherung und

lsiehe dazu 2.4



Qualitatsentwicklung im Schulwesen (vgl. Lucyshyn & Specht 2008, S. 319).

2.2 Standardsiiberpriifungen

Standardsiiberpriifungen werden an &ffentlichen und mit dem Offentlichkeits-
recht ausgestatteten Schulen der oben genannten Schularten und Pflichtfacher
im Abstand von drei Jahren durchgefithrt. Durch die gestellten Aufgaben, die
sich aus den Bildungsstandards ableiten lassen, wird die Kompetenzerreichung
der Schiiler(innen) gemessen. Die erworbenen Kompetenzen sollen mit den an-
gestrebten Lernergebnissen verglichen werden (vgl. §4: 1. Verordnung: Bildungs-
standards im Schulwesen).

Von der ,Outputkontrolle erwartet man verlédssliche Befunde iiber landes-
weite, schul- und auch klassenspezifische Stérken und Schwéchen 6sterreichischer
Schiilerinnen und Schiiler. Diese wiederum konnen eine Grundlage fiir zielgerich-
tete Bemithungen und Mafsnahmen zur entsprechenden Weiterentwicklung des
Unterrichts sein (vgl. Heugl & Peschek 2007, S. 3).

Die Ergebnisse von Standardsiiberpriifungen miissen den betroffenen Leh-
rer(innen) und der Schulleitung angemessen und informativ riickgemeldet wer-
den, sodass sie fiir die Qualitdtsentwicklung in den Schulen nutzbringend ver-
wendet werden konnen (vgl. Erlduterungen zu den Bildungsstandards). Konkre-
te Mafnahmen zur Qualitdtsentwicklung konnten zum Beispiel die Abhaltung
padagogischer Konferenzen oder Fachlehrer(innen)konferenzen, die Ausarbei-
tung von methodisch-didaktischen Konzepten oder von Konzepten fiir Weiterbil-
dungsmafinahmen fiir Lehrer(innen) und methodisch-didaktischer Erfahrungs-
austausch sein (vgl. Bildungsstandards in Mathematik). Die individuellen Er-
gebnisse der Standardsiiberpriifung diirfen nicht auf eine(n) bestimmte Schii-
ler(in) zuriickgefithrt werden konnen, aufser durch diese oder diesen selbst (vgl.
§4: 1. Verordnung: Bildungsstandards im Schulwesen).

Die Kompetenzmessungen decken nicht den gesamten Lehrstoff einzelner Un-
terrichtsgegenstidnde ab. Daher kénnen und diirfen sie nicht als Grundlage fiir die
Beurteilung der Leistungen von Schiilern und Schiilerinnen herangezogen wer-
den. Bildungsstandards richten sich priméir an den Lehrer und die Lehrerin, um
kompetenzorientierten Unterricht sowie kompetenzorientierte Forderung sicher
zu stellen (vgl. Erlduterungen zu den Bildungsstandards). Im Zuge der Uber-
priifung erhalten die Lehrkrifte Feedback {iber die Wirkung ihres Unterrichts.
Diese Ergebnisriickmeldungen koénnten Anreiz fiir Selbstreflexion und Verénde-
rung sein (vgl. Lucyshyn & Specht 2008, S. 318).

Die mathematischen Standards sind als Regelstandards konzipiert, das heifst,
dass durchschnittliche Schiilerinnen und Schiiler im Stande sein sollten, die ent-
sprechenden Aufgaben ,in der Regel“ erfolgreich zu 16sen (vgl. Gtz & Peschek
2009, S. 165). Diese Regelstandards beschreiben Ausprigungen von mathema-
tischen Kompetenzen, welche die Schiiler(innen) bis zur 8. Schulstufe entwickelt
haben sollen (vgl. Lucyshyn 2007, S. 77).
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In der 8. Schulstufe haben bereits im April und Mai 2009 im Rahmen so ge-
nannter Baseline- Testungen Uberpriifungen der Bildungsstandards in den Ge-
genstinden Deutsch, Englisch und Mathematik stattgefunden. An diesem Test
haben insgesamt 205 Schulen und 10 843 Schiiler(innen) teilgenommen, die nach
dem Prinzip einer geschichteten Zufallsstichprobe ausgew#hlt wurden. Diese
Baseline-Testung in der Sekundarstufe I verfolgt Ziele, die auf langfristige Qua-
litdtssicherung und Qualitdtsentwicklung im Osterreichischen Schulwesen aus-
gerichtet sind. Ausgangsdaten fiir die ab 2011/2012 regelméfig stattfindenden,
gesetzlich verankerten Standardsiiberpriifungen werden damit geliefert. Ergeb-
nisse dazu wird es aufgrund der grofen Anzahl von offenen Antwortformaten
und der daraus resultierenden Bearbeitungszeit erst im kommenden Jahr geben
(vgl. Baseline-Testung).

2.3 Bildungstheoretische Orientierung

Orientierung fiir die Auswahl von Standards gaben neben dem Lehrplan und
Erfahrungen und Einschitzungen von Lehrerinnen und Lehrern vor allem der
bildungstheoretische Rahmen (vgl. Peschek 2008, S. 636). Letzterer besteht aus
zwei einander erginzenden Anforderungen, der Lebensvorbereitung und der An-
schlussfihigkeit.

Bei der Lebensvorbereitung geht es darum, die Schiiler(innen) auf das Le-
ben in unserer Gesellschaft vorzubereiten und ihnen das Riistzeug mitzugeben,
das fiir eine selbstbestimmte und aktive Teilnahme am Leben in dieser Gesell-
schaft notwendig ist. Mathematische Standards, die sich an der Lebensvorbe-
reitung orientieren, werden sich nicht auf operative Aspekte der Mathematik
beschrinken koénnen, sondern miissen sich auf konstruktive (z. B. Modellbilden)
und kommunikative Aspekte der Mathematik (Darstellen, Interpretieren, Be-
griinden) konzentrieren, diese reflektieren und vernetzen. Gefordert wird eine
flexible Anwendung grundlegenden Wissens und Koénnens auf vielfiltige, auch
weniger vertraute Situationen.

Die Anschlussfiahigkeit fokussiert auf mathematisches Wissen und Koénnen
als Grundlage fiir eine weitere mathematische Ausbildung. Sowohl in weiter-
fiihrenden Schulen als auch in der Berufsausbildung und in spateren Berufen
werden aufbauende mathematische Anforderungen auftreten (vgl. Heugl & Pe-
schek 2007, S. 8).

2.4 Das Kompetenzmodell

Im Jahr 2007 hat das Gsterreichische Kompetenzzentrum fiir Mathematikdidak-
tik, welches ihren Sitz an der Universitit Klagenfurt hat, die Standards fiir
die mathematischen Féhigkeiten Osterreichischer Schiiler(innen) am Ende der 8.
Schulstufe herausgegeben.

Im Zentrum dieses Werks steht das Modell fiir mathematische Kompetenzen.
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Unter Kompetenzen versteht man ldngerfristig verfiigbare kognitive F&hig-
keiten und Fertigkeiten, die von Lernenden entwickelt werden kénnen und sie
befdhigen, bestimmte Tétigkeiten in variablen Situationen auszuiiben, sowie
die Bereitschaft, diese F#higkeiten und Fertigkeiten einzusetzen. Mathemati-
sche Kompetenzen kann man sich modellhaft als dreidimensionale Konstrukte
vorstellen, die sich auf mathematische Tétigkeiten, auf mathematische Inhal-
te und auf die Art und Komplexitdt der erforderlichen Vernetzung beziehen
(vgl. Peschek 2008). Sie haben somit eine Handlungsdimension (auf welche Art
von Téatigkeit sie sich beziehen), eine Inhaltsdimension (auf welche Inhalte sie
sich beziehen, also womit etwas getan wird) und eine Komplexititsdimension
(bezieht sich auf die Art und den Grad der Vernetzung).

Ein Modell mathe- Komplexitst
matischer Kompetenzen

(M3 1L K1
_d_.__,.-}-urllpt-h-m H3, 12 K2

/ Sa a7
math. Infealt H2

Abbildung 2.1: Kompetenzmodell

math Hondlung

Eine spezifische mathematische Kompetenz wird somit durch ein Tripel eines
bestimmten Handlungsbereichs, eines bestimmten Inhaltsbereichs und eines be-
stimmten Komplexitiitsbereichs charakterisiert und festgelegt (z. B. (H3,12,K2))?
(vgl. Heugl & Peschek 2007, S. 9).

2.4.1 Die Handlungsdimension

Auf welche Art von Tétigkeit sich mathematische Kompetenzen beziehen, wird
in der Handlungsdimension festgelegt. Fiir die mathematischen Standards am
Ende der 8. Schulstufe wurden folgende vier zentrale Tatigkeiten bzw. Tatig-
keitsbereiche identifiziert und als gleich bedeutsame Handlungsbereiche festge-
halten:

e H1 Darstellen und Modellbilden

e H2 Rechnen und Operieren

H3 Interpretieren

e H4 Argumentieren und Begriinden

2giehe dazu auch 2.4.1-2.4.3
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Darstellen und Modellbilden

Dem Standardskonzept osterreichischer Schiiler(innen) am Ende der 8. Schul-
stufe zufolge versteht man unter ,,Darstellen® die Ubertragung gegebener ma-
thematischer Sachverhalte in eine (andere) mathematische Représentation bzw.
Reprisentationsform.

sModellbilden* erfordert {iber das Darstellen hinaus in einem gegebenen
Sachverhalt die relevanten mathematischen Beziehungen zu erkennen, Annah-
men zu treffen und Vereinfachungen bzw. Idealisierungen vorzunehmen (vgl.
Heugl & Peschek 2007, S. 11).

Im Standardskonzept fiir die mathematischen Fahigkeiten Osterreichischer
Schiiler(innen) am Ende der 8. Schulstufe werden die Standards exemplarisch
durch Beispielaufgaben konkretisiert. Dem Handlungsbereich ,Darstellen und
Modellbilden* wird unter anderem folgendes Beispiel zugeordnet.

Gardasee
Im Ausschnitt einer Karte ist der Gardasee zu erkennen:
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i ' uhn? N l%g[
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/f/ 2 7

Abbildung 2.2: Gardasee

Aufgabe: Schitze mit Hilfe des Mafistabes den Flicheninhalt des Gardasees!
(Hinweis: Du kannst in der Karte zeichnen, wenn dir dies bei deiner Schitzung
hilft.)

13



Losung: Der Fliacheninhalt des Gardasees betréigt ca...... km~.

Durch die Zerlegung der geometrischen Figur ,Gardasee” in einfache geome-
trische Figuren, wie z. B. zwei Rechtecke, 14sst sich der Flécheninhalt ermitteln.
Die Aufgabe erfordert die Auswahl von geeigneten mathematischen Modellen
(geometrischen Figuren) sowie passender Mittel wie den Mafistab zur Abschét-
zung des Flicheninhalts (vgl. Heugl & Peschek 2007, S. 74).

Rechnen und Operieren

Beim ,,Rechnen’ geht es einerseits um die Durchfiihrung elementarer Rechen-
operationen mit konkreten Zahlen und andererseits um die regelhafte Umfor-
mung symbolisch dargestellter mathematischer Sachverhalte.

sOperieren‘ meint allgemeiner und umfassender die Planung sowie die kor-
rekte, sinnvolle und effiziente Durchfiihrung von Rechen- oder Konstruktions-
abldufen (vgl. Heugl & Peschek 2007, S. 11).

Eine Aufgabe zu diesem Handlungsbereich, wie sie auch im Konzept der
Standards vorkommt konnte lauten:

Gerade
Gegeben ist eine Gerade g und ein Punkt P.

Aufgabe: Konstruiere eine Gerade h, die normal zur Geraden g durch den
Punkt P verlduft (vgl Heugl & Peschek 2007, S. 77).

Loésung:

Abbildung 2.3: Gerade

Die Aufgabe erfordert das Konstruieren einer Normalen auf eine gegebene Ge-
rade durch einen gegebenen Punkt, wobei geometrisches Konstruieren eine ope-
rative Tatigkeit ist.
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Interpretieren

Nach Heugl & Peschek 2007, S. 12, versteht man unter ,,Interpretieren, aus
mathematischen Darstellungen Fakten, Zusammenhinge oder Sachverhalte zu
erkennen und darzulegen sowie mathematische Sachverhalte und Beziehungen
im jeweiligen Kontext zu deuten.

Kegel
Die angegebene Figur zeigt einen Kegel.

Ih-—-'
[P —

Abbildung 2.4: Kegel

Aufgabe: Was wird durch % (RzH — 7“2h) berechnet (vgl. Heugl & Peschek
2007, S. 85)7

Losung:

Die Losung der Aufgabe erfordert, in einer symbolischen Darstellung Zusam-
menhénge zu erkennen und diese im gegebenen Kontext zu deuten und gehort
somit dem Handlungsbereich ,Interpretieren” an.

Argumentieren und Begriinden

sArgumentieren® meint die Angabe von mathematischen Aspekten, die fiir
oder gegen eine bestimmte Sichtweise / Entscheidung sprechen. Argumentieren
erfordert eine korrekte und addquate Verwendung mathematischer Eigenschaf-
ten / Beziehungen, mathematischer Regeln sowie der mathematischen Fachspra-
che.

Unter Begriinden versteht man die Angabe einer Argumentation(skette),
die zu bestimmten Schlussfolgerungen / Entscheidungen fiihrt (vgl. Heugl &
Peschek 2007, S. 12).
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Flidcheninhalt
Claudia findet in einem Schulbuch folgende Grafik eines Trapezes ABC D:

D i C

Abbildung 2.5: Trapez

Darunter wird eine Formel fiir den Flicheninhalt angegeben:

(a—c)-h

A=c-h
c-h+ 5

Aufgabe: Erklire die angegebene Formel (vgl. Heugl & Peschek 2007, S. 91)!

Diese Aufgabe verlangt die mathematische Begriindung (Argumentationskette)
einer Formel.

Dieser letzte Handlungsbereich wird im Rahmen meiner Diplomarbeit einen
zentralen Stellenwert einnehmen.

2.4.2 Die inhaltliche Dimension

Die Inhalte wurden unter Bedachtnahme auf den derzeit giiltigen Lehrplan aus-
gewéhlt und nach innermathematischen Gesichtspunkten zu folgenden vier In-
haltsbereichen zusammengefasst:

e 11 Zahlen und Mafe
e 12 Variable, funktionale Abhéngigkeiten
e I3 Geometrische Figuren und Koérper

e 4 Statistische Darstellungen und Kenngrofien

Dem Inhaltsbereich 3 wird im Rahmen meiner Arbeit eine besondere Auf-
merksamkeit zukommen. Dieser Bereich sieht fiir den Mathematikunterricht eine
Auseinandersetzung mit grundlegenden geometrischen Begriffen, einfachen geo-
metrischen Figuren und Kérpern und deren Eigenschaften und Darstellung vor
(vgl. Heugl & Peschek 2007, S. 13).
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2.4.3 Die Komplexititsdimension

Mathematische Anforderungen, bzw. die zu ihrer Bewéltigung erforderlichen
Kompetenzen kénnen sich nicht nur hinsichtlich der erforderlichen Handlungen
und hinsichtlich des mathematischen Inhalts, sondern auch in Bezug auf die zu
bewiltigende Komplexitdt unterscheiden. Die Komplexitédtsdimension bezieht
sich auf die Anzahl und Verkniipfung der Denkschritte, die zur Bearbeitung
einer Aufgabe erforderlich sind (vgl. Lucyshin 2007, S. 76). Man entschied sich
fiir die Sekundarstufe I in dieser Dimension fiir drei Abstufungen (vgl. Heugl &
Peschek 2007, S. 14).

Problemstellungen der erste Stufe ,K1 Finsetzen von Grundkenninissen und
-fertigkeiten® erfordern lediglich die direkte Anwendung eines Begriffes, Satzes
oder Verfahrens bzw. die Ausfithrung einer elementaren mathematischen Tatig-
keit.

Bei Aufgabenstellungen des Komplexitéitsniveaus ,,K2 Herstellen von Ver-
bindungen® wird eine geeignete Kombination und Vernetzung mehrerer mathe-
matischer Begriffe, Sétze oder Téatigkeiten gefordert.

Andere Aufgaben, die ein Nachdenken iiber Eigenschaften und Zusammen-
héange, die am gegebenen mathematischen Sachverhalt nicht unmittelbar erkenn-
bar sind, erfordern (Reflektieren), fallen in den Komplexitétsbereich 3 ,Finsetzen
von Reflerionswissen und Reflektieren”. Reflektieren umfasst das Nachdenken
iiber eine mathematische Vorgehensweise, iiber Vor- und Nachteile von Dar-
stellungen /Darstellungsformen bzw. iiber mathematische Modelle im jeweiligen
Kontext, sowie das Nachdenken iiber Interpretationen, Argumentationen oder
Begriindungen.

Reflexionswissen ist ein Wissen iiber Mathematik, das sich anhand entspre-
chender Nachdenkprozesse entwickelt. Reflexionswissen kann sichtbar werden
durch Dokumentation von Lésungswegen, durch entsprechende Entscheidungen
oder durch entsprechende Argumentationen und Begriindungen (vgl. Heugl &
Peschek 2007, S. 14). Von der Komplexitét zu unterscheiden ist der Begriff der
Schwierigkeit. Ob etwas als schwierig empfunden wird, hiingt sehr wesentlich
von den Vorkenntnissen und Vorerfahrungen des einzelnen Schiilers/der einzel-
nen Schiilerin ab und ist somit individuumsbezogen (vgl. Lucyshin 2007, S. 76).

17



Kapitel 3
Zentralmatura

Am 17. November 2009 wurde vom Nationalrat ein Gesetz verabschiedet, das die
Einflihrung einer standardisierten, kompetenzorientierten (schriftlichen) Reife-
priifung (,Zentralmatura®) in der AHS ab dem Schuljahr 2013/2014 und fiir die
BHS ab dem Schuljahr 2014/2015 vorschreibt. Wie auch bei den Bildungsstan-
dards sollen die zentralen Aufgabestellungen bei den abschliefsenden Priifungen
zu einer stirkeren und nachhaltigeren Ergebnisorientierung der Planung und
Durchfiihrung von Unterricht fithren.

Die Vorarbeiten auf dem Weg zu einer standardisierten Reifepriifung, wie
zum Beispiel die Entwicklung von Aufgabenbeispielen und die Information und
Betreuung der Pilotschulen, werden vom BIFIE (Bundesinstitut fiir Bildungsfor-
schung, Innovation & Entwicklung des dsterreichischen Schulwesens) in Zusam-
menarbeit mit dem fachdidaktischen Kompetenzzentren (AECC) an der Univer-
sitdt Klagenfurt (Mathematik und Deutsch) und dem Fachdidaktikzentrum fiir
Naturwissenschaften West der Universitét Innsbruck unter Einbeziehung von
Praktikerinnen und Praktikern geleistet (vgl. BIFIE, Neue Reifepriifung).

Am 13.7.2008 wurde zwischen dem Bundesministerium fiir Unterricht, Kunst
und Kultur (vertreten durch das BIFIE) und dem AECC-M (Austrian educa-
tional competence centre for mathematics), dem Osterreichischen Kompetenz-
zentrum fiir Mathematikdidaktik, ein Werkvertrag abgeschlossen, in dem das
AECC-M mit der Konzeption, Vorbereitung, Durchfithrung, Begleitung, Unter-
stiitzung und Evaluation eines Schulversuchs ,Standardisierte schriftliche Reife-
priffung in Mathematik an AHS betraut worden ist. Dabei soll die schriftliche
Reifepriifung in Mathematik anhand zentral gestellter Aufgaben erfolgen (vgl.
Peschek, Fischer, Heugl & Liebscher 2009, S. 3).

3.1 Funktionen und Ziele

Anlass fiir die Entwicklung einer zentralen schriftlichen Reifepriifung in Ma-
thematik gaben unter anderem die Kritikpunkte an der traditionellen Reife-
priifung. Zum einen ist die mangelnde Vergleichbarkeit zu nennen. Die tradi-
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tionelle schriftliche Reifepriifung (sRP) wird von den jeweiligen Lehrerinnen
und Lehrern individuell unterschiedlich gestaltet und die Leistungen der Ma-
turant(inn)en sehr unterschiedlich bewertet. Dadurch sind die Anforderungen
und Bewertungen der sRP bei verschiedenen Lehrer(inne)n kaum miteinander
vergleichbar. Ein gemeinsames geteiltes mathematisches Wissen und Koénnen ist
dadurch ebenso wenig identifizierbar. In engem Zusammenhang damit steht die
Objektivitit der Beurteilung, die im Rahmen der traditionellen Reifepriifung
nicht, bzw. nur unzureichend gegeben ist.

Ein zentraler Kritikpunkt ist weiters die deutliche Dominanz des Operativen
und einer rezeptartigen Reproduktion. Sowohl bei Schularbeiten als auch bei der
traditionellen sRP werden vorrangig kurzfristig verfiigbare mathematische Fa-
higkeiten abgepriift. Seltener werden Kompetenzen, also langerfristig verfiighare
F&higkeiten und Dispositionen, verlangt.

Diesen Kritikpunkten der traditionellen sRP soll in einer zentralen sPR
Rechnung getragen werden. Bei einer sRP, bei der die Aufgaben zentral ge-
stellt werden, wird ein Teil der Leistungsanforderungen vereinheitlicht. So wird
eine bundesweite objektive Leistungsanforderung geschaffen.

Durch die zentrale Bewertung der Arbeiten kénnte auch eine Objektivitét
beziiglich der Beurteilung erreicht werden. Diese ist durch klassenfremde Be-
gutachter(innen), durch Zweitbegutachter(innen) oder auch durch kontrollierte
Begutachtungen durch die Klassenlehrer(innen) auf der Basis von genauen Kor-
rekturanleitungen' moglich.

Bei der neuen sRP in Mathematik werden grundlegende mathematische Fa-
higkeiten gepriift, die allen Schiiler(inne)n langerfristig verfiigbar sein sollen.
Diese Kompetenzen werden im Projekt der standardisierten schriftlichen Reife-
priifung als ,,Grundkompetenzen® bezeichnet. Somit ist das wesentliche Ziel einer
zentralen sRP aus Mathematik die Sicherung mathematischer Grundkompeten-
zen fiir alle Osterreichischen Maturant(inn)en (vgl. Peschek, Fischer, Heugl &
Liebscher 2009, S. 3).

3.2 Bildungstheoretische Orientierung

Fiir die Identifizierung von Grundkompetenzen, die bei der sSRP einen zentralen
Stellenwert einnehmen werden, sind neben dem Lehrplan fiir den Mathematik-
unterricht an der AHS vor allem bildungstheoretische Uberlegungen leitend.

Das Kernstiick der bildungstheoretischen Orientierung der zentralen sRP
bildet, wie auch bei den Bildungsstandards der 8. Schulstufe, die Lebensvorbe-
reitung.

Lebensvorbereitung in weiterfithrenden Schulen meint die Befdhigung zur
Kommunikation mit Expert(inn)en und der Allgemeinheit. Die Schiiler(innen)
sollten in der Lage sein, sich Meinungen von Expert(inn)en einzuholen, diese zu
verstehen, Expertisen verstéindlich zu erkldren und Vorschlige fiir die Bewer-
tung und Integration von Expert(inn)enmeinungen zu entwickeln. Eine solche

Lsiehe dazu auch 1. Pilottest
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Kommunikationsfahigkeit wird als entscheidendes Orientierungsprinzip fiir die
Auswahl von Inhalten und daran gebundener Kompetenzen gesehen.

Fiir die Verstindigung mit Expert(inn)en sind fundierte Kenntnisse beziig-
lich grundlegender (mathematischer) Begriffe, Konzepte, Darstellungsformen
und Anwendungsgebiete notwendige Voraussetzungen. Dies wird im Konzept
der standardisierten schriftlichen Reifepriifung aus Mathematik als ,Grundwis-
sen“ bezeichnet. Zusétzlich zum Grundwissen soll den Schiilerinnen und Schii-
lern in hoheren Schulen Reflexionswissen vermittelt werden, um Expert(inn)en-
meinungen zu beurteilen und in den jeweiligen Problemkontext zu integrieren.

Im Mathematikunterricht kénnen neben dem numerischen Taschenrechner
auch andere elektronische Medien zum Einsatz kommen. Dadurch werden kom-
plexere Operationen auf das Medium ausgelagert und eine Schwerpunktverla-
gerung vom Operieren zum Nutzen von Grundwissen und zum Reflektieren ist
moglich. Elektronische Medien unterstiitzen auch die Visualisierung abstrakter
Objekte und Beziehungen?.

Der Mathematikunterricht an weiterfithrenden Schulen sollte bildungstheore-
tisch nicht als blofe Weiterfiihrung des Mathematikunterrichts der Pflichtschule
— nur mit anderen Inhalten — begriindet werden. Neben neuen Inhalten, die die
Kommunikation mit Expert(inn)en erleichtern, und einem verstirkten Einsatz
von Computertechnologie sind es vor allem héhere Anspriiche hinsichtlich Re-
flexion und Kommunikation, die den Mathematikunterricht an héheren Schulen
von jenem in der Pflichtschule unterscheidet.

Die sRP wird auf ein reflektiertes Grundwissen und dessen flexible Nutzung
(vor allem in Kommunikationssituationen) fokussieren.

3.3 Das Projekt

An ausgewahlten Pilotschulen wird im Schuljahr 2011/2012 die Neue Reifeprii-
fung als Schulversuch durchgefiihrt. Orientiert am zentralen Ziel der Sicherung
von Grundkompetenzen werden dabei grundlegende mathematische Fahigkeiten
getestet, die allen Schiilerinnen und Schiilern langfristig verfiigbar sein sollen.
Die zentrale sRP wird vier Stunden dauern und sich in zwei Teile gliedern.

Der erste Teil fokussiert auf Grundkompetenzen, wobei weder Eigenstidndig-
keit noch die Fahigkeit zur selbstiandigen Anwendung des Wissens und Konnens
erforderlich sind.

Die Aufgaben im zweiten Teil zielen ebenfalls auf Grundkompetenzen ab, sie
erfordern jedoch eine selbstindige Anwendung derselben in weniger vertrauten
Situationen. Auch weitgehende Reflexionen und umfassendere, iibergreifende
und aufwindigere Problemstellungen als im ersten Teil werden gefordert (vgl.
BIFIE, Neue Reifepriifung in Mathematik).

2siehe dazu auch 5.7 Beweisen mittels dynamischer Geometriesoftware
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Ahnlich wie bei den Bildungsstandards werden vier Inhaltsbereiche unter-
schieden:

o Algebra und Geometrie
e Funktionale Abhéngigkeiten
e Analysis

o Wahrscheinlichkeit und Statistik

Zu jedem dieser Inhaltsbereiche wurden Grundkompetenzen identifiziert. In
der Trigonometrie, die dem Inhaltsbereich ,,Algebra und Geometrie“ angehort,
werden folgende Grundkompetenzen gefordert:

e Definitionen von sin («), cos («), tan (o) im rechtwinkeligen Dreieck ken-
nen und einsetzen koénnen,

e Rechtwinkelige Dreiecke mithilfe dieser Definitionen auflésen kénnen,

e Definitionen von sin («), cos («) fiir o > 90° kennen und einsetzen kénnen.

Eine typische Aufgabe zu diesem Inhalts- und Kompetenzbereich, wie sie
auch im Konzept der standardisierten schriftlichen Reifepriifung vorkommt (vgl.
Peschek, Fischer, Heugl & Liebscher 2009, S. 17), lautet folgendermafen:

Schatten
Die Sonnenstrahlen treffen unter einem Winkel von « auf die Erdoberfliche und
bewirken, dass ein Kirchturm der Hohe h einen Schatten der Linge s wirft.

Aufgabenstellung: Geben Sie eine Formel an, mit der man bei bekanntem
Einfallswinkel o und bekannter Schattenldnge s die Hohe h des Kirchturms er-
mitteln kann!

Diese Aufgabe kann man dem ersten Teil einer schriftlichen Reifepriifung zu-
ordnen, da sie keine selbsténdige Anwendung in weniger vertrauten Situationen
erfordert.

Anders ist dies bei folgender Aufgabe, die dem zweiten Teil angehort (vgl. Pe-
schek, Fischer, Heugl & Liebscher 2009, S. 21).

Trapez:
Gegeben sei die Formel fiir die Fliache des Trapezes:
a—+c
A= -h
2

Aufgabenstellung: Erldutern Sie, wie man aus der angegebenen Formel Fla-
chenformeln fiir drei andere bekannte ebene Figuren erhalten kann!
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Der zentralen sRP im Mai 2012 im Schulversuch geht eine Pilotphase vor-
aus, die seit Janner 2010 im Gange ist. Diese umfasst unter anderem die Be-
treuung und Beratung der Pilotschulen durch regionale Arbeitsgruppen. Durch
die Kooperation mit den Lehrerinnen und Lehrern sollen Grundkompetenzen
und prototypische Aufgaben ausgehandelt, weiterentwickelt und konkretisiert
werden. Im Rahmen dieser Pilotphase gibt es vier Pilottests an betreuten und
vier Vergleichstests an nicht betreuten Schulen (vgl. Peschek, Fischer, Heugl &
Liebscher 2009, S. 53).

In der Woche vom 1.-5. Mérz 2010 wurde der erste Pilottest an den Pilotschu-
len und in den Vergleichsschulen in den beiden Folgewochen zu den Inhalten
der 5. Klasse durchgefiihrt. Beteiligt daran haben sich 20 Pilotschulen mit 49
Klassen und 994 Schiiler(inne)n (vgl. Ergebnisse, 1. Pilottest). Auferdem wur-
den auch acht Vergleichsschulen mit 21 Klassen und 369 Schiiler(inne)n getestet
(vgl. Ergebnisse, 1. Pilottest in den Vergleichsschulen).

In allen Klassen wurden zwei verschiedene Testhefte A7 und B1 ausgegeben
mit jeweils zehn Aufgaben zu den Inhalten des Lehrplans der 5. Klasse AHS.
Zwei der zehn gestellten Aufgaben beider Testhefte gehéren dem Bereich der
Trigonometrie an.

Die Aufgabe ,,Winkelbeispiele“ des ersten Pilottests lautet wie folgt:

In der folgenden Tabelle sind in jeder Zeile zwei Bedingungen fiir einen Winkel
angegeben.

Aufgabenstellung: Geben Sie in jeder Zeile einen konkreten Wert fiir den
Winkel so an, dass beide in dieser Zeile angegebenen Bedingungen erfiillt sind
(vgl. Testheft A 1)!

Bedingungen Winkelbeispiel
sin (o) > 0 cos (o) >0 o=
sin (B)=0 cos (Py<0 =t
sin (y)=0,5 cos (=0 Y=
sin () > 0.5 cos (8)< 0 0=

Abbildung 3.1: Winkelbeispiele

Die Lehrerinnen und Lehrer erhielten eine Korrekturanleitung zu den bei-
den Testheften mit Hilfe derer sie die Arbeiten der Schiilerinnen und Schiiler
korrigieren mussten.
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Im Falle der Aufgabe ,Winkelbeispiele” sieht die Korrekturanleitung so aus:

Losung:
Bedingungen Winkelbeispiel | weitere Losungen fiir o < 3607
sin () >0 cos () >0 a= 42° 0° < o < 90°
sin (B)=0 cos (By<0 p=180°
sin (y)=0.5 cos (y) >0 y= 30°
sin (8)> 0.5 cos (8) <0 8= 112° 00° < § < 150°

Abbildung 3.2: Korrekturanleitung

Bemerkung: Die Aufgabe gilt auch dann als richtig gelost, wenn mehrere ge-
eignete Winkel bzw. ein geeignetes Intervall angegeben werden (vgl. Korrektur-
anleitung A 1).

Dieser erste Pilottest wurde in der Regel ohne besondere Vorbereitung durch-
gefithrt und ist daher als eine Erhebung der Ist-Situation gedacht. Die Ergeb-
nisse der Pilot-und Vergleichsschulen sehen sehr dhnlich aus und die Testergeb-
nisse stiitzen die Annahme der Projektgruppe, dass die Osterreichischen Schii-
ler(innen) bei den Grundkompetenzen zum Teil betrachtliche Defizite aufweisen.
Die Aufgabe ,Winkelbeispiele wurde zum Beispiel von nur 21% der 508 Schii-
ler(innen), die das Testheft A 1 erhielten, richtig gelost (vgl. Ergebnisse, 1.
Pilottest). Auch in den Vergleichsschulen konnten diese Aufgabe nur 27% der
194 Schiiler(innen) richtig losen (vgl. Ergebnisse, 1. Pilottest in den Vergleichs-
schulen).

Die Auswertungen der Tests, die die Klassenlehrer(innen) durchfiihrten, werden
von den Mitarbeiter(inne)n iiberpriift und die Ergebnisse mit den jeweiligen
Klassenlehrer(inne)n besprochen und im Hinblick auf zielfiihrende unterrichtli-
che Mafinahmen diskutiert. Drei weitere Pilottests mit entsprechender Vor- und
Nachbereitung sollen im Oktober 2010 (zu den Inhalten der 5. und 6. Klasse),
im Oktober 2011 (zu den Inhalten der 5., 6. und 7. Klasse) und im Februar 2012
(zu den Inhalten der 5.-8. Klasse) durchgefiihrt werden.

23



Kapitel 4

Bildungsstandards —
Zentralmatura

Eine Gemeinsamkeit der Standards fir die mathematischen Fdhigkeiten dster-
reichischer Schiler(innen) am Ende der 8. Schulstufe und der standardisierten
(kompetenzorientierten) schriftlichen Reifeprifung aus Mathematik liegt schon
in den Wurzeln bzw. in der Projektentwicklung. Das Osterreichische Kompe-
tenzzentrum fiir Mathematikdidaktik wurde unter anderem mit der Konzeption
und Explizierung der Standards bzw. Grundkompetenzen und der Entwicklung
prototypischer Aufgaben fiir beide Projekte betraut.

Ein zentrales Ziel einer standardisierten Reifepriifung ist eine stérkere Ob-
jektivitat, wodurch Bildungsabschliisse besser vergleichbar werden. Standards-
iiberpriifungen am Ende der 8. Schulstufe zielen ebenfalls auf die Gsterreich-
weite Vergleichbarkeit und Messbarkeit der erreichten Kompetenzen der Schii-
ler(innen). Die Aufgabenstellungen bei den abschliefenden Priifungen sollen also
zu einer nachhaltigen Ergebnisorientierung der Planung und Durchfiithrung von
Unterricht fithren. Durch die Einfithrung von Standards und die Etablierung
von Kompetenzen soll also gewihrleistet werden, dass Objektivitédt, Transpa-
renz und Vergleichbarkeit erhoht werden.

Im Zentrum beider Konzepte steht die Sicherung von mathematischen Kom-
petenzen, die im Falle der Zentralmatura als Grundkompetenzen bezeichnet wer-
den. Dadurch soll bei Schiiler(inne)n sowohl am Ende der 8. Schulstufe, als auch
bei der Reifepriifung ein gemeinsam geteiltes Wissen und Kénnen gewihrleistet
werden. Gegenstand von Standardsiiberpriifungen und schriftlichen Reifeprii-
fungen sind jene kognitiven Féhigkeiten, die allen Schiiler(inne)n lingerfristig
verfiigbar sein sollen ((Grund-)Kompetenzen), und die befdhigen, bestimmte
Téatigkeiten in variablen Situationen auszuiiben.

Eine Grundlage fiir die Identifizierung von (Grund-)Kompetenzen gab die
Bildungstheoretische Orientierung unter Bedachtnahme auf den derzeit giiltigen
Lehrplan. In beiden Konzepten werden die Inhalte unter Beriicksichtigung der
derzeit giiltigen Lehrpléne nach innermathematischen Gesichtspunkten zu vier
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Inhaltsbereichen zusammengefasst. Bildungstheoretische Orientierungen zu den
einzelnen Inhaltsbereichen und die Lehrplane sind leitend fiir die Auswahl der
Inhalte und der daran gebundenen Kompetenzen.

Bei der Identifikation und Festlegung von Standards ist die Lebensvorbe-
reitung ein entscheidendes Orientierungsprinzip. In der Pflichtschule versteht
man darunter die Ausstattung der Schiiler(innen) mit jenem Wissen und Koén-
nen, das fiir eine selbstbestimmte und aktive Teilnahme am Leben in unserer
Gesellschaft wichtig ist. An weiterfiihrenden Schulen ist dies die Kommunika-
tion mit Expert(inn)en, fiir die Grund- und Reflexionswissen erforderlich ist.
Bildungstheoretisch zeichnet sich der Mathematikunterricht an héheren Schu-
len (AHS-Oberstufe bzw. BHS) im Vergleich zur Pflichtschule durch hoéhere
Anforderungen hinsichtlich Reflexion, Kommunikation und einem verstarkten
Einsatz von Computertechnologie aus. Die Anschlussfdhigkeit, ein zweites Ori-
entierungsprinzip fiir die Auswahl von Inhalten und Kompetenzen, meint in der
AHS-Unterstufe, der Hauptschule und der KMS die Vorbereitung auf eine wei-
terfilhrende Schule oder auf die mathematische Anforderungen in einer spéteren
Berufsausbildung oder im Beruf.

Die Anschlussfahigkeit ist natiirlich auch in der AHS-Oberstufe und BHS
von grofler Bedeutung. In der AHS sollen die Lernenden ein mathematisches
Niveau erreichen, das fiir bestimmte Studienrichtungen an den Universititen
und Fachhochschulen vorausgesetzt wird. Die Ausbildung an Berufsbildenden
hoheren Schulen zielt desweiteren auch auf Berufe, in denen mathematisches
Wissen angewandt werden muss. Man denke dabei nur an hohere technische
Lehranstalten oder Handelsakademien.

Im Kompetenzmodell der Bildungsstandards wird explizit zwischen
Handlungs-, Inhalts- und Komplexitdtsbereich unterschieden (siehe Abschnitt
2.4).

Handlungs- und Komplexititsbereiche werden im Konzept der Zentralmatu-
ra nicht so konkret herausgearbeitet, implizit kommen sie jedoch sowohl in der
allgemeinen Bildungstheoretischen Orientierung als auch in der zu den einzelnen
Inhaltsbereichen und in den prototypischen Aufgaben zum Ausdruck.

Ein entscheidender Unterschied zwischen der Zentralmatura und den Bil-
dungsstandards liegt in der Leistungsbeurteilung. Der zentralen schriftlichen
Reifepriifung miissen die Festlegungen der Beurteilungsstufen bzw. Noten der
Leistungsbeurteilungsverordnung zugrunde gelegt werden. Auf der anderen Sei-
te diirfen Bildungsstandards bzw. die Ergebnisse der Standardsiiberpriifungen
nicht zur Leistungsbeurteilung herangezogen werden. Der Lehrplan regelt was
im Unterricht behandelt werden soll und liegt der Unterrichtsarbeit zugrunde.
Er beinhaltet konkret formulierte Bildungsziele und zu vermittelnde Lehrinhalte
auf den einzelnen Schulstufen. Grundlage fiir die Leistungsbeurteilung ist also
einzig und allein der Lehrplan. Die Leistungsbeurteilungsverordnung bezieht
sich wie man in folgendem Ausschnitt sehen kann daher auf den Lehrplan:
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Mit ,Sehr gut“ sind Leistungen zu beurteilen, mit denen der Schii-
ler die nach Mafgabe des Lehrplanes gestellten Anforderungen in der
Erfassung und in der Anwendung des Lehrstoffes sowie in der Durch-
filhrung der Aufgaben in weit iiber das Wesentliche hinausgehendem
Ausmafs erfiillt und, wo dies mdglich ist, deutliche Eigensténdigkeit
beziehungsweise die Fahigkeit zur selbstindigen Anwendung seines
Wissens und Konnens auf fiir ihn neuartige Aufgaben zeigt (Lei-
stungsbeurteilungsverordnung §14).

Im Gegensatz zum Lehrplan regeln Bildungsstandards, iiber welche fachbe-
zogenen Kompetenzen Schiiler(innen) am Ende der 8. Schulstufe verfiigen sollen.
Sie decken jedoch nicht den gesamten Lehrstoff einzelner Unterrichtsgegenstinde
ab und koénnen daher nicht zur Leistungsfeststellung herangezogen werden.

So wie bei den Bildungsstandards wird auch im Konzept der standardisierten
schriftlichen Reifepriifung geregelt, was Schiiler(innen) am Ende der AHS bzw.
bei der Matura kénnen sollen.

Bei den Standardsiiberpriifungen am Ende der achten Schulstufe werden
Aufgaben gestellt, die durchschnittliche Schiiler(innen) in der Regel 16sen kon-
nen. Es wird also nicht davon ausgegangen, dass alle Schiiler(innen) in der Lage
sind, den Grofsteil der Aufgaben zu l6sen: Regelstandards.

Anders ist dies bei der standardisierten schriftlichen Reifepriifung. Alle Schii-
ler(innen) miissen zumindest ,[...] alle Anforderungen in der Erfassung und in
der Anwendung des Lehrstoffes sowie in der Durchfithrung der Aufgaben in den
wesentlichen Bereichen iiberwiegend erfiillen [...], um die Priifung zu bestehen*
(Leistungsbeurteilungsverordnung §14). Die Anforderungen fiir ein Geniigend
wiirden dafiir sprechen, dass es sich bei den gestellten Aufgaben bei der Zentral-
matura um Mindeststandards handelt. Durch die weiteren Beurteilungsstufen
ergibt sich hier eine Mischform aus Regel- und Mindeststandards.

Durch einen Unterricht, der sich an den zu vermittelnden Kompetenzen ori-
entiert, die im Bildungsstandardskonzept gefordert werden, wird einerseits ein
guter Grundstein fiir weiterfilhrende Schulen gelegt. Aus der Aufgabenstellung
ist ersichtlich, dass es erforderlich ist, den Stoff zu verstehen in dem Sinne, dass
er in einer neuen Situation erkannt bzw. angewendet werden kann, da keine
rezeptartige Reproduktion gefragt ist. Inhalte die auf diese Weise wirklich ver-
standen werden, sind auch langfristig verfiighar, was eine gute Voraussetzung fiir
einen Unterricht, der die Lernenden auf die Zentralmatura vorbereitet, darstellt.
Abgesehen von der Anschlussféhigkeit hat man nicht nur fiir die Schularbeit
bzw. fiir die Matura gelernt, sondern auch fiir das Leben (Lebensvorbereitung),
da wie das Wort , Kompetenzen“ schon sagt, das Wissen und die kognitiven Fa-
higkeiten eben ldngerfristig verfiigbar sein sollen. Auch nach der Schulzeit bzw.
nach dem Mathematikunterricht sollte man von der Mathematik, die man jahre-
lang im Unterricht erlebt hatte, einen Nutzen ziehen kdnnen. Es zeigt sich also,
dass die alte Lehrplanforderung nach der ,,Sicherung des Unterrichtsertrags® hier
sowohl durch die Einfiihrung der Bildungsstandards als auch der kompetenzori-
entierten schriftlichen Reifepriifung nicht nur kriftig unterstiitzt, sondern sogar
erweitert wird.
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Kapitel 5

Begrunden

Die Begriffe ,Beweisen®, | Begriinden“ und ,,Argumentieren” werden in der Lite-
ratur sehr unterschiedlich verwendet und definiert. Auf der einen Seite schreiben
Lorbeer & Reiss, dass Beweisen eine Form des Begriindens sei (vgl. Lorbeer &
Reiss 2009, S. 22).

Auf der anderen Seite bedeutet Begriinden jedoch auch, eine Aussage durch
logisches Zuriickfiihren auf gesicherte Sidtze und Definitionen in ein deduktives
System einordnen (vgl. Goldberg 2002, S. 9). Ein Beweis besteht ebenfalls aus
einer Kette deduktiver Schliisse, die von den Voraussetzungen zur Behauptung
fiihrt und dabei nur bekannte bzw. zuvor gezeigte Aussagen als Argumente in
den deduktiven Schliissen verwendet (vgl. Ufer, Heinze, Kuntze & Rudolph-
Albert 2009, S. 34).

Ebenso versteht man unter Begriinden, andere und sich selbst durch logisches
Verbinden einzelner Argumente von der Richtigkeit einer Aussage zu iiberzeu-
gen. Begriinden bedeutet somit Uberzeugen durch geeignete Argumente (vgl.
Goldberg 2002, S. 9).

Kennzeichnend fiir das Begriinden eines Sachverhaltes ist das Herstellen von
Beziehungen zu anderen Sachverhalten (vgl. Biirger 1998, S. 586). Zum Finden
eines Beweises miissen mehrere Argumente betrachtet und kombiniert werden
(vgl. Ufer, Heinze, Kuntze & Rudolph-Albert 2009, S. 34). Beweisen und Be-
griinden kann somit nur bedingt bzw. gar nicht voneinander getrennt werden.

Aus diesen im Grunde dhnlichen Definitionen ist ersichtlich, dass die Be-
griffe ,Beweisen“ und ,Begriinden” in der Literatur oft fiir die selbe Tatigkeit
verwendet werden.

Deshalb werde auch ich in meiner Diplomarbeit die beiden Begriffe als iden-
tisch betrachten und verwenden.

Begriindungen und Beweise bestehen wiederum aus einer Argumentations-
kette, die zu bestimmten Schlussfolgerungen und Entscheidungen fiihrt.

Das Beweisen, Begriinden und Argumentieren ist sowohl im Lehrplan der

AHS (Unter- und Oberstufe), der Kooperativen Mittelschule bzw. der Haupt-
schule als auch in den Bildungsstandards verankert. Auch bei der standardisieren
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schriftlichen Reifepriifung sollen diese Kompetenzen einen zentralen Stellenwert
einnehmen.

Im derzeit giiltigen Lehrplan der AHS-Unterstufe und der Hauptschule (vgl.
Lehrplan fiir AHS-Unterstufe, S. 1) bzw. Kooperativen Mittelschule wird im Ab-
schnitt Bildungs- und Lehraufgabe gefordert, dass Schiilerinnen und Schiiler in
Verfolgung entsprechender Lernziele produktives geistiges Arbeiten, Argumen-
tieren und exaktes Arbeiten, kritisches Denken, Darstellen und Interpretieren
als mathematische Grundtatigkeit durchfithren sollen.

Der Abschnitt Unterrichtsziele und Unterrichtsinhalte erlautert die mathe-
matische Grundtétigkeit des Argumentierens und exakten Arbeitens als prézi-
ses Beschreiben von Sachverhalten, Eigenschaften und Begriffen (Definieren);
Arbeiten unter bewusster Verwendung von Regeln; Begriinden (Beweisen); Ar-
beiten mit logischen Schlussweisen; Rechtfertigen von Entscheidungen (etwa der
Wahl eines Losungsweges oder einer Darstellungsform) (vgl. Gotz & Sattlberger
2009, S. 98).

Der aktuelle Lehrplan der AHS-Oberstufe schreibt im Bereich der mathema-
tischen Kompetenzen vor, dass die Schiilerinnen und Schiiler kritisch-
argumentativ arbeiten sollen, wobei damit Aktivitdten gemeint sind, die mit
Argumentieren, Hinterfragen, Ausloten von Grenzen und Begriinden zu tun ha-
ben. Das Beweisen heuristisch gewonnener Vermutungen ist ein Schwerpunkt
dieses Téatigkeitsbereichs. Im Bereich der Aspekte der Mathematik wird gefor-
dert, dass die Fahigkeit zum Argumentieren, Kritisieren und Urteilen entwickelt,
sowie die sprachliche Ausdrucksfihigkeit geférdert werden soll (Lehrplan 2004,
S. 1).

Wie schon oben erwdhnt findet man im Konzept der Bildungsstandards im
Handlungsbereich ,Begriinden und Argumentieren” eine sehr genaue Beschrei-
bung der zugehorigen Kompetenzen. Laut Heugl und Peschek sind charakteri-
stische Tatigkeiten z. B.:

e Mathematische Argumente nennen, die fiir oder gegen die Verwendung
eines bestimmten mathematischen Begriffs, eines Modells oder einer Dar-
stellung(sform), fiir oder gegen einen bestimmten Losungsweg bzw. eine
bestimmte Losung, fiir oder gegen eine bestimmte Interpretation sprechen

e die Entscheidung fiir die Verwendung eines bestimmten mathematischen
Begriffs, eines Modells, eines Losungswegs, fiir eine Darstellung(sform),
eine bestimmte Losung oder eine bestimmte Sichtweise/Interpretation ar-
gumentativ belegen

e mathematische Vermutungen formulieren und begriinden (aufgrund de-
duktiven, induktiven oder analogen Schliefiens)

e mathematische Zusammenhénge (Formeln, Sétze) herleiten oder beweisen

e zutreffende und unzutreffende mathematische Argumentationen bzw. Be-
griindungen erkennen; begriinden, warum eine Argumentation oder Be-
griimdung (un-)zutreffend ist (vgl. Heugl & Peschek 2007, S. 12).
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Auch in der Komplexitidtsdimension wird das Argumentieren und Begriinden
zweifach genannt. Die hochste Komplexitétsstufe ,Finsetzen von Reflexionswis-
sen und Reflektieren meint unter anderem das Nachdenken iiber (vorgegebene)
Interpretationen, Argumentationen oder Begriindungen bzw. soll Reflexionswis-
sen durch Dokumentation von Losungswegen, durch entsprechende Entscheidun-
gen, oft aber auch durch entsprechende Argumentationen und Begriindungen
sichtbar werden (vgl. Gotz & Sattlberger 2009, S. 100).

5.1 Warum soll im Mathematikunterricht begriin-
det werden?

Eine Begriindung bestétigt zunichst, dass eine Behauptung gilt ( Verifizierungs-
funktion). Sie zeigt weiter auf, warum eine Behauptung gilt und insbesondere
unter welchen Voraussetzungen sie gilt (vgl. Weigand 2009 et al., S. 37).

Fiir den Mathematikunterricht ist zum einen die zusammenhangstiftende
Funktion zu nennen. Durch die Begriindung soll erkannt werden, dass etwas
aus etwas anderem hergeleitet werden kann (vgl. Malle 2002, S. 4). Wenn Schii-
ler(innen) Handlungen bzw. Gedankenschritte begriinden sollen, so sind sie ge-
zwungen, Zusammenhinge und Beziehungen durchzudenken, ihre Uberlegungen
zu prizisieren und darzustellen, wodurch diese Uberlegungen stirker ins Be-
wusstsein riicken. Argumentieren kann dadurch zu {iberlegtem Arbeiten und zu
praziserem Denken fithren.

Das Uberdenken von GesetzmiRigkeiten und Beziehungen und das Darstel-
len von Uberlegungen, als wesentliche Elemente des Begriindens, kénnen Ein-
sichten und Verstédndnis fordern (vgl. Biirger 1998, S. 585). Beweise konnen
helfen, neues Wissen in den theoretischen Kontext der Mathematik einzubin-
den, sie konnen erkliren, warum eine Behauptung wahr ist, und sie kénnen
zum Entdecken von neuem mathematischen Wissen beitragen. Dadurch kénnen
Schiiler(innen) durch einen Beweis einen Sachverhalt tiefer durchdringen. Dies
hilft ihnen wiederum neue Probleme leichter zu l6sen und es wird ihnen deutli-
cher, welche Zusammenhénge in der Mathematik bestehen (vgl. Reiss 2009, S.
5).

Eine Begriindung soll aufierdem eine Uberzeugungsfunktion erfiillen. Beim
Begriinden will man eine andere Person oder sich selbst von der Richtigkeit
einer Annahme, eines Rechenweges, einer Erlduterung oder einer Vermutung
iberzeugen. Je schliissiger und nachvollziehbarer die vorgebrachten Argumente
sind, desto erfolgreicher ist man (vgl. Jaschke 2009, S. 50). Wenn Schiiler(innen)
aufgefordert werden, einzelne mathematische Handlungen zu begriinden, dann
kann fiir sie damit ein Absichern bzw. eine Kontrolle der Richtigkeit der Hand-
lung verbunden sein, denn beim Begriinden erfolgt ein Offenlegen von Gedan-
ken, woran Lehrer(innen) Denkweisen und auch Missverstédndnisse der Schii-
ler(innen) erkennen kénnen (vgl. Biirger 1998, S. 585).

Biirger schreibt ebendort, dass Argumentieren und Begriinden Tétigkeiten
sind, die fiir viele Lebens- und Wissensbereiche bedeutungsvoll sind. Insbeson-
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dere sind sie fiir die Mathematik charakteristische Téatigkeiten. Schiiler(innen),
die keine Fahigkeiten im Argumentieren in mathematischen Bereichen besitzen,
sind in einer mathematischen Grundtitigkeit nicht ausgebildet. Dabei ist es eine
wichtige Aufgabe des Mathematikunterrichts, ein authentisches Bild der Wissen-
schaft Mathematik zu vermitteln (vgl. Ufer, Heinze, Kuntze & Rudolph-Albert
2009, S. 31).

Die Fé&higkeit, angemessen argumentieren und begriinden zu koénnen, ist
nicht nur ein Aspekt der mathematischen Grundbildung, sondern wird allge-
mein als mafgeblich fiir die Entwicklung wissenschaftlichen Denkens angesehen.
Dieses ist hierbei durch das Verkniipfen von Argumenten und den logischen
Aufbau von Argumentationsketten gekennzeichnet (vgl. Hellmich, Hartmann &
Reiss 2002, S. 231).

Ebenso wie Hellmich, Hartmann und Reiss hebt auch Goldberg 2002 her-
vor, dass Begriinden und Argumentieren wichtige Aspekte der Miindigkeit eines
Menschen seien (S. 11).

Prézises Argumentieren ist auch aufferhalb der Mathematik bzw. des Mathe-
matikunterrichts gefragt, sodass hierbei ein wertvoller Beitrag zur Allgemeinbil-
dung der Schiilerinnen und Schiiler geliefert wird (vgl. Sattlberger & Gotz 2007,
S. 130).

Nicht nur Mathematiker(innen), sondern auch Theolog(inn)en, Philosoph-
(inn)en und andere Wissenschaftler(innen) miissen argumentieren, wobei ihnen
die Kenntnisse mathematischer Schlussweisen niitzen. Auflerdem profitiert je-
dermann, wenn er argumentierend sprechen, wenn er bei schriftlichen Ansuchen
Griinde geltend machen, wenn er iiberzeugen kann. Man erhoht dadurch sein
Durchsetzungsvermogen und seine Wirkung, vor allem in den Bereichen Justiz,
Politik und Verwaltung (vgl. Stangler 1989, S. 5).

Fiir den Unterricht bedeutet dies, dass Beweise nicht auf ihre Verifizierungs-
funktion reduziert werden diirfen, da an der Giltigkeit einer Aussage hiufig
ohnehin kein Zweifel besteht. Vielmehr miissen auch die anderen Funktionen,
insbesondere die Erkldarungsfunktion, zum Tragen kommen. Beweise und das Be-
weisen miissen so gestaltet sein, dass sie zum Versténdnis der Aussage beitragen
(vgl. Weigand et al. 2009, S. 38).

5.2 Argumentationsbasis

Jede Begriindung bedarf einer Argumentationsbasis, eines Fundaments, auf das
man sich bei seiner Argumentation stiitzt (vgl. Malle 2002, S. 5). Man versteht
darunter die Gesamtheit der Definitionen und Sétze, auf die man sich in seinen
Begriindungen beruft. Will man eine Aussage A begriinden, ist es im Allge-
meinen notwendig, dass Aussagen B, C,... vorliegen, die als richtig angesehen
werden und aus denen auf die Richtigkeit von A geschlossen werden kann.
Eine Menge von Aussagen, die als richtig angesehen werden, zusammen mit
den Schlussweisen, die als zuldssig anerkannt werden, bezeichnet man als Ar-
gumentationsbasis (vgl. Ratzinger 1992, S. 45). Argumentationsbasen kénnen
von verschiedener Art sein. In der héheren Mathematik bestehen sie meist aus
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Definitionen und Sétzen. Auf niedrigerer Ebene kénnen sie aber auch aus Hand-
lungen, Bildern (Anschauung), Realitiitserfahrungen oder Ahnlichem bestehen.
Haufig kann man eine Behauptung anhand verschiedener Argumentationsbasen
begriinden (vgl. Malle 2002, S. 5-6). Es kann durchaus sinnvoll sein, mehre-
re Beweise fiir einen Satz, fiir eine Behauptung zu fiihren, wenn dadurch un-
terschiedliche Beziehungen dieses Satzes zu anderen Sétzen, Definitionen und
Begriffen deutlich werden (vgl. Weigand et al. 2009, S. 37).

In der hoheren Mathematik ist meist klar, welche Argumentationsbasis zu-
grundeliegt, dies ist in der Schule jedoch nur selten der Fall. Bis zur 8. Schulstufe
liegt fast nie eine klare Argumentationsbasis vor, was eine betréichtliche Schwie-
rigkeit fiir die Lernenden darstellt. Sie sind meist unsicher, worauf man sich
berufen kann und worauf nicht. Etwa ab dem 9. Schuljahr sollte immer stérker
gefordert werden, anhand von klar vorgegebenen Argumentationsbasen zu ar-
gumentieren. Diese Argumentationsbasen kénnen vorher mit den Schiilerinnen
und Schiilern gemeinsam erarbeitet und systematisch zusammengestellt werden
(vgl. Malle 2002, S. 5—6). Auch Koth empfiehlt, vor dem Ausfithren von Begriin-
dungsaufgaben Definitionen und S#tze zu wiederholen und zu systematisieren.
Sie sieht auch eine Moglichkeit darin, eine Kopie mit der entsprechenden Argu-
mentationsbasis, die bestimmten zu l6senden Problemstellungen zugrunde liegt,
zu verteilen. Fiir Aufgaben zu den Schnitt- und Lagebeziehungen in Dreiecken
konnte die Argumentationsbasis aus folgenden Definitionen und S&tzen beste-
hen:

e Definition: Hohenlinie, Schwerlinie, Mittelsenkrechte, Winkelsymmetrale

Satz: Die drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden einander in ei-
nem Punkt, dem Umkreismittelpunkt.

e Definition: Ahnlichkeit

Satz: In dhnlichen Dreiecken stehen entsprechende Léngenstiicke im sel-
ben Verhéltnis.

Satz: Zwei Dreiecke sind genau dann #hnlich, wenn sie im Verhéiltnis
zweler Seiten und der Grofe des eingeschlossenen Winkels iiberein-
stimmen.

Eine Aufgabe dazu: Zeichne ein beliebiges Dreieck ABC und ziehe durch je-
den Eckpunkt die Parallele zur jeweils gegeniiberliegenden Seite! Du erhiltst
das ,parallele Umdreieck® A; B1C;. Die Seiten dieses Dreiecks sind doppelt so
lang wie die des gegebenen Dreiecks. Begriinde warum die Hohenlinien des Drei-
ecks ABC einander in einem Punkt schneiden! Welcher Zusammenhang besteht
zwischen den Hohenlinien des Dreiecks ABC und den Mittelsenkrechten des
Dreiecks A1 B1C1 (vgl. Reichel & Humenberger 2008, S. 212)!

Dass die Hohen des Dreiecks ABC' genau die Mittelsenkrechten des Dreiecks
Ay B, (4 sind, ist unmittelbar einsichtig. Setzt man nun den Satz, dass sich die

31



drei Mittelsenkrechten eines Dreiecks in einem Punkt schneiden, voraus, kann
man daraus auf die Existenz des Hohenschnittpunktes schliefen.

Diese vorgegebene Argumentationsbasis dient als Grundlage und kann von den
Schiilerinnen und Schiilern durch geloste Begriindungsaufgaben erweitert wer-
den. Auf diese gelosten Begriindungsaufgaben kdnnen sie sich in den folgenden
Aufgabenstellungen beziehen (vgl. Koth 2002, S. 47).

Begriindungen und Argumentationen unterscheiden sich in ihrer Exaktheit.
Von Exaktheit kann jedoch nur in Bezug auf eine bestimmte Argumentations-
basis gesprochen werden. Was in Bezug auf eine Argumentationsbasis exakt
erscheint, kann in Bezug auf eine andere wiederum durchaus nicht exakt sein.
Exaktheit hat mit der Explikation der Argumente zu tun. Eine Begriindung ist
umso exakter, je detaillierter die einzelnen Begriindungsschritte ausgefiihrt wer-
den und je deutlicher dabei der Bezug zur Argumentationsbasis ersichtlich wird
(vgl. Malle 2002, S. 6). Im Unterricht ist es sinnvoll, zunéchst solche Argumenta-
tionsbasen zu verwenden, die dem mathematischen Wissen, den Vorstellungen
und vor allem dem Versténdnis der Schiiler(innen) entsprechen (vgl. Biirger
1998, S. 587).

5.3 Der Weg zum Beweis

Beweisen lernt man nicht allein durch das Studieren fertiger mathematischer
Beweise. Wenn Schiiler(innen) in die Lage versetzt werden sollen, selbst ma-
thematische Beweise zu verfassen, was sowohl im Lehrplan als auch in den Bil-
dungsstandards verankert ist, darf der Schwerpunkt im Unterricht nicht auf dem
fertigen Beweis liegen, sondern der Prozess des Beweisens sollte im Zentrum ste-
hen. Um dies umzusetzen, braucht man zunéchst eine Vorstellung davon, welche
Arbeitsweisen und Phasen den Beweisprozess eigentlich auszeichnen (vgl. Ufer
& Heinze 2009, S. 43).

Auf dem Weg zum Beweis ergeben sich Vermutungen, die an Beispielen iiber-
priift werden, und nach und nach kristallisieren sich Ideen fiir den Beweis her-
aus. Mogliche Argumente werden exploriert und Losungsschritte identifiziert.
Schliefslich wird eine logisch konsistente Argumentationskette herausgearbeitet.
All diese Schritte sind Teil eines Prozesses, an dessen Ende der Beweis steht
(vgl. Reiss 2009, S. 5).

Zu Beginn eines Beweisprozesses steht das Vertrautwerden mit den vorkom-
menden Begriffen und Objekten. Die Problemsituation wird strukturiert und
potentiell hilfreiche Aussagen werden gesammelt. In der Geometrie konnen ei-
ne Skizze angefertigt und die Voraussetzungen eingeordnet werden. Durch das
Einzeichnen von Hilfslinien konnen weitere Informationen {iber die Problemsi-
tuation gewonnen werden.

Sollen die Schiiler(innen) den Satz von Thales beweisen, der besagt, wenn
der Punkt C eines Dreiecks ABC auf einem Halbkreis iiber der Strecke AB liegt,
dann hat das Dreieck bei C einen rechten Winkel, so empfiehlt es sich zunéchst,
eine Skizze unter Beriicksichtigung der Voraussetzungen anzufertigen. Zeichnet
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man dann eine Hilfslinie vom (Halb-)Kreismittelpunkt zum Eckpunkt C' ein, so
kann man erkennen, dass zwei gleichschenkelige Dreiecke entstehen.

Als Néchstes muss eine Vermutung gefunden werden. Dazu kénnen mehrere
Einzelfille betrachtet werden, um Gemeinsamkeiten zu erkennen und dadurch
eine Vermutung zu generieren. Bei geometrischen Beweisen muss klar sein, wel-
che Aspekte variiert werden konnen und welche Eigenschaften invariant gehalten
werden sollen.

In dieser Phase des Findens einer Vermutung kénnen dynamische Geometrie-
Systeme (DGS) hilfreich sein, wenn die Konstruktion der Einzelfélle mit anderen
Mitteln zu aufwindig oder komplex ist und von der eigentlichen Explorations-
arbeit ablenken wiirde. Um die Schiiler(innen) zum Beispiel auf den Satz von
Thales hinzufiihren, eignet sich der Einsatz von DGS folgendermafen: An einem
gegebenen Dreieck sollen die Schiiler(innen) die Lage des Punktes C verédndern
und beobachten, wo der Innenwinkel beim Punkt C grofer und wo er kleiner
wird. Schliefslich sollen diese Punkte gesucht und markiert werden, an denen
der Innenwinkel genau 90° betrégt. Auf der Suche nach Gemeinsamkeiten lisst
sich leicht erkennen, dass alle Punkte C' mit dem Innenwinkel 90° auf einem
(Halb-)Kreis iiber der Strecke AB liegen. Per Zugmodus konnen die Schii-
ler(innen) iiberpriifen, ob der Winkel mit dem Punkt am Halbkreis tatsachlich
Lmmer” ein rechter ist, indem sie den Punkt C' entlang des Halbkreises mit dem
Durchmesser AB bewegen.

Nun wird die gefundene Vermutung formuliert und kritisch betrachtet. Dazu
werden im Falle des Satzes von Thales Extremfille betrachtet. Wie verdndert
sich die Situation bzw. gilt die Vermutung auch noch, wenn man zum Beispiel
den Abstand von A und B verkiirzt oder verlédngert?

Ist eine Vermutung gefunden und formuliert, kann man dazu iibergehen, ei-
ne Beweisidee zu generieren. Fiir den groben Aufbau eines Beweises gilt, dass
er aus Zwischenbehauptungen besteht, die als plausibel erkannt werden, sowie
mathematischen Konzepten und Sétzen, die einen inhaltlichen oder logischen
Zusammenhang zwischen diesen Zwischenbehauptungen herstellen. Fiir das Fin-
den einer Beweisidee ist es von Bedeutung Wissen zu aktivieren, das in diesem
Zusammenhang brauchbar sein kénnte. Auch die Identifikation von mathemati-
schen Konzepten, die zur Beschreibung der Situation hilfreich sein kénnen, ist
in dieser Phase von Bedeutung.

Beim Beweis des Satzes von Thales muss man z. B. erkennen, durch welche
Hilfsstrecke zwei gleichschenkelige Dreiecke entstehen. Es ist erforderlich zu wis-
sen, dass der Abstand vom Mittelpunkt der Strecke AB zu den Punkten A, B
und C gleich grofs ist. Dariiber hinaus muss Wissen iiber die Eigenschaften des
allgemeinen Dreiecks (z. B.: Winkelsumme betrigt 180°) und des gleichschen-
keligen Dreiecks (z. B.: Basiswinkel sind gleich grof) verfiighar sein.

Diese Phase besteht somit aus dem Aktivieren, Ordnen und Auswéhlen von
Wissen mit dem Ziel der Konstruktion einer Beweisidee, die aus Zwischenbe-
hauptungen und tragfihigen Argumenten, die diese Zwischenbehauptungen ver-
binden, besteht.

Zum Schluss wird der Beweis formuliert. Dies erfolgt durch eine Auswahl
geeigneter Argumente und deren Organisation in einer deduktiven Kette. Die
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zuvor generierte Beweisidee mit ihren Zwischenbehauptungen liefert eine gro-
be Orientierung zur Abfassung einer Argumentationskette (vgl. Ufer & Heinze
2009, S. 43).

5.4 Arten des Begriindens

Beweise in der Schule kann man nicht an den streng-formalen Beweisen der
Fachwissenschaft messen. Sie miissen vielmehr oftmals didaktisch so reduziert
werden, dass grundlegende mathematische Beweisideen fiir Schiilerinnen und
Schiiler versténdlich und nachvollziehbar werden. Fiir den schulischen Bereich
kann man folgende Argumentationsmdoglichkeiten identifizieren:

e Sprachliche Argumentation

Die Schenkel des in Figur 5.1 gezeichneten Winkels v stehen paarweise
normal auf den Schenkeln des Winkels . Der Winkel « ist also ein Nor-
malwinkel zu «a. Er ist jedoch nicht gleich grof, sondern supplementir zu
a. Begriinde diese Behauptung!

Abbildung 5.1: Normalwinkel

Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander normal stehen, heiffen Nor-
malwinkel. Normalwinkel sind gleich groft oder supplementér. Der Winkel
v ist ein Supplementédrwinkel zu «. Dies folgt direkt aus der Innenwinkel-
summe eines allgemeinen Vierecks. Die vier Schenkel schlieften ein Viereck
ein, wobei zwei Winkel des Vierecks rechte Winkel sind. Daraus folgt, dass
sich a und ~ auf 180° ergénzen (vgl. Reichel, Litschauer & Grof 2000, S.
165).

e Algebraische Argumentation

Folgende Behauptungen lassen sich durch die Verwendung von Variablen
begriinden:
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Verdoppelt man die Seitenlidnge eines Quadrats, so vervierfacht sich sein
Flacheninhalt. Verdoppelt man die Seitenléange eines Wiirfels, so wird sein
Volumen achtmal so grofs. Begriinde diese Behauptungen (vgl. Weigand
et al. 2009, S. 169)!

Waihlt man fiir die Seitenldnge des Quadrats die Variable a, so gilt fiir
den Flicheninhalt A = a?. Verdoppelt man nun die Seitenlinge, so hat
das neue Quadrat die Seitenlédnge 2a und fiir den Flacheninhalt gilt A =
(2-a)® = 4-a2. Somit ist der Flicheninhalt viermal so grof wie der ur-
spriingliche. Analog dazu kann man fiir das Volumen des Wiirfels argu-
mentieren. Das Volumen fiir den Wiirfel mit Seitenléinge a ist V' = a3. Ein
Wiirfel mit doppelter Seitenléinge 2-a hat das Volumen V = (2 - a)® = 8-a3.
Somit ist gezeigt, dass sich das Volumen verachtfacht, wenn man die Sei-
tenldnge eines Wiirfels verdoppelt.

Allgemein gilt, dass sich die Flicheninhalte um den Faktor k2 verindern,
wenn man die Seitenldngen um den Faktor k vergrofert/verkleinert. Die
Rauminhalte verdndern sich dann mit dem Faktor k3.

e Zeichnerische Argumentation (durch geeignete Visualisierung)

Bei folgender Herleitung der Flichenformel fiir den Kreis aus der Um-
fangsformel steht die Argumentation anhand einer Zeichnung im Vorder-
grund. Man zerlegt die Kreisfliche mit Radius r in eine gerade Anzahl
gleich grofer Kreissektoren wie in Abbildung 5.2.

So
Sg $4

S7
S

S.
3
6

S5 S4
Abbildung 5.2: Kreisflache

Nun legt man die Kreisausschnitte so nebeneinander, wie es Abbildung
5.3 zeigt.
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S1 S3 55 S7

%o S2 S4 S6 Sg
a=U/2

Abbildung 5.3: Fliche des Kreises anders angeordnet

Die so entstandene Figur wird von zwei Radien und von gleich groffen und
gleich vielen Kreisbogenstiicken begrenzt. Jeder der beiden aus Kreisbo-
genstiicken zusammengesetzten Teile des Umfangs der Figur in Abbildung
5.3 hat die Lange des halben Kreisumfangs. Setzt man die Zerlegung der
Kreisfliche in Teile fort, so ndhert sich die Figur in Abbildung 5.3 einem
Rechteck, dessen eine Seite gleich dem halben Kreisumfang 4 und dessen
andere Seite gleich dem Radius r ist. Der Flidcheninhalt betrdgt somit:

U
A=—-
5T
Setzt man nun fiir v die Formel fiir den Kreisumfang v = 2.7 - 7 ein, so
erhalt man die Flachenformel fiir den Kreis:

A=r-m-r=r%.m.

Kontextargumentation

Eine 2,85m lange, 2,4m hohe und 1cm dicke Holzplatte soll in einem
Raum aufgestellt werden. Kann diese Platte durch eine Tiir6ffnung mit
1,3 m Breite und 2,1m Hohe transportiert werden? Erklare, warum dies
(nicht) moglich ist (vgl. Achleitner, Ratzberger-Klampfer & Weikinger
2008, S. 54)!

Operative und induktive Argumentation

Durch induktive Argumentation kann man begriinden, dass die Winkel-
summe in einem n-Eck (n — 2) - 180° betrégt.

In jedem Dreieck betrigt die Summe der Innenwinkel stets 180°. Héngt
man an das Dreieck an einer Seite ein weiteres Dreieck an, so entsteht
ein Viereck. Dadurch erhoht sich die Innenwinkelsumme um 180° und
betragt somit 360°. Durch das Anhéngen eines Dreiecks an einer Sei-
te eines n—Ecks erhélt man (im Allgemeinen) ein (n + 1) —Eck. Damit
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erhoht sich die Winkelsumme bei Erginzung um jede weitere Ecke um
180°. Ausgehend vom Dreieck erhilt man fiir die Winkelsumme im n—FEck
S(n)=(n—2)-180° (vgl. Krauter 2005, S. 61).

e Widerlegen von Aussagen durch Gegenbeispiele

Bei folgender Aufgabe wird durch die Angabe von zwei verschiedenen
Moglichkeiten fiir die Losung die Frage nach der Eindeutigkeit verneint.

Aufgabe: Gegeben sind der Flacheninhalt A eines Parallelogramms und
die Linge a: A = 65cm? und a = 7,3 em. Berechne die Linge der Hohe
he! Sind dadurch die Lingen der anderen Seite b und der Hohe h;, eindeu-
tig festgelegt? Begriinde deine Entscheidung (vgl. Weigand et al. 2009, S.
110)!

Die Hohe h, erhélt man, indem man die Flichenformel fiir das Par-
allelogramm umformt und die gegebenen Werte fiir A und a einsetzt:
he = ‘2 = % ~ 8,9cm. Die Langen von b und h; sind durch a, h, und
A nicht eindeutig festgelegt. Aus der Flachenformel des Parallelogramms
A =a-h, = b-h, ist ersichtlich, dass der Flacheninhalt von einer Seite und
der zugehdrigen Hohe abhingt. Die Lingen von b und h, miissen also die
Gleichung b- h, = 65 erfiillen. Dafiir gibt es unendlich viele Md&glichkeiten.
Auferdem muss b > h, ~ 8,9 cm gelten. Somit sind die beiden Lingen
nicht durch die Angabe eindeutig festgelegt. Als Begriindung wiirde es
reichen, jeweils zwei unterschiedliche Werte fiir b und h; anzugeben, fiir
die der Flicheninhalt 65cm? betrigt und b > h, erfiillt ist. Sowohl fiir
b =10¢m und hy = 6,5 cm, als auch fiir b = 20 em und hy, = 3,25 cm ist
dies erfiillt.

Argumentationsprozesse sind im Unterricht an fast allen Inhalten beteiligt
und durch geeignete Aufgaben kénnen diese Prozesse motiviert, eingeleitet und
gefestigt werden. Somit bietet auch die Geometrie eine grofe Anzahl an Mog-
lichkeiten, vielfaltige Argumentationsformen zu iiben. Dazu gehéren:

Ergebnisse, Behauptungen und Lésungswege begriinden

Es kann untersucht werden, ob und warum eine dargestellte Berechnung rich-
tig oder falsch ist oder welche Uberlegungen einer bestimmten Lésungsstrate-
gie zugrunde liegen. Auch das Uberpriifen durch Nachrechnen kann eine schii-
ler(innen)gerechte Argumentationstétigkeit sein (vgl. Jaschke 2009, S. 51).

Aufgabe: Im Unterricht wird Paul gefragt, wie der Satz des Pythagoras lautet.
Er antwortet a? + b? = ¢2. Begriinde, warum die Lehrerin damit nicht zufrieden
ist!

In diesem Zusammenhang ist wichtig, dass die notwendige Voraussetzung des
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Satzes von Pythagoras, ndmlich die Rechtwinkeligkeit des zugrundeliegenden
Dreiecks, mit in die Argumentationen einflieft. Aufserdem fehlt die Erklarung
der Variablen a, b und ¢ (vgl. Jaschke 2009, S. 52).

Aufgabe: Andreas und Natalie meinen, dass der Satz des Pythagoras in je-
dem Dreieck gilt. Sie fertigen folgende Skizze an:

Abbildung 5.4: Pythagoras

Beschreibe, was in den Skizzen dargestellt wird! Haben Andreas und Natalie
Recht? Begriinde (vgl. Dorfmayr, Mistlbacher & Nussbaumer 2009, S. 54)!

Aufgabe: Wer hat Recht? Begriinde deine Antwort (vgl. Keller-Ressel, Sid-
lo & Wintner 2005, S. 83)!

Felix.

Alle
regelnafigen
Sechgecke sind
zugindnder
ahnlich.

@é Katrin

Ahnliche
Figuren haben
immer die gleiche
Grofe.

fille
Rechtecke
sind zueinander
dhnlich.

Wennh zwei
Figuren deckungsgleich
sind, dann sind sie auch

Orhan ahnlich.

Sabine

Abbildung 5.5: Ahnlichkeit

Bei dieser Aufgabe muss entschieden werden, welche Aussagen richtig und
welche falsch sind. Bei der Argumentation stiitzt man sich auf die Definitionen
der Ahnlichkeit und der Kongruenz von Figuren.

Sidtze und Formeln herleiten und begriinden

Durch folgende Aufgabe, bei der man den Satz von Pythagoras aus dem Kathe-
tensatz herleitet, erfidhrt man etwas iiber den Zusammenhang der beiden Sitze.

Aufgabe: Zeichne ein beliebiges rechtwinkeliges Dreieck ABC und errichte die
Hohe h! Aufgrund des Kathetensatzes gilt: a2 = ¢ - p und b> = ¢ - ¢. Setze
in die Summe a? + b? ein und zeige durch algebraisches Umformen, dass gilt:
a? + b? = ¢ (vgl. Reichel, Litschauer & Grof 2002, S. 163)!
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Verallgemeinerungen vornehmen

Der Satz von Pythagoras gilt nicht nur fiir Quadrate. Dieser fundamentale Satz
ldsst sich auch auf regelméfige n-Ecke und Halbkreise iibertragen.

Aufgabe: Von drei Dreiecken D1, D2 und Dsg sind folgende Grofen bekannt:

Di:a=3cm,h, =3cm
Dy:b=4cm,hy =4cm
D3 :c=5cm,h, =5cm.

Berechne die Fldcheninhalte der drei Dreiecke D1, D2 und D3 und suche nach
Auffalligkeiten zwischen den Ergebnissen! Finde eine Erklarung mithilfe des Sat-
zes von Pythagoras!

Bei den gegebenen Seiten der drei Dreiecke handelt es sich um ein Pythagorei-
sches Zahlentripel. Man konstruiert ein rechtwinkeliges Dreieck mit den Seiten
a=3cm, b=4cm und ¢ = 5cm und auf jede dieser Seiten die gegebene Hohe.
Die Summe der Flicheninhalte der Dreiecke iiber den Seiten a und b ist gleich
dem Flicheninhalt des Dreiecks iiber der Seite c. Um dies zu zeigen, eignet sich
eine algebraische Argumentation. Im Dreieck mit den Seiten a = 3c¢m, b =4cm
und ¢ = 5em gilt a® + b* = ¢?, es ist daher rechtwinkelig (Umkehrung des
Satzes von Pythagoras). Dividiert man die Gleichung durch 2, so erhélt man

% + % = % Der Angabe kann man entnehmen, dass a = h,, b = h und
¢ = h ist. Daraus ergibt sich die Gleichung % + b';” = % Somit ist gezeigt,

dass der Satz von Pythagoras nicht nur fiir Quadrate iiber den Dreiecksseiten
eines rechtwinkeligen Dreiecks, sondern auch fiir Dreiecke gilt, wobei die Drei-
ecksseiten, die den Seiten des rechtwinkeligen Dreiecks entsprechen, gleich den
zugehorigen Hohen sein miissen (vgl. Jaschke 2009, S. 52).

Nun setzen wir voraus, dass die Dreiecke D1, Dy und D3 zueinander dhnlich
sind. Flacheninhalte dhnlicher Vielecke verhalten sich wie die Quadrate entspre-
chender Seiten und es gilt somit A, : A. = a? : ¢? und A, : A, = b? : ¢, wobei
Aq, Ap und A, die Fliacheninhalte iiber den jeweiligen Dreiecksseiten sind. Ad-
diert man nun die beiden Gleichungen, so erhélt man A“%A”’ = % Durch
Multiplikation der Gleichung mit ¢2- A, kommt man auf die Form (A4, + A4p) ¢? =
Ac(a® +b%). Aus a®+b? = 2 folgt A,+ A, = A. Somit ist gezeigt, dass der Satz
von Pythagoras nicht nur fiir Quadrate iiber den Dreiecksseiten, sondern auch
fiir dhnliche Dreiecke iiber den Dreiecksseiten gilt. Daraus kann man folgern,
dass Analoges fiir beliebige regelméfige n-Ecke gilt (vgl. Wellstein & Kirsche
2009, S. 140).

Fallunterscheidungen durchfiihren

Eine Fallunterscheidung ist zum Beispiel beim Beweis vom Peripheriewinkelsatz
zu treffen. Dieser besagt:
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Der Kreis k um den Umkreismittelpunkt U wird durch die Sehne AB ungleich
dem Durchmesser des Kreises in zwei Bdgen by und by zerlegt, wobei by und U
in derselben Halbebene beziglich der Geraden AB liegen. Durchliuft C' den Bo-
gen by, so erscheint die Sehne AB von C aus immer unter dem gleichen spitzen
Winkel ~. Die Winkel bei C' heifien Umfangswinkel. Erscheint die Sehne AB
von U aus unter dem Winkel v, so gilt v = % -,

Die Fallunterscheidung bezieht sich zum einen auf die Lage der Sehne AB. Ist
diese genau der Durchmesser des Umkreises, so handelt es sich bei dem Dreieck
ABC um ein rechtwinkeliges und Der Satz von Thales muss bewiesen werden.
Andererseits unterscheidet man bei allgemeinen Dreiecken die Fille, dass der
Umkreismittelpunkt U im Dreieck ABC liegt und den Fall, dass er aufserhalb
des Dreiecks liegt (vgl. Wellstein & Kirsche 2009, S. 32 und Abbildung 5.6).
Andererseits miisste noch unterschieden werden, ob ¢ auf b; oder by lauft. Das
Zweite steht hier aber nicht zum Beweis an.

By
it

Abbildung 5.6: Peripheriewinkelsatz

Durch ein Gegenbeispiel eine Behauptung widerlegen

Ein Beispiel reicht nicht aus, um eine Behauptung zu beweisen, jedoch um eine
Aussage zu widerlegen, geniigt ein solches.

Aufgabe: Anna behauptet, dass sich der Satz von Pythagoras auch auf Vier-
ecke iibertragen lisst, und es gilt: a® 4 b2 = ¢ +d>. Fiir den Fall, dass a = 11cm,
b =2cm, ¢ = 10cm und d = 5em, stimmt diese Formel tatséchlich. Was meinst
du dazu?

Durch das Anfiihren eines Gegenbeispiels, das zeigt, dass dies nicht immer gilt,
ist die Behauptung von Anna widerlegt, z. B. ein Trapez mit a > ¢ und b = d
(vgl. Jaschke 2009, S. 53).

Modellierende Annahmen rechtfertigen

Modellierungen beziehen sich immer auf die Realitdt. Offene auffermathemati-
sche Anwendungsaufgaben stehen dann im Zusammenhang mit mathematischen
Inhalten. Im ersten Schritt einer Modellierung miissen Vereinfachungen vorge-
nommen und Annahmen gemacht werden.
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Aufgabe: In Abbildung 5.7 sieht man das Stadttor von Friedberg mit einem
Teil der Stadtmauer. Das Bauwerk befindet sich im Zentrum und soll nun, um
seinem Namen auch heute noch gerecht zu werden, an der Stadtgrenze in der-
selben Grofe neu errichtet werden. Die Firma ,Mitterbauer wird mit diesem
Projekt beauftragt. Vom Boden bis zum obersten Ende misst das Tor 5m. Die
Breite des Tores betrigt 3,5m und die Tiefe 1m. Die Breite des Tores mit
dem Stadtmauerteil kommt auf 5,5m. Wie viel m? Steine wird die Firma ,Mit-
terbauer” fiir den Bau des Tores ungefihr benétigen, wenn davon ausgegangen
wird, dass der Mortel in etwa 10% des Volumens einnimmt? (Die Rundung des
Torbogens muss aufgrund von minimalen Abweichungen nicht beriicksichtigt
werden und kann durch eine Gerade ersetzt werden.) Begriinde dein Vorgehen!

Abbildung 5.7: Stadttor

Um diese Aufgabe zu 16sen, miissen zu Beginn Vereinfachungen vorgenom-
men werden: die Vorderseite des Bauwerks wird in einfache geometrische Fl&-
chen unterteilt. Dadurch entstehen z. B. ein Trapez und mehrere Rechtecke.
Weiters miissen die Mafke der Toréffnung aufgrund der gegebenen abgeschétzt
werden. Man berechnet schlieflich das Volumen eines Prismas mit trapezférmi-
ger Grundfliche und addiert sie zu den Volumina der Quader.

Passender Einsatz von Algorithmen oder Formeln begriindet ein-
schiitzen oder die Richtigkeit von Formeln nachweisen

Algorithmen und Formeln sind keine mathematischen Wahrheiten an sich. Die
Giiltigkeit dieser in einer gegebenen Situation muss nachgewiesen werden. Da-
zu greift man in der Schulmathematik meist auf bereits bewiesene Sétze oder
Verfahren zuriick (vgl. Jaschke 2009, S. 53).

Die Léange des Kreisbogens b berechnet man mit der Formel b = 535

Grad).

(o in
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Aufgabe: Begriinde die Richtigkeit der Proportion b : v = « : 360°! Leite
daraus die Formel fiir die Bogenlinge b ab (vgl. Reichel, Litschauer & Grof
2002, S. 191).

5.5 Grundlagen der Beweiskompetenz

Fir das Begriinden im Mathematikunterricht ist fachliches Basiswissen eine
notwendige Voraussetzung. Ohne Wissen {iber geometrische Grundlagen kann
man den Hohensatz beispielsweise nicht beweisen. Ein breites fachliches Wissen
vermittelt die notige Sicherheit fiir korrekte Argumentationen und eigensténdi-
ges Explorieren wird dadurch iiberhaupt erst moglich.

Beweisen ist fiir viele Schiiler(innen) ein notwendiges Ubel, das fiir diese
wenig Bedeutung besitzt, da der bewiesene Zusammenhang ohnehin durch Auf-
gaben konkretisiert wird. Es ist eine pragmatische Wahrheit, dass erst dann
Inhalte wahrgenommen werden, wenn sie auch fiir die Schularbeit relevant sein
werden. Da Behauptungen oft mehr oder weniger offensichtlich sind, wird die
Notwendigkeit eines Beweises nicht immer erkannt. Dadurch entsteht bei Schii-
ler(inne)n kein Beweisbediirfnis (vgl. Jaschke 2009, S. 51). Sie akzeptieren das
Nachmessen oder das Uberpriifen anhand einer Zeichnung als Beleg fiir die All-
gemeingiiltigkeit einer Aussage und sehen nicht die Notwendigkeit eines Beweises
der Aussage (vgl. Weigand et al. 2009, S. 44).

Zur Beweiskompetenz zéhlen neben kognitiven Komponenten auch der Wille
und die Motivation, zu einer Problemlosung zu kommen. Dies gilt ganz beson-
ders fiir mathematische Beweise. Wenn das Interesse der Schiiler(innen) geweckt
ist und wenn sie fiir die Arbeit motiviert sind, sind gute Erfolge wahrscheinli-
cher.

Beweisen setzt nicht nur ein ausreichendes Faktenwissen voraus, sondern
auch Wissen um Argumentationsmuster und giiltige Schlussfolgerungen (vgl.
Reiss 2009, S. 6). Grundsétzliche Argumentationsstrategien, wie beispielsweise
die Strategie, durch geeignete Visualisierungen oder durch die Verwendung von
Variablen Verallgemeinerungen vorzunehmen, kann man nicht einfach voraus-
setzen, sondern sie miissen im Mathematikunterricht erst erlernt werden.

Der Sprache kommt beim Begriinden eine grofse Bedeutung zu. Eine Un-
terscheidung muss zwischen der natirlichen Sprache und der mathematischen
Fachsprache vorgenommen werden. Aussagen und Probleme der Wissenschaft
lassen sich im Allgemeinen nicht mehr in der natiirlichen Sprache formulieren,
sondern werden in einer Sprache ausgedriickt, die zwar noch gewisse Ziige mit
der natiirlichen Sprache gemein hat, sich aber in vielen Aspekten von ihr unter-
scheidet. Mathematische Sachverhalte werden also in einer eigenen Fachsprache,
in Symbolen, Bildern und Diagrammen ausgedriickt. Diese Sprache zeichnet sich
dadurch aus, dass sie préziser, eindeutiger, flexibler und allgemeiner ist. Die
natiirliche Sprache hingegen ist aufgrund ihrer Kontextabhingigkeit eher fiir
konkrete Anwendungen geeignet. Dennoch verwenden beide Sprachen in vielen
Féllen dieselben Worter, die jedoch nicht unbedingt die selbe Bedeutung haben
miissen. Das Wort ,,dhnlich® hat im Satz Zwei Dreiecke sind einander dhnlich,
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wenn sie in entsprechenden Winkelgriflen tibereinstimmen eine andere Bedeu-
tung als im Satz Das Kind sieht seiner Mutter dhnlich. In der Mathematik ist
der Begriff genormt und darf nur unter bestimmten Voraussetzungen verwen-
det werden, was in der Umgangssprache nicht der Fall ist (vgl. Mormann 1981,
S. 63-65). Problematisch kann das Wort ,ein“ sein, das in der Umgangsspra-
che hiufig fiir genau ein verstanden und benutzt wird (vgl. Goldberg 2002, S.
9). Ein Ziel des Unterrichts ist es, bei den Schiiler(inne)n eine mathematische
Fachsprache zu entwickeln und die fachsprachlichen Begriffe in der Erlebnis-
und Erfahrungswelt der Schiiler(innen) zu verankern. In der Geometrie geht es
dabei um ein kritisches Hinterfragen von Begriffen wie Symmetrie, Ahnlichkeit,
Punkt, Gerade, Dreieck, Kreis, Wiirfel oder Prisma. Die Umgangssprache wird
im Mathematikunterricht durch die Auseinandersetzung mit der Umwelt und
dem Beschreiben von Umweltphdnomenen kritisch hinterfragt und prizisiert.
Dies fiithrt zu einer Ausbildung von Fachbegriffen und zu einer Fachsprache. Es
soll sich eine Wechselbeziehung zwischen der natiirlichen Sprache und der ma-
thematischen Fachsprache ausbilden, die Voraussetzung fiir das Begriinden von
Sachverhalten ist (vgl. Weigand et al. 2009, S. 22).

Grundlegend ist auferdem das Wissen, dass aus einem (!) zutreffenden Bei-
spiel noch keine allgemeine Giiltigkeit abgeleitet werden kann, aber dass das
Finden eines Gegenbeispiels ausreicht, um Behauptungen zu widerlegen (vgl.
Jaschke 2009, S. 51). Den Schiiler(inne)n muss bewusst sein, dass man immer
nur endlich viele Beispiele rechnen oder konstruieren bzw. in der Geometrie nie
genau messen kann. Aus diesem Grund muss eine allgemeingiiltige Aussage stets
allgemein bewiesen werden (vgl. Heske 2002, S. 53).

Um im Unterricht eine entsprechende Beweiskultur zu etablieren, muss man
bewusst Begriindungstitigkeiten einplanen, durchfiithren und iiberpriifen. Dem
Begriinden muss ein gewisser Platz eingerdumt und in der Unterrichtsplanung
darauf Bedacht genommen werden. Die didaktischen Vorbereitungen und Refle-
xionen sollen das Ziel verfolgen, das kompetenzorientierte Potenzial eines Inhalts
zu erhellen. Mathematische Sachverhalte miissen daher in weitaus groferer Tiefe
durchschaut und vernetzt werden. Ein kompetenzorientierter Unterricht, wie er
sowohl bei den Bildungsstandards als auch bei der Zentralmatura gefordert wird,
erfordert von den Lehrkréften viel didaktische Arbeit, Fantasie und Geschick.
Darauf werde ich im folgenden Kapitel néher eingehen (vgl. Jaschke 2009, S.
51).

5.6 Methodische Uberlegungen

Beweisen lernt man nicht, indem man fertige mathematische Beweise auswendig
lernt. Die Fahigkeit mathematische Sachverhalte zu begriinden muss erst erlernt
werden und stellt fiir Schiiler(innen) oft ein grofes Problem dar. Gerade deshalb
ist es wichtig, dass die Lernenden nicht nur hiufig aufgefordert werden Sach-
verhalte zu begriinden und Beweise vorgefiihrt bekommen, sondern dass auch
methodische und didaktische Anstrengungen von Seiten der Lehrperson unter-
nommen werden, die zu einem erhéhten Beweisverstdndnis der Schiiler(innen)
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filhren konnen.

Dies kann unter anderem durch geeignete Begrindungsaufgaben erfolgen. Da-
bei ist wichtig, dass man nicht mit schwierigen Beweisen beginnt, sondern mit
einfachen Aufgaben, bei denen die Schiiler(innen) zum Begriinden aufgefordert
werden (vgl. Ulovec 2002, S. 12). Ein zu abrupter Einstieg in die Problemsitua-
tion ohne die Moglichkeit sich hinlénglich mit der Aussage vertraut zu machen
kann zu Problemen in der Begriindung fithren (vgl. Scheungrab 2009, S. 63).

Schon bei der Aufgabenstellung konnen Begriindungstétigkeiten durch entspre-
chende Zusitze initiiert werden. Mdogliche Argumentationsaufforderungen, die
in der Aufgabenstellung enthalten sind, wiren zum Beispiel ,Begriinde dein
Vorgehen!“, Widerlege diese Behauptung durch ein Gegenbeispiel®, , Uberprii-
fe, ob...“, ,Veranschauliche diesen Zusammenhang durch eine geeignete Zeich-
nung!*, oder ,Gilt das immer? Uberpriife, indem du Variablen verwendest!".
Formulierungen wie diese lassen die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass eine
Begriindung erforderlich ist, und auferdem wird oft ein Hinweis auf die mdogli-
che, bzw. geforderte Art der Begriindung gegeben (vgl. Jaschke 2009, S. 51).

Es ist nicht immer einfach, in jeder Situation eine entsprechende Begriindungs-
aufgabe parat zu haben, aber oft kann man aus einer traditionellen Rechen- oder
Verfahrensaufgabe eine Begriindungsaufgabe machen, indem man zusétzlich ver-
langt, das Vorgehen zu begrinden. Dazu sind héufig nur geringfiigige textliche
Anderungen vonnéten. Manchmal geniigt es die Aufforderung ,Begriinde! an-
zuhéngen (vgl. Malle 2002, S. 7).

Um eine gewisse Flexibilitdt bei Begriindungen zu erreichen, sind Schiiler(innen)
von Anfang an im Unterricht und bei den Hausiibungen zum Argumentieren
und Kommunizieren anzuregen. Auch in Leistungserhebungen wie Schularbei-
ten, Tests und Wiederholungen soll man sie daran gewdhnen. Der mathema-
tische Formalismus bei der Bearbeitung der Aufgaben sollte dabei auf alters-
gemifsem Niveau erfolgen, der iiber die Jahrgangsstufen hinweg ansteigt. Eine
Uberbetonung formaler Aspekte wire kontraproduktiv und wiirde die Aufge-
schlossenheit der Schiilerinnen und Schiiler fiir eine begriindende Mathematik
beeintrachtigen. Aufierdem koénnten dadurch inhaltliche Aspekte in den Hinter-
grund gedringt werden (vgl. Scheungrab 2009, S. 62).

Beweisen bzw. Begriinden von Aussagen sollte somit eine Grundhaltung im Ma-
thematikunterricht werden. Das Wissen um Fakten und Regeln ist ein unver-
zichtbarer Bestandteil mathematischer Kompetenz. Genauso wichtig aber ist,
sich immer wieder zu fragen, warum Fakten und Regeln so und nicht anders
lauten. Begriinden ist nicht ein Thema, das zu einer bestimmten Klassenstufe
und zu bestimmten Inhalten gehort. Vielmehr sind sinnvolles Begriinden, logisch
korrektes Argumentieren und mathematisches Beweisen Aktivititen, die durch
die ganze Schulzeit ihren angemessenen Platz im Unterricht bekommen sollten
(vgl. Sattlberger & Gotz 2007).

44



Selbst in einem in diesem Sinne guten Unterricht werden nicht alle Schiiler (innen)
in der Lage sein, eigenstindige Beweise zu entwickeln. Trotzdem ist es not-
wendig, Anldsse zum Argumentieren und Begrinden zu bieten. Mathematische
Beweise verlangen eigenstindiges Arbeiten der Schiiler(innen). Es geht nicht
darum, einen Satz vorzugeben und einen moglichst eleganten Beweis zu formu-
lieren. Wichtig ist, dass die Lernenden die Moglichkeit zum Explorieren und
Probieren haben und dadurch zu selbstiandigem Arbeiten angeleitet und in den
Prozess der Beweisfithrung eingefiihrt werden (vgl. Reiss 2009, S. 7).

Das eigensténdige Arbeiten und Lernen der Schiiler(innen) setzt eine eher zu-
riickhaltende Rolle des Lehrers/der Lehrerin voraus. Er/Sie sollte sich mehr wie
ein(e) Berater(in) verhalten, der/die bei Bedarf unterstiitzend eingreift, als wie
ein(e) Vermittler(in) von Wissen (vgl. Lorbeer & Reiss 2009, S. 23). Kooperative
und kommunikative Unterrichtsmethoden, durch die ein Austausch von Ideen
und Begriindungen innerhalb der Klasse moglich werden, sind giinstig, um die
Argumentationsfahigkeit der Schiiler(innen) zu verbessern (vgl. Jaschke 2009,
S. 51). Dabei muss einer Phase des (freien) Austausches eine der Konsolidierung
folgen.

Wie schon oben erwéhnt sind Beweisstrategien eine wichtige Voraussetzung
fiir das Begriinden im Unterricht. Schiiler(innen) wissen oft nicht, was sie tun
konnen, diirfen oder miissen. Daher ist es wichtig, ihnen immer wieder niitzliche
Beweisstrategien bewusst zu machen. Bevor man eine Behauptung bzw. einen
Satz zu beweisen versucht, ist es sinnvoll, bereits bekannte Strategien durch-
zugehen und auf ihre Niitzlichkeit in Bezug auf den zu beweisenden Satz zu
iberpriifen. In diesem Zusammenhang kénnen dies folgende Strategien sein:

e Skizze anfertigen,

e Hilfslinien einzeichnen,

e auf bekannten Satz zuriickfiihren,
e Sperzialfille iiberpriifen,

e Vorwértsarbeiten, also von den Voraussetzungen ausgehen um zur Be-
hauptung zu gelangen,

e Riickwirtsarbeiten, das heifft von der Behauptung ausgehen, um sie auf
eine bekannte Aussage zuriickzufiihren,

e Vollstindige Induktion,
e Indirekte Beweisfithrung.

Bevor die Schiiler(innen) einen Beweis fiihren sollen, kann man mit diesen
das Umfeld des zu beweisenden Satzes ausleuchten. In der Gesamtgruppe wird
besprochen, welche bekannten Sétze eventuell hilfreich sein kénnten und wie der
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Beweis bei dhnlichen Satzen gefiihrt wurde. Auch die Frage, ob sich der Sinn
des Satzes durch Handlungen, Bilder, Zeichen und die Sprache darstellen und
erschlieffen ldsst, kann im Vorhinein geklart werden. Im Rahmen dieser Unter-
suchungen vertieft sich das Versténdnis fiir die Aussage des Satzes und eventuell
entwickelt sich sogar schon eine Beweisidee. Es besteht auch die Mdéglichkeit, in
einem Unterrichtsgesprich die entscheidende Beweisidee herauszuarbeiten und
zu fixieren. Den Schiiler(inne)n bleibt dann nur noch die konkrete Beweisfiih-
rung, welche in Einzel- oder Partnerarbeit durchgefiihrt werden kann.

Um die Beweiskompetenz der Schiiler(innen) zu férdern, kann man auch eine
retrospektive Beweisanalyse durchfiihren. Ein gefundener Beweis wird dahinge-
hend {iberpriift, ob alle notwendigen Voraussetzungen benutzt wurden, ob man
sogar auf eine verzichten hétte konnen oder ob Voraussetzungen erginzt wer-
den miissen. Es kann auch iiberlegt werden, ob man den Beweis verkiirzen oder
eleganter darstellen kann (vgl. Heske 2002, S. 54). Ebenso fordert eine Reflexi-
on auf unterschiedlichen Metaebenen, die sich durch folgende Fragestellungen
auszeichnet, das Beweisverstdndnis der Schiiler(innen) (vgl. Jaschke 2009, S.
51):

e Wie sind wir vorgegangen?
e Warum war diese Vorgehensweise erfolgreich?

e Reichen die gewonnenen Erkenntnisse aus, um die Allgemeingiiltigkeit der
mathematischen Behauptung zu belegen, oder sind weitere Uberlegungen
notwendig?

e Wie viele Beispiele braucht man, um von einer Regelhaftigkeit sprechen
zu koénnen?

e Warum reicht ein Gegenbeispiel aus, um eine Behauptung zu widerlegen?

e Welche Vorteile bringt der Gebrauch von Variablen bei Begriindungsauf-
gaben?

Eine Methode des Beweisens im Unterricht ist die des ,,Beweispuzzles®. Dabei
erhalten die Schiiler(innen) einen in Papierstreifen zerschnittenen vollsténdigen
Beweis, bestehend aus Argumenten, Behauptungen, Sidtzen und Definitionen.
Thre Aufgabe besteht nun darin, die Schnipsel in der richtigen Reihenfolge an-
zuordnen, also die Puzzleteile zum Beweis zusammenzufiigen. Der Beweis zum
Satz des Thales kann beispielsweise auf diese Art und Weise erarbeitet werden
(vgl. Heske 2002, S. 54).

Es konnen auch Kértchen mit typisch fehlerhaften und/oder iiberfliissigen
Argumenten dabei sein. In diesem Fall miissen die Lernenden nicht nur den
korrekten Beweis zusammenbasteln, sondern sie sind auch beim Auswéhlen ge-
fordert. Das Fiihren eines Beweises anhand eines Beweispuzzles stellt eine Ent-
lastung bei dem Prozess des Auswéhlens und Ordnens dar. Das Verstandnis der
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Argumentationslinie im Beweis ist jedoch auch bei dieser Methode das Wesent-
liche. Diese Arbeitsweise eignet sich sowohl fiir Einzel- also auch fiir Partnerar-
beitsphasen (vgl. Ufer & Heinze 2009, S. 46).

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Schiiler(innen) einen zweiten Be-
weis zu einem Satz fihren zu lassen. Nachdem ein Beweis eines Satzes vom
Lehrer/von der Lehrerin dargestellt wurde, ldsst man die Schiiler(innen) einen
zweiten Beweis finden. In der Geometrie ist diese Variante besonders geeignet,
da es zum Beispiel zum Satz von Pythagoras eine Fiille an Beweisen gibt. Es
wird wahrscheinlich notwendig und sinnvoll sein, die Beweisfigur vorzugeben.

Die Beweisfindung kann auch durch ein Arbeitsblatt gelenkt werden. Dieses
enthilt Anweisungen fiir die Ausfithrung in Einzelarbeit des jeweils néchsten
Schrittes.

Ebenfalls in Form eines Arbeitsblattes konnen die Lernenden einen lickenhaften
Beweis vervollstindigen. Die Schiiler(innen) erhalten einen Beweis, in dem ein-
zelne Zeilen oder Terme entfernt worden sind. IThre Aufgabe besteht nun darin,
diese Liicken zu fiillen und dadurch den Beweis zu komplettieren.

Man kann die Schiilerinnen und Schiiler auch einen analogen Beweis fiihren
lassen. Dies bietet sich dann an, wenn die entscheidende Beweisidee eines vor-
gestellten Beweises auf weitere Sétze im Rahmen einer Satzgruppe iibertragbar
ist,.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Schiiler(innen) Beweise verglei-
chen zu lassen. Die Lernenden erhalten zwei verschiedene Beweise zu einem Satz
und sollen diese nachvollziehen und hinsichtlich der verwendeten Satze untersu-
chen. Sie erhalten die Aufgabe, sich begriindet fiir einen Beweis aufgrund von
Kriterien, z. B. der Anschaulichkeit, der Einfachheit und der Eleganz, zu ent-
scheiden.

Sehr unkompliziert ist auch die Moglichkeit, dass Schiiler(innen) formale Be-
weise ausarbeiten, indem sie einzelne vorgegebene Beweisschritte begrinden.

Auflerdem kann man unter den Lernenden auch fehlerhafte Beweise verteilen
mit der Arbeitsanweisung, diese auf Fehler zu iiberpriifen. Es muss entschieden
werden, ob die Fehler behoben werden kénnen oder ob die Beweisfiihrung irre-
parabel ist.

Neben diesen schiiler(innen)zentrierten Methoden besteht immer auch die Mog-
lichkeit, dass der Lehrer/die Lehrerin einen Beweis vortrigt oder dies in einem
Schiiler(innen)referat passiert. Dies bietet sich dann an, wenn ein Beweis sehr
schwierig ist, sodass er von der Mehrheit der Lernenden nicht gefunden wer-
den kann. Aufserdem wird dadurch verhindert, dass die Schiiler(innen) in einem
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fragend-entwickelnden Unterrichtsgespriach nur Stichworte nennen oder sogar
beginnen nur herumzuraten. Die Erkldrungen im Rahmen des Vortrags konnen
zu einem tieferen Versténdnis fiihren als ein vom Lehrer bzw. von der Lehre-
rin trichterformig gelenktes Vorgehen nach der Trial-and-Error-Methode. Wird
ein Beweis durch einen Vortrag présentiert, ist es jedoch wichtig, dass man bei
der Darstellung z. B. verschiedenfarbige Schriften benutzt, um Beziehungen und
Unterscheidungen klar herauszustellen (vgl. Heske 2002, S. 52).

Goldberg schreibt, wie sich der Umgang mit Beweisen in ihren Klassen bewahrt
hat. Um im Mathematikunterricht eine Beweiskultur entstehen zu lassen, ist fiir
sie die Atmosphére von Bedeutung. Die Schiiler(innen) miissen zum fachlichen
Streiten befdhigt werden. Dafiir brauchen diese Raum und Gelegenheit. Man
muss ihnen die Angst nehmen einmal etwas Falsches zu sagen, das heifst, es
muss eine Atmosphére geschaffen werden, in der die Lernenden ihre Erkennt-
nisse vorstellen und verteidigen wollen. In Stillarbeitsphasen beschéftigt sich
jede(r) Schiiler(in) mit der gestellten Aufgabe. Ein(e) Schiiler(in), der/die sich
nicht sicher ist, ob er/sie die Aufgabe richtig 16sen kann, kommt an die Tafel
und entwickelt die Losung dort. Danach entspinnt sich in der Klasse eine Dis-
kussion iiber den an der Tafel skizzierten Losungsweg. Fehler werden gesucht
und richtige Schritte werden verteidigt. Der Lehrer/die Lehrerin greift manch-
mal lenkend und als Fachexperte/Fachexpertin ein. Dabei ist wichtig, dass die
Lernenden zum einen beféhigt werden sinnvolle Fragen zu stellen und zum ande-
ren auch den Mut haben diese zu dufiern. Diese Fragen sollen dann im Idealfall
von den anderen Schiiler(innen) aufgegriffen und bearbeitet werden. Verhalten
sich die Schiiler(innen) zu wenig kritisch und zweifeln zu wenig, bringt sich der
Lehrer/die Lehrerin ein. Goldberg empfiehlt aufierdem, dass Ergebnisse nicht
einfach nur verglichen werden sollen oder dass nicht nur die Lehrerin/der Leh-
rer entscheidet, welches Ergebnis richtig ist und welches falsch. Es sollte zur
Gewohnheit werden, dass die Lernenden entscheiden, welches Ergebnis richtig
ist nach erfolgter Argumentation. Haben die Schiiler(innen) unterschiedliche Er-
gebnisse, so werden sie aufgefordert, sachlich zu begriinden, bis sie sich selbst
sicher sind, welches Ergebnis das richtige ist, und auch die anderen iiberzeugt
haben (vgl. Goldberg 2002, S. 11).

Bei jeder Beweisfithrung ist wichtig, dass deutlich herausgestrichen wird, was
hergeleitet bzw. was bewiesen werden soll. In einem fragend-entwickelnden Un-
terrichtsgesprich werden kaum sinnvolle Vorschlige von den Lernenden kom-
men, wenn ihnen nicht bewusst ist, worauf die Lehrperson hinauswill.

In vielen Féllen ist es sinnvoll zunéchst konkrete Probleme zu 16sen, bevor
nach einer allgemeinen Losung gesucht wird. Durch den Vergleich zweier dhnli-
cher Probleme kann man die Suche nach einer allgemeinen Losung motivieren.
Es soll dabei auch thematisiert werden, an welcher Stelle das Problem bereits
gelost ist und ab wo nur noch eine Vereinfachung der Terme stattfindet (vgl.
Heske 2002, S. 52).
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5.7 Beweisen mittels dynamischer Geometriesoft-
ware

Begriinden im Geometrieunterricht muss nicht unbedingt in der Klasse an der
Tafel passieren. Dynamische Geometriesoftware hat didaktisches Potential, um
das Argumentieren und Begriinden zu entwickeln und zum Beweis hinzufiihren.

Dynamische Geometriesoftware (DGS), wie z. B. DynaGeo, GeoGebra oder
Geoneat, stellen alle Zirkel-und-Lineal-Operationen zur Verfiigung, es konnen
also Punkte, Geraden, Halbgeraden, Strecken, Dreiecke, Vielecke und Kreise so-
wie Schnittpunkte dieser Objekte in der Ebene gezeichnet und konstruiert wer-
den. Dariiber hinaus sind aber auch ,Geodreieck-Operationen* wie das Abtragen
von Winkeln vorgegebener Grofie und das Einzeichnen von Strecken bestimm-
ter Lange moglich. Auferdem findet man in Konstruktionsmeniis auch noch
eine Auswahl von haufig benétigten Konstruktionen wie das Zeichnen von Par-
allelen, (Mittel-)Senkrechten und Winkelhalbierenden sowie Messfunktionen fiir
Streckenléngen und Winkelgrdfsen. DGS gehen weit {iber die Moglichkeiten von
Zirkel und Lineal hinaus. So ist etwa auch das Arbeiten mit Kongruenzabbil-
dungen, wie z. B. Spiegelungen oder Verschiebungen, moglich. Streckenlingen,
Entfernungen, Winkelgrofien und Flécheninhalte konnen gemessen werden, um
eventuelle Gesetzméafigkeiten leichter sichtbar zu machen (vgl. Weigand et al.,
S. 62, S. 76-78).

Schiiler(innen) verfiigen in der Regel noch nicht a priori tiber die Fahigkeit,
im Besonderen das Allgemeine und anhand einer einzelnen Zeichnung im Kopf
eine Zugfigur zu sehen. Erst durch eigene Erfahrungen muss diese Kompetenz
mittels DGS aufgebaut werden. Fiir die Umsetzung von visuell-dynamischen
Beweisen im Unterricht bieten sich interaktive elektronische Arbeitsblédtter an,
die aus zum Teil vorgegebenen Konstruktionen und einer integrierten Aufga-
benstellung bestehen.

Die Giiltigkeit des Héhensatzes lasst sich durch folgende Konstruktion in Geo-
Gebra in Abbildung 5.8 leicht einsehen.

Abbildung 5.8: Hohensatz

Man geht vom linken Dreieck in der Abbildung aus und unterteilt dieses
in zwei Teildreiecke. Diese werden so verschoben, dass zwei neue, kongruente
Dreiecke (Mitte und rechts) entstehen. Durch den Zugmodus kénnen die Schi-
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ler(innen) die Verschiebung selbst durchfiihren und kénnen so einsehen, dass
sich die Langen der Hypotenusenabschnitte p und ¢, der Hohe A und natiirlich
auch die der Seiten des Ausgangsdreiecks durch die Verschiebung und Drehung
nicht &ndern. Auch die Winkel sind invariant. Die beiden so entstandenen recht-
winkeligen Dreiecke sind wie schon bemerkt kongruent, da sie in beiden Kathe-
tenldngen iibereinstimmen. Weil die Fléche der Teildreiecke in beiden Figuren
gleich grofs ist, miissen auch die Restflichen gleich grof sein. Und somit gilt
h?2=p-q.

Durch den Zugmodus kann man das Ausgangsobjekt variieren und so lésst sich
die Giiltigkeit einer Konstruktion an sehr vielen Einzelfillen iiberpriifen. Dies
ist ein grofer Vorteil gegeniiber Zeichnungen mit Zirkel und Lineal im Heft.
Will man mehrere Einzelfille betrachten, um einen Sachverhalt zu erschliefsen,
so erweist sich dies ohne Computer als sehr miihsam.

In folgender Abbildung kann man im Algebrafenster den Flicheninhalt des Del-
toids ablesen. Verschiebt man die Diagonale e im rechten Winkel zu f nach oben
bzw. nach unten, ohne die Linge dabei zu verdndern, so erhalten die Langen
der Seiten a und b andere Mafe. Der Fliacheninhalt ist jedoch immer gleich.

(€3 GeoGebra - 15 Deltoid- konstan inl
Datei iten Ansicht Fenster Hiffe

DRG] CEINS

L Freie Objekte
@ A=(-3.25,7.05)
10 B=(5147,12)

@ D=(-1.17,1.25)
|, Abhangige Objekiz
0 €=(3.13,-1.95)
++0 E=(-3.37,16.09)
i@ Flacheninhalt = 18
i a,=6.16
i+ br-4x - 0.05y = 12.63
i-@b,=375 /

40 G fx + 3.25) + (y- 7.05) =81
i@ €, =6.16 / e

i@ d,=375 \
@ e=9 A
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Abbildung 5.9: Deltoid

Diese Erkenntnis filhrt zur Vermutung, dass der Flicheninhalt nur von den
Diagonalen e und f abhéngt. Dies wiederum dient als Grundlage fiir die (Be-
griimdung der) Flachenformel A = % des Deltoids.

Das Variieren der Ausgangsobjekte ermoglicht auferdem das Entdecken von

30



Gesetzmafigkeiten, Zusammenhéngen, Eigenschaften und Sétzen.

Mit DGS koénnen beispielsweise der Inkreismittelpunkt I, der Umkreismittel-
punkt U, der Hohenschnittpunkt H und der Schwerpunkt S eines Dreiecks
konstruiert und die Verdnderung ihrer Lage im Zugmodus betrachtet werden.
Dabei ergibt sich die Vermutung, dass U, S und H stets auf einer Geraden,
der sogenannten Fuler-Geraden, liegen. Im Zugmodus kénnen Zusammenhin-
ge zwischen der Gestalt des Dreiecks und der Lage des Inkreismittelpunktes
zur Euler-Geraden entdeckt und mit Symmetrieargumenten begriindet werden,
dass bei gleichschenkeligen Dreiecken I auch auf dieser Geraden liegt und dass
beim gleichseitigen Dreieck alle betrachteten besonderen Punkte zusammenfal-
len. Abhingig von der Gestalt des Dreiecks kann man herausfinden, wann die
Strecke UH ganz im Inneren des Dreiecks liegt, wann U und H aufserhalb des
Dreiecks liegen und wann sie auf dem Rand des Dreiecks liegen. Durch dynami-
sche Messung lasst sich herausfinden, dass S die Strecke U H im Verhéltnis 2 : 1
teilt (vgl. Elschenbroich 2002, S. 57).

DGS ermoglicht es nicht nur, im Zugmodus Konstruktionen zu variieren, man
kann dabei auch bestimmte Punkte eine Spur bzw. eine Ortslinie zeichnen lassen
(Ortslinienfunktion). Diese Funktion visualisiert die Bewegung von konstruier-
ten Punkten beim Variieren von Ausgangsobjekten und ist damit ein Hilfsmit-
tel im Rahmen von Problemldseprozessen. Dabei kann es erforderlich sein, eine
Konstruktion durch Weglassen von Bedingungen beweglich zu machen. Bei fol-
gender Konstruktion eignet sich das Zeichnen einer Ortslinie.

Beispiel: Gegeben sind drei parallele Geraden a, b und c. Es soll ein gleich-
seitiges Dreieck ABC' konstruiert werden, dessen drei Eckpunkte jeweils auf
einer der drei gegebenen parallelen Geraden liegen. Dazu wird ein gleichseitiges
Dreieck konstruiert, dessen Eckpunkte C' auf ¢ und B auf b liegen.
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Oirtslinie von Ai

Abbildung 5.10: Ortslinie von A;

Bei festem C' wird der Punkt B; ldngs b variiert, sodass das Dreieck gleichsei-
tig bleibt, und es wird die Ortslinie des Punktes A; gezeichnet. Der Schnittpunkt
dieser Ortslinie mit der Parallelen a liefert den gesuchten Punkt A (Abbildung
5.10). Da C fest ist und A durch den Schnittpunkt mit der Ortslinie gefunden
wird, ist die Seitenlénge des gleichseitigen Dreiecks festgelegt (vgl. Weigand et
al. 2009, S. 73).

In diesem Zusammenhang stellt die Konstruktion mit DGS eine Zeiterspar-
nis dar, die fiir Begriindungstatigkeiten genutzt werden kann. Die Einsicht in
die Problemstellung wird geférdert und ein Konstruktionshinweis wird gegeben.
Betrachtet man mehrere Punkte B; auf b und markiert die dadurch gewonnenen
Punkte A;, so sieht man, dass alle Punkte A; auf einer Geraden liegen, welche
die Gerade a im gesuchten Punkt A schneidet.

Der Geometrieunterricht bekommt durch den Einsatz von DGS neue Impulse
und Moglichkeiten, dennoch birgt er auch Gefahren und Probleme. In perfekt
visualisierten Arbeitsmaterialien liegt die Gefahr, dass Schiiler(innen) irrtiimlich
meinen, sie hitten alles verstanden, weil es im Zugmodus so einfach geht und
einsichtig ist. Die zugrundeliegende Mathematik wird durch die Visualisierung
aber meist nicht einfacher, sondern wird moglicherweise durch das Unterschét-
zen und dem Steckenbleiben an der Oberfliche unzugénglicher.

Schiiler(innen) kénnen durch eine Flut animierter Bilder in ihrer selbststéin-
digen kognitiven Té&tigkeit behindert werden, da sie nicht wie bei einem stati-
schen Bild zum Vorstellen gezwungen sind.

Beim Arbeiten mit DGS besteht die Gefahr einer Beschrédnkung auf expe-
rimentelles Arbeiten. Durch blofses Feststellen von Invarianten wird die Frage
nach dem ,Warum® nicht beantwortet oder kann dadurch noch weiter in den
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Hintergrund treten.

Eine Figur und ihre Transformation liefern noch keinen Beweis, sondern nur
die Entdeckung eventueller Invarianten. Diese kann selbst mit dem Rechner nur
fiir eine endliche Anzahl von Beispielen verifiziert werden und deshalb ist kei-
ne Allgemeingiiltigkeit gesichert. Auch das blofe Messen der Winkelsumme im
Dreieck in einem Termfenster beim Variieren des Dreiecks oder nur das Messen
der Flicheninhalte der Quadrate iiber den Katheten eines rechtwinkeligen Drei-
ecks und ihr Vergleich mit dem Fliacheninhalt des Hypotenusenquadrats fiihren
zwar zu einer richtigen Vermutung, aber nicht zu einem Beweis.

Didaktisch entscheidend ist, dass die visuellen M&glichkeiten nicht nur zur II-
lustration und zur Multimediashow genutzt werden, sondern als Basis fiir eine
erweiterte Eigentétigkeit der Lernenden. DGS ist also ein Werkzeug, das sinnvoll
eingesetzt Moglichkeiten erdffnet, besser Mathematik zu lehren und zu lernen
in dem Sinne, dass Inhalte besser verstanden, Einsichten in Problemstellungen
gewonnen, Invarianten erlebt und Beweisideen entwickelt werden kénnen. Die
Aufgabe der Lehrer(innen) besteht nun darin, geeignete Lehr- /Lernmaterialien
zu erarbeiten und DGS verantwortungsbewusst im Unterricht einzusetzen (vgl.
Elschenbroich 2002, S. 56).
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Kapitel 6

(Geometrie

Der Ursprung des Wortes Geometrie liegt im Griechischen und bedeutet Erd-
messung. Die Geometrie hat eine lange Geschichte und wird auch in (fast) allen
Klassenstufen der Schule gelehrt. Dabei bilden die Elemente des Euklid nach
wie vor die zentrale Grundlage fiir die Geometrie an den Gymnasien. In der
Oberstufe hat sich die analytische Geometrie in Verbindung mit der linearen
Algebra durchgesetzt (vgl. Wellstein & Kirsche 2009, S. 1).

6.1 Die Urspriinge der Geometrie und ihre Ent-
wicklung

Lange bevor die Schrift entwickelt wurde, hat der Mensch geometrische Struktu-
ren wahrgenommen und auch systematisch verarbeitet. Ausgrabungen belegen
bereits eine frithe geometrische Praxis. Auf Schmuck-, Kult- und Gebrauchs-
gegenstinden fand man bestimmte Muster und Ornamente. Spezielle Formen
wurden bei Ausgrabungen von Bauten gefunden. Auffallend dabei ist der Sinn
fiir Regelmafhigkeit und Symmetrie. Gleichseitiges Dreieck, Quadrat, Rechteck,
Kreis, Quader, Wiirfel, Zylinder sind anscheinend seit frithester Zeit bekannt
(vgl. Mainzer 1980, S. 19).

Bediirfnisse und Titigkeiten des Alltags regten geometrische Uberlegungen
an. So kamen beispielsweise beim Anlegen von Griben und D&mmen, beim
Hausbau und bei Feldmessungen elementargeometrische Beziehungen zur An-
wendung. Wirtschaft, Handel, Bauwesen und Himmelsbeobachtungen gaben all-
gemein Anlass zu mathematischen Uberlegungen.

Mathematiker aus Babylonien und Agypten berechneten bereits Flichenin-
halte von Rechtecken, Trapezen und Dreiecken und Volumina von (einfachen)
Prismen, um das Fassungsvermdégen von quaderférmigen und zylinderférmigen
Behéltnissen und Speichern zu bestimmen. Auch Naherungsberechnungen von
Kegel- und Pyramidenstumpf waren bekannt (vgl. Scriba & Schreiber 2000, S.
6). Viele Jahrhunderte vor Pythagoras kannten die Babylonier bereits den unter
dem heutigen Namen bekannten Lehrsatz des Pythagoras, was ihre Mathematik
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iiber die der dgyptischen Zeitgenossen hob. In der babylonischen Mathematik
entwickelte sich bereits eine Vorform der Trigonometrie. Dennoch war das Win-
kelmafl im heutigen Sinne nicht bekannt (vgl. Mainzer 1980, S. 23).

In allen vorgriechischen Kulturen kamen geometrische Elemente in vielfil-
tiger Weise zum Tragen. Unmittelbar einsichtige Beziehungen waren bekannt
und wurden in der Praxis benutzt. Erst die Griechen fragten nach einer Be-
griindung. So gelangten sie zu einem axiomatischen Aufbau der geometrischen
Theorie, wie sie in den , Elementen“ des Euklid {iberliefert wurde (vgl. Scriba
& Schreiber 2000, S. 6). War die Geometrie bisher eines unter anderen An-
wendungsgebieten einer vorwiegend rechnerisch ausgerichteten Mathematik, so
wurde sie in der griechischen Antike zum Kern und Hauptgebiet der gesamten
Mathematik.

Die Anfange der griechischen Geometrie bei Thales und den Pythagoreern zeich-
nen sich nicht so sehr durch neue Entdeckungen und Erfindungen aus. Gab es
davor nur rezeptartige Musteraufgaben, so wurden schlieflich allgemeine Sitze
bewiesen. Die babylonische Rechenregel iiber Katheten- und Hypotenusenqua-
drate am rechtwinkeligen Dreieck wurden zum Lehrsatz des Pythagoras und die
Geometrie zur beweisenden Wissenschaft (vgl. Mainzer 1980, S. 26). Fiir die
frithe Entwicklung der Mathematik bei den Griechen und auch fiir die Folgezeit
gibt es jedoch keine sicheren Mitteilungen.

Als erster griechischer Geometer wird Thales von Milet (624-547 v. Chr.) ge-
nannt. Folgende von ihm stammende Sétze wurden sinngemifs iiberliefert:

e Die Basiswinkel im gleichschenkeligen Dreieck sind gleich grof.

e Die Scheitelwinkel zwischen zwei einander schneidenden Geraden sind
gleich grok.

e Ein Dreieck ist durch eine Seite und die beiden anliegenden Winkel be-
stimmt.

e Der Durchmesser halbiert den Kreis.
e Die Diagonalen eines Rechtecks sind gleich lang und halbieren einander.

e Der Peripheriewinkel im Halbkreis ist ein rechter.

Dass diese Sétze von Thales gefunden wurden, bedeutet, dass er zumindest
der Erste war, der diese Aussagen explizit formulierte. Es kénnte auch bedeu-
ten, dass er der Erste war, der Begriindungen fiir ihre Richtigkeit vorgebracht
hat. Bei Thales tritt erstmals der Begriff des Winkels auf, der durch den Schnitt
zweier Geraden entsteht. Thales, so wird berichtet, habe aufferdem die Hohe
grofer Geb&ude mit Hilfe ihres Schattens ermittelt. Dazu hatte er die Tageszeit
abgewartet, in der sein eigener Schatten gleich lang war wie er selbst. Daraus ist
zu schliefen, dass er schon mit Ahnlichkeitsbeziehungen umgehen konnte (vgl.
Scriba & Schreiber 2000, S. 31-35).
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Ein weiterer Mathematiker, der die Geometrie stark geprigt hat, ist Pytha-
goras von Samos (ca. 572 v. C.). Er folgt in der Chronologie auf Thales. Sein
mathematisches Wissen soll sich Pythagoras bei Thales und auf Reisen nach
Babylonien und Agypten erworben haben. Pythagoras griindete in Unteritalien
eine religios-philosophische Lebensgemeinschaft. Die pythagoreische Philosophie
war der Uberzeugung, dass alle Eigenschaften der Welt durch ganze Zahlenver-
haltnisse bestimmt seien (vgl. Mainzer 1980, S. 28-29).

Hippasos von Metapont (ca. 450 v. Chr.) entdeckte durch das Studium des
Verhiltnisses von der Seite s und der Diagonale d eines Pentagramms, fiir wel-
chesd=s- # gilt, die Existenz der Inkommensurabilitdt (vgl. Hischer 2000,
S. 98, 100). Es kam somit zu der umstiirzenden Erkenntnis der Existenz irratio-
naler Verhéltnisse. Und dies fiihrte zur ersten Grundlagenkrise der Mathematik
nach Ansicht vieler Forscher (vgl. Scriba & Schreiber 2001, S. 35-36). Nach Auf-
fassung der Pythagoreer umfasste die Arithmetik nur die Theorie ganzer Zahlen
und somit reichte sie nicht mehr aus, um die Welt mathematisch zu beschreiben.
An ihre Stelle musste daher die Geometrie treten (vgl. Mainzer 1980, S. 30). Bis
heute ldsst sich nicht mit Gewissheit sagen, was in der Geometrie von Pythago-
ras selbst und was von seinen Anhéngern stammt (vgl. Scriba & Schreiber 2000,
S. 35).

Etwa 300 Jahre v. Chr. schrieb der griechische Mathematiker Euklid, der in
Alexandria forschte und lehrte, das Buch Die Elemente. Uber ihn selbst ist sehr
wenig bekannt, doch sein Werk war so folgenreich fiir die gesamte Mathematik,
dass der Name Euklid hiufig als Synonym fiir Mathematik bzw. Geometrie be-
nutzt wurde. Nach wie vor ist er in stdndigem Gebrauch in Zusammenhingen
wie euklidischer Raum, euklidische Geometrie und euklidische Metrik. In Euklids
Hauptwerk Die Elemente wurden die Erkenntnisse dlterer griechischer Mathe-
matiker zusammengefasst, verbunden und erginzt. Er prisentierte das damals
vorhandene mathematische Wissen in einer systematischen Weise in Form von
Definitionen, Axiomen, Postulaten, Sitzen, Beweisen und Problemen (vgl. Scri-
ba & Schreiber 2000, S. 49-54).

In den Wissenschaftslehren des Mittelalters wurden insbesondere Algebra und
Arithmetik von indischen und arabischen Mathematikern weiterentwickelt. In
der Geometrie interessierten sie sich hauptséichlich fiir die Trigonometrie, da
diese fiir die Astronomie von Bedeutung war. Indische Astronomen verfiigten
bereits iiber eine Art von Sinusfunktion. Die Ubersetzungen griechischer Geo-
metrietexte und die Fortschritte der Algebra bereiteten den Boden fiir die Ent-
wicklung der analytischen Geometrie (vgl. Mainzer 1980, S. 79).

Unter dem Einfluss der Indisch-arabischen Kalkiil- und Rechentechnik und der
technischen Geometrie der europiischen Renaissance begannen mit dem 17.
Jahrhundert die Arithmetisierung und Algebraisierung der Geometrie und die
Untersuchungen von Kurvengleichungen. Die neuen Erkenntnisse der Algebra
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und Trigonometrie des 15. und 16. Jahrhunderts wurden durch Descartes und
Fermat auch in der Geometrie wirksam. In der analytischen Geometrie entstan-
den prézise algebraische Methoden (vgl. Mainzer 1980, S. 14, 92). Das Koor-
dinatensystem, das eine algebraische Behandlung geometrischer Probleme erst
ermoglicht, wurde von René Descartes und Pierre de Fermat nahezu gleichzeitig
und im Wesentlichen unabhéngig voneinander um 1637 begriindet (Scriba &
Schreiber 2000, S. 300). Fermat ist die allgemeine Idee, Kurven durch die Ko-
ordinaten der Punkte der Kurve anzugeben, zuzuschreiben. Bei Descartes sind
nur jene Kurven zuldssig, die durch algebraische Gleichungen dargestellt werden
konnen. Dennoch ist das Koordinatensystem nach Descartes benannt, denn er
war der Erste, der eine ganze, einheitliche Theorie auf Basis von Koordinaten-
systemen entwickelt hat, ndmlich die Kurvenklassifikation nach dem aufstei-
genden Grad der Kurven. Dies brachte dem Koordinatensystem und auch der
analytischen Geometrie den wirklichen Durchbruch (vgl. Ramharter 2005, S.
25-26).

In der Geometrie entstanden Praxisbeziige zur Astronomie, Geodésie, Karto-
graphie, Mechanik, Optik und zu den bildenden Kiinsten. Die Beschéftigung mit
den dadurch entstandenen neuen Problemen fiihrte zur Entstehung des Funk-
tionsbegriffs, der Koordinatenmethode, der Differential- und Integralrechnung
(vgl. Scriba & Schreiber 2000, S. 1). Ebenfalls im 17. Jahrhundert fand Bo-
naventura Cavalieri eine Moglichkeit zur Berechnung von Inhalten mittels In-
divisiblen. Indivisiblen sind ,unendlich diinne* parallele Schichten, in die man
sich eine Fliche oder einen Korper zerlegt denken kann. Ergibt sich durch den
Vergleich zweier auf die gleiche Basis gestellter Flachen bzw. Korper, dass ih-
re Parallelschnitte zur Basis in jeder Hohe iiber der Basis den gleichen Inhalt
haben, so schliefst Cavalieri daraus, dass ihre Inhalte insgesamt gleich sind. Die
Wurzeln der Differentialrechnung sind ebenfalls in dieser Zeit zu finden (vgl.
Scriba & Schreiber 2000, S. 314-315).

Gegen Ende des 18. Jahrhunderts zeichnete sich die Geometrie durch ein wach-
sendes Interesse an einer anschaulichen, nicht-analytischen Geometrie aus. Diese
fand Anwendung in den technischen Zeichnungen der Anatomie, Botanik und
Architektur. Mitte des 18. Jahrhunderts herrschte noch die Uberzeugung, dass
die Formen der raumlichen Anschauung und die der Koordinatengeometrie der
Physik den Gesetzen der Euklidischen Geometrie unterliegen (vgl. Mainzer 1980,
S. 14). Gegen Ende des 18. Jahrhunderts trat der synthetischen Geometrie Eu-
klids die analytische Geometrie von Monge und Lacroixz zur Seite. Monge vertrat
bereits den Standpunkt, wonach die Formeln der analytischen Geometrie keiner
Rechtfertigung durch Figurenkonstruktionen bediirfen, sondern durch die ana-
lytischen Verfahren alleine gerechtfertigt sind (vgl. Mainzer 1980, S. 134).

Das 19. Jahrhundert brachte eine enorme Umfangs- und Bedeutungserweiterung
der Geometrie. Im gesamten 19. Jahrhundert war die Geometrie nach allgemei-
ner Einschitzung neben der Analysis das Hauptgebiet der Mathematik und
seinerseits sehr stark verzweigt. Es kristallisierten sich die wesentlichen Rich-
tungen heutiger geometrischer Forschung heraus. Dazu zdhlen projektive und
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n-dimensionale Geometrie, Vektorrechnung, nichteuklidische Geometrie, Diffe-
rentialgeometrie und Topologie (vgl. Scriba & Schreiber 2000, S. 2).

In Frankreich fiihrte die Tradition der darstellenden Geometrie zur Ausbil-
dung der projektiven Geometrie Poncelets. Philosophische Uberlegungen iiber
beliebig dimensionale Rdume bei Herbart regten Hermann Graffmann zu seinen
Untersuchungen n-dimensionaler ,Ausdehnungen“ an, die zusammen mit Cay-
leys Untersuchungen wesentlich auf die Entwicklung der linearen Algebra und
Vektorgeometrie einwirkten. Die Beschiftigung von Gauf mit nicht-euklidischer
Geometrie und seiner Weiterentwicklung der Eulerschen Kurven- und Fléchen-
theorie fiihrte schliefslich zu seiner Differentialgeometrie zweidimensionaler Fl&-
chen, die von Riemann fiir den n-dimensionalen Raum verallgemeinert wurde
(vgl. Manzer 1980, S. 134). Gauf, Bolyai und Lobatschewski legten dar, dass
es Geometrien gibt, die den Euklidischen Axiomen mit Ausnahme des Paralle-
lenaxioms geniigen. Dies sind die ,Nicht-euklidischen Geometrien®, die man in
hyperbolische und elliptische Geometrien untergliedern kann (vgl. Wellstein &
Kirsche 2009, S. 2).

Einer der einflussreichsten Mathematiker des ausgehenden 19. und begin-
nenden 20. Jahrhunderts war David Hilbert (1862-1943). Er tat einen wichtigen
Schritt im Hinblick auf einen systematischen Aufbau der Geometrie mit seinem
Werk ,Grundlagen der Geometrie“, das 1899 erschienen ist. Anders als bei Eu-
klid enthilt das Axiomensystem von Hilbert keine Erklarungen {iber die Art der
Objekte, sondern nur Aussagen iiber deren gegenseitige Beziehung (vgl. Mainzer
1980, S. 187-188).

Keime der geometrischen Wahrscheinlichkeits- und Maftheorie, Graphentheorie
und Polyedergeometrie liegen im 19. Jahrhundert, zur vollen Entfaltung kam es
dann erst im 20. Jahrhundert. Die Entstehung dieser neuen geometrischen Diszi-
plinen ging einher mit der Auflésung des bis dahin herrschenden Versténdnisses
der Geometrie als Wissenschaft vom ,wahren physikalischen Raum®. Schliefslich
besteht die Geometrie seit dieser Zeit aus einer grofsen Menge an Fakten iiber
den zwei- und dreidimensionalen euklidischen Raum und einer Vielzahl an unge-
16sten Fragen auch in anderen Raumen. Andererseits kann man Geometrie heute
nicht mehr als Teilgebiet der Mathematik im herkommlichen Sinne verstehen,
sondern als eine Betrachtungsweise, die in fast jedem Teilgebiet der Mathema-
tik anzutreffen ist. So gibt es eine geometrische Zahlentheorie, eine geometrische
Funktionstheorie, algebraische Geometrie und geometrische Stochastik. Es gibt
geometrische Methoden in der Variationsrechnung, aber auch diskrete und kom-
binatorische Geometrie sowie Computergeometrie. Dennoch ist der euklidische
Raum, auch wenn er nach Erkenntnissen der Physik nur eine grobe Annidherung
an die Wirklichkeit ist, ein passendes mathematisches Modell fiir alle ,alltégli-
chen Probleme (vgl. Scriba & Schreiber 2000, S. 2).
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6.2 Das Verhiltnis der Geometrie zu anderen Be-
reichen der Schulmathematik

Die Geometrie steht nicht isoliert neben anderen Disziplinen der Mathematik.
Vielmehr werden ihre Probleme oft mit algebraischen oder analytischen Me-
thoden formuliert und bearbeitet (vgl. Scheid 2001, S. 6). Arithmetische und
algebraische Gesichtspunkte nehmen im Laufe der Schulzeit zunehmend eine
grofere Rolle ein.

In (fast) der gesamten Schulzeit werden geometrische Figuren untersucht und
zunehmend auch Berechnungen an diesen durchgefiihrt. Schon in der Volksschu-
le werden Fldcheninhalte von Rechtecken berechnet. In der AHS-Unterstufe,
Hauptschule und KMS erfahren diese Berechnungen eine Erweiterung auf Par-
allelogramme, Dreiecke und weitere ebene Figuren bis hin zum Kreis. Durch die
Betrachtung der Innenwinkelsumme konnen Winkelgrofen aus anderen Winkel-
grofen von Figuren berechnet werden und auf dieser Grundlage komplexere Pro-
blemstellungen gelost werden. Nach der Behandlung der Strahlensdtze und der
Ahnlichkeit geometrischer Figuren kann man unbekannte Léngen durch dhnliche
Dreiecke und durch die Einbettung in Strahlensatzfiguren berechnen. Der Satz
von Pythagoras erdffnet weitere Berechnungsmaoglichkeiten von Streckenldngen
und es ergeben sich vielfiltige Anwendungen, die darauf beruhen, Figuren in
rechtwinkelige Teildreiecke zu zerlegen. Schon ab der ersten Klasse werden Kor-
per im Raum untersucht und deren Volumina und Oberfliche berechnet. In der
ersten Klasse beschrankt sich dies auf den Quader und einfache daraus zusam-
mengesetze Figuren. Spiter werden dann Prismen und Pyramiden betrachtet,
schlieflich Kugel, Zylinder und Kegel. Eine Erweiterung der Berechnungsmog-
lichkeiten ist durch die Trigonometrie gegeben.

Die Trigonometrie —im AHS-Lehrplan in der fiinften Klasse angesiedelt — ist ein
Gebiet der Mathematik, die Zusammenhénge zwischen Geometrie und Algebra
herstellt. Das Wort ,, Trigonometrie kommt aus dem Griechischen und bedeutet
»Dreiecksmessung®. Damit sind weniger unmittelbare Messungen gemeint, son-
dern Berechnungen unbekannter Grofen in Dreiecken. Trigonometrische Uberle-
gungen geben Anhaltspunkte fiir die ,Berechenbarkeit” fehlender Grofen. Viele
Inhalte des Geometrieunterrichts der Unterstufe werden in der Trigonometrie
aufgegriffen und geometrische Objekte und Zusammenhinge werden in wesent-
lich stirkerem Mafie rechnerisch behandelt.

Die Trigonometrie ist ein Werkzeug fiir Anwendungen in der ebenen Geome-
trie und der Raumgeometrie. Ebenso findet sie Verwendung in der Physik und
Architektur. Hinsichtlich der benétigten Grofken erweitern sich die Moglichkeiten
von Fléchen- und Volumsberechnungen erheblich. Die trigonometrischen Funk-
tionen stellen Zusammenhinge zwischen Winkeln und Langen her (vgl. Weigand
et al. 2009, S. 239-243).

Auch in der analytischen Geometrie stehen Berechnungen im Vordergrund.
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Unter analytischer Geometrie versteht man im Allgemeinen die Methode des
Ubersetzens geometrischer Probleme in algebraische, wobei ein Koordinaten-
system der ,,Ubersetzung® dient. Geometrische Sachverhalte werden algebraisch
beschrieben und umgekehrt werden algebraische Sachverhalte geometrisch inter-
pretiert (vgl. Scheid 2001, S. 166). In der traditionellen analytischen Geometrie
werden Punkte durch Koordinaten eines Koordinatensystems beschrieben. Geo-
metrische Figuren und Sachverhalte werden mit Hilfe von Koordinatengleichun-
gen bzw. Systemen von Koordinatengleichungen beschrieben. Die algebraische
Losung eines geometrischen Problems kann auch koordinatenfrei erfolgen, in-
dem man mit Pfeilvektoren und deren Verkniipfung arbeitet (vgl. Tietze, Klika
& Wolpers 2000, S. 61, bzw. S. 94 ff. in dieser Arbeit).

Die analytische Geometrie ist im Lehrplan der AHS-Oberstufe in fast allen
Klassen verankert. In der fiinften Klasse beschrinkt sich die analytische Geo-
metrie auf die Ebene. Die Schiiler(innen) sollen Operationen wie die Addition
und Multiplikation von Vektoren geometrisch veranschaulichen und geometri-
sche Aufgaben unter Einbeziehung der Elementargeometrie 16sen kénnen. In
der sechsten Klasse wird die analytische Geometrie auf den Raum ausgewei-
tet. Bekannte Begriffe und Methoden aus der zweidimensionalen analytischen
Geometrie werden auf den dreidimensionalen Raum iibertragen. Geometrische
Aufgaben unter Einbeziehung der Elementargeometrie und der Trigonometrie
werden gelost. In der siebenten Klasse werden die Kegelschnitte behandelt. Die-
se gehdren dem Bereich der nichtlinearen analytischen Geometrie an.

Geometrische Berechnungen findet man auch noch in anderen Bereichen der
Schulmathematik, wie z. B. bei den komplexen Zahlen. Ebene geometrische Pro-
bleme kann man statt in einem kartesischen Koordinatensystem in der komple-
xen Zahlenebene formulieren. Extremwertaufgaben in der Differentialrechnung
haben oft geometrische Fragestellungen. Mit Hilfe der Integralrechnung, die in
der achten Klasse angesiedelt ist, lassen sich ebenfalls Flichen- und Volumsbe-
rechnungen durchfithren (vgl. Lehrplan fiir die AHS-Oberstufe).

Durch die Integration der Algebra in den Geometrieunterricht kann man
Ergebnisse der Geometrie verallgemeinern. Verallgemeinern ist hier in dem Sin-
ne zu verstehen, dass die Vorstellungen der Schiiler(innen) von einer konkreten
Figur losgelost werden sollen und dadurch der gedanklich einbezogene Gegen-
standsbereich erweitert wird. Die Lernenden sollen z. B. bei der Berechnung von
Dreiecksflicheninhalten bedenken, dass dieser nur durch seine Variablen ,Seite"
und ,zugehorige Hohe festgelegt wird. Dieses Versténdnis kann durch die Einbe-
ziehung algebraischer Notationen und Operationen erreicht und gefestigt werden
(vgl. Mormann 1981, S. 182).

6.3 Ziele des Geometrieunterrichts
Der Geometrieunterricht verfolgt eine Reihe von Zielen, wobei man zwischen all-

gemeinen Zielen und inhaltsspezifischen Zielen unterscheiden muss. Bei den all-
gemeinen Zielen sollen die Schiiler(innen) Fahigkeiten, Fertigkeiten und Kennt-
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nisse erwerben, die iiber den Geometrieunterricht hinausweisen und fiir die Teil-
nahme am gesellschaftlichen und politischen Leben sowie fiir die Personlichkeits-
entwicklung des Einzelnen von Bedeutung sind.

Ein zentrales Ziel des Geometrieunterrichts ist die Erschlieffung der Umwelt.
Die Geometrie trigt dazu bei, die Welt um uns mit mathematischen Begriffen
zu ordnen und zu interpretieren. Durch die bewusste Wahrnehmung der Umwelt
und durch das Interpretieren von Phinomenen erfihrt man mehr iiber die uns
umgebende Welt. Man lernt die Umwelt mit anderen Augen zu sehen. Zwischen
der Geometrie und der Umwelt soll sich eine Wechselbeziehung ausbilden. Zum
einen hilft die Umwelt, anschauliche Vorstellungen iiber geometrische Begriffe
und Verfahren auszubilden, und andererseits kann man mit Hilfe mathemati-
scher Begriffe die Umwelt analysieren, beurteilen und interpretieren. Folgende
Begriffe lassen sich beispielsweise mit Hilfe der Umwelt verdeutlichen:

e in Verpackungen geometrische Kérper erkennen,

e Erkennen und Klassifizieren von Symmetrien in Tapetenmustern, Schnee-
kristallen, Bodenfliesen und Kirchenfenstern,

e Erkennen geometrischer Kurven beim Flug eines Basketballs, bei Briicken-
bégen und Autobahnauffahrten,

e Verdeutlichen von Begriffen wie Kante, Ecke und Fliche an realen Kor-
pern,

e Ausbilden des Winkelbegriffs durch Blick- und Winkelfelder beim mensch-
lichen Sehen.

Die Umwelt ist reich an Phinomenen, Objekten und Vorgingen, die Quelle
flir geometrische Fragestellungen sein konnen. Viele Gegenstdnde kdnnen mit
geometrischen Begriffe beschrieben werden. Die Frage danach, warum Boden-
fliesen meist quadratisch oder sechseckig sind, 1dsst sich mit der Geometrie be-
antworten (vgl. Weigand et al. 2009, S. 13-22). Wittmann schreibt, dass die
Wissenschaft Mathematik und somit auch die Geometrie nur als integraler Be-
standteil der menschlichen Kultur einen Sinn hat und dass ihr Bildungswert
nicht in ihr selbst, sondern in ihren Beziigen zu unserer Welt liegt (vgl. Witt-
mann 1987, S. VI).

Im Geometrieunterricht sollen die Schiiler(innen) logisch schlussfolgernde, ord-
nende und klassifizierende Denk- und Arbeitsweisen kennen lernen und ent-
wickeln. Diese sind grundlegend fiir wissenschaftliches Denken und Arbeiten,
aber auch wichtig und zentral fiir die Personlichkeitsentwicklung des/r Einzel-
nen, fiir sein/ihr Handeln in Beruf und Gesellschaft. Das Argumentieren und
Verbalisieren sind dabei notwendige Kompetenzen. Die Geometrie eignet sich
also besonders fiir das Erlernen des Argumentierens und Begriindens, da gera-
de geometrisches Arbeiten auf verschiedenen Darstellungsebenen erfolgen kann.
Geometrische Problemstellungen kénnen in enaktiver Form (Darstellung durch
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Handlungen), in ikonischer Form (Darstellung mittels Bilder) und in symbo-
lischer Form (Darstellung durch Sprache und Zeichen) bearbeitet werden. Da-
durch ergeben sich fiir das Auffinden von Eigenschaften und Gesetzméakigkeiten,
das Aufstellen von Vermutungen und das Begriinden unterschiedliche Zugangs-
und Argumentationsebenen. Die Bedeutung des Verbalisierens und der Sprache
in diesem Zusammenhang wurde bereits im Kapitel 5.5 abgehandelt (vgl. Wei-
gand et al. 2009, S. 13-22).

Der Erwerb von Problemlosungskompetenz stellt ein zentrales Ziel des Geome-
trieunterrichts dar und ist eine Grundlage fiir eine versténdige Erschlieffung
unserer Umwelt. Die Geometrie ist ein Ubungsfeld fiir das Problemldsen und
das Erlernen von Strategien des Problemltsens. Sie eignet sich deshalb sehr gut
dafiir, weil sich viele geometrische Probleme in Modellen, Skizzen und Zeich-
nungen gut veranschaulichen lassen. Auflerdem sind die Handlungsobjekte in
der euklidischen Geometrie iiberschaubar und die erlaubten Handlungen, et-
wa Operationen mit Zirkel und Lineal, gut nachvollziehbar. Ein Hauptziel des
Geometrieunterrichts unter dem Aspekt des ProblemlGsens ist, bei den Schii-
ler(inne)n die Freude am Problemldsen zu wecken und ihre Fahigkeit zum Losen
geometrischer Probleme zu fordern. Das Problemlosen wird als ein wesentlicher
Aspekt eines allgemeinbildenden Mathematikunterrichts gesehen. Es geht nicht
nur darum, einzelne geometrische Probleme zu bearbeiten, sondern die Orien-
tierung an inner- und auffermathematischen Problemen ist eine Grundlage eines
Geometrieunterrichts, der die Schiiler(innen) zu vielfiltigen Aktivititen anregt
(vgl. Weigand et al. 2009, S. 23-25).

Die Schulung des rdumlichen Vorstellungsvermdgens wird als weiteres Ziel des
Geometrieunterrichts gesehen. Wir leben in einer rdumlichen Welt. Den Raum
wahrzunehmen, sich darin zu orientieren und auch in der Vorstellung damit
zu operieren, sind menschliche Qualifikationen von lebenspraktischer Bedeu-
tung (vgl. Franke 2000, S. 29). Wittmann meint sogar, dass ein entsprechender
Geometrieunterricht die Wahrnehmungs- und Gestaltungsfahigkeit der Schii-
ler(innen) férdern kann (vgl. Wittmann 1987, S. V).

Diese allgemeinen Ziele des Geometrieunterrichts werden durch das Arbeiten
und die Auseinandersetzung mit spezifischen geometrischen Inhalten erreicht.
Die Schiiler(innen) erwerben damit nicht nur allgemeine Kompetenzen, sondern
entwickeln auch Kenntnisse tiber geometrische Begriffe und Verfahren sowie Fa-
higkeiten und Fertigkeiten im Umgang mit geometrischen Inhalten. Inhaltsspe-
zifische Ziele beziehen sich auf Kompetenzen der Schiiler(innen) beziiglich zen-
traler Inhalte im Geometrieunterricht. Fiir den Geometrieunterricht sind das
Verstindnis geometrischer Begriffe und ihrer Eigenschaften, das Lernen geome-
trischer Denk- und Arbeitsweisen und das Erkennen der Beziehungen zwischen
Geometrie und Wirklichkeit zentrale Ziele. Diese Ziele stehen im Unterricht in
enger Wechselbeziehung zueinander. Da durch die Beschéftigung mit spezifi-
schen Inhalten allgemeine Kompetenzen erworben werden, stehen inhaltsspezi-
fische Ziele im Zusammenhang mit den allgemeinen Zielen des Geometrieunter-

62



richts.

Der Geometrieunterricht soll dazu fiihren, dass die Lernenden ein Verstind-
nis grundlegender Begriffe entwickeln. Die Lernenden sollen angemessene Vor-
stellungen und Kenntnisse iiber diese Begriffe sowie Féhigkeiten im Umgang
mit diesen Begriffen und deren Eigenschaften aufbauen. Die Schiiler(innen) sol-
len Denkstrukturen entwickeln, die das Wissen iiber den Begriff reprisentieren
und die insbesondere die Beziehungen zu bereits gelernten Begriffen enthal-
ten. Das Verstandnis dieser Begriffe zeigt sich im Unterricht dann darin, dass
die Lernenden im Rahmen von Problemstellungen mit diesen Begriffen operie-
ren konnen. Eine Forderung an den Geometrieunterricht besteht darin, dass
die Schiiler(innen) Beziehungen zwischen geometrischen Begriffen, Eigenschaf-
ten und Satzen erkennen. Eine Vernetzung soll auch zwischen den Gebieten
der Mathematik erfolgen. Die Geometrie héngt vor allem mit der Algebra eng
zusammen. Auferdem soll eine Verbindung der Geometrie zu aufsermathemati-
schen Gebieten angestrebt werden. Dies kann die Umwelt oder die Lebenswelt
der Schiiler(innen) sein, aber auch andere Wissenschaften wie die Biologie, Phy-
sik, Astronomie und Architektur.

Ein weiteres Ziel des Geometrieunterrichts ist das Lernen geometrischer Denk-
und Arbeitsweisen. Dabei geht es um die Begriffsbildung und die Einordnung in
ein Begriffsnetz, das Finden und Aufstellen mathematischer Sétze, das Begriin-
den und Beweisen von Sétzen, das inner- und aufermathematische Anwenden
von Séitzen, das Messen und Berechnen und das Aufstellen und Abarbeiten von
Algorithmen.

Der Geometrieunterricht zielt wie schon erwédhnt auf das Erkennen der Be-
ziehung zwischen Geometrie und Wirklichkeit. Unser Leben findet in einem uns
umgebenden Raum statt, die Schulgeometrie jedoch in erster Linie auf dem
zweidimensionalen Zeichenblatt. Die euklidische Geometrie der Ebene lasst sich
gut auf einem Zeichenblatt darstellen und erhilt dadurch einen iiberschaubaren
Charakter. Das Einbeziehen der dreidimensionalen Geometrie ist jedoch auch
ein zentrales Ziel des Unterrichts. Durch die Raumgeometrie kénnen Umwelt-
beziige aufgezeigt werden. Viele geometrische Objekte gibt es nur im Raum.
Begriffe wie ,parallel”, ,senkrecht* oder ,kongruent* erfahren im Raum eine Er-
weiterung gegeniiber ihrer Definition in der Ebene. Fiir den Unterricht ist von
Bedeutung, dass eine Beziehung zwischen der Umwelt und der Schulgeometrie
und dem zwei- und dreidimensionalen Raum hergestellt wird. Das dazu notwen-
dige Wissen iiber Raum und Form betrifft das Erkennen und Beschreiben geo-
metrischer Objekte und deren Eigenschaften, das Darstellen von und Operieren
mit Figuren und Korpern und deren Anwendung in inner- und auffermathema-
tischen Situationen (vgl. Weigand et al. 2009, S. 24-39).
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6.4 Kompetenzorientierter Geometrieunterricht
konkret in der AHS

Folgende geplante Unterrichtsstunden sollen dazu beitragen, dass Schiiler(innen)
Kompetenzen erwerben, die zum einen von den Bildungsstandards gefordert
werden und andererseits auch bei der standardisierten schriftlichen Reifeprii-
fung einen hohen Stellenwert haben. Das ,Begriinden und Argumentieren wird
im Zentrum jeder Unterrichtseinheit stehen.

Die Stundenbilder der ersten vier Klassen orientieren sich am Kompetenzmodell
der Bildungsstandards, wobei der Handlungsbereich Argumentieren und Begriin-
den (H4) dominiert.

6.4.1 1. Klasse

In dieser Unterrichtsstunde geht es um die Abhéngigkeit des Flacheninhalts und
des Umfangs von Rechteck und Quadrat von den Seitenlédngen.

Vorangegangene Stunden: Flicheninhalt und Umfang von Rechteck und
Quadrat

Materialien & Medien: Overheadprojektor, Overheadfolie, Arbeitsblatt
Methoden: Gruppenarbeit, Einzelarbeit

Ziele:

e Die Lernenden sollen Beziehungen zwischen geometrischen Begriffen und
Eigenschaften, insbesondere die Abhéngigkeit des Umfangs und des Fla-
cheninhalts von Quadrat und Rechteck von der Linge der Seiten erkennen.

e Erlernen geometrischer Denk- und Arbeitsweisen: Die Art der besagten
Abhangigkeit soll argumentativ belegt bzw. bewiesen werden kénnen.

e Die Lernenden sollen daher logisch-schlussfolgernde, ordnende und klassi-
fizierende Denk- und Arbeitsweisen kennen lernen und entwickeln.

e Ausbildung einer Wechselbeziehung zwischen Geometrie und Umwelt:
Rechtecke werden in idealisierter Form oft in unserer Umgebung wahr-
genommen: z. B. Grundstiicke bzw. Teile davon.

1. Phase: Aufwarmiibung

Zu Beginn der Stunde legt der/die Lehrer(in) eine Overheadfolie mit drei ein-
fachen Aufgaben auf, die von jedem /jeder Schiiler(in) in Einzelarbeit im Kopf
gelost werden. Wichtige Inhalte der vergangenen Stunden sollen dadurch in Er-
innerung gerufen und wiederholt werden. Die Schiiler(innen) haben einige Mi-
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nuten um die Losungen der folgenden Aufgaben in ihren Schuliibungsheften zu
notieren.

1. Welchen Flacheninhalt hat das Rechteck?

Abbildung 6.1: Rechteck

2. Berechne den Umfang des Quadrats mit der Seitenldnge a = 3 cm!

3. Gib eine Formel fiir den Flicheninhalt und den Umfang der Figur an!

Abbildung 6.2: Flachenformel

Wenn dies beendet ist, tauscht der/ die Lehrer(in) das Angabenblatt gegen
die Folie mit den Losungen. Die Schiiler(innen) kontrollieren sich selbst und
erhalten dadurch Riickmeldungen {iber ihre Kompetenzen im jeweiligen Stoff-
gebiet (vgl. Kraker, Plattner, Preis & Schliegel 2009).

2. Phase: Gruppenarbeit

Bevor die Klasse in Gruppen zu jeweils vier Personen aufgeteilt wird, ruft der/
die Lehrer(in) Begriindungsmaglichkeiten, wie in Kapitel 5.4, bei den Lernenden
in Erinnerung. In der Gesamtgruppe wird besprochen, wie man Behauptungen
widerlegen kann und wie man Aussagen begriinden kann. Der Méglichkeit durch
geeignete Visualisierung oder durch die Verwendung von Variablen stehen da-
bei im Vordergrund. Dennoch erhalten die Schiiler(innen) die Moglichkeit auf
individuelle Weise vorzugehen, wie z. B. durch Zeichnen oder Ausschneiden von
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Quadraten. Im Anschluss daran erhilt jede Gruppe ein Arbeitsblatt mit folgen-
den Aufgaben:

1.

Susi behauptet: Wenn man die Seitenlinge eines Quadrats verdoppelt,
verdoppelt sich auch sein Flacheninhalt. Untersucht ob diese Behauptung
richtig ist!

Wie veréndert sich der Flicheninhalt eines Rechtecks, wenn man

e (a) die Lange a verdoppelt?
e (b) die Breite b verdoppelt?
e (c) die Lange a und die Breite b verdoppelt?

Besprecht eure Ideen in der Gruppe!

Martin behauptet: ,Der Umfang eines Rechtecks verdoppelt sich, wenn
man die Linge einer Seite verdoppelt.“ Hat Martin Recht? Wenn ja, be-
griindet seine Behauptung! Wenn seine Aussage nicht stimmt findet her-
aus, wie man dann die Langen der Rechteckseiten dndern muss, damit sich
der Umfang verdoppelt!

Frau Maier sagt zu ihrem Mann: ,Unser rechteckiger Gemiisegarten ist
mir zu klein. Der Garten sollte eine doppelt so grofte Anbaufliche haben.”
Herr Maier antwortet: ,Wir haben genug Platz. Wir machen einfach jede
Seite doppelt so lang. Und weil ich deinen Wunsch kenne, habe ich auch
schon eine neue, im Vergleich zur jetzigen doppelt so lange Beeteinfassung
gekauft.“ Schreibt auf, was Frau Bauer ihrem Mann antworten wird, wenn
sie sich die Antwort genauer tiberlegt hat (Neureiter, Fiirst, Miirwald &
Preis 2010, S. 58-59)!

Ein Kleingarten ist 8, 4m lang und hat einen Fliicheninhalt von 63,84 m?.
Berechnet die Breite des Gartens! Ein anderer Garten ist doppelt so lang
und sein Flicheninhalt ist doppelt so grof wie der des ersten. Ist auch
seine Breite doppelt so grok? Begriindet eure Antwort (vgl. Reichel &
Humenberger 2007, S. 234)!

Ein Quadrat hat die Seitenldnge a = 24 ecm. Wie verdndert sich der Um-
fang, wenn die Seitenlinge halbiert wird? Begriindet eure Behauptung
(vgl. Hanisch, Benischek, Hauer-Typpelt & Sattlberger 2007, S. 214)!

Bei all den Aufgaben sind die Flichen- und Umfangsformeln von Rechteck
und Quadrat grundlegend und dienen gleichzeitig als Argumentationsbasis. Die
Aufwérmiibungen sollen das Zustandekommen dieser Formeln ins Ged&chtnis
rufen und zu einem tiefergriindigen Versténdnis fithren, das bei den Aufgaben
in der Phase 2 vorausgesetzt wird.

Bei den Begriindungen der vorangegangenen Aufgaben stehen den Lernen-
den verschiedene Moglichkeiten zur Verfiigung. Sowohl algebraische und zeich-
nerische Argumentationen als auch das Widerlegen von Aussagen durch ein Ge-
genbeispiel sind dabei zielfiihrend (vgl. 5.4 Arten des Begriindens). Wissen um
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giiltige Argumentationsmuster ist dabei also erforderlich (vgl. auch 5.5 Grund-
lagen der Beweiskompetenz).

Bei Aufgabe 1 und 3 lisst sich die Behauptung durch Angabe eines Gegen-
beispiels widerlegen. Dies kann sowohl rechnerisch als auch durch eine geeignete
Zeichnung geschehen. Bei der zweiten Fragestellung der Aufgabe 3 sollen die
Lernenden erkennen, dass beide Seitenldngen eines Rechtecks verdoppelt wer-
den miissen damit sich auch der Umfang verdoppelt.

Anhand einer Zeichnung kann man bei Aufgabe 2 begriinden, dass sich der
Flécheninhalt verdoppelt, wenn man die Seite a oder (im ausschlieffenden Sinn)
die Seite b verdoppelt. Ebenfalls ist aus einer geeigneten Zeichnung ersichtlich,
dass sich der Flacheninhalt vervierfacht, wenn man beide Seitenléingen verdop-
pelt.

Bei Aufgabe 4 wird Frau Maier ihren Mann wohl belehren miissen, dass
sich die Anbaufliche nicht verdoppelt sondern vervierfacht, wenn man beide
Seitenldngen verdoppelt. Und somit passt zwar zur doppelten Anbaufliche keine
doppelt so lange Beeteinfassung, aber letztere geniigt der Verdoppelung der
Seitenlingen.

Die Breite in Aufgabe 5 lisst sich durch eine einfache Aquivalenzumformung
der Flichenformel fiir das Rechteck berechnen. Um zu zeigen, dass man die
Breite nicht auch verdoppeln muss, eignet sich eine rechnerische Argumentation.
Man nimmt sowohl fiir den Flicheninhalt den doppelt so grofsen Wert, als auch
fiir eine der beiden Seitenldngen und setzt diese Werte in die Fléchenformel fiir
das Rechteck ein. Man sieht, dass die Gleichung mit diesen Zahlenwerten erfiillt
ist.

Bei Aufgabe 6 erkennt man durch die Berechnung des Umfangs mit der Sei-
tenldnge a und der halbierten Seitenléinge § am Ergebnis, dass sich der Umfang
dadurch halbiert. Fiir eine allgemeine Begriindung ist es sinnvoll, in der Um-
fangsformel § statt a zu verwenden. Dadurch ergibt sich fiir den Umfang des
Quadrats mit halbierter Seitenlédnge Uz = 2 - a.

3. Phase: Vertiefung in der Gesamtgruppe

Am Ende der Stunde werden von jeder Gruppe ein bis zwei Aufgaben pri-
sentiert. Die anderen Gruppen sind aufgefordert mitzudenken um Fehler zu
erkennen und Begriindungsliicken zu schliefen. Andere Ansichten kénnen ein-
gebracht, ihnen kann entgegnet und sie kdnnen verteidigt werden.

Kompetenzen:

e Einen gegebenen mathematischen Sachverhalt (graphisch) in eine ande-
re Darstellungsform (algebraisch) tibertragen um den Flicheninhalt eines
Rechtecks zu berechnen. Dazu ist eine unmittelbar aus dem Kontext er-
kennbare direkte Anwendung von mathematischen Kenntnissen erforder-
lich: (H1, I3, K1).

e Elementare Rechenoperationen mit konkreten Zahlen durchfithren um den
Umfang eines Quadrats zu berechnen, wobei Fertigkeiten geringer Komple-
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xitét erforderlich sind und eine direkte Anwendung von mathematischen
Tétigkeiten verlangt wird: (H2, 13, K1).

o Alltagssprachliche Formulierungen in die Sprache/Darstellung der Mathe-
matik iibersetzen um Zusammenhinge zwischen Seitenldngen und Flai-
cheninhalt bzw. Umfang von Quadrat und Rechteck auszudriicken. Dies
erfordert das Herstellen von Verbindungen: (H1, I3, K2).

e Unzutreffende Behauptungen beziiglich der besagten Zusammenhinge er-
kennen und widerlegen und Entscheidungen fiir eine bestimmte Sichtweise
argumentativ belegen. Dies erfordert ein Nachdenken iiber Zusammenhé&n-
ge, die aus dem dargelegten Sachverhalt nicht unmittelbar ablesbar sind:
(H4, 13, K3).

e Elementare Rechenoperationen durchfithren und Umformen der Flachen-
formel, um Seitenldingen zu berechnen. Dazu geniigt eine direkte Anwen-
dung mathematischen Wissens: (H2, I3, K1).

6.4.2 2. Klasse

Nun folgen zwei Unterrichtsstunden zum Thema ,Winkelsumme® im Dreieck.

Vorangegangene Stunden: Grundbegriffe im Dreieck, Einteilung der Drei-
ecke, Stufenwinkelsatz, Wechselwinkelsatz, Dreieckskonstruktionen

Materialien & Medien: Geodreieck, Buntpapier, Schere, Overheadfolie, Over-
headprojektor

Ziele:

e Verstandnis grundlegender Begriffe: Die Lernenden sollen die Aussage,
dass die Winkelsumme in jedem Dreieck 180° betrégt, selbst entdecken
und formulieren kénnen. Sie sollen den Begriff des Aufenwinkels kennen
und anwenden konnen.

e Lernen geometrischer Denk- und Arbeitsweisen: eine Beweisidee fiir den
Winkelsummensatz im Dreieck entwickeln und einen Beweis fiir die Aus-
sage filhren kdnnen. Eine Begriindung dafiir anfiihren kénnen, dass der
Aufenwinkel gleich der Summe der nicht anliegenden Innenwinkel ist.

e Logisch schlussfolgernde, ordnende und klassifizierende Denk- und Ar-
beitsweisen sollen also kennen gelernt und entwickelt werden.

e Erwerb von Problemlésungskompetenz: z. B. beim Finden einer Moglich-
keit die Winkelsumme im Viereck zu begriinden.
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1. Phase: Einstieg

Jede(r) Schiiler(in) erhélt ein Stiick Buntpapier mit dem Arbeitsauftrag zwei
kongruente Dreiecke zu zeichnen. Anschliefend soll jede(r) Schiiler(in) die Win-
kel mit «, 8 und « beschriften, messen und die Summe der drei Winkel berech-
nen.

2. Phase: Auswertung

Im ,Lehrer(in)-Schiiler(in)-Gesprich“ werden nun die Ergebnisse an der Tafel
gesammelt. In dieser Phase sollen die Schiiler(innen) zu der Vermutung kom-
men, dass die Winkelsumme in jedem Dreieck 180° betrigt.

Folgende Fragen sollen bei den Schiiler(inne)n ein Beweisbediirfnis wecken:

e Gilt das fiir alle Dreiecke oder gibt es Gegenbeispiele?

e Kann es sein, dass die Winkelsumme bei ganz grofen Dreiecken gréfser als
180° ist?

e Reicht ,messen” aus, um die Vermutung zu bestétigen?
e Warum betrigt die Winkelsumme im Dreieck nicht 179,9° oder 180, 1°7

Dabei wird Wissen iiber giiltige Argumentationsmuster und Schlussfolgerun-
gen erworben und wiederholt. Die Schiiler(innen) sollen unter anderem erfahren,
dass es nicht ausreicht, (noch so) viele Einzelfélle zu iiberpriifen. Fiir die Allge-
meingiiltigkeit ist eine schliissige Begriindung erforderlich (vgl. 5.5 Grundlagen
der Beweiskompetenz). Diese Unterrichtsphase dient in erster Linie dem Finden
einer Vermutung (vgl. 5.3 Der Weg zum Beweis).

3. Phase: Vermutung bestirken

Nun sollen die Schiiler(innen) die beiden Dreiecke ausschneiden und eines davon
ins Heft kleben. Beim zweiten werden die Ecken abgerissen. Durch geschicktes
Zusammenlegen sollen die Schiiler(innen) eine Beweisidee fiir die gewonnene
Vermutung entwickeln. Diese Phase kann in Einzel- oder Partnerarbeit stattfin-
den.

Abbildung 6.3: Winkelsumme im Dreieck
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4. Phase: Vorstellen der Ergebnisse

Nun konnen einzelne Schiiler(innen) ihre Ergebnisse vorstellen. Dazu dient eine
vorbereitete Overheadfolie, auf der sich ein Dreieck befindet. Abgeschnittene,
bewegliche Dreiecksecken eines kongruenten Dreiecks mit beschrifteten Winkeln
dienen der anschaulichen Prisentation der Ergebnisse. Schlieflich werden die
Ideen in der Gesamtgruppe diskutiert.

5. Phase: Entwickeln einer Begriindung

An dieser Stelle ist die Vermutung bereits gefunden und formuliert. Nach den
Phasen eines Beweisprozesses (vgl. 5.3 Der Weg zum Beweis) kann dazu iiber-
gegangen werden eine Beweisidee zu generieren. Zu Beginn wird eine Zeichnung
angefertigt, entsprechend der vorangehenden Ubung. Hinweisende Fragen iiber
die Vorgehensweise beim Zusammenlegen mit den Buntpapierdreiecken sollen
den Schiiler(inne)n beim Anfertigen der Zeichnung behilflich sein. Ausgehend
von den Ideen der Schiiler(innen) wird nun ein begriindeter Beweis {iber die
Winkelsumme gefiihrt (Abbildung 6.4).

Abbildung 6.4: Winkelsumme im Dreieck

Die Seite ¢ wird iiber den Punkt A hinaus verldngert und durch den Punkt A
wird eine Parallele zur Seite a gezogen. Beim Punkt A entsteht ein gestreckter
Winkel. Nun fehlt noch eine Begriindung, warum in der Zeichnung f = $; und
v =y ist.

Dazu kann es erforderlich sein, folgendes Wissen zu aktivieren: Wechselwin-
kelsatz und die Eigenschaft, dass sich Winkelgrofen, wenn man sie verschiebt,
nicht veréndern (Stufenwinkelsatz), dienen als Argumentationsbasis, auf die
man sich in Begriindungen beziehen kann (vgl. 5.2 Argumentationsbasis).

Der Winkel 31 entsteht durch Verschiebung des Winkels 5. Dadurch dndert
sich die Grofe des Winkels nicht. Die Winkel v und v sind als Wechselwinkel
ebenfalls gleich groff (vgl. Reichel & Humenberger 2008, S. 193).

Die Schiiler(innen) werden darauf hingewiesen, dass es auch viele andere
Moglichkeiten gibt, die Winkel zu einem gestreckten Winkel zusammenzulegen.
Man konnte beispielsweise eine Parallele zu Seite ¢ durch den Punkt C' ziehen.
In diesem Fall erhélt man im Punkt C' einen gestreckten Winkel. a; und S
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sind als Wechselwinkel gleich grof wie a und . Als Hauslibung konnten die
Schiiler(innen) diese Variante beweisen. Dies ist eine Moglichkeit, bei den Schii-
ler(inne)n die Beweiskompetenz zu schulen, da sie in diesem Fall eigensténdig
einen analogen Beweis fiihren kénnen (vgl. 5.6 Methodische Uberlegungen).

Eine weitere Moglichkeit bestiinde darin, die Seite b {iber den Punkt C' hinaus
zu verldngern. In diesem Fall bendtigt man fiir die Begriindung sowohl den
Wechselwinkel- als auch den Stufenwinkelsatz.

An dieser Stelle wire ein mogliches Stundenende.

6. Phase: Anwenden und Uben

Schliefslich kénnen die Lernenden das neu gewonnene Wissen in folgender Auf-
gabe anwenden.

Aufgabe: In den abgebildeten Dreiecken (Abbildung 6.5) fehlt jeweils die Grad-
zahl eines Winkels. Schétze die Winkelgrofen zuerst ab und berechne sie dann
(vgl. Steiner 2001, S. 193)!

£\ foo

Abbildung 6.5: Winkelberechnungen
In der Folgestunde wird diese Thematik fortgesetzt.
1. Phase: Wiederholung
Zu Beginn der Folgestunde werden die Inhalte der vergangenen Stunde wie-

derholt und eventuelle Schwierigkeiten, die bei der Hausiibung aufgetreten sind,
besprochen.
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2. Phase: Aussagen bewerten

Die Lernenden erhalten ein Arbeitsblatt mit Aussagen beziiglich der Winkel-
summe im Dreieck, deren Richtigkeit sie beurteilen miissen. Diese Aufgabe soll
in Einzelarbeit passieren. Die Buchstaben in der Klammer am Ende der richti-
gen Aussagen ergeben ein Losungswort.

1. Es gibt kein Dreieck mit zwei rechten Winkeln. (E)

2. In ganz kleinen Dreiecken kann die Winkelsumme auch weniger als 180°
betragen. (A)

Es gibt kein Dreieck mit zwei stumpfen Winkeln. (G)

Es gibt kein Dreieck mit drei spitzen Winkeln. (I)

In einem gleichseitigen Dreieck hat jeder Winkel 60°. (R)
Ein gestreckter Winkel hat 180°. (U)

N ook @

Wenn in einem Dreieck gilt @ = 35° und S = 46°, dann muss v = 99°
sein. (N)

8. Wenn o = = 35°, dann muss y = 100° sein. (T)

9. In einem rechtwinkeligen Dreieck muss die Summe der beiden spitzen Win-
kel 90° betragen. (D)

10. Die Winkelsumme im Viereck betrigt 360°. (E)

Das Losungswort lautet: B~ !
Werden alle Aussagen richtig bewerten, so erhélt man als Losungswort ,,BE-
GRUNDE. Dies wiederum gibt einen Hinweis auf die folgende Aktivitét.

3. Phase: Aussagen begriinden

Alle richtigen Aussagen von eben lassen sich mit der Winkelsumme im Dreieck
und mit grundlegenden Definitionen begriinden. Die Eigenschaft der Winkel-
summe im Dreieck wird nun in die Argumentationsbasis aufgenommen, da sie
in der vergangenen Stunde bereits bewiesen wurde und somit ihre Giiltigkeit
aufser Diskussion steht. Bei Frage 10 besteht eine Schwierigkeit eventuell darin,
dass man daran denken muss, dass man ein Viereck in zwei Dreiecke unterteilen
kann und die Winkelsumme somit 2 - 180° betragt.

Das Finden von Begriindungen der obigen Aussagen soll zuerst in Partnerar-
beit erfolgen, wobei die Lernenden ihre Begriindungen in Stichworten aufschrei-
ben sollen. Anschlieftend werden die Losungen in der gesamten Klasse diskutiert.
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4. Phase: Aufienwinkel des Dreiecks

Bisher wurden die Innenwinkel eines Dreiecks betrachtet. Zu jedem der drei
Innenwinkel «, 5 und v des Dreieck gibt es einen zugehérigen Aufsenwinkel s,
B1 und ;. Jeder Aufienwinkel ergénzt den zugehdrigen Innenwinkel auf 180°
(Abbildung 6.6).

Abbildung 6.6: Aufenwinkel

Nach diesem Input durch die Lehrperson folgt eine Aufgabe, welche in Ein-
zelarbeit geldst werden soll.

Aufgabe: Berechne die fehlenden Innen- und Aufenwinkel! Trage diese Grofen
in die Figur (Abbildung 6.7) ein (vgl. Reichel & Humenberger 2008, S. 191-192)!

120.17,

Abbildung 6.7: Fehlende Winkel berechnen
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Nun werden die Ergebnisse verglichen und besprochen. Auch hierbei werden
die Schiiler(innen) aufgefordert zu zeigen, wie sie auf ihre Ergebnisse gekommen
sind. Dies erfolgt anhand einer sprachlichen Argumentation (vgl. 5.4 Arten des
Begriindens), wobei sich die Begriindungen einerseits auf die Eigenschaft der
Winkelsumme und andererseits auf die des Aufsenwinkels beziehen (vgl. 5.2 Ar-
gumentationsbasis).

5. Phase: Begriinden in der Gruppe

Folgende Aufgabe soll in Gruppen von ca. vier Personen diskutiert und Lo-
sungsansitze aufgeschrieben werden.

Aufgabe: Jeder Aufsenwinkel des Dreiecks ist gleich groft wie die Summe der
beiden nicht anliegenden Innenwinkel. Gib mithilfe der Zeichnung (Abbildung
6.8) den entsprechenden Beweis fiir den Aufsenwinkel § an! Schreibe eine Be-
griindung in eigenen Worten (Reichel & Humenberger 2008, S. 193)!

Abbildung 6.8: Aufenwinkel und die Summe der nicht anliegenden Innenwinkel

Um diese Begriindungsaufgabe zu losen ist Basiswissen iiber Dreiecke er-
forderlich. Die Schiiler(innen) miissen unter anderem den Winkelsummensatz,
Stufenwinkelsatz und Wechselwinkelsatz kennen und anwenden koénnen (vgl.
5.5 Grundlagen der Beweiskompetenz). Den Lernenden steht frei, ob sie sich
der sprachlichen oder algebraischen Argumentation bedienen. Die Argumenta-
tionsbasis besteht aus besagten Sétzen und der Eigenschaft, dass ein gestreckter
Winkel 180° betrigt (vgl. 5.2 Argumentationsbasis).

6. Phase: Prisentation der Ergebnisse

Im Anschluss daran werden die Losungsansitze besprochen und eine Person
prasentiert ihr Gruppenergebnis an der Tafel. Auf eine schliissige Begriindung
wird dabei geachtet. Dabei soll der Rest der Klasse eventuelle (absichtlich ein-
gebaute) Fehler korrigieren oder (absichtlich gelassene) Beweisliicken schliefen
und gegebenfalls Verbesserungsvorschlége liefern. So erfolgt ein Offenlegen der
Gedanken, woraus die Lehrperson Denkweisen und auch Missverstéindnisse der
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Schiiler(innen) erkennen kann (vgl. 5.1 Warum soll im Mathematikunterricht
begriindet werden?).

Eine Moglichkeit der Versténdnisiiberpriifung dieses Sachverhalts wére, einen
dhnlichen Beweis fiir einen anderen Aufenwinkel als Hausiibung zu fithren (vgl.
5.6 Methodische Uberlegungen).

Kompetenzen:

Elementare geometrische Konstruktionen von Dreiecken und elementare
Rechenoperationen (mit konkreten Zahlen) an diesen durchfithren, die
nur direkte Anwendung von mathematischen Verfahren erfordern: (H2,
13, K1).

Mathematische Vermutung iiber die Winkelsumme im Dreieck formulieren
und diesen Satz beweisen, wobei das Herstellen von Verbindungen erfor-
derlich ist, da mehrere mathematische Begriffe und Sitze in Verbindung
gebrachte werden miissen: (H4, 13, K2).

Winkelgrofen abschétzen und elementare Rechenoperationen durchfiih-
ren, wobei der Einsatz von Grundkenntnissen ausreicht: (H2, I3, K1).

Mathematische Argumente nennen, die die Richtigkeit von Aussagen be-
ziiglich der Winkelsumme im Dreieck belegen. Dabei ist zum Teil erfor-
derlich, Verbindungen herzustellen, da mehrere Sétze und Begriffe mitein-
ander verbunden werden miissen: (H4, I3, K2).

Graphisch und in Worten gegebene mathematische Sachverhalte in eine al-
gebraische Darstellungsform iibertragen (H1) und mathematische Zusam-
menh#nge beweisen, wobei die Herstellung von Verbindungen erforderlich
ist, da fiir die Begriindung mehrere Begriffe und Satze verbunden werden
miissen: (H4, I3, K2).

6.4.3 3. Klasse
In dieser Unterrichtseinheit geht es um die Ahnlichkeit.

Materialien: Arbeitsblatter

Methoden: Partnerarbeit, Gruppenarbeit

Ziele:

Versténdnis grundlegender Begriffe entwickeln: Die Lernenden sollen den
Begriff der Ahnlichkeit in Dreiecken und Vierecken (bzw. Vielecken) defi-
nieren koénnen.

Lernen geometrischer Denk- und Arbeitsweisen: dhnliche Figuren erken-
nen und ihre Ahnlichkeit begriinden kénnen.
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e Also logisch schlussfolgernde, ordnende und klassifizierende Denk- und
Arbeitsweisen kennen lernen und entwickeln.

e Ausbildung einer Wechselbeziehung zwischen Geometrie und Umwelt, wo-
bei die Umwelt hilft, anschauliche Vorstellungen iiber den geometrischen
Begriff der Ahnlichkeit auszubilden.

1. Phase: Partnerarbeit

In dieser Phase sollen sich die Schiiler(innen) in Partnerarbeit den Begriff der
Ahnlichkeit erarbeiten. Die Hélfte der Paare erhilt ein Informations- bzw. Ar-
beitsblatt zur Ahnlichkeit von Dreiecken und die andere Hélfte eines zur Ahn-
lichkeit von Vierecken.

Das Arbeitsblatt zur Ahnlichkeit von Vierecken enthilt folgende Informatio-
nen und Aufgaben:

Was féllt dir bei den beiden Bildern unten (Abbildung 6.9) auf? Sind sie gleich?
Was ist gleich? Was ist verschieden?

Abbildung 6.9: Briefmarken

Die beiden Briefmarken haben die gleiche Gestalt, aber sie sind nicht gleich
grofs. Das bedeutet, sie sind dhnlich.

Definition: Zwei Vierecke (und auch Vielecke) sind &hnlich zueinander, wenn
1. einander entsprechende Winkel gleich grof sind und

2. einander entsprechende Léngenstiicke zueinander im gleichen Verhéltnis
stehen.

In der folgenden Abbildung 6.10 sind sowohl die beiden Rechtecke ABC'D
und A;B1C1D;, als auch die beiden Parallelogramme FEFGH und
FE1F1G1H{ zueinander &hnlich. Man schreibt ABCD ~ A;{B{CiD; und
EFGH ~ E1F1G1H;.
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Abbildung 6.10: Ahnliche Vierecke
Warum sind die Figuren nun dhnlich?

Im Rechteck sind alle Winkel rechte und daher sind entsprechende Winkel kla-
rerweise gleich grofs. Auch im Parallelogramm sieht man, dass der Winkel beim
Punkt E gleich dem Winkel beim Punkt E; und der Winkel bei F' gleich dem
Winkel bei F} ist. Somit entspricht die Abbildung dem ersten Punkt der Defi-
nition. Diese Eigenschaft alleine reicht jedoch noch nicht aus, um die Bedingun-
gen der Ahnlichkeit zu erfiillen, denn die Definition erfordert zweitens, dass die
entsprechende Langenstiicke im gleichen Verhéltnis stehen. Die Abbildung 6.11
zeigt ein Gegenbeispiel, in dem zwar entsprechende Winkel gleich grof sind, der
zweite Teil der Definition jedoch nicht erfiillt ist. Aber auch ohne Kenntnis der
Definition sieht man, dass die beiden Rechtecke unterschiedliche Gestalt/Form
besitzen.

>/ \

2b jk
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Abbildung 6.11: Nicht dhnlich!
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Also miissen noch die Seitenléngen der Vierecke in Abbildung 6.10 unter-
sucht werden: Die Seitenldngen der linken Figur sind jeweils doppelt so lang
wie die der rechten. Somit ist auch die zweite Bedingung der Ahnlichkeit von
Vierecken erfiillt.

Bei den folgenden beiden Aufgaben miissen die Lernenden &hnliche Vierecke
erkennen und ihre Ahnlichkeit begriinden, bzw. begriinden, warum zwei Vier-
ecke nicht dhnlich sind. Dazu ist eine direkte Anwendung der vorigen Definition
zielfiihrend. Eine sprachliche Argumentation ist bei diesen Aufgaben sinnvoll
(vgl. 5.4 Arten des Begriindens).

Aufgabe: Um welche Vierecke handelt es sich in den unten dargestellten Figu-
ren (Abbildung 6.12)7 Warum sind die beiden Vierecke nicht &hnlich? Welche
Beziehung fiir dhnliche Figuren ist erfiillt, welche nicht (vgl. Reichel & Humen-
berger 2009, S. 204)?

D C
b=a
A a B

Abbildung 6.12: Ahnlichkeit?

Aufgabe: Unter den folgenden sechs Vierecken (Abbildung 6.13) sind drei Paare
dhnlicher Vierecke. Gib diese Paare an und begriinde ihre Ahnlichkeit!

N

Abbildung 6.13: Ahnliche Paare
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Aufgabe: Sind die Deltoide ABCD (o = 35°, 8 = 40°) und A1 B1C1D; (8 =
147,5°,v = 40°) &hnlich? Begriindet eure Antwort! Sind die Deltoide mit diesen
Angaben eindeutig festgelegt? Wenn nein, warum kann die urspriingliche Frage
dennoch beantwortet werden?

Das Informations- und Arbeitsblatt zur Ahnlichkeit von Dreiecken enthélt dhn-
lich dem der Vierecke folgende Informationen und Aufgaben:

Was fillt dir bei den beiden Bildern unten (Abbildung 6.14) auf? Sind sie gleich?
Was ist gleich? Was ist verschieden?

Abbildung 6.14: Vorsicht!

Die beiden Verkehrsschilder haben die gleiche Gestalt, aber sie sind nicht
gleich grof. Das bedeutet, sie sind dhnlich.

Definition: Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn
1. einander entsprechende Winkel gleich grof sind oder

2. einander entsprechende Léngenstiicke zueinander im gleichen Verhéltnis
stehen.

In der Abbildung 6.15 sind die Dreiecke ABC und A;B;C; &hnlich. Man
schreibt AABC ~ AAB1C1.
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Abbildung 6.15: Ahnliche Dreiecke

Warum sind die beiden Dreiecke nun dhnlich?

Der Winkel bei A ist gleich grofs wie der Winkel bei A;. Gleichheit gilt auch fiir
die Winkel bei B und B, bzw. C und C;. Diese Eigenschaft alleine reicht fiir
die Ahnlichkeit zweier Dreiecke schon aus. Man sieht jedoch auch, dass entspre-
chende Seiten im gleichen Verhéltnis zueinander stehen. Die Seitenldngen der
beiden Dreiecke verhalten sich wie 4:3.

Bei Dreiecken geniigt fiir ihre Ahnlichkeit, dass eine der zwei Bedingungen
erfillt ist, denn dann ist aufgrund des Strahlensatzes immer auch die andere
Bedingung erfiillt.

Die Begriindungen der folgenden Aufgaben stiitzen sich wieder auf die Definition
der Ahnlichkeit von Dreiecken. AuRerdem dienen auch der Winkelsummensatz
und grundlegende Eigenschaften von Dreiecken, wie die dass die beiden Basis-
winkel im gleichschenkeligen Dreieck gleich grof sind, als Argumentationsbasis.
Diese Eigenschaften sind notwendige Voraussetzungen fiir die geforderten Be-
griindungen.

Aufgabe: Unter den folgenden sechs Dreiecken (Abbildung 6.16) sind drei Paa-
re dhnlicher Dreiecke. Gebt diese Paare an!
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Abbildung 6.16: Paare von Dreiecken

Aufgabe: Sind die Dreiecke ABC (AB = AC = 4,5¢cm, «a = 50°) und A, B,C4
(4101 = B1C; = 6,5cm, 1 = 65°) dhnlich? Begriindet eure Antwort (vgl.
Reichel & Humenberger 2009, S. 205)!

All jene Paare, die mit ihrem Arbeitsblatt fertig sind, kommen zur Kontrol-
le zum Lehrer(innen)tisch. Auf diesem finden die Schiiler(innen) die geldsten
Aufgaben.

2. Phase: Gruppenarbeit

Sind die Ergebnisse kontrolliert, finden sich jeweils zwei Paare mit unterschied-
lichem Arbeitsblatt zusammen. In dieser Phase sollen sich die Lernenden gegen-
seitig ihr neu erworbenes Wissen erkldren. Wichtige Informationen der neuen
Gruppenmitglieder werden im Schuliibungsheft notiert und die jeweils anderen
Aufgaben sollen mit Unterstiitzung der jeweiligen Expert(inn)en gelost werden.
AufRerdem soll in der Gruppe herausgefunden werden, worin sich die Ahnlichkeit
der Dreiecke von der der Vierecke unterscheidet. Diese kommunikative Unter-
richtsmethode, bei der die Rolle der Lehrperson eine eher zuriickhaltende ist,
soll die Argumentationsfihigkeit der Lernenden verbessern (vgl. 5.6 Methodi-
sche Uberlegungen).



3. Phase: Vertiefung

Am Ende der Unterrichtsstunde werden Unklarheiten in der gesamten Klas-
se diskutiert und beseitigt.

Kompetenzen:

e Entscheidung fiir eine bestimmte Hypothese (sind zwei Dreiecke bzw. Vier-
ecke dhnlich?) argumentativ belegen. Dabei ist es zum Teil erforderlich,
Verbindungen herzustellen (Winkelsummensatz und Definition von Ahn-
lichkeit in Drei- und Vierecken): (H4, 13, K2).

6.4.4 4. Klasse
Nun folgt eine Doppelstunde zur Satzgruppe des Pythagoras.

Ziele:

e Ein Verstindnis grundlegender Begriffe entwickeln: Hohen- und Katheten-
satz in rechtwinkeligen Dreiecken anwenden koénnen und eine Beziehung
zwischen Kathetensatz und Satz von Pythagoras erkennen.

e Lernen geometrischer Denk- und Arbeitsweisen: Hohen- und Kathetensatz
begriinden kénnen und den Zusammenhang zwischen Kathetensatz und
Satz von Pythagoras verstehen und herleiten kénnen.

e Also logisch schlussfolgernde, ordnende und klassifizierende Denk- und
Arbeitsweisen kennen lernen und entwickeln.

e Erwerb von Problemlésungskompetenz, im Sinne eines geometrischen Be-
weisproblems: Moglichkeiten finden, um den Hohensatz zu beweisen.

1. Phase: Wiederholung

Zu Beginn der Stunde wird der Satz von Pythagoras wiederholt. Dabei wird
auf eine exakte Formulierung Wert gelegt, denn Argumentieren wie es nicht nur
im Verlauf dieser Unterrichtseinheit geplant ist erfordert immer eine korrekte
und adiquate Verwendung der mathematischen Fachsprache.

2. Phase: Erarbeitung des Kathetensatzes
Der/Die Lehrer(in) zeichnet ein rechtwinkeliges Dreieck ABC an die Tafel und

beschriftet es. Die Hypotenusenabschnitte werden mit p und g und die Hohe auf
die Hypotenuse mit h bezeichnet.
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Abbildung 6.17: Kathetensatz

Schliefllich wird der Kathetensatz formuliert und ebenfalls an der Tafel fest-
gehalten: ,In jedem rechtwinkeligen Dreieck gilt, dass die Fliche eines Kathe-
tenquadrats gleich dem Produkt des zugehdrigen Hypotenusenabschnitts und der
Hypotenuse ist”. Es gilt also:

a“=p-c

und
V¥=gq-c

Geometrisch gesehen kann man den Kathetensatz durch folgende Konstruktion
interpretieren (Abbildung 6.18).
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Abbildung 6.18: Geometrische Interpretation

Eine wichtige Voraussetzung — die Lernenden wissen, was hergeleitet bzw.
bewiesen werden soll — ist erfiillt (vgl. 5.6 Methodische Uberlegungen). Somit
kann schlieflich nach einer Begriindung fiir diesen Satz gesucht werden. Da-
zu werden die Lernenden aufgefordert, in der Zeichnung an der Tafel bzw. im
Schuliibungsheft dhnliche Dreiecke zu finden.

Die Schiiler(innen) sollen erkennen, dass die Dreiecke ABC, ACD und CBD
dhnlich sind. Im fragend-entwickelnden Unterrichtsgesprich wird die Begriin-
dung der Ahnlichkeit der Dreiecke erarbeitet. Dazu ist es erforderlich, zu be-
griinden, warum 7; = 8 und 72 = « ist. Da nun einander entsprechende Winkel
in allen Dreiecken gleich grofs sind folgt daraus, dass auch entsprechende Sei-
tenldngen im gleichen Verhéltnis zueinander stehen. Also gilt:
a:p=c:a.
Durch Umformung erhélt man
a>=p-c

Analog kann man mit Hilfe der Ahnlichkeit den zweiten Teil des Kathetensatzes
beweisen. Diesen konnen die Schiiler(innen) in Einzelarbeit im Anschluss oder
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als Hausiibung fiihren (vgl. 5.6 Methodische Uberlegungen).

Das Fundament, auf das man sich bei diesem Beweis stiitzt, besteht aus der
Ahnlichkeit von Dreiecken und dem Winkelsummensatz (vgl. 5.2 Argumentati-
onsbasis).

3. Phase: Anwendung

Schlieflich sollen die Lernenden den Kathetensatz an folgendem Beispiel in Ein-
zelarbeit anwenden.

Aufgabe: Von einem rechtwinkeligen Dreieck ABC' sind die Langen einer Ka-
thete und des anliegenden Hypotenusenabschnitts gegeben: ¢ = 7,6m und
p = 6,7m. Berechne die Lingen der fehlenden Seiten ¢ und b und den Fl&-
cheninhalt A des Dreiecks (vgl. Reichel, Litschauer & Grof 2002, S. 161)!

4. Phase: Erarbeitung des H6hensatzes

Im Anschluss an den Kathetensatz wird nun der Hohensatz erarbeitet. Der/Die
Lehrer(in) schreibt diesen an die Tafel und fordert die Schiiler(innen) auf in Ein-
zelarbeit anhand #hnlicher Dreiecke zu begriinden, dass h? = p - ¢ gilt. Er/Sie
gibt auferdem den Hinweis, dass es zielfithrend ist, die beiden Teildreiecke C AD
und BCD (Abbildung 6.17) zu betrachten. Nach einigen Minuten werden die
Ergebnisse in der Gesamtgruppe besprochen. Eventuelle Schwierigkeiten werden
diskutiert. Ein(e) Schiiler(in) prasentiert ihre/seine Losung an der Tafel.

5. Phase: Geometrischer Beweis
Dieser Beweis (Abbildung 6.19) erfolgt in einem Vortrag durch den/die Leh-

rer(in) und wird in der Folgestunde von den Lernenden noch einmal aufgegriffen
und vertieft.

Abbildung 6.19: Geometrischer Beweis

Die Erkldrung erfolgt auf Basis der Kongruenz der Dreiecke (Mitte und
rechts), die durch Verschiebung der Teildreiecke (links) entstehen (vgl. 5.2 Argu-
mentationsbasis). Die beiden Dreiecke in der Mitte und rechts in der Abbildung
sind kongruent, da sie in allen drei Seiten iibereinstimmen. Die Teildreiecke neh-
men in diesen kongruenten Dreiecken einen Teil der Fléche ein, der in beiden
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Dreiecken gleich grof ist. Somit muss auch der Rest der Fliche der beiden kon-
gruenten Dreiecke gleich groff sein. Es gilt daher h? = p - q.

6. Phase: Anwendung

Aufgabe: Von einem rechtwinkeligen Dreieck ABC kennt man die Hohe und
die Lange eines Hypotenusenabschnittes: h = 50 ¢cm und ¢ = 120 ¢m. Berechne
die Langen der Seiten und den Flicheninhalt (vgl. Reichel, Litschauer & Grof
2002, S. 161)!

In der Folgestunde wird mit dem Hohen- und dem Kathetensatz im Rahmen
einer Gruppenarbeit fortgesetzt.

1. Phase: Gruppenarbeit

Nachdem der/die Lehrer(in) den Ablauf der Gruppenarbeit erkldrt hat, fin-
den sich die Schiiler(innen) in Gruppen von vier Personen zusammen. Jede(r)
bekommt ein Arbeitsblatt mit Aufgaben, die in der Gruppe gelost werden sol-
len. Zur Wiederholung und Vertiefung findet man am Arbeitsblatt zwei einfache
Aufgaben (Aufgabe 1 und 2), in denen unbekannte Grofen im Dreieck durch den
Hohen- oder Kathetensatz berechnet werden miissen. Aufterdem soll im Rahmen
dieser Unterrichtsstunde auch der Zusammenhang zwischen dem Satz von Py-
thagoras und dem Kathetensatz hergestellt und verstanden werden (Aufgabe
3). Diese Herleitung wird durch Anweisungen gelenkt, wodurch diese erleichtert
wird. Dabei erfahren die Schiiler(innen) iiber giiltige Argumentationsweisen und
Schlussfolgerungen (vgl. 5.6 Methodische Uberlegungen). Bei Aufgabe 4 muss
die Gruppe zum Lehrer(innen)tisch kommen, auf dem sich ein Laptop befindet.
FEin in ,Geogebra’“ anschaulich vorbereiteter Ergdnzungsbeweis des Hohensatzes,
der in der vergangenen Stunde durchgenommen wurde, steht den Schiiler(inne)n
zur Verfiigung. Mit Hilfe des ,Schiebereglers” kann jede(r) Schiiler(in) die Teil-
dreiecke bewegen und so kénnen eventuelle Vorstellungsliicken der vergangenen
Stunde geschlossen und das Versténdnis vertieft werden. Dynamische Geome-
triesoftware eignet sich in diesem Fall gut, da es fiir Schiiler(innen) schwierig
sein kann, anhand einer einzelnen Zeichnung eine Zugfigur zu sehen. Durch das
eigenstandige Explorieren mit Geogebra kann diese Kompetenz allerdings auf-
gebaut werden. Dennoch fiihrt diese Ubung am Computer alleine nicht zu dem
gewiinschten Beweisverstindnis. Die integrierten Fragestellungen dieser Aufgabe
sollen aber dazu beitragen (vgl. 5.7 Beweisen mittels dynamischer Geometrie-
software).

Arbeitsblatt

1. Berechne vom rechtwinkeligen Dreieck mit der Hohe i = 26 cm und dem
Hypotenusenabschnitt p = 13 cm die Linge der Hypotenuse und den Fla-
cheninhalt!
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2. In einem rechtwinkeligen Dreieck kennt man die Lange einer Kathete (b =
7,5cm) und die Linge der Hypotenuse (¢ = 12 ¢m). Berechne die Lingen
der Hypotenusenabschnitte p und ¢!

3. Beweise den pythagoreischen Lehrsatz mit Hilfe des Kathetensatzes!

(a) Der Kathetensatz lautet:
In jedem rechtwinkeligen Dreieck ABC' gilt:
und

(c) Hebe nun ¢ heraus:

(d) Nun haben wir den Satz von Pythagoras hergeleitet:

4. Kommt in der Gruppe zum Lehrer(innen)tisch und schaut euch am Com-
puter einen dynamischen Beweis vom Hohensatz an!
Beschreibt nun in eigenen Worten was ihr gesehen habt und beantwortet
dabei folgende Fragen (Abbildung 6.19):

e Warum sind die neuen Dreiecke gleich grofs?

e Welche Abmessungen haben die weifsen Rechtecke in den kongruenten
Dreiecken?

e Warum sind die Winkel der Rechtecke rechte Winkel?
e Warum sind die beiden besagten Rechtecke gleich grof?

Der/Die Lehrer(in) weist die Lernenden darauf hin, dass die Beispiele nicht
der Reihe nach gelost werden miissen, damit es keinen Andrang am Computer
gibt. Es wird darauf geachtet, dass keine Wartezeiten entstehen.

2. Phase: Ausklang

Die Ergebnisse der beiden ersten Aufgaben werden miindlich verglichen. Bei
unterschiedlichen Losungen sollen die Lernenden ihre Losungsschritte erklaren
und begriinden wie sie zu ihrem Ergebnis gekommen sind. Aufgabe 3 trigt ein(e)
Schiiler(in) an der Tafel vor. Aufgabe 4 wird in GeoGebra schrittweise prisen-
tiert und ein(e) Schiiler(in) erkldrt und begriindet die einzelnen Schritte. Die
Begriindungen sollen sich dabei auf die Fragestellungen in der Aufgabe bezie-
hen. Der Rest der Klasse ist aufgefordert aufmerksam zuzuhoéren. Eventuelle
Einwénde sollen vorgebracht und argumentativ diskutiert werden. Dazu kann
absichtlich bei der Présentation einer der Schritte (a) bis (d) in Aufgabe 3 bzw.
eine der Fragen in Aufgabe 4 ausgelassen werden.

Kompetenzen:

e Einen gegebenen mathematischen Sachverhalt (Kathetensatz) als Glei-
chung formuliert in eine andere Darstellungsform (graphisch) iibertragen,
wobei dabei Grundkenntnisse eingesetzt werden: (H1, I3, K1).
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o Mathematische Sétze beweisen (Kathetensatz und Hohensatz), wobei es
erforderlich ist, {iber mathematische Vorgehensweisen nachzudenken: (H4,
13, K3).

e Mathematische Zusammenhé#nge herleiten (Satz von Pythagoras und Ka-
thetensatz), wobei mehrere Verfahren miteinander verbunden werden miis-
sen und die Moglichkeit, Zirkelschliisse zu produzieren ausgeschlossen wer-
den muss: (H4, I3, K2).

e In Formeln (Hohensatz, Kathetensatz) Zahlen einsetzen und Werte be-
rechnen, wobei mathematische Sitze direkt angewandt werden kOnnen:
(H2, I3, K1).

e Entscheidung fiir eine bestimmte Hypothese argumentativ belegen, wobei
mehrere mathematische Begriffe und S&tze in Verbindung gebracht wer-
den: (H4, I3, K2).

Die folgenden Stundenbilder zielen ebenfalls darauf, den Schiiler(inne)n
Grundkompetenzen zu vermitteln. Allerdings anders als bei den Bildungsstan-
dards in der Sekundarstufe 1 sind diese fiir die AHS-Oberstufe bisher noch
nicht genau identifiziert. Im Moment existieren nur Vorschlige fiir mathemati-
sche Grundkompetenzen, die anhand von Musteraufgaben konkretisiert werden.
Im Rahmen von Aushandlungsprozessen zwischen der Projektgruppe und Leh-
rer(inne)n und Schiiler(inne)n der Pilotklassen wird es zu entsprechenden Revi-
sionen bei den vorgeschlagenen Grundkompetenzen oder deren Konkretisierung
in Aufgaben kommen (vgl. Peschek, Fischer, Heugl & Liebscher 2009, S. 14).

Die Basis dieser Unterrichtseinheiten bilden die Bildungstheoretische Ori-
entierung des Zentralmaturakonzeptes und die im Moment aktuellen Grund-
kompetenzen derselben. Im Anschluss an die Grundkompetenzen, die in den
einzelnen Stundenbildern angesprochen werden, werde ich Kompetenzen formu-
lieren, die angelehnt an die der Bildungsstandards auch den Handlungs- und
Komplexitéitsbereich inkludieren. Der Inhaltsbereich ,Algebra und Geometrie®
trifft auf alle vorkommenden Anforderungen zu und wird daher nicht mehr ez-
tra angefiihrt.

6.4.5 5. Klasse

Thema: Sinus und Cosinus in rechtwinkeligen Dreiecken

Ziele:

e Verstdndnis grundlegender Begriffe entwickeln: Die Winkelfunktionen Si-
nus und Cosinus im rechtwinkeligen Dreieck definieren und anwenden kon-
nen
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e Lernen geometrischer Denk- und Arbeitsweisen: Die Wohldefiniertheit von
Sinus und Cosinus anhand der Ahnlichkeit von Dreiecken begriinden kin-
nen. Begriinden kénnen, warum durch bestimmte Angaben kein rechtwin-
keliges Dreieck bestimmt werden kann.

e Also logisch schlussfolgernde und klassifizierende Denk- und Arbeitsweisen
entwickeln.

e Erschlieftung der Umwelt bzw. mit Hilfe der Umwelt anschauliche Vorstel-
lungen {iber geometrische Begriffe ausbilden: Schattenlénge in Abhingig-
keit von Lichteinfallswinkel und Stablinge.

1. Phase: Wiederholung

Zu Beginn werden notwendige Voraussetzungen fiir das Erlernen der neuen In-
halte besprochen und wiederholt. Dazu gehdren der Satz von Pythagoras, die
Strahlensétze und die Bedingungen fiir die Ahnlichkeit von Dreiecken.

Werden zwei Strahlen, die von einem Scheitelpunkt S ausgehen, von zwei par-
allelen Geraden geschnitten, dann gelten die folgenden Beziehungen, wobei A,
B, C, D die Schnittpunkte sind (Abbildung 6.20):

SA:SB=SC:5D=AC:BD

Abbildung 6.20: Strahlensatz

Dreiecke, die in allen Winkeln iibereinstimmen, bezeichnet man als dhnliche
Dreiecke. Die Dreiecke SAC und SBD aus der Abbildung 6.20 sind zueinan-
der dhnlich. Auf &hnliche Dreiecke kénnen daher die Strahlensétze angewendet
werden.

Im Zusammenhang mit dem Satz von Pythagoras wird auch wiederholt, dass
die Hypotenuse dem rechten Winkel gegeniiberliegt und somit die lingste Seite
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des rechtwinkeligen Dreiecks ist (vgl. Binder, Denninger & Urban-Woldron 2010,
S. 34).

Schlielich wird auch noch die Eigenschaft der Winkelsumme im Dreieck
wiederholt.

Diese Sétze bilden eine wichtige Grundlage fiir das Erlernen des neuen Stoffge-
bietes und dienen gleichzeitig als Argumentationsbasis fiir Begriindungsaufga-
ben (vgl. 5.2 Argumentationsbasis).

2. Phase: Einleitung

In einer lehrer(innen)zentrierten Unterrichtsphase wird den Schiiler(inne)n Si-
nus und Cosinus in rechtwinkeligen Dreiecken n&hergebracht.

Ein Stab der Linge 1 wird so aufgestellt, dass er mit der Horizontalen den
Winkel « einschliefst. Die Sonne scheint senkrecht auf den Stab herab. Wie lang
ist der Schatten des Stabes?

Bei der grafischen Veranschaulichung entsteht ein rechtwinkeliges Dreieck. Die
Lange des Schattens kann mit den bisher bekannten Rechenoperationen nicht
ermittelt werden. Diese Lénge wird Cosinus des Winkels o genannt und mit
cos a bezeichnet (Abbildung 6.21).

Stab mit Lange 1

cosa

Abbildung 6.21: Cosinus des Winkels «

Analog dazu kann der Stab mit horizontal einfallendem Licht beleuchtet
werden. Er wirft seinen Schatten auf eine senkrechte Wand. Auch diese Schat-
tenldnge ldsst sich mit bisher bekannten mathematischen Methoden nicht be-
rechnen. Die Lénge wird Sinus des Winkels o genannt und mit sin o bezeichnet.
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Stab mit Lange 1
— sina

Abbildung 6.22: Sinus des Winkels «

In einem rechtwinkeligen Dreieck, dessen Hypotenuse die Lange 1 hat, sei «
einer der beiden nicht rechten Winkel. Dann ist:
sin o die Lange der Kathete, die dem Winkel o gegeniiberliegt (die Gegenkathe-
te), und
cos a die Lange der Kathete, die dem Winkel « anliegt (die Ankathete).
Sinus und Cosinus sind Winkelfunktionen, da sie jeder Winkelgrofe (nicht nur
im Intervall [0°,90°]!) eine reelle Zahl zuordnen.

Betrachtet man nun rechtwinkelige Dreiecke mit Winkel o und unterschiedli-
cher Hypotenusenlidnge, so erhélt man dhnliche Dreiecke.

Hypotenuse
Gegenkathete
1
Hypotenuse Gegenkathete .
sin a
a a a
Ankathete Ankathete cos a

Abbildung 6.23: Ahnliche Dreiecke mit unterschiedlicher Hypotenusenlinge

3. Phase: Begriinden im Rahmen einer Lehrer (innen)-Schiiler (innen)-
Interaktion

Die Dreiecke in der Abbildung 6.23 sind &hnlich, da sie in allen drei Winkeln
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iibereinstimmen (Bleier, Lindenberg, Lindner & Stepancik 2009, S. 150). Ent-
sprechende Seitenverhiltnisse sind dann gleich in allen zueinander dhnlichen
Dreiecken.

In jedem rechtwinkeligen Dreieck mit dem Winkel a gilt also:

) Gegenkathete
sihnqg = ————
Hypotenuse
und
Ankathete
cosoe = ——.
Hypotenuse

Im fragend entwickelnden Unterrichtsgesprich soll diese Begriindung fiir die
Wohldefiniertheit von Sinus und Cosinus anhand &dhnlicher Dreiecke gefunden
werden.

Diese leicht einsehbare Begriindung soll verhindern, dass die Formel auswen-
dig gelernt wird. Der Sachverhalt kann besser verstanden und nicht so schnell
vergessen werden (vgl. 5.1 Warum soll im Mathematikunterricht begriindet wer-
den?).

4. Phase: Gruppenarbeit

In Gruppen zu vier Personen sollen die Lernenden folgende Aufgaben 16sen.

Ankathete

1. Zeige, dass cosa = Hypotenuse

Fertige dazu eine geeignete Skizze an!

2. Man kann jedes beliebige Dreieck mithilfe einer Hohe innerhalb des Drei-
ecks in zwei rechtwinkelige Dreiecke teilen. Daher kann man auch dort
sin- und cos-Werte berechnen. Gebt fiir das in der Skizze gegebene Drei-
eck (Abbildung 6.24) eine Formel fiir sin o, sin 3, cos @ und cos 8 an (vgl.
Brand & Dorfmayr 2009, S. 156)!

Abbildung 6.24: Formeln fiir Cosinus und Sinus
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3. Von einem rechtwinkeligen Dreieck mit der Hypotenuse ¢ kennt man zwei
Bestimmungsstiicke. Berechne, wenn moglich, die Léngen der unbekann-
ten Seiten, die unbekannten Winkel und den Flacheninhalt des Dreiecks!
Einige der Angaben sind falsch, das heift, sie konnen kein rechtwinkeliges
Dreieck bestimmen, bzw. sind unzureichend. Begriinde warum mit diesen
Angaben kein rechtwinkeliges Dreieck bestimmt werden kann (vgl. Binder,
Denninger & Urban-Woldron 2010, S. 44)!

(d) a=65¢m, h =57cm
(e) «=36,7°, 8 =53,3°
(f) a=47,34°, g = 58,06°

Bei der Nummer 3 sind die Angaben der Aufgaben (a), (d) und (g) kor-
rekt. Somit konnen die fehlenden Groéfsen durch die Sinus- und Cosinusformel,
durch den Satz von Pythagoras und die Eigenschaft der Winkelsumme berechnet
werden. Die gegebenen Werte bei Aufgabe (b) bestimmen kein rechtwinkeliges
Dreieck, da der Winkel 8 grofier als 90° ist und daher die Eigenschaft der Win-
kelsumme im Dreieck nicht erfiillt sein kann. Bei Aufgabe (c) ist die gegebene
Kathete a zu kurz im Vergleich zur ebenfalls gegebenen Hohe (auf die Hypote-
nuse ¢) h. Es muss a > h gelten. Die Angaben in (e) gelten fiir unendlich viele
(dhnliche) rechtwinkelige Dreiecke. Bei (f) handelt es sich nicht um ein recht-
winkeliges Dreieck, da kein Winkel den Wert 90° annimmt. Bei Aufgabe (h)
wére die Hypotenuse kiirzer als eine Kathete und daher ist kein rechtwinkeliges
Dreieck festgelegt. Umgekehrt schon, wenn ¢ auch eine Kathete sein ,darf und
b die Hypotenuse.

Fachliches Basiswissen ist fiir diese Begriindungsaufgaben unerlisslich. Es
bedarf eines umfassenden Versténdnisses und Kenntnisstandes beziiglich Drei-
ecke und deren Eigenschaften. Die Sétze und Definitionen der Argumentations-
basis, die zu Beginn der Stunde in der ersten Phase wiederholt werden, sind
notwendige Voraussetzungen (vgl. 5.5 Grundlagen der Beweiskompetenz).

5. Phase: Ausklang

Am Ende der Stunde werden die Ergebnisse verglichen, Schwierigkeiten bespro-
chen, Vorgehensweisen begriindet und Standpunkte verteidigt.

Grundkompetenzen:

e Definitionen von sina und cos « im rechtwinkeligen Dreieck kennen und
einsetzen konnen.

93



e Rechtwinkelige Dreiecke mithilfe dieser Definitionen auflésen kénnen.
Grundkompetenzen mit Handlungs- und Komplexitidtsbereich:

e Die Wohldefiniertheit von Cosinus und Sinus begriinden, wobei der Einsatz
von Grundkenntnissen erforderlich ist: (H4, K1).

e Mathematische Begriffe im jeweiligen Kontext deuten unter direkter An-
wendung von Grundkenntnissen: (H3, K1).

e Durchfiihren von Rechenoperationen (unbekannte Bestimmungsstiicke von
Dreiecken berechnen). Dabei miissen mehrere Begriffe und Sdtze mitein-
ander verbunden werden: (H2, K2).

e Argumente anfiihren, die fiir eine bestimmte Entscheidung sprechen (warum
liegt kein rechtwinkeliges Dreieck vor?), wobei es erforderlich ist iber Zu-
sammenhdnge nachzudenken: (H4, K3).

6.4.6 6. Klasse

Thema: Ebene Koordinatengeometrie — Schwerpunkt eines Dreiecks

Ziele:

e Verstindnis grundlegender Begriffe entwickeln, wobei Beziehungen zu be-
reits gelernten Begriffen (z. B. Teilungsverhiltnis, Schwerlinie) hergestellt
werden. Beziehungen zwischen geometrischen Eigenschaften erkennen: sie-
he néchster Punkt.

e Lernen geometrischer Denk- und Arbeitsweisen: Formel fiir den Schwer-
punkt begriinden und anwenden kénnen, zeigen kénnen, dass der Schwer-
punkt die Schwerlinie innerhalb des Dreiecks im Verhéltnis 1:2 teilt, zei-
gen kénnen, dass zwei Dreiecke denselben Schwerpunkt besitzen, wobei die
Eckpunkte des einen Dreiecks auf den Seiten des anderen Dreiecks liegen
und diese im gleichen Verhiltnis teilen.

e Also logisch schlussfolgernde, ordnende und klassifizierende Denk- und
Arbeitsweisen kennen lernen und entwickeln.

1. Phase: Wiederholung

Zum Stundeneinstieg wird in der Gesamtgruppe die Teilungspunktformel T =
Al_ _’\)'\B , die man durch Umformung von AT = X - BT erhilt, wiederholt. Da-
bei entspricht A < 0 dem Teilungsverhéltnis zum inneren Teilungspunkt 7' der
Strecke AB. Je nach Wissensstand der Klasse miissen auch Grundlagen der Vek-
torrechnung aus der 5. Klasse bereit gestellt werden. Das Addieren von Vektoren
und deren geometrische Veranschaulichung, die Spitze-Minus-Schaft-Regel und

die Halbierungspunktformel sind notwendige Voraussetzungen fiir den folgenden
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Beweis und finden bei diesem Anwendung (vgl. 5.5 Grundlagen der Beweiskom-
petenz). Diese Sitze und Eigenschaften werden als giiltig hingenommen, da sie
schon bewiesen wurden und daher kann man sich jetzt darauf berufen (vgl. 5.2
Argumentationsbasis).

Nun werden die Schiiler(innen) aufgefordert sich die Konstruktion des Schwer-
punktes eines Dreiecks ins Gedéachtnis zu rufen.

2. Phase: Herleitung

Im fragend entwickelnden Unterrichtsgespréch wird nun hergeleitet, dass der
Schwerpunkt die Schwerlinien im Verhé&ltnis 1 : 2 teilt.

A Mag
Abbildung 6.25: Schwerpunkt

Aus Abbildung 6.25 ist
B =AMy + MAgg

ersichtlich. Andererseits ist
ey
1@ =T- AMBC

und

MapS =1t-MupC,

wobei ¢ und r Parameter sind, die das Teilungsverhiltnis angeben. Setzt man
dies in die erste Gleichung ein, so erhélt man

r- AMpc = AMag +t- MagC.
Nach Anwendung der ,,Spitze minus Schaft“-Regel bekommt man
T'(MgcfA) :MABfAth'(CfMAB).

Durch die Halbierungspunktformel ergibt sich

i (5 @ro-a) =3 arm-ase (0= aen).
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Nun wird die Formel vereinfacht und nach A, B und C geordnet.

1 1 1 1t
r~§-B+r-§-C—r-A—A- (—2—2) +B- (2—2> +C-t
Durch Vergleich der Koeffizienten von A, B und C erhélt man ein lineares

Gleichungssystem mit drei Gleichungen und zwei Variablen.

1 t 1 t
A:—p=—-_2 == 4+ — 2:-r=1+t
r 5 2:>r 2+2:> T +
T 1 t
272 27"

C:g:tér:2¢

Schlieflich werden die beiden Gleichungen aus B und C' gleichgesetzt.

2-t=1-—t

=1

N 2
r=—.
3

t:

LWl W

Somit ist die Behauptung gezeigt.
3. Phase: Partnerarbeit

Da nun gezeigt ist, dass der Schwerpunkt die Schwerlinien im Verhé&ltnis 1:2
teilt, sollen die Schiiler(innen) versuchen in Partnerarbeit die Formel fiir den
Schwerpunkt S = % - (A + B+ C) herzuleiten. Zu Beginn eines Beweisprozes-
ses steht das Vertrautwerden mit den vorkommenden Begriffen und Objekten
und daher ist es vielleicht notwendig in der Gesamtgruppe potenziell hilfreiche
Aussagen zu sammeln. Bevor die Lernenden auf sich selbst gestellt sind sol-
len diese wissen, dass man den Schwerpunkt folgendermafien ausdriicken kann:
S =A+ %AM gc- Um zur gewiinschten Formel zu kommen wird im Verlauf
des Beweisprozesses auch die ,,Spitze minus Schaft“Regel und die Halbierungs-
punktformel Anwendung finden (vgl. 5.3 Der Weg zum Beweis).

Nach einigen Minuten soll ein(e) Schiiler(in) das Ergebnis oder einen Ansatz
an der Tafel présentieren. Der Rest der Klasse ist aufgefordert mitzudenken
um Fehler auszubessern und alternative Ideen einzubringen. Ausgehend von der
Schiiler(innen)prasentation wird die Herleitung in geordneter Form an der Tafel
festgehalten.

S=A+ ; -AMpc

nach soeben. 5
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2
B C 24
:A —_ _—— —
=AYy Ty
A B C

1
S=3-(A+B+0)

4. Phase: Anwendung

Ebenfalls in Partnerarbeit sollen die Lernenden folgende Aufgabe l6sen, die im
Anschluss in der gesamten Klasse besprochen wird:

Aufgabe: Die Punkte P, @ und R teilen die Seiten eines Dreiecks ABC' ,reihum®
im Verhéltnis t = ‘ﬁ’ : ‘/@’ = ’B@‘ : ’B?’ = ’C@‘ : ‘CHA‘ (Abbildung 6.26).
Dann gilt: Die Dreiecke ABC und PQR besitzen denselben Schwerpunkt. Priift
dies am Dreieck A (0/0/0), B (16/0/0), C (8/24/0) fiir t = ; nach! Skizze (vgl.
Gotz & Reichel 2005, S. 19)!

Abbildung 6.26: Identischer Schwerpunkt

Diese Eigenschaft soll in der nichsten Phase begriindet werden. Dazu soll
also diese schon vorgegebene leicht zu verallgemeinernde Vermutung, dass die
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besagten Dreiecke denselben Schwerpunkt besitzen, an einem speziellen Fall
iiberpriift werden (vgl. 5.3 Der Weg zum Beweis).

Den Schwerpunkt des Dreiecks ABC' erhélt man direkt aus der Formel fiir
den Schwerpunkt. Die Punkte P, Q und R berechnet man durch Einsetzen
in die Teilungspunktformel. Setzt man diese Punkte dann in die Formel fiir den
Schwerpunkt ein, so sieht man, dass die beiden Dreiecke in diesem speziellen
Fall denselben Schwerpunkt haben.

5. Phase: Begriinden

Unter der Voraussetzung der Existenz des Schwerpunktes soll dieser Sachver-
halt aus der vorigen Aufgabe noch allgemein begriindet werden. Dazu werden
in der Klasse Ideen gesammelt. Die daraus resultierende Vorgehensweise wird
besprochen und anschliefsend sollen die Lernenden in Einzelarbeit versuchen zu
zeigen, dass die beiden Dreiecke denselben Schwerpunkt besitzen.

Jede Seite eines Dreiecks ABC' wird im selben Verhiltnis A durch die Punkte
P, @ und R geteilt. Diese Teilungspunkte kann man nun durch die Eckpunkte
des Dreiecks ABC anhand der Teilungspunktformel ausdriicken. So erhélt man
P = A1:>‘)\B , Q@ = Bl__’\AC und R = Cl__’\)\A. Setzt man diese Punkte nun in die
Formel fiir den Schwerpunkt ein, dann sieht man, dass das Dreieck PQR den
selben Schwerpunkt wie das Dreieck ABC' besitzt:

s=L.P+o+R)

3
S_E.AeAB+B—AC+C—AA
3 1— )\
S_}_A+B+C—A«A+B+m 1 ((A+B+0)-(1-))
3 1—X T3 1— )\
S:%4A+B+cy

Grundkompetenzen:

e Wissen {iber algebraische Begriffe wie Variable, Formeln, Umformungen
angemessen einsetzen und deren Bedeutung kennen.

e Gleichungen aufstellen, umformen und im Kontext interpretieren.
e Vektoren geometrisch interpretieren und verstindig einsetzen konnen.

e Rechenoperationen von Vektoren wie Addition und Multiplikation mit ei-
nem Skalar geometrisch deuten kdnnen.
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Grundkompetenzen mit Handlungs- und Komplexitidtsbereich:

e Die Herleitung des Teilungsverhiltnisses eines Schwerpunktes auf der
Schwerlinie innerhalb eines Dreiecks erfordert das Herstellen von Verbin-
dungen, da der Beweis komplex ist, es miissen mehrere Begriffe, Sdtze und
Verfahren auf geeignete Weise miteinander verbunden werden: (H4, K2).

e Die eigenstidndige Herleitung der Schwerpunktformel und einer weiteren
Schwerpunkteigenschaft erfordert ein Nachdenken iiber mathematische
Vorgehensweisen und somit kommt Reflexionswissen zum Einsatz. Dieses
Reflektieren umfasst auch das Nachdenken iiber die zielfiihrende Verbin-
dung von geeigneten Verfahren, Sétzen und Definitionen: (H4, K3).

e Durchfiithren von Rechenoperationen wobei konkrete, variable Werte in
Formeln eingesetzt werden und somit der Einsatz von Grundkenntnissen
erforderlich ist: (H2, K1).

6.4.7 7. Klasse

Thema: Nichtlineare Analytische Geometrie — Der Kreis
Methode: Stationenbetrieb
Ziele:

Dieser Stationenbetrieb, der sich {iber zwei bis drei Stunden erstreckt, wird
am Ende der Unterrichtsreihe ,Kreis“ durchgefiihrt und dient der Vertiefung,
Festigung und Erweiterung bereits gelernter Inhalte. Er zielt im Allgemeinen
auf ein nachhaltiges Versténdnis.

e Versténdnis grundlegender Begriffe entwickeln: Mittelpunkt und Radius
aus einer Kreisgleichung ermitteln

e FErlernen geometrischer Denk- und Arbeitsweisen: Kriterium finden, wann
eine Gleichung einen Kreis darstellt und wann nicht sowie die Kreisglei-
chung begriinden kénnen

e Also logisch schlussfolgernde, ordnende und klassifizierende Denk- und
Arbeitsweisen entwickeln: z. B. Vorgang zur Bestimmung der Lage einer
Geraden/eines Kreises beziiglich eines Kreises beschreiben kénnen

In den beiden letzten Punkten ist die Sprache in diesem Zusammenhang von
Bedeutung.

1. Phase: Vorbereitung
Zu Beginn wird den Schiiler(inne)n der Ablauf des Stationenbetriebes erklért.

Es gibt sieben Stationen zu den Themen der vergangenen Stunden. Jede(r) er-
hélt einen , Laufzettel* mit den Namen und Nummern der Stationen. Auf diesem
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Zettel sollen die erledigten Aufgaben abgehakt werden. Auferdem ist Platz um
Unklarheiten und Fragen zu vermerken. Jede(r) Schiiler(in) hat die Freiheit sich
die Sozialform in der er/sie jede Station bewéltigen mochte selbst zu wihlen.
Die einzige Einschrankung besteht darin, dass nicht mehr als fiinf Personen bei
einer Station arbeiten diirfen. Die Lernenden werden darauf hingewiesen, dass
sie bei Schwierigkeiten im Schuliibungsheft nachschauen kénnen. Alle jene Sitze
und Definitionen, die sie fiir die Begriindungen benétigen, sind dort zu finden
(vgl. 5.2 Argumentationsbasis). Nachdem die Stationen aufgebaut sind, vertei-
len sich die Lernenden auf diese, und die Arbeit kann beginnen.

2. Phase: Stationenbetrieb

Bei den folgenden Aufgaben der sieben Stationen koénnen sich die Schiiler(innen)
in den verschiedensten Argumentationsformen iiben. Neben der sprachlichen
Argumentation kommen auch die algebraische und die durch geeignete Visuali-
sierung zum Einsatz. Auferdem muss auch die Giiltigkeit einer Formel nachge-
wiesen werden (vgl. 5.4 Arten des Begriindens).

Station 1: Kreisgleichung — Stellt jede Gleichung einen Kreis dar?

Aufgabe:

1. Gegeben ist die Gleichung eines Kreises mit 2% +y2—5x+10y = 0. Ermittle
die Koordinaten des Mittelpunktes und den Radius des Kreises (vgl. Gotz
& Reichel 2003, S. 165)!

2. Nicht jede quadratische Gleichung in z und y stellt einen Kreis dar! Un-
tersuche, ob die beiden Gleichungen einen Kreis liefern und begriinde (vgl.
Biirger, Fischer & Malle 2000, S. 152)!

(a) 22+ 92 +8x—2y—30=0
(b) 22+y> —22+3y+5=0

Station 2: Lagemoglichkeiten Kreis — Gerade

Aufgabe:

1. Beschreibe, wie man die Lage einer Geraden beziiglich eines Kreises rech-
nerisch bestimmen kann!

2. Gegeben sind der Kreis k: 22 +y? = 25 und drei Geraden: gi: y = 2 —1, go:
Yy = % -x+6,25 und g3: y = —0,5 -z + 8. Ermittle die Lagen der Geraden
beziiglich des Kreises und bestimme gegebenfalls die Schnittpunkte (vgl.
Gotz & Reichel 2003, S. 167)!
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Station 3: Kreisgleichung

Aufgabe:

1. Jeder Punkt X des Kreises k mit Mittelpunkt M und Radius r erfiillt
die Kreisgleichung (X — M )2 = r2. Erkldre wie man auf diese Gleichung
kommt! Fertige dazu eine Skizze an!

2. Gegeben ist ein Kreis k[M(2/3); 2]. Stelle eine Gleichung auf, die fiir alle
Punkte X (z|y) der Kreislinie k¥ den Zusammenhang zwischen z und y
beschreibt (G6tz & Reichel 2003, S. 167)!

Station 4: Lage zweier Kreise I

Aufgabe:

1. Welche Lagebeziehungen konnen zwischen zwei Kreisen mit verschiede-
nen Mittelpunkten bestehen? Erldutere diese Beziehungen jeweils an einer
Zeichnung!

2. Gib Gleichungen von zwei Kreisen an, die zwei Schnittpunkte haben und
berechne diese Schnittpunkte (Biirger, Fischer & Malle 2000, S. 166)!

Station 5: Schnittpunkte zweier Kreise

Aufgabe:

1. Untersuche die Lage der beiden Kreise k1 : % +4? = 16 und ko : (x—5)%+
y?> = 9 zueinander! Berechne gegebenfalls die Koordinaten gemeinsamer
Punkte (vgl. Gtz & Reichel 2003, S. 170)!

2. Im Laufe deiner Berechnung erhiltst du eine Gleichung in x und y. Welche
Bedeutung hat diese Gleichung?

Station 6: Lage zweier Kreise II

Aufgabe:

Gegeben sind die Kreise k;: (z — 9)°+(y +4)° = 3 und ko: (z + 3)*+(y — 5)° =
25. Fiir welche Werte von r; haben die Kreise k; und ks keinen, einen oder zwei
gemeinsame Punkte? Fertige auch eine Zeichnung dazu an (vgl. Koth 2008, S.
67)!

Station 7: Puzzle

Aufgabe:

Ordne den Gleichungen die ensprechenden Kreise k1, k2, k3, k4 und ks in der
Abbildung zu!
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L(x—11)°+(@y-1)7=1

2. 22+ y?—14-2—8-y+58,75=0
22 4+y%>=9

(z =7+ (y+2)°=6,25

ook w

22 —4-2+y>-10-y=—26,75

Abbildung 6.27: Kreise

3. Phase: Ausklang

Gibt es bei einzelnen Aufgaben Schwierigkeiten, so konnen die Lernenden im-
mer den/die Lehrer(in) um Hilfe bitten. Zusétzlich haben die Schiiler(innen) die
Moglichkeit sich die ausfiihrlichen Losungsschritte der einzelnen Aufgaben von
der Lehrperson zu holen. Diese Hilfestellung, die in Ausnahmeféllen in Anspruch
genommen werden kann, soll dazu dienen, dass der/die Schiiler(in) iiber einzel-
ne Losungsschritte nachdenken kann. Oft geniigt ja ein (gezielter) Hinweis von
aufien, um die Bewiltigung der Aufgabe in Eigentétigkeit der Schiiler(innen) zu
initiieren.

Grundkompetenzen:

e Gleichungen aufstellen, umformen und im Kontext interpretieren kénnen.

e Quadratische Gleichungen 16sen, Losungen und Losungsfélle geometrisch
interpretieren konnen.
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Grundkompetenzen mit Handlungs- und Komplexitétsbereich:

e Aus mathematischen Darstellungen Sachverhalte erkennen, wobei Grund-
wissen und Grundkenntnisse erforderlich sind: (H3, K1).

e Argumente anfiithren, die fiir eine bestimmte Sichtweise sprechen, wobei
Grundkenntnisse zum Einsatz kommen: (H4, K1).

e Die Planung von Rechenabléufen und das verbale Beschreiben der Lo-
sungsschritte, wobei Reflexionswissen zum Einsatz kommt insofern, dass
iber einen Losungsweg nachgedacht und dieser dann in Worte gefasst wer-
den muss: (H2, K3).

e Planung und Durchfiihrung von Rechenoperationen, wobei grundlegende
mathematische Verfahren angewandt werden miissen: (H2, K1).

e Mathematische Formeln (Kreisgleichung) herleiten, wobei es erforderlich
ist, iiber Zusammenhinge nachzudenken, die aus dem dargelegten Sach-
verhalt nicht unmittelbar ablesbar sind: (H4, K3).

e Alltagssprachliche Formulierungen in die Darstellung der Mathematik {iber-
setzen, wobei iber mathematische Vorgehensweisen nachgedacht werden
muss, um Kreisgleichungen zu finden, die zwei Schnittpunkte besitzen:
(H1, K3).

e Zusammenhinge in Gleichungen erkennen und sie im Kontext deuten, wo-
bei das Herstellen von Verbindungen erforderlich ist: (H3, K2).

e Zwischen Darstellungsformen wechseln (Kreisgleichung—Graph eines Krei-
ses im Koordinatensystem), wobei Grundkenntnisse und -fertigkeiten zur
Anwendung kommen: (H1, K1).

6.4.8 Zentralmaturaaufgaben

Es gibt ein breites Spektrum mathematischer Kompetenzen, die jedoch nicht
alle in gleicher Weise messbar und abpriifbar sind. Eine Unterscheidung kann
auf folgende Weise vorgenommen werden:

o Affektive, soziale und auch hohere kognitive Fahigkeiten wie (mathemati-
sche) Kreativitit und die Féahigkeit zur Reflexion. Solche Leistungen sind
durch eine punktuelle Uberpriifung allein nicht erfassbar. Prozessbeobach-
tungen, Beurteilung von Prozessplanungen oder Prozessdokumentationen
sind hier typische Evaluationsmethoden.

e Mathematische Kompetenzen, die eher spezifisch und oft nur kurzfristig
verfiighar sind. Unterschiedlichste Schwerpunktsetzungen kénnen hier zum
Ausdruck kommen. Solche Kompetenzen sind durch Schularbeiten und
schriftliche /miindliche Ausarbeitungen punktuell {iberpriifbar.
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e Grundkompetenzen sind, wie schon beschrieben, mathematische Fahigkei-
ten, die allen Schiiler(inne)n langerfristig verfiigbar sein sollen und einer
schriftlichen Uberpriifung und somit auch der zentralen schriftlichen Rei-
fepriifung zuginglich sind (vgl. Peschek, Fischer, Heugl & Liebscher 2009,
S. 7).

Folgende Aufgaben aus der Geometrie bei denen Grundkompetenzen angespro-
chen werden, kénnten z. B. Teil einer zentralen schriftlichen Reifpriifung sein:

Dreiecke

Es sind die Koordinaten zweier Dreiecke ABC und A, B1C; gegeben:
1. A(-1/3), B(4/1), C(3/13)
2. Al(l/ - 5)7 B1(0/3)7 Cl(_8/2)

Aufgabenstellung:

(a) Bestimmen Sie, um welche Dreiecke es sich handelt auf zwei Arten!
(b) Begriinden Sie Ihre Vorgehensweise fiir das Dreieck ABC!

Grundkompetenzen:

e Vektoren als Zahlentupel verstindig einsetzen und im Kontext interpre-
tieren koénnen.

e Vektoren geometrisch interpretieren und verstidndig einsetzen konnen.

Ellipse oder doch nicht?!

Von einer ,Ellipse* sind folgende Bestimmungstiicke gegeben (A bezeichnet einen
Hauptscheitel, B einen Nebenscheitel, e ist die Brennweite, AA‘ = 2a ist die
Hauptachse und BB‘ = 2b die Nebenachse):

1. A(—4/0), e =4

2. B(0/2), e =+6

3. A= (V8/0), B=(0/V8)
Aufgabenstellung:

(a) Stellen Sie, wenn moglich, die Ellipsengleichung auf!
(b) Durch welche Angaben ist keine Ellipse im festgelegt? Begriinden Sie!
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(¢) Welche Figuren erhélt man anstelle einer Ellipse durch diese Anga-
ben? Welche Bedeutung haben diese Angaben in den anderen Figu-
ren? Andert sie sich?

Grundkompetenzen:
e Gleichungen aufstellen und ihre Parameter im Kontext interpretieren.

e Quadratische Gleichungen (in zwei Variablen) geometrisch interpretieren.

Diese Aufgaben sind einer zentralen schriftlichen Uberpriifung zuginglich, da
Grundkompetenzen angesprochen werden und diese in weniger vertrauten Situa-
tionen angewandt werden miissen. Auflerdem sind weitgehende Reflexionen iiber
Vorgehensweisen und Sachverhalte erforderlich. Dennoch ergeben sich Schwie-
rigkeiten bei der Beurteilung. Denn Behauptungen kénnen anhand verschiedener
Argumentationsbasen begriindet werden. Die Exaktheit einer Begriindung kann
nur beziiglich einer bestimmten Argumentationsbasis beurteilt werden (vgl. 5.2
Argumentationsbasis).

Die Aufgabe ,Dreiecke” kann auf verschiedene Arten gelost werden. Als Argu-
mentationsbasis kénnen sowohl das Orthogonalititskriterium als auch der Satz
von Pythagoras bzw. seine Umkehrung herangezogen werden. Auch durch das
Berechnen der Winkel zwischen zwei Vektoren ldsst sich die Art des Dreiecks
feststellen. Da keine Argumentationsbasis vorgegeben ist, kann man sich durch-
aus in der Begriindung auf eine Zeichnung der gegebenen Dreiecke berufen,
zumindest wenn die Winkel alle deutlich von 90° verschieden sind.

Bei der Aufgabe ,Ellipse oder doch nicht?! bestimmen nur die Angaben aus
Nummer 2 eine Ellipse im eigentlichen Sinn. Bei Nummer 1 und 3 ist eine
Strecke bzw. ein Kreis (Spezialfall einer Ellipse) festgelegt. Bei den Begriindun-
gen kann man sich auf die Definition der Ellipse, die Ellipsengleichung und die
Beziehung e? = a? — b? beziehen.

Die geforderte Ausfiihrlichkeit einer Begriindung und eine adaquate Argumen-
tationsbasis wird fiir Schiiler(innen) nicht immer offensichtlich sein. Fiir Leh-
rer(innen) ist es daher auch schwierig zu beurteilen, ob eine Begriindung zu-
lassig ist oder nicht, denn der Grat zwischen einer richtigen und einer falschen,
oder besser: geniigenden und liickenhaften Begriindung ist ein sehr schmaler.
Etwas einfacher ist die Korrektur bei Aufgaben folgender Art:

Deltoid

Christian behauptet, dass folgende Eigenschaften auf jedes Deltoid zutreffen!
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Abbildung 6.28: Deltoid

° E-B?:O
45| = |47

. GBaD_ _ CBoB
[A8[[aD]  [cE]{oD]
. BEAEC _ DABC

« 53] -7
« ] e
<] - e
Aufgabenstellung:

Welche Kriterien treffen tatsdchlich auf jedes Deltoid zu? Markieren Sie die-
se mit R (fiir richtig)! Die anderen sind mit F (fiir falsch) zu kennzeichnen.

Grundkompetenzen:

o Gleichungen zwischen Vektoren geometrisch interpretieren und verstindig
einsetzen konnen.

106



o Algebraische Rechenoperationen zwischen Vektoren auch geometrisch deu-
ten kdnnen.

Diese im Multiple-Choice-Format formulierte Aufgabe ldsst nur die zwei Ant-
wortmoglichkeiten richtig und falsch zu. Dies stellt eine Erleichterung fiir die
Korrektur dar. Dennoch ist ein Nachdenken und Reflektieren iiber Christians
Argumente erforderlich, da diese auf ihre Richtigkeit {iberpriift werden miissen.

Bei dieser Aufgabe wird ein Teilaspekt des Begriindens angesprochen, bei
dem vorgegebene Argumentationen auf ihre Richtigkeit untersucht und beurteilt
werden miissen. Grundkompetenzen sind dabei erforderlich, somit konnte diese
Aufgabe auch bei der zentralen schriftlichen Reifepriifung eine Rolle spielen. Die
Beurteilungsproblematik wére damit gelost. Dennoch sollten von Schiiler(inne)n
auch eigensténdig formulierte Begriindungen verlangt werden, um auch andere
Aspekte des Begriindens abzudecken.

107



Kapitel 7

Conclusio

Durch eine intensive Auseinandersetzung mit den Bildungsstandards und der
standardisierten Reifepriifung in Mathematik l&sst sich erkennen, dass beide
Projekte dhnliche Ziele verfolgen und Funktionen erfiillen sollen. Der Erwerb
von Grundkompetenzen, die Qualitdtsentwicklung an den Schulen und erhéhte
Vergleichbarkeit stehen dabei im Vordergrund. Das Begriinden und Argumen-
tieren sind Kompetenzen, die es in allen Klassenstufen zu erreichen bzw. zu
entwickeln gilt und an allen Inhalten umsetzbar sind. Diese Kompetenzen erfor-
dern ein tiefergriindiges und grundlegenderes Verstdndnis, das bei den Lernen-
den anzustreben ist. Ist dieses erreicht, so ist Nachhaltigkeit wahrscheinlicher.
Dass Handlungsbedarf von Noten ist, zeigen unter anderem die Ergebnisse des
ersten Pilottests. Schiiler(innen) haben nach aktuellem Stand erhebliche Defi-
zite in den Grundkompetenzen. So wurden beispielsweise von 20 Aufgaben 15
von weniger als 30% der getesteten Schiiler(innen) gekonnt. Deutlich wird die
Problematik speziell an der Aufgabe ,Gleichungssystem mit Parameter®, die von
nur 2% der getesteten Schiiler(innen) richtig gelost wurde (vgl. Ergebnisse 1. Pi-
lottest).

Aufgabe: Gegeben ist das Gleichungssystem in x und y:
I:9z24+6y=1

Il :6zx+4y =a

Aufgabenstellungen
Geben Sie alle Werte a € R an, fiir die das Gleichungssystem

e keine Losung
e genau eine Losung
e unendlich viele Losungen

hat (Testheft A1)!
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Somit sind die Intentionen der Standardisierung sehr greifbar und schliissig.
Was jedoch nicht ganz so einfach zu beurteilen ist, die Frage nach der Umset-
zung.

Es reicht nicht aus, Standards zu formulieren und diese dann abzupriifen. Leh-
rer(innen) mit der Forderung nach kompetenzorientiertem Unterricht und mit
den Ergebnissen der Uberpriifungen allein zu lassen wire nicht zielfithrend. So
wie die Bildungsstandards fordern, miissen die Ergebnisse von Uberpriifungen
angemessen und informativ zuriickgemeldet werden, sodass diese fiir die Quali-
tétsentwicklung in den Schulen nutzbringend verwendet werden kénnen. Dazu
bedarf es einer Verdnderung und Unterstiitzung in vielerlei Hinsicht.

Zum einen haben hier die Schulbiicher eine tragende Funktion. Zum Teil findet
man schon Aufgaben, die &hnlich den Musteraufgaben der Bildungsstandards
und die der Zentralmatura sind, bzw. Aufgaben die auf die Erreichung von
(Grund-)Kompetenzen zielen (vgl. Gtz & Maafs 2009, S. 28). Dennoch wire
es wiinschenswert, dass die in den Schulbiichern anzutreffende Dominanz an
Aufgaben zum Rechnen und Operieren an Bedeutung verliert und somit unter
anderem den Kompetenzen Begriinden, Argumentieren und Interpretieren ein
noch groferer Platz eingerdumt wird (vgl. Mrkvicka 2010).

Neben adidquaten Schulbiichern und Unterrichtsmaterialien werden Konfe-
renzen und Fortbildungen zur Etablierung eines kompetenzorientierten Unter-
richts unerlisslich sein. Lehrer(innen) miissen zum Einen ganz grundlegend {iber
die Art und Weise entsprechender Aufgabenstellungen informiert werden. Des-
weiteren wird es hilfreich sein, Schulungen anzubieten, in denen Lehrer(innen)
iiber alternative Unterrichtsmethoden erfahren, die die Eigentétigkeit der Schii-
ler(innnen) erfordert und fordert. Offenes Lernen, Begriindungstagebiicher, Pro-
jektunterricht und Schiiler(innen)présentationen wiren einige Beispiele dafiir.
Weiters sind in diesem Zusammenhang Fortbildungen, bei denen man lernt,
wie man bei Schiiler(innen) einen schrittweisen Kompetenzaufbau erreicht, zu
nennen. Damit ist gemeint, dass mit einfachen Begriindungsaufgaben begon-
nen wird. Schrittweise erhoht sich die Komplexitét der Begriindungstétigkeiten,
sodass schlieflich und endlich ein hoher Grad an Vernetzung und Reflexion ge-
fordert werden kann.

Verdnderungsbedarf sehe ich im Konzept der standardisierten schriftlichen Rei-
fepriifung in der Formulierung der Grundkompetenzen. In der aktuellen Fas-
sung wirken sie wie eine oberflichliche und ungenaue Zusammenfassung des
Lehrplans. Erst durch eine intensivere Auseinandersetzung mit den bildungs-
theoretischen Orientierungen und den Musteraufgaben lasst sich zusammenrei-
men, welche Grundkompetenzen anzustreben sind. Ein Kompetenzmodell dhn-
lich dem der Bildungsstandards wére fiir einen kompetenzorientieren Unterricht
in der AHS-Oberstufe durchaus forderlich. Mit einigen Verdnderungen konnte
man dieses auf die Grundkompetenzen der Zentralmatura iibertragen. Denn je-
de mathematische Aufgabe (auch in der Oberstufe) bezieht sich auf einen (oder
mehrere) bestimmte(n) Inhalt(e) (Inhaltsbereich), mit dem/denen man auf eine
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bestimmte Art und Weise etwas machen soll (Handlungsbereich). Mathemati-
sche Anforderungen unterscheiden sich natiirlich auch hinsichtlich der Art ihrer
Vernetzung (Komplexitétsbereich). Die Untergliederung in die vier Handlungs-
bereiche wire also auch fiir die Oberstufe denkbar. Dennoch miissten bei der
genaueren Ausfiihrung Verdnderungen vorgenommen werden, da die charak-
teristischen Tétigkeiten nicht immer auf die Klassen der Oberstufe zutreffen.
So sind Tatigkeiten wie ,Mafeinheiten umrechnen und das Durchfiihren ele-
mentarer Rechenoperationen® fiir die Oberstufe eher zweitrangig und passieren
nebenbei. Der Inhaltsbereich unterscheidet sich selbstversténdlich von dem der
Unterstufe und eine Untergliederung existiert ohnehin schon. Die Komplexitéts-
bereiche kdnnten genauso in ein Kompetenzmodell fiir die Oberstufe einflieften.

Durch die Standardisierung sehe ich sowohl im Pflichtschulbereich als auch in
der AHS-Oberstufe und der BHS eine Einschrinkung der dennoch gewiinschten
Individualitét. Sind zwar Freirdume fiir ebendiese vorgesehen, besteht trotzdem
die Gefahr, dass diese fiir Standardstrainings und fiir die Vorbereitung auf die
schriftliche Matura geniitzt werden. Denn welche(r) Lehrer(in) méchte schon,
dass seine/ihre Klassen bei Uberpriifungen der Bildungsstandards schlecht ab-
schneiden, oder noch schlimmer bei der zentralen schriftlichen Reifepriifung
durchfallen? Es wird schwierig sein, ein ,teaching to the test® zu vermeiden,
wenn nicht angemessen auf die Ergebnisse reagiert wird und entsprechende Ak-
tionen gesetzt werden. Natiirlich gibt es ein ,teaching to the test” vor jeder
Schularbeit, aber dabei sind wenigstens die Anforderungen, Inhalte, Komplexi-
téatsstufen auf die jeweilige Klasse (hoffentlich!) gemiinzt.

Unklar ist fiir mich noch, was mit Lehrer(inne)n passiert, wenn deren Klas-
sen regelméfig schlecht abschneiden. Individuelle Riickmeldungen und Verbes-
serungsvorschlige wiren in diesen Féllen hilfreich (vgl. Gotz & Peschek 2009, S.
172). Welche Konsequenzen werden gezogen, wenn die Anspriiche bei der Zen-
tralmatura vom Grofiteil der Schiiler(innen) nicht erfiillt werden kénnen (vgl.
Maafs 2009, S. 17)7

Die vorbereitende Pilotphase inklusive der Pilottests wird iiber die Leistungs-
fahigkeit und die Kompetenzerreichung der Lernenden Aufschluss geben. Wie
die zentrale schriftliche Reifepriifung konkret aussehen wird kann man zum jet-
zigen Zeitpunkt noch nicht genau sagen, da die Pilotphase, die derzeit im Gange
ist, noch zu einigen Verdnderungen und Anpassungen fithren wird.

Einen grofien Vorteil in der Standardisierung sehe ich darin, dass unter an-
derem alteingesessene und festgefahrene Lehrer(innen), die der Pension schon
nédher sind als der Klasse, noch einmal eine externe ,Motivation* erfahren, um
die Schiiler(innen) auf ein gewisses standardisiertes Niveau zu bringen.

Begriinden und Argumentieren sind keine Tétigkeiten, die erst in der Hochschul-
mathematik relevant sind, sondern beginnen, wie man sieht, sehr frith. Schon
in der ersten Klasse Unterstufe (siehe 6.4.1) konnen die Lernenden einfache Zu-
sammenhinge begriinden, Behauptungen auf ihre Richtigkeit untersuchen und
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beurteilen. Die Vielfalt an Begriindungsmoglichkeiten erlaubt altersadéquate
Angebote in jeder Klassenstufe. Zu betonen ist, dass man nie zu frith damit
beginnen kann und kein Sachverhalt zu einfach oder zu selbstversténdlich ist,
um nicht nach einer Begriindung zu verlangen.

Problematisch ist die Uberpriifbarkeit und Messbarkeit von Leistungen bei de-
nen Schiiler(innen) begriinden und argumentieren sollen. Wie in Kapitel 6.4.8
ausgefiihrt kann man Begriindungen nur in Hinblick auf eine bestimmte Argu-
mentationsbasis beurteilen. Somit wird es bei Begriindungsaufgaben eine Viel-
zahl an verschiedenen Losungen geben. Die Begriindungen werden sich in ihrer
Argumentationsbasis und in der Genauigkeit der Ausfithrung unterscheiden (vgl.
Gotz & Sattlberger 2009, S. 102-103).

Damit Schiiler(innen) bei Standardsiiberpriifungen und bei der Zentralma-
tura in ihren Begriindungen giiltige Schlussfolgerungen ziehen und Argumen-
tationsweisen verwenden kénnen, miissen sie von der ersten Klasse an darauf
vorbereitet werden. Regelmifiges Begriinden in den verschiedensten Situatio-
nen, an beliebigen Inhalten und auf unterschiedlichste Weise soll das gewiinschte
Resultat bringen (vgl. Gotz & Sattlberger 2009, S. 105).

Egal auf welche Art und Weise sich Bildungsstandards und die zentrale schrift-
liche Reifepriifung in Mathematik schliefllich und endlich durchsetzen und ob
sie so durchgefiihrt werden, wie es im Moment geplant ist, Begrinden ist auf
jeden Fall eine Kompetenz, die mit oder ohne Zentralmatura und Bildungsstan-
dards mehr Aufmerksamkeit erhalten sollte. Eine addquate Umsetzung kann
den Schwerpunkt von einer rezeptartigen Reproduktion auf wirkliches (Nicht-)
Verstehen verschieben. Es besteht die Moglichkeit, dass Schiiler(innen) interes-
sierter daran sind in die Tiefe zu gehen, und nicht an der Oberfliche hingen
bleiben wollen. Sie werden versuchen miissen Inhalte zu verstehen, da sie wis-
sen, dass sie diese in neuen, vielleicht unbekannten Situationen anwenden kénnen
miissen. In diesem Sinne ist hier ,Verstehen“ gemeint.

Reduziert man im Unterricht lange Rechenoperationen, so bleibt mehr Zeit,
um dem Begriinden Aufmerksamkeit zu schenken. Dies ist jedoch nicht immer
moglich, da Begriindungen manchmal auch lange Berechnungen verlangen. Soll-
te das Begriinden im Geometrieunterricht verstirkt Einfluss nehmen, hat dies
auch Auswirkungen auf die Prifungsmodalititen. Der Grund dafiir ist, dass die
leichte Uberpriifbarkeit des Erlernten durch den Fokus auf das Begriinden ver-
loren geht.

Ein weiterer Punkt, welcher Beachtung finden muss, ist, wie man mit der un-
terschiedlichen Kreativitit der Individuen umgeht. Ein moéglicher Lésungsansatz
ware, das Begriinden ebenso wie das Operieren im Unterricht unterzubringen
und es damit zu einer Routinetétigkeit fiir die Schiiler(innen) werden zu lassen.

Die Ansitze und Konzepte der Bildungsstandards und Zentralmatura bergen
Potential fiir einen Fortschritt im Mathematikunterricht, jedoch wirken diese
nicht von selbst und alle Probleme seien somit geldst. Sehr viel Forschungsarbeit
wird bis dahin noch nétig sein!
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