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Kapitel 1

Einleitung

Die ersten Definitionen der metaplektischen Gruppe Mp(d) finden sich in den
Arbeiten von Segal [22] und Shale [23]. Die Ergebnisse dieser Arbeiten wurden
dann - in einer abstrakteren Sichtweise - von Weil [24] weiter entwickelt. Die
Theorie der metaplektischen Gruppe ist gegenwirtig in verschiedensten Berei-
chen der Mathematik und der Physik verbreitet (siehe unter anderem de Gosson
[13, 19], fiir Anwendungen in der Quantenmechanik). Ich méchte hier nur einige
Namen nennen die zur Entwicklung dieser Theorie beigetragen haben: Buslaev
[4], Reiter [21], de Gosson [11], Feichtinger [7], [12],[13], Leray [18], Wallach [25].

Niitzlichkeit der metaplektischen Gruppe Mp(d) zeigt sich auch in der Time-
Frequency Analysis, zum Beispiel in Zusammenhéngen mit der Theorie der Ga-
bor Frames (siehe Grochenig [14], Gabor Analysis Anwendungen).

Das Bestreben dieser Diplomarbeit ist es, die metaplektische Darstellung
vom Standpunkt des Weyl Calculus der Pseudodifferential Operatoren zu un-
tersuchen. Die Resultate dieser Untersuchungen fiihren zu der quadratischen
Fourier Transformation, die einfach einen Spezialfall der metaplektischen Ope-
ratoren darstellt. Ich habe einige Resultate meiner Arbeit von de Gosson [12, 13]
iibernommen, wobei [12, 13] mit Anwendungen in der mathematischen Physik
(Quantenmechanik) und einer anderen Zugangsweise motiviert ist.

Der Zugang den ich in dieser Diplomarbeit gewihlt habe, ist dank der sym-
plektischen Cayley Transformation deutlich direkter. Vereinfacht gesagt, die Be-
tonung liegt auf dem Zusammenhang zwischen der symplektischen Gruppe und
der Fourier Transformation. Beispielsweise assoziiert die metaplektische Gruppe
zu der Fourier Transformation

Ff(w)= /Rd e 2T f (1) d

die standard symplektische Rotation

J=<_OI é)

Auf mathematisch etwas anspruchsvollerem Niveau kann die metaplektische
Gruppe Mp(d) auf zwei verschiedenen Wegen definiert werden. Hier eine kurze
Zusammenfassung dieser moglichen Zugénge zur metaplektischen Gruppe:

e Die symplektische Gruppe Sp(d) besitzt Uberdeckungsgruppen der Ord-
nung ¢ = 2,3, ..., +0o. Die Uberdeckungsgruppe Sp,(d) mit der Ordnung



2, kann mit der Gruppe der unitéiren Operatoren wirkend auf L?(R?) iden-
tifiziert werden. Diese Gruppe ist die metaplektische Gruppe, bezeichnet
mit Mp(d).

e Ein anderer Zugang zur metaplektischen Gruppe Mp(d) ist durch direk-
te Konstruktion: eine Familie von unitiren Operatoren auf L?(RY) kann
durch erzeugende Funktionen der symplektischen Matrizen konstruiert
werden. Auf diesem Wege wird eine Gruppe erzeugt, die metaplektische
Gruppe Mp(d); -das ist auch der Zugang den ich in dieser Diplomarbeit
gewihlt habe.

Der konstruktive Zugang stellt auch eine Briicke zwischen der klassischen-
und der Quantenmechanik her. Diese erlaubt auch eine Verbindung zwischen
den quadratischen Hamilton Operatoren und der Schrédinger Gleichung (siehe
de Gosson [13]). Ein weiterer Vorteil der Wahl dieses konstruktiven Zuganges in
meiner Arbeit, sind die Beziige zur Time-Frequency Analysis. Dadurch ist man
in der Lage, metaplektische Operatoren mit Objekten und Begriffen aus der
Time-Frequency Analysis in Beziehung zu stellen, wie zum Beispiel der Time-
Shifts, modulations Operatoren, und symplektischen Matrizen. Das wiederum
erlaubt eine explizite Darstellung der Spreading Funktion von metaplektischen
Operatoren. Diese explizite Darstellung der Spreading Funktion erweist sich als
sehr praktisch fiir Zusammenhinge mit der fraktionalen Fourier Transformation,
was weitere interessante Betrachtungen erlaubt.

Meine Arbeit ist wie folgt strukturiert : Nach Einfiihrung der relevanten
Grundbegriffe, wird die Theorie der metaplektischen Gruppe vom Standpunkt
der quadratischen Fourier Transformation betrachtet. Als ein wichtiges Resultat
in diesem Abschnitt zeigt sich die Tatsache, dass jeder metaplektische Operator
in genau zwei quadratische Fourier Transformationen faktorisiert werden kann.
An dieser Stelle gebe ich eine sehr kurze Verbindung zu entsprechendem Gebiet
der Maslov Indizes. Danach werden die Elemente der metaplektischen Grup-
pe Mp(d) vom pseudodifferentionellen Standpunkt untersucht. Aus der Weyl
Darstellung der metaplektischen Operatoren folgt, dass jeder metaplektische
Operator -zu dem eine entsprechende symplektische Matrix A assoziiert wird
(wobei A nur Eigenwerte ungleich Null besitzt)- als

A= \/det(A—T) p(Az)p(—2)dz,
R2d
fiir eine giinstige Wahl von 4/det(A — I), dargestellt werden kann.
Hier ist p eine Abbildung die von der Time-Frequency Ebene auf den Raum
der unitéren Operatoren abbildet, und durch

p(2) = " TTL M, fir z= (z,w)

definiert ist. Diese konkrete Form der Translations- und Modulationsoperatoren
unterscheidet sich einwenig von der gewohnlich vorkommenden Form, bietet
aber gerade durch diese Form Vorteile fiir die Zusammenhinge zwischen den
metaplektischen- und den Objekten der Time-Frequency Analysis. Weiters fiihrt
diese Darstellung dazu, dass ein metaplektischer Operator in der Form

A

iﬂA{AZzp(Z)dZ

1
T Jdet(A D) /de ‘



dargestellt werden kann. Dabei ist M 4 ist eine reelle symmetrische Matrix die als
symplektische Cayley Transformation vom A bezeichnet wird. Es zeigt sich dass
die Spreading Funktion des metaplektischen Operators A, mit det(A — I) # 0,
einfach ein Chirp ist, gegeben durch

1

al:) = T

Chirp ist ein Begriff der mehr bei den Ingenieuren verbreitet ist, weil im ein-
fachsten Fall die Abbildung x — ¢ einen "linear frequency sweep" darstellt.
Die entsprechenden mathematischen Zuginge dazu kénnen zum Beispiel unter
dem Begrift Charakter zweiten Grades betrachtet werden. Um sich einen ein-
fithrenden Uberblick iiber diese Begriffe zu verschaffen, kann das entsprechende
Unterkapitel im Kapitel 4 dieser Diplomarbeit benutzt werden. Fiir tiefergrei-
fende Betrachtungen siehe zum Beispiel Reiter [21].

Notation. Die in dieser Diplomarbeit gewiihlte Notation ist eine Standardno-
tation in dem betrachtetem Gebiet. Im Prinzip folge ich de Gosson [13], Folland
[8] und Grochenig [14]. Die Elemente von R?? = R? x R? werden bezeichnet mit
z = (z,w), und das symplektische Produkt von z mit 2z’ ist durch

iTM 22

o(z,)=w-2' - -z

gegeben, wobei - das gewdhnliche euklidische Skalarprodukt ist. Ist M eine sym-
metrische Matrix, und u ein Vektor, werde ich oft einfach Mwu? fir Mu - u
schreiben.



Kapitel 2

Fundamentales iiber
symplektische Raume

Ich folge und zitiere hier de Gosson [13].

2.1 Symplektische Vektorrdume

In diesem Abschnitt werden nur reelle und endlichdimensionale Vektorridume
betrachtet. Das Kapitel beginnt mit der Betrachtung der symplektischen Form
und des symplektischen Raumes, womit dann die Begriffe der symplektischen
Basis eingefiihrt werden kénnen.

2.1.1 Grundlegendes

Eine Abbildung w : E x E — R auf einem Vektorraum E wird symplektische
Form auf E genannt, wenn gilt:
e w ist in jedem Argument linear:

w(a121 —+ 229, Z/) = Oélw(Zl, Z/) —+ OLQ(U(ZQ, Z/),
w(z,012] + aazh) = aqw(z, 21) + asw(z, 25),

’ . .
fiir alle z, 2', 21, 21, 29, 25 in E und aq, o), a2, ol in R;
e w ist antisymmetrisch (oder schiefsymmetrisch):

w(z,2') = —w(?, 2),

fiir alle 2,2’ in F
e w ist nicht ausgeartet :

w(z,2')=0Vz€eE & 2/ =0.

Definition 1 Fin Paar (E,w) bestehend aus einem reellen endlichdimensio-
nalen Vektorraum E und einer symplektischen Form auf E, wird reeller sym-
plektischer Vektorraum (im folgendem nur symplektischer Raum) genannt. Die
Dimension von (E,w) ist die gleiche wie die Dimension von E.



Beispiel 2 (R?? o) ist ein klassisches Beispiel fiir einen reellen und endlich-
dimensionalen symplektischen Vektorraum. o ist also eine symplektische Form
auf R?¢, und ist durch

d
’
o(z,2) = E W;T; — Wiy
j=1

definiert, wobei z = (1, ..., Tg; W1, ..., wq) und z’ = (:c/l, e @l Wl wh). (R o)
wird auch standard symplektischer Raum genannt, und o wird standard
symplektische Form genannt. Ist d = 1, so ist offensichtlich

o(z,2') = —det(z,2').
Definition 3 Sei (E,w) ein symplektischer Raum. Eine Menge B, gegeben durch
B :{617 ey ed} U {fl, ey fd},

wobei e; und f; aus E sind, wird symplektische Basis des symplektischen
Raum (E,w) genannt, wenn folgende Eigenschaften gelten:

w(zi, zj) =0=w(fi, f;), und w(z;, f;) = 6;; firl <i,j <d.
d;; ist der Kronecker Index: 6,; =1 fiir i = j und §;; =0 fiiri # j).

Jede symplektische Basis ist auch eine Basis im gewshnlichem Sinn, denn die
zu erfiillenden Eigenschaften in der Definition der symplektischen Basis, sichern
gerade die lineare Unabhéngigkeit der Vektoren e;, f; fir 1 <1i,j <d.

Beispiel 4 Betrachten wir die Vektoren ey, ...,eq und fi, ..., fq in R??, gegeben
durch

€; = (Ciao)v fl = (Oaci)'

Hier ist (¢;) die kanonische Basis auf R%; ( fiir d = 1 haben wir e; = (1,0) und
f1 = (0,1) ). Diese Vektoren bilden auf dem standard symplektischem Raum
(R4, o) eine symplektische Basis

B :{61, e ed} @] {fh ey fd}’

Wie man leicht sehen kann sind die Figenschaften o(e;,ej) =0 = o(fi, f;), und
olei, fj) = 6i; fir 1 <4,j <d erfiihlt. Die so konstruierte symplektische Basis
wird kanonische symplektische Basis genannt.

Eine kurze Wiederholung:

Definition 5 Bezeichnen wir zwei Gruppen mit G und G', und weiters eine
Abbildung h : G — G’. Dann heifit h

1. Homomorphismus, wenn h(zy) = h(z)h(y) fir olle z,y € G;
2. Monomorphismus, wenn h ein Homomorphismus und injektiv ist;
3. Epimorphismus, wenn h ein Homomorphismus und surjektiv ist;

4. Isomorphismus, wenn h ein Homomorphismus und bijektiv ist;



5. Endomorphismus, wenn h ein Homomorphismus und G = G’ ist;

6. Automorphismus, wenn h ein Isomorphismus und G = G’ ist.

Definition 6 Die Gruppe aller Automorphismen s auf (R%?, o), fir die gilt

o(sz,82') = o(z,2"), fiir alle 2,2 in R2,

wird die standard symplektische Gruppe genannt, und mit Sp(d) bezeichnet.

Folgende Definition bietet eine Diffeomorphe-Sichtweise einer linearen sym-
plektischen Transformation:

Definition 7 Seien (E,w) und (E',w') zwei symplektische Raume. Ein Diffeo-
morphismus f : (E,w) — (E',w") wird Symplektomorphismus genannt, wenn
das Differential d. f eine lineare symplektische Abbildung von E nach E' ist, fiir
alle z € E.

Die Kettenregel zeigt dass die Komposition g o f zweier Symplektomorphis-
men f: (E,w) — (E',w') und ¢ : (F',w') — (E",w"), wieder ein Symplekto-
morphismus ist, von (E,w) nach (E”,w"). Betrachtet man den Fall

(va) = (Elvw/) = (RQd,U),

so ist ein Diffeomorphismus f auf (R??,0) genau dann ein Symplektomorphis-
mus, wenn die Jakobimatrix von f in Sp(d) ist.
Zusammenfassend:

f ist ein Symplektomorphismus auf (R*?,0) <= Df(z) € Sp(d) fiir jedes z €

Definition 8 Die Menge aller linearen Symplektomorphismen eines symplekti-
schen Raumes (E,w) bildet eine Gruppe. Diese wird die symplektische Grup-
pe von (E,w) genannt, und wird bezeichnet mit Sp(E,w).

Proposition 9 Sind (E,w) und (E',w") zwei symplektische Riume der gleichen
Dimension 2d, dann sind die symplektischen Gruppen Sp(E,w) und Sp(E’,w")
isomorph.

Beweis. (siche de Gosson [13]) =

Korollar 10 Die standard symplektische Gruppe Sp(d) ist isomorph zur sym-
plektischen Gruppe Sp(FE,w) fir jeden 2d-dimensionalen symplektischen Raum.

Fiir praktische Zwecke ist es sehr niitzlich in Koordinaten zu operieren, und
die Elemente der standard symplektischen Gruppe Sp(d) durch Matrizen dar-
zustellen. Beispielsweise sieht die standard symplektische Form o auf R2¢ in der
Matrix Darstellung wie folgt aus:

o(z,2) = (z/)T]z =Jzz.

Dabei ist J die so genannte standard symplektische Matrix, und ist gegeben

durch
0 I

(R* ).



wobei 0 und I fiir eine d x d Nullmatrix und eine d x d Identitdtsmatrix stehen.
J erfiihlt folgende Eigenschaften:

7= (% o) (5 a)=(0 )=

und

Es ergibt sich dass wegen
det(AT JA) = det A" det Adet J = (det A)? det J =det J

die Determinante von A eines der beiden Werte +1 annehmen kann. Genauer
folgt
A€ Sp(d) = det A= 1.

(siche de Gosson [13]).

Bemerkung 11 Die standard symplektische Gruppe Sp(d) ist abgeschlofien un-
ter der Transposition. Es gilt

AeSpld) o ATTA=JT.

Da die Inverse A~" in Sp(d) ist, ergibt sich (A" )T TA™' = 7, und weiters

(Inverse auf beiden Seiten)
4

A NTTA =g AT AT = g1,

Das heifst
AT AT =g e ATAT = 7,

womit also auch die Transponierte AT in Sp(d) ist. Damit folgt
AeSpld) = ATTA=T <= ATAT = 7.

Bemerkung 12 Betrachten wir

A € Sp(d) in einer Block-Matriz Form A = (é g) )

wobei also A, B,C, D dxd Matrizen sind. Man kann zeigen dass die Bemerkung
11 und die folgenden dquivalenten Aussagen dquivalent sind:

i): ATC und BTD sind symmetrisch, und ATD —CTD =1,

i) : ABT und CDT sind symmetrisch, und ADT — BCT = 1.

FEigenschaft ii) impliziert gerade die Form der Inversen Matriz von A :

_ pT BT

Die Eigenwerte der symplektischen Matrizen haben folgende Eigenschaften:



Proposition 13 Sei A € Sp(d).

L. Ist X ein Eigenwert von A, so ist auch X und auch 1/X (und damit auch
1/X) ein Eigenwert von A.

2. Ist k das Vielfache des Figenwertes A der Matriz A, so ist k auch das
Vielfache des Figenwertes 1/\.

3. Die Matriz A und die Matriz A~' haben die gleichein Eigenwerte.

Beweis. ad (1.) : Betrachten wir das charakteristische Polynom P4 () = det(A—M\I)
der Matrix A; Dieses erfiihlt die Beziehung

Pa(\) = X" Py (1/N).

Da fiir reelle Matrizen die Eigenwerte als konjugierte Paare auftreten, folgt die
erste Eigenschaft. Wegen A”JA = J haben wir A = —J(AT)~1J, und weiters

P4(N\) = det(—=J(AT)"1T — XI)

= det(—(AT)"LT + AI)
= det(—J + A\A)
= A" det(A-\"T).
Somit ergibt sich
Pa(\) = A" P4(1/N).
ad (2.) : Sei Pﬁlj) die jte Ableitung des Polynoms P4. Besitzt der Eigenwert
Ao das Vielfache k, dann ist Pﬁf)()\o) =0fir0<j<k-—1und Pff)()\) # 0.
Wegen P4 ()\) = A*"P4(1/)) ergibt sich auch Pfj)(l//\) =0fir0<j<k-1
und P{7(1/A) # 0.
ad (3.) : Eigenschaft 3. folgt aus der Eigenschaft 2. . m

2.2 Freie symplektische Matrizen und ein Fak-
torisierungsergebnis

Freie symplektische Matrizen sind sehr effiziente mathematische Objekte in vie-
len praktischen Betrachtungen. In dieser Diplomarbeit ermoglichen die freien
Matrizen einen konstruktiven Zugang zur metaplektischen Gruppe.

Definition 14 Sei A € Sp(d) eine symplektische Matriz. Wir definieren

A B\ . ,
AZ(C D) ist frei < det B #0.

Bemerkung 15 (i)Jede symplektische Matriz kann als Produkt von genau zwei
freien symplektischen Matrizen dargestellt werden.

(ii) Die freien symplektischen Matrizen bilden eine dichte Teilmenge der
standard symplektischen Gruppe Sp(d).

10



Eine weitere wichtige Eigenschaft der freien symplektischen Matrizen, eine
die zu einem wichtigen faktorisierungs Resultat fiihrt, ist dass die freie sym-
plektische Matrizen durch eine quadratische Form auf R x R? erzeugt werden
konnen.

Betrachten wir genauer was das bedeutet:

Sei 1 B
A=(c 1)

eine freie symplektische Matrix,
und weiters

1 1
W(z,z'") = iDBfla:2 — Bz + iBflAm’ !

eine quadratische Form.
Es gilt ,
0.W(z,2')= DB 'a — (-B)Tx,
und ,
OpW(z,2') = -B o+ B Az .

Setzen wir jetzt
w=0,W(z,2') und ' = -0, W (z,2'),

so ergibt sich die Relation
’ ’ A B ’ ’
(@) = A ) = (& p) @)

Wir sehen also dass die gestellten Bedingungen und die daraus folgende Relation
an die freie symplektische Matrix A und die betrachtete Funktion W (x, 2'), eine
direkte Beziehung zwischen A und W (z,2’) erzwingen.

Die quadratische Form W (x,x') erzeugt also durch die Relation (z,w) =
A(z',w") die freie Matrix A, was auch der Grund dafiir ist dass W (z, ') freie
erzeugende Funktion von A genannt wird.

Ist A eine durch W erzeugte freie symplektische Matrix, so bezeichnet man
diese Matrix mit Ayy.

Betrachten wir wieder die Relation (z,w) = A(z',w'). Wir haben weiters die
Beziehung

z = Az +Bwl, w=0Cz +Duw.

Die Matrizen DB~! und B~! A sind symmetrisch. Ist W eine quadratische Form
vom Typ

W(z,z') = %Px cx— Lz -2’ + %Q:p’ -z,
wobei P = PT, Q = Q7, und det L # 0, dann ist die Matrix
(i &)
w PL7'Q-LT PL7!
eine freie symplektische Matriz deren erzeugende Funktion gegeben ist durch

1 1
W(z,z') = iPx cx—Lw-2' + iQx’ .

11



A B 0 I
c p)=7={1 0
det B = det I # 0, also ist J mach Definition eine freie symplektische Matrix.
Die erzeugende Funktion in diesem Fall ist gegeben durch

W(z,2') = —z -2’

Beispiel 16 Betrachten wir A = . Es gilt dass

Da die Inverse einer freien symplektischen Matrix A durch
_ DT BT
o=l )
gegeben ist , folgt dass die Inverse von A auch eine freie symplektische Matrix
ist. Weiters gilt dass A;;} = Ay und auch W' (x,2') = —W (2/, z).
Proposition 17 Fir jedes A € Sp(d) gibt es zwei erzeugende Funktionen W
und W', so dass gilt A= Aw Aw:.

Ein geometrischer Beweis dieser Behauptung ist In [13] zu finden.

Solange man mit erzeugenden Funktionen arbeitet, ist es wichtig zu wissen
dass jede freie symplektische Matrix Ay, in der Form

AW :V,DB—lMB—le,B—lA (21)

faktorisiert werden kann, wobei hier

S R A

fir P = PT und det L # 0 (dass DB~! und B~ A tatsichlich symmetrisch sind,
folgt aus A € Sp(d)). Von (2.1) und der Proposition 17 folgt dass die Matrizen
Vp, My und J die standard symplektische Gruppe Sp(d) erzeugen.

Es folgt ein technisches Resultat das sich als sehr niitzlich erweisen wird in
der Betrachtung der Spreading Funktion der metaplektischen Operatoren:

Lemma 18 Fir komplere d X d Matrizen A, B,C, D, die AC = CA erfiillen,
gilt

A B
det (C D)zdet(AD—CB).

Beweis. (folgend Folland [8], Appendiz A)
Angenommen A ist invertierbar. Dann gilt

A B\ (A 0\ /[I A1

¢ D) \C 1)J\0 D-CA'B)"
Die Matrizen auf der rechten Seite der Gleichung sind Block-Dreiecksmatrizen.
Damit folgt

A B -1 -1
det c D)= det(A)(det(D — CA™"B)) = det(AD — ACA™"B).

Es gilt ACA™! = C, und somit sind wir fertig. Wenn A nicht invertierbar ist,
dann ist A + el, fiir entsprechend klein gewdhltes € > 0, invertierbar. Somit
kommutiert A + eI immer noch mit C, und wir kénnen das gerade verwendete

Argument fiir invertierbares A wieder anwenden, indem wir eben nur A durch
A+ €l ersetzen und ¢ gegen 0 gehen lassen. m

12



Kapitel 3

Metaplektische Operatoren

3.1 Quadratische Fourier Transformation

Wie in Kapitel 2 schon betrachtet, wird die standard symplektische Gruppe
Sp(d) durch freie Matrizen

A= (é g) €Sp(d) , detB 0.
erzeugt. Zu jeder solchen Matrix wird eine erzeugende Funktion
W(z,2') = 3(DB'z,2) — (B 'z,2") + 3 (B~ Az’,2’)
assoziiert, und wir haben gesehen dass dabei folgende Relationen gelten:
(z,w) = A2, ') <= w =0, W(z,2') , w' = =0, W(z,2').

Andererseits, zu jeder quadratischen Form vom Typ

W(z,z') = %(Pm,x) —{(Lx, 2"y + %(Qw’,x’) (3.1)
mit P=PT | Q=Q" , und detL #0,

kann eine freie symplektische Matrix assoziiert werde, ndmlich

I L= 3.2
We\pLlQ-T pPL ) (32)

Wir gehen jetzt einen Schritt weiter, und fiithren weitere Objekte ein die uns
der metaplektischen Gruppe néher bringen werden.
Betrachten wir einen Operator Aw,,, gegeben wie folgt:

(fir f € S(RY): Awmf(z) = (i)dmA(W)/ eW @) p(oNda! . (3.3)

2me
Rd
Die im Integranden auftauchende Funktion W (x, z") erzeugt eine freie symplek-

tische Matrix Aw . Das ist der Grund warum wir zu jedem solchen Operator
Aw,m auch eine freie symplektische Matrix Ay assoziieren.
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Weiters gilt fiir den Operator .%Tw,m, dass argi = 7/2, und der Faktor A(W)

ist durch
A(W) =i"/|det L] (3.4)

gegeben. Die ganze Zahl m korrespondiert gewissermaflen zur Wahl von arg det L:

mm = argdet L mod 27. (3.5)

Die Darstellung (3.3) des eingefiihrten Operators ./Zw,m kann auch in etwas
modifizierten Art in folgender Form dargestellt werden

A f@) = ()" ) A0 [ V@, 30)
Rd
wobei
w=2m —d. (3.7)
Definition 19
(i) Der Operator ﬁw’m wird “quadratische Fourier Transformation” ge-
nannt. Zu jedem solchen Operator wird eine freie symplektische Matriz Ay
assoziiert.
(ii)Die "Klasse modulo 47 der ganzen Zahlen m, wird "Maslov indez” des
Operators Aw,, genannt. Die quadratische Fourier Transformation, die zum

Fall Ay = J und m = 0 korrespondiert, wird mit J bezeichnet.
Wie schon in einem Beispiel vom Kapitel 2 gesehen, ist die Erzeugende Funk-
tion der standard symplektischen Matrix J durch

W(z,z') = —(z-2')

gegeben. Daraus folgt dass
d/2 —ix-z’ o
Tf@) = (35)"2 [ e flaae’ =i f(a) (3.9

fir f € S(RY), wobei F die gewohnliche Fourier Transformation ist. Aus der

Darstellung der inversen Fourier Transformation folgt, dass die Inverse J~1 von
J durch

T () = ()" / ¢ f(z')da' = i¥2F1 f(x)
R4

gegeben ist. R -
Betrachten wir jetzt die Operatoren V_p und My, ,,, gegeben durch

Vopf@)=e2P= 9 f(z) | Mymf(z) =i™\/[det LIf(Lz).  (3.9)
Wir haben folgendes wichtiges faktorisierungs Ergebnis:

Proposition 20 Sei W eine quadratische Form wie in (3.1).
(i) Es gilt
AW,m =V_pMpmJV_q; (310)

(i) Die Operatoren /Alwvm konnen zu unitiren Operatoren von L*(R?) nach
L*(R?) fortgesetzt werden, und das Inverse von Aw., ist durch

.%T;V%m = ./ZW*’m*, wobei W*(x,2') = —W(a',z) , m* =d—m (3.11)

gegeben.
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Beweis. siehe de Gosson [13] m

Die Operatoren .ZW,m bilden also eine Untergruppe von der Gruppe U (L?(R%))
der unitéren Operatoren wirkend auf L2(R?).

Definition 21 Die Untergruppe von U(L*(R?)), die durch die Operatoren der

quadratischen Fourier Transformation Aw,., erzeugt ist, wird “metaplektische
Gruppe "genannt und mit Mp(d) bezeichnet. Die Elemente von Mp(d) werden
metaplektische Operatoren genannt .

Jedes A € Mp(d) ist somit ein Produkt ./Zwl,ml e A\kak von metaplek-
tischen Operatoren, die wiederum zu freien symplektischen Matrizen assoziiert
werden.

Satz 22 Jeder Operator Ae Mp(d) kann als Produkt von genau zwel quadmtz-
schen Fourier Transformationen dargestellt werden : A= AWmAW/ . Diese

Fakrorisierung ist nicht eindeutig. Zum Beispiel gilt I = Aw,m.AW*,m* fu’r jede
erzeugende Funktion W.

Beweis. siehe [11, 13, 18]. =

Ein metaplektischer Operator kann also durch verschiedene Faktoren als
Produkt .AW mAW m’ dargestellt werden.

Es folgt eine wichtige Beziehung zwischen der metaplektischen Operatoren
und der Wigner Transformation.

Zur Erinnerung, fiir f € S(R?) (oder allgemeiner f € S'(R9)) ist die Wigner
Transformation W f durch

Wiew) = [0 f (et fo)flo— wldy

gegeben. (Fiir f € S’(RY) sollte das Integral in der distributionellen Sichtweise
interpretiert werden). Fiir jedes A € Sp(d) haben wir die so genannte “symplek-
tische kovariante Darstellung”

WF(A Yz, w)) = W(Af)(z,w), (3.12)
wobei A der metaplektische Operatoren der zu A € Sp(d) korrespondiert ist.

Ein mathematisches Objekt das in einer engen Verbindung mit der Wigner
Funktion steht, ist die Short-Time Fourier Transformation, bekannt aus der
Signal Theorie und der Time-Frequency Analysis:

Definition 23 Fiir ¢ € S(R?) ist die Short-Time Fourier Transformation (STFT)
eine Abbildung Vs : S(RY) — S(RY) die durch

Vevle) = [ e oo — o

gegeben ist. Die STFT wird auch die gefensterte Fourier Transformation, mit
dem Fenster ¢ € S(R?) genannt.
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Die STFT steht mit der Cross-Wigner Transformation

1 - 1 1
W 0)(:) = ()" [ e + gu)ola = gu)dy
durch die Darstellung
2.4 o 2
W, 0)(2) = ()X Yoy (a2

in einer Beziehung, wobei ) 5= (z) = 1 (zv/27) und ¢ = ¢(—z). Ebenso gilt

2. a4 _.
Vo) = (B e W05 D)

3.2 Weyl Darstellung der metaplektischen Ope-
ratoren

3.2.1 Symplektische Fourier Transformation

Dieses Unterkapitel beginnt mit einer Einfithrung der Fourier Transformation
von Funktionen (oder Distributionen) definiert auf einem symplektischen Raum
(R, 7).

Definition 24 Fiir f € S(R??) ist die symplektische Fourier Transformation
von f durch

fo(z0) = (%)d/ﬂydefio(zo,z)f(z)dz

definiert, und wird mit f, = F f, bezeichnet.
(o ist dabei natiirlich die standard symplektische Form auf R??).

Sei F die gewohnliche Fourier Transformation fiir f € S(R??) die durch
f’f — 6727ri242'f(zl)dz/
R2d

definiert ist. Es gilt folgende wichtige Beziehung zwischen der symplektischen
Fourier Transformation und der gewshnlichen Fourier Transformation:

Fof(Tz) = Ff(2).

WEeil die gewohnliche Fourier Transformation F zu einem unitéiren Operator
von L?(R2?) nach L?(R?%) fortgesetzt werden kann, und -durch Dualitit- ebenso
zu einem Operator von S’(R??) nach S’(R??), so besitzt auch die symplektische
Fourier Transformation F, diese Eigenschaft. Zusammenfassend:

Die symplektische Fourier Transformation F, ist ein unitdrer
Operator auf L*(R??), der zu einem Automorphismus auf dem Raum
S'(R2) der temperierten Distributionen ausgedehnt werden kann.

Aus der Relation zwischen F, und F, folgt dass F, eine Involution ist:

F,ol=F,, oder F2=1.

o
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Proposition 25 Fiir jedes A € Sp(d) gilt
Fo(foA) = (Fof)o A
Beweis. Weil 0(Az,2') = o(z, A~12') ergibt sich

1 . —1_ / /
Fof(A2) = (%)d42de—lv<z’A D) F(Vde

Diese Darstellung ist (nach einer Variablensubstitution, und der Tatsache dass
Determinante einer symplektischen Matrix gleich 1 ist), nichts anderes als

fo’f(AZ) — (%)d/RMe—ia(z7z/r)f(AZ//) |det .A| dZ” —

™

1 . 1"
— (T)d/ e—w(z,z )f(.AZH)dZH,
™ R2d

womit die Behauptung gezeigt ist. m

3.2.2 Pseudodifferential Operatoren

Es folgen einige Grundbegriffe iiber pseudodifferential Operatoren.
(Dabei folge und zitiere ich Grochenig [14].)

Die Theorie der pseudodifferential Operatoren hat ihre Wurzeln nicht nur in
der Mathematik, sondern insbesondere in der Physik und Ingeniuerwissenschaf-
ten.

In der Theorie der partiellen Differentialgleichungen betrachtet man Glei-
chungen der Form

Af(x) = > oalz)Df(z) = g(x).
la|<N

Dabei bezeichnet N den Grad des differential Operators A, und {o, : |a| <
N7} stellt die Menge der nicht-konstanten Koeffizienten dar, fiir die man fiir
gewohnlich annimmt, dass sie glatt sind (also C*°).

Die inverse Fourier Darstellung (siche Appendix) zeigt dass

Df(z) = / Flw) (2miw)® ™ duy.

Somit kann A ausgedriickt werden durch

Af(z) = /R 3" ga(@)(2miw)® f(w)e* ™ dw =

d
|| <N

~

:/ oz, w) f(w)e*™ Y dw.
Rd

In dieser Darstellung ist

o(z,w) = Z oo(z)(2miw)®,

la|<N

und wird das Symbol von A genannt. Um allgemeinere Symbole definieren zu
konnen, ist folgende Definition notig:
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Definition 26 Fiir eine (messbare) Funktion o oder eine temperierte Distribu-
tion (siehe Appendiz) auf R, wird der Operator

Kof(@)= [ otz ds
R4
ein pseudodifferential Operator mit Symbol o genannt.

Diese Definition bildet also die Symbole der Time-Frequency Eben auf die
(pseudodifferential) Operatoren. Um K, von anderen Typen der pseudodiffe-
rential Operatoren zu unterscheiden, wird die Abbildung ¢ — K, als Kohn-
Nirenberg Zuweisung, und o als Kohn-Nirenberg Symbol genannt.

Bemerkung 27 Bei der Losung der partiellen Differentialgleichungen der Art

Af(@)= Y oal®)Df(x),

lo| <N

ist es wichtig eine Darstellung fiir den inversen Operator von A

~

Af(z) = /]Rd Ja(z,w)f(w)ezm‘”'wdw

zu finden. In Sinne der Definition des pseudodifferential Operators und einiger
Resultate aus dem Bereich der partiellen Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten, ergibt sich die Notwendigkeit den médglichen Zusammenhang
zwischen A~' und den pseudodifferential Operator

Kif(z)= /Rda(x,w)*l A(w)e%m'“’dw

zu untersuchen. Dieser Weg hat sehr tieffiihrende und interessante Ergebnisse
hervorgebracht. Man kann zeigen dass A=% "fast gleich" K1 ist (siche: L. Hor-
mander: The Weyl Calculus of pseudodifferential operators: J. J. Kohn and L.
Nirenberg: An algebra of pseudo-differential operators).

Beispiel 28 Ist das Symbol nur von x abhdngig, also zum Beispiel o(z,w) =
m(x), dann ist

Kof(@) = [ m(@)F@)e™=do = m(z) (o)
R
K, stellt also einen multiplikations Operator dar. Genauer,
wenn o(z,w) = ¢, dann ist K, = cl.

Andererseits, wenn o(z,w) = p(w), dann ergibt sich

~ ~

Kof@) = [ ne)f)e = = 7 i) o).

K, ist also ein so genannter Fourier Multiplikator.
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3.2.3 Weyl Operatoren

Es folgt die Definition des Weyl Operators der mit einem Symbol korrespondiert.
(Dabei folge und zitiere ich de Gosson [13]).

Definition 29 Sei a € S(R??).
(i) Der zu einem Symbol a korrespondierende Weyl Operator ist ein

A: S(R*) - S(R*),

definiert durch

~

W) = ()" [ aneo)Teo)vialdzn,

(ii) Die symplektische Fourier Transformation ax = Fya zum Symbol a wird
"gedrehtes Symbol von A" genannt ("twisted symbol of A").
Folgende Bezeichnungen werden dafiir verwendet:

AT o oder o L% A (die "Weyl Korrespondents").

Eine niitzliche Schreibweise um

Av(a) = ()" [ anlz) Tz v@) 8™

darzustellen ist die folgende:

A= (i)d/ a,(2)T(2)d>
2 R2d
wobei die rechte Seite als Bochner integral interpretiert werden sollte (das heifit
Integral mit Werten im einem Banach Raum).
Aus der Relation F;! = F, folgt dass das gewohnliche Weyl Symbol a
und deren gedrehte Version a,, in einem explizitem Zusammenhang durch die

Darstellungen
1 d —io(z,2") / /
- — 10(z,2z d ,
00(2) = ()" [ e a()a:

1

a(z) = (%)/R?de*w(z’z Jay(2")dz'

stehen.

3.2.4 Der Kernsatz von L. Schwartz

Der Weyl Operator kann auch fiir allgemeine Symbole definiert werden. Um zu
sehen wie das funktioniert, ist es niitzlich den "Kern"des Wayl Operator mit
einem Symbol a € S(R2?) zu betrachten. Zuerst ein dafiir wichtiges Theorem
aus der Funktionalanalysis (ein Beweis kann aus F. Tréves, Topological Vector
Spaces, Distributions and Kernels entnommen werden):

Satz 30 Der Kernsatz von L. Schwartz: Die stetigen linearen Transfor-
mationen N
A: S(RY) — S(RY)

sind genau die Operatoren mit dem Kern K ; € S'(R? x R?).
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Die Wirkung so eines Operators auf eine Funktion ¢ € S(R%) wird bezeich-
net mit

Aitw) = [ Katwn)ot)ds

wobei das Integral, fiir feste x, interpretiert als die "distributionelle Klammer"
(distributional bracket)

AY(x) = (K 3(z,-),9())
werden sollte. Das folgende Theorem zeigt dass die Weyl Operatoren einfach

eine spezielle Art der pseudodifferential Operatoren sind:

Satz 31 Fir a € S(R*) und A Vvl gilt
(i) Der Kern von A ist gegeben durch

1 e 1
Kle,) = (50" [ a3 o+ y),w)do,

und damit

(o) = (G [ = Va(G (o +9).)i)dody

fiir ¢ € S(R?9).

(ii) Umgekehrt kann a € S(R?*?) in der Form

a(z,w) = / e YK 3(z + 1y, T — 1y)dy
Rd 2 2
dargestellt werden.
Beweis. siche de Gosson[13] m
Der erste Teil des letzten Theorems zeigt dass der Weyl Operator in ver-
gleichsweise einfachen Termen des Grossmann-Royer Operators

T(z0)(x) = #0220 — )

dargestellt werden kann. Genaueres iiber den Grossmann-Royer Operator findet
man im Kapitel 5 von de Gosson [13].

Schwartzsches Kern Theorem (siehe auch Grochenig [14], Kapitel 14) besagt
dass jeder lineare Operator L : S(R?) — S'(R?) der stetig in der schwach
x-Topologie ist, in der Form

L=/ 1 (z,w)e™ T, M, drdw (3.13)
R2d

dargestellt werden kann, wobei n; (die Spreading Funktion) eine temperierte
Distribution ist, die tatsédchlich die symplektische Fourier Transformation des
Kohn—Nirenberg Symbols des Operator L ist, wenn gilt:

KZfUUL:WLOj_l

Das Integral (3.13) sollte im distributionellen Sinne betrachtet werden.
Da S(R?%) ¢ S'(R?) von jedem Operator A € Mp(d) wieder in
S(RY) C S'(R?) stetig abgebildet wird, stellt sich natiirlicherweise die Frage:
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Was ist die Spreading Funktion eines metaplektischem Operator?

Vor der Antwort auf diese Frage wird zuerst die symplektische Cayley Trans-
formation einer symplektischen Matrix eingefiihrt. Die symplektische Cayley
Transformation ist eine Art der Cayley Transformation fiir Matrizen, wie sie
in Howe [16] in seinen Untersuchungen iiber die oscillator Gruppe betrachtet
werden kann, aber auch im Folland [8] Kapitel 5.

3.2.5 Die symplektische Cayley Transformation
Seien alle Eigenwerte von A € Sp(d) ungleich Null, also
det(A—1)#0

und bezeichnen wir die Menge solcher 2d x 2d symplektischer Matrizen mit

Sp*(d).

Definition 32 Die symplektische Cayley Transformation von A € Sp*(d) ist
durch die Matrix

My = %J(AJrI)(A—I)*l (3.14)
gegeben.

Einige Eigenschaften der symplektischen Fourier Transformation kénnen im
folgendem Resultat zusammengefasst werden:

Proposition 33

(i) Fiir A € Sp*(d) gilt M4 = (M4)T, und die symplektische Cayley Trans-
formation ist eine injektive Abbildung von Sp*(d) nach Sym(2d, R), wobei Sym(2d, R)
die symmetrischen 2d x 2d Matrizen reprisentiert. Die Inverse Abbildung der
Cayley Transformation ist dann durch die Darstellung

A= (Mas—L7)" " (Ma+1T)

gegeben.
1) Es gilt M 4-1 = —M 4 und
A

Mg+ My =TA-1)"(AA - DA - 1)L (3.15)

(iii) Fir die Matrizen A, A', AA" die nur Eigenwerte ungleich Fins besitzen,
ist die symplektische Cayley Transformation von AA’ durch

MAA’ :MAJF(AT*I)ilj(MAJFMA’)ilj(A*I)il (3'16)

gegeben.
Beweis. Durch die Relation

ATTA=ATAT = 7

sind die Eigenschaften (i) und (ii) leicht ersichtlich. Zeigen wir (3.16); Betrachten
wir

Ma+M=Myy. (3.17)
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Dabei ist die Matrix M durch
M= (A" =D T(Ma+ Ma) '\ T(A-D)7!
gegeben, und diese Darstellung besitzt im Sinne von(3.15) folgende Form
M=A"-D'JA -D(AA -1~
Wegen AT = ~JA ' T und (—A~' +1)~! = A(A —I)~! ergibt sich
M=A"-DTTgA - I)AA —I)!

= JEA T+ DTN A - D(AA - D)7

=-JAA-I)Y A - D)(AA - 1)}

=-JW -DAA -D)' —FJA-D)"H A - 1)(AA —])~".
Weil M4 =17 + J(A—I)~! ist, haben wir

Ms+ M =
JEI+A-D)' (A -DAA - —(A-D)" (A - D)(AA = D)7);

Es gilt weiters
(A-D ' —(A-I) YA -D(AA -I)"' = (A-T) Y (AA —T-A'+I)(AA' -1)71)
und somit

(A-D" = (A=) N A — D) (AL )" = (A=)~ (AL — A)(AA — 1)
= A(AA — 1)),

Schliellich ergibt sich die gewiinschte Darstellung

Ma+M=7JGF— (A —DAA -T)"+ A (AA -7
=TT+ (AA -7
=Man.

Es folgt wieder ein faktorisierungs Resultat. Diese sich wiederholende Mog-
lichkeit der Faktorisierung ist typisch fiir den konstruktiven Zugang zur me-
taplektischen Gruppe den ich in dieser Diplomarbeit gewihlt habe:

Proposition 34 Jedes A € Sp(d) kann geschrieben werden als Produkt Ay Ay
von zwei freien symplektischen Matrizen, die zur Menge Sp*(d) gehiren.

Beweis. Betrachten wir zwei freie symplektische Matrizen Ay und Ap so
dass A= Aw Aw. Wie wir im Kapitel iiber die symplektische Matrizen und
entsprechendes faktorisierungs Resultat schon gesehen haben, ist die Darstel-
lung A = Ay Ay immer moglich, weil zu jedem A € Sp(d) zwei erzeugende
Funktionen W und W’ existieren, so dass sich die entsprechende Operator Dar-
stellung A = Ay Ay immer realisieren lisst. Mit der Darstellung (2.1) ergibt
sich
.A - V—DB—lMB—lJV—(B—1A+D/B’—1)MB/—1jVB’—lA"
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Ist det(Aw — I) # 0 und det(Aw+ — I) # 0, dann ist nichts mehr zu zeigen. Ist
das nicht der Fall, so betrachten wir eine reelle Zahl A und folgende Darstellung

, (A-XB B . Al B
WZ\C—-AD D) "W T\C'+)A D +AB')"

Wegen der Relation BTD = DTB und AT B = BT A sind Aj;, und Ajy,, freie

symplektische Matrizen, und es ergibt sich Aw Ay = A}y, Ay jetzt kann X so

gewihlt werden, dass det( A}, —I) # 0 und det(Ay,, — 1) #0. =
3.3 Die Operatoren A,
Wir fiithren folgende praktische Schreibweise ein

p(z) = eﬂ—iw.wTwa = Mw/QTzMw/Q

mit z = (z,w). Dabei wird p(z) der Heisenberg—Weyl Operator der Quanten-
mechanik genannt, und bildet von der Time-Frequency Ebene in die Menge der
unitéiren Operatoren U (L?(R%)) ab. Fiir A € Sp*(d) und v € R kann zum Paar
(A, v) ein Operator A, assoziiert werden, der durch folgende Darstellung

Ay = /[ det(A 1)) /R p(A)p(—2)d

gegeben ist, wobei dz = dxdw. Das Integral sollte wieder als Bochner Integral
interpretiert werden. Der Operator A(,) kann durch Verwendung der symplekti-
schen Cayley Transformation in die folgende Weyl Form umgeschrieben werden

Lemma 35 Fiir jedes (A,v) € Sp*(d) x R gilt

Ay = imMAZ () dz. (3.18)

VoA _T)] /R ‘

Beweis. Mit der Bezeichnung

und der Variablentransformation z — (A—1)712 des Integrals in (3.18), ergibt
sich

[, €m0 peyds =i I@UA= T [ e Ap((A - 1)2)dz,
R2d

R2d
Wegen p(z + 2') = e~ (=) p(2)p(2') gilt weiters
A p((A = I)2) = p(Az)p(—=2)

womit (3.18) folgt. m
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Die Operatoren ,,Z(l,), die identifiziert werden mit den metaplektischen Ope-

ratoren /Alwm und einer Wahl von v, sind unitire Operatoren. Es ergibt sich
folgendes Resultat fiir die Operatoren Ay ,,.

Zuerst folgt aber die generalisierte Fresnel Darstellung, da diese auch fiir
den Bewies des eben erwihnten Resultates niitzlich sein wird. Diese besitzt die
Form

/ e 2miE €M gy TSR M (| qet M)/ 2T E (3.19)

Die generalisierte Fresnel Darstellung gilt fiir reelle Matrizen M, mit det M # 0;
sign M ist die so genannte Signature von M (siehe Folland [8], Appendix A);

Proposition 36

(i) Der Operator A,y ist invertierbar, und es gilt (Ay))~" = (A7) (_y).
(i) Fiir symplektischen Matrizen A, A, und AA’ in Sp*(d) gilt

A(V)-Al(z/) = (AA,)(V-i-V/—‘y-% sign(Ma+M 4/)) (320)

(i) Der Operator A,y ist unitir: A}, = AL,
Beweis. Beginnen wir mit dem Beweis der kompositions Darstellung in (ii).
Einfachheit halber schreiben wir M = M4 und M’ = My:.. Die Spreading
Funktionen von A,y und A’(V/) sind gegeben durch

Z’D

VI det(A—1)|

und die vom Produkt A(,,)AQV,) hat die Form

im Mz 7 n/( ): W ei'er’z2

n(z) = VIdet(A —1)] ’

77//(2) _ / ei7ro’(,z7z’)77(z . Zl)n/(z/)dzl, (321)
R2d

was gerade
n//(z) - K eiﬂ'o(z,z/)eiﬂ'@(z,z/)dz/
R2d
ist, wobei die Konstante K und die Funktion ® durch

. !’
7,1/+1/

K =
V] det(A—I)(A —I)]
B(2,2') = M2*> —2Mz -2 + (M + M)z

gegeben sind. Wegen
0(2,2)=2Mz-2' = (J —2M)z-2' = 2J(A— 1)1z 2
ergibt sich die Gleichung
0(2,2) + ®(2,2) = 2T (A~ 1)z 2/ + M2> + (M + M)z
und somit

77”(2) _ ‘Kvei‘n'Mz2 AQCL 6—27\'1'.7(./4—[)7lz‘z'€i7r(M+M/)z'2dZ/' (322)
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Auf das Integral kann jetzt die Fresnel Formula (3.19) angewendet werden, und
7;1/+V/

V1det(A=I) (A =T)|

durch das Einsetzen von K = ergibt sich

0'(2) = | det[(Ma + M) (A — I)(A' — D]|7H/2eF M 2mi0@) | (3.93)
wobei © die folgende quadratische Form darstellt
O(2) = (M + (AT = 1)1 (Ma+ M) T(A-1)71)2%,
was gerade, im Sinne der Proposition 33, ©(z) = M 44/ ergibt. Aulerdem gilt
Ma+Ma =TI+ (A= + (A =17
und mit det J = 1 ergibt sich

det[(M4+ My )(A—I)(A —I)] =det[(A—I)(Ma+ Ma)(A" —1I)]
= det(AA" — )
womit der Beweis von (ii) abgeschlossen ist.
Zum Beweis von (i): Wegen det(A — I) # 0 gilt auch det(A~! — I) # 0.

Die Darstellung (3.22) im Beweis von (ii) zeigt dass die Spreading Funktion von
.A(l,) (A_l)(,,,) durch

f(Z) _ KeiﬂM'Azz / 6—2771'\7(./4—[)71?2’eiﬂ'(MA+MA_1)z'zdzl
R2d

gegeben ist, wobei in diesem Fall

1 1
R A DA =D [det(A-1T)

wegen det(A~! — I) = det(I — A). Es gilt M4+ M4-1 = 0, und somit (durch
Setzen von 2" = (AT — )71 72)

1 i Mz —2mi(T(A-D) " 22) g0
— 7T z T pAYA d
&) = e =D° /R ¢ ‘

. 2 _ g
_ elTl'MAZ e 2miz -z dZ//
R2d

= 6(Z)a

wobei im letzten Schritt die inverse Fourier Darstellung [ e=272"dz" = §(z)
verwendet wurde; § ist das Weyl Symbol des Identitéits Operators.

Zum Beweis von (iii): Die Produkt Darstellung (3.21) erlaubt es zu zeigen
dass die Operatoren A, unitér sind. Das Weyl Symbol eines adjungierten pseu-
dodifferential Operators ist das komplex konjugierte des Weyl Symbols dieses
Operators. Da Weyl Symbol und die Spreading Funktion sich gegenseitig die
symplektische Fourier Transformation darstellen, ist das Symbol a von A,
somit gegeben durch

—27ria(z,z’)ei7rMAz’2dzl

W)= e D /R ‘
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Somit ist weiters

a(z)

27riz7(z,z’)e—i7rM_Az'2dzl
)

iV
= e
V| det(A —1)] /]RZd
was auch, wegen M 41 = —M 4 und |det(A — I)| = |det(A~! — I)|, als

— 2

W) = AT =] Juse

c—y
. ’ . 12
esza(z,z )ez‘n'MA,lz dz'
R2d

-
~ VIdet(AT =1

dargestellt werden kann, womit gezeigt wurde dass a(z) das Symbol von (A,)) ™!
darstellt, und somit ist der Beweis abgeschlossen. m

. ’ . 12
e—27m(7(z,z )ez‘n'MA_1z dz'

y—V

3.4 Die Spreading Funktion eines metaplekti-
schen Operators

Die bisherigen Resultate werden nun zur Betrachtnung der Spreading Funktion
eines metaplektischen Operators herangezogen.

Zuerst wird gezeigt dass der Operator A(,) durch das skalare Vielfache eines
metaplektischen Operators darstellbar ist:

Lemma 37 Fiir jedes (A,v) € Sp*(d) x R gibt es eine Konstante ¢ = ¢(A,v),
mit |c| = 1,50 dass gilt Ay = cAw,m.

Beweis. Da A(,) unitér ist, geniigt es die Darstellung
Auyp(2') = p(Az') Ay, fiir jedes 2 € R*

zu zeigen (siche dazu Grochenig [14], Kapitel 9). Es gilt

Ao = VTARA=D] [ | plAz)p(=2)p(")iz
AN Ay = TRA=D] [ | (A (Aol —2)dz
und bei wiederholten Anwendung von

p(z+2) = e 7 p(2)p(2)
ergibt sich
p(Az)p(=2)p(2") = p(A2")p(Az)p(—2).

]

Das folgende Resultat stellt den Zusammenhang zwischen den Operatoren
A(,) und den metaplektischen Operatoren:
Satz 38 (i) Fiir eine freie symplektische Matriz Aw in Sp*(d) gilt

o

(Aw)w,m, = (‘AW)(m—Incrt Waz) (324)
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wobet Inert W, der so genannte Inertionsindex der Hesse Matrix der Funktion
x— W(x,x) ist.

(ii) Jedes A € Mp(d) kann als Produkt (Aw )\ (Aw’) ) dargestellt werden,
mit

v=m—Inert W, , v"=m’'—Inert W,, (3.25)

wo m und m’ die Maslov Indizes von (Aw )y und (Aw+)qy sind, und in wei-
terem ergibt sich

./Z:A(Vu) , y”:y—i—u'—&—%sign(MAW—i—MA@V).

Beweis. Lisst man (Aw)(,) auf die Dirac Delta Funktion wirken, uns setzt
dabei x = 0, ergibt sich

it M Ay, (O,w’)A(O,w’)dwl

(&

(Aw),5(0)

v
~ et Aw — D] Jas
Wegen My, = 3J + J(Aw — I)~! gilt dann

My, (0,0) - (0,0") = [(Aw — I)71(0,w"), (0,w")].
Um die rechte Seite der Gleichung auszuwerten, setzen wir
(3,0) = (Aw — 1)1(0,0).

Das ist dquivalent zu
Aw (2, w) = (z,w + '),

und weil Ay, durch W erzeugt wird, ist das nichts anderes als
w+w = (0 W)(z,x) und w = —(0p W)(x, ).
Benutzt man weiters die explizite Darstellung fiir W, ergibt sich
r= (DB '+ B'A-B ' —(BY"H) W =w_l
und somit M4, (0,w) - (0,w’) = =W lw'?. Wir haben also

. —1, 12
—im W w dw’.

(Aw),,0(0)

= /ldet(Aw —1)] /R ‘

Auf das Integral kann die Fresnel Formula angewendet werden, was dann

SV

A 5(0) = e sien Wae ! det W,
(Aw) ) 50) e V]

ergibt, wobei sign W, die so genannte Signatur der symmetrischen Matrix W,
ist. Benutzt man die Identitét

det(A—1I) = (~1)%(det B)det(B~'A+ DB~' — B~' — (BT)™1),
nimmt die obere Darstellung die Form

(Aw)(,)6(0) = e~ "% %8 Wea i\ /| det B1| (3.26)

27



an. Andererseits, eine direkte Rechnung zeigt dass

—

(Aw ), 0(0) = im=4/2,\/] det B-1|,

und somit v — % sign Wo, =m — %d, was nichts anderes als v = m — Inert W,
ist, weil W, nicht ausgeartet ist (siche Definition der symplektischen Form im
Kapitel 1). Die Darstellung (3.24) folgt im Sinne des Lemmas 37.

Zeigen wir (ii): Im Sinne von Proposition 34 gibt es Ay und Ay in Sp*(d),
so dass A = (Aw) ) (Aw)@ry. Der Rest ergibt sich durch Proposition 36. m

Beispiel 39 Fir die gewéhnliche Fourier Transformation F auf L*(R?) gilt
F = id/2/~‘0(~7)-

Wie man zeigen kann, ist
1 d
Mg = —§I,Inerth =d,det(J —I) =29,
und somit (mit (3.25))

F= i) [ e

R2d

wobei nach Definition i = e'%% fiir ¢ € R.
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Kapitel 4

Weil versus Weyl

In diesem Kapitel mochte ich zwei verschiedene Zugiinge zu den gleichen me-
taplektischen Objekten betrachten. Der erste Zugang ist in einer mehr abstrak-
teren Sichtweise, und baut auf den Untersuchungen der Arbeiten von Weil und
Reiter [21] auf. Der zweite Zugang ist einer konstruktiven Natur, der auch Be-
ziige zur Time-Frequency Analysis und der Quantenmechanik erlaubt. Dieser
konstruktive Zugang ist der gleiche der bei de Gosson [13] zu finden ist, und
dem in dieser Diplomarbeit das Hauptgewicht zugeordnet wird.

Bei den erwihnten Betrachtungen werde ich die entsprechende Literatur von
de Gosson [13] und Reiter [21] zu Hilfe nehmen, dieser hier folgen und daraus
zitieren.

Im Falle des abstrakten Zuganges werden eine lokal kompakte abelsche Grup-
pe G und deren duale Gruppe G* - die ebenso wieder lokal kompakt ist - be-
trachtet. Beim konstruktiven Zugang werden diese Objekte durch G = R¢ = G*
und somit G x G* = R? x R? = R?? konkretisiert.

4.1 Charakter zweiten Grades

Definition 40 FEin stetiger Homomorphismus x : G — T auf einer lokal kom-
pakte abelsche Gruppe G, (wobei T' die multiplikative Gruppe der komplexe Zah-
len ist, mit Werten vom Betrag gleich Fins) wird Charakter von G gennant. Es
gilt also

x(z,y) = x(x)x(y), wobei z,y in G sind.
Die Charaktere der Gruppe G bilden die duale Gruppe G*, die mit der
kompakt-offenen Topologie lokalkompakt ist.
Mit der Schreibweise x(x) = (z,z*) kann die Operation der dualen Gruppe
G* additiv geschrieben werden als (x, 2} + z3) = (x,27]) (x, 23) . Auch folgende
Schreibweise kann sehr niitzlich sein: x,. = (z,a*), fir fixes a* in G*.

Definition 41 Seien G1, Gy lokal kompakte abelsche Gruppen, und betrachten
wir eine stetige Funktion

FO : Gl X G2 — T,
so dass gilt

x1 — Fy(x1,x9) ist ein Charakter in Gy, fir fives o in Go,
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X9 — Fy(x1,x2) ist a Charakter in G, fir fizes 1 in Gy.

Dann wird Fy Bicharakter auf G1 x Go genannt.

Definition 42 FEine stetige Funktion ¢ : G — T fiir die gilt

Y(z +y) = P(@)P(y)B(w,y), firz,yinG,

wird ¢ Charakter zweiten Grades genannt. Dabei ist B = By, ein Bicharakter
auf G X G 1ist.

Es ist B(z,y) = (z,yB) fiir ein 8 € Mor(G,G*) fiir das weiters gilt 8 = 8%,
und somit B(z,y) = B(y, ).

Die Charakter zweiten Grades bilden unter der Operation der Multiplikation
eine abelsche Gruppe, die mit Chs(G) bezeichnet wird.

4.2 André Weil versus Hermann Weyl

Aufbauend auf Carl Siegel’s Arbeit in der Zahlentheorie, zeigte André Weil
einen abstrakten Zugang zu dem was heutzutage metaplektische Darstellung
der symplektischen Gruppe genannt wird. Dieser Zugang wird von Reiter in
[21] genau beschrieben.

Der konstruktive Zugang hat seine Wurzeln in den Ergebnissen der Arbeit
von Hermann Weyl. Dieser wurde aber seit dem - abhéingig vom Kontext in
unterschiedlicher Form - deutlich modifiziert und entsprechend angepasst. Der
konstruktive Zugang den ich hier vergleiche, ist einer wie man ihn in de Gos-
son [13] sehr anschaulich prisentiert bekommt. Es folgt also ein Vergleich der
Objekte eines abstrakten-, mit den entsprechenden Objekten des konstruktiven
Zuganges.

4.2.1 Operator M (a) vs Operator M,
Es folgt die Definition eines Operators des abstrakten Zuganges:
Definition 43 Fir a € Aut(G), definieren wir den Operator M (o) durch

[M(a)f](z) = |a\1/2 f(za), wobei x aus G ist, und f in L*(G) liegt.

M () ist ein unitirer Operator, und fiir jedes f € L?(G) ist die Abbildung
a — M(a)f von Aut(G) in L?*(G) stetig, die injektive unitire Darstellung
a — M(a) der multiplikativen Gruppe Aut(G) in L?(G) ist also stetig im Sinne
der starken Operator Topologie.

Als den entsprechenden Reprisentanten des konstruktiven Zuganges, be-
trachten wir den in Kapitel 3 definierten Operator

My f(z) = i™/|det L] f(Lz),

der aus dem Zusammenhang mit der quadratischen Fourier Transformation ent-
steht. Dabei ist L, mit det L # 0, eine symmetrische Matrix. Fiir unsere Betrach-
tungen hier ist der Maslov Index nicht von Belangen, wir betrachten also den

Operator .
M f(z) = /I det LI/ (Lx).
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Der Zusammenhang zwischen M («) und My,

Um den Zusammenhang zu zeigen, starte ich beim Operator M («).

Es muss zuerst geklirt werde was || in der Definition von M («) iiberhaupt
bedeutet, fiir « € Aut(G). Nach Reiter [21] Kapitel 1, wird |«| als Haar modulus
von « bezeichnet und ist durch den Ausdruck

/f(x’)dx’ = | /f(a:a)dx, fir f aus L'(G)
G G

charakterisiert. Bewegen wir uns einen ersten Schritt in Richtung Operator M Lt
Wie schon erwihnt ist auf unserem konstruktiven Zugang G = R¢.

Sei eine symmetrische Matrix L, mit det L # 0, die auf R? fiir den Automor-
phismus « € Aut(G) stehen soll. Es gilt also

[steariz = [,
R4 Rd

und mit der Substitution y = Lz, und damit dy = |det L|dx, ergibt sich

é f(wa)ds = / f(La)dz = / 1) o

Der Ausdruck [, f(2')d2’ = |a [, f(za)dz kann also dargestell werden als

o

[ = 8 [ rway

woraus folgt
ol
|det |’

und daher
|oo| = |det L]

was dquivalent ist zu
la'? = \/|det L].

Wir kénnen also schreiben

M(a)f(z) = |a'/? f(za) = \/[det L] f(za) = M f,

womit eine direkte Verbindung zwischen zwei verschiedenen Zugingen gezeigt
ist.

4.2.2 Operator A(y) vs Operator /17_]:

Ich definiere wieder den zu betrachtenden abstrakten Operator zuerst:

Definition 44 Der Automorphismus A(¢) auf L*(G) ist definiert durch

A@W)f =f, fir fin L*(G).
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¥ — A(v) ist eine injektive unitdre Darstellung der abelschen Gruppe
Chs(G).
Der entsprechende Operator V _p des konstruktiven Zuganges, der im selben

Kontext definiert ist wie der eben betrachtete Operator My, ist gegeben durch
den Ausdruck

Vpf(@) = 37 f(a),

wobei P eine symmetrische Matrix ist.

Der Zusammenhang zwischen A(¢) und V_p
Wir betrachten also jetzt A(¢) und V_p. Wir beachten dabei, dass ¢ in Chy(G)

ist, also gilt definitions geméf3

Y(z +y) = p(@)Y(y)B(z,y),

wobei B = By, der im Unterkapitel Charakter zweiten Grades definiert ist. Wenn
i
es eine passend Matrix P gibt, dann setzen wir B(z,y) = e2P"Y Bs ergibt sich
somit ) )
?—P(I +y) = o3 Plety)-(e+y) _ 5(Pra+2Pey+Pyy) _
i i 4
= 2T PUIEPTY = 4 (2)(y) Bz, y),

und somit also

~

Vop(z+y) =9 +y).

Also gilt N
AW) f(z) = v f(z) = V_pf(2).

4.2.3 Operator W vs Operator :f]\//TL_l

Definition 45 Fiir Is(G,G*) # @ ist der unitire Operator W auf L*(G), fiir
v € Is(G,G*) durch

W f =" Fo(v*)"Y,  fir f e L*G)
definiert.

Dabei ist fdie gewohnliche Fourier Transformation von f, durch f(w*)

Il
QA—

f(z){x,x*)dx gegeben.
Der Zusammenhang zwischen M («) und M7,

M(a)f(z) = |o]? f(ze) = V/|det L[ f(wa) = ML f,
ergibt auch
Wf =y Fo(y) ™t = (det L) V2T F(L ™ e) = TMp -,

wobei J die quadratische Fourier Transformation der standard symplektischen
Matrix J ist (siehe Kapitel 3 dieser Diplomarbeit).
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4.2.4 Komentare zu den Weil Operatoren

Die oben betrachteten Operatoren M («), A(y) und W7 werden Weil Operato-
ren genannt. Sie gehsren zu der Menge der so genannten Normalisatoren B(G)
auf der Heisenberg Gruppe A(G) in Aut(L?(G)). Die Menge B(G) bildet eine
Gruppe, die Weil Gruppe. Sei S ein beliebiger Weil Operatoren M (o), A(v)
oder W7, dann gilt die Darstellung

STU(2)S = c(2)U(Z),

fir ¢(2) in T, 2,2’ in G x G* und U(z) aus A(G). Weiters versteht man 2z’ als
die Projektion von der metaplektischen in die symplektische Gruppe. Fiir die
jeweiligen Operatoren ergibt sich:

S=M(a): 2 = (ua,u*a* ), c(z) =1,

und fiir den konstruierten Operator M 1 gilt

My, — ( L(;l (LO)T ) smit 2 = (La, (L) w).

S=A(e): & = (uu* +uf), c(z)=vg(u),

und fiir den konstruierten Operator v p gilt

— I 0 L
V_p—><P I),mztz = (z, Px + w).
S_W'y. ! __ * _ x—1 _ * _ *—1\ __ *

= 22 = (uty, —uy )7c(z)—<u v, —uy >—<u,u )y

und fiir den konstruierten Operator J M -1 gilt

jJ/W\Lq — < —OI é > ( g (L_Ol)T ), mit 2’ = (Lx,fL_lz).

Ich erinnere ein weiteres Mal dass bei den konkreten Betrachtungen hier,
also die Betrachtung des konstruktiven Zuganges, immer gilt

G =R?=G",

und dass diese Konretisierung der Rédume fiir die entsprechenden Elemente fol-
gende Bedeutung hat

(u,u*) € G x G* =R x RT = R? 5 (z,w).

In Reiter [21] wird gezeigt dass die Weil Gruppe von den Operatoren M («),
A(v) und W7 erzeugt wird. Somit gilt folgende Darstellung fiir ein jedes S aus
B(G)

STU(2)S = c(2)U ().
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Es ergibt sich
STU(2)S = ¥(2)U(z0), fiir z in G x G*.

Diese Darstellung ist aber nichts anderes als die symplektische kovariante Dar-
stellung (siehe de Gosson [13])

So(z)S71 = 0(2)(S12),

wobei S die Projektion auf den metaplektischen Operator S der symplektischen
Gruppe Sp(n) ist, und o(z) der Heisenberg-Weyl Operator (beide im Kapitel 3
dieser Diplomarbeit definiert).

4.3 Fraktionale Fourier Transformation

Die Urspriinge der fraktionalen Fourier Transformation (FRFT) finden sich im
Jahr 1929 (siehe auch die historischen Bemerkungen in den Arbeit von Bultheel
und Sulbaran [3]). Die erste konkrete Arbeit zu diesem Thema scheint aber die
Versffentlichung von Kober [17] im Jahre 1939 zu sein.

Abgesehen von den in dieser Diplomarbeit dargestellten Zusammenhingen
der FRFT, sind auch die numerischen Anwendungen sehr erwiihnenswert. Diese
reichen von Filter Design und Signal Analysis, iiber so genannten Phase Re-
trieval, Pattern Recognition, bis zur Optik (sieche zum Beispiel das Buch [20]
von Ozaktas et al., oder die Arbeit von Almeida [2], oder auch die Arbeiten
von Alieva und Bastiaans [1]). Es zeigt sich dass die FRFT eigentlich nichts
anderes ist als ein Spezialfall der metaplektischen Darstellung. In diesem Ab-
schnitt werden systematisch Wege vorgestellt, die Zusammenhéinge der FRFT
mit verschiedenen symplektischen Objekten zeigen.

Die eindimensionale FRFT ist eine Familie von unitéiren Operatoren, ab-
héngig von einem reellen Parameter «, welcher als ein Rotationswinkel in der
Time-Frequency Ebene interpretiert werden kann. Beispielsweise, eine FRFT
mit dem Winkel o = /2 korrespondiert zu der klassischen Fourier Transforma-
tion, und eine FRFT mit dem Winkel a@ = 0 korrespondiert zu dem Identitéts
Operator.

Der Abschnitt beginnt mit der Definiton der FRFT:

Definition 46 Die FRFT mit einem Winkel o ¢ w7 ist gegeben durch

Futtw) = [ " Kale, ') f(2')de, (4.1)

wobei der Kern K, durch die Darstellung

sin o

2 12 — 92 - /.
Ko (z,2') = V1 —icot aexp {m(x +af)cosa -2z u} (4.2)

gegeben ist.

Es zeigt sich dass (F,)?™/ der Identitiitsoperator ist. Bei der richtigen Wahl
des Argumenten ist die FRFT F, einfach ein zu der Rotation

ret) = < cosa sina)

—sina  cosa
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assoziierter metaplektischer Operator, und die erzeugende Funktion von r(—a)
ist gegeben durch

(2 + 2'?) cos a — 2z

W(x,x') =

)

2sin a

was (bis au den Faktor im) genau der Exponent von K, (definiert in (4.2)) ist.
Die Zuweisung o — F,, (die stetig fortgesetzt werden kann fiir alle @ € R)
ist der Operator der Losung der Schrodinger Gleichung

d 1/ 4, ,
mea—z(‘dxﬁl")fa My Fa=1

Im folgenden sieht man das leicht:
Aus den Gruppen Eigenschaften

FoFar = faJra’
folgt dass fiir jede reelle Zahl s gilt
(]:a)s - ]:soc

und somit
(]_-a)27r/a -7

so dass F, tatsichlich FRFT mit dem Winkel « ist.

Der einfachste Weg um FRFT in hoheren Dimensionen zu konstruieren ist
den eben betrachteten Operator F,, zu verallgemeinern. Die Rolle der obigen Ro-
tationsdarstellung r(—a) iibernehmen dabei symplektische Matrizen der Form

T = ( (cos )l (Sina)I) '

—(sina)l (cosa)l

Dabei ist I die d x d Identitdtsmatrix. Matrizen dieser Form sind freie sym-
plektische Matrizen fiir o ¢ 7Z, und sie sind fiir die Winkel « ¢ 77Z durch die
Funktion der Form

Wo(z,2') = ((|z]* 4 |2|?) cos a — 22 - )

2sin

erzeugt. Zu den Matrizen der Form (7,) kénnen metaplektische Operatoren
(J») der Form

jaf(x) _ ,L-—d/2—d[o</2] | sinoz|_1/2 / eZwiWa(x,x’)f(x/)dx/
Rd
assoziiert werden. Der Operator
Fo = lm, T

stellt den Identitédtsoperator dar, und

jﬂ/Q =J.
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Durch gleiche Argument wie eben im Falle der Schrodinger Gleichung, kann
gezeigt werden dass _
(ja)Qﬂ/a _ I

erfiihlt ist, so dass diese Operatoren tatséchlich die Form der fraktionalen Fou-
rier Transformation aufweisen. B

Die bisherigen Ergebnisse erlauben fiir 7, folgende praktische Darstellungs-
form zu benutzen: die symplektische Cayley Transformation der Rotation

gu= (L, el

ist fiir o ¢ 27Z durch

M~ % (cot(c(v)/2)f Cot(2/2)l)

gegeben, und die FRFT ja kann somit in der Weyl Form als

= ! ’ #1212 cot(a/2)
Joo = (2Sin(a/2)(1 T COS2(a/2))1/2> /]R?d e p(z)dz (4.3)

geschrieben werden.
Von der kovarianten Darstellung (3.12) folgt folgende Beziehung zwischen
der FRFT und der Wigner Transformation:

W f(r(e)(z,w)) = W(Aaf) (@, w). (4.4)

Das kann man wie folgt geometrisch interpretieren: ist W f die Wigner Transfor-
mation einer Funktion f in den (z,w) Koordinaten dargestellt, dann ist W (A, f)
die Darstellung von W f im entsprechenden Koordinatensystem das sich durch
die Achsenrotation von z und w um den Winkel « ergibt .

Bemerkung 47 Alles bisher Erwdhnte kann -bis auf einige Modifizierungen-
auf jeden Operator A € Mp(d) angewendet werden, solange seine Projektion
A auf die symplektische Gruppe Sp(d) sich in einem Bereich der exponential
Abbildung exp : sp(d) — Sp(d) befindet.

4.4 Multiple Winkel der FRFT

In diesem letzten Abschnitt wird die Weyl Form des metaplektischen Operators
benutzt um einige Resultate zu verallgemeinern. Ein klassisches Theorem, ge-
geben durch Williamson [26] (siehe auch [8, 13]), zeigt dass A € Sp(d) existiert,
so dass

T (A0
watpa oo (2 0)

gilt, wobei A eine diagonale Matrix ist, deren von Null verschiedene Eintrige
gerade die Eigenwerte A; von JM sind. Die Hamilton Gleichungen

dz
2 TIM
do JMz
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sind wegen JA” = A~17 dquivalent zum System

d

7“ = jDu , U= AZ.

da
Es ergibt sich u(a) = e®/Puy(0), und weiters z(a) = A,2(0) wobei a — A,
durch

Ao = A7 R(@A L mit R() = (0 50

gegeben ist. Dabei sind A(«) und B(a) folgende diagonal Matrizen

cos(Ar) 0 cee e 0 0
0 cos(Apg) O . 0
Aa) = 0
0
0 0 cos(Ag—10) 0
0 0 o - 0 cos(Aga)
sin(A ) 0 cee e 0 0
0 sin(A2c) 0 . 0
Bla) = "
0
0 o0 sin(Ag_1a) 0
0 0 0o - 0 sin(Aga)

Es kann jetzt die Frage “fiir welche Werte des Winkel « ist der metaplektische
Operator A, eine fraktionale Fourier Transformation?” betrachtet werden. Eine
mogliche Antwort ist im folgendem gegeben:

Satz 48 Fir \ja ¢ 2nZ (j =1,2,...,d) ist der Operator A, durch

1 1 ei%C(z,oz) 2\dz
A, 3] /}R 3 p(Az)d (4.5)
M (o) = 27 [T7_, sin(Xja/2)(1 + cos?(A;jer/2)) /2 (4.6)
C(z,a) = ﬁ:l cot()\joz/2)(:r? er?) (4.7

gegeben. Fiir ein v € R mit vA; = 1 mod2 (j = 1,2,....d) ist (A,)"™* =
A, =1
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Beweis. Es folgt die Berechnung der symplektischen Cayley Transformation
M,, der symplektischen Matrix A, = A~'R(a)A. Es gilt

Mo = %j(Aa D) (A— 1)
= %J.A(R(oz) +D(R(a)—1)7tA!
= %(AT)_lj(R(oz) + D (R(a) =)t AL

Setzt man )
M(a) = 5T (R(a) + 1) (R(a) ~ nt

(das ist die symplektische Fourier Transformation von R(«)) ergibt sich

My, = (AT " M(a)A™?

und somit e
Ay = : e”M(O‘)ZQp(Az)dZ.
V] det(R(a) — I)| Jred
Weiters gilt damit
- 1 I (I — A(a)) 'B(a)
— 1 [ ——
(Rie) =)= =3 (—(I — A())"'B(a) I
womit die symplektische Cayley Transformation von R(«)
_ 1 (I = A(e)"'B(e) 0
M(e) =3 ( 0 (I — A(a))"'B(a.)
eine Block-Diagonal Matrix ist. Wegen
cot(Aa/2) 0 0
0 cot(Agat/2) --- 0
(- A) ' Bla)=5 | e |
0 0 <o cot(Aga/2)

und
det(R(a) — I) = 47 [[{_; sin®(A;j0/2)(1 + cos*(X;a/2))

folgen die Darstellungen (4.5)—(4.7).
Fiir ganze Zahlen k;, (j = 1,2, ...,d) (so dass vA; = 2k;+1) und mit o = v,
gilt cos(A\ja/2) = 0, und wegen det A = 1 ergibt sich

Ayw = /R  p(A)dz = / p(z)dz = 1.

R2d
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4.5 Ein technisches Lemma

In diesem Abschnitt wird die Gaussfunktion

fl@) =2

auf R? betrachtet, wobei A eine d x d komplexe Matrix ist, mit A = A7 und
ReA > 0.

Betrachten wir zuerst folgendes:
Betrachtung Sei f(z) = e~ AT’ = —(X+iV)e® - e’XIQe’YIQ, dann gilt
feSRY & X >0,
wobei § der Schwartzraum ist.

Beweis. Es gilt

feSMRY < ge SRY, mit g(z) =e ¥
Durch die Multiplikation mit der beschrinkten Funktion e~Y2” bleiben wir im-
mer noch im Raum S(RY). Wir haben g € S(R?) genau dann, wenn gR € S(R9)
fiir ein (und somit alle) R € GL(n,R?). Sei jetzt R € O(n,R), so dass

M 0 -0
R"XR=D=| "
: .0
0 - 0 M\
Es gilt
g(Rz) = e~ XRoBw e~ RTXRa* _ —Da® _ —Maf Xz

-

Durch das Setzen g;(z;) = e 573, ergibt sich g = g1 ® ... ® gp,, und somit ist g

in S(R?) wenn g; € S(R). m

Wir kommen nun zu einem Lemma, das in den weiteren Untersuchungen der
FRFT der Gaussfunktion entscheidende Hilfe bieten wird. Damit beim
verweisen auf das Lemma keine Verwirrung entsteht, nenne ich es das
FG-Lemma:

FG-Lemma Sei f die Fourier Transformation von der Gaussfunktion f

f(u) _ / 6727riu~v677TAv-vd,U.
Rd

Seien A1, ..., \g Figenwerte von A. Die reellen Anteile aller Ay sind strikt
positiv, und wir haben

f(u) _ (det A)—l/Qe—TrAu~u

mit J
\1/2

k=1"k

(det A)~2 =]

wobei )\,;1/2 die Quadratwurzel von )\,;1 mit dem positiven reellem Anteil
15t.
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Beweis. Wir gehen in vier Schritten vor:
Schritt 1.
Sei d =1 und A reell (fiir d =1 ist A einfach eine Zahl) . Betrachten wir

I(Z) — /efwAw272ﬂizwdm,
fiir A > 0,z € C. Dann ist
/ . —wAz? —2mizz i d —mAz?\ _ —2mizx
I'(z) = /(—2mm)e dzx = 2/%(6 )e dx =
i d 2
_ _i —wAz?\ b _orizx — _ﬂ
= A/(e )dxe dx I 1(2).
Es gilt
d
() =0,
und somit ,
I(z) = Ce ™ /4,
wobei
C =1(0) = / (e ™A% )dy = A3
Schritt 2.

Zum allgemeinem Fall der Dimension d : Sei A reell und diagonal. Das Inte-
gral

/ e~ 2miu =T AV g, f(u) _ (det A)fl/ZefwAu-u
Rd

stellt dann ein Produkt von eindimensionalen Integralen dar, wobei jeder von
denen nach Schritt 1. ausgewertet werden kann.

Schritt 3.

Sei A reell und nicht diagonal. Solange A = AT, gibt es eine Rotation R so
dass RT AR = D diagonal ist. Setzen wir z = Ry, so ist fiir R = R~! und mit

Schritt 2
/ 677rmAI72ﬂizzd.’E — / e*ﬂyDyf%rizRydy _
Rd Rd

— (det D)—l/Qe—ﬂ(Rflz)‘D’I(R’lz) _ (det A)_l/Qe_ﬂZAilz_

Schritt 4.
Das folgende Integral

e—27rzu'1)e—7rAv'vdv
R4

stellt eine analytische Funktion der Eintrige A;; = Aj; von A dar, fir den
Bereich Re A > 0. Der allgemeine Fall folgt aus Schritt 3 unter analytischen
Betrachtungen. m
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4.6 Fraktionale Fourier Transformation der Gaus-
sfunktion

In diesem Abschnitt wird die FRFT der Gaussfunktion f = e~ Ac’ berechnet,
wofiir das FG-Lemma des letzten Abschnittes verwendet wird. Um dieses Lem-
ma aber anwenden zu kénnen, muss die FRFT der Gaussfunktion die dafiir
notige Form besitzen. Der erste Schritt in diesem Abschnitt ist also der FRFT
der Gaussfunktion eine fiir die Anwendung des FG-Lemmas passende Form zu
geben.

Die FRFT der Gaussfunktion f ist durch

— 1 ! é\z|2cot(o¢/2)
700 (757 e ) Lo PR

gegeben, wobei

p(ZO) = emw.ITme = MWTOTxoMWTO

der im Kapitel 3 definierte Heisenberg-Weyl Operator ist. Lisst man diesen auf
eine Funktion f wirken, so ergibt sich fiir p(zo)f(x) :

p(20) () = (Mo, Toy Mg f)(2) =
= M, (T, Msp ) ()
_ eQﬂi(%)‘x(TIOM%f)(x)
- 62771'(%0)%(]\/[%0]0)(% — 20)
_ eQﬂi(wTO)ﬂ:eQﬂi(wTU}(z—wo)f(l, _ Cl?o)-
Bemerkung 49 Ich mdchte hier kurz auf die Reihenfolge der Anwendung der
Modulations- und Translationsoperatoren aufmerksam machen: Modulationsope-
ratoren kommutieren untereinander, und auch Translationsoperatoren kommu-
tieren untereinander - aber diese kommutieren nicht miteinander! Im Jahr1927
zeigte Weyl dass die Modulations- und Translationsoperatoren folgende Relation

erfiillen .
T, M, = e 2™\ T, (w,z) € R,
Fiir p(20)f(x) gilt also
p(20) f(z) = 27 ()2 2mi(F) (@ =20) (3 _ g,)
— e?Tri(%’)w-{-?wi(%)w—%ﬁ(%)wof(x _ xO)
2w T —TIWo T f(

=€

— 62ﬂiw0'z€7ﬂ—iw0xof($ o fEO);

T — Tp)

Und mit der Gaussfunktion f = e—Ae? ergibt sich

p(z0) (&) = 2riwn e misnro = A=)’
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Fiir die weitere Berechnung des Integrals wird der Term

(2 sin(a/2)(1 +1 cos?(a/2))1/2 ) d

erstmal ignoriert. Das heifit, fiir die Berechnung von der FRFT der Gaussfunk-
tion J,, f(x) wird betrachtet

T:/ e%\Zo\"’cot(a/2)p(20)f(m)d20.
RQd
Wir haben

i 2 i 2 iwo-T  —Ti — — 2
T = 64\,20\ COt(a/2)p(Z())f(.’E)dZ(] — / 64|zo| COt(a/2)62ﬂ'lUJ0 T o= TiwoTo A(z—z0) dzo.
R2d R2d

Da zo = (o, wo) ist, haben wir |z0|> = (\/23 + w?)? = 23 + wi, und somit

Q2 2 o _ Y
T = el (zg+ws) cot(a/2)e27rzw0 T = TiWoTo A(z—z0) d(.’b(), wU)
R2d
Weiters beachten wir dass

—A(x — x0)? = —A(2® — 2220 + 22) = —A2® + 2Ax30 — A,

A(

und mit der damit verbundenen Anderung in e~ 2=20)* hat das Integral nun

folgende Form

B2 2 a2 A2
T = e (zg+ws) Cot(a/2)62ﬂ'zw0 T o= TiwoTo Az 62Ax o, Axg d(
R2d

1‘07&)0).

. . . . J— 2
Die Integrationsvariablen sind zg und wg, also kann e Az” vor das Integral

gesetzt werden. Jetzt wird der Exponent von e als eine quadratische Form in g
und wq geschrieben, und damit ergibt sich

(2 2 i . A2
T = / 64(10""‘*)0) cot(a/2) 627'r1w0 T o —miwo To eQAm zo g Axg d(.’l?o, wO)
R2d

— / e27ri:c-wo+2Aw-a:067(Awgfé cot(a/2)m37% COt(a/2)w%+ﬂiw0’$O)d($o7 WO)
R2d

_ / e—27‘ri(—z<wg+%mmg)67[z4+é cot(a/2)]]m3+% cot(a/2)wgf7riwo~m0d(1,0 WO)'
7 )
R2d

Hier sollte die Rolle der Identitdtsmatrix I wahrgenommen werden; -diese gibt
dem Ausdruck A—&—i cot(a/2) iiberhaupt einen Sinn, d.h. die betrachtete Opera-
tion wird durch das Einfithren der Identitidtsmatrix iiberhaupt erst ermoglicht.

Wir fiihren jetzt die entscheidende Substitution durch (ich erinnere, wir sind
dabei dem Integral eine Form zu geben die fiir das Anwenden des FG-Lemmas
passend ist):

24 Ai
T _x) - (?xv _m)v

v = (xg,wp) und u = (—2m' ,

und somit

U-V=—T- Wyt
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Wir setzen jetzt

Mov-v=[A+ %cot(a/Q)I}xg + icot(a/Q)wg — Tiwg + To

und berechnen diesbeziiglich die Matrix M :

o 1( £ (M- v) dgo(ngo(Mv-v))>
2 ﬁ(%(Mvw)) %O(Mv-v)
1 (A + % cot(a/2)1 - —mil >
2 —mil 5 cot(a/2)I )"

Wir wissen, dass

M= (é‘, g) mit AC = CA = det M = det(AD — CB).

Somit ist
o

det M = (%)w det[i cot(%)(A + %cot( .

VI — 71

1 o
= 272d A g - — 2(= I - 2]
det[iA cot( 2) 1 cot (2) ]

(67

N

Weil A eine symmetrische Matrix ist, gibt es Matrizen R und D so dass A =
RDRT mit R € O(d,R) und

1
= 272 det[i cot(%)A — (7% + I cot?(

M 00
D=1¢o . o
0 0 N\

wobei A; Eigenwerte von A sind. Mit D = RT AR ergibt sich also

det M = 27 det( Rficot(5)D — (* + L eot?(S)1IRT ) =

4 2
1
= 272 dot( (i cot(%)D — (@4 cotQ(%))I ).
Weiters gilt
o 1 o
. \D — 2 - 2/ =
(zcot(2) (m +4c0t (2))
iApcot($) 0 ... 0 4+ Lcot?(§) 0 .. 0
_ 0 : B 0 :
: : 0 : 0
0 w0 iXgeot(%) 0 w0 w24 Lot} (%)
iA1cot(§) — (2 + Fcot? (%)) 0 ... 0
p— O ' :
: - 0
0 w0 idpcot(g) — (72 + Lot} (%))
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Schliellich hat man

d
1
det M =272 [ cor() = (ot ()]
und man sieht, dass
1
det M #£ 0 < VEk : i) cot(%) # (7 + 1 c0t2(%)).

Fiir die FRFT der Gaussfunktion gilt jetz also

1 - _ i'|z|2c0t(o¢/2)
Jaf () (2sin(a/2)(1 + cos2(oz/2))1/2> B /de N p(2)f(@)dz

_ / e—Qﬂi(—m-wg+%m~zo)ef[A+% cot(a/2)1]13+% cot(a/Q)wgfﬂ'iwo-zOd(
R2d

— / e—QTrzu-veM'u~Udv7
R2d

wobei der Integrand jetzt die fiir das Anwenden des Lemmas (aus Abschnitt
4.1.) die notige Form aufweist. Das war unser Ziel, jetzt kann das FG-Lemma
angewendet werden, um die Berechnung der FRFT fortzusetzen:

anWO)

—omiu- . _1 .
/ e 2miu veMv v du :det(M) 26M1)v
R2d

d
1
-2 [l -+ Lot e
k=1
Und konkret fitr die Gaussfunktion f(x) = e~ A" auf RY ergibt sich also

_ 1 d2d : i\ @ 2, 1 5 -1 Moo
Jaf(@) = (2Sin(a/2)(1+Cos2(a/2))1/2> /};[1[2 kCOt(E)_(ﬂ- +160t (5»] c

A+ Leot(a/2)] —mil

. . l .
mit M= 3 < —mil 5 cot(a/2)I

> , v = (xg,wp), und A; als Eigen-

werte von A.
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Kapitel 5

Appendix

5.1 Fourier Analysis und TF- Analysis
In diesem Abschnitt folge und zitiere ich Grochenig [14]

Time-Frequency Analysis ist ein moderner Bereich der Harmonischen Ana-
lysis. Dieser verbindet alle solche Bereiche der Mathematik und deren An-
wendungen, die fiir Analysis von Funktionen und Operatoren die Strukturen
der Translations- und Modulationsoperatoren (auch Time-Frequency Shifts ge-
nannt) benutzen.

In diesem Appendix werden nur die nétigsten Grundlagen der Time-Frequency
Analysis vorgestellt.

5.2 Fourier Transformation

Definition 50 Fiirl < p < oo ist

i1, = (/. |f<sc>”dsc)’i

die LP—Norm der Funktion f, und LP(R?), oder einfach nur LP, ist der Ba-
nachraum aller (dquivalenten Klasse der) messbaren Funktionen f mit einer
endlichen LP —Norm.

Fiir ein stetiges f in L= (RY) gilt ||f| ., = sup |f(z)].
z€R4

p = 2 ist ein Spezialfall, weil das innere Produkt

(fr9)= [ f(=)g(z)dz
]Rd

den Banachraum L?(R?) zu einem Hilbertraum macht.

Definition 51 Die Fourier Transformation einer Funktion f € L'(RY) ist de-
finiert durch

Flw)= [ e,
Rd
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Die Fourier Transformation ist ein linearer Operator der auf einem Funktio-
nenraum wirkt. Um das hervorzuheben kann man F f statt f schreiben.

Fiir Mathematiker ist die Fourier Transformation eine nattrliche Transfor-
mation die tief in die Struktur von R? verankert ist. Mit einer Ingeniuer In-

o~

terpretation stellt w die Frequenz dar, und f(w) ist als die Amplitude dieser
Frequenz w zu verstehen.

Die Fourier Transformation ist zuerst auf L! definiert. Aus der Definition
der Fourier Transformation folgt

17 = 11,

Lemma 52 (Riemann-Lebesque): Fiir f € L'(R?) ist die Fourier Transfor-
mation [ gleichmdjig stetig, und es gilt

lim 'f(w)’ = 0.

|w]— o0

Bezeichnen wir mit Co(R?, |.||,,) den Banachraum der stetigen Funktionen
die im unendlichen verschwinden. Das letzte Lemma verdeutlicht die folgende
Eigenschaft der Abbildung der Fourier Transformation:

F o LNRY L) = Co®RY, [ll)-

Die Fourier Transformation kann auf andere Rdume fortgesetzt werden. Das
fundamentale Resultat dazu ist das Plancherel Theorem:

Satz 53 (Plancherel): Fiir f € L*(R?) N L2(RY) gilt

111, = || ],

Als eine Konsequenz der Fortsetzung wird F zu einem unitdrem Operator
auf L2(R?), und erfiillt dabei folgende Parseval Gleichung

(f,9) = (.), furalle f,g € L*R?),
Das Plancherel Theorem wird in Signal Analysis wie folgt interpretiert:

Die Fourier Transformation F f bewahrt die Energie vom Signal f.
Die Inverse Fourier Transformation
Satz 54 Fir f € L*(R?) und f € L'(R?) gilt
f(z) = F@)e¥™™“dw,  fiir alle z € (RY).
Rd

Man kann auch sagen
Fl=1IF,
wobei Z die Reflektion durch
If(z) = f(—=)
gegeben ist.



5.2.1 Translation und Modulation

Definition 55 Fiir z,w € Rwerden folgende Operatoren definiert

und ‘
My, f(t) = €™ f(t).

Hier ist T,, eine Translation in x, und M, ist eine Modulation in w. Operato-
ren der Form T, M, oder M, T, werden Time-Frequency Shifts genannt. Diese
besitzen folgende grundlegende Relationen

Txwa(t) = (wa)(t - .’1?)
_ e27riw-(t7x)f(t . :L‘)
—_ 6727riz-we27riw-tf(t o IL')

= e T MT, ().

Einige Eigenschaften der Time-Frequency Shifts

Es gilt folgende Isometrie auf L (fiir jedes 1 < p < 00)

1T Mo fll, = L1, -

Weiters gilt

—~ o~

(Tarf) = M*If?
und wir haben auch ~ R
(wa) = wa-

Das Verhalten der Time-Frequency Shifts unter der Fourier Transformation
folgt aus der Rechnung

/ flt—z)e 2 edt = / Ft)e2milta) € gy

= PTE(O),

/(wa)(t)672ﬂit'§dt — /f(t)ef%ri(gcfw).gdt

o~

= wa(f)

Durch die Kombination der obigen Eigenschaften gewinnt man eine der wich-
tigsten Darstellungen der Time-Frequency Analysis, ndmlich

(T, Mo, f) = M_,T,.f

=e MO M . f.
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5.2.2 Konvolution

Definition 56 Eine Konvolution von zwei Funktionen f,g € L*(R?) ist eine
Funktion f % g durch
(Fea@ = [ 1w

definiert.

Es gilt
I1f glly < £y Mlglly

und R
(fxg) =17
Die letzte Gleichung folgt aus der Rechnung

(f *g)(w) = /IR [ A (y)g(x — y)dy)e "W 2TV gy

und somit (nach dem Fubini Theorem)

(f * g)(w) = f@a%W%Aﬁm—wf%“ﬂWMMy

Rd

= fw)gw).

5.3 Distributionen Theorie

In diesem Abschnitt folge und zitiere ich G. Hormann, R. Steinbauer [15].

5.3.1 Glatte Funktionen, Testfunktionen

Definition 57 (C*°-Funktionen) Fir Q C R? ecine offene und nicht leere
Teilmenge sind folgende Funktionenraume definiert:

(i) C(Q) =C(Q) ={f: Q—C | fist stetig}, C=C(R?).
(ii)) ke N: CFQ) =

{f : Q—C|f ist k—mal stetig differenzierbar}, C*= C*(R?).

(i11) £(2) ﬂck

keN

{f : Q—C | f hat stetige partielle Ableitungen beliebiger Ordnung}

£ ist der Raum der glatten Funktionen

£=C>®=CR".
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Definition 58 (Konvergenz in C*)
(i)  Fiir eine Folge (f1)ien und ein f in C*(Q) (oder in £(Q)) gilt

hS oy
l—o0
genau dann wenn
VK € Q (K kompakte Teilmenge von Q ) Yo € Ny, mit |a| <k: 0%fi — 0%f gleichmafig auf K,
dh.: 0%fi = 0% fll Lo sy = O

(ebenso: f; zi f < Bgr(z0)K € QVa € Nj : 0*f; — 0*f gleichméBig

auf K.)
Diese Konvergenz wird auch

gleichméBige Konvergenz in allen Ableitungen
genannt.
Definition 59 (Der Raum der Testfunktionen)

(i) k& No:CFQ)={feCk(Q) | supp(f) ist kompakt};
(ii) Die Menge

Cr(Q) =D(Q) ={f €C>() | supp(f) ist kompakt}

wird der Raum der Testfunktionen auf €2 genannt.

Definition 60 (Der Raum D*(K)): Fiir K € 2, 0 < k < oo definieren wir

(i) DF(K) = {f € CE(Q) | supp(f) C K}; Fiir k = oo wird statt D>®(K)
einfach D(K) geschrieben.

(ii) Sei f, (n € N) und f in D(K) [oder D¥(K) mit k < co]. Man sagt,
die Folge (f,) konvergiert gegen f in D(K) wenn gilt

0%fn, — 0%f gleichmifig auf K, Va € Njj.
Definition 61 (Konvergenz der Testfunktionen)

(i) Fiir eine Folgen ¢, (n € N) und ¢ in D(Q) gilt ¢, "= ¢ in D(Q)
wenn

(1) 3K € Q: supp(p) C K und supp(p,) C K Vn € N,

und

(2) 0%p,, — 0% gleichmafSig auf K fir alle o € Ny.
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5.3.2 Distributionen
Definition 62 (Distributionen)

(i) Eine Distribution u auf § ist ein lineares Funktional auf D() (also
u: D(Q) — C linear) das die folgenden Stetigkeitseigenschaften besitzt:

Pn = ¢ in D(Q) = ulp,) — u(p) in C

(ii) Der komplexe Vektorraum der Distributionen auf Q wird mit D'(Q2)
bezeichnet. Man schreibt manchmal einfach (u, ) statt u(yp).

Definition 63 (Cauchy Folge in D’'(Q))) Fine Folge (y;); in D(Q) heifit Cauchy
Folge, wenn

(i) 3IK € Q: supp(p;) C K Vi €N, und

(i) Yo € N§ Ve >0 IN(e,a) : ||0%p, — 0%¢| <€ Vk,1> N(e ).

Lo°(K)

Satz 64 (Stetigkeitskriterium - Halbnormabschdtzung)
Fiir u: D(Q) — C linear, gilt

ueD'(Q) <= VKeQ3IC >03ImeNy:

(w,)] <C Z 10%¢ll e (i) Voo € D(K).

loe|<m

Beispiel 65 (Einige wichtige Distributionen)

(i) Stetige Funktionen als Distributionen:
Fiir f e C.(Q) wird uy : D(Q) — C definiert durch

(up,0) = | fl@)p(x)de

Q ec.()!

uy st linear; wir zeigen dass die Halbnormabschdtzung gilt: Fir K € Q und
p € D(K) ist

) < [ 1f@)] el ds = [ 1@ o) do <

< ¢l ) /K F@)] dz = [1£@)] 1 e ol

Die Halbnormabschitzung ist also mit m =0 und C = || f(z)|[ 1 g, erfilit.

(ii) Die Heaviside Funktion: H soll (Klasse der L>°—) Funktionen auf
R bezeichnen,gegeben durch

H(z)=0 firc<0 wund H(z)=1 firxz>0.

Es gilt

H,¢) /H d:z:—/ (2)dz (¢ €D(R)).
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Fir K € Rist [(H, )| < diam(K) |||l < ) » womit die Halbnormabschitzung
fir m =0 und C = diam(K) erfiillt ist, und somit ist HeD'(R).

(iii) Die Dirac Distribution, ("d—Funktion") am einem Punkt z¢ € Q :

<6107 <)0> = Sp(x0>7 (<P ED(Q))

Linearitit von d, ist klar, und

(005 2| = lp(z0)| < [0l Lo

zeigt dass 6,,€D'(R); Die Halbnormabschitzung gilt fir m = 0 und C = 1. Fir
Q =R und x = 0 schreibt man einfach § statt §,,.

Definition 66 L} .(Q) bezeichnet den Raum von (einer Klasse von-) Lebesgue-

messbaren Funktionen die auf jeder Teilmenge von  Lebesque-integrierbar sind.
Es gilt C(Q) C L}, .(2) C D'(Q).

Definition 67 (Reguldre Distributionen) Eine Distribution u € D'(Q) wird
regular genannt, wenn es ein f in L}, (Q) gibt, so dass u=uy gilt. D.h.:

() = / f@)p(@)dz = (up,¢) Vo € D(K).

5.3.3 Konvergenz der Distributionen

Definition 68 (Folgen Konvergenz in D’) Fiir eine Folge (u;) in D'(Q) und
u € D'(Q) sagt man:

(i) (w) konvergiert in D'(Q), (bezeichnet mit lloou)
wenn ]1im (w, ) = (u, @) Yo € D(Q);

(i) (1) ist eine Cauchy Folge in D' (), wenn ({(u, ¢))ien eine Cauchy Folge
in C ist, fir alle ¢ € D(Q).

5.3.4 Distributionen mit kompaktem Triger

In diesem Abschnitt wird ein wichtiger Teilraum von D’ vorgestellt -der Raum
der Distributionen mit kompakten Trdger.

Definition 69 (£ — Distributionen) Wir bezeichnen den Raum der folgen-
stetigen linearen Funktionale auf £(Q) = C>(Q) mit £ (Q).

[Fiir jedes lineares u: £(Q) — C gilt
ucé'(Q) & p, oy ¥ = (wn) = (ug) in CJ

Satz 70 (Stetigkeitskriterium - Halbnormabschdtzung)
Fiir lineares u: £(Q) — C gilt

uef Q) =IKeNIC>03ImeNy:

(@) <C Y7 0%l Yo €EK) (=CX(Q).

lal<m
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[Der Vergleich mit der HN-Abschétzung fiir den D’-Fall zeigt dass VK durch
K ersetzt wurde.]

Satz 71 (Distributionen mit kompakten Triger D' sind & "-Distributionen )

Fir u € D'(Q) mit kompaktem Triger gibt es genau ein U € £ (Q) mit
ﬁ’D(Q) =u.

5.3.5 Fourier Transformation und Temperierte Distribu-
tionen

Definition 72 Sei p € C>®(R?).

(i) @ heifit eine schnell fallende Funktion, wenn folgende Halbnormabsschit-
zung gilt

(A): VYo,B €Ny :gap(p) = sup |xo‘Dﬁ<p(x)| < 00.
z€R4

(ii) Der Vektorraum aller schnell fallenden Funktionen auf R ist bezeichnet
mit S(R?) und wird der Schwartzraum genannt.

(iii) Eine Folge (g,,) in S(RY) konvergiert gegen p € S(RY) (¢,, m?w ®),
wenn gilt

m— 00
—

Va, € Ny : qa,s(@,, — 9) 0.

Bemerkung 73 Fiir ¢ € C*(R?) ist die Bedingung (A) dquivalent zur folgen-
den

C

d
7(1+|x|)l Vo € R%.

(A) : VyeNIVieNy 3C >0: |DVp(z)| <

Es ist offensichtlich dass (A) eine Konsequenz von (A) ist. Andererseits im-
pliziert (A)

Vy € Nj Vk € Ng 3C > 0: sup | D p(z)| + sup
zER™ z€R™

2 DPo(a)| < C,

[wobei sup |DPp(x)| + sup ‘|$|2]€ Dﬁw(m)‘ > sup |(1+ |z])*DPy(x)|]
z€R™ z€ER™ TER"

Wir haben also
D(R?) C S(RY) C E(RY).

Ein Beispiel einer Funktion ¢ € S(RY)\D(RY) ist o(z) = eIzl
mit Re(c) > 0.

Satz 74 S(R?) ist vollstindig (als ein metrischer Raum)
D.h. S(RY) ist ein Fréchet Raum ( also ein lokalkonvezer und vollstindiger
topologischer Vektorraum mit einer abzihlbaren Nullumgebungsbasis).
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FEin kurzer Exkurs: Metrische Rdume

Definition 75 Ein metrischer Raum, bezeichnet mit (X, d), ist eine nicht leere
Menge X zusammen mit einer ("Metrik-") Abbildung

d:XxX—>R3'

die folgende Figenschaften erfiullt:

(D1) d(z,y) > 0, und d(z,y) =0z =y,
(D2) d(z,y) = d(y,=),
(D3) d(z,z) < d(z,y)+d(y,=z), Vz,y,z € X.

Definition 76 (Norm): Sei V' ein Vektorraum dber einem Korper K (R oder
C).Eine Norm auf V ist eine Abbildung ||.|| : V' — R mit den Eigenschaften:

(VD) el 20kl =05 v=0, veV;
(V2) : fav] = ol o], aeKveV;
(N3) © Jotwl <ol +lwl,  vweV.

Definition 77 (Normierter Raum): Ein normierter Vektorraum, bezeichnet mit
(VLD ist ein reeller oder komplexer Vektorraum V mit einer Norm darauf.

Bemerkung 78 Jeder normierte Raum (V,||.|) (bzw jede Teilmenge davon)
wird durch d(x,y) := ||y — x| zum metrischen Raum.

Definition 79 In einem metrischen Raum konvergiert eine Folge (zp,)nen ge-
naw dann gegen &, wenn gilt

Ve >0 AN(e)Vn > N : d(zp, &) <€,

oder einfach x, "= & & d(r,, &) <e.

Definition 80 FEine Folge (z,,)nen in einem metrischen Raum (X, d) ist genau
dann eine Cauchyfolge, wenn gilt

Ve >0 IN(e)Vn,m > N : d(zp,xm) < €.

Definition 81 Ein metrischer Raum (X, d) heisst vollstindig, wenn fir jede
Cauchyfolge aus (X,d) in (X,d) konvergiert.

... Exkurs Ende ...
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Satz 82 Die Fourier Transformation F : S(R?) — S(R?) ist eine lineare und
stetige Abbildung mit stetiger Inversen F~' durch

Fly(a) = / BE)STEE () € SRY)
/.

gegeben.

Definition 83 Der Raum der (in allen Ableitungen) schwach wachsenden glat-
ten Funktionen ist definiert durch

OMmR™) = {f € C®(RY) | Vo € Ng3N € No3IC > 0¥z € R? : |9%f(x)| < C(A+|z])N}.
Satz 84 1.

2. Fiir einen partiellen Differentialoperator P(x, D)

P@,D)= ) ay(@)D" (a; € Op(RY))

[v|<m

gilt
P(z,D) : S(RY) — S(R?) linear und stetig.

3. D(RY) C S(R?) mit stetiger Einbettung.
4. D(RY) ist dicht in S(RY).
5. S(RY) C LY (RY) mit stetiger Einbettung.

Bemerkung 85 Punkt 4. erlaubt die Fourier Transformation auf S C L' zu
definiert, und wegen

(f(ﬁ)’ <|Ifll. VE€RL, fir f: R — C und jedes f € L'(R?)

ergibt sich
F(S) C Cp.

Man kann zeigen: Es ist eine spezielle Eigenschaft des Raumes S dass er
einerseits unter Differentiation, andererseits auch unter der Fourier Transfor-
mation invariant ist, d.h. die Fourier Transformation ist ein Isomorphismus auf

S(RY).

Lemma 86 Fiir jedes p € S(RY) und o € NI gilt

(D%)(§) = £2(8)

und
(@70)(€) = (=1*'DB(9),
also p € C®(RY).

Lemma 87 Es gilt F(S(RY)) C S(R?) und die Abbildung ¢ — § ist stetig von
S(R?) nach S(R?).
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Sobald man weiss, dass die Fourier Transformation S(R?) invariant ldsst ist
klar, dass auf S auch die Inversionsformel im Sinne der punktweisen Darstellung
gilt:

Lemma 88 (Inverse Fourier Darstellung) Fiir jedes p € S(R?) gilt die
inverse Darstellung

o) = [pe)emds (e R
Rd
Temperierte Distributions

Definition 89 FEine temperierte Distribution auf RY ist ein stetiges lineares
Funktional u: S(R?) — C, d.h.

v — 0in S = (u,¢,) — 0 inC.
Der Raum der temperierten Distributionen auf RY wird bezeichnet mit S'(R?).

Wie im Fall D’ und &’ gibt es eine analytische Darstellung der Stetigkeit der
linearen Funktionen auf S, wieder in Termen der Halbnormabschétzung.

Satz 90 Ein lineares Funktional u: S(R?) — C ist genau dann auf S'(R%)
stetig, wenn folgende Stetigkeitsbedingung gilt:

3C > 0 3N € Ny so dass Vo € S'(R?)

() <CQn(p)=C Y [[2°D%¢|| o gy
|al,|B|1<N

Bemerkung 91 (S’ und D') Weil D(R?) eine stetige dichte Einbettung in
S(R?) ist (mit den jeweils natiirlichen Topologien), gilt

fiir jedes u € S'(RY) dass Ul g, € D'(RY)

und w—uy_ - ist eine injektive Abbildung von S'(R?) nach D'(RY). Somit
kann S'(R?) als Teilmenge von D'(R?) betrachtet werden.

Fourier Transformation auf S’

Fir u € L'(RY) betrachten wir u auch als Element von S’(R?), und fiir u
€ Cp(RY) C L>°(R?) betrachten wir 1 auch als Element von S’(R?), denn,
fir u € L'(R?) und go € S(R?) gilt:

)| = [ [ u@)p(@)d@)| < [|u(@)||p@)|d=) < ol [ lul

_Hw\

l[lloo llully 5
womit die Stetigkeitsbedingung aus Satz 91

w) <C Y [e*DPol|, g
|al,|BI<N
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fir C = ||p||,, und N = 0 erfiillt ist.
Da fiir jedes ¢ € S(RY) C L' (R9) auch 3 € S(R?) C L*(R?), ergibt sich

e = [0 = [ u@)p@)ilz) = (17).
Weil ¢ +— $ ein stetiger Isomorphismus auf S(R?) ist, definiert die Abbildung
¢ +— (1,p) ein Element in S'(R?).

Definition 92 Fiir u € S'(R?) ist die Fourier Transformation U (oder Fu)
durch
(U ¢) = (u@) vy € S(RY)

definiert.

Satz 93 Die Fourier Transformation F : 8'(R%) — S'(R?) ist linear und bijek-
tiv, und sowohl F als auch F~! sind folgenstetig. Es gilt

= (2m)"

und auch F~'u = (2m)~" (@) .

Fiir ein u € L'(R?) stimmt dann nach Definition 11 mit der gewshnlicher
Fourier Transformation von u iiberein (als L'-Funktion), d.h. auf L gilt:

"Die gewohnliche Fourier Transformation und die verallgemeinerte Fourier
Transformation
(d.h. die Fourier Transformation in der distributionellen Theorie),
stimmen auf L' iiberein, d.h. die verallgemeinerte Fourier Transformation ist
eine natirliche Verallgemeinerung der gewdhnlichen".
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