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EINLEITUNG

Das Zeichensystem N, der Gegenstand der vorliegenden Arbeit, wurde entwickelt
ausgehend von zentralen semiotischen Fragestellungen des Tractatus logico-philosophicus.
N ist eine aussagenlogische Notation mit den folgenden Besonderheiten:
1) Sie ist eine zweidimensionale Notation.
2) Sie hat keine Verkniipfungszeichen und keine Klammern.
3) Dasselbe Satzeichen kann auf mehr als eine Art aufgefal3t werden, wobei die
unterschiedlichen Lesarten dquivalent sind.
4) Die Satzzeichen sind transparent beziiglich der fundamentalen logischen
Eigenschaften von Sitzen und logischen Beziehungen zwischen Sitzen, soweit

diese im Rahmen der Aussagenlogik aufweisbar sind.

Zur Darstellung des Gegenstands sei bemerkt:

1) Die Lektiire erfordert keine Vorkenntnisse auf dem Gebiet der formalen Logik.
Vorausgesetzt werden lediglich einige wenige bekannteste, einfachste Begriffe
der Mathematik, insbesondere der Mengenlehre. Allenfalls ist eine gewisse
Sensibilitét fiir den Umgang mit Variablen verlangt.

2) Wir haben uns weitgehend um durchgiingige Nachvollziehbarkeit bemiiht.

3) Der aus den genannten Anspriichen resultierenden Miihsamkeit der Lektiire

steht die Moglichkeit gegeniiber, Teile der Arbeit zu iiberspringen.

In den Kapiteln 'Die aussagenlogische Sprache AL' und 'Interpretation von AL' werden im
Rahmen unserer Erfordernisse die Grundlagen der Aussagenlogik dargestellt. Das
erstgenannte, der Syntax gewidmete Kapitel, bewegt sich im Rahmen der iiblichen
Standards ohne sich an ein bestimmtes Vorbild anzulehnen, das zweitgenannte, der

Semantik zuordenbare, orientiert sich zum Teil an Anséitzen des frithen und mittleren



Wittgenstein'. Dies in Abweichung von der vorherrschenden reduktionistischen

Auffassung der Wahrheitsfunktionen, welche aufgrund der formalen Autonomie der

aussagenlogischen Semantik in technischer Hinsicht zwar ausreichend ist, das Prinzip der

logischen Analyse aber verschleiert, was zu philosophischen MiB3verstindnissen fithren

kann.

Der Hauptteil der vorliegenden Arbeit umfaf3t im wesentlichen die folgenden Schritte:

1y
2)

3)

4)

5)
6)

Vorstellung des Zeichensystems N.

Vorstellung der aussagenlogischen Sprache AL.

AL ist eine herkdmmliche lineare aussagenlogische Notation mit
Verkniipfungszeichen und Klammern.

Definition eines Ubertragungsverfahrens U1.

U1 ordnet jedem syntaktisch vollwertigen Zeichen von AL, jeder
wohlgeformten Formel (wff), unendlich viele syntaktisch vollwertige Zeichen
von N, unendlich viele wohlgeformte Anordnungen (wAon) zu.

Definition dreier Leseverfahren, L1, L2, L3. (Ein weiteres Leseverfahren, L,
dient ausschlieBlich technischen Zwecken.)

L1 ordnet jeder wAo von N genau eine wff von AL zu, ebenso L2. L3 ordnet
jeder wAo von N unendlich viele wffs von AL zu.

Interpretation von AL.

Beweis der folgenden Zusammenhinge:

a) Gegeben sei eine wff. Dazu eine wAo, die dieser wff durch Ul
zugeordnet wird. Dazu eine wff, die dieser wAo durch L1, L2 oder L3
zugeordnet wird. Dann sind die beiden wffs semantisch dquivalent. (Sie
ergeben also bei gleicher Interpretation der frei interpretierbaren Teile
denselben Gehalt.)

b) Gegeben sei eine wAo. Dazu zwei wifs, deren jede dieser wAo durch
eines der Leseverfahren L1, L2 oder L3 zugeordnet wird. Dann sind die

beiden wffs semantisch dquivalent.

' Als Einfithrungen in die elementare Logik seien hier Carnap 1960, Kutschera 1967 und Mates
1978 genannt. Zur Position Wittgensteins s. Wittgenstein 1966, Wittgenstein 1984, Wittgenstein
1996, Ramsey 1966 und Waismann 1973.



Abgeleitete Feststellungen in der Art von Theoremen sind durch eine eingeklammerte

fortlaufende Nummer iiber dem betreffenden Absatz ausgewiesen (numerierte Sitze).

In den meisten Fillen befindet sich bei einem numerierten Satz unter der Uberschrift
'‘Beweis' ein nach einem bestimmten Muster strukturierter Beweis fiir den Satz (Beweise
mit Absatzzdhlung). Die zentralen Gliederungseinheiten eines solchen Beweises sind
Absitze, welche mit Nummern in arabischen Ziffern durchgezihlt sind. Den einzelnen
Absitzen sind auflerdem Zahlen in kleinen romischen Ziffern beigegeben. (IThren Zweck

werden wir sogleich erldutern.)

Es ist auBerdem moglich, daB3 ein Textabschnitt, der einen oder mehrere numerierte Sitze
einschlieft, eventuell zusammen mit einem Beweis mit Absatzzihlung, einen Beweis fiir
einen numerierten Satz darstellt. In diesem Fall wird der intendierte Satz meist

angekiindigt. (z. B.: '= Satz 32")

Beweise mit Absatzzdhlung konnen grundsitzlich iibersprungen werden, ohne daf} das

Verstéindnis des iibrigen beeintrichtigt wird.

In bestimmten Fillen ist neben der Nummer eines numerierten Satzes das Zeichen >' oder
" vermerkt. (gekennzeichnete numerierte Sétze).
Unter einer Serie von gekennzeichneten numerierten Sitzen verstehen wir eine Abfolge
von gekennzeichneten numerierten Sitzen, fiir die gilt:
1) Der letzte numerierte Satz vor dem ersten Satz der Abfolge ist nicht
gekennzeichnet.
2) Zwischen den einzelnen Sitzen der Abfolge befinden sich keine nicht
gekennzeichneten numerierten Sitze.
3) Der erste numerierte Satz nach dem letzen Satz der Abfolge ist nicht
gekennzeichnet.
Gegeben sei eine Serie von gekennzeichneten numerierten Séatzen. Wir setzen voraus, daf3
alle Beweise mit Absatzzihlung innerhalb der Serie tibersprungen werden, ebenso ein
eventuell vorhandener Beweis mit Absatzzihlung fiir den ersten numerierten Satz, der auf
die Serie folgt. Dann konnen auch alle mit >' gekennzeichneten Sitze der Serie

iibersprungen werden, ohne daf} das Verstindnis des iibrigen beeintrichtigt wird.

Es ist auBerdem moglich, das Kapitel 'Ul-L1-Aquivalenz' weitgehend zu iiberspringen,
sofern die Sitze 113 und 123 zur Kenntnis genommen werden. Ahnliches gilt fiir das

Kapitel 'L1-L3-Aquivalenz'. Hier sind die Sitze 135 und 136 zu beachten.



Hinweise zu Beweisen mit Absatzzdhlung:

Die zentralen Gliederungseinheiten dieser Beweise sind Absitze, welche mit Nummern in
arabischen Ziffern durchgezihlt sind. Auerdem ist jedem Absatz noch eine Zahl in
kleinen romischen Ziffern beigegeben (Strukturierungszahlen).
Als allgemeine Regel gilt: Ein Absatz A[u] eines Beweises steht innerhalb des Beweises so
lange zur Verfiigung, bis sich eine der folgenden Situationen ergibt:
1) Es erscheint ein Absatz, der eine niedrigere Strukturierungszahl hat als A[u].
Dann ist A[u] von diesem Absatz an bis zum Ende des Beweises nicht mehr
verfiigbar.
2) Nach einem Absatz, der dieselbe Strukturierungszahl hat wie A[u], erscheint
das Zeichen '~'. Dann ist A[u] von dem folgenden Absatz an bis zum Ende des
Beweises nicht mehr verfiigbar.
Selbstverstandlich ist es moglich, dal ein Beweisabschnitt, dessen Absitze fiir einen
bestimmten Absatz nicht verfiigbar sind, als Ganzes fiir die Begriindung dieses Absatzes

herangezogen wird.

Die Strukturierungszahl wird in den folgenden Fillen angehoben:
1) wenn die Bedingung eines zu beweisenden Konditionals angenommen wird
2) bei einer Fallunterscheidung
3) wenn fiir eine reductio ad absurdum das Gegenteil des zu Beweisenden
angenommen wird
4) wenn fiir den Beweis einer allgemeinen Aussage iiber Gegenstidnde einer

bestimmten Art ein beliebiger Gegenstand dieser Art angenommen wird.

Es wird sich des o6fteren die folgende Situation ergeben:

1) Die Existenz und Einzigkeit eines Gegenstands einer bestimmten Art oder die
Existenz mindestens eines Gegenstands einer bestimmten Art sind gesichert.

2) Wir versehen den bewufiten Gegenstand mit einer Gebrauchsbezeichnung bzw.
greifen einen beliebigen Gegenstand der bewuBten Art heraus und versehen ihn
mit einer Gebrauchsbezeichnung.

Beispiele:

(o)

Es gibt genau eine Zahl, sodaB} diese grofer als 200 und eine Primzahl ist, und alle Zahlen,
die gréBer als 200 und zugleich Primzahlen sind, mit dieser Zahl identisch sind oder gréBer

sind als sie.



Diese Zahl sei a.

®

Es gibt mindestens eine Primzahl, die groBer ist als 200.

Eine solche sei b.

Die zusitzliche Vorgabe ist so zu interpretieren, dal} sie der Existenzbehauptung inhaltlich
nichts hinzufiigt. Die eingefiihrte Bezeichnung ist dementsprechend zu handhaben.

Wir heben in solchen Fillen die Strukturierungszahl fiir die zusétzliche Vorgabe nicht an.

Allgemeine Hinweise zu sprachlichen Konventionen:

(verbindlich nur im Bereich der technischen Rede)

In zwei verschiedene, gleich definierte Variablen kann gleich oder verschieden eingesetzt
werden. Die Verwendung des Plurals hebt in solchen Fillen die Moglichkeit gleicher
Einsetzung nicht auf.

Beispiel:

X, y seien Zahlen > 3.'

Es ist moglich, in x und y verschiedene Zahlen einzusetzen, oder auch dieselbe Zahl.

Kommt in einer Zeichenkombination K, eine Zeichenkombination K, vor, so heif3t

derjenige Teil von K, der K, enthilt, ein Vorkommnis von K, in K.

Stellen wir in einem Text, der unter Anfiithrungszeichen steht, Vorkommnisse einer
Variablen kursiv, so wird nicht das Zeichen der Variablen zitiert, zumindest nicht
unmittelbar. Es ist entweder eine beliebige, gleich definierte Variable gemeint oder
diejenige Zeichenkombination, deren Vorkommnisse die Vorkommnisse der Variablen im
Einsetzungsfall ersetzen. (Dies gilt nicht nur fiir Variablen, sondern auch fiir funktional

vergleichbare Ausdriicke.)
Mit 'Menge' meinen wir immer eine nichtleere Menge.

Unter einer Reihe verstehen wir eine Aufzihlung von Gegenstinden, bei der es erstens auf
die Reihenfolge ankommt, und in der zweitens ein Gegenstand auch mehrmals aufscheinen

kann. Ein Gegenstand, der an u-ter Stelle angefiihrt wird, heift das u-te Glied der Reihe.

Ein Ausdruck der Form 'ay, ..., a,, bezeichnet eine endliche Reihe. Wenn im Einzelfall sich
nicht anderes aus dem Kontext ergibt, oder festgelegt wird, dann soll gelten: n=>1. Die

Reihe hat also mindestens ein Glied.



10

Wir werden auBerdem Typen von Ausdriicken dhnlicher Art einfiihren. Fiir sie soll

Vergleichbares gelten.

Zur Erlduterung des allgemeinen Gebrauchs solcher Typen von Audriicken die folgenden
Beispiele: (Es ergibt in jeder Zeile der linke Ausdruck fiir n=1 bzw n=2 das in der Mitte
Stehende und fiir n=5 das rechts Stehende.)

ap, ..., a, a ay, ay, a3, Ay, as
W(...W(ay, ap), ..., a,) (n=2) W(a,, an) WWWW(ay, ay), a3), a4), as)
(QiA..APn) ¢ (PINPLAP3AINGs)
(PIAAQAD,,) (n22) (P1AP21P3) (PIAPAP;APIAPsAPG)

(@A AQP)AP1) (n22) (@1AP)NP3) (PINPAPAPAP5)APe)

Das Wort 'oder' hat von sich aus nichtausschlieBende Bedeutung. Eine AusschlieBung kann

sich aber aus dem Kontext ergeben.

Der Gebrauch von Wendungen der Form 'alle B', 'jedes B' ist moglich, ohne daf die
Existenz mindestens eines B gesichert ist. Auch impliziert eine Behauptung iiber alle B
oder jedes B nicht die Existenz mindestens eines B.

Ein Satz der Form

'‘Alle B sind F.' bzw.

Jedes B ist F.'

kann umschrieben werden mit:

'Wenn etwas ein B ist, dann ist es F.'

Er ist, im Fall, daB es kein B gibt, wahr. Also folgt aus ihm nicht, dal} es etwas gibt, das F
ist.

Beispiel:

'Alle Zahlen, die groBer als 20 und kleiner als 30 und ein Vielfaches von 17 sind, sind
durch 17 teilbar.' bedeutet:

Nimm eine beliebige Zahl x. Wenn x groBer als 20 und kleiner als 30 und ein Vielfaches
von 17 ist, dann ist x durch 17 teilbar.

Dies ist wahr.

Wendungen mit dem bestimmten Artikel der Form 'das B' (singulédre Kennzeichnungen)
werden im allgemeinen nur dann verwendet, wenn Existenz und Einzigkeit des
beschriebenen Gegenstands gesichert sind. Sie werden nicht mit dem Satz, in welchem die

singulidre Kennzeichnung vorkommt, angenommen oder behauptet.
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Die Negation eines Satzes der Form

‘Das B ist F.'

ist:

‘Das B ist nicht F.'

Wir weichen von der oben formulierten Regel nur dann ab, wenn der Gebrauch eindeutig

und die Verwendung der Kennzeichnung unproblematisch ist.

Ist die Sicherung der Existenz mindestens eines Gegenstands einer bestimmten Art trivial,
so kann es sein, daB3 wir entsprechende Hinweise fortlassen, auch dann, wenn die
Sicherung wichtig ist. In sensiblen Fillen weist der Vermerk '[e.]' (- hier zitieren wir das
kursive 'e' —) darauf hin, daf} die Existenz mindestens eines Gegenstands der beschriebenen

Art gewihrleistet ist.
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KAPITEL 1

DIE ZEICHEN VON N

Bei der Behandlung kiinstlicher Sprachen sind zwei Unterscheidungen von grundlegender
Bedeutung: erstens die Abgrenzung von Objekt- und Metasprache und zweitens die

Bereichsaufteilung in Syntax und Semantik.

Ist eine kiinstliche Sprache selbst Gegenstand der Betrachtung, so ist sie die
Objektsprache, wihrend die Sprache, mit der auf sie Bezug genommen wird, die

Metasprache ist. Objekt- und Metasprache sind streng voneinander zu trennen.

Die Syntax ist die Lehre von den Zeichen einer Sprache. Die Syntax behandelt die Sprache

ausschlieflich auf der Zeichenebene.

Die Semantik befal3t sich mit den Zuordnungen zu den Zeichen bzw. mit
Zusammenhingen, die sich aus diesen Zuordnungen ergeben. Im engeren Sinne versteht

man unter Semantik die Lehre von den Bedeutungen der Zeichen.

Das gegenstiindliche Kapitel ist der Syntax von N gewidmet.

Die Zeichen von N bestehen aus waagrechten und senkrechten, firbigen Balken, welche in

Reihen und Kolonnen zu voll besetzten Vierecken angeordnet sind.

Die Balken kdnnen z. B. von bunten Dominosteinen représentiert werden. Besser geeignet
sind quadratische Spielsteine mit entsprechend adaptierter Oberflidche, da sie bei beliebiger

Ausrichtung aneinander geschoben und blockweise bewegt werden kdnnen.
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1.1 BALKENANORDNUNGEN

Jedes materielle Objekt, das als physisches Zeichen von N gelten kann, hat die Gestalt

einer Balkenanordnung, kurz Anordnung (Ao).

In Bezug auf Balkenanordnungen vereinbaren wir das folgende:

1) Balkenfarben sind die Farben Blau, Griin, Rot, Gelb, gegebenenfalls weitere

Farben.

Die Anzahl der Balkenfarben ist endlich und >4, dariiber hinaus beliebig.

Die Balkenfarben sind in eine Reihe geordnet, die mit den Farben Blau, Griin,
Rot, Gelb beginnt.

2) Balkenausrichtungen sind die Ausrichtung Waagrecht und die Ausrichtung
Senkrecht.

3) Gegeben sei eine freistehende Gestalt, die aus endlich vielen Balken besteht.
Die Balken sollen in Reihen und Kolonnen zu einem voll besetzten Viereck
angeordnet sein. (Eine Reihe bzw. Kolonne von Balken kann aus nur einem
Balken bestehen.)

Jeder Balken soll eine Farbe haben, die eine Balkenfarbe ist.

Jeder Balken soll entweder waagrecht oder senkrecht ausgerichtet sein.
(Farbe und Ausrichtung eines Balkens sind unabhéngig von Farbe und
Ausrichtung der iibrigen Balken.)

Eine solche Gestalt ist eine Ao.

4) Nichts sonst ist eine Ao.
Beispiel fiir eine Ao, s. Abb. 1.

Im vorliegenden Zusammenhang verstehen wir unter einer 'Reihe' bzw. 'Kolonne' immer
eine bestimmte ganze Reihe bzw. Kolonne von Balken einer bestimmten Ao.

Eine bestimmte Reihe bzw. Kolonne einer Ao wird durch ihre Lage innerhalb der Ao
identifiziert. Die Lage innerhalb der Ao ist ihr wesentlich.

Ebenso verstehen wir unter einem 'Balken' immer einen bestimmten Balken einer
bestimmten Ao.

Ein bestimmter Balken einer Ao wird durch seine Lage innerhalb der Ao identifiziert. Die

Lage innerhalb der Ao ist ihm wesentlich.



14

Eine Ao mit nur einem Balken nennen wir punktformig, mit mindestens zwei Balken und
nur einer Reihe waagrecht linear, mit mindestens zwei Balken und nur einer Kolonne

senkrecht linear, mit mindestens zwei Reihen und mindestens zwei Kolonnen fldchig.

Fiir nicht niher bestimmte Aon verwenden wir die Buchstaben: 'a', 'd’, 'e', 'f', 'g'; 'a,', d;'

usw.

Die Reihen einer Ao zdhlen wir von oben nach unten, die Kolonnen von links nach rechts.
Die Balken innerhalb einer Reihe zidhlen wir von links nach rechts, die Balken innerhalb

einer Kolonne von oben nach unten.

a sei eine Ao mit n Reihen und m Kolonnen. Fiir die Reihen von a schreiben wir: 'rl1(a)', ...,
'tn(a)', fiir die Kolonnen von a: 'cl(a)), ..., 'cm(a)".

Fiir einen Balken von a, der zugleich der u-ten Reihe (u<n) und der v-ten Kolonne (v<m)
angehort, schreiben wir 'bu:v'.

(Der Hinweis auf die Ao kann entfallen, wenn sich der Bezug aus dem Zusammenhang

ergibt. Dies gilt auch bei vergleichbaren Konventionen.)

Unter einem Anordnungsteil (AoT) einer Ao a verstehen wir einerseits den
flaichendeckenden Teil, andererseits jeden zusammenhingenden kleineren Teil von a, der
in isolierter Position selbst eine Ao wiire.

Ein bestimmter AoT einer bestimmten Ao wird durch seine Dimensionierung und seine
Lage innerhalb der Ao identifiziert. Seine Dimensionierung und seine Lage innerhalb der

Ao sind ithm wesentlich.
Der flichendeckende AoT einer Ao ist mit ihr identisch.
Fiir nicht niher bestimmte AoTe einer Ao a schreiben wir 'd(a)', 'e(a)' usw.

Einen AoT d(a) einer Ao a, durch den nur eine Reihe und nur eine Kolonne von a
hindurchgeht, nennen wir punktférmig, gehen nur eine Reihe und mindestens zwei
Kolonnen hindurch, nennen wir ihn waagrecht linear, nur eine Kolonne und mindestens
zwel Reihen, senkrecht linear, mindestens zwei Reihen und mindestens zwei Kolonnen,

flachig.

a sei eine Ao. ru, ..., r(u+v) sei eine zusammenhingende Abfolge von Reihen von a und
cwW, ..., c(w+x) eine zusammenhédngende Abfolge von Kolonnen von a. d(a) sei derjenige
AoT von a, durch den genau die Reihen ru, ..., r(u+v) und genau die Kolonnen cw, ...,

c¢(w+x) hindurchgehen. Dann schreiben wir fiir d(a): 'AoTu-(u+v):w-(w+x)(a)'.
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d(a) und e(a) seien AoTe einer Ao a. d(a) heilit in e(a) als kleinerer AoT enthalten, genau
dann, wenn jeder Balken von a, der in d(a) enthalten ist, auch in e(a) enthalten ist, und

mindestens ein Balken von a nicht in d(a), wohl aber in e(a) enthalten ist.

Ein Balkentyp ist ein Paar, dessen erstes Glied eine Farbe aus der Reihe der Balkenfarben,

und dessen zweites Glied eine der beiden Balkenausrichtungen ist.

Zwei Balkentypen T, und T, heilen (zueinander) invers, genau dann, wenn sie dieselbe

Balkenfarbe, aber verschiedene Balkenausrichtungen enthalten.

Eine Menge o von Balkentypen heifit homogen, genau dann, wenn es keine Balkenfarbe
gibt, sodaB} o beide Typen dieser Farbe als Elemente enthélt. Im anderen Fall heif3t sie

inhomogen.

Zwei Mengen o und B von Balkentypen heien (miteinander) invers verschrinkt, genau
dann, wenn es mindestens eine Balkenfarbe gibt, sodal3 die eine der Mengen den einen

Typ, und die andere Menge den anderen Typ dieser Farbe enthilt.

Zwei Mengen o und B von Balkentypen heilen (zueinander) invers, genau dann, wenn wir

aus a B erhalten, wenn wir jedes Element von o durch den inversen Typ ersetzen.

Ein Balken d(a) einer Ao a hat den Balkentyp T, genau dann, wenn d(a) sowohl die in T

enthaltene Farbe, als auch die in T enthaltene Ausrichtung hat.

Eine Ao aund eine Ao d sind identisch bzw. dieselbe Ao, genau dann, wenn a und d
dieselbe Anzahl von Reihen und dieselbe Anzahl von Kolonnen aufweisen, und jeder
Balken von a hinsichtlich des Balkentyps iibereinstimmt mit demjenigen Balken von d, der

ihm in Bezug auf die Lage innerhalb der Ao entspricht.

Ein AoT d(a) einer Ao a und eine Ao e heiflen anordnungsidentisch, genau dann, wenn
d(a) in isolierter Position die Ao e wiire.

Ein AoT d(a) einer Ao a und ein AoT f(e) einer Ao e sind anordnungsidentisch, genau
dann, wenn es eine Ao g gibt, sodal3 sowohl d(a) als auch f(e) anordnungsidentisch sind

mit g.

Ein Reihen/Kolonnen-Typ (RC-Typ) ist eine (nichtleere) Menge von Balkentypen.
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Eine Reihe oder Kolonne d(a) einer Ao a hat den RC-Typ T, genau dann, wenn es zu
jedem Balkentyp, der Element von T ist, in d(a) mindestens einen Balken dieses Typs gibt,

und wenn kein Balken von d(a) einen Balkentyp hat, der nicht Element von T ist.

Wir nennen der Einfachheit halber einen Balkentyp, der ein Element des RC-Typs einer

Reihe oder Kolonne d(a) einer Ao a ist, auch einen Balkentyp von d(a) usw.

Zwei Balken d(a) und e(a) einer Ao a heiflen (zueinander) invers, genau dann, wenn sie

inverse Balkentypen haben.

Eine Reihe bzw. Kolonne einer Ao a heifit homogen, genau dann, wenn sie einen

homogenen RC-Typ hat. Andernfalls heif3t sie inhomogen.

Eine Ao heifit homogen, genau dann, wenn sie mindestens eine homogene Reihe und

mindestens eine homogene Kolonne hat.
Eine Ao heifit waagrecht inhomogen, genau dann, wenn sie keine homogene Reihe hat.
Eine Ao heifit senkrecht inhomogen, genau dann, wenn sie keine homogene Kolonne hat.

o sei eine Menge von Reihen oder eine Menge von Kolonnen einer Ao a. Unter einer
Balkentypenauswabhl fiir o verstehen wir eine Menge von Balkentypen, die genau dadurch
erhalten werden kann, daf} wir aus jeder Reihe bzw. Kolonne, die ein Element von « ist,
genau einen Balkentyp auswihlen, der in dieser Reihe bzw. Kolonne vorkommt, wobei fiir

mehrere Reihen bzw. Kolonnen derselbe Typ gewihlt werden darf.

Eine Reihenauswahl einer Ao a ist eine Balkentypenauswahl fiir die Menge aller Reihen

von a.

Eine Kolonnenauswahl einer Ao a ist eine Balkentypenauswahl fiir die Menge aller

Kolonnen von a.

Eine Ao a hei3t syntaktisch orthogonal gebunden, genau dann, wenn jede homogene
Reihenauswahl von a mit jeder homogenen Kolonnenauswahl von a mindestens ein

Element gemeinsam hat.



1.2 WOHLGEFORMTE ANORDNUNGEN

1.2.1 Die allgemeine Formregel von N

Wir greifen nun mithilfe einer allgemeinen Formregel aus der Gesamtheit aller

Anordnungen bestimmte heraus, die wir wohlgeformte Anordnungen (wAon) nennen.
Jedes materielle Objekt, das die Gestalt einer wohlgeformten Anordnung hat, soll als

physisches Zeichen von N geeignet sein. Nichts sonst ist ein physisches Zeichen von N.

Allgemeine Formregel von N (N-FR):

Eine Ao aist eine wAo, genau dann, wenn a syntaktisch orthogonal gebunden ist.

Nichts sonst ist eine wAo.
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Bei jeder Ao ldBt sich mechanisch in einer endlichen Anzahl von Schritten entscheiden, ob

sie eine WAO ist.

Beispiel fiir eine Ao, die keine wAo ist, s. Abb. 2.
Beispiele fiir wAon, s. Abb. 3-13. (Ebenso Abb. 1.)

@)

Jede nicht flichige Ao ist eine wAo.

Beweis:

i

i

1i

1i

1i

1i

ii

ii

1y
2)

3)

4)

5)

6)

7)
8)

a sei eine nicht flachige Ao.

Dann liegt mindestens einer der folgenden Fille vor.

Fall A:

a hat genau eine Reihe.

Dann hat jede Kolonne von a nur einen Balken.

Also gibt es nur eine Kolonnenauswahl von a und diese enthilt jeden
Balkentyp, der in a vorkommt, als Element.

Also hat jede homogene Reihenauswahl von a mit jeder homogenen
Kolonnenauswahl von a mindestens ein Element gemeinsam.

Fall B:

a hat genau eine Kolonne.

Dann hat jede Reihe von a nur einen Balken.
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1i 9) Also gibt es nur eine Reihenauswahl von a und diese enthilt jeden Balkentyp,
der in a vorkommt, als Element.

1 10) Also hat jede homogene Reihenauswahl von a mit jeder homogenen
Kolonnenauswahl von a mindestens ein Element gemeinsam.

1 11) Also hat jede homogene Reihenauswahl von a mit jeder homogenen
Kolonnenauswahl von a mindestens ein Element gemeinsam.

1 12) Also ist a eine wAo.

1.2.2 Die Operationen D, W, S, K, E, T, G

Eine punktférmige Ao mit einem waagrechten Balken heilit eine Ausgangsanordnung.
Fiir die Ausgangsanordnung der Farbe Blau schreiben wir 'blau’, der Farbe Griin 'griin’'

usw. (bei Mehrdeutigkeit: ":blau' ":griin' usw.)

Wir werden nun einige auf wAon anwendbare Operationen definieren, fiir welche, wie wir
spéter beweisen werden, das folgende gilt:
1) Jeder zuldssige Anwendungsschritt einer der Operationen auf eine bzw. zwei
bzw. mehrere wAon ergibt eine Ao, die wiederum eine wAo ist.
2) Die Operationen zusammen reichen aus, um jede beliebige wAo, die keine
Ausgangsanordnung ist, schrittweise aus Ausgangsanordnungen zu erzeugen.
Bei der Definition der Operationen sind gewisse Anforderungen beriicksichtigt, die sich

aus der Anwendung von N ergeben.

1.2.2.1 Definitionen

Drehung (D)

a sei eine wAo. d sei diejenige Ao, die aus a entsteht, wenn a um 90° gegen den
Uhrzeigersinn gedreht wird.

Dann nennen wir d das Ergebnis eines Anwendungsschrittes der Operation der Drehung
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auf a und schreiben fiir d auch 'D(a)'.

Wir werden beweisen, dal} gilt: a sei eine wAo. Dann ist auch D(a) eine wAo.

Beispiel:
a sei die wAo in Abb. 3. Dann zeigt Abb. 5 D(a).

Waagrechte Verkniipfung (W)

a, d seien wAon. n sei die Anzahl der Reihen von a, m die Anzahl der Reihen von d. u sei
die Anzahl der Kolonnen von a, v die Anzahl der Kolonnen von d. e sei diejenige Ao, die
aus a und d erzeugt werden kann, wie folgt:

Zu jedem Paar, bestehend aus einer Reihe von a und einer Reihe von d, wird eine Reihe
einer neuen Ao mit (n-m) Reihen und (u+v) Kolonnen hergestellt, und zwar so, daf} der
AO0T, der die ersten u Balken der Reihe der neuen Ao umfaft, anordnungsidentisch ist mit
der Reihe von a, und der AoT, der die restlichen v Balken der Reihe der neuen Ao umfaft,
anordnungsidentisch ist mit der Reihe von d.

Fiir alle x(x<n) und alle y(y<m), gilt: zu demjenigen Paar, das aus der x-ten Reihe von a
und der y-ten Reihe von d besteht, wird die (((x-1)-m)+y)-te Reihe der neuen Ao
hergestellt.

Dann nennen wir e das Ergebnis eines Anwendungsschrittes der Operation der
waagrechten Verkniipfung auf a und d und schreiben fiir e auch 'W(a, d)".

Wir werden beweisen, dal} gilt: a, d seien wAon. Dann ist auch W(a, d) eine wAo.

Beispiel:
a sei die wAo in Abb. 3, d die wAo in Abb. 4. Dann zeigt Abb. 6 W(a, d).

Senkrechte Verkniipfung (S)

a, d seien wAon. n sei die Anzahl der Reihen von a, m die Anzahl der Reihen von d. u sei
die Anzahl der Kolonnen von a, v die Anzahl der Kolonnen von d. e sei diejenige
Anordnung, die aus a und d erzeugt weden kann, wie folgt:

Zu jedem Paar, bestehend aus einer Kolonne von a und einer Kolonne von d wird eine
Kolonne einer neuen Ao mit (n+m) Reihen und (u-v) Kolonnen hergestellt, und zwar so,
daf3 der AoT, der die ersten n Balken der Kolonne der neuen Ao umfaft,
anordnungsidentisch ist mit der Kolonne von a und der AoT, der die restlichen Balken der

Kolonne der neuen Ao umfaft, anordnungsidentisch ist mit der Kolonne von d.
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Fiir alle x(x<u) und alle y(y<v) gilt: zu demjenigen Paar, das aus der x-ten Kolonne von a
und der y-ten Kolonne von d besteht, wird die (((x-1)-v)+y)-te Kolonne der neuen Ao
hergestellt.

Dann nennen wir e das Ergebnis eines Anwendungsschrittes der Operation der senkrechten
Verkniipfung auf a und d und schreiben fiir e auch 'S(a, d)'.

Wir werden beweisen, daB gilt: a, d seien wAon. Dann ist auch S(a, d) eine wAo.

Beispiel:

a sei die wAo in Abb. 3, d die wAo in Abb. 4. Dann zeigt Abb. 7 S(a, d).

Ein konkreter Ausrdruck fiir diese wAo ist z. B.: 'S(S(W(blau, griin), D(rot)), W(gelb,
S(griin, rot)))".

a sei eine wAo und d eine Ao. Wir nennen d gebunden an a, genau dann, wenn zugleich

gilt:
1) Jede homogene Reihe von a hat mit jeder homogenen Reihenauswahl von d
mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
2) Jede homogene Kolonne von a hat mit jeder homogenen Kolonnenauswahl von
d mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
Kiirzung (K)

a sei eine wAo. d;(a), ..., d,(a) seien AoTe von a, sodaB jeder dieser AoTe entweder eine
Reihe oder eine Kolonne von a ist. Mindestens eine Reihe und mindestens eine Kolonne
von a sollen nicht zu d,(a), ..., d,(a) gehoren. e sei diejenige Ao, die aus a entsteht, wenn
aus a genau die AoTe d,(a), ..., d,(a) fortgenommen werden. e soll an a gebunden sein. Das
ist genau dann der Fall, wenn gilt:
1) Jede homogene Reihe aus d;(a), ..., d,(a), hat mit jeder homogenen
Reihenauswahl von e mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
2) Jede homogene Kolonne aus d;(a), ..., d,(a) hat mit jeder homogenen
Kolonnenauswahl von e mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
Dann nennen wir e das Ergebnis eines Anwendungsschrittes der Operation der Kiirzung
auf a und d,(a), ..., d,(a) und schreiben fiir e auch 'K(a, d,, ..., d,)'.
Wir werden beweisen, dal gilt: a sei eine wAo. d(a), ..., dy(a) seien AoTe von a. Es soll

eine Ao K(a, d, ..., d,) geben. Dann ist auch K(a, d,, ...d,) eine wAo.
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Beispiele:
a sei die wAo in Abb. 8. Dann zeigt Abb. 9 K(a, r1, 12, r4, cl).
a sei die wAo in Abb. 8. Dann zeigt Abb. 10 K(a, r2, r3).

a sei die wAo in Abb. 10. Dann zeigt Abb. 9 K(a, 2, c1).

Es gilt:

2)
a sei eine punktférmige wAo, die keine Ausgangsanordnung ist. d sei die

Ausgangsanordnung in der Farbe von a. Dann ist a D(d).

3
D und W reichen zusammen aus, um jede waagrecht lineare wAo schrittweise aus

Ausgangsanordnungen herzustellen.

Beweis:

i 1) asei eine waagrecht lineare wAo mit n Kolonnen.

1 2) d, ..., d, sei die Reihe der anordnungsidentischen Aon zu bl:1, ..., bl:n, den
Balken der einzigen Reihe von a.

1 3) Jede Ao aus d, ..., d, ist entweder eine Ausgangsanordnung oder kann mithilfe
von D aus einer solchen hergestellt werden.

i 4) Und a ist das Ergebnis der schrittweisen Verkniipfung von dy, ..., d, durch W. a
ist also die wAo W(...W(d,, d,), ..., dp).

i 5) Also reichen D und W zusammen aus, um a schrittweise aus
Ausgangsanordnungen herzustellen.

“4)

D und S reichen zusammen aus, um jede senkrecht lineare wAo schrittweise aus

Ausgangsanordnungen herzustellen.

Beweis:

1 1) asei eine senkrecht lineare wAo mit n Reihen.

i 2) di, ..., d, sei die Reihe der anordnungsidenischen Aon zu bl:1, ..., bn:1, den
Balken der einzigen Kolonne von a.

1 3) Jede Ao aus d, ..., d, ist entweder eine Ausgangsanordnung oder kann mithilfe

von D aus einer solchen hergestellt werden.



22

1 4) Und a ist das Ergebnis der schrittweisen Verkniipfung von d,, ..., d, durch S. a
ist also die wAo S(...S(d;, dy), ..., dy).
i 5) Also reichen D und S zusammen aus, um a schrittweise aus

Ausgangsanordnungen herzustellen.

&)
a sei eine Ao, d(a) eine Reihe oder eine Kolonne von a und f die anordnungsidentische Ao
zu d(a). Dann ist f eine wAo, und wenn f keine Ausgangsanordnung ist, so reichen D, W

und S zusammen aus, um f schrittweise aus Ausgangsanordnungen herzustellen.

Erweiterung (E)

a sei eine wAo und d eine Ao. Wenn a punktformig ist, sei d fldchig. e;(d), ..., e,(d) seien
AoTe von d, sodaB jeder dieser AoTe entweder eine Reihe oder eine Kolonne von d ist.
(Die Reihen sind vor den Kolonnen angefiihrt, Reihen und Kolonnen jeweils nach
steigenden Indizes geordnet.) Die Reihen aus e(d), ..., e,(d) sollen eine
zusammenhingende Abfolge am unteren Rand von d darstellen, die Kolonnen eine
zusammenhingende Abfolge am rechten Rand von d. fy, ..., f,, sei die Reihe der
anordnungsidentischen wAon zu e(d), ..., e,(d). Wenn aus d genau die AoTe e(d), ...,
en(d) fortgenommen werden, soll die wAo a entstehen. d soll an a gebunden sein.

Dann nennen wir d das Ergebnis eines Anwendungsschrittes der Operation der

Erweiterung auf a und f, ..., f, und schreiben fiir d auch 'E(a, f, ..., f,)".

Wir werden beweisen, dal} gilt: a, fi, ..., f, seien wAon. Es soll eine Ao E(a, fi, ..., f,,)
geben. Dann ist auch E(a, fi, ..., f,) eine wAo.
Beispiel:

a sei die wAo in Abb. 10, f die wAo W(gelb, gelb).Dann zeigt Abb. 11 E(a, f).

Typentausch (T)

a sei eine wAo, und d,(a), ..., d,(a) seien Balken von a. ey, ..., €, seien punktférmige wAon.
f sei diejenige Ao, die aus a entsteht, wenn die Typen der Balken d,(a), ..., d,(a) durch die
Typen der Balken in ey, ..., e, ausgetauscht werden. f sei an a gebunden. Das ist genau dann

der Fall, wenn gilt:
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1) Jede homogene Reihe von a, die mindestens einen der Balken aus d,(a), ...,
d,(a) enthilt, hat mit jeder homogenen Reihenauswahl von f mindestens einen
Balkentyp gemeinsam.
2) Jede homogene Kolonne von a, die mindestens einen der Balken aus d,(a), ...,
d,(a) enthilt, hat mit jeder homogenen Kolonnenauswahl von f mindestens
einen Balkentyp gemeinsam.
Dann nennen wir f das Ergebnis eines Anwendungsschrittes der Operation des
Typentausches auf a, d(a), ..., d,(a), ey, ..., €, und schreiben fiir f auch "T(a, d/e;, ...,
d,le,)'.
Wir werden beweisen, dal} gilt: a sei eine wAo. d;(a), ..., d,(a) seien Balken von a. ey, ..., €,
seien punktformige wAon. Es soll eine Ao T(a, d,/ey, ..., d,/e,) geben. Dann ist auch T(a,

di/ey, ..., d/e,) eine wAo.

Beispiel:
a sei die wAo in Abb. 10, e die wAo :gelb. Dann zeigt Abb. 12 T(a, bl:1/e, b2:2/e).

Diagonale Verkniipfung (G)

a, d seien wAon. n sei die Anzahl der Reihen von a, m die Anzahl der Reihen von d. u sei
die Anzahl der Kolonnen von a, v die Anzahl der Kolonnen von d. e sei diejenige Ao, die
aus W(a, d) und W(D(a), D(d)) erzeugt werden kann wie folgt:

Wir gehen vor wie bei der senkrechten Verkniipfung von W(a, d) und W(D(a), D(d)), nur
mit dem folgenden Unterschied: Wir verzichten darauf, die ersten u Kolonnen von W(a, d)
(das sind die auf a zuriickgehenden) mit den ersten n Kolonnen von W(D(a), D(d)) (das
sind die auf D(a) zuriickgehenden) zu verbinden, und wir verzichten darauf, die letzten v
Kolonnen von W(a, d) (das sind die auf d zuriickgehenden) mit den letzen m Kolonnen
von W(D(a), D(d)) (das sind die auf D(d) zuriickgehenden) zu verbinden.

Dann nennen wir e das Ergebnis eines Anwendungsschrittes der Operation der diagonalen
Verkniipfung auf a und d und schreiben fiir e auch 'G(a, d)'

Wir werden zeigen, daf e mithilfe von K aus S(W(a, d), W(D(a), D(d)) erzeugt werden
kann.

Also gilt: a, d seien wAon. Dann ist auch G(a, d) eine wAo.

Beispiel:
a sei die wAo in Abb. 3, d die wAo in Abb. 9. Dann zeigt Abb. 13 G(a, d).
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Nichts sonst nennen wir das Ergebnis eines Anwendungsschrittes von D, W, S, K, E, T, G.
Nicht anders generieren wir Ausdriicke der eingefiihrten Notation, und nicht anders

wenden wir solche Ausdriicke an.
Wir vereinbaren allerdings folgende Ausdrucksweise:

a sei eine wAo und d eine Ao. Wir sagen, d kdnne aus a durch einen Anwendungsschritt
von K auf a erzeugt werden, genau dann, wenn es mindestens eine Reihe e,(a), ..., e,(a)

von AoTn von a gibt, sodal es eine Ao K(a, ey, ..., e,) gibt, und d die Ao K(a, ey, ..., e,) ist.

a sei eine wAo und d eine Ao. Wir sagen, d kdnne aus a durch einen Anwendungsschritt
von E auf a erzeugt werden, genau dann, wenn es eine Reihe ey, ..., €, von wAon gibt,

sodaf3 es eine Ao E(a, ey, ..., e,) gibt, und d die Ao E(a, ey, ..., €,) ist.

a sei eine wAo und d eine Ao. Wir sagen, d kdnne aus a durch einen Anwendungsschritt
von T auf a erzeugt werden, genau dann, wenn es mindestens eine Reihe e;(a), ..., e,(a) von
Balken von a und dazu eine Reihe f(a), ..., f,(a) von punktférmigen wAon gibt, sodal es

eine Ao T(a, e/fy, ..., e /f,) gibt, und d die Ao T(a, e/f}, ..., e/f,) ist.

1.2.2.2 Anwendbarkeit von K, E, T

Aus den Bestimmungen fiir K, E, T ergibt sich unter Beriicksichtigung der Erblichkeit der
Wohlgeformtheit in Bezug auf K, E, T das folgende:

©)

a sei eine wAo mit mindestens zwei Reihen und d(a) eine Reihe von a. Dann gilt: Es gibt
eine wAo K(a, d), genau dann, wenn d(a) inhomogen ist oder mit jeder homogenen
Balkentypenauswabhl fiir die Menge der iibrigen Reihen von a mindestens einen Balkentyp

gemeinsam hat.

(D

a sei eine wAo mit mindestens zwei Kolonnen und d(a) eine Kolonne von a. Dann gilt: Es
gibt eine wAo K(a, d), genau dann, wenn d(a) inhomogen ist oder mit jeder homogenen
Balkentypenauswabhl fiir die Menge der iibrigen Kolonnen von a mindestens einen

Balkentyp gemeinsam hat.
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8)

a sei eine wAo, die nicht punktférmig ist, und d eine Ao. e(d) sei die unterste Reihe von d.
Wenn e(d) aus d fortgenommen wird, soll die wAo a entstehen. f sei die
anordnungidentische wAo zu e(d). Dann gilt: d ist die wAo E(a, f), bzw. es gibt eine solche
wAo, genau dann, wenn jede homogene Kolonne von a mit jeder homogenen

Kolonnenauswahl von d mindestens einen Balkentyp gemeinsam hat.

©)

a sei eine wAo, die nicht punktférmig ist, und d eine Ao. e(d) sei die Kolonne von d rechts
auBen. Wenn e(d) aus d fortgenommen wird, soll die wAo a entstehen. f sei die
anordnungidentische wAo zu e(d). Dann gilt: d ist die wAo E(a, f), bzw. es gibt eine solche
wAo, genau dann, wenn jede homogene Reihe von a mit jeder homogenen Reihenauswahl

von d mindestens einen Balkentyp gemeinsam hat.

(10)
a sei eine wAo und d(a) ein Balken von a. e sei eine punktformige wAo. f sei diejenige Ao,
die aus a entsteht, wenn der Balkentyp von d(a) durch den Typ von e ausgetauscht wird.
Dann gilt: f ist die wAo T(a, d/e), bzw. es gibt eine solche wAo, genau dann, wenn die
folgenden Bedingungen zugleich erfiillt sind.

a) Die Reihe von a, auf der d(a) liegt, ist inhomogen oder hat mit jeder

homogenen Reihenauswahl von f mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
b) Die Kolonne von a, auf der d(a) liegt, ist inhomogen oder hat mit jeder

homogenen Kolonnenauswahl von f mindestens einen Balkentyp gemeinsam.

a, d seien Aon. e(a) sei eine homogene Reihe oder Kolonne von a. a sei eine (nichtleere)
Menge von Reihen von d oder eine (nichtleere) Menge von Kolonnen von d. Anhand des
folgenden Verfahrens kann gepriift werden, ob e(a) mit jeder homogenen
Balkentypenauswabhl fiir o mindestens einen Balkentyp gemeinsam hat.
1) Es wird der Reihe nach jedes Element von o darauthin gepriift, ob es die
Bedingung a) oder mindestens eine der Bedingungen b), c) oder d) erfiillt.
a) In der Reihe bzw. Kolonne kommen nur Balkentypen vor, die auch in
e(a) vorkommen.
b) Die Reihe bzw. Kolonne ist inhomogen.
¢) In der Reihe bzw. Kolonne kommt mindestens ein Balkentyp vor,

dessen inverser Typ in e(a) vorkommt.
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2)

d) In der Reihe bzw. Kolonne kommt mindestens ein Balkentyp vor, der
nicht in e(a) vorkommt, und dessen inverser Typ in keinem Element
von ¢ vorkommt.

Erfiillt mindestens ein Element von o die Bedingung a), dann wurde der Test
bestanden.

Jedes Element von o, das mindestens eine der Bedingungen b), ¢) oder d)
erfiillt, wird gestrichen. Sind alle Elemente von « zu streichen, dann wurde der
Test nicht bestanden.

(Es ist unmoglich, daf} ein Element von o die Bedingung a) zugleich mit einer
der Bedingungen b), ¢) oder d) erfiillt.)

Ist der Test nicht entschieden, ist fortzufahren wie folgt:

B sei die Menge der verbliebenen Elemente von o. Es wird gepriift, ob sich aus
den Balkentypen der Elemente von [, die nicht in e(a) vorkommen, eine
homogene Balkentypenauswahl fiir B herstellen 146t.

Ist dies der Fall, dann wurde der Test nicht bestanden. Im anderen Fall wurde

der Test bestanden.

Erléduterung:

f(d) sei ein Element von o, das mindestens eine der in Punkt 1 genannten Bedingungen b),

¢) oder d) erfiillt. Dann gilt:

Y

2)

Es gibt in f(d) mindestens einen Balkentyp, der in mindestens einem Element
von Q, nicht aber in e(a) vorkommt.

v sei eine homogene Menge von Balkentypen, sodaB3 jedes der Elemente von 'y
in mindestens einem Element von o, nicht aber in e(a) vorkommt. Dann enthilt
v mindestens ein Element, das in f(d) vorkommt, oder es gibt mindestens einen
Balkentyp in f(d), sodaB bei einer Erweiterung von 7y durch diesen Typ die

genannten Eigenschaften erhalten bleiben.

Daraus ergibt sich das folgende:

Wenn jedes der Elemente von o mindestens eine der in Punkt 1 genannten Bedingungen

b), ¢) oder d) erfiillt, dann 146t sich eine homogene Balkentypenauswabhl fiir o

konstruieren, mit der e(a) keinen Balkentyp gemeinsam hat.

Wenn mindestens ein Element von o keine der in Punkt 1 genannten Bedingungen b), c)

oder d) erfiillt, es aber fiir die Menge aller Elemente von o, die keine der in Punkt 1

genannten Bedingunten b), ¢) oder d) erfiillen, mindestens eine homogene

Balkentypenauswahl gibt, mit der e(a) keinen Balkentyp gemeinsam hat, so 148t sich eine
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solche, sofern sie nicht zugleich eine Auswahl fiir ot ist, so zu einer Auswahl fiir o

erweitern, daf} die relevanten Eigenschaften erhalten bleiben.

Wir werden nun einige Standardfille fiir die Anwendbarkeit von K, E und T anfiihren.

(11)

a sei eine wAo und d(a) eine inhomogene Reihe von a.

Dann gibt es eine wAo K(a, d). (SF1 fiir K, bezogen auf Reihen)

(12)
a sei eine wAo und d(a) eine inhomogene Kolonne von a.

Dann gibt es eine wAo K(a, d). (SF1 fiir K, bezogen auf Kolonnen)

(13)
a sei eine wAo und d(a) eine Reihe von a. Es soll mindestens eine Reihe e(a) von a geben,
sodal} zugleich gilt:

1) d(a)#e(a).

2) Jeder Balkentyp, der in e(a) vorkommt, kommt auch in d(a) vor.

Dann gibt es eine wAo K(a, d). (SF2 fiir K, bezogen auf Reihen)

(14)
a sei eine wAo und d(a) eine Kolonne von a. Es soll mindestens eine Kolonne e(a) von a
geben, sodal} zugleich gilt:

1) d(a)=e(a).

2) Jeder Balkentyp, der in e(a) vorkommt, kommt auch in d(a) vor.

Dann gibt es eine wAo K(a, d). (SF2 fiir K, bezogen auf Kolonnen)

15)
a sei eine wAo und d(a) eine Reihe von a. Es soll mindestens ein Paar (e(a), f(a)) von
Reihen von a geben, und mindestens ein Paar (T, T,) von Balkentypen, sodal} zugleich
gilt:

1) T; kommt in e(a), und T, in f(a) vor.

2) Weder T noch T, kommt in d(a) vor.

3) T, und T, sind zueinander invers.

4) Jeder Balkentyp, der in e(a) vorkommt, auler T, und jeder Balkentyp, der in

f(a) vorkommt, au3er T,, kommt auch in d(a) vor.

Dann gibt es eine wAo K(a, d). (SF3 fiir K, bezogen auf Reihen)
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(16)
a sei eine wAo und d(a) eine Kolonne von a. Es soll mindestens ein Paar (e(a), f(a)) von
Kolonnen von a geben, und mindestens ein Paar (T, T,) von Balkentypen, soda} zugleich
gilt:

1) T; kommt in e(a), und T, in f(a) vor.

2) Weder T noch T, kommt in d(a) vor.

3) T, und T, sind gegengleich.

4) Jeder Balkentyp, der in e(a) vorkommt, auler T, und jeder Balkentyp, der in

f(a) vorkommt, auBBer T,, kommt auch in d(a) vor.

Dann gibt es eine wAo K(a, d). (SF3 fiir K, bezogen auf Kolonnen)

17)

a sei eine wAo, die nicht punktférmig ist. Die Ao d soll aus a dadurch zu erzeugen sein,
dafl am unteren Rand jeder Kolonne von a ein Balken eines Typs hinzugefiigt wird, der in
der betreffenden Kolonne bereits vorkommt. e sei die wAo, die mit der neuen Reihe
anordnungsidentisch ist. Dann ist d die wAo E(a, e). (SF1 fiir E, bezogen auf Reihen)

Wir setzen den Fall, daf} es in a mindestens eine Reihe gibt, die mit der hinzugefiigten
anordnungsidentisch ist. Eine solche sei f(a). Dann nennen wir den Ubergang von a zu d
das Kopieren von f(a) und schreiben fiir d auch 'C(a, f)'.

Fiir eine wAo C(...C(a, f)) ..., f,) schreiben wir, wenn der Reihenindex keiner Reihe aus f,

..., Ty hoher ist als die Anzahl der Reihen von a, auch 'C(a, f3, ..., f,)"

(18)

a sei eine wAo, die nicht punktférmig ist. Die Ao d soll aus a dadurch zu erzeugen sein,
daB am rechten Rand jeder Reihe von a ein Balken eines Typs hinzugefiigt wird, der in der
betreffenden Reihe bereits vorkommt. e sei die wAo, die mit der neuen Kolonne
anordnungsidentisch ist. Dann ist d die wAo E(a, e). (SF1 fiir E, bezogen auf Kolonnen)
Wir setzen den Fall, daB es in a mindestens eine Kolonne gibt, die mit der hinzugefiigten
anordnungsidentisch ist. Eine solche sei f(a). Dann nennen wir den Ubergang von a zu d
das Kopieren von f(a) und schreiben fiir d auch 'C(a, f)".

Fiir eine wAo C(...C(a, 1) ..., f,) schreiben wir, wenn der Kolonnenindex keiner Kolonne

aus f, ..., f, hoher ist als die Anzahl der Kolonnen von a, auch 'C(a, f3, ..., f)"

(19
a sei eine fldchige wAo und d(a) ein Balken von a. T, sei ein Balkentyp, der sowohl in der

Reihe, der d(a) angehort, als auch in der Kolonne, der d(a) angehort, vorkommt. e sei die
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punktformige wAo, deren Balken den Typ T hat.
Dann gibt es eine wAo T(a, d/e). (SF1 fiir T)

(20)

a sei eine wAo0. d(a) und e(a) seien zwei nichtidentische Reihen von a. f sei die Ao, die aus
a entsteht, wenn in jeder Kolonne von a bei den Balken, die d(a) bzw e(a) angehoren, die
Typen wechselweise vertauscht werden. Dann ist f das Ergebnis eines
Anwendungsschrittes von T auf a.

Den Ubergang von a zu f nennen wir die Umstellung von d(a) und e(a) und wir schreiben

fiir f auch 'U(a, d, e)'.

2D

a sei eine wAo0. d(a) und e(a) seien zwei nichtidentische Kolonnen von a. f sei die Ao, die
aus a entsteht, wenn in jeder Reihe von a bei den Balken, die d(a) bzw e(a) angehdren, die
Typen wechselweise vertauscht werden. Dann ist f das Ergebnis eines
Anwendungsschrittes von T auf a.

Den Ubergang von a zu f nennen wir die Umstellung von d(a) und e(a) und wir schreiben

fiir f auch 'U(a, d, e)'.

(22)

a sei eine wAo. d(a) und e(a) seien Reihen von a. « sei eine (nichtleere) Menge von
Balkentypen. (T, T») sei ein Paar inverser Balkentypen, deren keiner in o enthalten ist.
Der RC-Typ von d(a) sei o, erweitert um T, der RC-Typ von e(a) o, erweitert um T».

Es soll keine Kolonne in a geben, in der zugleich der Balken von d(a) den Typ T, und der
Balken von e(a) den Typ T, enthélt. Dann kann mithilfe von T in d(a) der Typ T, bei allen
Balken dieses Typs durch einen Typ ersetzt werden, der ein Element von o ist.

Anschlieend kann mithilfe von K die Reihe, die e(a) entspricht, fortgenommen werden.

(SF1 fiir T und K, bezogen auf Reihen)

(23)

a sei eine wAo. d(a) und e(a) seien Kolonnen von a. o sei eine (nichtleere) Menge von
Balkentypen. (T, T») sei ein Paar inverser Balkentypen, deren keiner in o enthalten ist.
Der RC-Typ von d(a) sei o, erweitert um T, der RC-Typ von e(a) o, erweitert um T».

Es soll keine Reihe in a geben, in der zugleich der Balken von d(a) den Typ T, und der
Balken von e(a) den Typ T, enthélt. Dann kann mithilfe von T in d(a) der Typ T, bei allen

Balken dieses Typs durch einen Typ ersetzt werden, der ein Element von o ist.
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Anschliefend kann mithilfe von K die Kolonne, die e(a) entspricht, fortgenommen werden.

(SF1 fiir T und K, bezogen auf Kolonnen)

Fiir Ausdriicke fiir wAon soll folgende alternative Schreibweise moglich sein:

D(a) Da

W(a, d) Wad

S(a, d) Sad

K@, d;, ..., d,) Ka(d,, ..., d,)
E(a, d;, ..., d,) Ea(d,, ..., d,)

T(a, d)ley, ..., d,Je,) Ta(d/ey, ..., d,/e,)
G(a, d) Gad

C(a, dy, ..., d,) Ca(d,, ..., d,)
U(a, d;, dy) Ua(d;, dy)

Die Ausdriicke 'blau’, 'griin', 'rot', 'gelb' werden durch die Ausdriicke 'b', 'gy’, 'r', 'g,’ ersetzt.

Beim Zitieren von Balken wird der Buchstabe 'b' weggelassen.

Beispiele:

K(W(S(D(blau), griin), blau), r1) KWSDbg,(r1)
E(blau, W(blau, griin), S(blau, griin)) Eb(Wbg,, Sbg;)
T(S(blau, gelb), b1:1/gelb, b2:1/blau) TSbg,(1:1/g,, 2:1/b)
U(C(G(blau, griin), r2), c1, c2) UCGbg;(r2)(c1, c2)

1.2.2.3 Die Erblichkeit der Wohlgeformtheit in Bezug auf D, W, S, K, E, T

Wir werden nun, wie angekiindigt, die Erblichkeit der Eigenschaft der syntaktisch

orthogonalen Gebundenheit in Bezug auf D, W, S, K, E, T beweisen.

(24)
a sei eine wAo0. Dann ist auch D(a) eine wAo.
Beweis:

1 1) asei eine wAo.
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ii 2) (Aj, A) sei ein Paar, bestehend aus einer homogenen Reihenauswahl und einer
homogenen Kolonnenauswahl von D(a).

il 3) Da es zu jeder Kolonne von a in D(a) mindestens eine Reihe mit dem inversen
RC-Typ gibt, gibt es mindestens eine Kolonnenauswahl von a, deren inverse
Menge eine Teilmenge von A ist. Az sei eine solche Auswabhl.

ii 4) Da es zu jeder Reihe von a in D(a) mindestens eine Kolonne mit dem inversen
RC-Typ gibt, gibt es mindestens eine Reihenauswahl von a, deren inverse
Menge eine Teilmenge von A, ist. A4 sei eine solche Auswabhl.

il 5) Da A, und A, homogen sind, sind es auch A; und A,.

i1 6) Da aeine wAo ist, haben A4 und A; mindestens ein Element gemeinsam.
il 7) Also haben auch A, und A, mindestens ein Element gemeinsam.
i 8) Also hat jede homogene Reihenauswahl von D(a) mit jeder homogenen

Kolonnenauswahl von D(a) mindestens ein Element gemeinsam.

i 9) Also ist D(a) eine wAo.

(25)

a, d seien wAon. Dann ist auch W(a, d) eine wAo.

Beweis:

1 1) a, d seien wAon.

il 2) (Aj, A,) sei ein Paar bestehend aus einer homogenen Reihenauswahl und einer
homogenen Kolonnenauswahl von W(a, d).

il 3) Zu jeder Kolonne von a gibt es in W(a, d) mindestens eine Kolonne mit
demselben RC-Typ, und zu jeder Kolonne von d gibt es in W(a, d) mindestens
eine Kolonne mit demselben RC-Typ.

il 4) Also ist in A, mindestens eine Kolonnenauswahl von a und mindestens eine

Kolonnenauswahl von d als Teilmenge enthalten. A; sei eine solche Auswahl
von a, A4 eine solche Auswahl von d.

5) Es liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A:
iii 6) A; hat mit jeder Reihe von a mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
11l 7) Dann enthilt A; mindestens eine Reihenauswahl von a als Teilmenge. As sei

eine solche Auswahl.
11l 8) Da A, homogen ist, ist es auch A;. Da A; homogen ist, ist es auch As.
11l 9) Da aeine wAo ist, haben As und A; mindestens ein Element gemeinsam.
11l 10) Also haben auch A; und A, mindestens ein Element gemeinsam.

~ Fall B:
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1l

iv

iv

iv

iii

iii

iii
iii
iii

ii

(26)

11)

12)
13)

14)

15)
16)

17)
18)
19)
20)
21)

22)

Es gibt mindestens eine Reihe in a, sodal A; mit dieser Reihe keinen Balkentyp
gemeinsam hat. e(a) sei eine solche Reihe von a.

f(d) sei eine Reihe von d.

Es gibt in W(a, d) mindestens eine Reihe, in der nur Balkentypen aus e(a) oder
f(d) vorkommen. g(W(a, d)) sei eine solche Reihe.

Da A, keinen Balkentyp von e(a) enthilt, enthilt A; mindestens einen
Balkentyp von g(W(a, d)), der in f(d) vorkommt.

Also enthilt A aus jeder Reihe von d mindestens einen Balkentyp.

Also enthilt A; mindestens eine Reihenauswahl von d. Ag sei eine solche
Auswahl.

Da A homogen ist, ist es auch Ag. Da A, homogen ist, ist es auch Ay.

Da d eine wAo ist, haben Ag und A, mindestens ein Element gemeinsam.

Also haben auch A; und A, mindestens ein Element gemeinsam.

Also haben A; und A, mindestens ein Element gemeinsam.

Also hat jede homogene Reihenauswahl von W(a, d) mit jeder homogenen
Kolonnenauswahl von W(a, d) mindestens ein Element gemeinsam.

Also ist W(a, d) eine wAoO.

a, d seien wAon. Dann ist auch S(a, d) eine wAo.

Beweis:

i

1i

1i

1i

iii

iii

iii

1y
2)

3)

4)

5)

6)
7)

8)

a, d seien wAon.

(A1, A,) sei ein Paar bestehend aus einer homogenen Reihenauswahl und einer
homogenen Kolonnenauswahl von S(a, d).

Zu jeder Reihe von a gibt es in S(a, d) mindestens eine Reihe mit demselben
RC-Typ, und zu jeder Reihe von d gibt es in S(a, d) mindestens eine Reihe mit
demselben RC-Typ.

Also ist in A; mindestens eine Reihenauswahl von a und mindestens eine
Reihenauswahl von d als Teilmenge enthalten. Aj sei eine solche Auswahl von
a, A, eine solche Auswahl von d.

Es liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A:

A, hat mit jeder Kolonne von a mindestens einen Balkentyp gemeinsam.

Dann enthilt A, mindestens eine Kolonnenauswahl von a als Teilmenge. As sei
eine solche Auswahl.

Da A homogen ist, ist es auch A;. Da A, homogen ist, ist es auch As.
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1l

1l

iv

iv

v

iii

iii

iii
iii
iii

1i

(27)

9)
10)

11)

12)
13)

14)

15)
16)

17)
18)
19)
20)
21)

22)
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Da a eine wAo ist, haben A; und As mindestens ein Element gemeinsam.
Also haben auch A; und A, mindestens ein Element gemeinsam.

Fall B:

Es gibt mindestens eine Kolonne in a, sodall A, mit dieser Kolonne keinen
Balkentyp gemeinsam hat. e(a) sei eine solche Kolonne von a.

f(d) sei eine Kolonne von d.

Es gibt in S(a, d) mindestens eine Kolonne, in der nur Balkentypen aus e(a)
oder f(d) vorkommen. g(S(a, d)) sei eine solche Kolonne.

Da A, keinen Balkentyp von e(a) enthilt, enthilt A, mindestens einen
Balkentyp von g(W(a, d)), der in f(d) vorkommt.

Also enthilt A, aus jeder Kolonne von d mindestens einen Balkentyp.

Also enthilt A, mindestens eine Kolonnenauswahl von d. Ag sei eine solche
Auswahl.

Da A homogen ist, ist es auch A4. Da A, homogen ist, ist es auch Ag.

Da d eine wAo ist, haben A, und Ag mindestens ein Element gemeinsam.
Also haben auch A; und A, mindestens ein Element gemeinsam.

Also haben A; und A, mindestens ein Element gemeinsam.

Also hat jede homogene Reihenauswahl von S(a, d) mit jeder homogenen
Kolonnenauswahl von S(a, d) mindestens ein Element gemeinsam.

Also ist S(a, d) eine wAo.

a sei eine wAo und d eine Ao. d sei an a gebunden. Dann ist auch d eine wAo.

Beweis:

i

1i

1l

iii

1y
2)

3)

4)

a sei eine wAo und d eine Ao. d sei an a gebunden.
(A1, A,) sei ein Paar, bestehend aus einer homogenen Reihenauswahl und einer
homogenen Kolonnenauswahl von d.
Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, A, und A, hitten kein
Element gemeinsam.
Wir konstruieren eine Reihenauswahl von a, die wir A; nennen. Ajs soll
homogen sein und mit A, kein Element gemeinsam haben. [e.] Wir gehen vor,
wie folgt:

a) Besitzt a sowohl homogene als auch inhomogene Reihen, so wihlen

wir zuerst fiir alle homogenen Reihen.
b) Dad an a gebunden und A; homogen ist, hat jede homogene Reihe von

a mit A; mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
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1ii

v

v

v

v

v

v

5)
6)
7)

8)

9)
10)

11)

Fiir jede homogene Reihe von a wihlen wir einen Typ, der in A,
enthalten ist.
c¢) Fiir inhomogene Reihen von a wihlen wir wie folgt:

e(a) sei eine inhomogene Reihe von a.
Wir wihlen eine Farbe, von der in e(a) beide Balkentypen vorhanden
sind. Diese sei die Farbe F;. Da A, homogen ist, ist mindestens ein Typ
der Farbe F, nicht in A, enthalten.
Es liegt einer der folgenden Fille vor:
Fall 1:
Wir stehen am Beginn der Prozedur. Dann wéhlen wir einen Typ der
Farbe F,, der nicht in A, enthalten ist.
Fall 2:
Die Wahl fiir e(a) ist nicht der erste Schritt der Prozedur und die
bisherige Auswahl enthélt bereits einen Typ der Farbe F,. Dann fiigen
wir derselben kein Element hinzu.
Fall 3:
Die Wahl fiir e(a) ist nicht der erste Schritt der Prozedur, aber die
bisherige Auswahl enthilt noch keinen Typ der Farbe F,. Dann wihlen
wir einen Typ der Farbe F,, der nicht in A, enthalten ist.
Es ergibt sich das folgende:
Ist die Wahl fiir e(a) der erste Schritt der Prozedur, so hat die Auswahl
nach diesem die gewliinschten Eigenschaften. Ist die Wahl fiir e(a) nicht
der erste Schritt der Prozedur, so hat die Auswahl, sofern sie die
gewiinschten Eigenschaften vorher hatte, diese auch nachher noch.

Es liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A:

a hat nur homogene Reihen.

Dann ist A; eine Teilmenge von A;.

Also hat Aj; die gewiinschten Eigenschaften.

Fall B:

a hat sowohl homogene als auch inhomogene Reihen.

Dann war die Auswahl nach der Wahl fiir alle homogenen Reihen von a eine

Teilmenge von A;.

Also hatte die Auswahl nach der Wabhl fiir alle homogenen Reihen von a die

gewiinschten Eigenschaften.
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iv

iv

iv

iii

iii

12)

13)

14)

15)

16)
17)
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Also hatte die Auswahl vor der ersten Wahl fiir eine inhomogene Reihe die
gewiinschten Eigenschaften und hat sie bei jedem weiteren Schritt behalten.
Also hat A; die gewiinschten Eigenschaften.
Fall C:
a hat nur inhomogene Reihen. Dann hatte die Auswahl nach dem ersten Schritt
die gewiinschten Eigenschaften und hat sie bei jedem weiteren Schritt behalten.
Also hat A; die gewiinschten Eigenschaften.
Also hat Aj; die gewiinschten Eigenschaften.
Wir konstruieren eine Kolonnenauswahl von a, die wir A4 nennen. A, soll
homogen sein und mit A; kein Element gemeinsam haben. [e.] Wir gehen vor,
wie folgt:
a) Besitzt a sowohl homogene als auch inhomogene Kolonnen, so wihlen
wir zuerst fiir alle homogenen Kolonnen.
b) Da d an a gebunden und A, homogen ist, hat jede homogene Kolonne
von a mit A, mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
Fiir jede homogene Kolonne von a wéhlen wir einen Typ, der in A,
enthalten ist.
c¢) Fiir inhomogene Kolonnen von a wihlen wir wie folgt:
f(a) sei eine inhomogene Kolonne von a.
Wir wihlen eine Farbe, von der in f(a) beide Balkentypen vorhanden
sind. Diese sei die Farbe F,. Da A; homogen ist, ist mindestens ein Typ
der Farbe F, nicht in Aj; enthalten.
Es liegt einer der folgenden Fille vor:
Fall 1:
Wir stehen am Beginn der Prozedur. Dann wihlen wir einen Typ der
Farbe F,, der nicht in A; enthalten ist.
Fall 2:
Die Wahl fiir f(a) ist nicht der erste Schritt der Prozedur und die
bisherige Auswahl enthélt bereits einen Typ der Farbe F,. Dann fiigen
wir derselben kein Element hinzu.
Fall 3:
Die Wahl fiir f(a) ist nicht der erste Schritt der Prozedur, aber die
bisherige Auswahl enthélt noch keinen Typ der Farbe F,. Dann wihlen
wir einen Typ der Farbe F,, der nicht in A; enthalten ist.

Es ergibt sich das folgende:
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Ist die Wahl fiir f(a) der erste Schritt der Prozedur, so hat die Auswahl
nach diesem die gewiinschten Eigenschaften. Ist die Wahl fiir f(a) nicht
der erste Schritt der Prozedur, so hat die Auswahl, sofern sie die
gewiinschten Eigenschaften vorher hatte, diese auch nachher noch.

1l 18) Es liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A:

v 19) a hat nur homogene Kolonnen.

v 20) Dann ist A4 eine Teilmenge von A,.

iv. 21) Also hat A4 die gewiinschten Eigenschaften.

~ Fall B:

iv.  22) ahat sowohl homogene als auch inhomogene Kolonnen.

iv.  23) Dann war die Auswahl nach der Wahl fiir alle homogenen Kolonnen von a eine
Teilmenge von A,.

iv. 24) Also hatte die Auswahl nach der Wahl fiir alle homogenen Kolonnen von a die
gewiinschten Eigenschaften.

iv. 25) Also hatte die Auswahl vor der ersten Wahl fiir eine inhomogene Kolonne die
gewiinschten Eigenschaften und hat sie bei jedem weiteren Schritt behalten.

v 26) Also hat A, die gewiinschten Eigenschaften.

~ Fall C:

v 27) ahat nur inhomogene Kolonnen. Dann hatte die Auswahl nach dem ersten
Schritt die gewiinschten Eigenschaften und hat sie bei jedem weiteren Schritt
behalten.

v 28) Also hat A, die gewiinschten Eigenschaften.

i 29) Also hat A, die gewiinschten Eigenschaften.

iii 30) Mit (A;, Ay) haben wir ein Paar konstruiert, bestehend aus einer homogenen
Reihenauswahl von a und einer homogenen Kolonnenauswahl von a, das kein
Element gemeinsam hat.

11l 31) Dies steht im Widerspruch zur Annahme, daf a eine wAo ist.

i1 32) Also haben A, und A, mindestens ein Element gemeinsam.

i 33) Also hat jede homogene Reihenauswahl von d mit jeder homogenen
Kolonnenauswahl von d mindestens ein Element gemeinsam.

i 34) Alsoistd eine wAo.

(28)

a sei eine wAo. d;(a), ..., d,(a) seien AoTe von a. Es soll eine Ao K(a, dj, ..., d,) geben.
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Dann ist auch K(a, dy, ..., d,) eine wAo.

Beweis:

i 1) aseieine wAo. di(a), ..., d,(a) seien AoTe von a. Es soll eine Ao K(a, di, ..., d,)
geben.

i 2) Dann ist K(a, di, ..., d,) an a gebunden.

1 3) Alsoist K(a, di, ..., d,) eine wAo.

(29)

a, f}, ..., f, seien wAon. Es soll eine Ao E(a, |, ..., f,) geben. Dann ist auch E(a, f}, ..., f,)

eine wAo.

Beweis:

1 1) a,fi, ..., f, seien wAon. Es soll eine Ao E(a, fi, ..., f,) geben.

1 2) Dann ist E(a, fi, ..., f;,) an a gebunden.

i 3) Alsoist E(a, fi, ..., f,) eine wAo.

(30)

a sei eine wAo. d(a), ..., d,(a) seien Balken von a. e, ..., €, seien punktformige wAon. Es

soll eine Ao T(a, d/ey, ..., d,/e,) geben. Dann ist auch T(a, d,/e, ..., d,/e,) eine wAo.

Beweis:

1 1) aseieine wAo. d,(a), ..., d,(a) seien Balken von a. ey, ..., e, seien punktformige
wAon. Es soll eine Ao T(a, d,/e, ..., d,/e,) geben.

1 2) Dannist T(a, d/ey, ..., d,/e,) an a gebunden.

i 3) Alsoist T(a, di/ey, ..., d,/e,) eine wAoO.

Soweit die Erblichkeitsbeweise fiir D, W, S, K, E, T.

1.2.2.4 Ersetzbarkeit von G durch {D, W, S, K}

= Satz 32

(31) >

a sei eine wAo. Dann ist der RC-Typ jeder Kolonne von a mit dem RC-Typ jeder Kolonne
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von D(a) invers verschrankt.

Beweis:

1 1) asei eine wAo.

ii 2) (d(a), e(D(a))) sei ein Paar bestehend aus einer Kolonne von a und einer
Kolonne von D(a).

il 3) Dann gibt zu d(a) in D(a) mindestens eine Reihe mit dem inversen RC-Typ.
Eine solche sei f(D(a)).

11 4) e(a) hat mit f(D(a)) mindestens einen Balkentyp gemeinsam.

11 5) Also ist der RC-Typ von d(a) mit dem RC-Typ von e(D(a)) invers verschrinkt.
i 6) Also ist der RC-Typ jeder Kolonne von a mit dem RC-Typ jeder Kolonne von

D(a) invers verschrinkt.

(32)

a, d seien wAon. Dann kann G(a, d) mithilfe von K aus S(W(a, d), W(D(a), D(d))) erzeugt
werden.

Beweis:

1 1) a, d seien wAon.

1 2) n sei die Anzahl der Reihen von a, m die Anzahl der Reihen von d.

1 3) u sei die Anzahl der Kolonnen von a, v die Anzahl der Kolonnen von d.

11 4) (e(W(a, d)), f(W(D(a), D(d))) sei ein Paar bestehend aus einer der ersten u
Kolonnen von W(a, d) und einer der ersten n Kolonnen von W(D(a), D(d)).

il 5) Dann gibt es in a mindestens eine Kolonne mit dem RC-Typ von e(W(a, d))
und in D(a) mindestens eine Kolonne mit dem RC-Typ von f(W(D(a), D(d))).

il 6) Also sind die RC-Typen von e(W(a, d)) und f(W(D(a), D(d))) invers
verschrinkt.

ii 7) Also werden e(W(a, d)) und f(W(D(a), D(d))) in S(W(a, d), W(D(a), D(d))) zu
einer inhomogenen Kolonne verbunden.

1 8) Also ergibt jede Verbindung einer der ersten u Kolonnen von W(a, d) mit einer
der ersten n Kolonnen von W(D(a), D(d)) in S(W(a, d), W(D(a), D(d))) eine
inhomogene Kolonne.

11 9) (g(W(a, d)), h(W(D(a), D(d)))) sei ein Paar bestehend aus einer der letzten v
Kolonnen von W(a, d) und einer der letzten m Kolonnen von W(D(a), D(d)).

11 10) Dann gibt es in d mindestens eine Kolonne mit dem RC-Typ von g(W(a, d))
und in D(d) mindestens eine Kolonne mit dem RC-Typ von h(W(D(a), D(d))).

11 11) Also sind die RC-Typen von g(W(a, d) und h(W(D(a), D(d))) invers

verschrinkt.
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Also werden g(W(a, d)) und h(W(D(a), D(d))) in S(W(a, d), W(D(a), D(d))) zu
einer inhomogenen Kolonne verbunden.

Also ergibt jede Verbindung einer der letzen v Kolonnen von W(a, d) mit einer
der letzten m Kolonnen von W(D(a), D(d)) in S(W(a, d), W(D(a), D(d))) eine
inhomogene Kolonne.

Also kann G(a, d) mithilfe von K aus S(W(a, d), W(D(a), D(d))) erzeugt

werden.

1.2.2.5 Vollstandigkeit der Menge {D, W, S, K} in Bezug auf die allgemeine Formregel

von N.

Wie wir gezeigt haben, reichen D, W und S zusammen aus, um jede nicht flachige wAo,

die keine Ausgangsanordnung ist, schrittweise aus Ausgangsanordnungen zu erzeugen.

(vgl. die Sitze 2, 3, 4)

(33)

a sei eine flachige wAo. Dann reichen D, W, S, K zusammen aus, um a schrittweise aus

Ausgangsanordnungen zu erzeugen.

Beweis:

i
i

i

1i

1i

Y
2)
3)

4)

5)

6)

7)
8)

a sei eine flachige wAo.

n sei die Anzahl der Reihen von a, m die Anzahl der Kolonnen von a.

di, ..., d, sei die Reihe der anordnungsidentischen wAon zu rl(a), ..., rn(a), den
Reihen von a.

D und W reichen zusammen aus, um jede wAo aus di, ..., d, schrittweise aus
Ausgangsanordnungen herzustellen.

e sei das Ergebnis der schrittweisen Verkniipfung von d,, ..., d, durch S. e sei
also S(...S(d;, dy), ..., dp).

Die Anzahl der Reihen von e ist n, die Anzahl der Kolonnen m".

f(a) sei die u-te Kolonne von a.

g(e) soll eine bestimmte Kolonne von e sein. Der Kolonnenindex von g(e) ist

dadurch zu errechnen, daf in den Ausdruck (((x-1) m)+u) in die Variable x
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1i 9)
i 10)
i 11)
i 12)
i 13)
i 14)
i 15)
i 16)
i 17)
i 18)
i 19)
Also gilt:
(34)

zuerst u, und dann (n-2)-mal das Ergebnis des letzten Durchgangs eingesetzt
wird.

g(e) ist anordnungsidentisch mit f(a).

Zu jeder Kolonne von a gibt es eine Kolonne in e, die ihr, wie beschrieben,
zugeordnet ist.

€1, ---» Z((mhoch ny-m) S€ien die Kolonnen von e, die keiner Kolonne von a, wie
beschrieben, zuordenbar sind.

Werden aus e die Kolonnen gj, ..., Z(m hoch n)-m) fOrtgenommen, entsteht die wAo
a.

Der RC-Typ jeder Kolonne von e ist auch eine Reihenauswahl von e.

Da jede Reihe von e denselben RC-Typ hat wie die gleichgereihte Reihe von a,
ist jede Reihenauswahl von e auch eine Reihenauswahl von a.

Also ist der RC-Typ jeder homogenen Kolonne von e auch eine homogene
Reihenauswahl von a.

Da a eine wAo ist, hat jede homogene Reihenauswahl von a mit jeder
homogenen Kolonnenauswahl von a mindestens ein Element gemeinsam.

Also hat jede homogene Kolonne von e mit jeder homogenen Kolonnenauswahl
von a mindestens einen Balkentyp gemeinsam.

Also gibt es eine wAo K(e, gi, ..., Z(m hoch n)}-m))» DZW. a ist diese wAo.

Also reichen D, W, S, K zusammen aus, um a schrittweise aus

Ausgangsanordnungen zu erzeugen.

D, W, S, K reichen zusammen aus, um jede wAo, die keine Ausgangsanordnung ist,

schrittweise aus Ausgangsanordnungen zu erzeugen.

Mit anderen Worten: {D, W, S, K} ist vollstiandig in Bezug auf die allgemeine Formregel

von N.
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KAPITEL 2

DIE AUSSAGENLOGISCHE SPRACHE AL

Die aussagenlogische Sprache AL ist eine kiinstliche Sprache. Unsere Metasprache fiir AL,

also jene Sprache, mit der wir auf AL Bezug nehmen, basiert auf der natiirlichen Sprache.

Die Sprache AL ist eine lineare logische Notation. Die syntaktisch vollwertigen Zeichen
einer solchen Notation sind Kombinationen bestimmter Zeichen, der sogenannten

Grundzeichen der Notation. Die Gesamtheit der Grundzeichen heil3t der Zeichenvorrat.

Der Zeichenvorrat von AL enthilt drei verschiedene Sorten von Grundzeichen:

Satzbuchstaben, Konnektive und Klammern.

Zeichenvorrat von AL

1) Satzbuchstaben
Satzbuchstaben sind die Buchstaben 'p', 'q’, 'r', 's', gegebenenfalls weitere
Zeichen, die mithilfe von numerischen Indizes aus den genannten Buchstaben
gebildet werden.
Die Satzbuchstaben sind in die folgende Reihe geordnet:
P.'q, s, pi's 'qi, 1, 's1', 'pa ..., letzter Satzbuchstabe.
(Die Anzahl der Satzbuchstaben entspricht der Anzahl der Balkenfarben.)
2) Konnektive (Verkniipfungszeichen)
'—' (Negationszeichen; lies: 'nicht')
'A" (Konjunktionszeichen; lies: 'und'’)
'v' (Disjunktionszeichen; lies: 'oder")
'—' (Zeichen der materialen Implikation, Pfeil; lies: 'Pfeil’)

'=' (Zeichen der materialen Aquivalenz; lies: 'ist aquivalent’)

3) Klammern

I(Y, V)l



42

n sei eine ganze Zahl > 1. Dann ist jede n-stellige Kombination von Grundzeichen ein

Ausdruck von AL. Nichts sonst ist ein Ausdruck von AL.

Beispiel:
Es ist z. B. 'pga—rrrp’ ein Ausdruck von AL.

Wenn an der soundsovielten Stelle eines Ausdrucks A; ein bestimmtes Grundzeichen
auftritt, so nennen wir diese Stelle von A; ein Vorkommnis dieses Grundzeichens in A;.
Wenn ein Teil eines Ausdrucks A; von n aufeinanderfolgenden Stellen (n>1) in isolierter
Position der Ausdruck A, wire, so nennen wir diesen Teil von A, ein Vorkommnis von A,
in A;. Ein Ausdruck A, enthilt jedenfalls ein Vorkommnis des Ausdrucks A;.

Einem bestimmten Vorkommnis eines Ausdrucks A, in einem Ausdruck A; ist die Position

in A;, an der A, auftritt wesentlich.

Ausdriicke von AL, die bestimmte zusétzliche Bedingungen erfiillen, heilen wohlgeformte
Formeln (well formed formulas, kurz: wffs) von AL. Diese sind die eigentlichen Zeichen

von AL.

Als metasprachliche Variablen fiir wffs verwenden wir die Zeichen: '@’, 'y, X', '¢:', '¥i',
15 @2, USW.
(In eine metasprachliche Variable fiir wifs kann eine beliebige wif von AL eingesetzt

werden.)

Wir werden nun einen besonderen Typ metasprachlicher Ausdriicke einfiihren.
Metasprachliche Ausdriicke vom Typ I sind Zeichenkombinationen, die mindestens eine
metasprachliche Variable fiir wffs enthalten und bei Einsetzung von wffs in alle
metasprachlichen Variablen fiir wffs eine wff ergeben. Die Art der Bedeutung solcher

Ausdriicke erklart sich aus ihrer Handhabung.

Wir bestimmen nun durch einen Satz von Formregeln, welche Ausdriicke von AL wffs

sind.

Formregeln von AL

AL-FRI:
Ein einstelliger Ausdruck, der in einem Vorkommnis eines Satzbuchstabens besteht, ist

eine wif.



AL-FR2:

¢ sei eine wff. Dann ist auch —@ eine wif.
AL-FR3:

¢, y seien wffs. Dann ist auch (pAY) eine wff.
AL-FR4:

o, y seien wifs. Dann ist auch (@vy) eine wif.
AL-FR5:

¢, y seien wffs. Dann ist auch (¢—) eine wff.

AL-FR6:

¢, y seien wffs. Dann ist auch (¢=y) eine wff.
AL-FR7:

Nichts sonst ist eine wff.

Beispiel:

Es ist z. B. '((p—p)v—r)' eine wif.

Erlduterung:

Aufgrund von AL-FR1 ist 'p' eine wff. Setzen wir in FRS in @ 'p' und in "y’ ebenfalls 'p'
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ein, dann erhalten wir '(p—p)' als eine wff. Aufgrund von AL-FR1 ist 'r' eine wff. Setzen

wir in AL-FR2 in ¢ 'r' ein, so erhalten wir '—r' als eine wff. Setzen wir in FR4 in ¢ '(p—p)'

und in y '—r' ein, so erhalten wir '((p—p)v—r)' als eine wif.

Bei jedem Ausdruck von AL ld6t sich mechanisch in einer endlichen Anzahl von Schritten

entscheiden, ob er eine Wff ist.

Bei der Niederschrift von wffs soll es folgende Moglichkeiten der Klammerneinsparung

geben:

1) A, sei ein Ausdruck, der eine wff oder eine Abkiirzung fiir eine wff ist. Die

erste und die letzte Stelle von A, soll ein zusammengehdoriges Klammernpaar

enthalten. A, sei derjenige Ausdruck, dessen Vorkommnis die zweite bis
vorletzte Stelle von A; umfalit. Dann ist A, eine Abkiirzung fiir A; bei jenem
Vorkommnis von A,, das nicht Teil eines lingeren Ausdrucks ist.

2) @y, ..., Oy, Ony1 (n=2) seien wifs. A sei ein Ausdruck, der eine Abkiirzung fiir

eine wff ist. A; soll mindestens ein Vorkommnis des Ausdrucks

(Q1A...AQuAQ,,1) enthalten. Dann ist (QiA...AQAQ,4) in A; eine Abkiirzung fiir

den Ausdruck ((QiA...AQ)AQ,41).
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3) @1, ..., On, Opyr (n22) seien wifs. A sei ein Ausdruck, der eine Abkiirzung fiir
eine wff ist. A; soll mindestens ein Vorkommnis des Ausdrucks
(Q1V...vQ,v@,,1) enthalten. Dann ist (Q;V...vQ,vQ,,;) in A; eine Abkiirzung fiir
den Ausdruck ((Q;V...vQ,)V®p,1).

4) Ein Ausdruck ist eine Abkiirzung fiir eine wff, genau dann, wenn er sich auf der
Basis der Annahme, er sei eine Abkiirzung fiir eine wff, aufgrund der oben

genannten Vereinbarungen schrittweise in eine wff iberfiithren 146t.

Beisspiel:
Es ist z. B. der Ausdruck '(pAga(q—r)As)=r' eine Abkiirzung fiir die wff
((((pAA(g=)AS)=1)
Gegeben seien die Ausdriicke (1)-(8).
(1) (pArgr(g—=D)as)=r
(2) ((pAgA(g—=1)ns)=T)
() (PAGA(@—1)AS)
(4) ((pAgA(g=1))As)
(5) (((pArgA(g—1)As)=T)
(6) (pAgA(@—1))
(7) (pA@)A(@—r))
(8) ((PAQIA(g—1))As)=T)

Wir gehen von der Annahme aus, (1) sei eine Abkiirzung fiir eine wff. Aufgrund von Punkt
1 ist (1) eine Abkiirzung fiir (2) bei jenem Vorkommnis von (1), das nicht Teil eines
langeren Ausdrucks ist. Aufgrund von Punkt 2 ist in (2) (3) eine Abkiirzung fiir (4). Also
ist (2) eine Abkiirzung fiir (5). Aufgrund von Punkt 2 ist in (5) (6) eine Abkiirzung fiir (7).
Also ist (5) eine Abkiirzung fiir (8). Also ist (1) eine Abkiirzung fiir (8). (8) ist eine wif.
Also ist (1) eine Abkiirzung fiir eine wff. Also ist (1) eine Abkiirzung fiir (8).

Eine einstellige wff (die also in dem Vorkommnis eines Satzbuchstabens besteht) heil3t

eine Atomformel.

Unter einer Negation verstehen wir im allgemeinen eine wff der Form —¢@. Eine
Konjunktion ist eine wff der Form @AW, eine Disjunktion eine wff der Form @vy, eine
materiale Implikation eine wff der Form @—, eine materiale Aquivalenz eine wff der
Form @=vy.

¢ sei eine wff. Dann heift ¢ das Negatum von —.
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¢, y seien wffs. Dann heifien ¢ und y die Konjunkte von @Ay, die Disjunkte von @vy, die
Aquivalente von @=y. Und es heiBt ¢ das Antezedens von ¢—>y und y das Konsequens

von Q=Y.
Daneben gelten folgende Konventionen:

n-fache Negation:
1) ¢ sei eine wif. Dann heif3t ¢ die O-fache Negation von ¢.
2) o, y seien wifs. y sei die n-fache Negation von ¢ (n=0). Dann heifit =y die

n+1-fache Negation von .

@, ..., @, (n=1) seien wifs. Dann nennen wir Q;A...AQ, eine n-gliedrige Konjunktion und
die wffs aus @y, ..., @, die Konjunkte von @;A...AQ, (als n-gliedrige Konjunktion). (Jede

wff ¢ kann als eingliedrige Konjunktion aufgefafit werden.)

1, ..., ¢, (n21) seien wifs. Dann nennen wir @;v...vQ, eine n-gliedrige Disjunktion und die
wifs aus @y, ..., @, die Disjunkte von @,v...vQ, (als n-gliedrige Disjunktion). (Jede wif ¢

kann als eingliedrige Disjunktion aufgefalit werden.)
Die Anzahl der Vorkommnisse von Konnektiven in einer wff hei3t der Grad der wff.

Hauptkonnektiv:
1) ¢ sei eine wif. Dann nennen wir die erste Stelle von —¢ das Hauptkonnektiv
von —@.
2) ¢, y seien wifs, n sei die Anzahl der Stellen von ¢. Dann nennen wir bei AV,

ovy, 0=y und =y die (n+2)-te Stelle das Hauptkonnektiv der wif.

Teilformel:
1) Jede wff ist eine Teilformel von sich selbst.
2) ¢ sei eine wif. Dann ist jede Teilformel von ¢ eine Teilformel von —¢.
3) ¢, y seien wifs. Dann ist jede Teilformel von ¢ und jede Teilformel von y eine
Teilformel von Ay, evy, @—y und e=y.

4) Nichts sonst ist eine Teilformel einer wff.

¢, y seien wifs, die keine Atomformeln sind, y sei eine Teilformel von ¢. Das

Hauptkonnektiv von y sei die n-te Stelle von y. Mit der m-ten Stelle von ¢ beginne ein
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Vorkommnis von y. Dann ist die (m+n-1)-te Stelle von ¢ das Hauptkonnektiv des

betreffenden Vorkommnisses von Y in .

Eine basale wff ist eine wff, die entweder eine Atomformel oder die einfache Negation
einer Atomformel ist.

Gegeben sei ein Satzbuchstabe SB. ¢ sei die Atomformel, die in einem Vorkommnis von
SB besteht. Dann heif3t ¢ die positive basale wif zu SB, und —¢ die negative basale wff zu

SB. Auch nennen wir ¢ die Umkehrung von =@, und —¢ die Umkehrung von ¢.

Eine wff hat konjunktive Normalform (KNF) genau dann, wenn sie eine ein- oder
mehrgliedrige Konjunktion ist, sodal jedes der Konjunkte eine ein-oder mehrgliedrige

Disjunktion ist, soda$} jedes der Disjunkte eine basale wff ist.

Eine wff hat disjunktive Normalform (DNF) genau dann, wenn sie eine ein- oder
mehrgliedrige Disjunktion ist, sodaB3 jedes der Disjunkte eine ein- oder mehrgliedrige

Konjunktion ist, sodaf jedes der Konjunkte eine basale wff ist.
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KAPITEL 3

UBERTRAGUNG

Unter Ubertragung verstehen wir die Zuordnung von wAon von N zu wffs von AL.

Zunichst setzen wir fest: n sei eine ganze Zahl, die > 1 und < der Anzahl der
Satzbuchstaben von AL bzw. der Balkenfarben von N ist. Dann sollen der n-te
Satzbuchstabe aus der Reihe der Satzbuchstaben von AL und die n-te Balkenfarbe aus der

Reihe der Balkenfarben von N einander zugeordnet sein.

3.1 DAS UBERTRAGUNGSVERFAHREN Ul

Das Ubertragungsverfahren Ul ordnet jeder wff von AL unendlich viele wAon von N zu.
Eine wAo a, die einer wff ¢ durch U1 zugeordnet wird, heit ein U1-Resultat von .

Fiir die Zuordnung von wAon zu wffs gelten die folgenden Regeln:

Ul-RI:

¢ sei eine Atomformel. a sei die Ausgangsanordnung in jener Farbe, die dem
Satzbuchstaben zugeordnet ist, in dessen Vorkommnis @ besteht. Dann ist a ein Ul-
Resultat von ¢.

:blau ist ein U1-Resultat von 'p', :griin ein U1-Resultat von 'q’, :rot ein U1-Resultat von 'r',
:gelb ein Ul-Resultat von 's' usw.

Ul-R2:

@ sei eine wff und a ein Ul-Resultat von ¢. Dann ist D(a) ein Ul-Resultat von —¢.
U1-R3:

@, ¥ seien wffs. a sei ein Ul-Resultat von @ und d ein Ul-Resultat von y. Dann ist W(a, d)

ein Ul-Resultat von QAW.
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Ul-Ré4:

@, ¥ seien wffs. a sei ein Ul-Resultat von @ und d ein Ul-Resultat von y. Dann ist S(a, d)
ein Ul-Resultat von @v.

U1-R5:

0, ¥ seien wffs. a sei ein U1-Resultat von =@v\. Dann ist a ein U1-Resultat von ¢—.
Ul-R6:

0, ¥ seien wffs. a sei ein Ul-Resultat von (QAW)v(—=@A—). Dann ist a ein Ul-Resultat
von Q=V.

U1-RT:

@ sei eine wff und a ein Ul-Resultat von ¢@. Die wAo d soll aus a durch einen
Anwendungsschritt von K auf a erzeugt werden kénnen. Dann ist d ein Ul-Resultat von ¢.
U1-R8:

@ sei eine wff und a ein Ul-Resultat von ¢. Die wAo d soll aus a durch einen
Anwendungsschritt von E auf a erzeugt werden kénnen. Dann ist d ein Ul-Resultat von ¢.
U1-RY:

@ sei eine wff und a ein Ul-Resultat von . Die wAo d soll aus a durch einen
Anwendungsschritt von T auf a erzeugt werden kénnen. Dann ist d ein Ul-Resultat von ¢.
U1-R10:

Nichts sonst ist ein Ul-Resultat einer wff.

Aus den Bestimmungen fiir U1 und Satz 32 ergibt sich das folgende:
(35)
0, ¥ seien wffs. a sei ein Ul-Resultat von @ und d ein Ul-Resultat von . Dann ist G(a, d)

ein Ul-Resultat von @=y.
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KAPITEL 4

LESEN VON ANORDNUNGEN

Unter dem Lesen von Anordnungen verstehen wir die Zuordnung von wffs von AL zu

wAon von N bzw. zu AoTn von Aon von N.

4.1 DAS LESEVERFAHREN L'

Das Leseverfahren L' ordnet jedem Balken jeder Ao von N genau eine wff von AL zu.

Keinem AoT sonst einer Ao ordnet L' wffs zu.
Die wff, die L' einem Balken d(a) einer Ao a zuordnet, heifit das L'-Resultat von d(a).

Fiir die Zuordnung von wffs zu Balken von Aon gelten die folgenden Regeln:

L'-R1:

d(a) sei ein Balken einer Ao a. d(a) sei waagrecht ausgerichtet. ¢ sei die Atomformel, die
in dem Vorkommnis jenes Satzbuchstabens besteht, dem die Farbe von d(a) zugeordnet ist.
Dann ist ¢ das L'-Resultat von d(a).

Wenn d(a) den Balkentyp (Blau, Waagrecht) hat, so ist 'p' das L'-Resultat von d(a). Beim
Typ (Griin, Waagrecht) ist 'q’, beim Typ (Rot, Waagrecht) 'r', beim Typ (Gelb, Waagrecht)
's' das L'-Resultat von d(a), usw.

L'-R2:

d(a) sei ein Balken einer Ao a. d(a) sei senkrecht ausgerichtet. @ sei die Atomformel, die in
dem Vorkommnis jenes Satzbuchstabens besteht, dem die Farbe von d(a) zugeordnet ist.
Dann ist —¢ das L'-Resultat von d(a).

Wenn d(a) den Balkentyp (Blau, Senkrecht) hat, so ist '—p' das L'-Resultat von d(a). Beim
Typ (Griin, Senkrecht) ist '—=q', beim Typ (Rot, Senkrecht) '—r', beim Typ (Gelb,
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Senkrecht) '—s' das L'-Resultat von d(a), usw.

4.2 DAS LESEVERFAHREN L1

Das Leseverfahren L1 ordnet jedem Balken jeder wAo, jeder Kolonne jeder wAo und jeder
wAOo selbst genau eine wff zu.

Keiner Ao sonst und keinem AoT einer Ao sonst ordnet L1 wffs zu.

Die wff, die L1 einem geeigneten AoT d(a) einer wAo a zuordnet, heiit das L1-Resultat
von d(a).

Wenn d(a) mit a identisch ist, so schreiben wir fiir das L1-Resultat von d(a) auch L1(a)'.

Fiir die Zuordnung von wffs zu AoTn von wAon gelten die folgenden Regeln:

L1-RI:

d(a) sei ein Balken einer wAo a und ¢ das L'-Resultat von d(a). Dann ist ¢ das L1-Resultat
von d(a).

L1-R2:

d(a) sei eine Kolonne einer wAo a. @y, ..., @, sei die Reihe der L1-Resultate der Balken von
d(a) nach Streichung aller Wiederholungen. Dann ist @;v...v@, das L1-Resultat von d(a).
L1-R3:

a sei eine wAo. @y, ..., @, sei die Reihe der L1-Resultate der Kolonnen von a nach
Streichung aller Wiederholungen bei selber Menge von Disjunkten. Dann ist ¢;A...AQ, das

L1-Resultat von a.
(Jede wff, die das L1-Resultat einer wAo ist, hat konjunktive Normalform.)

Beispiel:
Das L1-Resultat von SWbSDgrg, (Abb. 14) ist: '(pvs)A(—qvrvs)'.
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4.3 DAS LESEVERFAHREN L2

Das Leseverfahren L2 ordnet jedem Balken jeder wAo, jeder Reihe jeder wAo und jeder
wAOo selbst genau eine wff zu.

Keiner Ao sonst und keinem AoT einer Ao sonst ordnet L2 wffs zu.

Die wff, die L2 einem geeigneten AoT d(a) einer wAo a zuordnet, hei3it das L2-Resultat
von d(a).

Wenn d(a) mit a identisch ist, so schreiben wir fiir das L2-Resultat von d(a) auch L2(a)'.

Fiir die Zuordnung von wffs zu AoTn von wAon gelten die folgenden Regeln:

L2-RI:

d(a) sei ein Balken einer wAo a und ¢ das L'-Resultat von d(a). Dann ist ¢ das L2-Resultat
von d(a).

L2-R2:

d(a) sei eine Reihe einer wAo a. @, ..., ¢, sei die Reihe der L2-Resultate der Balken von
d(a) nach Streichung aller Wiederholungen. Dann ist @;A...AQ, das L2-Resultat von d(a).
L1-R3:

a sei eine wAo. @y, ..., @, sei die Reihe der L2-Resultate der Reihen von a nach Streichung
aller Wiederholungen bei selber Menge von Konjunkten. Dann ist @;v...v@, das L2-

Resultat von a.
(Jede wff, die das L2-Resultat einer wAo ist, hat disjunktive Normalform.)

Beispiel:
Das L2-Resultat von SWbSDg,rg, (Abb. 14) ist: '(pA—q)Vv(pAr)vs'.

4.4 DAS LESEVERFAHREN L3

Das Leseverfahren L3 ordnet jedem AoT jeder wAo, und also auch jeder wAo selbst,
unendlich viele wffs zu.

L3 ordnet ausschlieBlich wAon und AoTn von wAon wffs zu.



52

L3 weist zwei Besonderheiten auf. Es bietet erstens die Moglichkeit einer flexiblen
Aufteilung einer wAo in Anordnungsteile, und zweitens die Moglichkeit, das Leseblatt
wihrend des Lesens in 90°-Schritten im Uhrzeigersinn zu drehen bzw. in 90°-Schritten

gegen den Uhrzeigersinn zuriickzudrehen.

Aufteilung und Drehung beschreiben wir mengentheoretisch mithilfe des Konzepts

sogenannter Segmentierungs- und Drehvarianten.

4.4.1 Segmentierungsvarianten

a sei eine wAo, d(a) ein AoT von a und o eine Menge von AoTn von a. o heif3it eine
waagrechte Segmentierung fiir d(a), genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

1) Jedes Element von o ist in d(a) als kleinerer AoT enthalten.

2) Jede Reihe von a, die durch d(a) geht, geht durch jedes Element von o.

3) Zu jeder Kolonne von a, die durch d(a) geht, gibt es genau ein Element von o,

sodal} die Kolonne durch das Element von a geht.

a sei eine wAo, d(a) ein AoT von a und o eine Menge von AoTn von a. o heif3it eine
senkrechte Segmentierung fiir d(a), genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

1) Jedes Element von o ist in d(a) als kleinerer AoT enthalten.

2) Jede Kolonne von a, die durch d(a) geht, geht durch jedes Element von o.

3) Zu jeder Reihe von a, die durch d(a) geht, gibt es genau ein Element von a,

sodal} die Reihe durch das Element von o geht.

a sei eine wAo und o eine Menge von AoTn von a. d(a) und e(a) seien Elemente von o.
d(a) heifit in e(a) direkt enthalten in Bezug auf o, genau dann, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

1) d(a) ist als kleinerer AoT in e(a) enthalten.

2) Es gibt kein Element f(a) von «, sodal d(a) als keinerer AoT in f(a) und f(a) als

kleinerer AoT in e(a) enthalten ist.
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a sei eine wAo und o eine Menge von AoTn von a. o heifit eine Segmentierungsvariante
(SV) fiir a, genau dann, wenn die die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) o enthilt als Element denjenigen AoT von a, der identisch ist mit a.

2) Fiir jedes Element d(a) von o gilt: Wenn d(a) ein flachiger AoT ist, und
mindestens zwei verschiedene Balkentypen in d(a) vorkommen, dann ist
mindestens ein Element von o in d(a) als kleinerer AoT enthalten.

3) Fiir jedes Element d(a) von o gilt: Wenn mindestens ein Element von o in d(a)
als kleinerer AoT enhalten ist, dann ist die Menge aller Elemente von ., die in
d(a) direkt enthalten sind in Bezug auf o, entweder eine waagrechte
Segmentierung fiir d(a) oder eine senkrechte Segmentierung fiir d(a).

4) Fir jeden Balken d(a) von a gilt: Es gibt genau ein Element e(a) von «, sodal3
kein Element von o in e(a) als kleinerer AoT enthalten ist, und e(a) d(a) enthélt.

5) Fiir jedes Element d(a) von o gilt: Wenn d(a) nicht identisch ist mit a, dann gibt
es genau ein Element e(a) von @, sodaf} d(a) in e(a) direkt enthalten ist in Bezug
auf a.

(Es 146t sich zeigen, daf3 die Bedingungen 4 und 5 aus den Bedingungen 1 und
3 folgen.)

(36)
a sei eine wAo. o sei diejenige Menge von AoTn von a, die genau den mit a identischen

AoT von a und alle Kolonnen von a als Elemente enthilt. Dann ist o eine SV fiir a.

(37
a sei eine wAo. o sei diejenige Menge von AoTn von a, die genau den mit a identischen

AoT von a und alle Reihen von a als Elemente enthilt. Dann ist & eine SV fiir a.

Fiir das folgende sei a eine wAo und SV(a) eine Menge von AoTn von a, die eine SV fiir a

ist.
Jeder AoT von a, der ein Element von SV(a) ist, heil3t ein Segment bei SV(a).

d(a) und e(a) seien Segmente bei SV(a). d(a) sei in e(a) direkt enthalten in Bezug auf

SV (a). Dann heif3t d(a) ein direktes Segment von e(a) bei SV(a).
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d(a) sei ein Segment bei SV(a), sodal} kein Element von SV(a) als kleinerer AoT in d(a)

enthalten ist. Dann heifit d(a) ein Basissegment bei SV(a).

d(a) sei ein Segment bei SV (a), sodal mindestens ein Element von SV (a) als kleinerer AoT
in d(a) enthalten ist, und die Menge der direkten Segmente von d(a) bei SV(a) eine

waagrechte Segmentierung ist. Dann heifit d(a) eine waagrechte Segmentfolge bei SV (a).

d(a) sei ein Segment bei SV (a), sodal mindestens ein Element von SV (a) als kleinerer AoT
in d(a) enthalten ist, und die Menge der direkten Segmente von d(a) bei SV(a) eine

senkrechte Segmentierung ist. Dann heif3t d(a) eine senkrechte Segmentfolge bei SV(a).

Nichts sonst ist ein Segment, ein direktes Segment eines Segments, ein Basissegment, eine

waagrechte Segmentfolge, oder eine senkrechte Segmentfolge bei SV (a).

Gemal der Definitionen gilt das folgende:
1) Jedes Segment bei SV(a) ist entweder eine waagrechte Segmentfolge oder eine
senkrechte Segmentfolge oder ein Basissegment bei SV(a).
2) Jeder Balken von a ist in genau einem Basissegment bei SV(a) enthalten.
3) Jedes Segment bei SV(a), das nicht identisch ist mit a, ist ein direktes Segment

bei SV(a) genau eines Segments bei SV (a).

Wir wollen festlegen:

Der mit a identische AoT von a hat die Segmentierungsstufe O bei SV(a).

d(a) sei eine waagrechte oder senkrechte Segmentfolge bei SV (a). d(a) soll die
Segmentierungsstufe n haben bei SV(a). Dann hat jedes der direkten Segmente von d(a)

bei SV(a) die Segmentierungstufe n+1 bei SV(a).

Wir zeigen nun, daB sich nach diesen Regeln fiir jedes Element von SV(a) hochstens eine
Segmentierungsstufe (SF) bei SV(a) ableiten 146t:

Angenommen, fiir mindestens ein Element von SV(a) ist mehr als eine SF bei SV(a)
ableitbar. Dann gibt es mindestens ein maximal groBes Element mit dieser Eigenschaft.
Ein solches sei d(a). d(a) kann nicht identisch sein mit a, da der mit a identische AoT von a
nur die SF 0 hat. Also ist d(a) ein direktes Segment bei SV(a) genau eines Elements e(a)
von SV(a). e(a) ist groBer als d(a), und es mub fiir e(a) ebenfalls mehr als eine SF bei

SV(a) ableitbar sein. Dies ergibt einen Widerspruch.
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Und wir zeigen, daB sich fiir jedes Element von SV(a) eine SF bei SV(a) ableiten 146t:
Angenommen, fiir mindestens ein Element von SV(a) ist keine SF bei SV(a) ableitbar.
Dann gibt es mindestens ein maximal groBes Element mit dieser Eigenschaft. Ein solches
sei d(a). d(a) kann nicht identisch sein mit a, da der mit a identische AoT von a die SF 0
hat. Also ist d(a) ein direktes Segment bei SV(a) genau eines Elements e(a) von SV(a). e(a)
ist groBer als d(a) und es kann fiir e(a) ebenfalls keine SF bei SV (a) ableitbar sein. Dies

ergibt einen Widerspruch.

SV(a) sei die Menge {d;(a), ..., d,(a)}. Dann schreiben wir fiir SV(a) auch: '{a: d,, ..., d,}".

Die graphische Darstellung einer SV fiir eine wAo basiert auf einem Zeichen, welches die
wAo bildlich reprasentiert. Die direkten Segmente einer waagrechten Segmentfolge
werden durch senkrechte, die direkten Segmente einer senkrechten Segmentfolge durch
waagrechte Trennungsstriche (Segmentierungslinien) voneinander abgegrenzt. Wenn
ndtig, wird neben Segmentierungslinien die Segmentierungsstufe der abgeteilten Segmente

in kleinen rémischen Ziffern ausgewiesen.

Beispiel, s. Abb. 15.

4.4.2 Drehen des Leseblatts

Beim Leseverfahren L3 kann das Leseblatt in 90°-Schritten gedreht werden.

Unter einem positiven Drehschritt verstehen wir im folgenden eine 90°-Drehung des
Leseblatts im Uhrzeigersinn, unter einem negativen Drehschritt eine 90° Drehung

desselben gegen den Uhrzeigersinn.

(Der intuitiveren Variante der Bewegung des Lesers um das Leseblatt herum wird die

Drehung des Leseblatts aus Griinden der Bequemlichkeit vorgezogen.)

Die vier Positionen des Leseblatts nennen wir: P1, P2, P3, P4.
P1 ist die Standardposition, ausgewiesen durch ein indexikalisches Zeichen, z. B. die

Ausrichtung der Beschriftung. P2 ist von P1 aus, P3 von P2 aus, und P4 von P3 aus, durch
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einen positiven Drehschritt erreichbar.

P1 und P3 heiBlen auch die Lingspositionen, P2 und P4 die Querpositionen des Leseblatts.

a sei eine wAo und Z(a) ein physisches Zeichen auf einem Leseblatt, welches bei P1 die
wAo a reprisentiert. Px sei eine der Positionen des Leseblatts und d diejenige wAo, die
von Z(a) bei Px reprisentiert wird. Dann nennen wir d die wAo, die a bei Px

korrespondiert, und schreiben fiir d auch 'corr (a, Px)'.

a sei eine wAo und d(a) ein AoT von a. Z(a) sei ein physisches Zeichen auf einem
Leseblatt, welches bei P1 die wAo a représentiert, und Z(d(a)) derjenige Teil von Z(a), der
bei P1 d(a) reprisentiert. Px sei eine der Positionen des Leseblatts. e(corr(a, Px)) sei
derjenige AoT von corr(a, Px), der bei Px von Z(d(a)) reprisentiert wird. Dann nennen wir
e(corr(a, Px)) den AoT von corr(a, Px), der d(a) bei Px korrespondiert, und schreiben fiir

e(corr(a, Px) auch 'corr(d(a), Px)'".

a sei eine wAo und SV(a) eine SV fiir a. SV(a) sei die Menge {d;(a), ..., d,(a)}. Px sei eine
der Positionen des Leseblatts und a die Menge {corr(d,(a), Px), ..., corr(d,(a), Px)}. Dann
nennen wir o die SV fiir corr(a, Px), welche SV(a) bei Px korrespondiert, und schreiben

fiir o auch 'corr(SV(a), Px)'.

4.4.3 Drehvarianten

Eine Zuordnung von Elementen einer Menge 3 zu Elementen einer Menge o ist eine
Menge geordneter Paare, deren jedes als erstes Glied ein Element aus ¢, und als zweites

Glied ein Element aus 3 enthilt.

Wenn eine Zuordnung Z das Paar (a, b) enthilt, dann sagen wir, Z ordne dem a das b zu.

a sei eine wAo0 und SV(a) eine SV fiir a. Eine Drehvariante (DV) fiir SV(a) ist eine
Zuordnung von Elementen der Menge der ganzen Zahlen > 0 zu Elementen von SV(a), die

jedem Element von SV(a) genau ein Element der Menge der ganzen Zahlen = 0 zuordnet.

Fiir das folgende sei a eine wAo0, SV(a) eine SV fiir a und DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a).
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d(a) sei ein Element von SV(a) und n die Zahl, die DV(SV(a)) d(a) zuordnet. Dann nennen
wir n die Drehlidnge von d(a) bei DV(SV(a)).

d(a) sei der mit a identische AoT von a und n die Drehldnge von d(a) bei DV(SV(a)). Dann
nennen wir jene Position des Leseblatts, die von P1 aus durch n positive Drehschritte zu
erreichen ist, die Position (des Leseblatts) fiir d(a) bei DV(SV(a)).

d(a) sei eine waagrechte oder senkrechte Segmentfolge bei SV(a) und Px die Position (des
Leseblatts) fiir d(a) bei SV(a). e(a) sei ein direktes Segment von d(a) bei SV(a) und n die
Drehlidnge von e(a) bei DV(SV(a)). Dann heil3t jene Position des Leseblatts, die von Px aus
durch n positive Drehschritte zu erreichen ist, die Position (des Leseblatts) fiir e(a) bei

DV(SV(a)).

SV(a) sei die Menge {d,(a), ..., dn(a)} und DV(SV(a)) die Menge {(d,(a), n), ..., (du(a),
ny,)}. Dann schreiben wir fiir DV(SV(a)) auch: '{a: (d;, n;), ..., (dn, )}

Die graphische Darstellung einer DV DV(SV(a)) fiir eine SV SV(a) fiir eine wAo a basiert
auf einer bildlichen Darstellung von SV (a). Sofern die Drehlinge bei DV(SV(a)) eines
Segments bei SV(a) ungleich 0 ist, wird sie in arabischen Ziffern neben einer zugehorigen

Segmentierungslinie ausgewiesen.

Beispiel, s. Abb. 16.

4.4.4 Zuordnung wohlgeformter Formeln zu wohlgeformten Anordnungen

Bei L3 erfolgt die Zuordnung einer wff ¢ zu einer wAo a bzw. einem AoT von a stets auf

der Grundlage einer SV SV(a) fiir a und einer DV DV (SV(a)) fiir SV(a).
Fiir das folgende sei a eine wAo, SV(a) eine SV fiir a und DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a).

1) L3 ordnet auf der Grundlage von SV(a) und DV(SV(a)) zunichst jedem Balken
d(a) von a unmittelbar genau eine wff zu. Diese heilit das L3B-Resultat von
d(a) bei DV(SV(a)).

2) AuBerdem ordnet L3 auf der Grundlage von SV(a) und DV(SV(a)) jedem
Basissegment d(a) bei SV(a) unter Bezugnahme auf die L3B-Resultate der in
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d(a) enthaltenen Balken von a mindestens eine wff zu. Eine solche wff heilit ein
L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

3) SchlieBlich ordnet L3 auf der Grundlage von SV(a) und DV(SV(a)) jeder
waagrechten oder senkrechten Segmentfolge d(a) bei SV(a) unter Bezugnahme
auf die L3S-Resultate bei DV(SV(a)) der direkten Segmente von d(a) bei SV(a)
unendlich viele wffs zu. Eine solche wff heifit ein L3S-Resultat von d(a) bei
DV(SV(a)).

4) Nicht anders und keinem AoT sonst von a ordnet L3 auf der Grundlage von
SV(a) und DV(SV(a)) wffs zu.

5) Ein L3-Resultat von a bei DV(SV(a)) ist ein L3S-Resultat bei DV(SV(a)) des

mit a identischen AoTs von a.

Fiir die Zuordnung von wffs zu AoTn von a auf der Grundlage von SV(a) und DV(SV(a))
gelten die folgenden Regeln:

L3-R1:

d(a) sei ein Balken von a und Px die Position bei DV(SV(a)) fiir dasjenige Basissegment
bei SV(a), welches d(a) enthilt. @ sei das L'-Resultat von corr(d(a), Px). Dann ist ¢ das
L3B-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

L3-R2:

d(a) sei ein Balken von a und zugleich ein Basissegment bei SV(a). n sei die Drehléinge,
und ¢ das L3B-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)). Dann ist die n-fache Negation von ¢ ein
L.3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

L3-R3:

d(a) sei ein Basissegment bei SV(a) und ein ein waagrecht linearer oder ein senkrecht
linearer AoT von a. Px sei die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)). corr(d(a), Px) sei ein
waagrecht linerarer AoT von corr(a, Px). n sei die Drehldnge von d(a) bei DV(SV(a)).
Gegeben sei eine wif @, die die n-fache Negation einer Konjunktion @A...AQ,, ist, sodal3
gilt: Zu jedem in d(a) enthaltenen Balken von a gibt es mindestens ein Konjunkt von
PIA...AQ, sodaBl dieses Konjunkt das L.3B-Resultat bei DV(SV(a)) dieses Balkens ist, und
zu jedem Konjunkt von @;A...AQ,, gibt es mindestens einen in d(a) enthaltenen Balken von
a, sodaf} das Konjunkt das L.3B-Resultat bei DV(SV(a)) dieses Balkens ist. Dann ist ¢ ein
L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

L3-R4:

d(a) sei ein Basissegment bei SV(a) und ein ein waagrecht linearer oder ein senkrecht

linearer AoT von a. Px sei die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)). corr(d(a), Px) sei ein
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senkrecht linerarer AoT von corr(a, Px). n sei die Drehlidnge von d(a) bei DV(SV(a)).
Gegeben sei eine wff @, die die n-fache Negation einer Disjunktion @,v...v@,, ist, sodall
gilt: Zu jedem in d(a) enthaltenen Balken von a gibt es mindestens ein Disjunkt von
@1V...vQ,, , sodal} dieses Disjunkt das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) dieses Balkens ist, und
zu jedem Disjunkt von @,V...v@,, gibt es mindestens einen in d(a) enthaltenen Balken von
a, sodal das Disjunkt das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) dieses Balkens ist. Dann ist @ ein
L.3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

L3-R5:

d(a) sei ein Basissegment bei SV (a) und ein flichiger AoT von a. Px sei die Position fiir
d(a) bei DV(SV(a)). n sei die Drehldnge von d(a) bei DV(SV(a)). Da in d(a) nur ein
Balkentyp vorkommt, kommt auch in corr(d(a), Px) nur ein Balkentyp vor. Also haben alle
Balken von a, die in d(a) enthalten sind, dasselbe L.3B-Resultat bei DV(SV(a)). Dieses sei
¢. Dann ist die n-fache Negation von ¢ ein L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

L3-R6:

d(a) sei eine waagrechte oder eine senkrechte Segmentfolge bei SV(a). Px sei die Position
fiir d(a) bei DV(SV(a)). corr(d(a), Px) sei eine waagrechte Segmentfolge bei corr(SV(a),
Px). n sei die Drehlidnge von d(a) bei DV(SV(a)). Gegeben sei eine wff @, die die n-fache
Negation einer Konjunktion Q;A...AQ,, ist, sodaB gilt: Zu jedem direkten Segement von
d(a) bei SV(a), gibt es mindestens ein Konjunkt von @;A...AQ,,, sodal} dieses Konjunkt ein
L3S-Resultat bei DV(SV(a)) dieses Segments ist, und zu jedem Konjunkt von @A...AQy,
gibt es mindestens ein direktes Segment von d(a) bei SV(a), sodaB} dieses Konjunkt ein
L3S-Resultat bei DV(SV(a)) dieses Segments ist. Dann ist ¢ ein L3S-Resultat von d(a) bei
DV(SV(a)).

L3-R7:

d(a) sei eine waagrechte oder eine senkrechte Segmentfolge bei SV(a). Px sei die Position
fiir d(a) bei DV(SV(a)). corr(d(a), Px) sei eine senkrechte Segmentfolge bei corr(SV(a),
Px). n sei die Drehlidnge von d(a) bei DV(SV(a)). Gegeben sei eine wff ¢, die die n-fache
Negation einer Disjunktion @,Vv...vQ,, ist, sodaB gilt: Zu jedem direkten Segement von d(a)
bei SV(a), gibt es mindestens ein Disjunkt von @;v...v@,,, sodaB} dieses Disjunkt ein L3S-
Resultat bei DV(SV(a)) dieses Segments ist, und zu jedem Disjunkt von @,v...v@,, gibt es
mindestens ein direktes Segment von d(a) bei SV(a), sodal} dieses Disjunkt ein L3S-
Resultat bei DV(SV(a)) dieses Segments ist. Dann ist @ ein L3S-Resultat von d(a) bei
DV(SV(a)).
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L3-R8:
Nichts sonst ist ein L3B-Resultat bei DV(SV(a)) eines Balkens von a oder ein L3S-
Resultat bei DV(SV(a)) eines Segments bei SV(a).

Eine wff ¢ ist ein L3-Resultat einer wAo a, genau dann, wenn es mindestens eine SV
SV (a) fiir a, und mindestens eine DV DV(SV(a)) fiir SV(a) gibt, sodal} ¢ ein L3-Resultat
von a bei DV(SV(a)) ist.

Die L3-Resultate einer wAo nennen wir auch ihre Leseresultate. (Es ist leicht zu sehen,

daB das L1-Resultat und das L2-Resultat einer wAo auch L3-Resultate dieser wAo sind.)

Beispiel:
Es ist z. B. '(((pv@)Ar)As)v(—((pvg)Ar)A—s)' ein L3-Resultat von GWSbg,rg; bei der in
Abb. 16 dargestellten DV fiir diese wAo.
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KAPITEL 5

INTERPRETATION VON AL

5.1 SATZE UND WAHRHEITSWERTE

Wabhrheit und Falschheit werden Sétzen zugesprochen, genauer, Aussagesitzen. Den
Umstand der Wahrheit eines Satzes, allgemein betrachtet, nennen wir den Wahrheitswert
'wahr' (W), den Umstand der Falschheit eines Satzes, den Wahrheitswert 'falsch' (F), und
wir sagen von einem wahren bzw. falschen Satz, er habe den Wahrheitswert 'wahr' bzw.
‘falsch'. Dariiberhinaus soll es keine weiteren Wahrheitswerte geben. Ein Satz kann

hochstens einen Wahrheitswert haben.

Unter einem 'Satz' verstehen wir im weiteren einen Satz der deutschen Umgangssprache
(im Sinne einer syntaktisch-semantischen Einheit), der den folgenden Anforderungen
gerecht wird:

1) Erist der Form nach ein Aussagesatz.

2) Erist sowohl in syntaktischer als auch in semantischer Hinsicht vollstindig und
korrekt. (Es ist allerdings zuldssig, daf3 der Satz keinen Gehalt hat, in dem Sinn,
daB er unverbindlich nichtssagend oder selbstwiderspriichlich ist.)

3) Wir konnen uns Bedingungen vorstellen, bei deren Erfiillung der Satz einen

Wahrheitswert hat.

Wir fassen Sitze so auf, daf} die Vorstellung eines Wahrheitswerts, die mit ihnen
verbunden ist, die Vorstellung eines unverdnderlichen und endgiiltigen Wahrheitswerts ist.
Sitze, die Teile beinhalten, die ihre Bedeutung erst durch den sprachlichen Kontext oder
durch die Umstinde der AuBerung des Satzes erhalten, sind entsprechend konkretisiert zu

denken.

Ein Satz soll anwendbar heiflen, genau dann, wenn gewihrleistet ist, daf} er einen

Wahrheitswert hat.
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Die Voraussetzungen, die erfiillt sein miissen, damit ein Satz einen Wahrheitswert hat,

nennen wir die Anwendbarkeitsvoraussetzungen des Satzes.

Wir gehen im weiteren stets von dem Fall aus, da§ ein Satz anwendbar ist und einen

Wahrheitswert hat.

Eine Wahrheitswertzuordnung (WZo) fiir eine Menge o von Sétzen ist eine Zuordnung
von Wahrheitswerten zu den Elementen von @, die jedem Element von ¢ genau einen
Wahrheitswert zuordnet.

Fiir eine endliche Menge von n Sitzen gibt es 2" verschiedene WZon.

Beispiel:
Gegeben sei eine Menge von Sétzen mit zwei Elementen, S; und S,. Dann sind dieses die
vier WZon fiir {S;, S;}: {(S1, W), (S2, W)}, {(S1, W), (S2, B)}, {(S1, B), (S2, W)}, {(S1, F),
(S2, B}

Wenn bei einer bestimmten WZo fiir eine Menge o von Sitzen einem Satz der
Wabhrheitswert W bzw. F zugeordnet ist, dann sagen wir auch, der Satz habe bei dieser

WZo fiir oo den Wert W bzw. F, oder der Satz sei bei dieser WZo wahr bzw. falsch.

Relativ zur Voraussetzung, dal Sétze genau eines von beidem, wahr oder falsch sind,
entsprechen die WZon fiir eine Menge o von Sétzen den kombinatorischen Moglichkeiten
der Wahrheit und Falschheit der Elemente von o, den kombinatorischen

Wabhrheitsmoglichkeiten fiir .

Die Definition der WZo beriicksichtigt aber nicht die Moglichkeit der grundsitzlichen
Unverfiigbarkeit bzw. Inkompatibilitdt von Wahrheitswerten fiir Sitze. Zu diesem Zweck

definieren wir fiir WZon das Pridikat der Stimmigkeit.

Wir nennen eine WZo fiir eine Menge o von Sitzen stimmig, genau dann, wenn die
Wahrheitswerte, die den Elementen von o in dieser WZo zugeordnet sind, unter
Beriicksichtigung des Gehalts dieser Sitze, grundsitzlich, das heifit auf der Ebene der

Vorstellung, fiir die Sétze verfiigbar bzw. kompatibel sind.

Unter einer 'Wahrheitsmoglichkeit fiir eine Menge ¢ von Sétzen' verstehen wir von nun an
eine kombinatorische Wahrheitsmoglichkeit fiir o, der eine stimmige WZo entspricht. Eine
kombinatorische Wahrheitsmoglichkeit fiir o, der eine WZo entspricht, die nicht stimmig

ist, nennen wir eine 'blof kombinatorisch gegebene Wahrheitsmoglicheit fiir &'
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Gemal der Vereinbarung, daf3 jeder Satz einen Wahrheitswert hat, postulieren wir:
P1:

Zu jeder Menge o von Sitzen gibt es mindestens eine stimmige WZo.

AuBerdem wir halten fest:
P2:
o sei eine Menge von Sitzen und B eine Teilmenge von a.. WZo; sei eine stimmige WZo

fiir o und WZo, die in WZo, enthaltene WZo fiir B. Dann ist auch WZo, stimmig.

Dariiberhinaus wollen wir fiir alles weitere den Fall ausschlie3en, da3 die Aktualitit einer
bestimmten Wahrheitsmoglichkeit fiir eine Menge von Sitzen eine hinreichende
Bedingung dafiir ist, daf} ein anderer Satz keinen Wahrheitswert hat.

Dementsprechend soll gelten:

P3

o sei eine Menge von Sétzen und WZo, eine stimmige WZo fiir a. 3 sei eine Menge von
Sitzen, die « als echte Teilmenge enthilt. Dann gibt es mindestens eine stimmige WZo fiir

B die WZo, enthiilt.

Aus der Moglichkeit der Reduktion der stimmigen WZon fiir Mengen von Sitzen ergeben
sich die iiber Sitze pridizierbaren logischen Eigenschaften und logischen Beziehungen.
Jeder dieser Eigenschaften und Beziehungen entspicht ein bestimmter Typ der Reduktion
der stimmigen WZon fiir Mengen von Sitzen. Uns werden im folgenden die Eigenschaften
eines Satzes, eine Tautologie oder eine Kontradiktion zu sein, die Eigenschaft der
Kontingenz, die Beziehung der Aquivalenz und die Beziehung der logischen Abhingigkeit

interessieren.

Ein Satz S heift eine Tautologie, genau dann, wenn diejenige WZo fiir die Menge {S}, bei

der S den Wert F hat, nicht stimmig ist.

Ein Satz S heifit eine Kontradiktion, genau dann, diejenigeWZo fiir die Menge {S}, bei der
S den Wert W hat, nicht stimmig ist.

Ein Satz S heif3t kontingent, genau dann, wenn beide WZon fiir {S} stimmig sind.

S, S, seien zwei nichtidentische Sitze. S; und S, heilen (miteinander) dquivalent, genau
dann, wenn diejenigen WZon fiir die Menge {S,, S,}, bei denen S; und S, unterschiedliche
Werte haben, nicht stimmig sind.

AuBerdem ist jeder Satz ist mit sich selbst dquivalent.
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Si, S, seien zwei nichtidentische Sitze. S| und S, heilen (voneinander) logisch abhéngig,
genau dann, wenn mindestens eine WZo fiir die Menge {Si, S,} nicht stimmig ist.
Andernfalls heiflen S; und S, voneinander logisch unabhéngig.

AuBerdem ist jeder Satz von sich selbst logisch abhiingig.

Eine Menge o von Sétzen heifit eine Menge von logisch unabhéngigen Sitzen, bzw. frei

von logischen Abhingigkeiten, genau dann, wenn jede WZo fiir o stimmig ist.

Die Menge der stimmigen WZon fiir eine Menge o von Sitzen beschreibt den logischen

Status von .

Die Logik ist die Lehre von der grundsitzlichen Verfiigbarkeit bzw. Kompatibilitit von
Wabhrheitswerten fiir Sitze. Die Bestimmung dieser Grundsitzlichkeit ist verhandelbar. Die
Abgrenzung einer grundsitzlichen Verfiigbarkeit bzw. Kompatibilitiit von
Wabhrheitswerten gebeniiber Wahrheitserwéigungen anderer Art aber ist fiir die Logik
grundlegend.

Die Logik ist von jeher die Lehre vom korrekten Schlieen. Ein Schlul besteht aus
mehreren Sitzen, den Pramissen, und einem weiteren Satz, der Konklusion. Der giiltige
(korrekte) Schluf3 ist dadurch charakterisiert, dal3 der Wahrheitswert W fiir alle Primissen
zugleich mit dem Wahrheitswert F fiir den SchluBsatz inkompatibel ist. Also ergibt sich

aus der Wahrheit aller Pramissen zwingend die Wahrheit der Konklusion.

5.2 SATZE ALS WAHRHEITSFUNKTIONEN

Wir werden nun ein bestimmtes Prinzip der logischen Analyse darstellen, welches durch
das folgende Paradigma charakterisiert werden kann:

'Etwas in einem Satz ausdriicken heif}t, einen Satz so bilden, daf} er unter bestimmten
Bedingungen wahr und unter bestimmten Bedingungen falsch wird.'

Wir haben im folgenden Sétze vor Augen, auf die dieses Paradigma pafit.

Den Spielraum, der dem Satz fiir seine Wahrheit bzw. Falschheit zugemessen ist, nennen
wir seinen Wahrheitsspielraum. Einen Satz bilden, heifit einen Wahrheitsspielraum
konstruieren.

Den Wahrheitsspielraum eines Satzes begreifen wir als seinen faktischen Gehalt.
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a sei eine endliche Menge von Sétzen. Bei Anwendbarkeit aller Elemente von o
repriasentieren die Wahrheitsmoglichkeiten fiir o eine Gesamtheit einander wechselseitig
ausschlieBender Fille, von denen einer vorliegen muf (eine vollstindige, disjunkte

Fallunterscheidung).

Gegeben sei ein Satz S und eine endliche Menge o von Sédtzen. Wir nennen S eine
Wabhrheitsfunktion von o, genau dann, wenn wir den Wahrheitsspielraum von S auf der
Basis der Wahrheitsmoglichkeiten fiir o definieren kdnnen, und zwar dadurch, dal wir uns
bei jeder der Wahrheitsmoglichkeiten fiir o auf genau einen der beiden Wahrheitswerte

‘wahr' oder 'falsch' verpflichten.

Beispiele:

S

‘Der Jupiter ist weiter von der Erde entfernt als der Mars.'

S,:

'Das Licht braucht vom Jupiter ldnger bis zur Erde als vom Mars.'

Ss:

‘Der Jupiter ist weiter von der Erde entfernt als der Mars, und das Licht braucht vom
Jupiter ldnger bis zur Erde als vom Mars.'

Su:

‘Der Jupiter ist von der Erde hochstens so weit entfernt wie der Mars, oder das Licht
braucht vom Jupiter langer bis zur Erde als vom Mars.'

Wir setzen nun fest: Ein bestimmter Satz soll in dem Fall, da3 S; und S, wahr sind, wahr
sein, in allen anderen Féllen der Wahrheit oder Falschheit von S; und S, soll der Satz
falsch sein.

Damit definieren wir den Wahrheitsspielraum von Ss.

Oder: Ein bestimmter Satz soll in dem Fall, daf3 S; wahr und S, falsch ist, falsch sein, in
allen anderen Fillen der Wahrheit oder Falschheit von S; und S, soll der Satz wahr sein.
Damit definieren wir den Wahrheitsspielraum von S,.

S; und S, sind also Wahrheitsfunktionen der Menge {S;, S,}.

Ein Satz S sei eine Wahrheitsfunktion einer endlichen Menge o von Sitzen. Ist S bei allen
Wabhrheitsmoglichkeiten fiir o wahr oder bei allen Wahrheitsmoglichkeiten fiir o falsch,
dann hat S keinen faktischen Gehalt. Im ersten Fall ist S in der Aussage unverbindlich, im

zweiten selbstwiderspiichlich. Gibt es mindestens eine Wahrheitsmoglichkeit, bei der S
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wahr, und auch mindestens eine Wahrheitsmoglichkeit, bei der S falsch ist, dann ist S

gehaltvoll.

Jeder Satz 146t sich als eine Wahrheitsfunktion einer Menge von Sétzen auffassen, die als

einziges Element ihn selbst enthilt.

Ein Satz S sei eine Wahrheitsfunktion einer endlichen Menge o von Sitzen. [ sei eine
endliche Menge von Sitzen, die o als echte Teilmenge enthilt. Dann ist S auch eine
Wahrheitsfunktion von 3.

(Die durch die Wahrheitsmoglichkeiten von o bzw. 3 reprisentierten Fallunterscheidungen
stehen zueinander in dem Verhiltnis, daf} die zweite entweder der ersten gleichgesetzt
werden kann, oder eine differenziertere, vollstidndige, disjunkte Fallunterscheidung auf der
Basis der ersten darstellt. (vgl. P3) Da die erste fiir die Definition des Wahrheitsspielraums

von S hinreichend differenziert ist, ist es die zweite ebenfalls.

Ein Satz S sei eine Wahrheitsfunktion einer endlichen Menge o von Sitzen. 3 sei eine
weitere endliche Menge von Sitzen und jedes Element von o eine Wahrheitsfunktion von
. Dann ist S auch eine Wahrheitsfunktion von f.

(Gegeben sei eine Wahrheitsmoglichkeit W, fiir B. Der Wahrheitsspielraum jedes
Elements von o ist bei W auf einen Wahrheitswert festgelegt. Damit kommt fiir o bei W,
nur eine einzige Wahrheitsmoglichkeit W, fiir a in Frage. Der Wahrheitsspielraum von S
ist bei W, auf einen Wahrheitswert festgelegt. Also ist er auch bei W, auf einen

Wabhrheitswert festgelegt.)

Daraus folgt:
Ein Satz S sei eine Wahrheitsfunktion einer endlichen Menge {S, ..., S;} von Sétzen. S,
..., S, seien Wahrheitsfunktionen endlicher Mengen a.y, ..., &, von Sétzen. Dann ist S auch

eine Wahrheitsfunktion der Menge oL ... UQL,.

5.3 MENGENTHEORETISCHE WAHRHEITSFUNKTIONEN

Das Konzept der Wahrheitsfunktionen kann fiir endliche Mengen von Sitzen

mengentheoretisch formuliert werden wie folgt:
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Eine mengentheoretische Wahrheitsfunktion F() einer endlichen Menge o von Sitzen ist
eine Zuordnung von Wahrheitswerten zu den WZon fiir o, die jeder WZo fiir o genau

einen Wahrheitswert zuordnet. (‘mengentheoretische Wahrheitsfunktion' wird abgekiirzt:

'mWF')

Unter einer ' mWF' werden wir im folgenden immer eine mWF einer endlichen Menge von

Sitzen verstehen.

Zu einer endlichen Menge o von Sitzen mit n Elementen gibt es 2 hoch (2 hoch n)

verschiedene mWFn von «.

Beispiel:

Si:

‘Der Jupiter ist weiter von der Erde entfernt als der Mars.'

Ss:

‘Das Licht braucht vom Jupiter ldnger bis zur Erde als vom Mars.'
Es gibt 16 verschiedene mWFn der Menge {S;, S,}.

Eine davon ist die folgende Zuordnung:

{({S1LW), S2,W)}, W), ({(S1, W), (S2, B)}, B), ({(S1, F), (S2,W)}, ), ({(S1, F), (S2, B)},
W)}

F() sei eine mWF einer Menge o von Sétzen. Wenn einer bestimmten WZo fiir o bei
F(a) der Wahrheitswert W bzw. F zugeordnet ist, dann sagen wir auch, F(o) habe bei
dieser WZo fiir o den Wert W bzw. F.

Jede WZo fiir a heiflt eine WZo von F(c).

Eine WZo fiir F(o), bei der F(o) den Wert W hat, heif3t eine verifizierende WZo von F(a),
eine WZo fiir F(o), bei der F(ot) den Wert F hat, eine falsifizierende WZo von F(o).

Jede mWF F(o) einer Menge o von Sitzen kann als die Definition eines
Wabhrheitsspielraums aufgefalSt werden. Es entspricht dann eine stimmige WZo fiir o einer
bestimmten Wahrheitsmoglichkeit fiir a, und der Wert der Funktion bei dieser WZo, dem
Wabhrheitswert, auf den der Wahrheitsspielraum bei dieser Wahrheitsmoglichkeit festgelegt
wird. Ein Paar, bestehend aus einer WZo fiir ¢, die nicht stimmig ist, und einem

Wabhrheitswert, ist bedeutungslos.

Es wird sich zeigen, dal zu jeder mWF F(a) einer Menge o von Sétzen mindestens ein

Satz mit dem durch F(o) definierten Wahrheitsspielraum gebildet werden kann.
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Da eine mWF einen Wahrheitsspielraum definiert, kann sie selbst als eine Art Satz

aufgefalit werden.

Bei der Anfithrung einer mWF in Mengenschreibweise ist weder die Reihenfolge der Satze
noch der WZon von Bedeutung. Es soll nun das folgende Ordnungsschema vereinbart
werden:
Gegeben sei eine endliche Menge o von Sétzen mit n Elementen. Nach Festlegung einer
verbindlichen Reihenfolge Sy, ..., S, fiir die Elemente von o wird jede mWF F(a) von o
angegeben als eine mWF F(Sy, ..., S,). Hierfiir gilt:
Die Abfolge der Sétze innerhalb einer WZo fiir o ist Sy, ..., S.
Die Abfolge der in F(Sy, ..., S,) aufscheinenden WZon fiir o gehorcht diesen Regeln:
1) Jede WZo, bei der S; den Wert W hat, ist vorgereiht allen WZon, bei denen S,
den Wert F hat.
2) Essei S, ein beliebiges Element aus o, das S; nachgereiht istin Sy, ..., S, und
WZo, eine WZo fiir die Menge aller Elemente aus «, die S, vorgereiht sind in
Sy, ..., Sp. Dann gilt: Jede WZo fiir o, die WZo, enthilt und fiir S, den Wert W
hat, ist vorgereiht allen WZon fiir o, die WZo, enthalten und fiir S, den Wert F
haben.
Die aus dieser Ordnung resultierende Abfolge der Funktionswerte ergibt eine Reihe von
Wahrheitswerten, welche der Wertverlauf von F(S, ..., S,) heit und F(S, ..., S,) als eine

bestimmte mWF von o eindeutig identifiziert.

Eine mWF kann in Tabellenform, in einer sogenannten Wahrheitstafel, dargestellt werden.
Die Wahrheitstafel fiir eine Funktion F(S, ..., S,) wird erstellt wie folgt:

Es wird eine Tabelle angelegt, bestehend aus einer Kopfzeile und 2" weiteren Zeilen,
einem linken Teil mit n Spalten und einem rechten Teil mit einer weiteren Spalte. Die
Spalten im linken Teil sind den Sétzen Sy, ..., S, zugewiesen, die Zeilen den WZon. Ein
Satz wird in der Kopfzeile seiner Spalte zitiert. Der Wert eines Satzes bei einer WZo wird
in der entsprechenden Zeile in die entsprechende Spalte eingetragen, der Wert der
Funktion bei einer bestimmten WZo findet sich in der zugeordneten Zeile in der einzigen

Spalte im rechten Teil der Tabelle. Diese Spalte nimmt den Wertverlauf auf.
Beispiel, s. Abb. 17.

Gegeben sei eine mWF F(o) einer Menge o von Sitzen.

F(o) heiBit mengentheoretisch (mth.) konstant, genau dann, wenn im Wertverlauf von F(o)
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entweder nur der Wert W oder nur der Wert F aufscheint.

F(a) heifit mth. konstant wahr, genau dann, wenn im Wertverlauf von F(a) nur der Wert W
aufscheint.

F(a) heifit mth. konstant falsch, genau dann, wenn im Wertverlauf von F(o) nur der Wert F

aufscheint.

Fi(o) und F»(B) seien mWFn von Mengen «a,  von Sitzen. F;(a) und F»() heifen mth.
dquivalent, genau dann, wenn fiir jede WZo fiir die Vereinigungsmenge von o und 3 das
folgende gilt: F,() hat bei der in dieser WZo enthaltenen WZo fiir B denselben Wert wie

F,(o) bei der in dieser WZo enthaltenen WZo fiir o.

F() sei eine mWF einer Menge o von Sétzen. Ein Element S aus a heiflt mth. redundant
in F(a), genau dann, wenn fiir jedes Paar WZon (WZo, WZo0,) fiir o gilt: Wenn WZo; und
WZo, bei S, und nur bei S, voneinander abweichen, dann hat F(o) bei WZo; und WZo,

denselben Wert.

Gegeben sei eine mWF F(o) einer Menge o von Sitzen.

F(a) heifit schwach konstant, genau dann, wenn F(a) bei allen stimmigen WZon fiir o
denselben Wert hat.

F(a) heifit schwach konstant wahr, genau dann, wenn F(o) bei jeder stimmigen WZo fiir o
den Wert W hat.

F(o) heiBt schwach konstant falsch, genau dann, wenn F(at) bei jeder stimmigen WZo fiir

o den Wert F hat.

Fi(o) und F»(B) seien mWFn von Mengen «a, B von Sitzen. F;(a) und F,(B) heilen
schwach dquivalent, genau dann, wenn fiir jede stimmige WZo fiir die Vereinigungsmenge
von o, und B das folgende gilt: Die Funktion F,(B) hat bei der in dieser WZo enthaltenen

WZo fiir B denselben Wert wie F;(a) bei der in dieser WZo enthaltenen WZo fiir .

F() sei eine mWF einer Menge o von Sétzen. Ein Element S aus o heifit schwach
redundant in F(o), genau dann, wenn fiir jedes Paar stimmiger WZon (WZo, WZo,) fiir o
gilt: Wenn WZo, und WZo, bei S, und nur bei S, voneinander abweichen, dann hat F(o)
bei WZo, und WZo, denselben Wert.
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Aufgrund der Deutung der mWFn konnen wir sagen:

F(a) sei eine mWF einer Menge o von Sitzen. [ sei eine endliche Menge von Sitzen, die

o als echte Teilmenge enthilt. Dann ist der Wahrheitsspielraum von F(at) auch bei jeder

der Wahrheitsméglichkeiten fiir B auf einen Wahrheitswert festgelegt und auf der

Grundlage der Wahrheitsmoglichkeiten fiir B definierbar.

Erlduterung:

1

i

il
1i
1i
ii
1i

ii

1i

1y
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

9)

10)

11)

12)

13)

F(o) sei eine mWF einer Menge o von Sitzen.

B sei eine endliche Menge von Sitzen, die o als echte Teilmenge enthilt.

W, sei eine Wahrheitsmoglichkeit fiir 3.

WZo; sei diejenige stimmige WZo fiir 3, die W, entspricht.

WZo, enthilt eine stimmige WZo fiir a.. Diese sei WZo,.

W, sei die Wahrheitsmoglichkeit fiir o, der WZo, entspricht.

W, stellt entweder denselben Fall dar wie W, oder ist ein Unterfall von W.
Der Wahrheitsspielraum von F() ist bei W, auf einen Wahrheitswert
festgelegt.

Also ist der Wahrheitsspielraum von F(o) auch bei W, auf einen Wahrheitswert
festgelegt.

Also ist der Wahrheitsspielraum von F(o) bei jeder Wahrheitsmoglichkeit fiir 3
auf einen Wahrheitswert festgelegt.

Die Wahrheitsmoglickeiten fiir B stellen eine vollstindige, disjunkte
Fallunterscheidung dar.

Also ist der Wahrheitsspielraum von F(at) auf der Grundlage der
Wahrheitsmoglichkeiten fiir § definierbar.

Also ist der Wahrheitsspielraum von F(a) bei jeder der
Wahrheitsmoglichkeiten fiir B auf einen Wahrheitswert festgelegt und auf der

Grundlage der Wahrheitsmoglichkeiten fiir B definierbar.

Daraus folgt:

F(av) sei eine mWF einer Menge o von Sitzen. P sei eine endliche Menge von Sitzen, die

a als Teilmenge enthélt. Dann ist der Wahrheitsspielraum von F(ot) auch bei jeder der

Wahrheitsmoglichkeiten fiir § auf einen Wahrheitswert festgelegt und auf der Grundlage

der Wahrheitsmoglichkeiten fiir B definierbar.
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Wir kdnnen auch sagen:

Fi(a) und F»(B) seien mWFn von Mengen a, 3 von Sitzen. F;(a) und F,(B) seien schwach

dquivalent. Dann definieren F;(a) und F,(B) denselben Wahrheitsspielraum.

Erléduterung:

1
1

i

1

1i

ii

ii

1i

ii

1i

1i

1i

1i

ii

ii

1i

1y

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)
11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

Fi(o) und F,(B) seien mWFn von Mengen «, B von Sitzen.

Fi(o) und F,(B) seien schwach dquivalent.

Der Wahrheitsspielraum von F(B) ist bei jeder Wahrheitsmoglichkeit fiir U3
auf einen Wahrheitswert festgelegt.

Und es ist der Wahrheitsspielraum von F() bei jeder Wahrheitsméglichkeit fiir
oUP auf einen Wahrheitswert festgelegt.

W, sei eine Wahrheitsmoglichkeit fiir ap.

WZo; sei diejenige stimmige WZo fiir U, die W entspricht.

WZo, enthilt eine stimmige WZo fiir o und eine stimmige WZo fiir 3. Diese
seien WZo, bzw. WZo;.

W, sei diejenige Wahrheitsmoglichkeit fiir o, der WZo, entspricht, W3
diejenige Wahrheitsmoglichkeit fiir B, der WZo; entspricht.

Da F; (o) und F,(B) schwach dquivalent sind, hat F,(3) bei WZo; denselben
Wert wie F(a) bei WZo,. Dieser sei v.

Der Wahrheitsspielraum von F,(o) ist bei W, auf v festgelegt.

W, ist entweder mit W, identisch, oder W, reprisentiert denselben Fall wie W,
oder W, ist ein Unterfall von W,.

Also ist der Wahrheitsspielraum von F;(o) bei W, ebenfalls auf v festgelegt.
Der Wahrheitsspielraum von F,(J3) ist bei W3 auf v festgelegt.

W, ist entweder mit W3 identisch, oder W, reprisentiert denselben Fall wie W3,
oder W, ist ein Unterfall von Wj.

Also ist der Wahrheitsspielraum von F,(3) bei W, ebenfalls den Wert v
festgelegt.

Also sind der Wahrheitsspielraum von F(o) und der Wahrheitsspielraum von
F2(B) bei W, beide auf den Wahrheitswert v festgelegt.

Also sind der Wahrheitsspielraum von F,(o) und der Wahrheitsspielraum von

F,(B) bei W, beide auf denselben Wahrheitswert festgelegt.
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i

i

i

18)

19)

20)

Also gilt fiir jede Wahrheitsmoglichkeit fiir cup: Der Wahrheitsspielraum von
Fi(o) und der Wahrheitsspielraum von F,(B) sind bei der betreffenden
Wahrheitsmoglichkeit beide auf denselben Wahrheitswert festgelegt.

Der Wahrheitsspielraum von F;(o) und der Wahrheitsspielraum von F,() sind
beide auf der Grundlage der Wahrheitsmoglichkeiten fiir P definierbar.

Also definieren Fy(a) und F,(B) denselben Wahrheitspielraum.

Fi(a) und F»(B) seien mWFn von Mengen o, 3 von Sitzen. F(a) und F,(B) seien nicht

schwach dquivalent. Dann definieren F;(a) und F»(B) verschiedene Wahrheitsspielrdume.

Erlduterung:

1
1

i

1y

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)
12)

13)

Fi(o) und F,(B) seien mWFn von Mengen «, B von Sitzen.

Fi(o) und F,(B) seien nicht schwach dquivalent.

Dann gibt es mindestens eine stimmige WZo fiir U, sodaBl F»(B) bei der in
dieser WZo enthaltenen WZo fiir  einen anderen Wert hat, als F;(ct) bei der in
dieser WZo enthaltenen WZo fiir a.. WZo; sei eine solche WZo fiir o Up.

Der Wahrheitsspielraum von F;() ist bei jeder Wahrheitsmoglichkeit fiir a3
auf einen Wahrheitswert festgelegt.

Und es ist der Wahrheitsspielraum von F,(B) bei jeder Wahrheitsmoglichkeit
fiir P auf einen Wahrheitswert festgelegt.

WZo, sei die in WZo, enthaltene WZo fiir o, WZo5 die in WZo, enthaltene
WZo fiir 3.

v sei der Wert von F(at) bei WZo,.

W, sei diejenige Wahrheitsmoglichkeit fiir a3, der WZo, entspricht, W,
diejenige Wahrheitsmoglichkeit fiir o, der WZo, entspricht, und W3 diejenige
Wahrheitsmoglichkeit fiir B, der WZo; entspricht.

Der Wahrheitsspielraum von F,(o) ist bei W, auf v festgelegt.

W, ist entweder mit W, identisch oder W reprisentiert denselben Fall wie W,
oder W, ist ein Unterfall von W,.

Also ist der Wahrheitsspielraum von F;(o) bei W, ebenfalls auf v festgelegt.
Der Wahrheitsspielraum von F,() ist bei W3 auf denjenigen Wahrheitswert
festgelegt, der nicht mit v identisch ist.

W, ist entweder mit W; identisch oder W, représentiert denselben Fall wie W3

oder W, ist ein Unterfall von W5.
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i 14) Also ist der Wahrheitsspielraum von F,(3) bei W5 ebenfalls auf denjenigen
Wabhrheitswert festgelegt, der nicht mit v identisch ist.

1 15) Also sind der Wahrheitsspielraum von F;(a) und der Wahrheitsspielraum von
F,(B) bei W, jeder auf einen anderen Wahrheitswert festgelegt.

1 16) Also gibt es mindestens eine Wahrheitsmoglichkeit fiir aup, sodal der
Wahrheitsspielraum von F;(ct) und der Wahrheitsspielraum von F,(p) bei
derselben jeder auf einen anderen Wahrheitswert festgelegt sind.

1 17) Der Wahrheitsspielraum von F(a) und der Wahrheitsspielraum von F,() sind
beide auf der Grundlage der Wahrheitsmoglichkeiten von U definierbar.

i 18) Also definieren F;(o) und F,(B) nicht denselben Wahrheitspielraum.
Es ergibt sich das folgende:

Fi(a) und F,(B) seien mth. dquivalente mWFn von Mengen o, 3 von Sétzen. Dann kann

gelten: F;(a) und F»(B) definieren denselben Wahrheitsspielraum.

Fi(o) und F»(B) seien mWFn von Mengen a, § von Sitzen. F;(a) und F,(B) seien nicht
mth. dquivalent. Dann kann gelten: F;(o) und F»(B) definieren denselben

Wabhrheitsspielraum, genau dann, wenn sie schwach dquvialent sind.

Im weiteren soll im Zusammenhang mit mWFn: 'konstant', 'konstant wahr', konstant
falsch', 'dquivalent’, 'redundant’ stets: 'mth. konstant', 'mth. konstant wahr', 'mth. konstant

falsch', 'mth. dquivalent', 'mth. redundant' bedeuten.
Es gilt:

(38)
F() sei die konstant wahre oder die konstant falsche mWF einer Menge o von Sétzen.

Dann sind alle Elemente von o redundant in F(o).

(39)
F(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Sitzen. Dann ist mindestens ein

Element von o nicht redundant in F(a).

Beweis:
1 1) F(w) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Sétzen.
1 2) Dann hat F(o) bei mindestens einer WZo fiir o den Wert W. WZo, sei eine

solche.
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1 3) Und es hat F(ot) bei mindestens einer WZo fiir oo den Wert F. WZo, sei eine
solche.
1 4) Wir stellen eine Reihe R von WZon fiir o her wie folgt: [e.]

a) Das erste Glied von R ist WZo;.

b) Wir erzeugen so lang als méglich zum jeweils letzen Glied ein
Nachfolgeglied, indem wir bei genau einem Element von o den Wert
abandern, und zwar bei einem Element, bei dem WZo, von WZo,
abweicht und dieses letzte Glied, sofern es nicht WZo, ist, mit WZo,
ibereinstimmt.

(Da WZo, und WZo, nicht identisch sind, 14/t sich mindestens ein
Nachfolgeglied erzeugen.)
¢) Die Reihe endet mit WZo..
1 5) R enthélt mindestens eine falsifizierende WZo von F(o).
i 6) WZo; sei diejenige in R vorkommende, falsifizierende WZo von F(a), welche

in R am weitesten vorne gereiht ist.

1 7) WZos ist nicht WZo,.

i 8) Also hat WZo; ein Vorgingerglied in R. Dieses sei WZo,.

i 9) WZo, ist eine verifizierende WZo von F(a).

1 10) WZo4 und WZoj; unterscheiden sich bei genau einem Element S von o.

1 11) WZo, und WZo5 unterscheiden sich bei S, und nur bei S, und F(o) hat bei
WZo4 und WZos nicht denselben Wert.
1 12) Also gibt es mindestens ein Paar WZon fiir o, sodaB3 sich diese WZon bei S,

und nur bei S, voneinander unterscheiden, und F(o) bei diesen WZon nicht

denselben Wert hat.
1 13) Also ist S nicht redundant in o.
1 14) Also ist mindestens ein Element von o nicht redundant in F(c).

Aus der Definition der Aquivalenz fiir mWFn 148t sich das folgende ableiten:

(40)

Jede mWF ist mit sich selbst dquivalent.

(41)
F (o) und F»(o) seien zwei nichtidentische mWFn derselben Menge o von Sétzen. Dann

sind F;(a) und F>(a) nicht dquivalent.
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(42)

Fi(a), F2(B), F5(y) seien mWFn von Mengen a, 3, Y von Sitzen. Fi(a) und F»(B) seien

dquivalent. Ebenso seien F»(3) und F5(y) dquivalent. Dann sind auch F;(o) und F5(y)

dquivalent.

Beweis:

i 1) Fi(aw), F2(B), F3(y) seien mWn von Mengen «, 3, Y von Sitzen.

i 2) Fi(a) und F»(B) seien dquivalent.

i 3) F(B) und F;(y) seien dquivalent.

il 4) WZo, sei eine WZo fiir auy.

il 5) WZo, sei die WZo fiir o, WZo3, die WZo fiir v, die in cuy enhalten ist.

il 6) WZo, sei eine WZo fiir auBury, die WZo, enthilt. [e.]

ii 7) WZos sei die WZo fiir B, WZos die WZo fiir a3, und WZo- die WZo fiir Bury,
die in WZo, enthalten ist.

ii 8) WZog enthilt WZo, und WZos.

ii 9) Und es enthilt WZo; WZos und WZos;.

il 10) Da F(a) und F»(B) dquivalent sind, hat F,(B) bei der in WZo4 enthaltenen WZo
fiir B, also bei WZos, denselben Wert, wie F;(ct) bei der in WZog enthaltenen
WZo fiir o, also bei WZo,.

11 11) Da F,(B) und Fs(y) dquivalent sind, hat F5(y) bei der in WZo; enthaltenen WZo
fiir v, also bei WZoj; denselben Wert, wie F»(B) bei der in WZo; enthaltenen
WZo fiir B, also bei WZos.

ii 12) Also hat F;3(y) bei WZo; denselben Wert wie F;(a) bei WZo,.

il 13) Also hat F;3(y) bei der in WZo, enthaltenen WZo fiir Y denselben Wert wie F,(o)
bei der in WZo, enthaltenen WZo fiir o

i 14) Also gilt fiir jede WZo fiir owuy: F3(y) hat bei der in dieser WZo enthaltenen
WZo fiir y denselben Wert wie F;(a) bei der in dieser WZo enthaltenen WZo
fir a.

1 15) Also sind F,(o) und F5(y) dquivalent.

(43)

Fi(a) sei eine mWF einer Menge o von Sitzen. B sei eine endliche Menge von Sitzen.
Dann gibt es hochstens eine mWF von 3, die mit F(o) dquivalent ist.

Beweis:

i 1) Fi(o) sei eine mWF einer Menge o von Sitzen.
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i 2) P sei eine endliche Menge von Sitzen.

il 3) (Fx(P), F3(B)) sei ein Paar nichtidentischer mWFn von f.

iii 4) Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, F,(B) und F;() seien beide
dquivalent mit F (o).

iii 5) Da F,(B) und F;(3) mWFn derselben Menge von Sitzen sind, sind F»(B) und
F3(B) nicht dquivalent.

iii 6) Da F,(B) und F;(a) dquivalent sind und F;(a) und F;() dquivalent sind, sind
F,(B) und F3(B) dquivalent.

iii 7) Dies ergibt einen Widerspruch.

il 8) Also ist mindestens eine der mWFn F,() oder F;(B) nicht dquivalent mit F().

i 9) Also ist in jedem Paar nichtidentischer mWFn von B mindestens eine mWF
nicht dquivalent mit F(c).

1 10) Also gibt es hochstens eine mWF von B, die mit F;(o) dquivalent ist.

(44)
o, B seien endliche Mengen von Sitzen. Dann sind die konstant wahre mWF von o und die

konstant wahre mWF von [ dquivalent.

(45)
o, B seien endliche Mengen von Sitzen. Dann sind die konstant falsche mWF von o und

die konstant falsche mWF von [ dquivalent.

(46)
Fi(a), F2(B) seien dquivalente mWFn. Dann sind F;(ot) und F»(B) entweder zugleich

konstant wahr, oder zugleich konstant falsch, oder zugleich nicht konstant.

(47)

Fi(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Sitzen.  sei die Menge aller
Elemente von «, die nicht redundant sind in F(a). Dann hat F;(a) bei allen WZon fiir o,
die dieselbe WZo fiir B enthalten, denselben Wert.

Beweis:

i
i

1i

)
2)
3)

F,(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Sétzen.
B sei die Menge aller Elemente von a, die nicht redundant sind in F(cx).

WZo; sei eine WZo fiir 3.
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iii
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1i
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(48)

4)

5)

6)

7)
8)

9)

10)
11)
12)
13)

14)

15)

16)
17)
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(WZo,, WZ05) sei ein Paar WZon fiir o, sodal WZo, und WZo; WZo,
enthalten.
Wir stellen eine Reihe R von WZon fiir o her wie folgt: [e.]

a) Das erste Glied von R ist WZo,.

b) Wir erzeugen so lang als méglich zum jeweils letzen Glied ein
Nachfolgeglied, indem wir bei genau einem Element von o den Wert
abdndern, und zwar bei einem Element von o, bei dem WZo5; von
WZo, abweicht, und dieses letzte Glied, sofern es nicht WZo, ist, mit
WZo, iibereinstimmt.

¢) Die Reihe endet mit WZos.

Da WZo, und WZos dieselbe WZo fiir B enthalten, wird niemals der Wert bei
einem Element aus 3 abgeéndert.

Alle Elemente aus ., die nicht redundant sind in F(at), sind Elemente von f.
Also wird der Wert niemals bei einem Element von o abgeéndert, das nicht
redundant ist in F(o).

(WZo,4, WZo0s) sei ein Paar WZon aus R, sodal WZos in R unmittelbar auf
WZo, folgt.

WZo4 und WZos unterscheiden sich bei bei genau einem Element S von o.

S ist redundant in F().

Also hat F(a) bei WZo,4 und WZos denselben Wert.

F(a) hat bei jedem Paar aufeinanderfolgender WZon fiir o in R denselben
Wert. (Wenn WZo, mit WZo; identisch ist, dann hat F(o) bei WZo, und WZo,
ebenfalls denselben Wert.)

Also hat F(a) bei WZo, und WZo; denselben Wert.

Fiir jedes Paar (WZo,, WZo03;) WZon fiir o, sodal WZo, und WZo; WZo,
enthalten, gilt: F(ot) hat bei WZo, und WZo; denselben Wert.

F(a) hat bei allen WZon fiir o, die WZo, enthalten denselben Wert.

F(a) hat bei allen WZon fiir a, die dieselbe WZo fiir 3 enthalten, denselben
Wert.

Fi(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Sitzen.  sei die Menge aller

Elemente von @, die nicht redundant sind in F;(). v sei eine endliche Menge von Sitzen,

die B als Teilmenge enthélt. F,(Y) sei diejenige mWF von v, die bei jeder WZo fiir y
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denjenigen Wert hat, den F,(o) bei allen WZon fiir & hat, die die in dieser WZo fiir y

enthaltene WZo fiir B enthalten. So gilt: F;(a) und F,(y) sind dquivalent.

Beweis:

1
1
i

i

1

il

1i

(49)

1y
2)
3)
4)

5)

6)

7)

8)

9)

F (@) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Sétzen.

B sei die Menge aller Elemente von a, die nicht redundant sind in F(cx).

v sei eine endliche Menge von Sitzen, die B als Teilmenge enthiilt.

F,(y) sei diejenige mWF von 7, die bei jeder WZo fiir 7Y denjenigen Wert hat,
den F;(a) bei allen WZon fiir o hat, die die in dieser WZo fiir y enthaltene WZo
fiir B enthalten.

WZo, sei eine WZo fiir awy.

Dann enthilt die in WZo, enthaltene WZo fiir y dieselbe WZo fiir B wie die in
WZo, enthaltene WZo fiir o

Also hat F,(y) bei der in WZo, enthaltenen WZo fiir Y denselben Wert wie F,(o)
bei der in WZo, enthaltenen WZo fiir o.

Also gilt fiir jede WZo fiir cwy: Fo(y) hat bei der in dieser WZo enthaltenen
WZo fiir vy denselben Wert wie F;() bei der darin enthaltenen WZo fiir o.

Also sind F;(a) und F,(7y) dquivalent.

Fi(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Sitzen. [ sei eine endliche Menge

von Sitzen, sodaBl mindestens ein Element von o, das nicht redundant ist in F(at), kein

Element von [ ist. Dann gibt es keine mWF von B, die mit F;(at) dquivalent ist.

Beweis:

i

i

ii

ii

1i

ii

Y
2)

3)
4)

5)
6)

F,(0) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Sétzen.

B sei eine endliche Menge von Sitzen, soda mindestens ein Element von a,
das nicht redundant ist in F(at), kein Element von [ ist. S sei ein solches
Element von .

F,(B) sei eine mWF von 3.

Es gibt mindestens ein Paar (WZo;, WZo,) von WZon fiir ., sodal WZo, und
WZo, bei S, und nur bei S, voneinander abweichen und F;(o) bei WZo; und
WZo, verschiedene Werte hat. (WZo;, WZ0,) sei ein solches Paar.

WZo; sei eine WZo fiir U, die WZo, enthilt. [e.]

WZo, sei die in WZo; enthaltene WZo fiir 3.
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1i

ii
ii

1l

iii

il

1l

iii

1l

iii

1i

ii

7)

8)

9)
10)

11)
12)

13)

14)

15)
16)

17)

18)

19)
20)
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WZos sei diejenige WZo fiir P, die sich bei S, und nur bei S, von WZo;
unterscheidet.

Da WZo; und WZo, sich bei S und nur bei S unterscheiden, enthilt WZos
WZo,.

Da S kein Element von B ist, enthidlt WZos WZo,.

Es liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A:

F,(B) hat bei WZo, denselben Wert wie F;(a) bei WZo;.

Dann hat F,(B) bei WZo, nicht denselben Wert wie F,(ct) bei WZo,.

Also hat F»(B) bei der in WZos enthaltenen WZo fiir B nicht denselben Wert
wie F (o) bei der in WZos5 enthaltenen WZo fiir o.

Also gibt es mindestens eine WZo fiir U, sodall F»(B) bei der in dieser WZo
enthaltenen WZo fiir B nicht denselben Wert hat wie F,(ct) bei der darin
enthaltenen WZo fiir o.

Fall B:

F,(B) hat bei WZo, einen anderen Wert als F;(a) bei WZo,.

Dann hat F,(B) bei der in WZoj; enthaltenen WZo fiir B nicht denselben Wert
wie Fi(o) bei der in WZoj; enthaltenen WZo fiir .

Also gibt es mindestens eine WZo fiir U, sodal F,(B) bei der in dieser WZo
enthaltenen WZo fiir § nicht denselben Wert hat wie F;(a) bei der darin
enthaltenen WZo fiir .

Also gibt es mindestens eine WZo fiir U, sodal F,(B) bei der in dieser WZo
enthaltenen WZo fiir B nicht denselben Wert hat wie F,(ot) bei der darin
enthaltenen WZo fiir o.

Also sind Fj(a) und F,(B) nicht dquivalent.

Also gibt es keine mWF von B, die mit F(o) dquivalent ist.

Gegeben sei ein Satz S und eine mWF F(o) einer Menge o von Sitzen, die den

Wabhrheitsspielraum von S definiert. Dann kann gelten: Wenn F(o) schwach konstant wahr

ist, ist S eine Tautologie. Wenn F(at) schwach konstant falsch ist, ist S eine Kontradiktion.

Wenn F(a) nicht schwach konstant ist, ist S kontingent. Im ersten Fall ist S ohne

faktischen Gehalt, weil nichtssagend unverbindlich, im zweiten Fall ist S ohne faktischen

Gehalt, weil selbstwiderspriichlich. Im dritten Fall ist S gehaltvoll.
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Gegeben seien zwei nichtidentische Sitze S; und S, und mWFn F(a) und F»() von
Mengen o, B von Sitzen, die den Wahrheitsspielraum von S; bzw S, definieren. Dann
kann gelten: S; und S, sind dquvialent genau dann, wenn F;(a) und F,() schwach

dquivalent sind. Genau dann haben S; und S, auch denselben faktischen Gehalt.

In bestimmten Féllen ist es moglich, bei einer endlichen Menge von Sétzen, die nicht frei
ist von logischen Abhéngigkeiten, die Reduktion der stimmigen WZon mithilfe der
wahrheitsfunktionalen Analyse, wie wir sie dargestellt haben, vollkommen zu erkliren.
Die Reduktion der stimmigen WZon ist dann vollstiandig auf sprachliche Festsetzungen
zuriickzufiihren.

Wir nennen den logischen Status einer endlichen Menge o von Sétzen vollstindig
wahrheitsfunktional analysierbar im engeren Sinne bzw. vollstandig aussagenlogisch
analysierbar, genau dann, wenn es eine endliche Menge B von logisch unabhéngigen
Sitzen gibt, sodall der Wahrheitsspielraum eines jeden Elements von o durch eine mWF

von B definiert werden kann.

5.4 INTERPRETATION DER WOHLGEFORMTEN FORMELN VON AL

Wir setzen im weiteren die wffs von AL vollkommen mit Sétzen gleich. Jede Atomformel
von AL soll einen bestimmten Satz vertreten. Jeder wff von AL aber wird eine mWF

mindestens einer Menge von Atomformeln zugeordnet werden.

Aufgrund technischer Vorteile bedienen wir uns hierzu des Konzepts der

aussagenlogischen Bewertungen.

Eine aussagenlogische Bewertung (Bewertung) ist eine WZo fiir die Menge aller wffs von
AL im Rahmen der folgenden Vereinbarungen:
Eine Bewertung kann jede beliebige WZo fiir die Menge aller Atomformeln enthalten. Die
Werte der wifs von AL, die keine Atomformeln sind, ergeben sich aus dieser WZo nach
den folgenden Regeln:
B sei eine Bewertung, @, y seien wifs.

1) Wenn @ wabhr ist bei B, dann ist —¢ falsch bei B.

Anderenfalls ist =¢ wahr bei B.
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2) Wenn ¢ und y beide wahr sind bei B, dann ist @Ay ebenfalls wahr bei B.
Anderenfalls ist @Ay falsch bei B.

3) Wenn ¢ und y beide falsch sind bei B, dann ist Qv ebenfalls falsch bei B.
Anderenfalls ist vy wahr bei B.

4) Wenn @ wahr ist, und zugleich y falsch ist bei B, dann ist ¢— falsch bei B.
Anderenfalls ist ¢—\ wahr bei B.

5) Wenn @ und y denselben Wert haben bei B, dann ist =y wahr bei B.
Anderenfalls ist =y falsch bei B.

Es gilt:

(50)
Zu jeder WZo fiir die Menge aller Atomformeln von AL gibt es genau eine Bewertung, die
diese WZo enthilt. Es ist also jede Bewertung durch die in ihr enthaltene WZo fiir die

Menge aller Atomformeln identifiziert.

(31)
Gegeben sei eine wif ¢ und eine Bewertung B. Dann kann, ausgehend von den Werten der
in @ enthaltenen Atomformeln, der Wert von @ bei B iiber die Werte aller in ¢ enthaltenen

Teilformeln schrittweise errechnet werden.

(32)
Jede wif @ hat bei allen Bewertungen, die dieselbe WZo fiir die Menge aller in ¢

enthaltenen Atomformeln enthalten, denselben Wert.

Ein Beispiel fiir die Errechnung des Werts einer wff bei allen Bewertungen, die eine
bestimmte WZo fiir die Menge der in dieser wff enthaltenen Atomformeln einschlieBen:
Gegeben sei die wff '—=(pvq)=r". B sei eine Bewertung, bei der 'p' falsch, 'q' falsch und 'r'
wabhr ist.

Da 'p' falsch ist und auch 'q' falsch ist, ist '(pvq)' falsch. Also ist '=(pvq)' wahr. Die wff '’
ist wahr. Da '—=(pvq)' wahr ist und auch 't' wahr ist, ist ' =(pvq)=r' wahr.

Also ist '—(pvq)=r' bei allen Bewertungen, bei denen 'p' falsch, 'q' falsch und 'r' wahr ist,

wahr.

Aus den Regeln fiir Bewertungen lassen sich zwei weitere Regeln ableiten:



82

(33)

B sei eine Bewertung, @y, ..., ¢, seien wffs. Dann gilt: Wenn alle wffs aus @y, ..., ¢, wahr

sind bei B, dann ist @;A...AQ, wahr bei B. Anderenfalls ist @,A...AQ, falsch bei B.

i 1) B sei eine Bewertung.

1 2) O, ..., ¢, seien wifs.

1i 3) Alle wifs aus @, ..., @, seien wahr bei B.

il 4) Dann ist ¢, wahr.

ii 5) Fiir jedes beliebige u(1<u<n) gilt: Wenn die Teilformel QA ... AQ, wahr ist,
dann ist auch die Teilformel Q,A...AQ,,; wahr.

1i 6) Also ist @;A...A@, wahr bei B.

1 7) Wenn alle wffs aus @, ..., ¢, wahr sind bei B, dann ist ¢;A...AQ, wahr bei B.
ii 8) Mindestens eine wff aus @, ..., @, sei falsch bei B.
il 9) Eine solche sei @,.

1i 10) Dann ist die Teilformel ¢,A...A@, falsch.

il 11) Fiir jedes beliebige v(1<v<n) gilt: Wenn die Teilformel @A ...AQ, falsch ist,
dann ist auch die Teilformel @A...AQy,; falsch.

il 12) Also ist QiA...AQ, falsch bei B.

1 13) Wenn mindestens eine wff aus @, ..., @, falsch ist bei B, dann ist ¢;A...AQ,

falsch bei B.

(34)

B sei eine Bewertung, @y, ..., ¢, seien wffs. Dann gilt: Wenn alle wffs aus @, ..., @, falsch

sind bei B, dann ist @;v...vQ, falsch bei B. Anderenfalls ist @;v...v@, wahr bei B.

i 1) B sei eine Bewertung.

1 2) ¢y, ..., ¢, seien wifs.

il 3) Alle wffs aus @, ..., ¢, seien falsch bei B.

il 4) Dann ist @, falsch.

1i 5) Fiir jedes beliebige u(1<u<n) gilt: Wenn die Teilformel ¢,V ... v, falsch ist,
dann ist auch die Teilformel @,v...v@,,, falsch.

i1 6) Also ist @,Vv...v@, falsch bei B.

1 7) Wenn alle wffs aus @, ..., @, falsch sind bei B, dann ist @;v...v@, falsch bei B.
1i 8) Mindestens eine wff aus @, ..., @, sei wahr bei B.
1i 9) Eine solche sei @,.

11 10) Dann ist die Teilformel @,v...v@, wahr.
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ii 11) Fiir jedes beliebige v(1<v<n) gilt: Wenn die Teilformel @;v...v@, wahr ist, dann
ist auch die Teilformel @,v...v@,,; wahr.

il 12) Also ist @,v...v@, wahr bei B.

1 13) Wenn mindestens eine wff aus @, ..., @, wahr ist bei B, dann ist @;v...vQ, wahr

bei B.

Eine wff @ heil3t giiltig, genau dann, wenn ¢ bei allen Bewertungen wahr ist.
Beispiel:
va_|pl

Eine wff @ heilit erfiillbar, genau dann, wenn ¢ bei mindestens einer Bewertung wahr ist.
Beispiel:

L)

p

Eine wff @ heilt unerfiillbar genau dann, wenn @ bei allen Bewertungen falsch ist.
Beispiel:
PA—D'

o, y seien wifs. @ und y heilen (miteinander) semantisch dquivalent, genau dann, wenn es
keine Bewertung gibt, bei der @ und y verschiedene Werte haben.

Beispiel:

P, p—p’

Im Zusammenhang mit wffs von AL soll 'dquivalent’ stets 'semantisch dquivalent'

bedeuten.
Es gilt:

(35

Jede wff ist mit sich selbst dquivalent.

(36)
0, v, %, seien wffs. Wenn ¢ und y dquivalent sind, und y und Y dquivalent sind, dann sind

auch ¢ und % dquivalent.

(37

Alle giiltigen wffs sind untereinander dquivalent.
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(38)

Alle unerfiillbaren wffs sind untereinander dquivalent.

(39
¢, y seien dquivalente wffs. Dann sind ¢ und y entweder zugleich giiltig, oder zugleich

unerfiillbar, oder zugleich erfiillbar, aber nicht giiltig.

¢ sei eine wff und W eine Atomformel. Y hei3it neutral in Bezug auf ¢, genau dann, wenn
jedes Paar von Bewertungen, das nicht bei y, wohl aber bei allen anderen Atomformeln

iibereinstimmt, bei @ iibereinstimmt.

(60)

¢ sei eine wif und y eine Atomformel, die nicht in @ vorkommt. Dann ist y neutral in
Bezug auf ¢.

Beweis:

i 1) ¢ sei eine wif.

i 2) v sei eine Atomformel, die nicht in ¢ vorkommt.

il 3) (B, By) sei ein Paar von Bewertungen, das sich bei y unterscheidet, bei allen

anderen Atomformeln aber iibereinstimmt.

il 4) Dann enthalten B, und B, dieselbe WZo fiir die Menge aller in @ enthaltenen
Atomformeln.

il 5) Also stimmen B, und B, bei ¢ iiberein.

i 6) Also stimmt jedes Paar von Bewertungen, das sich bei y unterscheidet, bei

allen anderen Atomformeln aber {ibereinstimmt, bei ¢ iiberein.

i 7) Also ist y neutral in Bezug auf ¢.

(61)

¢ sei eine giiltige oder eine unerfiillbare wff. Dann sind alle Atomformeln neutral in Bezug
auf @.

(62)

¢ sei eine erfiillbare, nicht giiltige wff. Dann enthilt ¢ mindestens eine Atomformel, die
nicht neutral ist in Bezug auf ¢.

Beweis:

i 1) o sei eine erfiillbare, nicht giiltige wff.

i 2) a sei die Menge aller in ¢ enthaltenen Atomformeln.
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Es gibt mindestens eine Bewertung, bei der ¢ wahr ist. B, sei eine solche.

Und es gibt mindestens eine Bewertung, bei der ¢ falsch ist. B, sei eine solche.
Wir konstruieren eine Bewertung B;. B; soll bei allen Elementen von o mit B,
ibereinstimmen, bei allen {ibrigen Atomformeln mit B;. [e.]

Wir stellen eine Reihe R von Bewertungen her wie folgt: [e.]

a) Das erste Glied von R ist B;.

b) Wir erzeugen so lang als moglich zum jeweils letzen Glied ein
Nachfolgeglied, indem wir bei genau einer Atomformel den Wert
abindern, und zwar bei einem Element von o, bei dem B, von B,
abweicht und dieses letzte Glied, sofern es nicht B, ist, mit B,
ibereinstimmt.

(Da B, und B; bei ¢ voneinander abweichen, enthalten sie verschiedene
WZon fiir a.. Es 148t sich also mindestens ein Nachfolgeglied
erzeugen.)

¢) Die Reihe endet mit B;.

Da B; dieselbe WZo fiir o enthilt wie B,, ist ¢ falsch bei B;.

R enthilt also mindestens eine Bewertung, bei der ¢ falsch ist.

B, sei die in R am weitesten vorne gereihte Bewertung von R, bei der ¢ falsch
ist.

B, ist nicht B;.

Also hat B4 ein Vorgéngerglied in R. Dieses sei Bs.

¢ ist wahr bei Bs.

Bs und B, unterscheiden sich in Bezug auf die Menge der Atomformeln bei
genau einer wif y.

Bs und B, unterscheiden sich bei y, stimmen aber bei allen iibrigen
Atomformeln iiberein, und weichen bei ¢ voneinander ab.

Es gibt also mindestens ein Paar von Bewertungen, die sich bei y
unterscheiden, bei allen iibrigen Atomformeln aber iibereinstimmen und bei @
voneinander abweichen.

Also ist Y nicht neutral in Bezug auf ¢.

y ist ein Element von o, also in ¢ enthalten.

Also gibt es mindestens eine Atomformel, die in @ enthalten, und nicht neutral

ist in Bezug auf ¢@.
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(63)

Es gibt mindestens eine erfiillbare, nicht giiltige wff ¢, sodall ¢ mindestens eine
Atomformel enthilt, die neutral ist in Bezug auf ¢.

Beispiel:

—pA(qv—qg)

(64)
o, y seien erfiillbare, nicht giiltige wffs, die dquivalent sind. Dann sind in Bezug auf ¢ und

auf y dieselben Atomformeln nicht neutral.

Es sollen nun auf der Grundlage der Menge der Bewertungen den wffs von AL mWFn von

Mengen von Atomformeln zugeordnet werden.

o sei eine Menge von Atomformeln. @y, ..., @, sei die Reihe der Elemente von ¢, geordnet
entsprechend der Reihe der Satzbuchstaben. Dann fithren wir jede mWFn F(o) von o als

eine Funktion F(@, ..., ¢,) an.
Wir bestimmen nun das folgende:

Interpretationsregel (IR):

¢ sei eine wff von AL, o eine Menge von Atomformeln von AL und F(o) eine mWF von
o.. Die Funktion F(o) soll der wff ¢ entsprechen, genau dann, wenn ¢ bei jeder Bewertung

denjenigen Wert hat, den F(a) bei der in dieser Bewertung enthaltenen WZo fiir o hat.
Aus der Interpretationsregel 146t sich das folgende ableiten:

(65)
¢ sei eine wif und o eine Menge von Atomformeln. Dann gibt es hochstens eine mWF von

o, die @ entspricht.

Beweis:

i 1) ¢ sei eine wff und o eine Menge von Atomformeln.

il 2) (Fi(a), Fy(o)) sei ein Paar nichtidentischer mWFn von a.

il 3) Dann gibt es mindestens eine WZo fiir a, bei der F,(o) und F,(o) verschiedene

Werte haben. Eine solche sei WZo;.

il 4) B sei eine Bewertung, die WZo, enthilt. [e.]
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11 5) Dann stimmt der Wert von ¢ bei B mit dem Wert einer der beiden mWFn F, (o)
oder F»>(o) bei WZo, nicht iiberein.

1i 6) Also gibt es mindestens eine Bewertung B, soda3 der Wert von ¢ bei B mit
dem Wert einer der beiden mWFn F;(a) oder F»(at) bei der in B enthaltenen

WZo fiir o nicht iibereinstimmt.

11 7) Also entspricht mindestens eine der beiden Funktionen F;(a) oder F,() nicht
0.
1 8) Bei jedem Paar nichtidentischer mWFn von o entspricht mindestens eine der

beiden Funktionen nicht ¢.

i 9) Also gibt es hochstens eine mWF von «, die @ entspricht.

(66)

¢ sei eine wff und o eine Menge von Atomformeln. @ soll bei allen Bewertungen, die
dieselbe WZo fiir @ enthalten, denselben Wert haben. F(o) sei diejenige Funktion von o,
die bei jeder WZo fiir o denjenigen Wert hat, den ¢ bei allen Bewertungen hat, die diese

WZo enthalten. Dann entspricht F(a) @.

(67)
Zu jeder wff @ gibt es eine mWF der in ¢ enthaltenen Atomformeln, die @ entspricht. Wir

nennen sie 'die' Wahrheitsfunktion von ¢.

(68)

¢ sei eine wff und o eine Menge von Atomformeln. Es soll mindestens ein Paar von

Bewertungen geben, sodaf} die beiden Bewertungen dieselbe WZo fiir o enthalten und bei

¢ voneinander abweichen. Dann gibt es keine mWF von «, die ¢ entspricht.

1 1) ¢ sei eine wif und o eine Menge von Atomformeln.

1 2) Es soll mindestens ein Paar von Bewertungen geben, sodaB3 die beiden
Bewertungen dieselbe WZo fiir o enthalten und bei ¢ voneinander abweichen.
(B4, B») sei ein solches Paar.

11 3) F(o) sei eine mWF von o.

ii 4) Dann hat bei einer der Bewertungen B, oder B, ¢ nicht den Wert, den F(t) bei
der in der Bewertung enthaltenen WZo fiir o hat.

il 5) Also gibt es mindestens eine Bewertung, sodal} ¢ bei dieser Bewertung nicht
denselben Wert hat wie F(a) bei der in dieser Bewertung enthaltenen WZo fiir

.
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11 6) Also entspricht F(o) nicht ¢.

i 7) Also entspricht keine mWF von o ¢.

(69)

Jeder giiltigen wff entspricht die konstant wahre mWF jeder Menge von Atomformeln.

(70)
Jeder unerfiillbaren wff entspricht die konstant falsche mWF jeder Menge von

Atomformeln.

(11)

Einer erfiillbaren, nicht giiltigen wff entsprechen nur nicht konstante mWFn.
= Satz 74

(12) >
¢ sei eine erfiillbare, nicht giiltige wff und o eine Menge von Atomformeln. Alle in Bezug
auf ¢ nicht neutralen Atomformeln seien in o enthalten. Dann hat @ bei allen

Bewertungen, die dieselbe WZo fiir o enthalten, denselben Wert.

Beweis:

i 1) ¢ sei eine erfiillbare, nicht giiltige wff und o eine Menge von Atomformeln.
i 2) Alle in Bezug auf @ nicht neutralen Atomformeln seien in ¢ enthalten.

1 3) P sei die Menge aller in ¢ enthaltenen Atomformeln.

ii 4) WZo;, sei eine WZo fiir .
11l 5) (B, By) sei ein Paar von Bewertungen, sodaf3 B; und B, WZo, enthalten.
11l 6) Wir konstruieren eine Bewertung B;. B; soll bei allen Elementen von B mit B,
ibereinstimmen, bei allen iibrigen Atomformeln mit B,. [e.]
iii 7) Wir stellen eine Reihe R von Bewertungen her wie folgt: [e.]
a) Das erste Glied von R ist B;.
b) Wir erzeugen so lang als moglich zum jeweils letzten Glied ein
Nachfolgeglied, indem wir bei genau einer Atomformel den Wert
abindern, und zwar bei einem Element von [, bei dem B, von B,
abweicht und dieses letzte Glied, sofern es nicht B, ist, mit B,
ibereinstimmt.

¢) Die Reihe endet mit B;.
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Da B, und B, bei jedem Element von o iibereinstimmen, wird bei der
Herstellung von R niemals bei einem Element von o der Wert abgedndert.
Alle Atomformeln, die nicht neutral sind in Bezug auf ¢, sind Elemente von o.
Also wird bei der Herstellung von R niemals eine Atomformel abgeindert, die
nicht neutral in Bezug auf @ ist.

(B4, Bs) sei ein Paar Bewertungen aus R, soda3 Bs in R unmittelbar auf B,
folgt.

B, und Bs unterscheiden sich bei genau einer Atomformel .

V ist neutral in Bezug auf ¢.

Also stimmen B, und Bs bei @ iiberein.

Also gilt: Jedes Paar aufeinanderfolgender Bewertungen von R stimmt bei ¢
iberein.

Also stimmen B, und Bj; bei ¢ iiberein.

Da B, dieselbe WZo fiir B enthilt wie Bs, stimmen B, und B; bei @ iiberein.
Also stimmen B; und B, bei ¢ iiberein.

Also hat ¢ bei allen Bewertungen, die WZo, enthalten, denselben Wert.

Also hat ¢ bei allen Bewertungen, die dieselbe WZo fiir o enthalten, denselben
Wert.

¢ sei eine erfiillbare, nicht giiltige wff und o eine Menge von Atomformeln. Es soll

mindestens eine Atomformel y geben, sodal3 y nicht neutral in Bezug auf @ ist und nicht

in o enthalten ist. Dann gibt es mindestens ein Paar von Bewertungen, soda3 die beiden

Bewertungen dieselbe WZo fiir o enthalten und bei ¢ voneinander abweichen.

Beweis:

i

i

Y
2)

3)

4)
5)

¢ sei eine erfiillbare, nicht giiltige wff und o eine Menge von Atomformeln.

Es soll mindestens eine Atomformel y geben, sodal3 y nicht neutral in Bezug
auf @ ist und nicht in o enthalten ist. Y sei eine solche.

Dann gibt es mindestens ein Paar von Bewertungen, das nicht bei y, wohl aber
bei allen anderen Atomformeln iibereinstimmt und bei ¢ voneinander abweicht.
(B, B,) sei ein solches.

B, und B, enthalten dieselbe WZo fiir o, weichen aber bei ¢ voneinander ab.
Also gibt es mindestens ein Paar von Bewertungen, sodaf} die beiden

Bewertungen dieselbe WZo fiir o enthalten und bei ¢ voneinander abweichen.
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Wir fassen zusammen:

(14)

¢ sei eine erfiillbare, nicht giiltige wff und o eine Menge von Atomformeln. Dann gilt: ¢
hat bei allen Bewertungen, die dieselbe WZo fiir & enthalten, denselben Wert, genau dann,

wenn alle in Bezug auf ¢ nicht neutralen Atomformeln in o enthalten sind.

(15)
¢ sei eine erfiillbare, nicht giiltige wff und o eine Menge von Atomformeln. Dann gilt: Es
gibt eine mWF von a, die @ entspricht, genau dann, wenn alle in Bezug auf ¢ nicht

neutralen Atomformeln in o enthalten sind.

(16)
F() sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln. Dann gibt es mindestens eine wff @,
sodal F(a) @ entspricht.
1) Jede konstant wahre mWF jeder Menge von Atomformeln entspricht jeder
giiltigen wif, z. B. der wif 'pv—p'.
2) Jede konstant falsche mWF jeder Menge von Atomformeln entspricht jeder
unerfiillbaren wff, z. B. der wff 'pA—p".
3) Wir werden spiter zeigen, daf} es zu jeder nicht konstanten mWF F(o) einer
Menge o von Atomformeln mindestens eine wff in KNF und mindestens eine

wff in DNF gibt, sodall F(o) diesen wifs entspricht. (s. Kapitel 8.4)
= Satz 79

a7 >
¢ sei eine wif und F;(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. F(c) soll @
entsprechen. F»(B) sei eine mWF einer Menge B von Atomformeln. F;(a) und F»(B) seien

dquivalent. Dann entspricht auch F»(3) o.

Beweis:

i 1) ¢ sei eine wif.

i 2) F(o) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln.
1 3) Fi(o) soll @ entsprechen.

i 4) F,(P) sei eine mWF einer Menge 3 von Atomformeln.
i 5) Fi(a) und Fy(B) seien dquivalent.

ii 6) B sei eine Bewertung.
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i1 7) WZo; sei die in B enthaltene WZo fiir U, WZo, die in B enthaltene WZo fiir
o, WZo; die in B enthaltene WZo fiir 3.

1i 8) v sei der Wert von ¢ bei B.

il 9) Da Fi(a) @ entspricht, ist der Wert von F (o) bei WZo, v.

il 10) WZo, und WZos5 sind in WZo, enthalten.

i1 11) Also gibt es eine WZo fiir P, die sowohl WZo, als auch WZoj; enthilt.

il 12) Fi(o) und F(B) sind dquivalent.

il 13) Also ist der Wert von F»() bei WZo; v.

il 14) Also hat ¢ bei B denselben Wert wie F,(B) bei der in B enthaltenen WZo fiir 3.

1 15) Also hat ¢ bei jeder Bewertung denselben Wert wie die darin enthaltene WZo
fiir B.

i 16) Also entspricht F»() o.

(78) >
¢ sei eine wff und F;(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. F,() soll ¢
entsprechen. F,(3) sei eine mWF einer Menge B von Atomformeln. F;(a) und F»(B) seien

nicht dquivalent. Dann entspricht Fy(8) nicht ¢.

Beweis:

i 1) ¢ sei eine wif.

1 2) Fi(o) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln.

i 3) Fi(a) soll @ entsprechen.

i 4) F,(B) sei eine mWF einer Menge 3 von Atomformeln.

i 5) Fi(a) und F,(B) seien nicht dquivalent.

i 6) Dann gibt es mindestens eine WZo fiir U, sodaB F>() bei der in dieser WZo
enthaltenen WZo fiir B nicht denselben Wert hat wie F;(a) bei der in dieser
WZo enthaltenen WZo fiir o.. WZo, sei eine solche WZo fiir 3.

1 7) WZo, sei die in WZo, enthaltene WZo fiir o, WZo; die in WZo, enthaltene
WZo fiir .

1 8) B sei eine Bewertung, die WZo, enthilt. [e.]

1 9) Dann enthilt B auch WZo, und WZo;

i 10) v sei der Wert von ¢ bei B.
i 11) Da F,(&) @ entspricht, hat F;(a) bei WZo, den Wert v.
1 12) Also hat F,(B) bei WZo; den Wert, der nicht v ist.
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13)

14)

15)

Also hat @ bei B einen anderen Wert, als F»(B) bei der in B enthaltenen WZo
fiir B.

Also gibt es mindestens eine Bewertung, soda3 ¢ bei dieser Bewertung einen
anderen Wert hat als F,(3) bei der in dieser Bewertung enthaltenen WZo fiir 3.

Also entspricht F»() nicht @.

Wir fassen zusammen:

(19

¢ sei eine wff und F;(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. F,(a) soll ¢

entsprechen. F»(B) sei eine mWF einer Menge 3 von Atomformeln. Dann gilt: F»(B)

entspricht @, genau dann, wenn F;(a) und F,(B) dquivalent sind.

= Satz 82

(80) >

F(o) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln. @ sei eine wff. F(a) soll @

entsprechen. y sei eine wff. @ und y seien dquivalent. Dann entspricht F(o) auch y.

Beweis:

i
i
1
1
i
1i
ii
1i
1i
ii

ii

1))
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)

12)

13)

F(a) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln.

¢ sei eine wff.

F(a) soll ¢ entsprechen.

V sei eine wif.

¢ und v seien dquivalent.

B sei eine Bewertung.

WZo, sei die in B enthaltene WZo fiir o.

v sei der Wert von ¢ bei B.

Da F(a) ¢ entspricht, hat F(o) bei WZo; den Wert v.

Da ¢ und v dquivalent sind, hat y bei B den Wert v.

Also hat y bei B denjenigen Wert, den F(o) bei der in B enthaltenen WZo fiir o
hat.

Also hat y bei jeder Bewertung denjenigen Wert, den F(a) bei der in dieser
Bewertung enthaltenen WZo fiir o hat.

Also entspricht F(o) y.
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@1 >
F() sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln. @ sei eine wff. F(a) soll ¢

entsprechen. y sei eine wff. ¢ und y seien nicht dquivalent. Dann entspricht F(o) nicht y.

Beweis:

i 1) F(o) sei eine mWF einer Menge o« von Atomformeln.

i 2) ¢ sei eine wif.

1 3) F(w) soll ¢ entsprechen.

i 4) wy sei eine wif.

1 5) ¢ und y seien nicht dquivalent.

1 6) Dann gibt es mindestens eine Bewertung, bei der @ und y nicht denselben Wert
haben. B, sei eine solche Bewertung.

1 7) WZo, sei die in B, enthaltene WZo fiir o.

i 8) v sei der Wert von ¢ bei B.

1 9) Da F(o) ¢ entspricht, hat F(a) bei WZo, den Wert v.

1 10) w hat bei B den Wert, der nicht v ist.

i 11) Also hat y bei B nicht denselben Wert wie F(o) bei der in B enthaltenen WZo
fiir o.

i 12) Also gibt es mindestens eine Bewertung, bei der y nicht denselben Wert hat
wie F(a) bei der in dieser Bewertung enthaltenen WZo fiir o.

i 13) Also entspricht F(o) nicht ¢.

Wir fassen zusammen:

(82)

F(o) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln. @ sei eine wff. F(o) soll @
entsprechen. y sei eine wff. Dann gilt: F(a) entspricht y, genau dann, wenn ¢ und

dquivalent sind.

Eine giiltige wff kommt einem Satz gleich, (1) dessen Wahrheitsspielraum durch die
konstant wahre mWF jeder Menge von Sitzen definierbar ist, (2) der eine Tautologie ist,
(3) der ohne faktischen Gehalt, weil nichtssagend unverbindlich, ist.

Eine unerfiillbare wff kommt einem Satz gleich, (1) dessen Wahrheitsspielraum durch die
konstant falsche mWF jeder Menge von Sitzen definierbar ist, (2) der eine Kontradiktion

ist, (3) der ohne faktischen Gehalt, weil selbstwiderspriichlich, ist.
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Aquivalente wffs kommen bei einheitlicher Interpretation Sitzen gleich, (1) deren
Wahrheitsspielriume durch dieselben mWFn definierbar sind, (2) die denselben faktischen
Gehalt haben.

Die Wahrheitsfunktion einer wff kann in einer Tabelle errechnet werden.

¢ sei eine wff und @, ..., @, die Reihe der in @ enthaltenen Atomformeln entsprechend der
Ordnung der Reihe der Satzbuchstaben.

Die Tabelle zur Errechnung der Wahrheitsfunktion F(¢y, ..., ¢,) von ¢ wird angelegt wie
eine einfache Wahrheitstafel fiir F(@y, ..., ®,), nur daB der rechte Teil der Tabelle auf so
viele Spalten erweitert ist, dal @ Stelle fiir Stelle in die Spalten der Kopfzeile eingetragen
werden kann. Jeder Stelle von @ ist die Spalte ihres Eintrags zugeordnet.

Gegeben sei eine Stelle von @, die entweder das Vorkommnis eines Satzbuchstabens oder
das Vorkommnis eines Konnektivs ist. Sie sei die m-te Stelle von ¢. Dann gibt es genau
eine wif y, sodal} gilt: entweder ist y eine Atomformel, und die m-te Stelle von @ ist ein
Vorkommnis von Y in @, oder  ist keine Atomformel, und die m-te Stelle von @ ist das
Hauptkonnektiv eines Vorkommnisses von y in ¢. Da alle in y enthaltenen Atomformeln
Elemente von {@, ..., ¢,,} sind, hat ¥ bei allen Bewertungen, die dieselbe WZo fiir {@y, ...,
@, } enthalten, denselben Wert. Wir tragen nun in der Spalte der m-ten Stelle von @ in jede
Zeile den Wert ein, den  bei allen Bewertungen hat, die die der Zeile zugeordnete WZo
fir {Qy, ..., ¢,,} enthalten. Die Spalte nimmt dann den Wertverlauf derjenigen mWF von
{1, ..., ¢,} auf, die y entspricht.

Wenn ¢ eine Atomformel ist, dann enthilt die Spalte der einzigen Stelle von ¢ den

Wertverlauf der mWF von ¢@. Andernfalls ist es die Spalte des Hauptkonnektivs von ¢.
Beispiel, s. Abb. 18.

Mithilfe der Konnektive der Sprache AL kdnnen wir aus einer bzw. zwei wffs eine neue
wiff bilden, und wir gelangen auf der semantischen Ebene, ausgehend von einer bzw. zwei
mWFn einer geeigneten Menge von Atomformeln, wiederum zu einer mWF dieser Menge,
wobei der Wertverlauf der erhaltenen Funktion zum Wertverlauf der Ausgangsfunktion
bzw. den Wertverldufen der Ausgangsfunktionen in einer bestimmten charakteristischen
Beziehung steht.

Wir kénnen den Konnektiven von AL daher bestimmte wahrheitsfunktionenbildende

Operatoren zuordnen: dem Negations-, Konjunktions-, Disjunktionszeichen, dem Zeichen
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der materialen Implikation, der materialen Aquivalenz: den Operator der Negation,
Konjunktion, Disjunktion, materialen Implikation, materialen Aquivalenz.

Der Operator der Negation erzeugt aus einer mWF F, (o) einer Menge o von Atomformeln
diejenige mWF von «, die bei jeder WZo fiir o, bei der F,(ot) den Wert W hat, den Wert F
hat, und bei jeder WZo fiir o, bei der F (o) den Wert F hat, den Wert W hat.

Der Operator der Konjunktion erzeugt aus mWFn F,(a), Fo(o) einer Menge o von
Atomformeln diejenige mWF von «, die bei jeder WZo fiir o, bei der sowohl F,(o) als
auch F,(o) den Wert W hat, den Wert W hat, und bei allen anderen WZon fiir o den Wert
F hat.

Der Operator der Disjunktion erzeugt aus mWFn F;(a), F»(o) einer Menge o von
Atomformeln diejenige mWF von «, die bei jeder WZo fiir o, bei der sowohl F;(a) als
auch F,(o) den Wert F hat, den Wert F hat, und bei allen anderen WZon fiir o den Wert W
hat.

Der Operator der materialen Implikation erzeugt aus mWFn F,(a), Fo(o) einer Menge o
von Atomformeln diejenige mWF von a,, die bei jeder WZo fiir ¢, bei der F;(o) den Wert
W und F,(o) den Wert F hat, den Wert F hat, und bei allen anderen WZon fiir o den Wert
W hat.

Der Operator der materilalen Aquivalenz erzeugt aus mWFn F,(), F,(or) einer Menge o
von Atomformeln diejenige mWF von a, die bei allen WZon fiir o, bei der F;(a) und
F,>(o0) denselben Wert haben, den Wert W hat, und bei allen anderen WZon fiir o den Wert
F hat.

Die natiirliche Sprache kennt bestimmte Bindeworter und Wendungen, mit deren Hilfe es
mdoglich ist, aus einem oder zwei Sitzen einen neuen Satz zu bilden, der eine
Wabhrheitsfunktion dieses einen oder dieser zwei Sitze ist, und wir gelangen,
mengentheoretisch ausgedriickt, mit ihrer Hilfe auf der semantischen Ebene von einer oder
zwei mWFn einer bestimmten Menge von Sétzen wiederum zu einer Wahrheitsfunktion
dieser Menge.

Zu jedem Konnektiv von AL gibt es eine alltagssprachliche Wendung oder
Satzverbindung, die dem Charakter des dem Konnektiv zugeordneten
wahrheitsfunktionenbildenden Operators enspricht. Und so ergeben sich aus den obigen
Interpretationsbestimmungen auch fiir die Konnektive von AL bestimmte Bedeutungen.
Das Negationszeichen hat die Bedeutung der Wendung: 'es ist nicht der Fall, daf3'.

Das Zeichen der Konjunktion entspricht dem Bindewort 'und'.

Das Zeichen der Disjunktion entpricht dem Bindewort 'oder’, wenn es nicht ausschlieBend
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gemeint ist.

Der Pfeil entspricht der Satzverbindung 'wenn ..., dann', sofern nicht mehr intendiert wird,
als den Fall auszuschlieBen, dal der mit 'wenn' eingeleitete Satz wahr und der mit 'dann’
eingeleitete Satz falsch ist.

Das Aquivalenzzeichen enspricht der Satzverbindung 'genau dann, wenn', sofern nichts
weiter behauptet wird, als daB die verbundenen Sitze entweder beide wahr oder beide

falsch sind.

Wir kdnnen mithilfe der Worter und Wendungen: 'es ist (zugleich) der Fall, daf3', 'es ist
nicht der Fall daf}', 'und', 'oder’, 'wenn ..., dann', 'genau dann, wenn' jede interpretierte wff
von AL in einen alltagssprachlichen Satz iibersetzen, sodal dieser Satz den
Wabhrheitsspielraum der wff hat, und ihn auf dieselbe Weise konstruiert wie die wff.

Die Ubertragung einer uninterpretierten wff ergibt ein alltagssprachliches

aussagenlogisches Schema.

5.5 AUSSAGENLOGISCHE METATHEOREME DER AQUIVALENZ

Im Kontext logischer Systeme sind Metatheoreme (aus Festsetzungen abgeleitete)

Lehrsitze tiber diese Systeme.

(83) (Mtl) (55)

Jede wif ist mit sich selbst dquivalent.

(84) (Mt2) (56) (Theorem der Transitivitit der Aquivalenz)
O, v, %, seien wffs. Wenn ¢ und y dquivalent sind, und y und Y dquivalent sind, dann sind

auch ¢ und y dquivalent.

(85) (Mt3) (57)

Alle giiltigen wffs sind untereinander dquivalent.

(86) (Mt4) (58)

Alle unerfiillbaren wffs sind untereinander dquivalent.



97

(87) (Mt5) (59)
¢, y seien dquivalente wffs. Dann sind ¢ und y entweder zugleich giiltig, oder zugleich

unerfiillbar, oder zugleich erfiillbar, aber nicht giiltig.
= Satz 89

(88) >

0, V¥, ¢, seien wifs. @ und @, seien dquivalent. Dann sind auch in jedem der folgenden
Paare die beiden wffs dquvialent: (—@, =), (QAY, O AY), (WAQ, WAQ,), (OVV, OVV),
WV, YV @y), (9=, ¢1=VY), (Y=, Y—=01), (9=V, 91=V), (Y=0, Y=0)).

Beweis:

1 1) o, vy, @ seien wifs.
i 2) ¢und @, seien dquivalent.
ii 3) B sei eine Bewertung.

il 4) Dann haben ¢ und ¢, denselben Wert bei B.

ii 5) Also haben auch in jedem der folgenden Paare die beiden wffs denselben Wert
bei B: (70, =91), (QAY, §1AY), (WAQ, YAQy), (QVV, @1VY), (YVO, YVv@,),
(@Y, P=Y), (Y0, Y=01), (9=, 9:=Y), (Y=0, Y=0,).

1 6) Also stimmen in jedem der oben angefiihrten Paare die beiden wffs bei jeder
Bewertung im Wert iiberein.

i 7) Also sind in jedem der oben angefiihrten Paare die beiden wffs dquivalent.

0, 91, Y, ¥ seien wifs. Wir sagen, das Quadrupel (¢, ¢;, y;, V) erfiille das Kriterium der
einfachen Aquivalenzersetzung bzw., es gelte AeE(Q, @1, ¥y, ), genau dann, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind.

1) o, ist eine Teilformel von ¢@.

2) ¢, und v, sind dquivalent.

3) v kann aus ¢ dadurch erzeugt werden, daf} ein Vorkommnis von ¢, in ¢ durch

ein Vorkommnis von Y ersetzt wird.

(89) (Mt6) (Ersetzungstheorem)

0, ¢y, ¥y, ¥ seien wifs. Es soll gelten: AeE(®, ¢y, y;, ¥). Dann sind ¢ und y dquivalent.

Beweis:

il 1) (o, @1, v, ¥) sei ein Quadrupel, bestehend aus einer Atomformel ¢ und wffs
01, V1, Y, sodaB gilt: AeE(Q, @, v, V).

ii 2) Dann ist @, identisch mit @, und es ist Y identisch mit y;.
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ii

1i

1l

v

v

vi

vi

vi

vi

vi

vi

vi

vi

vi

vii

3)
4)

5)
6)

7)

8)

9)

10)

11

12)
13)

14)
15)

16)
17)

18)
19)

20)

21)
22)

23)

Also sind ¢ und y dquivalent.

Fiir jede Atomformel @ (also jede wff vom Grad 0) und alle wffs @, y;, y gilt:
Wenn gilt: AeE(Q, @, ¥, ¥), dann sind ¢ und y dquivalent.

n sei eine ganze Zahl = 0.

Wir nehmen an, es gelte fiir jede wff @, deren Grad < n ist, und alle wffs ¢, y;,
y: Wenn gilt: AeE(Q, @y, V¥, ), dann sind @ und y dquivalent.

(¢, @1, ¥1, W) sei ein Quadrupel, bestehend aus einer wff ¢ vom Grad n+1 und
wifs @1, ¥y, W, sodaBl gilt: AeE(Q, @, vy, y).

Dann liegt einer der folgenden Félle vor.

Fall A:

¢, ist identisch mit .

Dann ist y identisch mit ;.

Also sind ¢ und y dquivalent.

Fall B:

¢, ist nicht identisch mit ¢.

Dann liegt einer der folgenden Félle vor.

Fall A (zu 13):

¢ ist eine Wif —@,.

Dann ist ¢, eine Teilformel von @,, und y kann aus ¢ dadurch erzeugt werden,
daf ein Vorkommnis von @, innerhalb des Vorkommnisses von @, in ¢ durch
ein Vorkommnis von y; ersetzt wird.

Also ist y eine wif —,.

Und y, kann aus @, dadurch erzeugt werden, da3 ein Vorkommnis von @, in @,
durch ein Vorkommnis von y; ersetzt wird.

Also gilt: AeE(@,, @1, Wy, Y2).

Da der Grad von @, n ist, sind @, und y, dquivalent.

Also sind ¢ und y dquivalent.

Fall B (zu 13):

¢ ist eine WIf QAQ;.

Dann liegt mindestens einer der folgenden Fille vor.

Fall A (zu 22):

¢, ist eine Teilformel von @,, und y kann aus ¢ dadurch erzeugt werden, daf3
ein Vorkommnis von @, in @ vor dem Hauptkonnektiv von ¢ durch ein

Vorkommnis von y; ersetzt wird.
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1l

ii

24)
25)

26)
27)

28)

29)

30)
31)

32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)
39)
40)

41)

42)

43)
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Dann gibt es genau eine wff y,, sodall y die wif y,AQs ist.

Und y, kann aus @, dadurch erzeugt werden, da3 ein Vorkommnis von @, in @,
durch ein Vorkommnis von v, ersetzt wird.

Also gilt: AeE(@,, Q1, Vi, V).

Da der Grad von @, < n ist, sind @, und y, dquivalent.

Also sind ¢ und y dquivalent.

Fall B (zu 22):

¢, ist eine Teilformel von @5, und Y kann aus ¢ dadurch erzeugt werden, daf3
ein Vorkommnis von @, in @ nach dem Hauptkonnektiv von ¢ durch ein
Vorkommnis von y; ersetzt wird.

Dann gibt es genau eine wif y,, sodall y die wff @Ay, ist.

Und y, kann aus @; dadurch erzeugt werden, daf} ein Vorkommnis von @, in @;
durch ein Vorkommnis von v, ersetzt wird.

Also gilt: AeE(@3, @1, Wy, Y2).

Da der Grad von @; < n ist, sind @; und , dquivalent.

Also sind ¢ und y dquivalent.

Also sind ¢ und y dquivalent.

Fall C (zu 13):

¢ ist eine Wit @,v@;. (verlduft wie B)

Fall D (zu 13):

¢ ist eine wWff @,—@; (verlauft wie B)

Fall E (zu 13):

¢ ist eine wWif Q,=@s. (verlauft wie B)

Also sind ¢ und y dquivalent.

Also sind ¢ und y dquivalent.

Also gilt fiir jede wff ¢ vom Grad n+1 und alle wffs ¢, y;, y: Wenn gilt:
AeE(o, ¢, V¥, ), dann sind @ und y dquivalent.

Wenn fiir jede wff @, deren Grad < n ist, und fiir alle wffs @, y,, y gilt: Wenn
gilt: AeE(Q, @, ¥y, V), dann sind @ und Y dquivalent: — Dann gilt dasselbe fiir
jede wif @, deren Grad n+1 ist, und alle wffs @, y;, V.

Wir verallgemeinern fiir jede ganze Zahl n = 0: Wenn fiir jede wff ¢, deren

Grad < n ist, und fiir alle wffs @, y;, ¥ gilt: Wenn gilt: AeE(Q, ¢y, v, V), dann
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sind ¢ und y dquivalent: — Dann gilt dasselbe fiir jede wff ¢, deren Grad n+1
ist, und alle wffs @y, Y, V.
1 44) Also gilt fiir alle wffs @, @, y;, y: Wenn gilt: AeE(Q, ¢, V¥, V), dann sind ¢

und Y dquivalent.

(90) (Mt7)

¢ sei eine wff. Dann sind =@ und ¢ dquivalent.
Beweis:

i 1) ¢ sei eine wif.

ii 2) B sei eine Bewertung.

1i 3) Dann liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A:
iii 4) ¢ ist wahr bei B.
1 5) Dann ist —¢ falsch.
1l 6) Also ist =@ wabhr.
iii 7) Also haben ——¢ und ¢ denselben Wert bei B.
~ Fall B:
iii 8) ¢ ist falsch bei B.
1ii 9) Dann ist —=¢ wahr.
1l 10) Also ist = falsch.
iii 11) Also haben ——¢ und ¢ denselben Wert bei B.
ii 12) Also haben ——¢ und ¢ denselben Wert bei B.
1 13) Also stimmen =@ und @ bei jeder Bewertung im Wert iiberein.

i 14) Also sind =@ und ¢ dquivalent.

(91) (Mt8)
o, y seien wifs, jede eine ein- oder mehrgliedrige Konjunktion. Es soll zu jedem Konjunkt
von ¢ mindestens ein dquivalentes Konjunkt in y, und zu jedem Konjunkt von y

mindestens ein dquivalentes Konjunkt in ¢ geben. Dann sind ¢ und y dquivalent.

Beweis:
i 1) o, y seien wifs, jede eine ein- oder mehrgliedrige Konjunktion.
i 2) Es soll zu jedem Konjunkt von ¢ mindestens ein dquivalentes Konjunkt in v,

und zu jedem Konjunkt von y mindestens ein dquivalentes Konjunkt in ¢
geben.

ii 3) B sei eine Bewertung, bei der ¢ wahr ist.
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ii 4) Dann sind alle Konjunkte von ¢ wahr.

ii 5) Daes zu jedem Konjunkt von y mindestens ein dquivalentes Konjunkt in ¢
gibt, sind auch alle Konjunkte von y wahr.

1i 6) Also ist y wahr bei B.

i 7) Bei jeder Bewertung, bei der ¢ wahr ist, ist auch y wahr.

ii 8) B sei eine Bewertung, bei der ¢ falsch ist.

il 9) Dann ist mindestens ein Konjunkt von ¢ falsch.

1i 10) Da es zu jedem Konjunkt von ¢ mindestens ein dquivalentes Konjunkt in y

gibt, ist auch mindestens ein Konjunkt von y falsch.
ii 11) Also ist y falsch bei B.
i 12) Bei jeder Bewertung, bei der @ falsch ist, ist auch y falsch.
1 13) Also sind ¢ und y dquivalent.

(92) (M19)
o, y seien wifs, jede eine ein- oder mehrgliedrige Disjunktion. Es soll zu jedem Disjunkt
von ¢ mindestens ein dquivalentes Disjunkt in Y, und zu jedem Disjunkt von ¢ mindestens

ein dquivalentes Disjunkt in ¢ geben. Dann sind ¢ und y dquivalent.

Beweis:

i 1) o, y seien wffs, jede eine ein- oder mehrgliedrige Disjunktion.

i 2) Es soll zu jedem Disjunkt von ¢ mindestens ein dquivalentes Disjunkt in y, und
zu jedem Disjunkt von y mindestens ein dquivalentes Disjunkt in ¢ geben.

ii 3) B sei eine Bewertung, bei der ¢ wahr ist.

ii 4) Dann ist mindestens ein Disjunkt von ¢ wahr.

ii 5) Daes zu jedem Disjunkt von @ mindestens ein dquivalentes Disjunkt in y gibt,

ist auch mindestens ein Disjunkt von y wahr.

1i 6) Also ist y wahr bei B.

i 7) Bei jeder Bewertung, bei der ¢ wahr ist, ist auch y wabhr.

ii 8) B sei eine Bewertung, bei der ¢ falsch ist.

1i 9) Dann sind alle Disjunkte von ¢ falsch.

1i 10) Da es zu jedem Disjunkt von y mindestens ein dquivalentes Disjunkt in ¢ gibt,

sind auch alle Disjunkte von y falsch.
ii 11) Also ist y falsch bei B.
i 12) Bei jeder Bewertung, bei der @ falsch ist, ist auch y falsch.
1 13) Also sind ¢ und y dquivalent.
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(93) (Mt10)

¢, y seien wffs. Dann sind ¢—Vy und —@vy dquivalent.

Beweis:

i 1) o, y seien wifs.

ii 2) B sei eine Bewertung.

ii 3) Dann liegt einer der folgenden Félle vor.

Fall A:
iii 4) ¢ ist wahr, und y ist wahr bei B.
iii 5) Dann ist —Wy wahr und —@vy wahr.
iii 6) Also haben @—y und —@vy denselben Wert bei B.
~ Fall B:
iii 7) o ist wahr, und v ist falsch bei B.
1l 8) Dann ist ¢—\ falsch.
1l 9) Da ¢ wahr ist, ist ¢ falsch.
iii 10) Also ist ~@wvy falsch.
iii 11) Also haben @—Wy und —@vy denselben Wert bei B.
~ Fall C:
iii ~ 12) ¢ist falsch bei B.
1l 13) Dann ist ¢—y wahr.
iii 14) —@ ist wahr.
iii 15) Also ist ~@vy wahr.
1l 16) Also haben @—Wy und —@vy denselben Wert bei B.
il 17) Also haben ¢—y und —@vy denselben Wert bei B.
i 18) Also stimmen @—W und =@V bei jeder Bewertung im Wert iiberein.

i 19) Also sind @—W und —@vy dquivalent.

(94) (Mt11)
¢, y seien wffs. Dann sind ¢=y und (QAY)Vv(—QA—VY) dquivalent.

Beweis:

i 1) o, y seien wifs.

ii 2) B sei eine Bewertung.

ii 3) Dann liegt einer der folgenden Félle vor.

Fall A:
iii 4) ¢ ist wahr, und y ist wahr bei B.
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Dann ist =y wahr.

QA ist wahr.

Also ist auch (QAY)V(—@A—Y) wahr.

Also haben @=y und (QAY)v(—@A—VY) denselben Wert bei B.
Fall B:

¢ ist wahr, und v ist falsch bei B.

Dann ist ¢=y falsch.

@AV ist falsch.

— ist falsch.

Also ist =AW falsch.

Also ist (QAY)V(—pA—y) falsch.

Also haben @=y und (QAY)v(—@A—VY) denselben Wert bei B.
Fall C:

¢ ist falsch, und v ist wahr bei B.

Dann ist ¢=y falsch.

OV ist falsch.

=\ ist falsch.

Also ist =AW falsch.

Also ist (QAY)V(—oA—WY) falsch.

Also haben @=y und (QAY)v(—@A—VY) denselben Wert bei B.
Fall D:

¢ ist falsch, und v ist falsch bei B.

Dann ist =y wahr.

- ist wahr.

-\ ist wahr.

Also ist =@A—y wahr.

Also ist (QAY)V(—pA—Y) wahr.

Also haben @=y und (QAY)v(—@A—VY) denselben Wert bei B.
Also haben @=y und (QAY)v(—@A—VY) denselben Wert bei B.
Also stimmen @=y und (QAY)V(—@A—VY) bei jeder Bewertung im Wert
tiberein.

Also sind @=y und (QAY)V(—OA—Y) dquivalent.
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O, y seien wifs. Mt2, Mt6, Mt10 und Mtl1 sollen zusammen ausreichen, um aus ¢
schrittweise y als dquivalente wff abzuleiten. Dann heif3t y eine basale

Agquivalenzumformung von .

5.6 KLAUSELN

Unter einer Klausel verstehen wir eine (nichtleere) Menge basaler wffs.

Eine Klausel heif3t konsistent, genau dann, wenn es keinen Satzbuchstaben gibt, sodal} die
Klausel sowohl die positive als auch die negative basale wff zu diesem Satzbuchstaben

enthilt. Im anderen Fall heif3t sie inkonsistent.

Zwei Klauseln o und B heifien (miteinander) invers verschrinkt, genau dann, wenn es
mindestens einen Satzbuchstaben gibt, sodal} eine der Klauseln die positive basale wff, und

die andere Klausel die negative basale wff zu diesem Satzbuchstaben enthilt.

Die Umkehrung einer Klausel o ist diejenige Menge [ basaler wffs, die zu jedem Element

von o die Umkehrung als Element enthilt und keine Elemente sonst.
Es gilt:

95)
In einem Paar basaler wffs, sodal} jeweils die eine die Umkehrung der anderen ist, ist bei

jeder Bewertung eine der wffs wahr und eine der wffs falsch.

(96)
o sei eine konsistente Klausel. Dann gibt es mindestens eine Bewertung, bei der alle

Elemente von o wahr sind, und mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente von o

falsch sind.

97)

o und P seien konsistente Klauseln, die nicht invers verschrinkt sind. Dann ist die Klausel
o konsistent.

Beweis:

1 1) aund B seien konsistente Klauseln.



ii 3)
ii 4)
ii 5)

i 7
i 8
i 9
i 10)

i 12)

(98)
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o und P seien nicht invers verschrénkt.

¢ sei ein Element aus o..

Dann enthilt weder o noch B die Umkehrung von @.

Also enthilt U nicht die Umkehrung von @.

Also enthilt P zu keinem Element aus o die Umkehrung.
¢ sei ein Element aus 3.

Dann enthilt weder o noch B die Umkehrung von o.

Also enthilt U nicht die Umkehrung von @.

Also enthilt P zu keinem Element aus § die Umkehrung.
Also enthilt U zu keinem seiner Elemente die Umkehrung.

Also ist P konsistent.

o und P seien konsistente Klauseln, die nicht invers verschrinkt sind. Dann gibt es

mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente von o und alle Elemente von § wahr

sind, und mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente von o und alle Elemente von 3

falsch sind.

99)

o und P seien zwei konsistente Klauseln, die kein gemeinsames Element haben. Dann gibt

es mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente von o wahr und alle Elemente von 3

falsch sind.

Beweis:

i 1)
i 2)
i 3)

o und P seien konsistente Klauseln.
o und P sollen kein gemeinsames Element haben.
Wir konstruieren eine Bewertung B, sodal3 alle Elemente von o0 wahr und alle
Elemente von B falsch sind bei B. [e.]
a) Jede Atomformel ist hochstens in einem Element von ¢, und hochstens
in einem Element von P als Teilformel enthalten.
b) Fiir jede Atomformel, die in einem Element von & als Teilformel
enthalten ist, wihlen wir den Wert so, daf} das betreffende Element von

o wahr wird.
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c¢) Es wird dann jedes Element von [, das eine Atomformel als Teilformel
enthilt, die auch in einem Element von o als Teilformel enthalten ist,
falsch bei B.

d) Fiir jede Atomformel, die in einem Element von [, aber in keinem
Element von o als Teilformel enthalten ist, wihlen wir den Wert so,
daf das betreffende Element von [ falsch wird.

e) Der Wert einer Atomformel, die in keinem Element von o und in
keinem Element von 3 vorkommt ist beliebig.

i 4) Es gibt also mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente von o wahr und

alle Elemente von [ falsch sind.
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KAPITEL 6

DIE SEMANTISCHEN GRUNDLAGEN VON N

6.1 DIE WAHRHEITSBEDINGUNGEN VON L1- UND L2-RESULTATEN

a sei eine Ao, d(a) ein Balken von a und B eine Bewertung. Ist das L'-Resultat von d(a)

wahr bei B, dann heifSt d(a) wahr bei B, andernfalls heifSt d(a) falsch bei B.

(100)
a sei eine wAo und B eine Bewertung. Dann gilt: L1(a) ist wahr bei B, genau dann, wenn

in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken wahr ist bei B.

Beweis:

i 1) aseieine wAo und B eine Bewertung.

1 2) Aufgrund der Definition von L1 hat L1(a) konjunktive Normalform.

1i 3) In jeder Kolonne von a soll mindestens ein Balken wahr sein bei B.

il 4) Dann ist in jedem Konjunkt von L1(a) mindestens ein Disjunkt wahr bei B.

il 5) Also sind alle Konjunkte von L1(a) wahr bei B.
11 6) Also ist L1(a) wahr bei B.

1 7) Wenn in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken wahr ist bei B, dann ist
L1(a) wahr bei B.

11 8) In mindestens einer Kolonne von a seien sdmtliche Balken falsch bei B.

11 9) Dann sind in mindestens einem Konjunkt von L1(a) sdmtliche Disjunkte falsch
bei B.

11 10) Also ist mindestens ein Konjunkt von L1(a) falsch bei B.

11 11) Also ist L1(a) falsch bei B.

1 12) Wenn in mindestens einer Kolonne von a sidmtliche Balken falsch sind bei B,
dann ist L1(a) falsch bei B.

i 13) Ll(a) ist wahr bei B, genau dann, wenn in jeder Kolonne von a mindestens ein

Balken wahr ist bei B.
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(101)
a sei eine wAo und B eine Bewertung. Dann gilt: L2(a) ist wahr bei B, genau dann, wenn

in mindestens einer Reihe von a samtliche Balken wahr sind bei B.

Beweis:

i 1) aseieine wAo und B eine Bewertung.

1 2) Aufgrund der Definition von L2 hat L.2(a) disjunktive Normalform.

il 3) In mindestens einer Reihe von a seien samtliche Balken wahr bei B.

11 4) Dann sind in mindestens einem Disjunkt von L2(a) sdmtliche Konjunkte wahr
bei B.

11 5) Also ist mindestens ein Disjunkt von L2(a) wahr bei B.

11 6) Also ist L2(a) wahr bei B.

1 7) Wenn in mindestens einer Reihe von a samtliche Balken wahr sind bei B, dann
ist L2(a) wahr bei B.

ii 8) In jeder Reihe von a soll mindestens ein Balken falsch sein bei B.

ii 9) Dann ist in jedem Disjunkt von L2(a) mindestens ein Konjunkt falsch bei B.

11 10) Also sind alle Disjunkte von L2(a) falsch bei B.
ii 11) Also ist L2(a) falsch bei B.

i 12) Wenn in jeder Reihe von a mindestens ein Balken falsch ist bei B, dann ist
L2(a) falsch bei B.
i 13) L2(a) ist wahr bei B, genau dann, wenn in mindestens einer Reihe von a

samtliche Balken wahr sind bei B.

6.2 MENGEN VON BALKENTYPEN

Uber die L'-Resultate der Balkentypen ist jeder (nichtleeren) Menge von Balkentypen eine
Klausel zugeordnet:
o sei eine (nichtleere) Menge von Balkentypen. 3 sei die Menge aller wffs, die das L'-

Resultat der Balken eines Elements von o sind. Dann nennen wir 3 die Klausel von o.

T sei ein Balkentyp und B eine Bewertung. Ist das L'-Resultat der Balken des Typs T wahr
bei B, so heifit T wahr bei B, andernfalls heif3t T falsch bei B.

Es gilt:
(vgl. die entsprechenden Gesetze fiir Klauseln, Kapitel 5.6)
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(102)
In einem Paar inverser Balkentypen ist bei jeder Bewertung einer der Typen wahr und

einer der Typen falsch.

(103)
o sei eine homogene Menge von Balkentypen. Dann gibt es mindestens eine Bewertung,
bei der alle Elemente von o wahr sind, und mindestens eine Bewertung, bei der alle

Elemente von o falsch sind.

(104)
o und [ seien homogene Mengen von Balkentypen, die nicht invers verschrinkt sind.

Dann ist U homogen.

(105)

o und B seien homogene Mengen von Balkentypen, die nicht invers verschrinkt sind.
Dann gibt es mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente von o und alle Elemente
von B wahr sind, und mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente von o und alle

Elemente von [ falsch sind.

(106)
o und P seien zwei homogene Mengen von Balkentypen, die kein gemeinsames Element
haben. Dann gibt es mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente von o wahr und alle

Elemente von P falsch sind.

6.3 EIN SEMANTISCHES ENTSCHEIDUNGSKRITERIUM FUR DIE
WOHLGEFORMTHEIT VON ANORDNUNGEN

Eine Ao a heiflt semantisch orthogonal gebunden, genau dann, wenn fiir a das folgende
gilt: Bei jeder Bewertung, bei der in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken wahr ist,

sind in mindestens einer Reihe von a simtliche Balken wahr.
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= Satz 109

(107) >

Jede wAo ist semantisch orthogonal gebunden.

Beweis:

1 1) asei eine wAo.

il 2) B sei eine Bewertung, bei der in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken
wabhr ist.

il 3) Dann gibt es mindestens eine Kolonnenauswahl von a, deren siamtliche
Balkentypen wahr sind bei B. Eine solche sei A;.

iii 4) Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, in jeder Reihe von a sei
mindestens ein Balken falsch bei B.

11l 5) Dann gibt es mindestens eine Reihenauswahl von a, deren sdamtliche Balken

falsch sind bei B. Eine solche sei A,.

11l 6) A;und A, sind homogen.

iii 7) Da alle Balkentypen von A; wahr sind bei B, und alle Balkentypen von A,
falsch sind bei B, kdnnen A; und A, keinen Balkentyp gemeinsam haben.

1l 8) Also gibt es mindestens ein Paar, bestehend aus einer homogenen
Reihenauswahl von a und einer homogenen Kolonnenauswahl von a, soda$3 die

beiden keinen Balkentyp gemeinsam haben.

1l 9) Dies widerspricht der Vorgabe, daf} a eine wAo ist.
il 10) Also sind in mindestens einer Reihe von a samtliche Balken wahr bei B.
i 11) Bei jeder Bewertung, bei der in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken

wahr ist, sind in mindestens einer Reihe von a siamtliche Balken wahr.

i 12) Also ist a semantisch orthogonal gebunden.

(108) >

Jede Ao, die keine wAo ist, ist nicht semantisch orthogonal gebunden.

Beweis:

1 1) asei eine Ao, die keine wAoO ist.

i 2) Dann gibt es mindestens ein Paar, bestehend aus einer homogenen
Reihenauswahl von a und einer homogenen Kolonnenauswahl von a, sodaf} die
beiden keinen Balkentyp gemeinsam haben. (A;, A,) sei ein solches Paar.

i 3) Dann gibt es mindestens eine Bewertung, bei der alle Balkentypen aus A, wahr

und alle Balkentypen aus A, falsch sind. B sei eine solche Bewertung.
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i 4) Dann ist in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken wahr bei B und in jeder
Reihe von a mindestens ein Balken falsch bei B.

1 5) Also gibt es mindestens eine Bewertung, bei der in jeder Kolonne von a
mindestens ein Balken wabhr ist, aber in keiner Reihe von a sdmtliche Balken
wahr sind.

i 6) Also ist a nicht semantisch orthogonal gebunden.

Wir fassen zusammen:
(109)

Genau jede Ao, die eine wAo ist, ist semantisch orthogonal gebunden.
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KAPITEL 7

UBERTRAGUNGS- UND LESEAQUIVALENZ

Eine wff von AL heifl3t ibertragungséiquivalent, genau dann, wenn sie mit jedem

Leseresultat jedes ihrer Ul-Resultate dquivalent ist.

Eine wAo von N heif3t lesedquivalent, genau dann, wenn alle ihre Leseresultate

untereinander dquivalent sind.

Eine wff von AL heiBt U1-L1-dquivalent, genau dann, wenn sie mit dem L1-Resultat jedes

ihrer U1-Resultate dquivalent ist.

Eine wAo von N heit L1-L3-dquivalent, genau dann, wenn ihr L1-Resultat mit jedem

ihrer L3-Resultate dquivalent ist.

In diesem Kapitel soll bewiesen werden, daB} jede wff von AL iibertragungsédquivalent ist,
und daB jede wAo von N lesedquivalent ist. Damit wird gezeigt sein, da3 jedes Zeichen
von N eindeutig interpretiert ist.

Wir werden in einem ersten Schritt den Nachweis erbringen, daB jede wff von AL U1-L1-
dquivalent ist, und in einem zweiten Schritt, daf alle wAon von N L1-L3-4quivalent sind.

Aus diesen Ergbnissen ergibt sich dann unmittelbar das Beweisziel.

7.1 U1-L1-AQUIVALENZ

Wir werden nun beweisen, daB jede wff von AL Ul-L1-dquivalent ist. Zunichst einige

Hinweise zur Metasprache.

Metasprachliche Ausdriicke vom Typ II sind die Ausdriicke L1(a)’, 'L2(a)" und alle
Ausdriicke, die sich aus einem der beiden dadurch gewinnen lassen, dafl das Zeichen 'a’

durch einen passenden Ausdruck ersetzt wird.
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Ein metasprachlicher Ausdruck vom Typ III ist eine Zeichenkombination, die die
folgenden Bedingungen erfiillt.

1) Sie enthélt mindestens einen metasprachlichen Ausdruck vom Typ II.

2) Sie kann, muf} aber nicht, metasprachliche Variablen fiir wffs enthalten.

3) Wenn wir in jede metasprachliche Variable fiir eine wff eine bestimmte wff und
in jede Variable fiir eine wAo eine bestimmte wAo einsetzen und anschlieend
jeden metasprachlichen Ausdruck vom Typ II durch die von ihm bezeichnete
wff ersetzen, dann erhalten wir eine wff von AL.

Metasprachliche Ausdriicke vom Typ III sind in der oben beschriebenen Weise zu

handhaben. Die Art ihrer Bedeutung erklért sich aus ihrem Gebrauch.

= Satz 123

(110)

a sei eine wAo. Dann sind —L.1(a) und L1(D(a)) dquivalent.
Beweis:

1 1) asei eine wAo.

ii 2) B sei eine Bewertung, bei der —L1(a) wahr ist.

il 3) Dannist L1(a) falsch.

ii 4) Also sind in mindestens einer Kolonne von a samtliche Balken falsch.

il 5) Zu jeder Kolonne von a gibt es in D(a) mindestens eine Reihe mit dem inversen
RC-Typ.

il 6) Also sind in mindestens einer Reihe von D(a) samtliche Balken wabhr.

ii 7) Also ist L1(D(a)) wahr bei B.
i 8) Bei jeder Bewertung, bei der —L1(a) wahr ist, ist auch L1(D(a)) wahr.

il 9) B sei eine Bewertung, bei der —L1(a) falsch ist.

11 10) Dann ist L1(a) wahr.

ii 11) Also ist in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken wahr.

ii 12) Also sind in mindestens einer Reihe von a sidmtliche Balken wahr.

il 13) Zu jeder Reihe von a gibt es in D(a) mindestens eine Kolonne mit dem inversen
RC-Typ.

ii 14) Also sind in mindestens einer Kolonne von D(a) samtliche Balken falsch.

ii 15) Also ist L1(D(a)) falsch bei B.
1 16) Bei jeder Bewertung bei der —L1(a) falsch ist, ist auch L1(D(a)) falsch.
1 17) Also sind —L1(a) und L1(D(a)) dquivalent.
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(111)

a, d seien wAon. Dann sind L1(a)AL1(d) und L1(W(a, d)) dquivalent.

Beweis:

1 1) a, d seien wAon.

ii 2) B sei eine Bewertung, bei der L1(a)AL1(d) wahr ist.

11 3) Dann sind L1(a) und auch L1(d) wabhr.

ii 4) Also ist in jeder Kolonne von a und in jeder Kolonne von d mindestens ein
Balken wahr.

11 5) Daes zu jeder Kolonne von W(a, d) unter den Kolonnen von a oder d
mindestens eine Kolonne mit demselben RC-Typ gibt, ist in jeder Kolonne von
W(a, d) mindestens ein Balken wahr.

il 6) Also ist W(a, d) wahr bei B.

1 7) Bei jeder Bewertung, bei der L1(a)AL1(d) wabhr ist, ist auch L1(W(a, d)) wahr.
ii 8) B sei eine Bewertung bei der L1(a)AL1(d) falsch ist.

11 9) Dann ist mindestens eine der wffs L1(a) oder L1(d) falsch.

11 10) Also sind in mindestens einer Kolonne von a oder in mindestens einer Kolonne

von d sdmtliche Balken falsch.

ii 11) Zu jeder Kolonne von a und zu jeder Kolonne von d gibt es in W(a, d)
mindestens eine Kolonne mit demselben RC-Typ.

11 12) Also sind in mindestens einer Kolonne von W(a, d) simtliche Balken falsch.

11 13) Also ist L1(W(a, d)) falsch bei B.

i 14) Bei jeder Bewertung, bei der L1(a)AL1(d) falsch ist, ist auch L1(W(a, d))
falsch.

1 15) Also sind L1(a)AL1(d) und L1(W(a, d)) dquivalent.

(112)

a, d seien wAon. Dann sind L1(a)vL1(d) und L1(S(a, d)) d4quivalent.

Beweis:

1 1) a, d seien wAon.

ii 2) B sei eine Bewertung, bei der L1(a)vL1(d) wahr ist.

11 3) Dann ist mindestens eine der wffs L.1(a) oder L1(d) wahr.

11 4) Also ist in mindestens einer der wffs L1(a) oder L1(d) in jeder Kolonne
mindestens ein Balken wahr.

il 5) Da es zu jeder Kolonne von S(a, d) mindestestens eine Kolonne in a und

mindestens eine Kolonne in d gibt, sodal der RC-Typ der Kolonne von S(a, d)
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6)
7)
8)
9)
10)

11)

12)
13)
14)
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den RC-Typ der Kolonne von a und den RC-Typ der Kolonne von d enthilt, ist
in jeder Kolonne von S(a, d) mindestens ein Balken wahr.

Also ist S(a, d) wahr bei B.

Bei jeder Bewertung, bei der L1(a)vL1(d) wabhr ist, ist auch L1(S(a, d)) wabhr.
B sei eine Bewertung, bei der L.1(a)vL1(d) falsch ist.

Dann ist L1(a) falsch und L1(d) falsch.

Also sind in mindestens einer Kolonne von a und in mindestens einer Kolonne
von d sdmtliche Balken falsch.

Da es zu jedem Paar, bestehend aus einer Kolonne von a und einer Kolonne von
d, mindestens eine Kolonne in S(a, d) gibt, sodal der RC-Typ der Kolonne von
S(a, d) nur Balkentypen des RC-Typs der Kolonne von a oder des RC-Typs der
Kolonne von d enthilt, gibt es in S(a, d) mindestens eine Kolonne, deren
sdmtliche Balken falsch sind.

Also ist S(a, d) falsch bei B.

Bei jeder Bewertung, bei der L1(a)vL1(d) falsch ist, ist auch L1(S(a, d)) falsch.
Also sind L1(a)vL1(d) und L1(S(a, d)) dquivalent.

a, d seien wAon. d sei an a gebunden. Dann sind L1(a) und L1(d) dquivalent.

Beweis:

i
ii
ii

ii

ii

1i

1i

1i

1i

1i

1i

Y
2)
3)
4)

5)
6)

7)

8)
9
10)
1)
12)

a, d seien wAon. d sei an a gebunden.

B sei eine Bewertung, bei der L1(a) wahr ist.

Dann ist in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken wabhr.

Also sind in mindestens einer Reihe von a samtliche Balken wahr. e(a) sei eine
solche Reihe.

e(a) ist homogen.

Also hat e(a) mit jeder homogenen Reihenauswahl von d mindestens einen
Balkentyp gemeinsam.

Also ist in jeder homogenen Reihenauswahl von d mindestens ein Balkentyp
wahr.

In jeder inhomogenen Reihenauswahl von d ist mindestens ein Balkentyp wahr.
Also ist in jeder Reihenauswahl von d mindestens ein Balkentyp wahr.

Der RC-Typ jeder Kolonne von d ist eine Reihenauswahl von d.

Also ist in jeder Kolonne von d mindestens ein Balken wahr bei B.

Also ist L1(d) wahr bei B.
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i 13) Bei jeder Bewertung, bei der L1(a) wahr ist, ist auch L1(d) wabhr.

ii 14) B sei eine Bewertung, bei der L1(a) falsch ist.

il 15) Dann sind in mindestens einer Kolonne von a samtliche Balken falsch.

il 16) f(a) sei eine solche Kolonne.

ii 17) f(a) ist homogen.

il 18) Also hat f(a) mit jeder homogenen Kolonnenauswahl von d mindestens einen

Balkentyp gemeinsam.

ii 19) Also ist in jeder homogenen Kolonnenauswahl von d mindestens ein Balkentyp
falsch.

ii 20) In jeder inhomogenen Kolonnenauswahl von d ist mindestens ein Balkentyp
falsch.

ii 21) Also ist in jeder Kolonnenauswahl von d mindestens ein Balkentyp falsch.

iii ~ 22) Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, in jeder Kolonne von d sei
mindestens ein Balken wahr.

iii ~ 23) Dann gibt es mindestens eine Kolonnenauswahl, deren simtliche Balkentypen
wahr sind.

iii ~ 24) Dies ergibt einen Widerspruch.

il 25) Also sind in mindestens einer Kolonne von d simtliche Balken falsch.

ii 26) Also ist L1(d) falsch bei B.

1 27) Bei jeder Bewertung, bei der L1(a) falsch ist, ist auch L1(d) falsch.

1 28) Also sind L1(a) und L1(d) dquivalent.

(114)

a, d seien wAon. d soll aus a durch einen Anwendungschritt von K auf a erzeugt werden

konnen.

Dann sind L1(a) und L1(d) dquivalent.

Beweis:

1 1) a, d seien wAon. d soll aus a durch einen Anwendungschritt von K auf a
erzeugt werden konnen.

i 2) Dann istd an a gebunden.

i 3) Also sind L1(a) und L1(d) dquivalent.

(115)
a, d seien wAon. d soll aus a durch einen Anwendungschritt von E auf a erzeugt werden

konnen.
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Dann sind L1(a) und L1(d) dquivalent.

Beweis:

1 1) a, d seien wAon. d soll aus a durch einen Anwendungschritt von E auf a erzeugt
werden konnen.

i 2) Dann ist d an a gebunden.

1 3) Also sind L1(a) und L1(d) dquivalent.

(116)
a, d seien wAon. d soll aus a durch einen Anwendungschritt von T auf a erzeugt werden
konnen.

Dann sind L1(a) und L1(d) dquivalent.

Beweis:

i 1) a, d seien wAon. d soll aus a durch einen Anwendungschritt von T auf a erzeugt
werden konnen.

i 2) Dann istd an a gebunden.

i 3) Also sind L1(a) und L1(d) dquivalent.

(117)

@ sei eine Atomformel von AL. Dann ist ¢ Ul-L1-iquivalent.

Beweis:

i 1) o sei eine Atomformel von AL.

i 2) asei die Ausgangsanordnung in jener Farbe, die dem Satzbuchstaben
zugeordnet ist, in dessen Vorkommnis @ besteht.

1 3) Dannist L1(a) ¢.

il 4) d sei ein Ul-Resultat von @.

ii 5) Dann liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A:
iii 6) dista.
111 7) Dannist L1(d) ¢.
111 8) Also sind ¢ und L1(d) dquivalent.
~ Fall B:
11l 9) dist nicht a, aber E, K, T reichen aus, um d schrittweise aus a zu erzeugen.
111 10) Dann sind L1(a) und L1(d) dquivalent.
i 11) L1(a)ist @.
1ii 12) Also sind @ und L1(d) dquivalent.
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11 13) Also sind ¢ und L1(d) dquivalent.
i 14) Also ist die wff @ dquivalent mit dem L1-Resultat jedes ihrer Ul-Resultate.
1 15) Also ist @ Ul-L1-dquivalent.

(118)
@ sei eine wff. Wenn @ U1-L1 #dquivalent ist, dann ist auch =¢ U1-L1 #quivalent.
Beweis:
i 1) ¢ sei eine wif.
i 2) o sei Ul-L1-dquivalent.
iii 3) asei ein Ul-Resultat von —.
iii 4) Dann gibt es mindestens eine wAo d, sodal zugleich gilt:
a) dist ein Ul-Resultat von .
b) aist entweder D(d) oder a ist nicht D(d), aber K, E, T reichen aus, um a
schrittweise aus D(d) zu erzeugen.
d sei eine solche wAo.
11l 5) ¢ und L1(d) sind dquivalent.
11l 6) Also sind auch —¢ und —L1(d) dquivalent.
111 7) —L1(d) und L1(D(d)) sind dquivalent.
il 8) Also sind —¢ und L1(D(d)) dquivalent.
iii 9) Es liegt einer der folgenden Fille vor.
Fall A:
iv 10) aist D(d).
v 11) Dann sind —¢ und L1(a) dquivalent.
~ Fall B:
v 12) aist nicht D(d), aber K, E, T reichen aus, um a schrittweise aus D(d) zu

erzeugen.
v 13) Dann sind L1(D(d)) und L1(a) dquivalent.

v 14) —@ und L1(D(d)) sind dquivalent.

v 15) Also sind —¢ und L1(a) dquivalent.

il 16) Also sind —¢ und L1(a) dquivalent.

ii 17) Also ist die wff =@ #quivalent mit dem L1-Resultat jedes ihrer Ul-Resultate.
ii ~ 18) Also ist ~¢ Ul-L1-iquivalent.

1 19) Wenn @ Ul-L1-dquivalent ist, dann ist auch —¢ U1-L1-dquivalent.
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(119)
0, V¥ seien wffs. Wenn ¢ und y beide U1-L1-4quivalent sind, dann ist auch @Ay U1-L1-
dquivalent.
Beweis:
i 1) o, y seien wifs.
1 2) ¢ und y seien beide U1-L1-dquivalent.
1ii 3) asei ein Ul-Resultat von QAY.
1 4) Dann gibt es mindestens ein Paar wAon (d, e), sodal} zugleich gilt:
a) dist ein Ul-Resultat von .
b) e ist ein Ul-Resultat von .
¢) aist entweder W(d, e) oder a ist nicht W(d, e), aber K, E, T reichen aus,
um a schrittweise aus W(d, e) zu erzeugen.
(d, e) sei ein solches Paar wAon.
iii 5) Dann sind ¢ und L1(d) dquivalent.
11l 6) Und es sind y und L1(e) dquivalent.
11l 7) Also sind auch @Ay und L1(d)AL1(e) dquivalent.
11l 8) L1(d)aL1(e) und L1(W(d, e)) sind dquivalent.
iii 9) Also sind @Ay und L1(W(d, e)) dquivalent.
iii 10) Es liegt einer der folgenden Fille vor.
Fall A:
v 11) aist W(d, e).
iv 12) Dann sind @AY und L1(a) dquivalent.
~ Fall B:
v 13) aist nicht W(d, e), aber K, E, T reichen aus, um a schrittweise aus W(d, e) zu
erzeugen.
v 14) Dann sind L1(W(d, e)) und L1(a) dquivalent.
v 15) @Ay und L1(W(d, e)) sind dquivalent.
v 16) Also sind @Ay und L1(a) dquivalent.
iii 17) Also sind @Ay und L1(a) dquivalent.
ii 18) Also ist die wff @AY dquivalent mit dem L1-Resultat jedes ihrer Ul-Resultate.
ii ~ 19) Alsoist Ay Ul-L1-dquivalent.
1 20) Wenn @ und y beide U1-L1 dquivalent sind, dann ist auch @Ay U1-L1-

dquivalent.
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(120)
0, V¥ seien wffs. Wenn ¢ und y beide U1-L1-4quivalent sind, dann ist auch vy U1-L1-
dquivalent.
Beweis:
i 1) o, y seien wifs.
1 2) ¢ und y seien beide U1-L1-dquivalent.
1ii 3) asei ein Ul-Resultat von @v.
1 4) Dann gibt es mindestens ein Paar wAon (d, e), sodal} zugleich gilt:
a) dist ein Ul-Resultat von .
b) e ist ein Ul-Resultat von .
¢) aist entweder S(d, e) oder a ist nicht S(d, e), aber K, E, T reichen aus,
um a schrittweise aus S(d, e) zu erzeugen.
(d, e) sei ein solches Paar wAon.
iii 5) Dann sind @ und L1(d) dquivalent.
11l 6) Und es sind y und L1(e) dquivalent.
11l 7) Also sind auch vy und L1(d)vL1(e) dquivalent.
11l 8) L1(d)vL1(e) und L1(S(d, e)) sind dquivalent.
il 9) Also sind @vy und L1(S(d, e)) dquivalent.
iii 10) Es liegt einer der folgenden Fille vor.
Fall A:
v 11) aist S(d, e).
iv 12) Dann sind ¢vy und L1(a) dquivalent.
~ Fall B:
v 13) aist nicht S(d, e), aber K, E, T reichen aus, um a schrittweise aus S(d, e) zu
erzeugen.
v 14) Dann sind L1(S(d, e)) und L1(a) dquivalent.
v 15) @vy und L1(S(d, e)) sind dquivalent.
v 16) Also sind vy und L1(a) dquivalent.
iii 17) Also sind vy und L1(a) dquivalent.
ii 18) Also ist die wff @vy dquivalent mit dem L1-Resultat jedes ihrer Ul-Resultate.
ii ~ 19) Alsoist vy Ul-L1-dquivalent.
i 20) Wenn @ und y beide U1-L1 #dquivalent sind, dann ist auch vy U1-L1-

dquivalent.
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(121)

0, ¥ seien wffs. Wenn ¢ und y beide U1-L1-dquivalent sind, dann ist auch ¢—\y U1-L1-

dquivalent.

Beweis:

i 1) o, y seien wifs.

1i 2) ¢ und y seien beide U1-L1-dquivalent.

1i 3) Da ¢ Ul-L1-dquivalent ist, ist auch —¢ U1-L1-iquivalent.

i 4) Da— Ul-L1-dquivalent ist und y Ul-L1-dquivalent ist, ist auch =@vy Ul-
L1-dquivalent.

iii 5) asei ein Ul-Resultat von ¢—\.

1ii 6) Dann ist a ein Ul-Resultat von —@vy.

iii 7) Also sind =@vy und L1(a) dquivalent.

iii 8) @—vy und ~@VvV sind dquivalent.

iii 9) Also sind @—Wy und L1(a) dquivalent.

1i 10) Also ist die wff @— dquivalent mit dem L1-Resultat jedes ihrer Ul-Resultate.

1i 11) Also ist —y Ul-L1-iquivalent.

i 12) Wenn @ und y beide Ul-L1-dquivalent sind, dann ist auch @—y U1-L1-

dquivalent.

(122)

0, ¥ seien wffs. Wenn ¢ und y beide U1-L1-dquvialent sind, dann ist auch ¢=y U1-L1-

dquivalent.

Beweis:

i 1) o, y seien wifs.

1i 2) ¢ und y seien beide U1-L1-dquivalent.

1i 3) Dann ist auch @Ay Ul-L1-dquivalent.

i 4) Da ¢ Ul-L1-dquivalent ist, ist auch —¢ U1-L1-4quivalent.

i 5) Da y Ul-L1-4quivalent ist, ist auch =y U1-L1-dquivalent.

1i 6) Da —¢ Ul-L1-dquivalent ist und =y U1-L1-dquivalent ist, ist auch —@A—Y
U1-L1-4quivalent.

1i 7) Da @Ay Ul-L1-dquivalent ist und —@A—\ Ul-L1-dquivalent ist, ist auch
(OAY)V(—=oA—Y) Ul-L1-dquivalent.

iii 8) asei ein Ul-Resultat von @=\.

11l 9) Dann ist a ein Ul-Resultat von (QAY)V(—PA—Y).
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11l 10) Also sind (9AY)V(—@A—Y) und L1(a) dquivalent.

iii 11) @=y und (QAY)V(—@A—VY) sind dquivalent.

iii 12) Also sind @=y und L1(a) dquivalent.

1 13) Also ist die wff @=y dquivalent mit dem L1-Resultat jedes ihrer Ul-Resultate.
il 14) Also ist =y Ul-L1-dquivalent.

i 15) Wenn @ und y beide U1-L1-4quivalent sind, dann ist auch ¢=y U1-L1-

dquivalent.

(123)

Jede wff von AL ist Ul-L1-dquivalent.

Beweis:

Aufgrund der Formregeln von AL ist jede wif entweder eine Atomformel oder sie kann
ausgehend von Atomformeln sukzessive durch Anwendung der Verkniipfungsregeln (AL-
FR2 bis AL-FR6) erzeugt werden. Alle Atomformeln sind U1-L1-dquivalent. Jede der
Verkniipfungsregeln erhiilt die Eigenschaft der Ul-L1-Aquivalenz. Also sind alle wffs Ul-

L1-dquivalent.

7.2. L1-L3-AQUIVALENZ

Wir werden nun beweisen, dafl jede wAo von N L1-L3-dquivalent ist. Zusammen mit Satz
123 ergibt sich daraus unmittelbar, dal jede wff von AL iibertragungsiquivalent und jede

wAo von N lesedquivalent ist.
= Satz 134

Es sei fiir das folgende a eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a)

und B eine Bewertung.

Ein Segment d(a) bei SV(a) heiit ein WLO-Segment bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn gilt:
1) Durch d(a) geht mindestens eine Reihe von a, deren sdmtliche Balken wahr sind
bei B.
2) Die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) ist eine Lingsposition.
3) Die Drehlidnge von d(a) bei DV(SV(a)) ist 0 oder gerade.
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Ein Segment d(a) bei SV(a) heiit ein WL1-Segment bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn gilt:
1) Durch d(a) geht mindestens eine Reihe von a, deren sdmtliche Balken wahr sind
bei B.
2) Die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) ist eine Lingsposition.
3) Die Drehlinge von d(a) bei DV(SV(a)) ist ungerade.

Ein Segment d(a) bei SV(a) heifit ein WQO-Segment bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn gilt:
1) Durch d(a) geht mindestens eine Reihe von a, deren sdmtliche Balken wahr sind
bei B.
2) Die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) ist eine Querposition.
3) Die Drehlidnge von d(a) bei DV(SV(a)) ist 0 oder gerade.

Ein Segment d(a) bei SV(a) heifit ein WQ1-Segment bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn gilt:
1) Durch d(a) geht mindestens eine Reihe von a, deren sdmtliche Balken wahr sind
bei B.
2) Die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) ist eine Querposition.
3) Die Drehlidnge von d(a) bei DV(SV(a)) ist ungerade.

Ein Segment d(a) bei SV(a) heiit ein FLO-Segment bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn gilt:
1) Durch d(a) geht mindestens eine Kolonne von a, deren simtliche Balken falsch
sind bei B.
2) Die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) ist eine Lingsposition.
3) Die Drehlénge von d(a) bei DV(SV(a)) ist 0 oder gerade.

Ein Segment d(a) bei SV(a) heiit ein FL1-Segment bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn gilt:
1) Durch d(a) geht mindestens eine Kolonne von a, deren simtliche Balken falsch
sind bei B.
2) Die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) ist eine Lingsposition.
3) Die Drehlinge von d(a) bei DV(SV(a)) ist ungerade.

Ein Segment d(a) bei SV(a) heiit ein FQO-Segment bei DV(SV(a)) und B, genau dann,

wenn gilt:
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1) Durch d(a) geht mindestens eine Kolonne von a, deren séamtliche Balken falsch
sind bei B.

2) Die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) ist eine Querposition.

3) Die Drehlinge von d(a) bei DV(SV(a)) ist O oder gerade.

Ein Segment d(a) bei SV(a) heifit ein FQ1-Segment bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn gilt:
1) Durch d(a) geht mindestens eine Kolonne von a, deren séamtliche Balken falsch
sind bei B.
2) Die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) ist eine Querposition.
3) Die Drehlinge von d(a) bei DV(SV(a)) ist ungerade.

Wir definieren nun zu DV(SV(a)) und B acht Mengen von Segmenten bei SV(a).

Ein Segment d(a) bei SV(a) gehort zur Menge WLOW bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn d(a) mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

1) d(a) ist kein WLO-Segment bei DV(SV(a)) und B.

2) Alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) sind wahr bei B.

Ein Segment d(a) bei SV(a) gehort zur Menge WL1F bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn d(a) mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

1) d(a) ist kein WL1-Segment bei DV(SV(a)) und B.

2) Alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) sind falsch bei B.

Ein Segment d(a) bei SV(a) gehort zur Menge WQOF bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn d(a) mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

1) d(a) ist kein WQO-Segment bei DV(SV(a)) und B.

2) Alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) sind falsch bei B.

Ein Segment d(a) bei SV(a) gehort zur Menge WQI1W bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn d(a) mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

1) d(a) ist kein WQI1-Segment bei DV(SV(a)) und B.

2) Alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) sind wahr bei B.

Ein Segment d(a) bei SV(a) gehort zur Menge FLOF bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn d(a) mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

1) d(a) ist kein FLO-Segment bei DV(SV(a)) und B.

2) Alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) sind falsch bei B.
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Ein Segment d(a) bei SV(a) gehort zur Menge FL1W bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn d(a) mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

1) d(a) ist kein FL.1-Segment bei DV(SV(a)) und B.

2) Alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) sind wahr bei B.

Ein Segment d(a) bei SV(a) gehort zur Menge FQOW bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn d(a) mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

1) d(a) ist kein FQO-Segment bei DV(SV(a)) und B.

2) Alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) sind wahr bei B.

Ein Segment d(a) bei SV(a) gehort zur Menge FQ1F bei DV(SV(a)) und B, genau dann,
wenn d(a) mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

1) d(a) ist kein FQ1-Segment bei DV(SV(a)) und B.

2) Alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) sind falsch bei B.

(124)

a sei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und d(a) ein Balken
von a. Wenn die Position bei DV (SV(a)) fiir dasjenige Basissegment bei SV(a), das d(a)
enthilt, eine Lingsposition ist, dann ist das L3B-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)) mit dem

L'-Resultat von d(a) identisch.

Beweis:

1 1) asei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a und DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a).

1 2) d(a) sei ein Balken von a.

1 3) Px sei die Position fiir dasjenige Basissegment bei SV(a), das d(a) enthiilt.

ii 4) Px sei eine Langsposition.

11 5) Dann haben d(a) und corr(d(a), Px) denselben Balkentyp.

11 6) Also sind das L'-Resultat von d(a) und das L'-Resultat von corr(d(a), Px)
identisch.

il 7) Das L3B-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)) ist das L'-Resultat von corr(d(a),
Px).

il 8) Also ist das L3B-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)) mit dem L'-Resultat von d(a)
identisch.

i 9) Wenn Px eine Langsposition ist, dann ist das L3B-Resultat von d(a) bei

DV(SV(a)) mit dem L'-Resultat von d(a) identisch.

(125)
a sei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und d(a) ein Balken
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von a. Wenn die Position bei DV(SV(a)) fiir dasjenige Basissegment bei SV(a), das d(a)
enthilt, eine Querposition ist, dann ist das L3B-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)) die
Umkehrung des L'-Resultats von d(a).

Beweis:

i 1) asei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a und DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a).

1 2) d(a) sei ein Balken von a.

i 3) Px sei die Position fiir dasjenige Basissegment bei SV(a), das d(a) enthilt.
ii 4) Px sei eine Querposition.

11 5) Dann sind die Balkentypen von d(a) und corr(d(a), Px) zueinander invers.

11 6) Also ist das L'-Resultat von corr(d(a), Px) die Umkehrung des L'-Resultats von
d(a).

11 7) Das L3B-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)) ist das L'-Resultat von corr(d(a),
Px).

11 8) Also ist das L3B-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)) die Umkehrung des L'-
Resultats von d(a).

1 9) Wenn Px eine Querposition ist, dann ist das L3B-Resultat von d(a) bei

DV(SV(a)) die Umkehrung des L'-Resultats von d(a).

(126)
a sei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a)) und B eine
Bewertung. d(a) sei ein Balken von a und zugleich ein Basissegment bei SV(a). Dann

gehort d(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a)) und B.

Beweis:

i 1) asei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und B eine
Bewertung.

i 2) d(a) sei ein Balken von a und zugleich ein Basissegment bei SV (a).

i 3) Px sei die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)).

1 4) n sei die Drehldnge von d(a) bei DV(SV(a)).

il 5) d(a) sei ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

iii 6) Es gibt nur ein einziges L.3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)). Dieses sei @.
1ii 7) W sei das L3B-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

il 8) Sidmtliche Balken jener Reihe von a, auf der d(a) liegt, sind wahr bei B.

il 9) Also ist das L'-Resultat von d(a) wahr bei B.
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Da Px eine Liangsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist Y
identisch mit dem (identisch mit dem/ die Umkehrung des/ die Umkehrung des)
L'-Resultat(s) von d(a).

Also ist y wahr (waht/ falsch/ falsch) bei B.

¢ ist die n-fache Negation von V.

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit
Y (Y g/ ).

Also ist ¢ wahr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also sind alle L3S-Resultate von d(a) be1 DV(SV(a)) wahr (falsch/ falsch/
wahr) bei B.

Wenn d(a) ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment)
ist bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
wahr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also ist d(a) ein Element der Menge WLOW (WL1F/ WQOF/ WQ1W) bei
DV(SV(a)) und B.

d(a) sei ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

Es gibt nur ein einziges L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)). Dieses sei ¢.

y sei das L3B-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

Samtliche Balken jener Kolonne von a, auf der d(a) liegt, sind falsch bei B.
Also ist das L'-Resultat von d(a) falsch bei B.

Da Px eine Liangsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
identisch mit dem (identisch mit dem/ die Umkehrung des/ die Umkehrung des)
L'-Resultat(s) von d(a).

Also ist y falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei B.

¢ ist die n-fache Negation von .

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit
Y (= g/ ).

Also ist @ falsch (wahr/ wahr/ falsch) bei B.

Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) falsch (wahr/ wahr/
falsch) bei B.

Wenn d(a) ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) ist
bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
falsch (wahr/ wahr/ falsch) bei B.
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i 30) Alsoist d(a) ein Element der Menge FLOF (FL1W/ FQOW/ FQIF) bei
DV(SV(a)) und B.

i 31) Also gehort d(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQIF bei DV(SV(a))
und B.

(127)
a sei eine wAo0, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a)) und B eine
Bewertung. d(a) sei ein waagrecht linearer AoT von a und ein Basissegment bei SV(a).

Dann gehort d(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a)) und B.

Beweis:

i 1) asei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und B eine
Bewertung.

1 2) d(a) sei ein waagrecht linearer AoT von a und ein Basissegment bei SV (a).

1 3) Px sei die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)).

1 4) n sei die Drehlinge von d(a) bei DV(SV(a)).

11 5) d(a) sei ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

iii 6) o sei ein L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

1 7) Samtliche Balken derjenigen Reihe von a, die durch d(a) geht, sind wahr bei B.

iii 8) Also ist das L'-Resultat jedes Balkens von d(a) wahr bei B.

1l 9) Da Px eine Lingsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) jedes Balkens von d(a) identisch mit dem
(identisch mit dem/ die Umkehrung des/ die Umkehrung des) L'-Resultat(s)
dieses Balkens.

iii 10) Also ist das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) jedes Balkens von d(a) wahr (wahr/
falsch/ falsch) bei B.

iii 11) Da Px eine Lingsposition (Ldngsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
corr(d(a), Px) ein waagrecht linearer (waagrecht linearer/ senkrecht linearer/
senkrecht linearer) AoT von corr(a, Px).

iii 12) Also ist ¢ die n-fache Negation einer Konjunktion @A...AQ,, (Konjunktion
P|A...AQ / Disjunktion @v...vQ,, / Disjunktion @;v...vQ,,), sodal} jedes der
Konjunkte (Konjunkte/ Disjunkte/ Disjunkte) von @ A...AQy, (Q1A...AQ, /
O1V..vVQ, / 91v...vQ,,) das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) mindestens eines

Balkens von d(a) ist.
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Alle Konjunkte (Konjunkte/ Disjunkte/ Disjunkte) von @A...AQy (Q1A...AQy, /
O1V..vVQ, | Q1Vv...vQ,,) sind wahr (wahr/ falsch/ falsch) bei B.

Also ist QA...AQy (OIA...AQL / Q1V.. VO, [ ©V...vQ,,) wahr (wahr/ falsch/
falsch) bei B.

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit

O A AQ (F(QIAAQ Q1V.. VO [ —(Q1V..V D).

Also ist ¢ wahr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) wahr (falsch/ falsch/
wahr) bei B.

Wenn d(a) ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment)
ist bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
wahr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also ist d(a) ein Element der Menge WLOW (WL1F/ WQOF/ WQ1W) bei
DV(SV(a)) und B.

d(a) sei ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

¢ sei ein L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

Durch d(a) geht mindestens eine Kolonne von a, deren simtliche Balken falsch
sind bei B.

Also ist das L'-Resultat mindestens eines Balkens von d(a) falsch bei B.

Da Px eine Liangsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) jedes Balkens von d(a) identisch mit dem
(identisch mit dem/ die Umkehrung des/ die Umkehrung des) L'-Resultat(s)
dieses Balkens.

Also ist das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) mindestens eines Balkens von d(a)
falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei B.

Da Px eine Lingsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
corr(d(a), Px) ein waagrecht linearer (waagrecht linearer/ senkrecht linearer/
senkrecht linearer) AoT von corr(a, Px).

Also ist ¢ die n-fache Negation einer Konjunktion @A...A@,, (Konjunktion
P|A...AQ, / Disjunktion @v...vQ,, / Disjunktion @,v...vQ,,), sodal} es zu jedem
Balken von d(a) in QA...AQy (PIAAQy / O1V..VQ, [ @V...vQ,,) mindestens
ein Konjunkt (Konjunkt/ Disjunkt/ Disjunkt) gibt, welches das L.3B-Resultat
dieses Balkens bei DV(SV(a)) ist.
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28)

29)

30)

31)
32)

33)

34)

35)

Mindestens ein Konjunkt (Konjunkt/ Disjunkt/ Disjunkt) von @;A...AQ,
(QIA Ay QV.. VO, [ @1V...vQ,,) ist falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei B.
Also ist QA...AQy (QIA...AQL [ O1V.. VO, [ ©V...vQy,) falsch (falsch/ wahr/
wahr) bei B.

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit

O A AQ (F(QIAAQ Q1V.. VO [ —(Q1V..V D).

Also ist ¢ falsch (wahr/ wahrt/ falsch) bei B.

Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) falsch (wahr/ wahr/
falsch) bei B.

Wenn d(a) ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) ist
bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
falsch (wahr/ wahr/ falsch) bei B.

Also ist d(a) ein Element der Menge FLOF (FL1W/ FQOW/ FQI1F) bei
DV(SV(a)) und B.

Also gehort d(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a))
und B.

a sei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a)) und B eine

Bewertung. d(a) sei ein senkrecht linearer AoT von a und ein Basissegment bei SV(a).

Dann gehort d(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a)) und B.

Beweis:

i

1i
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1y

2)
3)
4)
5)

6)
7)

8)
9)

a sei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und B eine
Bewertung.

d(a) sei ein senkrecht linearer AoT von a und ein Basissegment bei SV(a).

Px sei die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)).

n sei die Drehlénge von d(a) bei DV(SV(a)).

d(a) sei ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

¢ sei ein L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

Durch d(a) geht mindestens eine Reihe von a, deren sdmtliche Balken wahr sind
bei B.

Also ist das L'-Resultat mindestens eines Balkens von d(a) wahr bei B.

Da Px eine Lingsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist

das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) jedes Balkens von d(a) identisch mit dem
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(identisch mit dem/ die Umkehrung des/ die Umkehrung des) L'-Resultat(s)
dieses Balkens.

Also ist das L.3B-Resultat bei DV(SV(a)) mindestens eines Balkens von d(a)
wahr (wahr/ falsch/ falsch) bei B.

Da Px eine Liangsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
corr(d(a), Px) ein senkrecht linearer (senkrecht linearer/ waagrecht linearer/
waagrecht linearer) AoT von corr(a, Px).

Also ist @ die n-fache Negation einer Disjunktion @,v...vQ,, (Disjunktion
¢V...vQy, / Konjunktion @ A...AQ,, / Konjunktion @ A...AQy, ), sodall es zu
jedem Balken von d(a) in ©;Vv..vQy, (Q1V..VQy / GiA...AQL [ QIA...AQ,)
mindestens ein Disjunkt (Disjunkt/ Konjunkt/ Konjunkt) gibt, welches das
L3B-Resultat dieses Balkens bei DV(SV(a)) ist.

Mindestens ein Disjunkt (Disjunkt/ Konjunkt/ Konjunkt) von @;v...vQ,,
(Q1V...VOn | QA AP [ QIA...AQy,) ist wahr (wahr/ falsch/ falsch) bei B.
Also ist @ V..vVO, (Q1V..VQn / QIAAQy [ QA...AQ,) Wahr (wahr/ falsch/
falsch) bei B.

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit

O1V.. VO, ((Q1V..vV O QA AQ [ —(QIA..ADY)).

Also ist ¢ wahr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also sind alle L3S-Resultate von d(a) be1 DV(SV(a)) wahr (falsch/ falsch/
wahr) bei B.

Wenn d(a) ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment)
ist bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
wahr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also ist d(a) ein Element der Menge WLOW (WL1F/ WQOF/ WQ1W) bei
DV(SV(a)) und B.

d(a) sei ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

¢ sei ein L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

Samtliche Balken derjenigen Kolonne von a, die durch d(a) geht, sind falsch bei
B.

Also ist das L'-Resultat jedes Balkens von d(a) falsch bei B.

Da Px eine Lingsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist

das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) jedes Balkens von d(a) identisch mit dem
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(identisch mit dem/ die Umkehrung des/ die Umkehrung des) L'-Resultat(s)
dieses Balkens.

Also ist das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) jedes Balkens von d(a) falsch (falsch/
wahr/ wahr) bei B.

Da Px eine Liangsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
corr(d(a), Px) ein senkrecht linearer (senkrecht linearer/ waagrecht linearer/
waagrecht linearer) AoT von corr(a, Px).

Also ist @ die n-fache Negation einer Disjunktion @,v...vQ,, (Disjunktion
¢1V...vQy, / Konjunktion @ A...AQ,, / Konjunktion @A...AQ,,), sodal jedes der
Disjunkte (Disjunkte/ Konjunkte/ Konjunkte) von @;v...v@,, (Q1V...v@p, /

OIA- AP | PIA...AQ,) das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) mindestens eines
Balkens von d(a) ist.

Alle Disjunkte (Disjunkte/ Konjunkte/ Konjunkte) von @,v...vQ, (@V...vQy, /
PN AQ [ QIA...AQy,) sind falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei B.

Also ist @ V..vVO, (Q1V..VQn [ QIAAQy [ QA...AQ,) falsch (falsch/ wahr/
wabhr) bei B.

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit
O1V..VQ, ((Q1V..vV O QA AQy [ —(QIA..AD ).

Also ist @ falsch (wahr/ wahr/ falsch) bei B.

Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) falsch (wahr/ wahr/
falsch) bei B.

Wenn d(a) ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) ist
bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
falsch (wahr/ wahr/ falsch) bei B.

Also ist d(a) ein Element der Menge FLOF (FL1W/ FQOW/ FQIF) bei
DV(SV(a)) und B.

Also gehort d(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a))
und B.

a sei eine wAo0, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a)) und B eine

Bewertung. d(a) sei ein flichiger AoT von a und ein Basissegment bei SV(a). Dann gehort

d(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a)) und B.
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a sei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und B eine
Bewertung.

d(a) sei ein flichiger AoT von a und ein Basissegment bei SV (a).

Px sei die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)).

n sei die Drehlénge von d(a) bei DV(SV(a)).

d(a) sei ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

Es gibt nur ein einziges L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)). Dieses sei @.
Durch d(a) geht mindestens eine Reihe von a, deren sdmtliche Balken wahr sind
bei B.

Also ist das L'-Resultat mindestens eines Balkens von d(a) wahr bei B.

Da Px eine Lingsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) jedes Balkens von d(a) identisch mit dem
(identisch mit dem/ die Umkehrung des/ die Umkehrung des) L'-Resultat(s) von
d(a).

Also ist das L.3B-Resultat bei DV(SV(a)) mindestens eines Balkens von d(a)
wahr (wahr/ falsch/ falsch) bei B.

Alle Balken von d(a) haben dasselbe L3B-Resultat bei DV(SV(a)) dieses sei .
v ist wahr (wahr/ falsch/ falsch) bei B.

¢ ist die n-fache Negation von .

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit
Y (Y g/ ).

Also ist ¢ wahr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also sind alle L3S-Resultate von d(a) be1 DV(SV(a)) wahr (falsch/ falsch/
wahr) bei B.

Wenn d(a) ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment)
ist bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
wahr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also ist d(a) ein Element der Menge WLOW (WL1F/ WQOF/ WQ1W) bei
DV(SV(a)) und B.

d(a) sei ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

Es gibt nur ein einziges L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)). Dieses sei .
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Durch d(a) geht mindestens eine Kolonne von a, deren simtliche Balken falsch
sind bei B.

Also ist das L'-Resultat mindestens eines Balkens von d(a) falsch bei B.

Da Px eine Liangsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) jedes Balkens von d(a) identisch mit dem
(identisch mit dem/ die Umkehrung des/ die Umkehrung des) L'-Resultat(s) von
d(a).

Also ist das L3B-Resultat bei DV(SV(a)) mindestens eines Balkens von d(a)
falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei B.

Alle Balken von d(a) haben dasselbe L.3B-Resultat bei DV(SV(a)), dieses sei V.
v ist falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei B.

¢ ist die n-fache Negation von .

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit
Y (/Y ).

Also ist @ falsch (wahr/ wahr/ falsch) bei B.

Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) falsch (wahr/ wahr/
falsch) bei B.

Wenn d(a) ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) ist
bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
falsch (wahr/ wahr/ falsch) bei B.

Also ist d(a) ein Element der Menge FLOF (FL1W/ FQOW/ FQIF) bei
DV(SV(a)) und B.

Also gehort d(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a))
und B.

a sei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und B eine Bewertung.

d(a) sei eine waagrechte Segmentfolge bei SV(a). Wenn jedes der direkten Segmente von
d(a) bei SV(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F gehort bei DV(SV(a)) und B,
dann gehort auch d(a) zu jeder der Mengen WLOW bis FQIF bei DV(SV(a)) und B.

Beweis:

i

i

1)

2)
3)

a sei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und B eine
Bewertung.
d(a) sei eine waagrechte Segmentfolge bei SV(a).

Px sei die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)).
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n sei die Drehlénge von d(a) bei DV(SV(a)).

Jedes der direkten Segmente von d(a) bei SV(a) soll zu jeder der acht Mengen
WLOW bis FQIF gehoren bei DV(SV(a)) und B.

d(a) sei ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

¢ sei ein L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

e(a) sei ein direktes Segment von d(a) bei SV(a).

Dann geht mindestens eine Reihe von a durch e(a) deren samtliche Balken wahr
sind bei B.

Es liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A:

Die Drehlidnge von e(a) bei DV(SV(a)) ist 0 oder gerade.

Da die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Léngsposition (Lingsposition/
Querposition/ Querposition) ist, ist die Position fiir e(a) bei DV(SV(a))
ebenfalls eine Lingsposition (Langsposition/ Querposition/ Querposition).

Also ist e(a) ein WL0O-Segment (WLO-Segment/ WQO0-Segment/ WQO-
Segment) bei DV(SV(a)) und B.

Da e(a) zur Menge WLOW (WLOW/ WQOF/ WQOF) gehort bei DV(SV(a)) und
B, sind alle L3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) wahr (wahr/ falsch/ falsch)
bei B.

Fall B:

Die Drehlinge von e(a) bei DV(SV(a)) ist ungerade.

Da die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Langsposition (Lingsposition/
Querposition/ Querposition) ist, ist die Position fiir e(a) bei DV(SV(a)) eine
Querposition (Querposition/ Lingsposition/ Langsposition).

Also ist e(a) ein WQI1-Segment (WQ1-Segment/ WL1-Segment/ WL1-
Segment) bei DV(SV(a)) und B.

Da e(a) zur Menge WQIW (WQ1W/ WL1F/ WLI1F) gehort bei DV(SV(a)) und
B, sind alle L3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) wahr (wahr/ falsch/ falsch)
bei B.

Alle L3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) sind wahr (wahr/ falsch/ falsch) bei
B.

Alle L3S-Resultate bei DV(SV(a)) aller direkten Segmente von d(a) bei SV(a)
sind wahr (wahr/ falsch/ falsch) bei B.
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Da Px eine Liangsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
corr(d(a), Px) eine waagrechte Segmentfolge (waagrechte Segmentfolge/
senkrechte Segmentfolge/ senkrechte Segmentfolge) bei corr(SV(a), Px).
Also ist ¢ die n-fache Negation einer Konjunktion @;A...AQ,, (Konjunktion
PiA...AQ / Disjunktion @v...vQy, / Disjunktion @;v...vQ,,), sodal} jedes
Konjunkt (Konjunkt/ Disjunkt/ Disjunkt) von @;A..AQy, (QIA...AQ, / Q1V..V Oy,
[ @v...vQ,,) ein L3S-Resultat bei DV(SV(a)) mindestens eines direkten
Segments von d(a) bei SV(a) ist.

Alle Konjunkte (Konjunkte/ Disjunkte/ Disjunkte) von @A...AQy, (Q1A...AQy, /
O1V..vVQ, | Q1Vv...vQ,,) sind wahr (wahr/ falsch/ falsch) bei B.

Also ist QA...AQy (OIA...AQL / Q1V.. VO, [ ©Vv...vQ,,) wahr (wahr/ falsch/
falsch) bei B.

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit

PN AQ (F(QIAAQ Q1V.. VO, [ —(Q1V.. VD).

Also ist ¢ wahr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also sind alle L3S-Resultate von d(a) be1 DV(SV(a)) wahr (falsch/ falsch/
wahr) bei B.

Wenn d(a) ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment)
ist bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
wahr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also ist d(a) ein Element der Menge WLOW (WL1F/ WQOF/ WQ1W) bei
DV(SV(a)) und B.

d(a) sei ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

¢ sei ein L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

Durch mindestens eines der direkten Segmente von d(a) bei SV(a) geht
mindestens eine Kolonne von a, deren sdmtliche Balken falsch sind bei B. e(a)
sei ein solches direktes Segment von d(a) bei SV(a).

Es liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A:

Die Drehlidnge von e(a) bei DV(SV(a)) ist 0 oder gerade.

Da die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Langsposition (Lingsposition/
Querposition/ Querposition) ist, ist die Position fiir e(a) bei DV(SV(a))

ebenfalls eine Lingsposition (Ldngsposition/ Querposition/ Querposition).
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Also ist e(a) ein FLO-Segment (FLO-Segment/ FQO-Segment/ FQO-Segment)
bei DV(SV(a)) und B.

Da e(a) zur Menge FLOF (FLOF/ FQOW/ FQOW) gehort bei DV(SV(a)) und B,
sind alle L3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei
B.

Fall B:

Die Drehlinge von e(a) bei DV(SV(a)) ist ungerade.

Da die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Langsposition (Lingsposition/
Querposition/ Querposition) ist, ist die Position fiir e(a) bei DV(SV(a)) eine
Querposition (Querposition/ Lingsposition/ Langsposition).

Also ist e(a) ein FQ1-Segment (FQ1-Segment/ FL.1-Segment/ FL1-Segment)
bei DV(SV(a) und B.

Da e(a) zur Menge FQI1F (FQ1F/ FL1W/ FL1W) gehort bei DV(SV(a)) und B,
sind alle L3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei
B.

Alle L3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) sind falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei
B.

Also gibt es mindestens ein direktes Segment von d(a) bei SV(a), dessen
samtliche LL3S-Resultate bei DV(SV(a)) falsch (falsch/ wahr/ wahr) sind bei B.
Da Px eine Liangsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
corr(d(a), Px) eine waagrechte Segmentfolge (waagrechte Segmentfolge/
senkrechte Segmentfolge/ senkrechte Segmentfolge) bei corr(SV(a), Px).

Also ist ¢ die n-fache Negation einer Konjunktion @;A...AQ,, (Konjunktion
P1A...AQ / Disjunktion @v...vQ,, / Disjunktion @;v...vQ,,), sodal} es zu jedem
der direkten Segmente von d(a) bei SV(a) in Q;A.AQy, (PIA.AQy/ Q1V..VQ, /
¢V...vQ,,) mindestens ein Konjunkt (Konjunkt/ Disjunkt/ Disjunkt) gibt, das
ein L3S-Resultat bei DV(SV(a)) dieses Segments ist.

Mindestens ein Konjunkt (Konjunkt/ Disjunkt/ Disjunkt) von @;A...AQ,

(@A AQL ! O1V.. VO, [ ©V...vQy) ist falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei B.

Also ist QA...AQy (QIA...AQL / O1V.. VO, [ ©V...vQy,) falsch (falsch/ wahr/
wahr) bei B.

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit

O A AQ (F(QIAAQ Q1V.. VO [ —(Q1V.. VD).
Also ist ¢ falsch (wahr/ wahrt/ falsch) bei B.
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iii 50) Also sind alle L.3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) falsch (wahr/ waht/
falsch) bei B.

il 51) Wenn d(a) ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) ist
bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
falsch (wahr/ wahr/ falsch) bei B.

il 52) Alsoist d(a) ein Element der Menge FLOF (FL1W/ FQOW/ FQIF) bei
DV(SV(a)) und B.

11 53) Also gehort d(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a))
und B.

1 54) Wenn jedes der direkten Segmente von d(a) bei SV(a) zu jeder der acht Mengen
WLOW bis FQIF gehort bei DV(SV(a)) und B, dann gehért auch d(a) zu jeder
der Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a)) und B.

(131)

a sei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und B eine Bewertung.
d(a) sei eine senkrechte Segmentfolge bei SV(a). Wenn jedes der direkten Segmente von
d(a) bei SV(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F gehort bei DV(SV(a)) und B,
dann gehort auch d(a) zu jeder der Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a)) und B.

Beweis:

1 1) aseieine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und B eine
Bewertung.

i 2) d(a) sei eine senkrechte Segmentfolge bei SV(a).

i 3) Px sei die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)).

i 4) n sei die Drehldnge von d(a) bei DV(SV(a)).

il 5) Jedes der direkten Segmente von d(a) bei SV(a) soll zu jeder der acht Mengen

WLOW bis FQIF gehoren bei DV(SV(a)) und B.

iii 6) d(a) sei ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

v 7) ¢ sei ein L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

v 8) Durch mindestens eines der direkten Segmente von d(a) bei SV(a) geht
mindestens eine Reihe von a, deren sidmtliche Balken wahr sind bei B. e(a) sei
ein solches direktes Segment von d(a) bei SV(a).

iv 9) Es liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A:
\% 10) Die Drehldnge von e(a) bei DV(SV(a)) ist O oder gerade.
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Da die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Langsposition (Ladngsposition/
Querposition/ Querposition) ist, ist die Position fiir e(a) bei DV(SV(a))
ebenfalls eine Lingsposition (Langsposition/ Querposition/ Querposition).
Also ist e(a) ein WLO-Segment (WLO-Segment/ WQO0-Segment/ WQO-
Segment) bei DV(SV(a)) und B.

Da e(a) zur Menge WLOW (WLOW/ WQOF/ WQOF) gehort bei DV(SV(a)) und
B, sind alle L3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) wahr (wahr/ falsch/ falsch)
bei B.

Fall B:

Die Drehlidnge von e(a) bei DV(SV(a)) ist ungerade.

Da die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Léangsposition (Lingsposition/
Querposition/ Querposition) ist, ist die Position fiir e(a) bei DV(SV(a)) eine
Querposition (Querposition/ Lingsposition/ Langsposition).

Also ist e(a) ein WQI1-Segment (WQ1-Segment/ WL1-Segment/ WL1-
Segment) bei DV(SV(a) und B.

Da e(a) zur Menge WQIW (WQ1W/ WL1F/ WLI1F) gehort bei DV(SV(a)) und
B, sind alle L3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) wahr (wahr/ falsch/ falsch)
bei B.

Alle LL3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) sind wahr (wahr/ falsch/ falsch) bei
B.

Also gibt es mindestens ein direktes Segment von d(a) bei SV(a), dessen
samtliche LL3S-Resultate bei DV(SV(a)) wahr (wahr/ falsch/ falsch) sind bei B.
Da Px eine Lingsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
corr(d(a), Px) eine senkrechte Segmentfolge (senkrechte Segmentfolge/
waagrechte Segmentfolge/ waagrechte Segmentfolge) bei corr(SV(a), Px).
Also ist @ die n-fache Negation einer Disjunktion @,v...vQ,, (Disjunktion
¢1V...vQy, / Konjunktion @A...AQ,, / Konjunktion @ A...AQy,), sodal} es zu
jedem der direkten Segmente von d(a) bei SV(a) in @v...vQy, (Q1V...vQ,, /
OIA-AQ | PIA...AQ,,) mindestens ein Disjunkt (Disjunkt/ Konjunkt/ Konjunkt)
gibt, das ein L3S-Resultat bei DV(SV(a)) dieses Segments ist.

Mindestens ein Disjunkt (Disjunkt/ Konjunkt/ Konjunkt) von @;v...vQ,,
(Q1V...VOn | QA AP [ QIA...AQy,) ist wahr (wahr/ falsch/ falsch) bei B.

Also ist @ V..vVO, (Q1V..VQn / QIAAQy [ QIA...AQ,) Wahr (wahr/ falsch/
falsch) bei B.
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40)

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit
O1V.. VO, ((Q1V..vV O QA AQ [ —(QIA..AD)).

Also ist @ wahr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also sind alle L3S-Resultate von d(a) be1 DV(SV(a)) wahr (falsch/ falsch/
wahr) bei B.

Wenn d(a) ein WLO-Segment (WL1-Segment/ WQO-Segment/ WQ1-Segment)
ist bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
wabhr (falsch/ falsch/ wahr) bei B.

Also ist d(a) ein Element der Menge WLOW (WL1F/ WQOF/ WQ1W) bei
DV(SV(a)) und B.

d(a) sei ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) bei
DV(SV(a)) und B.

¢ sei ein L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).

e(a) sei ein direktes Segment von d(a) bei SV(a).

Dann geht mindestens eine Kolonne von a durch e(a) deren samtliche Balken
falsch sind bei B.

Es liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A:

Die Drehlidnge von e(a) bei DV(SV(a)) ist 0 oder gerade.

Da die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Langsposition (Lingsposition/
Querposition/ Querposition) ist, ist die Position fiir e(a) bei DV(SV(a))
ebenfalls eine Lingsposition (Ldngsposition/ Querposition/ Querposition).
Also ist e(a) ein FLO-Segment (FLO-Segment/ FQO-Segment/ FQO-Segment)
bei DV(SV(a)) und B.

Da e(a) zur Menge FLOF (FLOF/ FQOW/ FQOW) gehort bei DV(SV(a)) und B,
sind alle L3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei
B.

Fall B:

Die Drehlinge von e(a) bei DV(SV(a)) ist ungerade.

Da die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Langsposition (Ladngsposition/
Querposition/ Querposition) ist, ist die Position fiir e(a) bet DV(SV(a)) eine
Querposition (Querposition/ Lingsposition/ Langsposition).

Also ist e(a) ein FQ1-Segment (FQ1-Segment/ FL.1-Segment/ FL1-Segment)
bei DV(SV(a)) und B.
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Da e(a) zur Menge FQI1F (FQ1F/ FL1W/ FL1W) gehort bei DV(SV(a)) und B,
sind alle L3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei
B.

Alle L3S-Resultate von e(a) bei DV(SV(a)) sind falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei
B.

Alle L3S-Resultate bei DV(SV(a)) aller direkten Segmente von d(a) bei SV(a)
sind falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei B.

Da Px eine Lingsposition (Lingsposition/ Querposition/ Querposition) ist, ist
corr(d(a), Px) eine senkrechte Segmentfolge (senkrechte Segmentfolge/
waagrechte Segmentfolge/ waagrechte Segmentfolge) bei corr(SV(a), Px).
Also ist @ die n-fache Negation einer Disjunktion @,v...vQ,, (Disjunktion
¢1V...vQy, / Konjunktion @ A...AQ,, / Konjunktion @,A...AQ,,), sodal jedes
Disjunkt (Disjunkt/ Konjunkt/ Konjunkt) von @Vv...v@p, (Q1V...vVQ, / QA...AQy
! QiA...AQ,) ein L3S-Resultat bei DV(SV(a)) mindestens eines direkten
Segments von d(a) bei SV(a) ist.

Alle Disjunkte (Disjunkte/ Konjunkte/ Konjunkte) von @,v...vQy, (@V...vQy, /
PN AQ [ QAL AQy,) sind falsch (falsch/ wahr/ wahr) bei B.

Also ist @V..vVQy, (Q1V..V0n [ QIAAQy [ QA...AQ,) falsch (falsch/ wahr/
wabhr) bei B.

Da n 0 oder gerade (ungerade/ O oder gerade/ ungerade) ist, ist ¢ dquivalent mit

O1Ve.. VO, ((Q1V.. VO QA AP [ Q1A AD)).

Also ist @ falsch (wahr/ wahr/ falsch) bei B.

Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) falsch (wahr/ wahr/
falsch) bei B.

Wenn d(a) ein FLO-Segment (FL1-Segment/ FQO-Segment/ FQ1-Segment) ist
bei DV(SV(a)) und B, dann sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a))
falsch (wahr/ wahr/ falsch) bei B.

Also ist d(a) ein Element der Menge FLOF (FL1W/ FQOW/ FQIF) bei
DV(SV(a)) und B.

Also gehort d(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a))
und B.

Wenn jedes der direkten Segmente von d(a) bei SV(a) zu jeder der acht Mengen
WLOW bis FQIF gehort bei DV(SV(a)) und B, dann gehért auch d(a) zu jeder
der Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a)) und B.
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(132)

a sei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und B eine Bewertung.
Dann gehort jedes Segment bei SV(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F bei
DV(SV(a)) und B.

Beweis:

i 1) asei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und B eine
Bewertung.

1 2) n sei die hochste Segmentierungsstufe bei SV(a).

1 3) Jedes Segment bei SV (a) der Segmentierungsstufe n bei SV(a) ist ein
Basissegment bei SV(a).

i 4) Also gehort jedes Segment bei SV(a) der Segmentierungsstufe n bei SV(a) zu
jeder der acht Mengen WLOW bis FQIF bei DV(SV(a)) und B.

i 5) Es liegt einer der folgenden Fille vor.

Fall A (zu 5):

ii 6) nist gleich 0.

11 7) Dann haben alle Segmente bei SV(a) die Segmentierungsstufe n bei SV(a).

1i 8) Also gehort jedes Segment bei SV(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis
FQIF bei DV(SV(a)) und B.

~ Fall B (zu 5):

1i 9) nist groBer als 0.

iii 10) u sei eine ganze Zahl > 1 und < n.

v 11) Jedes Segment bei SV(a) der Segmentierungsstufe u bei SV(a) soll zu jeder der
acht Mengen WLOW bis FQIF gehoren bei DV(SV(a)) und B.

\% 12) d(a) sei ein Segment bei SV(a) der Stufe (u-1) bei SV(a).

v 13) Dann liegt einer der folgenden Fille vor.
Fall A (zu 13):

vi 14) d(a) ist ein Basissegment bei SV(a).

vi 15) Dann gehort d(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a))
und B.

~ Fall B (zu 13):

vi 16) d(a) ist eine waagrechte oder eine senkrechte Segmentfolge bei SV(a).

vi 17) Dann haben die direkten Segmente von d(a) bei SV(a) die Segmentierungsstufe
u bei SV(a).

vi 18) Also gehort jedes direkte Segment von d(a) bei SV(a) zu jeder der acht Mengen
WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a)) und B.
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vi 19) Also gehort auch d(a) zu jeder der Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a))
und B.

v 20) Also gehort d(a) zu jeder der Mengen WLOW bis FQI1F bei DV(SV(a)) und B.

v 21) Also gehort jedes Segment bei SV(a) der Segmentierungsstufe (u-1) bei SV(a)
zu jeder der Mengen WLOW bis FQ1F bei DV(SV(a)) und B.

i 22) Wenn jedes Segment bei SV(a) der Segmentierungsstufe u bei SV(a) zu jeder
der acht Mengen WLOW bis FQ1F gehort bei DV(SV(a)) und B, dann gehort
auch jedes Segment bei SV(a) der Segmentierungsstufe u-1 bei SV(a) zu jeder
der Mengen WLOW bis FQIF bei DV(SV(a)) und B.

1i 23) Fiir jede Segmentierungsstufe u(1<u<n) gilt: Wenn jedes Segment bei SV(a)
der Segmentierungsstufe u bei SV(a) zu jeder der acht Mengen WLOW bis
FQIF gehort bei DV(SV(a)) und B, dann gehort auch jedes Segment bei SV(a)
der Segmentierungsstufe (u-1) bei SV(a) zu jeder der Mengen WLOW bis FQ1F

bei DV(SV(a)) und B.

1i 24) Also gehort jedes Segment bei SV(a) zu jeder der Mengen WLOW bis FQIF bei
DV(SV(a)) und B.

1 25) Also gehort jedes Segment bei SV(a) zu jeder der Mengen WLOW bis FQIF bei
DV(SV(a)) und B.

(133)
a sei eine wAo, SV(a) eine SV fiir a, DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a) und ¢ ein L3S-
Resultat bei DV(SV(a)) des mit a identischen AoTs von a. Dann sind L1(a) und ¢

dquivalent.
Beweis:
1 1) aseieine wAo, SV(a) eine SV fiir a und DV(SV(a)) eine DV fiir SV(a).
1 2) d(a) sei der mit a identische AoT von a.
i 3) o sei ein L3S-Resultat von d(a).
ii 4) B sei eine Bewertung, bei der L1(a) wahr ist.
1i 5) Dann ist in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken wahr bei B.
il 6) Also sind in mindestens einer Reihe von a samtliche Balken wahr bei B.
il 7) Es liegt einer der folgenden Fille vor.
Fall A:

iii 8) Die Drehlinge von d(a) bei DV(SV(a)) ist 0 oder gerade.
il 9) Dann ist die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Lingsposition.
iii 10) Also ist d(a) ein WLO-Segment bei DV(SV(a)) und B.
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1ii 11) d(a) gehort zur Menge WLOW bei DV(SV(a)) und B.
iii 12) Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) wahr bei B.
~ Fall B:
il 13) Die Drehlidnge von d(a) bei DV(SV(a)) ist ungerade.
il 14) Dann ist die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Querposition.
iii 15) Alsoistd(a) ein WQI-Segment bei DV(SV(a)) und B.
il 16) d(a) gehort zur Menge WQI1W bei DV(SV(a)) und B.
11l 17) Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) wahr bei B.
11 18) Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) wahr bei B.
il 19) o ist ein L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).
1i 20) Also ist ¢ wahr bei B.
i 21) Bei jeder Bewertung, bei der L1 wahr ist, ist auch ¢ wahr.
ii 22) B sei eine Bewertung, bei der L1(a) falsch ist.
il 23) Dann sind in mindestens einer Kolonne von a samtliche Balken falsch bei B.
ii 24) Es liegt einer der folgenden Fille vor.
Fall A:
11l 25) Die Drehldnge von d(a) bei DV(SV(a)) ist 0 oder gerade.
11l 26) Dann ist die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Lingsposition.
11l 27) Also ist d(a) ein FLO-Segment bei DV(SV(a)) und B.
11l 28) d(a) gehort zur Menge FLOF bei DV(SV(a)) und B.
11l 29) Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) falsch bei B.
~ Fall B:
11l 30) Die Drehldnge von d(a) bei DV(SV(a)) ist ungerade.
11l 31) Dann ist die Position fiir d(a) bei DV(SV(a)) eine Querposition.
11l 32) Also ist d(a) ein FQ1-Segment bei DV(SV(a)) und B.
iii 33) d(a) gehort zur Menge FQIF bei DV(SV(a)) und B.
iii 34) Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) falsch bei B.
il 35) Also sind alle L3S-Resultate von d(a) bei DV(SV(a)) falsch bei B.
11 36) @ istein L3S-Resultat von d(a) bei DV(SV(a)).
ii 37) Also ist @ falsch bei B.
1 38) Bei jeder Bewertung, bei der L1(a) falsch ist, ist auch ¢ falsch.
i 39) Also sind L1(a) und ¢ dquivalent.
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(134)

Jede wAo von N ist L1-L3-dquivalent.

Beweis:

1 1) asei eine wAo.

i 2) ¢ sei ein L3-Resultat von a.

1 3) Dann gibt es mindestens eine SV SV(a) fiir a, und mindestens eine DV
DV(SV(a)) fiir SV(a), sodal} ¢ ein L3S-Resultat bei DV(SV(a)) des mit a
identischen AoT's von a ist.

i 4) Also sind L1(a) und ¢ dquivalent.

(135)

Jede wif von AL ist iibertragungsiquivalent.

Beweis:

i 1) ¢ sei eine wif.

i 2) aseiein Ul-Resultat von ¢.

1 3) w seiein Leseresultat von a.

1 4) ¢ und L1(a) sind dquivalent.

1 5) L1(a) und y sind dquivalent.

i 6) Also sind @ und y dquivalent.

(136)

Jede wAo von N ist lesedquivalent.

Beweis:

i 1) asei eine wAo.

i 2) (o, y) sei ein Paar von wffs, welche Leseresultate von a sind.

i 3) L1(a) und ¢ sind dquivalent.

1 4) L1(a) und vy sind dquivalent.

i 5) Also sind ¢ und y dquivalent.
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KAPITEL 8

WEITERE ASPEKTE

8.1 L1-L2-AQUIVALENZ

Jede wif von AL ist iibertragungsiquivalent, jede wAo von N lesedquivalent. Mit dem L.1-
Resultat hat jede wAo ein unmittelbar gegebenes Leseresultat in konjunktiver Normalform,
mit dem L2-Resultat ein ebensolches in disjunktiver Normalform. Wir kénnen das

Zeichensystem N daher eine zweifache aussagenlogische Normalnotation nennen.

Die Eigenschaft einer wAo, daf3 ihr L1-Resultat und ihr L2-Resultat dquivalent sind,

bezeichnen wir als L1-L2-Aquivalenz.

8.1.1 Volistindigkeit von N in Bezug auf die Eigenschaft der L1-L2-Aquivalenz

(137)

Die Menge der wAon ist vollstdndig in Hinblick auf die Eigenschaft der L1-L.2-

Aquivalenz.

Beweis:

il 1) Angenommen, wir erweitern die Menge der wAon durch eine Ao a.

il 2) a st nicht syntaktisch orthogonal gebunden, und in der Folge auch nicht
semantisch orthogonal gebunden.

1i 3) Also gibt es mindestens eine Bewertung, bei der in jeder Kolonne von a
mindestens ein Balken wahr, und in jeder Reihe von a mindestens ein Balken
falsch ist.

11 4) Bei einer solchen Bewertung ist L1(a) wahr und L2(a) falsch.

11 5) Also sind L1(a) und L2(a) nicht dquivalent.
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1 6) Also ist die Menge der wAon vollstindig in Hinblick auf die Eigenschaft der
L1-L2-Aquivalenz.

Wir kdnnen daher sagen:
(138)
Eine Ao aist eine wAo, genau dann, wenn das hypothetische L.1-Resultat und das

hypothetische L2-Resultat von a 4dquivalent sind.

8.2 GULTIGKEIT, ERFULLBARKEIT UND UNERFULLBARKEIT
WOHLGEFORMTER ANORDNUNGEN

Eine wAo heiB3t giiltig/ erfiillbar/ unerfiillbar, genau dann, wenn ihr L1-Resultat giiltig/

erfiillbar/ unerfiillbar ist.
Wie leicht zu sehen ist, gilt das folgende.

(139)

Eine wAo ist giiltig, genau dann, wenn sie senkrecht inhomogen ist.

(140)

Eine wAOo ist erfiillbar, genau dann, wenn sie nicht waagrecht inhomogen ist.

(141)

Eine wAo ist unerfiillbar, genau dann, wenn sie waagrecht inhomogen ist.
Daraus ergibt sich weiters:

(142)
Gegeben sei eine wif von AL und ein Ul-Resultat dieser wff. Die wff ist giiltig, genau

dann, wenn das Ul-Resultat senkrecht inhomogen ist.

(143)
Gegeben sei eine wif von AL und ein Ul-Resultat dieser wff. Die wff ist erfiillbar, genau

dann, wenn das Ul-Resultat nicht waagrecht inhomogen ist.



148

(144)
Gegeben sei eine wif von AL und ein Ul-Resultat dieser wff. Die wff ist unerfiillbar,

genau dann, wenn das U1-Resultat waagrecht inhomogen ist.

Es ist moglich, ein Verfahren anzugeben, mit dem in einer endlichen Anzahl
vorhersehbarer Schritte zu einer beliebigen wff ein Ul-Resultat hergestellt, und berechnet
werden kann, ob diese wff giiltig ist oder nicht. Damit stellt U1 die Basis fiir ein

aussagenlogisches Entscheidungsverfahren dar.

8.3 AQUIVALENZ WOHLGEFORMTER ANORDNUNGEN

a, d seien wAon. a und d heilen (miteinander) dquivalent, genau dann, wenn ihre L1-

Resultate dquivalent sind.
= Satz 148

(145) >

a, d seien wAon. Jede homogene Reihe von a soll mit jeder homogenen Kolonne von d
mindestens einen Balkentyp gemeinsam haben, und jede homogene Kolonne von a soll mit
jeder homogenen Reihe von d mindestens einen Balkentyp gemeinsam haben. Dann sind a

und d dquivalent.

Beweis:

1 1) a, dseien wAon.

1 2) Jede homogene Reihe von a soll mit jeder homogenen Kolonne von d
mindestens einen Balkentyp gemeinsam haben.

i 3) Jede homogene Kolonne von a soll mit jeder homogenen Reihe von d
mindestens einen Balkentyp gemeinsam haben.

11 4) B sei eine Bewertung, bei der L1(a) wahr ist.

11 5) Dann ist auch L2(a) wahr bei B.
11 6) Also sind in mindestens einer Reihe von a sidmtliche Balken wahr. Eine solche
Reihe sei e(a).

11 7) e(a) mufl homogen sein.
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(146) >
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Da e(a) mit jeder homogenen Kolonne von d mindestens einen Balkentyp
gemeinsam hat, ist in jeder homogenen Kolonne von d mindestens ein Balken
wahr bei B.

Bei jeder Bewertung ist in jeder inhomogenen Kolonne von d mindestens ein
Balken wahr.

Also ist in jeder Kolonne von d mindestens ein Balken wahr bei B.

Also ist L1(d) wahr bei B.

Bei jeder Bewertung, bei der L1(a) wahr ist, ist auch L1(d) wahr.

B sei eine Bewertung, bei der L1(a) falsch ist.

Dann sind in mindestens einer Kolonne von a sdmtliche Balken falsch. Eine
solche Kolonne sei f(a).

f(a) muBl homogen sein.

Da f(a) mit jeder homogenen Reihe von d mindestens einen Balkentyp
gemeinsam hat, ist in jeder homogenen Reihe von d mindestens ein Balken
falsch bei B.

Bei jeder Bewertung ist in jeder inhomogenen Reihe von d mindestens ein
Balken falsch.

Also ist in jeder Reihe von d mindestens ein Balken falsch bei B.

Also ist L2(d) falsch bei B.

Also ist auch L1(d) falsch bei B.

Bei jeder Bewertung, bei der L1(a) falsch ist, ist auch L1(d) falsch.

Also sind L1(a) und L1(d) dquivalent.

Also sind a und d dquivalent.

a, d seien wAon. Es soll mindestens ein Paar geben, bestehend aus einer homogenen Reihe

von a und einer homogenen Kolonne von d, sodaB3 die beiden keinen Balkentyp

gemeinsam haben. Dann sind a und d nicht dquivalent.

Beweis:

i

i

1)
2)

3)

4)

a, d seien wAon.

Es soll mindestens ein Paar geben, bestehend aus einer homogenen Reihe von a
und einer homogenen Kolonne von d, sodal} die beiden keinen Balkentyp
gemeinsam haben. (e(a), f(d)) sei ein solches Paar.

Dann gibt es mindestens eine Bewertung, bei der alle Balken von e(a) wahr,
und alle Balken von f(d) falsch sind. B sei eine solche Bewertung.

Dann sind in mindestens einer Reihe von a samtliche Balken wahr bei B.
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i 5) Also ist L2(a), und daher auch L1(a) wahr bei B.

i 6) Und es sind in mindestens einer Kolonne von d samtliche Balken falsch bei B.
1 7) Also ist L1(d) falsch bei B.

i 8) Also gibt es mindestens eine Bewertung, bei der L1(a) und L1(d) verschiedene

Werte haben.

i 9) Also sind L1(a) und L1(d) nicht dquivalent.
i 10) Also sind a und d nicht dquivalent.
(147) >

a, d seien wAon. Es soll mindestens ein Paar geben, bestehend aus einer homogenen
Kolonne von a und einer homogenen Reihe von d, sodal} die beiden keinen Balkentyp

gemeinsam haben. Dann sind a und d nicht dquivalent.

Beweis:

1 1) a, d seien wAon.

i 2) Es soll mindestens ein Paar geben, bestehend aus einer homogenen Kolonne
von a und einer homogenen Reihe von d, sodall die beiden keinen Balkentyp
gemeinsam haben. (e(a), f(d)) sei ein solches Paar.

1 3) Dann gibt es mindestens eine Bewertung, bei der alle Balken von e(a) falsch,
und alle Balken von f(d) wahr sind. B sei eine solche Bewertung.

1 4) Dann sind in mindestens einer Kolonne von a sdmtliche Balken falsch bei B.

i 5) Also ist L1(a) falsch bei B.

i 6) Und es sind in mindestens einer Reihe von d alle Balken wahr bei B.

1 7) Also ist L2(d), und daher auch L.1(d) wahr bei B.

i 8) Also gibt es mindestens eine Bewertung, bei der L1(a) und L1(d) nicht
denselben Wert haben.

i 9) Also sind L1(a) und L1(d) nicht dquivalent.

i 10) Also sind a und d nicht dquivalent.

Wir fassen zusammen:

(148)

a, d seien wAon. a und d sind dquivalent, genau dann, wenn gilt: Jede homogene Reihe
von a hat mit jeder homogenen Kolonne von a mindestens einen Balkentyp gemeinsam,
und jede homogene Kolonne von a hat mit jeder homogenen Reihe von d mindestens einen

Balkentyp gemeinsam.
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= Satz 150

(149) >
a sei eine wAo, d eine Ao. d sei nicht gebunden an a. Dann ist d entweder keine wAo, oder

d ist eine wAo, aber nicht dquivalent mit a.

Beweis:

1 1) asei eine wAo, d eine Ao.

i 2) d sei nicht gebunden an a.

11 3) d sei eine wAo.

ii 4) Dann liegt mindestens einer der folgenden Fille vor.

Fall A:

iii 5) Es gibt mindestens ein Paar, bestehend aus einer homogenen Reihe von a und
einer homogenen Reihenauswahl von d, sodal} die beiden keinen Balkentyp
gemeinsam haben. (d(a), A) sei ein solches Paar.

11l 6) Dann gibt es mindestens eine Bewertung, bei der alle Balken von d(a) wabhr,
und alle Elemente von A, falsch sind. B sei eine solche Bewertung.

11l 7) Dann sind in mindestens einer Reihe von a alle Balken wahr bei B.

iii 8) Also ist L2(a), und daher auch L1(a) wahr bei B.

1l 9) In jeder Reihe von d ist mindestens ein Balken falsch bei B.

iii 10) Also ist L2(d), und daher auch L1(d) falsch bei B.

iii 11) Also gibt es mindestens eine Bewertung, bei der L1(a) und L1(d) nicht
denselben Wert haben.

~ Fall B:

iii 12) Es gibt mindestens ein Paar, bestehend aus einer homogenen Kolonne von a
und einer homogenen Kolonnenauswahl von d, soda$3 die beiden keinen
Balkentyp gemeinsam haben. (d(a), A,) sei ein solches Paar.

11l 13) Dann gibt es mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente von A, wabhr,
und alle Balken von d(a) falsch sind. B sei eine solche Bewertung.

11l 14) Dann sind in mindestens einer Kolonne von a alle Balken falsch bei B.

11l 15) Also ist L1(a) falsch bei B.

iii 16) In jeder Kolonne von d ist mindestens ein Balken wahr bei B.

11l 17) Also ist L1(d) wahr bei B.

11l 18) Also gibt es mindestens eine Bewertung, bei der L1(a) und L1(d) nicht
denselben Wert haben.

11 19) Also gibt es mindestens eine Bewertung, bei der L1(a) und L1(d) nicht

denselben Wert haben.
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il 20) Also sind L1(a) und L1(d) nicht 4quivalent.

ii 21) Also sind a und d nicht dquivalent.
i 22) Wenn d eine wAo ist, dann sind a und d nicht dquivalent.
1 23) Also ist d entweder keine wAo oder d ist eine wAo, aber nicht dquivalent mit a.

Aus den Sitzen 27, 113 und 149 ergibt sich schlieBlich:
(150)
a sei eine wAo, d eine Ao. Dann gilt: d ist eine wAo und 4dquivalent mit a, genau dann,

wenn d an a gebunden ist.

Wir halten auch fest:
(151)

aund d seien dquivalente wAon. Dann ist d an a gebunden.

Beweis:

i 1) aund d seien dquivalente wAon.

1 2) Dann ist zunichst die Bedingung erfiillt, daf a eine wAo, und d eine Ao ist.
i 3) Auflerdem ist d eine wAo und dquivalent mit a.

i 4) Alsoist d an a gebunden.

Fiir K, E, T ergibt sich das folgende:

(152)

a sei eine wAo. d(a), ..., d,(a) seien AoTe von a, jeder entweder eine Reihe oder eine
Kolonne von a. e sei eine Ao. e soll aus a dadurch zu erzeugen sein, daf d,(a), ..., d,(a) aus
a entfernt werden. Dann gilt: e ist eine wAo, und a und e sind dquivalent, genau dann,

wenn es eine wAo K(a, dy, ..., d,) gibt, und also e die wAo K(a, di, ..., d,) ist.

(153)

a sei eine wAo und d eine Ao. Wenn a punktformig ist, sei d flichig. e,(d), ..., e,(d) seien
AoTe von d, jeder entweder eine Reihe oder eine Kolonne von d. (Die Reihen sind vor den
Kolonnen angefiihrt, Reihen und Kolonnen jeweils nach steigenden Indizes geordnet.) Die
Reihen aus e;(d), ..., e,(d) sollen eine zusammenhédngende Abfolge am unteren Rand von d
darstellen, die Kolonnen eine zusammenhédngende Abfolge am rechten Rand von d. f, ...,
f,, sei die Reihe der anordnungsidentischen wAon zu e,(d), ..., e,(d). Wenn aus d genau die

AoTe e (d), ..., e,(d) fortgenommen werden, soll die wAo a entstehen. Dann gilt: d ist eine
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wAO0, und a und d sind dquivalent, genau dann, wenn es eine wAo E(a, f, ..., f,) gibt, und

also d die wAo E(a, f}, ..., f,) ist.

(154)

a sei eine wAo, und d,(a), ..., d,(a) seien Balken von a. ey, ..., e, seien punktformige wAon.
f sei diejenige Ao, die aus a entsteht, wenn die Typen der Balken d,(a), ..., d,(a) durch die
Typen der Balken in ey, ..., e, ausgetauscht werden. Dann gilt: f ist eine wAo, und a und f
sind dquivalent, genau dann, wenn es eine wAo T(a, d,/ey, ... d/e,) gibt, und also f die

wAo T(a, di/ey, ... di/e,) ist.
= Satz 160

(155)
a sei eine punktformige wAo. Dann gibt es eine wAo K(E(a, W(a, a), S(a, a)), r2). Diese ist

eine waagrecht lineare wAo mit zwei Balken, und zwar des Typs des Balkens von a.

(156)
a sei eine punktformige wAo. Dann gibt es eine wAo K(E(a, W(a, a), S(a, a)), c2). Diese

ist eine senkrecht lineare wAo mit zwei Balken, und zwar des Typs des Balkens von a.

(157)
a sei eine wAo, die nicht punktférmig ist. Dann kann durch Kopieren von Reihen, also

mithilfe von E, die Anzahl der Reihen von a schrittweise beliebig erhoht werden.

(158)
a sei eine wAo, die nicht punktférmig ist. Dann kann durch Kopieren von Kolonnen, also

mithilfe von E, die Anzahl der Kolonnen von a schrittweise beliebig erhéht werden.

Also gilt:

(159)

a sei eine wAo mit n Reihen und m Kolonnen. Dann reichen K und E zusammen aus, um
zu jeder vorgegebenen Grofle von mindestens n Reihen, mindestens m Kolonnen, und
mehr als n-m Balken aus a schrittweise eine wAo der verlangten GroBe herzustellen, die

einen mit a anordnungsidentischen AoT besitzt.

(160)

a, d seien zwei nichtidentische, dquivalente wAon. Dann reichen K, E, T zusammen aus,
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um d schrittweise aus a herzustellen.

Beweis:
i 1) a, d seien zwei nichtidentische, dquivalente wAon.
i 2) Dann gibt es mindestens ein Paar (e, f) von wAon, sodal} zugleich gilt:
a) e und f stimmen beziiglich der Anzahl der Reihen und der Anzahl der
Kolonnen iiberein.
b) e besitzt einen AoT, der anordnungsidentisch ist mit a.
¢) Wenn e nicht identisch ist mit a, dann reichen K und E zusammen aus,
um e schrittweise aus a herzustellen.
d) f besitzt einen AoT, der anordnungsidentisch ist mit d.
e) Wenn f nicht identisch ist mit d, dann reichen K und E zusammen aus,
um f schrittweise aus d herzustellen.
(e, f) sei ein solches Paar.
i 3) e und a sind dquivalent.
i 4) aund d sind dquivalent.
i 5) dund f sind dquivalent.
1 6) Also sind e und f dquivalent.
ii 7) e und f seien nicht identisch.
1i 8) Da e und f beziiglich der Anzahl der Reihen und Kolonnen iibereinstimmen,
kann aus e die Ao f hergestellt werden, indem bei bestimmten Balken von e der
Typ ausgetauscht wird.
1i 9) Da f eine wAo ist, und dquivalent mit e, ist f an e gebunden.
1i 10) Also kann f aus e durch einen Anwendungsschritt von T auf e hergestellt
werden.
i 11) Wenn e und f nicht identisch sind, dann reicht T aus, um f aus e herzustellen.
11 12) d und f seien nicht identisch.
11 13) Dann kann durch Fortnehmen von Reihen bzw. Kolonnen aus f die Ao d
erzeugt werden.
il 14) Da d eine wAo ist, und dquivalent mit f, ist d an f gebunden.
ii 15) Also kann d aus f durch einen Anwendungsschritt von K auf f hergestellt
werden.
1 16) Wenn d und f nicht identisch sind, dann reicht K aus, um d aus f herzustellen.
i 17) Es gibt also mindestens ein Paar (e, f) von wAon, sodaf} zugleich gilt:

a) Wenn e nicht identisch ist mit a, dann reichen K und E zusammen aus,

um e schrittweise aus a herzustellen.
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b) Wenn f nicht identisch ist mit e, dann reicht T aus, um f aus e
herzustellen.

¢) Wenn d nicht identisch ist mit f, dann reicht K aus, um d aus
herzustellen.

1 18) Also reichen K, E, T zusammen aus, um d schrittweise aus a herzustellen.

Eine Reihenauswahl A, einer Ao a heilit eine basale Reihenauswahl von a, genau dann,
wenn es keine Menge von Balkentypen gibt, die eine echte Teilmenge von A, und
zugleich eine Reihenauswahl von a ist.

Eine Kolonnenauswahl A, einer Ao a heif3t eine basale Kolonnenauswahl von a, genau
dann, wenn es keine Menge von Balkentypen gibt, die eine echte Teilmenge von A, und

zugleich eine Kolonnenauswahl von a ist.

= Satz 170

(161)
a sei eine Ao. Dann enthilt jede Reihenauswahl von a mindestens eine basale

Reihenauswahl von a als Teilmenge.

Beweis.

1 1) aseieine Ao.

il 2) A sei eine Reihenauswahl von a.

il 3) Dann ist mindestens eine Teilmenge von A; eine Reihenauswahl von a.

ii 4) Und es gibt mindestens eine optimal kleine Menge, die eine Teilmenge von A,
und eine Reihenauswahl von a ist. Eine solche sei A,.

1i 5) Da jede echte Teilmenge von A, auch eine Teilmenge von A, und kleiner als
A, ist, kann es keine Menge von Balkentypen geben, die eine echte Teilmenge
von A,, und zugleich eine Reihenauswahl von a ist.

il 6) Also ist A, eine basale Reihenauswahl von a.

il 7) Also enthilt A; mindestens eine basale Reihenauswahl von a als Teilmenge.

1 8) Also enthilt jede Reihenauswahl von a mindestens eine basale Reihenauswahl
von a als Teilmenge.

(162)

a sei eine Ao. Dann enthilt jede Kolonnenauswahl von a mindestens eine basale

Kolonnenauswahl von a als Teilmenge.
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Beweis.

1i
1i

1i

1i

ii

ii

1y
2)
3)
4)

5)

6)

7)
8)

(163) >

a sei eine wAo, d eine Ao. a und d seien frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen.

a sei eine Ao.

A, sei eine Kolonnenauswahl von a.

Dann ist mindestens eine Teilmenge von A, eine Kolonnenauswahl von a.
Und es gibt mindestens eine optimal kleine Menge, die eine Teilmenge von A,
und eine Kolonnenauswahl von a ist. Eine solche sei A,.

Da jede echte Teilmenge von A, auch eine Teilmenge von A, und kleiner als
A, ist, kann es keine Menge von Balkentypen geben, die eine echte Teilmenge
von A,, und zugleich eine Kolonnenauswahl von a ist.

Also ist A, eine basale Kolonnenauswahl von a.

Also enthilt A; mindestens eine basale Kolonnenauswahl von a als Teilmenge.
Also enthilt jede Kolonnenauswahl von a mindestens eine basale

Kolonnenauswahl von a als Teilmenge.

AuBerdem sollen a und d dieselben homogenen basalen Reihenauswahlen und dieselben

homogenen basalen Kolonnenauswahlen haben. Dann ist d eine wAo und dquivalent mit a.

Beweis:

i
1
1

i

1i

1i

1i
1i
ii

ii

ii

ii

1y
2)
3)
4)

5)
6)

7)
8)
9)
10)
11)

12)
13)

a sei eine wAo.

d sei eine Ao.

a und d seien frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen.

a und d sollen dieselben homogenen basalen Reihenauswahlen und dieselben
homogenen basalen Kolonnenauswahlen haben.

A, sei eine homogene Reihenauswahl von d.

Dann enthilt A; mindestens eine basale Reihenauswahl von d als Teilmenge.
Eine solche sei A,.

A, ist homogen.

Also ist A, auch eine Reihenauswahl von a.

Also enthilt A; mindestens eine Reihenauswahl von a als Teilmenge.

Also hat jede Reihe von a mit A; mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
Also hat jede Reihe von a mit jeder homogenen Reihenauswahl von d
mindestens einen Balkentyp gemeinsam.

A, sei eine homogene Kolonnenauswahl von d.

Dann enthilt A; mindestens eine basale Kolonnenauswahl von d als Teilmenge.

Eine solche sei A,.
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ii 14) A, ist homogen.
il 15) Alsoist A, auch eine Kolonnenauswahl von a.
16) Also enthélt A; mindestens eine Kolonnenauswahl von a als Teilmenge.
ii 17) Also hat jede Kolonne von a mit A; mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
1 18) Also hat jede Kolonne von a mit jeder homogenen Kolonnenauswahl von d
mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
1 19) Also istd an a gebunden.

1 20) Also ist d eine wAo und dquivalent mit a.

(164) >
a und d seien dquivalente wAon und frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen. Dann

enthilt jede homogene Reihenauswahl von a mindestens eine Reihenauwahl von d als

Teilmenge.

Beweis.

i 1) aund d seien dquivalente wAon.

i 2) aund d seien frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen.

i 3) Dad und a dquvialent sind, ist a an d gebunden.

i 4) So hat jede homogene Reihe von d, also jede Reihe von d, mit jeder homogenen

Reihenauswahl von a mindestens einen Balkentyp gemeinsam.
i 5) Also enthilt jede homogene Reihenauswahl von a mindestens eine

Reihenauswahl von d als Teilmenge.

(165) >
a und d seien dquivalente wAon und frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen. Dann
enthilt jede homogene Kolonnenauswahl von a mindestens eine Kolonnenauswahl von d

als Teilmenge.

Beweis.

i 1) aund d seien dquivalente wAon.

i 2) aund d seien frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen.

1 3) Dad und a dquvialent sind, ist a an d gebunden.

1 4) So hat jede homogene Kolonne von d, also jede Kolonne von d, mit jeder
homogenen Kolonnenauswahl von a mindestens einen Balkentyp gemeinsam.

1 5) Also enthilt jede homogene Kolonnenauswahl von a mindestens eine
Kolonnenauswahl von d als Teilmenge.

(166) >

a und d seien dquivalente wAon und frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen. Dann ist
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jede homogene basale Reihenauswahl von a auch eine basale Reihenauswahl von d.

Beweis.

i 1) aund d seien dquivalente wAon.

i 2) aund d seien frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen.

1i 3) A, sei eine homogene basale Reihenauswahl von a.

il 4) Dann enthilt A; mindestens eine Reihenauswahl von d. Da jede Reihenauswahl
von d eine basale Reihenauswahl von d enthilt, enthilt A; mindestens eine
basale Reihenauswahl von d. Eine solche sei A,.

i1 5) Da A, eine Teilmenge von A ist, ist A, homogen.

il 6) Also enthélt A, mindestens eine Reihenauswahl von a. Eine solche sei Aj.

11l 7) Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, A, sei eine echte Teilmenge
von A;.

11l 8) Dann ist auch Aj; eine echte Teilmenge von A;.

11l 9) Aj;ist eine Reihenauswahl von a.

11l 10) Also enthélt A; mindestens eine Reihenauswahl von a als echte Teilmenge.
11l 11) Also ist A, keine basale Reihenauswahl von a.

iii 12) Dies ergibt einen Widerspruch.

ii 13) Also ist A, keine echte Teilmenge von A;.

il 14) Also ist A, identisch mit A;.

il 15) Alsoist A; eine basale Reihenauswahl von d.

1 16) Jede homogene basale Reihenauswahl von a ist auch eine basale

Reihenauswahl von d.

(167) >
aund d seien dquivalente wAon und frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen. Dann ist

jede homogene basale Kolonnenauswahl von a auch eine basale Kolonnenauswahl von d.

Beweis.

i 1) aund d seien dquivalente wAon.

i 2) aund d seien frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen.

il 3) A, sei eine homogene basale Kolonnenauswahl von a.

il 4) Dann enthilt A; mindestens eine Kolonnenauswahl von d. Da jede
Kolonnenauswahl von d eine basale Kolonnenauswahl von d enthilt, enthélt A,
mindestens eine basale Kolonnenauswahl von d. Eine solche sei A,.

il 5) Da A, eine Teilmenge von A ist, ist A, homogen.

il 6) Also enthélt A, mindestens eine Kolonnenauswahl von a. Eine solche sei As.
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1l 7) Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, A; sei eine echte Teilmenge
von A;.

1ii 8) Dann ist auch Aj; eine echte Teilmenge von A.

iii 9) Ajist eine Kolonnenauswahl von a.

1l 10) Also enthélt A; mindestens eine Kolonnenauswahl von a als echte Teilmenge.
1ii 11) Also ist A keine basale Kolonnenauswahl von a.

iii 12) Dies ergibt einen Widerspruch.

il 13) Also ist A, keine echte Teilmenge von A;.

i1 14) Also ist A, identisch mit A;.

il 15) Alsoist A, eine basale Kolonnenauswahl von d.

i 16) Jede homogene basale Kolonnenauswahl von a ist auch eine basale

Kolonnenauswahl von d.
Also gilt:

(168) °
a und d seien seien dquivalente wAon und frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen.
Dann haben a und d dieselben homogenen basalen Reihenauswahlen und dieselben

homogenen basalen Kolonnenauswahlen.

(169) >

a sei eine wAo, d eine Ao. a und d seien frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen. Es
soll nicht der Fall sein, da3 a und d dieselben homogenen basalen Reihenauswahlen und
dieselben homogenen basalen Kolonnenauswahlen haben. Dann ist d keine wAo, oder d ist

eine wAo0, aber nicht dquivalent mit a.

Beweis:

1 1) asei eine wAo.

1 2) d sei eine Ao.

1 3) aund d seien frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen.

i 4) Es soll nicht der Fall sein, daf} a und d dieselben homogenen basalen
Reihenauswahlen und dieselben homogenen basalen Kolonnenauswahlen
haben.

1i 5) Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, d sei eine wAo und
dquivalent mit a.

1i 6) Dann sind a und d 4quivalente wAon und frei von inhomogenen Reihen und

Kolonnen.
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ii 7) Also haben a und d dieselben homogenen basalen Reihenauswahlen und

dieselben homogenen Kolonnenauswahlen.

1i 8) Dies ergibt einen Widerspruch.
i 9) Also ist d entweder keine wAo, oder d ist eine wAo, aber nicht dquivalent mit
a.

Wir fassen die Sitze 163 und 169 zusammen:

(170)

a sei eine wAo, d eine Ao. a und d seien frei von inhomogenen Reihen und Kolonnen.
Dann gilt: d ist eine wAo und dquivalent mit a, genau dann, wenn a und d dieselben
homogenen basalen Reihenauswahlen und dieselben homogenen basalen

Kolonnenauswahlen haben.

a sei eine homogene Ao. a heift typenoptimiert, genau dann, wenn die RC-Typen aller
Reihen von a homogene basale Kolonnenauswahlen von a, und die RC-Typen aller

Kolonnen von a homogene basale Reihenauswahlen von a sind.

Es kann, wie leicht zu sehen ist, ein mechanisches Verfahren definiert werden, welches auf
der Anwendung von K, gemif3 SF1 fiir K, und der Anwendung von T, gemif} SF1 fiir T,
basiert, und mit dessen Hilfe es moglich ist, in einer endlichen Anzahl von Schritten zu
einer beliebigen homogenen, nicht typenoptimierten wAo, eine dquivalente homogene,

typenoptimierte wAo herzustellen.

Daher gilt:
(171)
a sei eine homogene, nicht typenoptimierte wAo. Dann gibt es mindestens eine homogene,

typenoptimierte wAo, die dquivalent ist mit a.

Es gibt allerdings mindestens eine homogene, typenoptimierte wAo a, sodal zugleich gilt:
1) Kist nicht anwendbar auf a.
2) Es gibt mindestens eine wAo, die weniger Reihen und hochstens so viele
Kolonnen, oder weniger Kolonnen und hochstens so viele Reihen hat wie a und

dquivalent ist mit a.

Beispiel:
Auf KWGbg,Ggr(12, r3) (Abb. 19) ist K nicht anwendbar. Es gibt aber eine wAo
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KEKWGbg,Ggr(r2, r3)(SrDb)(c2, c4) (Abb. 34). Diese ist mit jener dquivalent und hat

gleich viele Reihen und weniger Kolonnen als jene.

Wir miissen das Optimierungsproblem in dieser Form belassen.

Beispiele fiir wAon und Leseresultate von wAon, s. Abb. 20-53.

8.4 MENGENTHEORETISCHE WAHRHEITSFUNKTIONEN UND
AUSSAGENLOGISCHE NORMALFORMEN

a sei eine Menge von Atomformeln und WZo, eine WZo fiir a.. Unter der Klausel von
WZo, verstehen wir diejenige Menge P basaler wffs, fiir die gilt:
1) B enthilt jede Atomformel aus o, fiir die WZo, den Wert W hat, als Element.
2) P enthilt zu jeder Atomformel aus ., fiir die WZo; den Wert F hat, die
Negation dieser Atomformel als Element.

3) P enthilt keine weiteren Elemente.

Wie leicht zu sehen ist, gilt:

(172)

o sei eine Menge von Atomformeln, WZo, eine WZo fiir ., und B die Klausel von WZo;.
Dann gilt: Bei jeder Bewertung, die WZo, enthilt, sind alle Elemente von 3 wahr. Bei

jeder Bewertung, die WZo, nicht enthilt, ist mindestens ein Element von 3 falsch.

Gegeben sei eine Konjunktion (@A...AQ,), sodall simtliche wifs aus @y, ..., ¢, basale wifs

sind. Dann nennen wir die Menge der wffs aus @y, ..., ¢, die Klausel von (@|A...AQ,).

Gegeben sei eine Disjunktion (@;v...v@,), sodal} simtliche wffs aus @, ..., ¢, basale wffs

sind. Dann nennen wir die Menge der wffs aus @y, ..., ¢, die Klausel von (@;v...vQ,).

Wir werden nun, wie in Kapitel 5.4, Satz 76, angekiindigt, zeigen, dal3 es zu jeder nicht
konstanten mWF F(a) einer Menge o von Atomformeln mindestens eine wff in KNF und

mindestens eine wff in DNF gibt, sodall F(o) diesen wffs entspricht.
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= Satz 174, Satz 175

(173)
F() sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln. Dann ist die Klausel jeder WZo von

F(a) mit der Klausel jeder anderen WZo von F(a) invers verschrénkt.

(174)

F(a) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln. Dann gibt es
mindestens eine wff ¢ in KNF, sodall die Menge der Klauseln der Konjunkte von ¢
identisch ist mit der Menge der Umkehrungen der Klauseln der falsifizierenden WZon von

F(a). F(a) entspricht jeder solchen wff.

Beweis:

1 1) F(w) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

1 2) ¢ sei eine wif in KNF, sodal} die Menge der Klauseln der Konjunkte von ¢
identisch ist mit der Menge der Umkehrungen der Klauseln der falsifizierenden
WZon von F().

11 3) B sei eine Bewertung, die eine verifizierende WZo von F(o) enthilt. WZo, sei
diese WZo von F().

ii 4) Alle Elemente der Klausel von WZo, sind wahr bei B.

il 5) Die Klausel jeder falsifizierenden WZo von F() ist mit der Klausel von WZo,
invers verschrénkt.

il 6) Also hat die Umkehrung jeder falsifizierenden WZo von F(o) mit der Klausel
von WZo, mindestens ein Element gemeinsam.

11 7) Also ist in der Umkehrung jeder falsifizierenden Klausel von F(o) mindestens
ein Element wahr bei B.

ii 8) Also ist in jedem Konjunkt von ¢ mindestens ein Disjunkt wahr bei B.

1i 9) Also sind alle Konjunkte von ¢ wahr bei B.

1i 10) Also ist ¢ wahr bei B.

i 11) Bei jeder Bewertung, die eine verifizierende WZo von F(a) enthiilt, ist ¢ wahr.
11 12) B sei eine Bewertung, die eine falsifizierende WZo von F(at) enthilt. WZo, sei
diese WZo von F().

il 13) Alle Elemente der Klausel von WZo, sind wahr bei B.
il 14) Also sind alle Elemente der Umkehrung der Klausel von WZo, falsch bei B.

1i 15) Also sind in mindestens einem Konjunkt von ¢ simtliche Disjunkte falsch bei

B.
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ii 16) Also ist mindestens ein Konjunkt von ¢ falsch bei B.

ii 17) Also ist @ falsch bei B.

1 18) Bei jeder Bewertung, die eine falsifizierende WZo von F(o) enthilt, ist ¢
falsch.

i 19) Also entspricht F(o) ¢.

(175)

F(a) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln. Dann gibt es
mindestens eine wff @ in DNF, sodal die Menge der Klauseln der Disjunkte von ¢
identisch ist mit der Menge der Klauseln der verifizierenden WZon von F(a). F(o)

entspricht jeder solchen wff.

Beweis:

i 1) F(w) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

1 2) ¢ sei eine wif in DNF, sodaf} die Menge der Klauseln der Disjunkte von ¢
identisch ist mit der Menge der Klauseln der verifizierenden WZon von F(a).

11 3) B sei eine Bewertung, die eine verifizierende WZo von F(o) enthilt. WZo, sei
diese WZo von F().

il 4) Alle Elemente der Klausel von WZo, sind wahr bei B.

1i 5) Also sind in mindestens einem Disjunkt von ¢ simtliche Konjunkte wahr bei B.

ii 6) Also ist mindestens ein Disjunkt von ¢ wahr bei B.

ii 7) Also ist ¢ wahr bei B.

1 8) Bei jeder Bewertung, die eine verifizierende WZo von F(o) enthilt, ist ¢ wahr.
il 9) B sei eine Bewertung, die eine falsifizierende WZo von F() enthilt. WZo, sei
diese WZo von F().

il 10) Alle Elemente der Klausel von WZo, sind wahr bei B.
11 11) Die Klausel jeder verifizierenden WZo von F() ist mit der Klausel von WZo,

invers verschrankt.

11 12) Also ist in der Klausel jeder verifizierenden WZo von F(o) mindestens ein
Element falsch bei B.
1i 13) Also ist in jedem Disjunkt von @ mindestens ein Konjunkt falsch bei B.

il 14) Also sind alle Disjunkte von ¢ falsch bei B.

ii 15) Also ist @ falsch bei B.

i 16) Bei jeder Bewertung, die eine falsifizierende WZo von F(o) enthilt, ist ¢
falsch.
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1 17) Also entspricht F(o) @.

8.5 MENGENTHEORETISCHE WAHRHEITSFUNKTIONEN UND ANORDNUNGEN

a sei eine wAo und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. Wir sagen, F(o)

entspreche a, genau dann, wenn F(o) dem L1-Resultat von a entspricht.

a sei eine Ao und d(a) eine Reihe oder Kolonne von a. Dann nennen wir die Klausel des

RC-Typs von d(a) auch die Klausel von d(a).

= Satz 179

(176) >

a sei eine wAo und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. Die Klausel jeder
homogenen Reihe von a soll mit der Klausel jeder falsifizierenden WZo von F(a) invers
verschréinkt sein, und die Klausel jeder homogenen Kolonne von a soll mit der Klausel
jeder verifizierenden WZo von F(o) mindestens ein Element gemeinsam haben. Dann

entspricht F(a) a.

Beweis:

i 1) asei eine wAo.

1 2) F(w) sei eine mWF einer Menge oL von Atomformeln.

i 3) Die Klausel jeder homogenen Reihe von a soll mit der der Klausel jeder
falsifizierenden WZo von F() invers verschriankt sein.

i 4) Die Klausel jeder homogenen Kolonne von a soll mit der Klausel jeder
verifizierenden WZo von F(o) mindestens ein Element gemeinsam haben.

11 5) B sei eine Bewertung, die eine verifizierende WZo von F(o) enthilt.

11 6) Dann gibt es eine verifizierende WZo von F(a), sodaB3 alle Elemente ihrer
Klausel wahr sind bei B.

ii 7) Also ist in der Klausel jeder homogenen Kolonne von a mindestens ein Element
wahr.

ii 8) Also ist in jeder homogenen Kolonne von a mindestens ein Balken wahr.

ii 9) Also istin jeder Kolonne von a mindestens ein Balken wahr.

11 10) Also ist L1(a) wahr bei B.
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Bei jeder Bewertung, die eine verifizierende WZo von F(o) enthilt, ist L1(a)
wahr.

B sei eine Bewertung, die eine falsifizierende WZo von F(o) enthilt.

Dann gibt es eine falsifizierende WZo von F(a), sodaB alle Elemente ihrer
Klausel wahr sind bei B.

Also ist in der Klausel jeder homogenen Reihe von a mindestens ein Element
falsch.

Also ist in jeder homogenen Reihe von a mindestens ein Balken falsch.

Also ist in jeder Reihe von a mindestens ein Balken falsch.

Also ist L.2(a) falsch bei B.

Also ist L1(a) falsch bei B.

Bei jeder Bewertung, die eine falsifizierende WZo von F() enthélt, ist L1(a)
falsch.

Also entspricht F(o) L1(a).

Also entspricht F(o) a.

a sei eine wAo und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. Es soll mindestens

ein Paar geben, bestehend aus einer homogenen Reihe von a und einer falsifizierenden

WZo von F(o), sodal3 die Klausel der Reihe mit der Klausel der WZo nicht invers

verschrénkt ist. Dann entspricht F(o) nicht a.

Beweis:

i
i

i

)
2)
3)

4)

5)
6)
7
8)

a sei eine wAo.

F(o) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln.

Es soll mindestens ein Paar geben, bestehend aus einer homogenen Reihe von a
und einer falsifizierenden WZo von F(at), sodal3 die Klausel der Reihe mit der
der Klausel der WZo nicht invers verschrinkt ist. (d(a), WZo,) sei ein solches
Paar.

Dann gibt es mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente der Klausel von
d(a) wahr sind, und auch alle Elemente der Klausel von WZo; wahr sind. B sei
eine solche Bewertung.

Dann enthilt B WZo,

Alle Balken von d(a) sind wahr bei B.

Also sind in mindestens einer Reihe von a alle Balken wahr bei B.

Also ist L2(a), und daher auch L1(a) wahr bei B.
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i 9) B enthilt also eine falsifizierende WZo, und L1(a) ist wahr bei B.

i 10) Also gibt es mindestens eine Bewertung B, sodall der Wert von L.1(a) bei B mit
dem Wert von F(a) bei der in B enthaltenen WZo fiir o nicht tibereinstimmt.

1 11) Also entspricht F(o) nicht L1(a).

1 12) Also entspricht F(o) nicht a.

(178) >

a sei eine wAo und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. Es soll mindestens
ein Paar geben, bestehend aus einer homogenen Kolonne von a und einer verfizierenden
WZo von F(o), sodal die Klausel der Kolonne mit der Klausel der WZo kein Element

gemeinsam hat. Dann entspricht F(o) nicht a.

Beweis:

1 1) asei eine wAo.

i 2) F(o) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln.

i 3) Es soll mindestens ein Paar geben, bestehend aus einer homogenen Kolonne
von a und einer verifizierenden WZo von F(a), soda} die Klausel der Kolonne
mit der der Klausel der WZo kein Element gemeinsam hat. (d(a), WZo,) sei ein
solches Paar.

1 4) Dann gibt es mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente der Klausel von
WZo, wahr und alle Elemente der Klausel von d(a) falsch sind. B sei eine
solche Bewertung.

i 5) Dann enthilt B WZo;.

i 6) Alle Balken von d(a) sind falsch bei B.

i 7) Also sind in mindesten einer Kolonne von a alle Balken falsch bei B.

1 8) Alsoist L1(a) falsch bei B.

1 9) B enthiélt also eine verifizierende WZo, und L1(a) ist falsch bei B.

1 10) Also gibt es mindestens eine Bewertung B, sodall der Wert von L1(a) bei B mit

dem Wert von F(a) bei in B enthaltenen WZo fiir o nicht iibereinstimmt.
1 11) Also entspricht F(o) nicht L1(a).
1 12) Also entspricht F(o) nicht a.

Wir fassen zusammen:
179)
a sei eine wAo und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. F(o) entspricht a

genau dann, wenn gilt: Die Klausel jeder homogenen Reihe von a ist mit der Klausel jeder
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falsifizierenden WZo von F(a) invers verschrinkt, und die Klausel jeder homogenen
Kolonne von a hat mit der Klausel jeder verifizierenden WZo von F(o) mindestens ein

Element gemeinsam.

= Satz 183

(180) >

a sei eine Ao und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. Die Klausel jeder
homogenen Reihenauswahl von a soll mit der Klausel jeder verifizierenden WZo von F(a)
mindestens ein Element gemeinsam haben, und die Klausel jeder homogenen
Kolonnenauswahl von a soll mit der Klausel jeder falsifizierenden WZo von F(o) invers

verschréinkt sein. Dann ist a eine wAo und F() entspricht a.

Beweis:

1 1) aseieine Ao.

i 2) F(o) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln.

i 3) Die Klausel jeder homogenen Reihenauswahl von a soll mit der Klausel jeder
verifizierenden WZo von F(o) mindestens ein Element gemeinsam haben.

1 4) Die Klausel jeder homogenen Kolonnenauswahl von a soll mit der Klausel
jeder falsifizierenden WZo von F(o) invers verschrinkt sein.

1i 5) B sei eine Bewertung, bei der in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken
wabhr ist.

1i 6) Dann gibt es mindestens eine homogene Kolonnenauswahl von a, sodal3 alle
Elemente der Klausel dieser Auswahl wahr sind bei B. A; sei eine solche
Auswahl.

ii 7) Die Klausel jeder falsifizierenden WZo von F(a) ist mit der Klausel von A,
invers verschrénkt.

il 8) Also ist in der Klausel jeder falsifizierenden WZo von F(o) mindestens ein

Element falsch bei B.

11 9) Also enthilt B keine falsifizierende WZo von F().

11 10) Also enthilt B eine verifizierende WZo von F(). Diese sei WZo;.

ii 11) Die Klausel jeder homogenen Reihenauswahl von a hat mit WZo,; mindestens
ein Element gemeinsam.

ii 12) Also ist in jeder homogenen Reihenauswahl von a mindestens ein Balkentyp

wahr bei B.
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15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)
22)

(181) >

Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, in jeder Reihe von a sei
mindestens ein Balken falsch bei B.

Dann gibt es mindestens eine homogene Reihenauswahl von a, deren simtliche
Balkentypen falsch sind bei B.

Dies ergibt einen Widerspruch.

Also sind in mindestens einer Reihe von a alle Balken wahr bei B.

Bei jeder Bewertung, bei der in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken
walhr ist, sind in mindestens einer Reihe von a samtliche Balken wahr.

Somit ist a semantisch orthogonal gebunden, syntaktisch orthogonal gebunden,
eine wAo.

Die Klausel jeder Reihe von a ist die Klausel einer Kolonnenauswahl von a, die
Klausel jeder Kolonne von a die Klausel einer Reihenauswahl von a.

Also gilt: Die Klausel jeder homogenen Reihe von a ist mit der Klausel jeder
falsifizierenden WZo von F(o) invers verschrinkt, und die Klausel jeder
homogenen Kolonne von a hat mit der Klausel jeder verifizierenden WZo von
F(a) mindestens ein Element gemeinsam.

Also entspricht F(o) a.

Also ist a eine wAo0 und F(o) entspricht a.

a sei eine Ao und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. Es soll mindestens ein

Paar geben, bestehend aus einer homogenen Reihenauswahl von a und einer

verifizierenden WZo von F(o), sodal} die Klauseln der beiden kein gemeinsames Element

haben. Dann gilt: a ist entweder keine wAo, oder a ist eine wAo, aber F(at) entspricht nicht

a.
Beweis:

i 1)
i 2)
i 3)

1i

4)

a sei eine Ao.

F(o) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln.

Es soll mindestens ein Paar geben, bestehend aus einer homogenen
Reihenauswahl von a und einer verifizierenden WZo von F(a), sodal3 die
Klauseln der beiden kein gemeinsames Element haben. (A, WZo,) sei ein
solches Paar.

a sei eine wAo.
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1i 5) Es gibt mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente der Klausel von
WZo, wahr, und alle Elemente der Klausel von A, falsch sind. B sei eine solche
Bewertung.

il 6) Dann enthilt B WZo;.

il 7) Alle Balkentypen von A, sind falsch bei B.

1 8) Also ist in jeder Reihe von a mindestens ein Balken falsch bei B.

il 9) Also ist L2(a) falsch bei B.

11 10) Also ist L1(a) falsch bei B.

ii 11) B enthiilt eine verifizierende WZo von F(o), und L1(a) ist falsch bei B.

ii 12) Also gibt es mindestens eine Bewertung, bei der das L.1-Resultat von a einen
anderen Wert hat, als F(o) bei der darin enthaltenen WZo fiir o.

11 13) Also entspricht F(o) nicht L1(a).

11 14) Also entspricht F(o) nicht a.

i 15) Wenn a eine wAo ist, dann entspricht F(at) nicht a.
i 16) Also ist a keine wAo, oder a ist eine wAo, aber F(a) entspricht nicht a.
(182) >

a sei eine Ao und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. Es soll mindestens ein
Paar geben, bestehend aus einer homogenen Kolonnenauswahl von a und einer
falsifizierenden WZo von F(), sodal3 die Klauseln der beiden nicht invers verschriankt

sind. Dann gilt: a ist entweder keine wAo, oder a ist eine wAo0, aber F(o) entspricht nicht

a.

Beweis:

1 1) aseieine Ao.

i 2) F(o) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln.

i 3) Es soll mindestens ein Paar geben, bestehend aus einer homogenen
Kolonnenauswahl von a und einer falsifizierenden WZo von F(o), sodal} die
Klauseln der beiden nicht invers verschriankt sind. (A, WZo,) sei ein solches
Paar.

ii 4) asei eine wAo.

1i 5) Es gibt es mindestens eine Bewertung, bei der alle Elemente der Klauseln von

A; und WZo, wahr sind. B sei eine solche Bewertung.
ii 6) B enthilt WZo,.
ii 7) Alle Balkentypen von A, sind wahr bei B.

ii 8) Also ist in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken wahr bei B.
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il 9) Also ist L1(a) wahr bei B.

11 10) B enthilt eine falsifizierende WZo von F(a), und L1(a) ist wahr bei B.

1i 11) Also gibt es mindestens eine Bewertung, bei der das L1-Resultat von a einen
anderen Wert hat, als F(o) bei der darin enthaltenen WZo fiir o.

ii 12) Also entspricht F(o) nicht L1(a).

il 13) Also entspricht F(o) nicht a.

1 14) Wenn a eine wAo ist, dann entspricht F(a) nicht a.

1 15) Also ist a keine wAo, oder a ist eine wAo, aber F(o) entspricht nicht a.

Wir fassen zusammen:

(183)

a sei eine Ao und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. Dann gilt: a ist eine
wAo, und F(a) entspricht a, genau dann, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: Die
Klausel jeder homogenen Reihenauswahl von a hat mit der Klausel jeder verifizierenden
WZo von F(o) mindestens ein Element gemeinsam, und die Klausel jeder homogenen
Kolonnenauswahl von a ist mit der Klausel jeder falsifizierenden WZo von F() invers

verschrankt.

Wir halten auch fest:

(184)

a sei eine wAo und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. F(a) soll a
entsprechen. Dann gilt: Die Klausel jeder homogenen Reihenauswahl von a hat mit der
Klausel jeder verifizierenden WZo von F(a) mindestens ein Element gemeinsam, und die
Klausel jeder homogenen Kolonnenauswahl von a ist mit der Klausel jeder falsifizierenden

WZo von F() invers verschrinkt.

Beweis:

1 1) asei eine wAo.

1 2) F(w) sei eine mWF einer Menge ol von Atomformeln.

i 3) F(o) soll a entsprechen.

1 4) Dann sind zunichst die Bedingungen erfiillt, daf a eine Ao, und F(x) eine
mWF einer Menge o von Atomformeln ist.

1 5) AuBerdem ist a eine wAo, und F(a) entspricht a.

1 6) Also hat die Klausel jeder homogenen Reihenauswahl von a mit der Klausel

jeder verifizierenden WZo von F(o) mindestens ein Element gemeinsam, und
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es ist die Klausel jeder homogenen Kolonnenauswahl von a mit der Klausel

jeder falsifizierenden WZo von F(a) invers verschrinkt.
Daraus ergibt sich weiters:

(185)

a sei eine wAo und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. F(a) soll a
entsprechen. Weiters soll jede Balkenfarbe, die in a vorkommt, einem Satzbuchstaben
zugeordnet sein, sodal} dieser in einem Element von o vorkommt. Dann gibt es zu jeder
verifizierenden WZo von F(o) mindestens eine Reihe in a, sodaf3 die Klausel der Reihe

eine Teilmenge der Klausel dieser WZo ist.

Beweis:

1 1) asei eine wAo.

1 2) F(w) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln.

1 3) F(w) soll a entsprechen.

i 4) Jede Balkenfarbe, die in a vorkommt, soll einem Satzbuchstaben zugeordnet
sein, sodal} dieser in einem Element von o vorkommt.

ii 5) WZo; sei eine verifizierende WZo von F(a).

ii 6) Dann hat die Klausel jeder homogenen Reihenauswahl von a mit der Klausel
von WZo, mindestens ein Element gemeinsam.

il 7) Die Klausel jeder inhomogenen Reihenauswahl von a hat mit der Klausel von
WZo, ebenfalls mindestens ein Element gemeinsam.

1i 8) Also hat die Klausel jeder Reihenauswahl von a mit der Klausel von WZo,
mindestens ein Element gemeinsam.

1l 9) Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, die Klausel jeder Reihe von

a enthalte mindestens ein Element, das kein Element der Klausel von WZo, ist.
1l 10) Dann gibt es mindestens eine Reihenauswahl von a, deren Klausel mit der
Klausel von WZo, kein Element gemeinsam hat.
iii 11) Dies ergibt einen Widerspruch.
il 12) Also gibt es mindestens eine Reihe in a, sodaf alle Elemente der Klausel dieser

Reihe auch Elemente der Klausel von WZo; sind.

ii 13) Also ist die Klausel mindestens einer Reihe von a eine Teilmenge der Klausel
von WZo;.
1 14) Also gibt es zu jeder verifizierenden WZo von F(o) mindestens eine Reihe in a,

sodal} die Klausel der Reihe eine Teilmenge der Klausel dieser WZo ist.
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(186)

a sei eine wAo und F(a) eine mWF einer Menge o von Atomformeln. F(a) soll a
entsprechen. Weiters soll jede Balkenfarbe, die in a vorkommt, einem Satzbuchstaben
zugeordnet sein, sodal} dieser in einem Element von o vorkommt. Dann gibt es zu jeder
falsifizierenden WZo von F(a) mindestens eine Kolonne in a, sodal die Klausel der

Kolonne eine Teilmenge der Umkehrung der Klausel dieser WZo ist.

Beweis:

1 1) asei eine wAo.

1 2) F(w) sei eine mWF einer Menge o von Atomformeln.

1 3) F(w) soll a entsprechen.

i 4) Jede Balkenfarbe, die in a vorkommt, soll einem Satzbuchstaben zugeordnet
sein, sodal} dieser in einem Element von o vorkommt.

ii 5) WZo; sei eine falsifizierende WZo von F(o).

ii 6) Dann ist die Klausel jeder homogenen Kolonnenauswahl von a mit der Klausel
von WZo, invers verschrinkt.

il 7) Die Klausel jeder inhomogenen Kolonnenauswahl von a ist mit der Klausel von
WZo, ebenfalls invers verschrankt.

1i 8) Also ist die Klausel jeder Kolonnenauswahl von a mit der Klausel von WZo,
invers verschrinkt.

1l 9) Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, die Klausel jeder Kolonne

von a enthalte mindestens ein Element, das kein Element der Umkehrung der
Klausel von WZo, ist.

1ii 10) Dann gibt es mindestens eine Kolonnenauswahl von a, deren Klausel mit der
Umkehrung der Klausel von WZo, kein Element gemeinsam hat.

11l 11) Die Klausel einer solchen Kolonnenauswahl ist mit der Klausel von WZo, nicht
invers verschrénkt.

11l 12) Also gibt es mindestens eine Kolonnenauswahl von a, die mit der Klausel von
WZo; nicht invers verschrinkt ist.

iii 13) Dies ergibt einen Widerspruch.

il 14) Also gibt es mindestens eine Kolonne in a, sodal3 alle Elemente der Klausel
dieser Kolonne auch Elemente der Umkehrung der Klausel von WZo, sind.

ii 15) Also ist die Klausel mindestens einer Kolonne von a eine Teilmenge der

Umkehrung der Klausel von WZo;.
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1 16) Also gibt es zu jeder falsifizierenden WZo von F(o) mindestens eine Kolonne
in a, sodaf} die Klausel der Kolonne eine Teilmenge der Umkehrung der

Klausel dieser WZo ist.

F(av) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln. 3 sei eine Klausel. B
heiBlt eine A-Klausel von F(at), genau dann, wenn zugleich gilt:
1) Es gibt mindestens eine verifizierende WZo von F(a), sodaB3 B eine Teilmenge
der Klausel dieser WZo ist.

2) P ist mit der Klausel jeder falsifizierenden WZo invers verschrénkt.

F(av) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln. 3 sei eine Klausel. B
heif3it eine B-Klausel von F(o), genau dann, wenn zugleich gilt:
1) Es gibt mindestens eine falsifizierende WZo von F(at), sodal  eine Teilmenge
der Klausel dieser WZo ist.

2) P ist mit der Klausel jeder verifizierenden WZo von F(at) invers verschrinkt.

Eine A-Klausel f einer nicht konstanten mWF F(o) einer Menge o von Atomformeln heift
eine basale A-Klausel von F(o), genau dann, wenn es keine Klausel gibt, die eine echte
Teilmenge von B, und zugleich eine A-Klausel von F() ist.

Eine B-Klausel 3 einer nicht konstanten mWF F(a) einer Menge o von Atomformeln heif3t
eine basale B-Klausel von F(o), genau dann, wenn es keine Klausel gibt, die eine echte

Teilmenge von 3, und zugleich eine B-Klausel von F(c) ist.
= Satz 202

(187)
F() sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln. Dann ist die Klausel
jeder verifizierenden WZo von F(a) eine A-Klausel von F(a) und die Klausel jeder

falsifizierenden WZo von F(a) eine B-Klausel von F(o).

(188)

F(a) sei eine nicht konstante mWF einer Menge oL von Atomformeln. Dann ist jede A-
Klausel von F(a) mit jeder B-Klausel von F(o) invers verschréinkt.

Beweis:

1 1) F(w) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.
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ii 2)

1l 3)

i 4

il 5)

1l 6)

i 7)

il 8)

iii 9)
ii 10)

(189)

(B, y) sei ein Paar, bestehend aus einer A-Klausel von F(o) und einer B-Klausel
von F(o).

Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, 3 und 7y seien nicht invers
verschrinkt.

Dann ist, da § und 7y konsistent sind, auch die Menge Buy konsistent.

Da Buy konsistent ist, und jedes Element von Uy eine basale wff ist zu einem
Satzbuchstaben, der in einem Element von o vorkommt, gibt es mindestens
eine WZo von F(ar), sodaB Buy eine Teilmenge der Klausel dieser WZo ist.
Also gibt es mindestens eine WZo von F(a), sodal sowohl [ als auch y eine
Teilmenge der Klausel dieser WZo ist. WZo, sei eine solche WZo.

Da B mit der Klausel jeder falsifizierenden WZo von F(a) invers verschrénkt
ist, ist WZo, eine falsifizierende WZo.

Da 7y mit der Klausel jeder verifizierenden WZo von F() invers verschrénkt ist,
ist WZo, eine verifizierende WZo.

Dies ergibt einen Widerspruch.

Also sind B und v invers verschrinkt.

Also ist jede A-Klausel von F(o) mit jeder B-Klausel von F(o) invers

verschrinkt.

F(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln. Dann enthilt die

Klausel jeder verifizierenden WZo von F(a) mindestens eine basale A-Klausel von F()

als Teilmenge.

Beweis:

i 1)
il 2)
il 3)
il 4)
i1 5)
i1 6)

F(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

WZo;, sei eine verifizierende WZo von F().

Dann gibt es mindestens eine Klausel, die eine Teilmenge der Klausel von
WZo, und eine A-Klausel von F() ist.

Und es gibt mindestens eine optimal kleine Klausel, die eine Teilmenge der
Klausel von WZo, und eine A-Klausel von F(a) ist. Eine solche sei 3.

Da jede echte Teilmenge von 3 auch eine Teilmenge der Klausel von WZo,,
und kleiner als diese ist, kann es keine Klausel geben, die eine echte Teilmenge
von f3, und zugleich eine A-Klausel von F() ist.

Also ist B eine basale A-Klausel von F(a).
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11 7) Also enthilt die Klausel von WZo,; mindestens eine basale A-Klausel von F(c)
als Teilmenge.
1 8) Also enthilt die Klausel jeder verifizierenden WZo von F(a) mindestens eine

basale A-Klausel von F() als Teilmenge.

(190)
F(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln. Dann enthélt die
Klausel jeder falsifizierenden WZo von F(o) mindestens eine basale B-Klausel von F(a)

als Teilmenge.

Beweis:

1 1) F(w) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

11 2) WZo, sei eine fasifizierende WZo von F(o).

ii 3) Dann gibt es mindestens eine Klausel, die eine Teilmenge der Klausel von
WZo,; und eine B-Klausel von F(a) ist.

ii 4) Und es gibt mindestens eine optimal kleine Klausel, die eine Teilmenge der
Klausel von WZo, und eine B-Klausel von F() ist. Eine solche sei f3.

ii 5) Da jede echte Teilmenge von B auch eine Teilmenge der Klausel von WZo;,

und kleiner als diese ist, kann es keine Klausel geben, die eine echte Teilmenge
von f3, und zugleich eine B-Klausel von F(c) ist.

ii 6) Also ist B eine basale B-Klausel von F(a).

ii 7) Also enthilt die Klausel von WZo; mindestens eine basale B-Klausel von F(a)
als Teilmenge.

1 8) Also enthilt die Klausel jeder falsifizierenden WZo von F(a) mindestens eine

basale B-Klausel von F() als Teilmenge.

(191) >

a sei eine Ao ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F(o) sei eine nicht konstante mWF
einer Menge o von Atomformeln. Die Menge der Klauseln der homogenen basalen
Reihenauswahlen von a sei identisch mit der Menge der Umkehrungen der basalen B-
Klauseln von F(a) und die Menge der Klauseln der homogenen basalen
Kolonnenauswahlen von a sei identisch mit der Menge der basalen A-Klauseln von F(a).
Dann ist a eine wAo, und F(o) entspricht a.

Beweis:

i 1) asei eine Ao ohne inhomogene Reihen und Kolonnen.

i 2) F(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.
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ii

ii

il

ii

ii

il

ii

1i

1i

ii
ii
ii
ii

1i

3)

4)

5)
6)

7)
8)

9)

10)

11

12)

13)
14)

15)
16)
17)
18)
19)

20)

21)

(192) >

Die Menge der Klauseln der homogenen basalen Reihenauswahlen von a sei
identisch mit der Menge der Umkehrungen der basalen B-Klauseln von F().
Die Menge der Klauseln der homogenen basalen Kolonnenauswahlen von a sei
identisch mit der Menge der basalen A-Klauseln von F(o).

A, sei eine homogene Reihenauswahl von a.

Dann enthilt A; mindestens eine basale Reihenauswahl von a als Teilmenge.
Eine solche sei A,.

A, ist homogen.

Also ist die Klausel von A, auch die Umkehrung einer basalen B-Klausel von
F().

Die Klausel jeder verifizierenden WZo von F(o) ist eine A-Klausel von F(o).
Da jede B-Klausel von F(o) mit jeder A-Klausel von F(a) invers verschriankt
ist, hat die Umkehrung jeder B-Klausel von F(a) mit jeder A-Klausel von F(o)
mindestens ein Element gemeinsam.

Also hat die Klausel von A,, und so auch die Klausel von A;, mit der Klausel
jeder verifizierenden WZo von F(o) mindestens ein Element gemeinsam.

Also hat die Klausel jeder homogenen Reihenauswahl von a mit der Klausel
jeder verifizierenden WZo von F(o) mindestens ein Element gemeinsam.

A, sei eine homogene Kolonnenauswahl von a.

Dann enthilt A; mindestens eine basale Kolonnenauswahl von a als Teilmenge.
Eine solche sei A,.

A, ist homogen.

Also ist die Klausel von A, auch eine basale A-Klausel von F(a).

Die Klausel jeder falsifizierenden WZo von F() ist eine B-Klausel von F(o).
Jede A-Klausel von F() ist mit jeder B-Klausel von F(o) invers verschrénkt.
Also ist die Klausel von A,, und so auch die Klausel von A;, mit der Klausel
jeder falsifizierenden WZo von F(a) invers verschrinkt.

Also ist die Klausel jeder homogenen Kolonnenauswahl von a mit der Klausel
jeder falsifizierenden WZo von F(o) invers verschrinkt.

Also ist a eine wAo0, und F(t) entspricht a.

a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F(o) sei eine nicht konstante

mWF einer Menge o von Atomformeln. F(a) soll a entsprechen. Dann enthélt die Klausel

jeder homogenen Reihenauswahl von a die Umkehrung mindestens einer B-Klausel von



F(a).

Beweis:

ii

1i

ii

ii

1i

ii
1i
1i
1i

ii

1i

ii
ii
ii

ii

1y
2)
3)
4)
5)

6)
7)

8)

9
10)
11)
12)
13)

14)

15)
16)
17)
18)

19)

(193) >
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a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen.

F(a) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

F(o) soll a entsprechen.

A, sei eine homogene Reihenauswahl von a.

Da F(o) a entspricht, hat die Klausel von A, mit der Klausel jeder
verifizierenden WZo von F(a) mindestens ein Element gemeinsam.

F(o) hat mindestens eine verifizierende WZo.

Also enthilt die Klausel von A; mindestens ein Element, das eine basale wff ist
zu einem Satzbuchstaben, der in einem Element von o0 vorkommt.

B sei die Menge aller Elemente der Klausel von A, die basale wffs sind zu
Satzbuchstaben, die jeweils in einem Element von o vorkommen.

B hat mindestens ein Element.

v sei diejenige Klausel, deren Umkehrung [ ist.

Da A, homogen ist, ist B konsistent. Ebenso Y.

Also gibt es mindestens eine WZo von F(a), deren Klausel 7y enthiilt.

Da die Klausel von A; mit der Klausel jeder verifizierenden WZo von F(o)
mindestens ein Element gemeinsam hat, und jedes solche gemeinsame Element
auch in B enthalten ist, hat B mit der Klausel jeder verifizierenden WZo von
F(o) mindestens ein Element gemeinsam.

Also ist y mit der Klausel jeder verifizierenden WZo von F(o) invers
verschrinkt.

Also ist y in der Klausel keiner verifizierenden WZo enthalten.

Also gibt es mindestens eine falsifizierende WZo von F(a), die 'y enthilt.
Also ist Y eine B-Klausel von F(o).

Also enthilt die Klausel von A; die Umkehrung mindestens einer B-Klausel
von F(a).

Also enthilt die Klausel jeder homogenen Reihenauswahl von a die

Umkehrung mindestens einer B-Klausel von F(a).

a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F() sei eine nicht konstante

mWF einer Menge o von Atomformeln. F(a) soll a entsprechen. Dann enthélt die Klausel
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jeder homogenen Kolonnenauswahl von a mindestens eine A-Klausel von F(o).

Beweis:

i
i
i
ii

1i

il

il

1i

ii
1i
1i

1i

1i
1i
ii

ii

1y
2)
3)
4)
5)

6)
7)

8)

9
10)
11)
12)

13)
14)
15)
16)
17)

(194) >

a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen.

F(a) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

F(o) soll a entsprechen.

A, sei eine homogene Kolonnenauswahl von a.

Da F(o) a entspricht, ist A; mit der Klausel jeder falsifizierenden WZo von
F(a) invers verschrinkt.

F(o) hat mindestens eine falsifizierende WZo.

Also enthilt die Klausel von A; mindestens ein Element, das eine basale wff ist
zu einem Satzbuchstaben, der in einem Element von o0 vorkommt.

B sei die Menge aller Elemente der Klausel von A, die basale wffs sind zu
Satzbuchstaben, die jeweils in einem Element von o vorkommen.

B hat mindestens ein Element.

Da A, homogen ist, ist B konsistent.

Also gibt es mindestens eine WZo von F(a), deren Klausel B enthilt.

Da die Klausel von A; mit der Klausel jeder falsifizierenden WZo von F(o)
invers verschrénkt ist, und jedes Element von A;, dessen Umkehrung in der
Klausel einer WZo von F(a) enthalten ist, auch ein Element von 3 ist, ist B mit
der Klausel jeder falsifizierenden WZo von F() invers verschrinkt.

Also ist  in der Klausel keiner falsifizierenden WZo enthalten.

Also gibt es mindestens eine verifizierende WZo von F(a), die 3 enthlt.

Also ist B eine A-Klausel von F(av).

Also enthilt die Klausel von A; mindestens eine A-Klausel von F(o).

Also enthilt die Klausel jeder homogenen Kolonnenauswahl a von mindestens

eine A-Klausel von F(o).

a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F(o) sei eine nicht konstante

mWF einer Menge o von Atomformeln. F(o) soll a entsprechen. Dann enthilt jede A-

Klausel von F(at) die Klausel mindestens einer Kolonnenauswahl von a.

Beweis:

i

i

1y
2)

a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen.

F(a) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.
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1l

iii
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1ii
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3)
4)
5)
6)

7)
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12)

13)

14)
15)

(195) >
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F(a) soll a entsprechen.

B sei eine A-Klausel von F(v).

d(a) sei eine Kolonne von a, y die Klausel von d(a).

Da der RC-Typ von d(a) auch eine Reihenauswahl von a ist, und homogen ist,
ist y zugleich die Klausel einer homogenen Reihenauswahl von a.

Die Klausel jeder homogenen Reihenauswahl von a enthilt die Umkehrung
mindestens einer B-Klausel von F(o).

Also enthilt ¥ die Umkehrung mindestens einer B-Klausel von F(a). Eine
solche B-Klausel von F(a) sei 8.

Da jede A-Klausel von F(a) mit jeder B-Klausel von F() invers verschriankt
ist, sind B und d invers verschrinkt.

Also haben 3 und die Umkehrung von 8 mindestens ein gemeinsames Element.
Also haben auch B und y mindestens ein gemeinsames Element.

Also hat B mit der Klausel von d(a) mindestens ein Element gemeinsam.

Also hat B mit der Klausel jeder Kolonne von a mindestens ein Element
gemeinsam.

Also enthilt B die Klausel mindestens einer Kolonnenauswahl von a.

Also enthilt jede A-Klausel von F(o) die Klausel mindestens einer

Kolonnenauswahl von a.

a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F(o) sei eine nicht konstante

mWF einer Menge o von Atomformeln. F(o) soll a entsprechen. Dann enthilt die

Umkehrung jeder B-Klausel von F(o) die Klausel mindestens einer Reihenauswahl von a.

Beweis:

1

i

i
1i
1l

1l

1l

1y
2)
3)
4)
5)
6)

7)

a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen.

F(a) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

F(a) soll a entsprechen.

B sei eine B-Klausel von F(c).

d(a) sei eine Reihe von a, y die Klausel von d(a).

Da der RC-Typ von d(a) auch eine Kolonnenauswahl von a ist, und homogen
ist, ist y zugleich die Klausel einer homogenen Kolonnenauswahl von a.

Die Klausel jeder homogenen Kolonnenauswahl von a enthélt mindestens eine

A-Klausel von F(o).
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iii

iii

1

1ii

iii

ii

1i

8)
9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

(196) >

Also enthilt y mindestens eine A-Klausel von F(a). Eine solche sei 8.

Da jede A-Klausel von F(at) mit jeder B-Klausel von F(a) invers verschrinkt
ist, sind & und P invers verschrinkt.

Also hat die Umkehrung von 3 mit § mindestens ein Element gemeinsam.
Also hat die Umkehrung von B auch mit y mindestens ein Element gemeinsam.
Also hat die Umkehrung von B mit der Klausel von d(a) mindestens ein
Element gemeinsam.

Also hat die Umkehrung von B mit der Klausel jeder Reihe von a mindestens
ein Element gemeinsam.

Also enthilt die Umkehrung von B die Klausel mindestens einer Reihenauswahl
von a.

Also enthilt die Umkehrung jeder B-Klausel von F(a) die Klausel mindestens

einer Reihenauswahl von a.

a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F() sei eine nicht konstante

mWF einer Menge o von Atomformeln. F(a) soll a entsprechen. Dann ist die Klausel jeder

homogenen basalen Reihenauswahl von a auch die Umkehrung einer basalen B-Klausel

von F(a).

Beweis:

i
i
i
ii

ii

ii

1l

iii

iii

Y
2)
3)
4)
5)

6)

7)

8)
9)

a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen.

F(a) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

F(a) soll a entsprechen.

A, sei eine homogene basale Reihenauswahl von a.

Dann enthilt die Klausel von A, die Umkehrung mindestens einer B-Klausel
von F(a). Da jede B-Klausel von F(o) mindestens eine basale B-Klausel von
F(o) enthiilt, enthélt die Klausel von A die Umkehrung mindestens einer
basalen B-Klausel von F(ct). Eine solche basale B-Klausel von F(a) sei 3.
Die Umkehrung von B enthilt die Klausel mindestens einer Reihenauswahl von
a. Eine solche Reihenauswahl sei A,.

Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, die Umkehrung von [ sei
eine echte Teilmenge der Klausel von A;.

Dann ist auch die Klausel von A, eine echte Teilmenge der Klausel von A.

Also ist A, eine echte Teilmenge von A;.
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iii 10) A, ist eine Reihenauswahl von a.

1l 11) Also enthélt A; mindestens eine Reihenauswahl von a als echte Teilmenge.

1ii 12) Also ist A; keine basale Reihenauswahl von a.

1l 13) Dies ergibt einen Widerspruch.

ii 14) Also ist die Umkehrung von 3 keine echte Teilmenge der Klausel von A;.

1i 15) Also ist die Umkehrung von 3 identisch mit der Klausel von A;.

il 16) Also ist die Klausel von A, die Umkehrung einer basalen B-Klausel von F(a).
i 17) Also ist die Klausel jeder homogenen basalen Reihenauswahl von a die

Umkehrung einer basalen B-Klausel von F(a).

197) >
a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F() sei eine nicht konstante
mWF einer Menge o von Atomformeln. F(a) soll a entsprechen. Dann ist die Klausel jeder

homogenen basalen Kolonnenauswahl von a auch eine basale A-Klausel von F(a).

Beweis:

i 1) asei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen.

i 2) F(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

1 3) F(w) soll a entsprechen.

il 4) A, sei eine homogene basale Kolonnenauswahl von a.

11 5) Dann enthilt die Klausel von A; mindestens eine A-Klausel von F(o). Da jede
A-Klausel von F(o) mindestens eine basale A-Klausel von F(o) enthilt, enthélt
die Klausel von A; mindestens eine basale A-Klausel von F(at). Eine solche
basale A-Klausel von F(av) sei .

ii 6) P enthilt die Klausel mindestens einer Kolonnenauswahl von a. Eine solche
Kolonnenauswahl sei A,.

1l 7) Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, 3 sei eine echte Teilmenge
der Klausel von A;.

11l 8) Dann ist auch die Klausel von A, eine echte Teilmenge der Klausel von A;.

11l 9) Also ist A, eine echte Teilmenge von A;.

11l 10) A, ist eine Kolonnenauswahl von a.

1l 11) Also enthélt A; mindestens eine Kolonnenauswahl von a als echte Teilmenge.
1ii 12) Also ist A keine basale Kolonnenauswahl von a.

1l 13) Dies ergibt einen Widerspruch.

ii 14) Also ist B keine echte Teilmenge der Klausel von A;.

i1 15) Also ist B identisch mit der Klausel von A;.
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11 16) Also ist die Klausel von A, eine basale A-Klausel von F(o).
i 17) Also ist die Klausel jeder homogenen basalen Kolonnenauswahl von a eine

basale A-Klausel von F().

(198) >
a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F(o) sei eine nicht konstante
mWF einer Menge o von Atomformeln. F(o) soll a entsprechen. Dann ist jede basale A-

Klausel von F(a) auch die Klausel einer homogenen basalen Kolonnenauswahl von a.

Beweis:

i 1) asei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen.

1 2) F(w) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

1 3) F(w) soll a entsprechen.

ii 4) P sei eine basale A-Klausel von F(o).

1i 5) Dann enthilt § die Klausel mindestens einer Kolonnenauswahl von a. Da jede
Kolonnenauswahl von a mindestens eine basale Kolonnenauswahl von a
enthilt, enthélt  die Klausel mindestens einer basalen Kolonnenauswahl von a.
Eine solche basale Kolonnenauswahl von a sei A;.

il 6) Da die Klausel von A, eine Teilmenge von B ist, ist A; homogen.

ii 7) Also ist die Klausel von A, eine basale A-Klausel von F(o).

il 8) Da keine A-Klausel von F(a) eine echte Teilmenge von B ist, ist die Klausel
von A; mit 3 identisch.

ii 9) Also ist B die Klausel einer homogenen basalen Kolonnenauswahl von a.

i 10) Also ist jede basale A-Klausel von F(o) die Klausel einer homogenen basalen
Kolonnenauswahl von a.

(199) >

a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F(o) sei eine nicht konstante
mWF einer Menge o von Atomformeln. F(o) soll a entsprechen. Dann ist die Umkehrung
jeder basalen B-Klausel von F(a) auch die Klausel einer homogenen basalen

Reihenauswahl von a.

Beweis:

i 1) asei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen.

i 2) F(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.
i 3) F(o) soll a entsprechen.

ii 4) P sei eine basale B-Klausel von F(a).
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ii 5) Dann enthilt die Umkehrung von B die Klausel mindestens einer
Reihenauswahl von a. Da jede Reihenauswahl von a mindestens eine basale
Reihenauswahl von a enthiilt, enthilt die Umkehrung von 3 die Klausel
mindestens einer basalen Reihenauswahl von a. Eine solche basale
Reihenauswahl von a sei A;.

1i 6) Da die Klausel von A, eine Teilmenge der Umkehrung von 3 ist, ist A,
homogen.

11 7) Also ist die Klausel von A, die Umkehrung einer basalen B-Klausel von F().

11 8) Keine B-Klausel von F(a) ist eine echte Teilmenge von 3.
11 9) Also ist die Umkehrung keiner B-Klausel von F(a) eine echte Teilmenge der
Umkehrung von f3.

1i 10) Also ist die Klausel von A, keine echte Teilmenge der Umkehrung von f3.

ii 11) Also ist die Klausel von A; identisch mit der Umkehrung von 3.

ii 12) Also ist die Umkehrung von B die Klausel einer homogenen basalen
Reihenauswahl von a.

i 13) Also ist die Umkehrung jeder basalen B-Klausel von F(a) die Klausel einer

homogenen basalen Reihenauswahl von a.

Also gilt:

(200) °

a sei eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F(o) sei eine nicht konstante
mWF einer Menge o von Atomformeln. F(a) soll a entsprechen. Dann gilt: Die Menge der
Klauseln der homogenen basalen Reihenauswahlen von a ist identisch mit der Menge der
Umkehrungen der basalen B-Klauseln von F(o), und die Menge der Klauseln der
homogenen basalen Kolonnenauswahlen von a ist identisch mit der Menge der basalen A-

Klauseln von F(a).

(201) >

a sei eine Ao ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F(o) sei eine nicht konstante mWF
einer Menge o von Atomformeln. Es soll nicht gelten: Die Menge der Klauseln der
homogenen basalen Reihenauswahlen von a ist identisch mit der Menge der Umkehrungen
der basalen B-Klauseln von F(o), und die Menge der Klauseln der homogenen basalen
Kolonnenauswahlen von a ist identisch mit der Menge der basalen A-Klauseln von F(c).
Dann ist a keine wAo, oder a ist eine wAo, aber F(a) entspricht nicht a.

Beweis:
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1y
2)
3)

4)

5)

6)

7)
8)

a sei eine Ao ohne inhomogene Reihen und Kolonnen.

F(a) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

Es soll nicht gelten: Die Menge der Klauseln der homogenen basalen
Reihenauswahlen von a ist identisch mit der Menge der Umkehrungen der
basalen B-Klauseln von F(a), und die Menge der Klauseln der homogenen
basalen Kolonnenauswahlen von a ist identisch mit der Menge der basalen A-
Klauseln von F().

Wir nehmen an das Gegenteil des zu Beweisenden, a sei eine wAo und F(o)
entspeche a.

Dann ist a eine wAo ohne inhomogene Reihen und Kolonnen, F(a) eine nicht
konstante mWF, und F(a) entspricht a.

Also ist die Menge der Klauseln der homogenen basalen Reihenauswahlen von
a identisch mit der Menge der Umkehrungen der basalen B-Klauseln von F(),
und es ist die Menge der Klauseln der homogenen basalen Kolonnenauswahlen
von a identisch mit der Menge der basalen A-Klauseln von F(a).

Dies ergibt einen Widerspruch.

Also ist a entweder keine wAo, oder a ist eine wAo0, aber F(o) entspricht nicht

a.

Wir fassen die Sitze 191 und 201 zusammen:

(202)

a sei eine Ao ohne inhomogene Reihen und Kolonnen. F(a) sei eine nicht konstante mWF

einer Menge o von Atomformeln. Dann gilt: a ist eine wAo und F(o) entspricht a, genau

dann, wenn gilt: Die Menge der Klauseln der homogenen basalen Reihenauswahlen von a

ist identisch mit der Menge der Umkehrungen der basalen B-Klauseln von F(a), und die

Menge der Klauseln der homogenen basalen Kolonnenauswahlen von a ist identisch mit

der Menge der basalen A-Klauseln von F(o).



185

8.6 TABELLARISCHE UBERGANGE

8.6.1 Das Verfahren V1

Wir definieren ein Verfahren V1, das jeder nicht konstanten mWF einer Menge von
Atomformeln mindestens eine Ao zuordnet. F(o) sei eine mWF einer Menge o von
Atomformeln, a sei eine Ao, und V1 soll F(&) a zuordnen. Dann ist a eine wAo und F(o)

entspricht a.

Das Verfahren V1:

Gegeben sei eine nicht konstante mWF F(a) einer Menge o von Atomformeln.

1) Es wird eine Tabelle angelegt, mit so vielen Zeilen, wie F(at) verifizierende
WZon hat, und so vielen Spalten, wie F(o) falsifizierende WZon hat.

2) Jeder verifizierenden WZo von F(a) wird eine Zeile und jeder falsifizierenden
WZo von F(o) eine Spalte der Tabelle zugeordnet.

3) In jedes Feld der Tabelle wird eine basale wff eingetragen. Diese mu3 sowohl
ein Element der Klausel derjenigen verifizierenden WZo von F() sein, der die
Zeile des Feldes zugeordnet ist, als auch ein Element der Umkehrung der
Klausel derjenigen falsifizierenden WZo von F(a), der die Spalte des Feldes
zugeordnet ist. (Ein Eintrag ist immer méglich; vgl. Satz 173)

4) Zuletzt wird in jedem Feld die eingetragene wff durch einen Balken von N
ersetzt, wobei der Typ so zu wihlen ist, daB der Balken die betreffende wif als

L'-Resultat hat.

(203)
F() sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln. a sei eine Ao, die

F(a) durch V1 zugeordnet wird. Dann ist a eine wAo und F(o) entspricht a.

Beweis:

i 1) F(w) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

i 2) asei eine Ao, die F(a) durch V1 zugeordnet wird.

i 3) Da jeder verifizierenden WZo von F(«) eine Zeile der Tabelle fiir a zugeordnet

ist, und diese Zeile nur wffs enthilt, die Elemente der Klausel dieser WZo sind,
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hat die Klausel jeder homogenen Reihenauswahl von a mit der Klausel jeder
verifizierenden WZo von F(a) mindestens ein Element gemeinsam.

1 4) Da jeder falsifizierenden WZo von F(a) eine Spalte der Tabelle fiir a
zugeordnet ist, und diese Spalte nur wffs enthilt, die Elemente der Umkehrung
der Klausel dieser WZo sind, ist die Klausel jeder homogenen
Kolonnenauswahl von a mit der Klausel jeder falsifizierenden WZo von F(o)
invers verschrénkt.

1 5) Also ist a eine wAo, und F(o) entspricht a.

Wir werden nun das Verfahren V1 erweitern:

F(o) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln. Es werde fiir F(o)
eine Tabelle angelegt, wie beschrieben, nur mit dem Unterschied, da in jedes Feld der
Tabelle alle fiir das Feld vorhandenen Optionen eingetragen werden. Diese Tabelle heif3t

die allgemeine V1-Tabelle von F(o).

Eine wff, die in mindestens einem Feld der Tabelle als einzige Option fiir dieses Feld

aufscheint, nennen wir essentiell in der Tabelle.

Scheint eine wff in mindestens einem Feld einer bestimmten Zeile bzw. Spalte der Tabelle

als einzige Option auf, dann heif3t sie essentiell in dieser Zeile bzw. Spalte.

Eine Zeile bzw. Spalte, die vollstindig mit wffs ausgefiillt werden kann, die in dieser Zeile

bzw. Spalte essentiell sind, heifit essentiell.

(204)

F() sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln. Dann gibt es in
jedem Feld der allgemeinen V1-Tabelle von F(o) mindestens eine wff, die in der Tabelle
essentiell ist.

Beweis:

i 1) F(w) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

ii 2) Fd, sei ein Feld der allgemeinen V1-Tabelle von F(a).

ii 3) WZo, sei die WZo, der die Zeile von Fd, zugeordnet ist.

il 4) WZo, sei die WZo, der die Spalte von Fd, zugeordnet ist.

11 5) Wir stellen eine Reihe R von WZon fiir o her wie folgt: [e.]
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a) Das erste Glied von R ist WZo;.

b) Wir erzeugen so lang als moglich zum jeweils letzen Glied ein
Nachfolgeglied, indem wir bei genau einem Element von o den Wert
abindern, und zwar bei einem Element, bei dem WZo, von WZo,
abweicht, und dieses letzte Glied, sofern es nicht WZo, ist, mit WZo,
ibereinstimmt.

(Da WZo, und WZo, nicht identisch sind, 145t sich mindestens ein
Nachfolgeglied erzeugen.)

¢) Die Reihe endet mit WZo,.
WZo, ist eine falsifizierende WZo von F().
Also enthilt R mindestens eine falsifizierende WZo von F(a).
WZo; sei diejenige in R vorkommende, falsifizierende WZo von F(a), welche
in R am weitesten vorne gereiht ist.
WZo, ist eine verifizierende WZo von F(a).
Also ist WZo; nicht WZo;.
Also hat WZoj; ein Vorgingerglied in R. Dieses sei WZo,.
WZo, ist eine verifizierende WZo von F(a).
WZo, ist eine Zeile der allgemeinen V1-Tabelle von F(a) zugeordnet, WZos
eine Spalte. Fd, sei das Kreuzungsfeld dieser beiden. [e.]
WZo, und WZo; unterscheiden sich bei genau einem Element ¢ von o.
Und es stimmt bei ¢ WZo, mit WZo, iiberein, und weicht von WZo, ab.
y sei diejenige basale wif mit der Teilformel @, die ein Element der Klausel
von WZo;, ist.
Es ist die Umkehrung von y ein Element der Klausel von WZos.
Also ist y in Fd, enthalten.
Da WZo4 und WZoj3 sich nur bei ¢ unterscheiden, ist Y die einzige Option fiir
Fd,.
Also ist y essentiell in der Tabelle.
v ist ein Element der Klausel von WZo,.
Und es ist die Umkehrung von y ein Element der Klausel von WZo..
Also ist y in Fd, enthalten.
Also gibt es in Fd; mindestens eine wff, die in der Tabelle essentiell ist.
Also gibt es in jedem Feld der allgemeinen V1-Tabelle von F(a) mindestens

eine wff, die in der Tabelle essentiell ist.
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(205)

F() sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln. Dann gibt es in

jedem Feld der allgemeinen V1-Tabelle von F(o), das ein Kreuzungsfeld einer essentiellen

Zeile und einer essentiellen Spalte ist, mindestens eine wff, die sowohl in der Zeile des

Feldes als auch in der Spalte des Feldes essentiell ist.

Beweis:

i 1) F(w) sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.

11 2) Fd, sei ein Feld der allgemeinen V1-Tabelle von F(o), das ein Kreuzungsfeld
einer essentiellen Zeile und einer essentiellen Spalte ist.

ii 3) WZo, sei die WZo, der die Zeile von Fd, zugeordnet ist.

il 4) WZo, sei die WZo, der die Spalte von Fd, zugeordnet ist.

il 5) P sei die Menge der wffs, die essentiell sind in der Zeile von Fd,;

1i 6) v sei die Menge der wffs, die essentiell sind in der Spalte von Fd,.

1i 7) B isteine A-Klausel von F(av), und 7 ist die Umkehrung einer B-Klausel von

F(o).
ii 8) Also haben 3 und Y mindestens ein gemeinsames Element. Ein soches sei .
ii 9) ¢ istin der Klausel von von WZo, und in der Umkehrung der Klausel von
WZo, enthalten.

1i 10) Also ist @ in Fd, enthalten.

1i 11) ¢ ist sowohl in der Zeile von Fd, als auch in der Spalte von Fd, essentiell.

il 12) Also enthilt Fd; mindestens eine wff, die sowohl in der Zeile von Fd; als auch
in der Spalte von Fd, essentiell ist.

i 13) Also gibt es in jedem Feld der allgemeinen V1-Tabelle von F(o), das ein
Kreuzungsfeld einer essentiellen Zeile und einer essentiellen Spalte ist,
mindestens eine wff, die sowohl in der Zeile des Feldes als auch in der Spalte

des Feldes essentiell ist.

Das erweiterte Verfahren V1:

Gegeben sei eine nicht konstante mWF einer Menge o von Atomformeln.
1) Wir stellen die allgemeine V1-Tabelle von F(o) her.
2) Unter Umstinden kénnen oder miissen Zeilen, Spalten, oder einzelne wffs in
bestimmten Feldern gestrichen werden. Die gestrichenen Zeilen, Spalten, wffs

sind im weiteren Verlauf der Prozedur zu ignorieren.
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Die in Bezug auf die allgemeine V1-Tabelle eingefiihrten Definitionen sind
auch auf ihre Reduktionsstufen anzuwenden.

In einem ersten Schritt werden in jedem Feld alle wffs gestrichen, die in der
allgemeinen V1-Tabelle nicht essentiell sind. (Dies ist immer moglich; vgl.
Satz 204)

Grundsitzlich werden in jedem Feld einer essentiellen Zeile alle wffs
gestrichen, die in der Zeile nicht essentiell sind.

Ebenso werden grundsétzlich in jedem Feld einer essentiellen Spalte alle wffs
gestrichen, die in der Spalte nicht essentiell sind.

Zwei Zeilen, die in jeder Spalte in den Feldern dieser Spalte mindestens eine
wff gemeinsam haben, konnen zusammengelegt werden wie folgt: Eine Zeile
wird gestrichen, in der anderen Zeile werden in jedem Feld alle wffs gestrichen,
die im wegfallenden Feld derselben Spalte nicht enthalten sind.

Ebenso konnen zwei Spalten, die in jeder Zeile in den Feldern dieser Zeile
mindestens eine wff gemeinsam haben, zusammengelegt werden wie folgt:
Eine Spalte wird gestrichen, in der anderen Spalte werden in jedem Feld alle
wifs gestrichen, die im wegfallenden Feld derselben Zeile nicht enthalten sind.
Es wird immer zuerst versucht, essentielle Zeilen untereinander
zusammenzulegen, dann nicht essentielle Zeilen mit einer essentiellen Zeile,
dann nicht essentielle Zeilen untereinander.

Dasselbe gilt fiir die Spalten.

Die Tabelle wird verkleinert, solang dies moglich ist. Dann wird in jedem Feld
eine wff ausgewihlt und der Vorschrift entsprechend durch einen Balken von N

ersetzt.

a sei eine (nichtleere) Menge von Atomformeln mit n Elementen. Die allgemeine V1-

Tabelle einer nicht konstanten mWF von o hat genau dann ein Maximum an Feldern,

wenn die Anzahl der verifizierenden und der falsifizierenden WZon von F(o) gleich grof3

ist.

Dies zeigt folgende Uberlegung:
u sei 2", die Anzahl der WZon einer mWF von F(c).

Wir legen zunichst eine Tabelle fiir die gleiche Anzahl verifizierender und falsifizierender

WZon an, also eine quadratische Tabelle mit u/2 Zeilen und u/2 Spalten. Die Felder der

Tabelle sollen quadratisch sein.
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Nun werde die Anzahl der verfizierenden WZon um eine beliebige Zahl x(1<x<u/2)
gesenkt.

Dann erhoht sich, da die Summe aus verifizierenden und falsifizierenden WZon gleich u
bleibt, die Anzahl der falsifizierenden WZon um Xx.

Damit vermindert sich die Zahl der Zeilen der Tabelle um x und es erhoht sich die Zahl der
Spalten der Tabelle um x.

Um aus der quadratischen Tabelle eine querrechteckige Tabelle mit (u/2)-x Zeilen und
(u/2)+x Spalten zu erzeugen, schneiden wir am unteren Rand einen Block von x Zeilen ab,
drehen ihn um 90°, und hingen ihn am rechten Rand der Tabelle an.

Da die neueTabelle nun x Zeilen weniger hat, als die quadratische Spalten, bleiben x*
Felder iibrig.

Die Anzahl der Felder der Tabelle ist also geringer als vorher.

Nun erhohen wir, wiederum ausgehend von der gleichen Anzahl verifizierender und
falsifizierender WZon, die Anzahl der verfizierenden WZon um eine beliebige Zahl
x(1=x<u/2).

Dann vermindert sich, da die Summe aus verifizierenden und falsifizierenden WZon gleich
u bleibt, die Anzahl der falsifizierenden WZon um Xx.

Damit erhoht sich die Zahl der Zeilen der Tabelle um X, und es vermindert sich die Zahl
der Spalten der Tabelle um x.

Um aus der quadratischen Tabelle eine hochrechteckige Tabelle mit (u/2)+x Zeilen und
(u/2)-x Spalten zu erzeugen, schneiden wir am rechten Rand einen Block von x Spalten ab,
drehen ihn um 90°, und hingen ihn am unteren Rand der Tabelle an.

Da die neueTabelle nun x Spalten weniger hat, als die quadratische Zeilen, bleiben x*
Felder iibrig.

Die Anzahl der Felder der Tabelle ist also wiederum geringer als vorher.

(206)
o sei eine (nichtleere) Menge von Atomformeln mit n Elementen. Dann gibt es zu jeder
nicht konstanten mWF F(a) von o0 mindestens eine wAo a mit hochstens 222 Balken,

sodal F(a) a entspricht.
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8.6.2 Das Verfahren V2

Wir definieren ein Verfahren V2. ¢ sei eine wff in KNF ohne giiltige Konjunkte, y eine
wff in DNF ohne unerfiillbare Disjunkte. ¢ und y seien dquivalent. Dann ordnet V2 dem
Paar (¢, v) mindestens eine Ao zu, und fiir jede Ao a, die V2 dem Paar (@, ) zuordnet,

gilt: a ist eine wAo, und L1(a) ist d&quivalent mit @ und .

(207)
Ein Konjunkt einer wff in KNF ist giiltig, genau dann, wenn die Klausel dieses Konjunkts

nicht konsistent ist.

(208)
Ein Disjunkt einer wff in DNF ist unerfiillbar, genau dann, wenn die Klausel dieses

Disjunkts nicht konsistent ist.

(209)
¢ sei eine wif in KNF ohne giiltige Konjunkte, y eine wff in DNF ohne unerfiillbare
Disjunkte. ¢ und y seien dquivalent. Dann hat die Klausel eines jeden Konjunkts von ¢

mit der Klausel eines jeden Disjunkts von y mindestens ein Element gemeinsam.

Beweis:

1 1) ¢ sei eine wif in KNF ohne giiltige Konjukte.

i 2) wy sei eine wif in DNF ohne unerfiillbare Disjunkte.

i 3) ¢ und vy seien dquivalent.

ii 4) (@, yy) sei ein Paar, bestehend aus einem Konjunkt von ¢ und einem Disjunkt
von .

1l 5) Angenommen, das Gegenteil des zu Beweisenden, die Klausel von ¢, und die
Klausel von y, haben kein gemeinsames Element.

iii 6) Dann gibt es, da die Klauseln von ¢ und y konsistent sind, mindestens eine

Bewertung, bei der alle Elemente der Klausel von y; wahr und alle Elemente
der Klausel von ¢, falsch sind. B sei eine solche Bewertung.

iii 7) Also ist jedes Konjunkt von y; wahr und jedes Disjunkt von ¢, falsch.

iii 8) Also ist y; und auch y wahr bei B.

iii 9) Und es ist @, und auch @ falsch bei B.

iii 10) Es gibt also mindestens eine Bewertung, bei der ¢ und y im Wert differieren.

iii 11) Also sind @ und y nicht dquivalent.
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iii 12) Dies ergibt einen Widerspruch.

i1 13) Also hat die Klausel von ¢; mit der Klausel von y; mindestens ein Element
gemeinsam.
i 14) Also hat die Klausel eines jeden Konjunkts von ¢ mit der Klausel eines jeden

Disjunkts von y mindestens ein Element gemeinsam.

Das Verfahren V2:

Gegeben sei eine wif ¢ in KNF ohne giiltige Konjunkte und eine wff y in DNF ohne

unerfiillbare Disjunkte. @ und y seien dquivalent.

1) Es wird eine Tabelle angelegt mit so vielen Zeilen, wie y Disjunkte hat und so
vielen Spalten wie ¢ Konjunkte hat.

2) Jedem Disjunkt von y wird eine Zeile der Tabelle und jedem Konjunkt von ¢
eine Spalte der Tabelle zugeordnet.

3) In jedes Feld der Tabelle wird eine basale wff eingetragen. Diese muf3 sowohl
ein Element der Klausel desjenigen Disjunkts von y sein, dem die Zeile des
Feldes zugeordnet ist, als auch ein Element der Klausel desjenigen Konjunkts
von @, dem die Spalte des Feldes zugeordnet ist. (Ein Eintrag ist immer
moglich; vgl. Satz 209)

4) Zuletzt wird in jedem Feld die eingetragene wff durch einen Balken von N
ersetzt, wobei der Typ so zu wihlen ist, daB der Balken die betreffende wif als

L'-Resultat hat.

(210)
¢ sei eine wff in KNF ohne giiltige Konjunkte, y eine wff in DNF ohne unerfiillbare
Disjunkte. ¢ und y seien dquivalent. a sei eine Ao, die dem Paar (¢, y) durch V2

zugeordnet wird. Dann ist a eine wAo, und L1(a) ist dquivalent mit ¢ und .

Beweis:

i 1) ¢ sei eine wif in KNF ohne giiltige Konjunkte.

i 2) v sei eine wff in DNF ohne unerfiillbare Disjunkte.

i 3) ¢ und vy seien dquivalent.

i 4) asei eine Ao, die dem Paar (¢, y) durch V2 zugeordnet wird.

il 5) B sei eine Bewertung, bei der in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken

wabhr ist.
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Dann ist in jeder Spalte der Tabelle fiir a mindestens eine wff wahr.

Da jedem Konjunkt von ¢ eine Spalte der Tabelle zugeordnet ist, und diese
Spalte nur wffs enthilt, die Elemente der Klausel dieses Konjunkts sind, ist in
der Klausel jedes Konjunkts von ¢ mindestens ein Element wahr.

Also ist in jedem Konjunkt von ¢ mindestens ein Disjunkt wahr.

Also ist jedes Konjunkt von @, und so auch ¢ wahr.

Also ist auch y wabhr.

Also ist mindestens ein Disjunkt von y wahr.

Also sind in mindestens einem Disjunkt von y alle Konjunkte, bzw. in der
Klausel mindestens eines Disjunkts von y alle Elemente wahr.

Da jedem Disjunkt von y eine Zeile der Tabelle fiir a zugeordnet ist, und diese
Zeile nur wffs enthilt, die Elemente der Klausel dieses Disjunkts sind, sind in
mindestens einer Zeile der Tabelle sdmtliche wffs wahr.

Also sind in mindestens einer Reihe von a sdmtliche Balken wahr bei B.

Bei jeder Bewertung, bei der in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken
wahr ist, sind in mindestens einer Reihe von a siamtliche Balken wahr.

Somit ist a semantisch orthogonal gebunden, syntaktisch orthogonal gebunden,
eine wAo.

B sei eine Bewertung, bei der ¢ wabhr ist.

Dann ist auch y wahr bei B.

Also ist mindestens ein Disjunkt von y wahr.

Also sind in mindestens einem Disjunkt von y alle Konjunkte, bzw. in der
Klausel mindestens eines Disjunkts von y alle Elemente wahr.

Da jedem Disjunkt von y eine Zeile der Tabelle fiir a zugeordnet ist, und diese
Zeile nur wffs enthilt, die Elemente der Klausel dieses Disjunkts sind, sind in
mindestens einer Zeile der Tabelle sdmtliche wffs wahr.

Also sind in mindestens einer Reihe von a sdmtliche Balken wabhr.

Also ist in jeder Kolonne von a mindestens ein Balken wabhr.

Also ist L1(a) wahr bei B.

Bei jeder Bewertung, bei der ¢ wahr ist, ist auch L1(a) wahr.

B sei eine Bewertung, bei der ¢ falsch ist.

Dann ist mindestens ein Konjunkt von ¢ falsch.

Also sind in mindestens einem Konjunkt von ¢ alle Disjunkte, bzw. in der

Klausel mindestens eines Konjunkts von ¢ alle Elemente falsch.



194

ii

1i

ii

29)

30)
31)
32)
33)
34)
35)

Da jedem Konjunkt von ¢ eine Spalte der Tabelle fiir a zugeordnet ist, und
diese Spalte nur wffs enthilt, die Elemente der Klausel dieses Konjunkts sind,
sind in mindestens einer Spalte der Tabelle sdmtliche wffs falsch.

Also sind in mindestens einer Kolonne von a simtliche Balken falsch.

Also ist L1(a) falsch bei B.

Bei jeder Bewertung, bei der @ falsch ist, ist auch L1(a) falsch.

Also sind ¢ und L1(a) dquivalent.

Also sind auch y und L1(a) dquivalent.

Also ist a eine wAo, und L1(a) ist dquivalent mit ¢ und .
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NACHWORT

Wir hitten das Zeichensystem N auch wie folgt interpretieren konnen:

1) Dem waagrechten Balkentyp jeder Balkenfarbe wird ein Satz zugewiesen.

2) Ist ein Satz wabhr, so erhalten in jeder wAo alle Balken des korrelierenden Typs
den Wert W und alle Balken des inversen Typs den Wert F.

3) Istein Satz falsch, so erhalten in jeder wAo alle Balken des korrelierenden
Typs den Wert F und alle Balken des inversen Typs den Wert W.

4) Eine wAo stellt einen Satz dar, der wahr ist, wenn in mindestens einer Reihe
alle Balken den Wert W haben, und falsch, wenn in mindestens einer Kolonne
alle Balken den Wert F haben. (Der Fall, daf in jeder Reihe mindestens ein
Balken den Wert F, und zugleich in jeder Kolonne mindestens ein Balken den

Wert W hat, ist aufgrund der Struktur der wAon ausgeschlossen.)

Wir hitten dann mithilfe einer allgemeinen Regel allen wAon eine Bedeutung gegeben,
und in der Folge auch den Verkniipfungsoperationen D, W, S usw. Diese Moglichkeit
weist auf bestimmte ikonische Ziige von N, die linearen aussagenlogischen Notationen
fehlen. (Ein Ikon ist nach Charles S. Peirce ein Zeichen, das seinem Objekt nicht allein
durch Konvention zugeordnet ist, sondern auch durch bestimmte, ihm innewohnende
Merkmale.)

Dabei wird deutlich, daB} die logischen Partikel 'es ist nicht der Fall, daf}', 'und' und 'oder’
einerseits als wahrheitsfunktionenbildende Operatoren fungieren, andererseits aber
innerhalb des Konzepts der Wahrheitsspielriume auch auf strukturierende

Grundkategorien zu beziehen sind.
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ANHANG

BIPOLARITAT

Das Konzept einer bipolaren aussagenlogischen Notation (Tractatus, 6.1203)* kann

folgendermafBien abgeédndert werden:

Als metasprachliche Variablen fiir Formeln der bipolaren Notation (BN) verwenden wir
die Buchstaben '1' und 'j'.

Dasjenige Gebilde, welches entsteht, wenn eine Formel von BN, eine solche besteht aus
Buchstaben und Strichen, um 90° gegen den Uhrzeigersinn gedreht wird und die
Buchstaben wiederum ausgerichtet werden, heiflt die Rotationsform der Formel.
Metasprachliche Varibalen fiir Rotationsformen, diese sind keine Formeln von BN, sind
die Zeichen i° und j°. Wird in 'i' eine bestimmte Formel von BN eingesetzt, so ist in 'i®' ihre
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Rotationsform einzusetzen. Dasselbe gilt fiir j' und j°'.

Jeder wff von AL entspricht genau eine Formel von BN. ¢ sei eine wff von AL. Dann ist

BN(9) jene Formel von BN, die ¢ entspricht, und BN(¢)° die Rotationsform jener Formel.

Ubertragungsregeln:

¢ sei eine Atomformel von AL. Dann ist BN(¢@) dieses Gebilde:

Jede Formel von BN besitzt genau zwei Vorkommnisse des Buchstabens 'W', soda$} diese
an drei Seiten frei sind, eine am linken, und eine am rechten Rand. Ebenso besitzt jede

Formel genau zwei Vorkommnisse des Buchstabens 'F', sodaB3 diese an drei Seiten frei

2S. auch: L. Wittgenstein, Briefe an B. Russell, November/Dezember 1913, in: Wittgenstein 1980,
Briefe Nr. 28-30 und 32, S. 37-46 bzw. S. 242-245; L. Wittgenstein, Aufzeichnungen tiber Logik,
1913, in: Wittgenstein 1984, Bd. 1, S. 188-208; L. Wittgenstein, Aufzeichnungen, die G. E. Moore
in Norwegen nach Diktat niedergeschrieben hat, April 1914, ebenda, S. 209-223.
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sind, eine am oberen, und eine am unteren Rand. An diesen Punkten werden Formeln

weiterverkniipft. Entsprechendes gilt fiir Rotationsformen.

¢ sei eine wff von AL. i sei BN(@). Dann ist BN(—¢) dieses Gebilde:

BN(pvy) ist dieses Gebilde:

L

] — = — . —— M7

)

BN(p—V) ist dieses Gebilde:

e

Tl — = —
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Und BN(¢@=vy) ist dieses Gebilde:

F
Beispiele:
BN(p)
F
W p W
I..'
BN(—p)
F
|
W
W—F p F —W
W
|
F
BN(pAq)
F
F F
W—WpW—WgqW—W
F F

F
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BN(((pv)Ar—p)—q)
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BN((pAgAr)v—s)

™ — ™

[
F
——
F F F
~W—W—WpW—WqW—W—Wrt W— W-
F F F
I
F

F —W

Ein Vorkommnis des Buchstabens "W' in einer Formel von BN heifit ein Wahr-Pol (W-

Pol), ein Vorkommnis des Buchstabens 'F' ein Falsch-Pol (F-Pol) der Formel.

Ebenso heifit ein Vorkommnis des Buchstabens "W' in der Rotationsform einer Formel von

BN ein W-Pol, ein Vorkommnis des Buchstabens 'F' ein F-Pol der Rotationsform.

Diejenigen zwei W-Pole einer Formel, die an drei Seiten frei sind, heiflen ihre duleren W-

Pole, die entsprechenden zwei F-Pole ihre dufleren F-Pole.

Ebenso heifien diejenigen zwei W-Pole der Rotationsform einer Formel, die an drei Seiten
frei sind, die d&uBleren W-Pole, die entsprechenden zwei F-Pole die duleren F-Pole der

Rotationsform.
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Gegeben sei ein Satzbuchstabe SB von AL. ¢ sei diejenige Atomformel von AL, die in
einem Vorkommnis von SB besteht. Dann heif3t dieses Gebilde die waagrechte Grundfigur

von SB:

Unter einem waagrechten Weg zwischen zwei nichtidentischen Polen P, und P, einer
Formel i von BN verstehen wir eine nicht gerichtete Route von Polen zwischen P, und P,
die P, und P, einschlie3t, und die folgenden Bedingungen erfiillt:
1) Fiir jedes Paar (P;, P4) von Polen der Route gilt: Wenn P; und P, benachbarte
Stationen der Route sind, dann ist eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

a) Zwischen der rechten Seite eines der Pole P; oder P, und der linken
Seite des anderen Pols aus P; und P, verlduft eine durchgehende
Verbindungslinie.

b) Es gibt ein Vorkommnis der waagrechten oder senkrechten Grundfigur
eines Satzbuchstabens, sodal3 P; und P, die beiden Pole der
waagrechten Achse dieses Vorkommnisses sind.

2) Fiir jedes Tripel (P3, P4, Ps) von Polen der Route gilt: Wenn P; und P,
benachbarte Stationen der Route sind, und P, und Ps benachbarte Stationen der
Route sind, auerdem zwischen P; und P, eine Verbindungslinie verlauft, und
auch zwischen P,und Ps eine Verbindungslinie verlduft, dann ist die folgende
Bedingung erfiillt: Eine der beiden Verbindungslinien zwischen P; und P, oder
zwischen P, und Ps endet an der linken Seite von P,, die andere

Verbindunglinie endet an der rechten Seite von P,.

Unter einem senkrechten Weg zwischen zwei nichtidentischen Polen P, und P, einer
Formel i von BN verstehen wir eine nicht gerichtete Route von Polen zwischen P, und P,,

die P, und P, einschlieft, und die folgenden Bedingungen erfiillt:
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1) Fiir jedes Paar (P;, P4) von Polen der Route gilt: Wenn P; und P, benachbarte
Stationen der Route sind, dann ist eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

a) Zwischen der unteren Seite eines der Pole P; oder P, und der oberen
Seite des anderen Pols aus P; und P, verlduft eine durchgehende
Verbindungslinie.

b) Es gibt ein Vorkommnis der waagrechten oder senkrechten Grundfigur
eines Satzbuchstabens, sodal3 P; und P, die beiden Pole der senkrechten
Achse dieses Vorkommnisses sind.

2) Fiir jedes Tripel (P3, P4, P5s) von Polen der Route gilt: Wenn P; und P,
benachbarte Stationen der Route sind, und P, und Ps benachbarte Stationen der
Route sind, auerdem zwischen P; und P, eine Verbindungslinie verlauft, und
auch zwischen P,und Ps eine Verbindungslinie verlduft, dann ist die folgende
Bedingung erfiillt: Eine der beiden Verbindungslinien zwischen P; und P, oder
zwischen P, und Ps endet an der oberen Seite von Py, die andere

Verbindunglinie endet an der unteren Seite von P.

Ein Weg zwischen zwei nichtidentischen Polen P; und P, einer Formel i von BN ist ein

waagrechter oder ein senkrechter Weg zwischen P, und P,.
Daraus ergibt sich das folgende:

(Al)

i sei eine Formel von BN. Gegeben sei ein Weg zwischen den duleren W-Polen von i und
ein Vorkommnis der waagrechten oder senkrechten Grundfigur eines Satzbuchstabens in i,
welches mit zweien seiner Pole auf diesem Weg liegt. Dann liegt das Vorkommnis mit den

beiden Polen seiner waagrechten Achse auf diesem Weg.

(A2)

i sei eine Formel von BN. Gegeben sei ein Weg zwischen den dufleren F-Polen von i und
ein Vorkommnis der waagrechten oder senkrechten Grundfigur eines Satzbuchstabens in i,
welches mit zweien seiner Pole auf diesem Weg liegt. Dann liegt das Vorkommnis mit den

beiden Polen seiner senkrechten Achse auf diesem Weg.

Ein Weg zwischen den dufleren W-Polen bzw. den duferen F-Polen einer Formel i von BN
heiit homogen, genau dann, wenn es keinen Satzbuchstaben von AL gibt, sodaf}
mindestens ein Vorkommnis der waagrechten Grundfigur dieses Satzbuchstabens und auch

mindestens ein Vorkommnis der senkrechten Grundfigur dieses Satzbuchstabens mit
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zweien seiner Pole auf diesem Weg liegt.

Im anderen Fall heifit der Weg inhomogen.

Gegeben seien eine Formel i von BN und ein Vorkommnis der waagrechten oder
senkrechten Grundfigur eines Satzbuchstabens in i. Wir wollen nun bei bestimmten
Bewertungen zwischen den W-Polen dieses Vorkommnisses eine Verbindung einrichten,

und bei anderen nicht. Dasselbe gilt fiir die F-Pole.

i sei eine Formel von BN und B eine Bewertung. Wir setzen fest:

1) Gegeben sei ein Vorkommnis der waagrechten oder senkrechten Grundfigur
eines Satzbuchstabens SB in i. ¢ sei die Atomformel zu SB. Dann besteht,
wenn @ wahr ist bei B, zwischen den beiden W-Polen dieses Vorkommnisses
eine Verbindung bei B.

2) Gegeben sei ein Vorkommnis der waagrechten oder senkrechten Grundfigur
eines Satzbuchstabens SB in i. ¢ sei die Atomformel zu SB. Dann besteht,
wenn @ falsch ist bei B, zwischen den beiden F-Polen dieses Vorkommnisses
eine Verbindung bei B.

3) P, und P, seien zwei nichtidentische Pole von i. Es soll zwischen P; und P,
mindestens einen Weg geben, sodal bei jedem Vorkommnis einer Grundfigur
eines Satzbuchstabens, das mit zweien seiner Pole auf diesem Weg liegt,
zwischen den Polen, die Teil des Weges sind, eine Verbindung besteht bei B.
Dann besteht auch zwischen P; und P, eine Verbindung bei B.

4) Sonst bestehen innerhalb von i keine Verbindungen zwischen Polen bei B.
Daraus ergibt sich das folgende:

(A3)
¢ sei eine wff und B Bewertung, bei der ¢ wahr ist. Dann besteht zwischen den duferen
W-Polen von BN(¢) eine Verbindung bei B, und zwischen den @uBleren F-Polen von

BN() keine Verbindung bei B.

(A4)
Eine wif @ ist giiltig, genau dann, wenn alle Wege zwischen den duf3eren F-Polen von

BN(¢p) inhomogen sind.
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(AS)
Eine wff ¢ ist erfiillbar, genau dann, wenn es mindestens einen homogenen Weg zwischen

den dufleren W-Polen von BN(¢) gibt.

(A6)
Eine wff @ ist unerfiillbar, genau dann, wenn alle Wege zwischen den dufleren W-Polen

von BN(¢) inhomogen sind.

(A7)
o, y seien wifs. ¢ und y sind dquivalent, genau dann, wenn die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

1) Jeder homogene Weg zwischen den dufleren W-Polen von BN(¢) hat mit jedem
homogenen Weg zwischen den dufleren F-Polen von BN(y) die waagrechte
oder die senkrechte Grundfigur mindestens eines Satzbuchstabens von AL
gemeinsam.

2) Jeder homogene Weg zwischen den dufleren F-Polen von BN(¢) hat mit jedem
homogenen Weg zwischen den duleren W-Polen von BN(y) die waagrechte
oder die senkrechte Grundfigur mindestens eines Satzbuchstabens von AL

gemeinsam.

Fiir den Ausdruck des Gehalts einer Formel von BN ist nur von Bedeutung, welche Wege
es zwischen den duBeren W-Polen und zwischen den dufleren F-Polen gibt. Und bei einem
Weg ist entscheidend, zu welchen Satzbuchstaben Vorkommnisse von Grundfiguren auf
dem Weg vorkommen bwz., ob diese mit den W-Polen oder den F-Polen auf dem Weg

liegen.
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So kann z. B. der Gehalt von BN(((pAgAr)v—s)) auch mithilfe dieser Figur ausgedriickt

werden:

F
I I I
F F F
WpW—WqW—Wr W
F F F
w ' : | w
W
F s F
W
|
F
oder mithilfe diese Figur:
F
| I |
F F F
WpW—WqW—Wr W
F F F
w | | | w
W W w
F s F—F s F—F s F
W \W W
l } |
F

Es ist leicht zu sehen, daBl das Zeichensystem N als bipolare Notation aufgefaf3t werden

kann.
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ABBILDUNGEN
Abkiirzungen:
K Konstruktionsformeln
LR Leseresultate
U basale Aquivalenzumformungen von Leseresultaten
Abb. 1

Beispiel fiir eine Ao.

1 [ =
] el ]
Abb. 2
Beispiel fiir eine Ao, die keine wAo ist.
I e
I

Abb. 3
Beispiel fiir eine wAo.

Abb. 4
Beispiel fiir eine wAo.
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Abb. 5

Beispiel fiir eine wAo.

Abb. 6

Beispiel fiir eine wAo.

Abb. 7

Beispiel fiir eine wAo.

Abb. 8

Beispiel fiir eine wAo.
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]
—

I | ==
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Abb. 9
Beispiel fiir eine wAo.
]
Abb. 10
Beispiel fiir eine wAo.
I =
1 .
Abb. 11
Beispiel fiir eine wAo.
I =
L1 .
1 1
Abb. 12
Beispiel fiir eine wAo.
1 1
1
Abb. 13
Beispiel fiir eine wAo.
| | | | |
I | ==
J U 0 wm
I
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AbD. 14
K: (1) SWbSDg;rg,

Abb. 15

Graphische Darstellung der im folgenden in
Mengenschreibweise angegebenen SV fiir
GWSbgrg,.

{GWSbgrg,: AoT1-4:1-4, AoT1-2:1-4, AoT3-4:1-4,
AoT1-2:1-2, AoT1-2:3-4, AoT3-4:1-2, AoT3-4:3-4,
AoT1-2:1, AoT1-2:2, AoT3:3-4, AoT4:3-4}

Abb. 16

Graphische Darstellung der unten in
Mengenschreibweise angegebenen DV fiir
{GWSbgrg,: AoT1-4:1-4, AoT1-2:1-4, AoT3-4:1-4,
AoT1-2:1-2, AoT1-2:3-4, AoT3-4:1-2, AoT3-4:3-4,
AoT1-2:1, AoT1-2:2, AoT3:3-4, AoT4:3-4}.

{GWSbgrg,: (AoT1-4:1-4, 0), (AoT1-2:1-4, 0),
(AoT3-4:1-4, 0), (AoT1-2:1-2, 0), (AoT1-2:3-4, 0),
(AoT3-4:1-2, 1), (AoT3-4:3-4, 1), (AoT1-2:1, 0),
(AoT1-2:2, 0), (AoT3:3-4, 0), (AoT4:3-4,0)}

iii

1 1

ii

(—

il

il

D
D

i

J,



Abb. 17
S]i

‘Der Jupiter ist weiter von der Erde entfernt als der Mars.'

SQI
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‘Das Licht braucht vom Jupiter ldnger bis zur Erde als vom Mars.'

S1 S,

Darstellung der im folgenden in Mengenschreibweise (als eine mWF F(S,, S,))
angegebenen mWF von {S;, S,} als Wahrheitstafel.

{({(S1, W), (S2, W)}, W), ({(S1, W), (S2, B)}, ), ({(S1, B), (S, W)} F), ({(S1, B),

(S2, B)}, W)}

Abb. 18
pqrin(pvg)=sr
WWWIF WWW FW
WWFIF WWW WF
WFW|F WWF FW
WF F|F WWF WF
FWWIF FWW FW
FWFIF FWW WF
FFWW FFF WW
FFFW FFF FF

Tabelle zur Errechnung des Wertverlaufs der Wahrheitsfunktion von '=(pvq)=r".

Abb. 19
K: (1) KWGbg,Ggr(r2, r3)

I
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Abb. 20
K: (1)
LR: (1)
2)
Abb. 21
K: (1)
LR: (1)
Abb. 22
K: (1)
LR: (1)
2)
3)
U (D

Abb. 23
K: (D)
LR: (1)
2)
3)
“4)
U (D

Abb. 24
K: (1)
LR: (1)
2)
3)
“4)
U (D

2
3)
4

:blau

—|—|p

Db
—p

Wbg,

pAq

qnp

—(p——q) [zu LR, (3)]

Sbg;

pvq

qvp

—Tpv(q

—p—q [zu LR, (4)]

Gbg;

(PAQV(—pA—Q)
(9gApP)V(—gA—p)
(=pv@)A(—qvp)
—((pA—Q)V(—pA——q))
p=q [zu LR, (1)]

q=p [zu LR, (2)]
(p=>PA(g—p) [zu LR, (3)]
—(p=—q) [zu LR, (4)]

i



Abb. 25
K: (1)
LR: (1)
(2)
Abb. 26
K: (1)
LR: (1)
()
Abb. 27
K: (1)
LR: (1)
U

Abb. 28
K: (1)
LR: (1)

()
Abb. 29
K: (1)
LR: (1)

()

WWbgr
(pAQ)AT
pA(gAr)

SSbgr
(pvgjvr
pv(gvr)

GGbgr
((PAQV(pA=g)ADV(—((pAG)V
(—pA—q))A—T)

(p=q)=r [zu LR, (1)]

WbSgr
pA(qvr)
(pAQ)V(pAr)

SbWgr
pv(gAr)
(pva)A(pvr)

o — |

_ NN

i
i

i
i
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Abb. 30

K: (1)
LR: (1)
U

Abb. 31

K: (1)
LR: (1)
U
Abb. 32

K: (1)
LR: (1)
U
Abb. 33

K: (1)
LR: (1)
U )

WbGgr

PA(@AN)V(—gA—T))
pA(g=r) [zu LR, (1)]

SbGgr
pv((gAr)v(—gA—r))
pv(g=r) [zu LR, (1)]

GbWgr
(pA(QAD))V(—pA—(gAT))
p=(qAr) [zu LR, (1)]

GbSgr

(pA(qvD)V(—pA—(qVvr))
p=(qvr) [zu LR, (1)]

I ] .

= W

= = |
e
= mm |

I N ]

I



Abb. 34
K: (1)

(2)
LR: (1)
()
U

Abb. 35
K: (D
LR: (1)
Abb. 36
K: (D)
LR: (1)
2)
3)
U (D

2)
Abb. 37
K: (1)

LR: (D)
U: (1)

Abb. 38
K: (1)
LR: (D)
2)
U: (1)

(2)

KSWWbg rWWDbDg,Dr(cl, ¢3, c4,
c5,c8,c9)

KEKWGbg,Ggr(r2, r3)(SrDb)(c2, c4)
(pPAQAT)V(—pA—gA—T)
(—rv@)A(—gqvp)A(—pvr)
(r—=>A@—=>p)A(p—1) [zu LR, (2)]

KWSSbgrSSDbDgDr(r1, 13, r4, 15,
8, 19)
(pvqVvH)A(—pv—qv—r)

SDbgl

—pvq

—(pA—Qq)

—Tqv—p

(p—9) [zu LR, (1)]
—g——p [zu LR, (3)]

KWSDbg,;SDg;r(r2, r3)
(mpv@A(—qvr)
(p—>A(g—r1) [zu LR, (1)]

SDWbgr

—(pAQ)Vvr

—|qv(—|pvr)

(pAq)—r [zu LR, (1)]
g—(p—1) [zu LR, (2)]
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Abb. 39
K: (1) SDSbgr
LR: (1) —(pvq)vr
(2) (—pvr)A(—qvr)
U: (1) (pvq)—r[zu LR, (1)]
(2) (p—1)A(@—1) [zu LR, (2)]

Abb. 40
K: (1) WSbg;Srg,
LR: (1) (pv@A(rvs)
(2) (PADV(PASIV(GADV(GAS)

Abb. 41
K: (1) SWbg,Wrg,
LR: (1) (pAq)v(ras)
(2) (PYDAPVSIAQVHAGYS)

N ]

I
I Bl

i
i

i
i



Abb. 42
K: (1)
LR: (1)

Abb. 43

K: (1)
LR: (1)
U (1)
Abb. 44

K: (1)
LR: (1)

I [ o [ S |-I:II
O s O e |--D

D
.

GGGbgrg,
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B ] I e

i

i
[
[

I 0[] o=
11 1=

(((PAQV(mpA=) AN V(—((PAQV (FPAT)AAS)V(—(((PAQ)V

(mpA=)ADV(=((PAQ)V(TIPATIG)) AT AIS)

((p=g)=r)=s [zu LR, (1)]

KWKWSDbg,SDgr(12, r3)SDrg,(r3)
(—pvA(—qVr)A(—TVS)
(P—=>PA(G=DA(r—s)

WbDb
pATp

0
i

1
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Abb. 45
K: (1)
LR: (1)
()
U (1)
Abb. 46
K: (1)
LR: (1)
()
Abb. 47
K: (1)
LR: (1)
()
Abb. 48
K: (1)
LR: (1)
()
(3)
U (1)
Abb. 49
K: (1)
LR: (1)

SbDb
pv—p
—pvp
p—p [zu LR, (2)]

WbSbg;
pA(PVQ)
pv(pAQ)

WbS g1 Dg 1
pA(Qv—q)
(PAQV(PA—Q)

SbWg,Dg;

pv(qA—q)

(pv@)A(pv—q)
(—qvp)A(——qvp)
(@—=p)A(—q—p) [zu LR, (3)]

WSbg, Db
(pv@)A—p

i
i

i

i



Abb. 50

K: (1)
LR: (1)
Abb. 51

K: (1)
LR: (1)
U )
Abb. 52

K: (1)
LR: (1)
U (1)
Abb. 53

K: (1)
LR: (1)
U (1)

WDWhbgb
—(PAQ)AP

WSDbg;b
(—pvg)Ap
(p—9Ap [zu LR, (1)]

WDbg,Dg;
(—pvg)Ar—q
(p—>9A—q [zu LR, (1)]

WKWSDbg,SDg;r(12, r3)b
(mpv@A(—qvI)Ap
(p—>@A(@—1)Ap [zu LR, (1)]
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ABSTRACT

Das Zeichensystem N, der Gegenstand der vorliegenden Arbeit, wurde entwickelt
ausgehend von zentralen semiotischen Fragestellungen des Tractatus logico-philosophicus.
N ist eine aussagenlogische Notation mit den folgenden Besonderheiten:
1) Sie ist eine zweidimensionale Notation.
2) Sie hat keine Verkniipfungszeichen und und keine Klammern.
3) Dasselbe Satzzeichen kann auf mehr als eine Art aufgefalit werden, wobei die
unterschiedlichen Lesarten dquivalent sind.
4) Die Satzzeichen sind transparent beziiglich der fundamentalen logischen
Eigenschaften von Sitzen und logischen Beziehungen zwischen Sitzen, soweit

diese im Rahmen der Aussagenlogik aufweisbar sind.

Es besteht die Moglichkeit, die Zeichen von N mithilfe einer allgemeinen Regel zu
interpretieren, aus der sich dann auch die Bedeutung aller eventuell einzufiihrenden
Verkniipfungsoperationen ergibt (wenngleich wir bei der Interpretation von N aus
technichen Griinden anders vorgehen). Sie weist auf bestimmte ikonische Ziige von N, die
herkommlichen linearen, aussagenlogischen Notationen fehlen. (Ein Ikon ist nach Charles
S. Peirce ein Zeichen, das seinem Objekt nicht allein durch Konvention zugeordnet ist,

sondern auch durch bestimmte, ihm innewohnende Merkmale.)

Die Lektiire der Arbeit erfordert keine speziellen Vorkenntnisse auf dem Gebiet der

formalen Logik.
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