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Vorwort

Dieses Buch, aufgegliedert in 3 Binde, enthilt eine Einfihrung in die
Numerische Mathematik. Es wendet sich an Studenten der Mathematik, der
Informatik, der Wirtschaftswissenschaften, der Natur- und Ingenieurwissenschaften.
Voraussetzung zur Lektiire sind Kenntnisse der Analysis und Linearen Algebra
etwa im Umfang eines zweisemestrigen Studiums. Entstanden ist das Buch auf der
Grundlage einer Vorlesungsreihe, die die Verfasser an der Universitdt Regensburg
seit dem Wintersemester 1971/72 regelmifig halten.

Der vorliegende 1.Band beschiftigt sich, wie aus dem Inhaltsverzeichnis
ersichtlich ist, mit Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme sowie damit
in Zusammenhang stehender Problemstellungen. Der in Kiirze erscheinende 2. Band
befaBt sich mit

Eigenwertberechnung,
Iterationsverfahren,
Interpolation.

Der 3. Band schlieBlich wird die Gebiete

Approximation,
Numerische Quadratur,
Numerische Integration von Differentialgleichungen

behandeln. Die Folge der einzelnen Abschnitte entspricht dem Aufbau der Vor-
lesungen; die etwas willkiirlich erscheinende Aufteilung der Themen auf 3 Binde ist
vornehmlich drucktechnisch bedingt.

Besonderes Gewicht legen die Autoren auf die Vermittlung der theoretischen
Grundlagen. Insbesondere werden funktionalanalytische Begriffe und Zusammen-
hinge bereitgestellt und zur Begrindung numerischer Verfahren herangezogen.
Hauptziel ist es, den Leser zu befihigen, sich weitergehende Verfahren, auch in der
Originalliteratur, eigenstiandig erarbeiten zu konnen; dies erscheint den Autoren
bei der schnell-fortschreitenden Entwicklung der Numerischen Mathematik in
hohem Mafle bedeutsam.
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Trotz dieser Betonung der theoretischen Begriindung wird der Gesichtspunkt
der praktischen Anwendbarkeit der Verfahren keineswegs vernachlissigt. Bei den
einzelnen Algorithmen wird jeweils ausfihrlich der Rechenaufwand, der Speicher-
platzbedarf und die numerische Stabilitit diskutiert und eine moglichst weit-
gehende Fehleranalyse durchgefiihrt. Dariiberhinaus sind die Rechenvorschriften
stets so formuliert, daB danach Computer-Programme miihelos zu fertigen sind.

Danken méchten die Autoren allen, die an dieser Monographie mitgewirkt
haben. Hervorzuheben sind insbesondere unsere Mitarbeiter Dr. B. Sagraloff und
Dipl.-Math. J. Wiesmiiller, die die verschiedenen Fassungen des Manuskripts kritisch
durchgesehen haben. SchlieBlich gilt unser Dank dem Vieweg Verlag fiir seine
Geduld und sein verstindnisvolles Eingehen auf unsere zahlreichen Wiinsche.

Regensburg, im Mirz 1977 R. Mennicken
E. Wagenfiihrer



1. Rundungsfehler bei Gleitkommarechnung

1.1. Zahisysteme und Zahidarstellungen im Digitalrechner

Bekanntlich 148t sich jede reelle Zahl a als unendlicher Dezimalbruch dar-
stellen; ist a # 0, kann man eine geeignete Zehnerpotenz als Faktor abspalten, so
dal die Dezimalbruchentwicklung mit einer von Null verschiedenen Ziffer hinter
dem Komma beginnt, z.B.

$=1,333...=10'-0,1333...
oo
=10' 312,107 mit a,=1,8,=3 (22).
v=1
Eine Ziffernfolge, die in lauter Neunen endet, ist dabei nicht zugelassen, beispiels-'

weise ist 0,4999... durch 0,5000... zu ersetzen. Dafl man als ,,Basis“ des Zahl-
systems statt der 10 eine beliebige natiirliche Zahl g 2 2 wihlen kann, zeigt

(1.1.1)Satz. Essei g2 2 natiirliche Zahl, a# Q sei reell. Dann existieren ein-
deutig

oE{+1, -1}, kez,
* 3,€{0,1,...,8-1} (v¥=1,2,3,...) mit
a; #0,
YVneEN dAmz2n a, ¥ g—1,
so dag gilt
o0
(1.12)  a=0g" ) ag”.

v=1

Beweis. Zunichst nehmen wir an, wir hitten eine Folge von a, mit den Eigen-
schaften (*). Dann ist die Reihe in (1.1.2) wegen a, 2 0 und

g "<@E-1g"”

nach dem Majorantenkritierium konvergent; zusitzlich zeigt man

(1.13) VneN Za,g"’< g "t

v=n
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Wihlt man nidmlich m nach der letzten Zeile von (*), so wird a,, < g—2; da fiir
alle sonstigen » sicher a, < g— 1, schitzen wir folgendermafien ab:

D agrs< Z 8"+ amg ™ < (g-l)z g l-g "
v=n v=n vy=n
v#m
=@ DE e g <
Insbesondere wird
oo
(114) g's< Z 3,87 " <1.
v=1

Wenn also a die Darstellung (1.1.2) besitzt, ist notwendig
(1.1.5) o=signa,

und mit dem angegebenen k gilt die Ungleichung
(1.16) gclcja<gl.

Definiert man nun
(1.1.7) z:g’k]al’

so ist nach (1.1.2)

oo
Y
i-agt= ) agt,

v=2
und wegen (1.1.3), auf n =2 angewandt,
0<g(@-ag")<I1,
also
(1.1.8) 3, <g-a<a+1.

Fiir n > 2 hat man

n-1 hod

°,
~ -v -n_ -
a_Z a,g " -ag" "= Z‘ 8

v=1 v=n+l

und wegen (1.1.3) fiir n+ 1:

n-1
O'Sg”'(i—z a,g'")—an<l,

v=1
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also
n'_wl

(1.1.9) anSS"(s"Z a,,g"'><an+1.
v=1

Es sei nun ein beliebiges reelles a #+ 0 vorgegeben, dann wihlt man o gemif
(1.1.5) sowie

k=min{k €2: |a|<g“}.
Wegen g* - oo (k - =) ist die hier notierte Menge nicht leer, wegen
g“ - 0 (x »—0) auch nach unten beschrinkt und besitzt deshalb ein eindeutig

bestimmtes Minimum. k erfiillt die notwendige Bedingung (1.1.6), die wegen der
strengen Monotonie von (g%), ¢ z das k auch eindeutig festlegt. Wir suchen nun fir

a:=g |
eine Darstellung

oo

a= Za,,g'”

v=1i

mit den Eigenschaften (*). Dazu konstruieren wir die a, (v =1, 2, ...) iber die
folgenden Rekursionen, die wegen (1.1.8) und (1.1.9) erfiillt sein miissen:

a,=max {k €EZ: k <ga},

1.1. oot
(1.1.10) a,,=max{n€2/: xgg“(a—Za,g ")} (n=2,3,..),
v=1

und zeigen fiir alle n >1 die Ungleichungen

0<a,<g-1,

n
058"(5‘2%3”‘) <1.

v=1

(Aqn)

Wir fithren einen Induktionsbeweis: Aus (1.1.6) folgt
1<g-a<g

und nach Definition von a,
1<a;<g, also l<a<g-1,

auferdem

a, <g-i<a+1, also 0<g-i-a, <1,

womit (A,) sowie a, # 0 gezeigt ist.
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Fiir n > 2 folgt aus der zweiten Zeile von (A, _;) nach Multiplikation mit g:
0<g" (5— aug"’) <g
v=1
und daher nach Definition von a,
O0<a,<g-1

und
n-1
a, < g“(i— Z apg"") <ap+l1,
v=1
was nach Subtraktion von a, auch den zweiten Teil von (A,,) liefert.

Nachdem (A,,) fiir jedes natiirliche n gezeigt ist, folgern wir aus der zweiten
Zeile:
n
0<a~- ) ag’<g™"

und durch Umkehrung der Vorzeichen und Addition von 7 :

n
i-gn< Yagrsd,
v=1
Da der Ausdruck links gegen d konvergiert, wird
n o0
nli{““ a,g = Zaug_b’:z s

v=1 v=1

so dal wir eine Darstellung (1.1.2) von a gewonnen haben.

Wir nehmen nun an, es wire die letzte Eigenschaft von (*) verletzt, also ab
einem gewissen n alle a, gleich g — 1. Dann wire

as= Zn:apg‘”*‘ i &8-Dsg™?,

v=1 v=n+l

also

n o0
g" (5— > apg"’) =g"E-1) Z g7’ =1,
v=1 v=n+tl
im Widerspruch zu (A,). — Damit sind alle Eigenschaften (*) der durch (1.1.10)
definierten Folge nachgewiesen. Die Eindeutigkeit von 0,k,a, (v =1, 2,3,...)
liegt daran, daB alle Konstruktionen aus notwendigen Bedingungen herriihren.



1.1, Zahisysteme und Zahldarstellungen im Digitalrechner

Wir bemerken, dal man fiir spezielle, z.B. ganze oder rationale Zahlen a die
Vorschrift (1.1.10) durch ein praktikableres Verfahren ersetzt, vergleiche dazu
Ubungsaufgabe 1.1!

Wir kommen nun zu den Zahldarstellungen im Dlgltalrechner Bei den
Rechenmaschinen unterscheidet man zwischen Digital- und Analogrechnern: der
Analogrechner iibersetzt Zahlen in ,kontinuierliche‘ physikalische Gréfien, so
beispielsweise der Rechenstab in Lingen; dabei stellen sich natiirtich Probleme der
Mefgenauigkeit bei der Ein- und Ausgabe ein. Im Speicher eines Digitalrechners —
die groflen programmierbaren Maschinen sind heute durchweg Digitalrechner —
werden Zahlen durch ein physikalisches System mit endlich vielen (diskreten)
Zustinden beschrieben; darstellbar sind an Stelle von (1.1.2) nur Zahlen der Form

(1.1.11) a=agk23»s"’,

v=1

wobei t > 0 eine feste natiirliche Zahl ist.
(1.1.12) Bezeichnung. In (1.1.11) heifien

o das Vorzeichen,
k der Exponent,

t
Z a,g~ "7 die Mantisse,
=1

t die Mantissenlinge und

a,(v=1,...,t) die Ziffern.
Beziiglich des Exponenten gibt es zwei Moglichkeiten:
(i) Festkomma-Arithmetik

Man beschrinkt sich auf Zahlen, die sich mit einem festen, vorgegebenen k
darstellen lassen, wobei auch a; =0 in (1.1.11) zugelassen ist: dann braucht man
fiir k keinen Platz im Speicher. Ist etwa k = 0 vorgegeben, werden durch (1.1.11)

nur Zahlen mit 0 £ {a| <1 beschrieben. Mit k =t stehen in (1.1. ll)gerade die
ganzen Zahlen z mit

(1.1.13) lzlsg'-1.

Ganze Zahlen schreibt man auch als

t
(1114) z=0 ) bg",
v=0

man hat dazu in (1.1.11) a;_, = b, zu setzen. Die Festkomma-Arithmetik wird
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dort angewendet, wo man von der Problemstellung her nicht erwartet, da8 der vor-
gegebene Zahlenbereich iiberschritten wird, so bei der kaufminnischen Anwendung,.
Die fiir mathematische und naturwissenschaftliche Probleme geeigneten Programmier
sprachen ALGOL und FORTRAN sehen die Festkomma-Arithmetik nur fiir ganze
Zahlen (INTEGER), also k =t vor. INTEGER - Groflen werden vor allem zur
Indizierung und zum Abzihlen verwendet.

(ii) Gleitkomma-Arithmetik
Fiir die eigentlichen numerischen Rechnungen arbeitet man vorwiegend mit
der Gleitkomma-Arithmetik. Benutzt werden Zahlen der Form

t
a1y a=ogt ag?,
=1

fiir die bei fest vorgegebener Mantissenlinge t >0 und festen ganzzahligen
Schranken K_<K, gilt:

2,€{0,1,...,8-1} @=1,...,t), o=%1,
(1.1.15) a,#0, falls a#0,
K_<ksK,.

Alle so darstellbaren Zahlen ungleich Null liegen in dem Bereich
gh-"1< ta) <gKe.

Ist Ja] < gK-' ! wird es durch die Null ersetzt, Zahlen mit groBerem Betrag als gKo
konnen nicht verarbeitet werden: in beiden Fillen spricht man vom Exponenten-
iberlauf. Numerische Verfahren sollte man so einrichten, daB8 keine Bereichsiiber-
schreitung eintritt: das ist wegen des grofien Zahlbereichs bei der Gleitkomma-
Arithmetik im allgemeinen zu erreichen.

Es stellt sich die Frage nach einer geeigneten Basis g des benutzten Zahl-
systems. In den grofien Digitalrechnern ist die kleinste Einheit des Kernspeichers
das Bit (binary digit), ein physikalisches System mit zwei moglichen Zustinden,
die man als + und —, wahr und falsch oder als die Dualziffern 0 und 1 interpretiert.

Zur Darstellung von ganzen Zahlen (1.1.13) benutzt man meistens das Dualsystem,
also g =2. Bei Gleitkommazahlen hat das Dualsystem den Nachteil, da man be-
traglich groe Schranken K_ und K, fiir den Exponenten wihlen mu8, um einen
befriedigenden Zahlbereich zu erhalten. Man verwendet gern als g eine Zweierpotenz,
z.B. g =8 (Oktalsystem) oder g =16 (Hexadezimalsystem) und schreibt die

Ziffern a, als Dualzahlen. Ist g = 2™, werden m Dualziffern, also m Bits fiir jedes

a, benotigt.

(1.1.16) Beispiel. Den Autoren stand eine Rechenanlage vom Typ SIEMENS 4004
zur Verfiigung; im Kernspeicher dieser Anlage sind jeweils 8 Bits zu einem Byte,

der aus technischen Griinden kleinsten adressierbaren Speichereinheit, zusammen-
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gefafit. Als Basis des Zahlsystems wird g =16 = 2* verwendet. Fiir die einfach lan-
gen Gleitkommazahlen (REAL * 4) stehen 4 Bytes zur Verfigung, davon 1 Byte
fiir Vorzeichen (1 Bit) und Exponent (7 Bits). Man wihit

K_=-64, K,=63
und speichert auf den 7 vorgesehenen Bits die Zahl k + 64, fiir die
0Sk+645127=27~1

gilt. Die restlichen 3 Bytes werden mit insgesamt t = 6 Hexadezimalziffern belegt.
Schematisch ist der REAL * 4-Speicherplatz wie folgt unterteilt:

T T LR B T T T T T l ¥ M 1 T v T.r
' [ [ I i l b : I [ vl : [
I S R B [ S HE k1 HE H

4 k+64 a, a, a3 a4 as ag

-

-]

]

In dem fiir das Vorzeichen reservierten Bit wird die Dualziffer O als +, 1 als — inter-
pretiert. Beispielsweise wird die Zahl

a=13,0625=16'(13-16"1+1-1672)
wie folgt dargestellt:

(0i100001f1101i0001f0000i0000J0000i000 O]

+ 65 13 1

Die doppeltgenauen Gleitkommazahlen in dieser Anlage belegen 8 Bytes
(REAL #8), davon wieder 1 Byte fiir Vorzeichen und Exponent, so dal man
t = 14 Hexadezimalziffern fiir die Mantisse erhiilt.

Der Benutzer einer solchen Rechenanlage braucht im allgemeinen das maschinen-
interne Zahlsystem nicht zu beherrschen: die Umwandlung vom maschineninternen
System ins Dezimalsystem und umgekehrt wird vom {/bersetzer, also der Maschine
selbst durchgefithrt. Dabei muf im allgemeinen gerundet werden.

1.2. Runden auf t-stellige Mantisse

Nicht jederreelle Zah a 1af}t sich in der Form (1.1.11) schreiben, man muf sie
gegebenenfalls durch eine geeignete andere Zahl 2 ersetzen, runden. 3 ist dann eine
Niherung von a und als solche mit einem Fehler behaftet.

(1.2.1) Definition. Es seien a und 3 beliebige reelle Zahlen. Dann heifit
3 —a der (absolute) Fehler von 3 als Niherung von a;
ist a# 0, heifit

15—-3 der relative Fehler von 3.
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Wir wollen nun den Proze des Aufrundens beschreiben und Fehlerab-
schitzungen angeben. Hierbei beschrinken wir uns auf die Gleitkomma-Arithmetik;
entsprechende Uberlegungen fiir die Festkomma-Arithmetik findet man bei
Wilkinson [31]. Ferner wollen wir auf einen moglichen Exponenteniiberlauf nicht
eingehen, setzen also fiir die auftretenden Exponenten stets K_< k £ K, gemif
(1.1.15) voraus.

(1.2.2) Definition. Essei g2 2 gerade ganze Zahl; t€IN,>0, a€IR,# 0 mit
der in Satz (1.1.1) angegebenen Darstellung

a=ang a,g ™",
v=1

Dann ist folgende Zahl der auf t Stellen gerundete Wert von a:

t
- g
agkzavgva falls at+l<‘i’,
rd(a) = ”=t1
g
og“{z aus"’+g"}, falls ag1 275 -
v=1

(1.2.3) Satz. Unter der Voraussetzung von (1.2.2) gilt:
(i) rd(a) besitzt eine Darstellung (1.1.11), also

t
d(a)=0 g Z a,g7";

v=1

() Ird@)-al< e,

(i) |'d(az,_a <igt,
d(a)—a
o 2] e

DaB sich k und alle Ziffern a, indern kdnnen, sieht man am folgenden Bei-
spiel mit g =10, t=3:

Fiir 2=0,9996 ist rd(a) =1,000 =10" - 0,100.

Beweis des Satzes: Aussage (i) ist nur fir a; 42 % zu zeigen. Man unterscheidet
zwei Fille:

I. Wennesein vE€{l, ..., t} mit a, <g—1 gibt, setzt man k’=k und mit
I=max {vE€{1,...,t}: 3, <g-1}:

ay=a,(=1,..,01-1), ay=a,+1, 2,=0 fir v=I+1,..,t.
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II. Sind alle a, =g—-1(»=1,...,t), soist rd(a) =0 g*, d.h. in der gewiinschten
Darstellung hat man k'=k +1, a; =1, 2,=0( =2,..., 1).

Zu (ii) berechnen wir im Fall a,,, < %

o0 . o0
3
—o@d@)-2) =g D ag =g Tapy tg* > ag,
v=t+l v=t+2

wobei wegen a;., 1%EIN
-t- g ~t-
a gt IS G- gt

sowie nach (1.1.3)

o0
?,
gk Z 2,70 < ght!

v=Et+2
erfiillt ist. Addition beider Ungleichungen liefert die Behauptung.
Im Fall a,,, 2% erhalten wir

o0
Wl
gt-gha g gt D g

v=at+2

g g apy) - 8 Z 2,g”".

v=t+2

o(rd(a) —a)

Wegen % < a4 <g—1 wird
gt g g ) <5 81
und nach (1.1.3)

-
et 3 agtso.

v=t+2
Addition beider Zeilen liefert
0<o(rd(a)-a) <} gt
und damit

Ird(a)-a|=o(rd(a)~a) < 3 g*.
In (iii) benutzen wir a, > 1, also |a| > g*™!, so daB aus (ii)

rd(a)—a | gk_t ~t+1
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folgt. Zur Aussage (iv) beachtet man die Rundungsvorschrift (1.2.2), nach der in
jedem Fall

[rd(a)| > a,gk~! > gk-!
erfiillt ist.

Der Volistindigkeit halber definiert man
rd(0) =0
und erhilt aus (1.2.3), (iii) und (iv)

(1.2.4) Folgerung. Es gelten die Darstellungen

= =8
rd(a) = a(l- +¢€) T+7
mit gewissen €,7 € IR und

lel, Inl<5 g™t

Beweis. Fiir a=0 setztman e=7n=0; fir a# 0 wird
_rd(@-a _a—rd(a)

a ’ n rd(a)

(1.2.5) Definition. Man bezeichnet

ri=1gttl
als (relative) Rechengenauigkeit der t-stelligen Gleitkomma-Arithmetik.

Wir kommen auf das Beispiel (1.1.16) zuriick: will man Dezimalzahlen in
die REAL * 4-Speicherplitze der angegebenen Maschine bringen, werden sie vom
Ubersetzer in das Zahlsystem zur Basis g =16 umgewandelt und auf t =6 Stellen
gerundet. Somit besitzen nach (1.2.3, iii) die im Kernspeicher befindlichen Groflen
einen relativen Fehler vom Betrag

S7=316%~110"°.

Es ist also nicht sinnvoll, in der Dezimaldarstellung mehr als 7 Stellen fiir die
Mantisse ein- und ausgeben zu lassen; da bei Ein- und Ausgabe gerundet wird,
andert sich die 7-te Dezimalstelle oft schon, wenn man eine Dezimalzahl in den
Kernspeicher bringt und anschlieBend wieder ausdrucken 1Bt (vgl. Aufgabe 1.2).
Bei doppeltgenauer Rechnung (REAL #8-Speicherplitzen) ist t =14, folglich

T=31672<§ 107",

die doppeltgenaue Arithmetik der Maschine entspricht also einer etwa 16-stelligen
Dezimalarithmetik.
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Da uns das Dezimalsystem am geldufigsten ist, mit man die Genauigkeit
einer beliebigen Niherung 2 fiir die reelle Zahl a an der Zahl der im wesentlichen
iibereinstimmenden Dezimalstelien.

(1.2.6) Definition. Es sei
a=0-10% mit 0,1 <b<1;
i=0¢-106 mit bEIR beliebig.
Dann sagt man: 3 als Naherung von a hat s signifikante Stellen, oder: a ist
durch 7 bis auf s Dezimalen bestimmt, wenn gilt
s=max {t€EZ: |b-b|<i 10713,
Im Beispiel
a=10'-0341732... ,
a=10'-0,34215,
mit b,b nach (1.2.6) hat man
310 <|b-b|<3i 1073,
also besitzt @ drei signifikante Stellen. Diese Tatsache markiert man auch gern
durch Unterstreichen der signifikanten Stellen:
2=0,34215-10'.
In allen folgenden Betrachtungen wollen wir zur besseren Anschaulichkeit dezimale

Gleitkommarechnung, also g =10, zugrunde legen. Bei einem anderen g indert
sich nichts am Prinzip aller Uberlegungen.

1.3. Gleitkomma-Operationen

Es bezeichne » eine der Rechenoperationen +,—, -, :. Sind x und y Gleit-
kommazahlen mit t-stelliger Mantisse, so ist im allgemeinen xay nicht mit

t-stelliger Mantisse darstellbar. Ein Beispiel mit t = 3: Fiir
x=0,123-10°, y=0456-10"3
ist
x +y=0,123456-10°
Um den Bereich der t-stelligen Zahlen nicht zu verlassen, muff man runden. Man
bezeichnet das Resultat der beiden Schritte

1. moglichst genaue Berechnung von xay,
2. Runden des Ergebnisses auf t Stellen,

als
gl(x2y).
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Diese Arithmetik ist bei den einzelnen Rechnerfabrikaten verschieden organisiert.
Wir wollen annehmen, da8 fiir t-stellige Gleitkommazahlen x und y stets gilt:

(13.1)  glxay)=rd(xay),
also nach (1.2.4)
Xay |
(13.2) gI(XAy)=(xny)~(l+e)=m mit |el, Inf<7.

Wie man die Arithmetik organisieren kann, um (1.3.1) zu erreichen, soll
am Beispiel der Addition erldutert werden. Hat man x und y mit t-stelliger
Mantisse,

x=10%-a, y=10'-b mit 0,1 <|al, |b]<1 und I<k,
(die Addition wird kommutativ), so unterscheidet man zwei Fille:
1. Ist k—I>t, setzt man direkt

gl(x+y)=x.
Man iiberzeugt sich leicht, daB auch rd(x +y) den Wert x hat.
2. Im anderen Fall, 0 £ k-1 £ t, benutzt man doppeltgenaue Zwischenspeiche-
rung: x und y werden als 2t-stellige Gleitkommazahlen zum gleichen Exponenten
dargestellt und dann addiert, wobei fiir das Ergebnis (2t + 1) Stellen reserviert sind.
Ist das Ergebnis nicht Null, wird es normiert (der Exponent eventuell geindert, so
daf} die Mantisse zwischen 0,1 und 1 liegt) und schliefSlich auf t Stellen gerundet.
Dazu notieren wir

(1.3.3) Zahlenbeispiele mit t =3:
() x,=0433-10%, X, =0,745-10°;
0,433 000102
+ 0,007 450107
0,440450-10° - gl(x, + x,) = 0,440 -10?

(i) x,=0215-10%,  x,=0,998-107;
0,215000-107*
+0,998 000-107*
1,213000-10™ -~ 0,121300-1073
- gl(x; +x;)=0,121-1073

(i) x,=0,100-10", X, =-0,998-10°;
0,100 000 - 10
- 0,099 800- 10"
0,000200-10"  ~ g/(x, + X,) =0,200-10™2
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Im Beispiel (iii) spricht man von Ausldschung der ersten Dezimalstellen.
Obwohl hier sogar gl(x; + X2) = X, + X, herauskommt, ist die Addition entgegen-
gesetzt fast gleicher (d.h. die Subtraktion fast gleicher) Zahlen eine gefihrliche
Fehlerquelle. Hierzu iiberlegen wir allgemein:

In vielen Fillen ist eine Summe a, + a, (2; € IR) zu bestimmen, wobei statt
der a; nur gewisse Gleitkommazahlen

xi=ai(1+pi) » (i=1’ 2)’

d.h. mit relativen Fehlern p;, zur Verfiigung stehen. Man berechnet dann g/(x, + x2)
als Naherung von a; + a,. Uber die Mantissenlinge der Gleitkomma-Arithmetik
setzen wir t > 2 voraus, also

T=3-10"""1<0,05.
Wegen (1.3.2) wird
gl(X + %)= (x ¥ x) (1 +e)=[a;(1+py) tay (1 +py)] (1+€)=(a, +a) +F
mit dem absoluten Fehler
F=a(etp;(1+e)tax(etp(l1te),
fiir den wegen |e| < 7 < 0,05 die Abschitzung
(134) IFI<lap{(r+1,05ps1) +la;| (7 +1,051p,1)

erfiillt ist. Ist a, + a, # 0, kann man auch den relativen Fehler angeben; man hat
dann

gl(x; +x;) =(a; +a5) (1 +p),

mit
P=avay
folglich
la, |
(1.3.5) |9|—Ia +a|(T 1,05 [py ) + ———aﬂ(f+1,05lpz|).

Wir hatten die x; als beliebige Niherungen fiir die a; angesehen: im giinstigsten
Fall gilt x; =rd(a;), also |p;|<7(i=1, 2).
An (1.3.5) lesen wir folgendes ab:

(1.3.6) Im Fall |a, + a;| <max (]a,|, ]a,|), insbesondere fir a, ~—a,, kann |p|
sehr viel grofler als p, und p, werden. Aus diesem Grund heifit die Subtraktion
fast gleicher Zahlen numerisch instabil. .

Beispielsweise liefert
a; = 09995-10° , a; =~ 0,9984 -10°
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bei 3-stelliger Gleitkommarechnung
rd(a;) = x;, rd (a;) = x,
mit den Grt‘)ﬁén von (1.3.3,iii). Als Ndherung von a, +a, erhilt man
gl(rd(a,) + rd (a;)) = gl(x; + x,) = 0,200-1072 |
wiihrend sich als exakter Wert
a,+2,=0,110-10"2
ergibt. Es liegt also ein relativer Fehler von etwa 82 % vor.
(1.3.7) Bei gleichen Vorzeichen von a, und a, wird |a; +a,| =]a,| +|a,l, folglich
lol <7+ 1,05 -max(|pl, |p2!);

die vorhandenen relativen Fehler werden also nicht wesentlich vergrofert. Sind
speziell die x; = rd(a;), so erhilt man

lpl<2,057.

(1.3.8) Ist Ja, | wesentlich kleiner als |a; ]|, so wirkt sich auch ein grofer relativer
Fehler p, von x, nur wenig im Ergebnis aus. In solchen Fillen spricht man von
Fehlerdimpfung. Wir wollen diesen Effekt demonstrieren durch die konkreten
Annahmen

la:1< 001 la;1, {pil<7,  |p2| <107,
Dann wird
fa;+a,120,99 |a,], —'I‘?LSIOI 12 <0,0101
lay+a,] = " lay+a,l

und daher
1p1<£1,01-2,057+0,0101-11,57<2,27.

Der iiberwiegende Fehleranteil stammt von p, und der Addition.

Die Subtraktion fast gleicher Zahlen mufl immer dann vermieden werden,
wenn man einen kleinen relativen Fehler im Ergebnis braucht, z.B. wenn an-
schliefend dividiert werden soll. Nicht ganz zu Recht wird, wie man hiufig hort,
die ,,Division durch kleine Zahlen* als Grund fiir numerische Instabilitit angegeben:
in solchen Fillen sind durchweg Zihler oder Nenner aus Subtraktion fast gleicher
Zahlen entstanden und besitzen daher einen grofien relativen Fehler; die Division
selbst vergrofert vorhandene relative Fehler nur unwesentlich (vgl. Ubungsaufgabe
1.3).

Wie man numerische Instabilitit vermeidet, soll an zwei Beispielen gezeigt
werden:

(1.3.9) Beispiel. In der quadratischen Gleichung

ax?+bx+c=0 sei |4ac]<b2.
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Dann besitzt die Gleichuhg die beiden reellen Losungen

®  xi=1 [~ b-sign(b) V6~ dac],
(i) x,= ;—a [~ b + sign (b) /b7~ 4ac] .

Wenn |4ac| viel kleiner als b? ist, hat man

sign(b)v/b*—4ac = b,
und in der Berechnung von x, nach (ii) tritt genau der Fall (1.3.6) ein, wihrend
bei x, der Fall (1.3.7) vorliegt. Wegen

c
XX =3

berechnet man x, also besser iiber die numerisch stabile Formel
2¢

— b — sign (b) Vb2 - 4ac

(1.3.10) Beispiel. In einigen Rechenmaschinen sind die Exponentialfunktion, nicht
aber die Hyperbelfunktionen fest eingebaut. Lt man sich Sinh(x) iiber

(i) Sinh(x) =3 (¥ -e7¥)

(iii) x, =

berechnen, so tritt fiir |x| < 0,1 Ausloschung einer oder mehrerer Dezimalstellen
ein: e* und e liegen beide nahe bei 1. Daher wird fiir {x] < 0,1 der Sinh(x)
durch einen Abschnitt der zugehorigen Potenzreihe ersetzt; bei etwa 7-stelliger
Dezimalrechnung empfiehlt sich

5

. x}  x
(i) S;(x) =X+t e

Nach dem Satz von Taylor gilt mit einem 9 € ]0 1[:

|Sinh(x) - Ss(x)] = 720 |Sinh(¥x)| £ === 720 ISlnh(x)l ,
und daher fiir 0< |x{£ 0, 1:
- Qi 6
IS0l _ x* 1y 1o,

| Sinh (x)| 720 =72

der durch Abbruch der Potenzreihe entstandene relative Fehler liegt also unterhalb

der Rechengenauigkeit. Es bleibt zu bemerken, da der Ausdruck (ii) bei geeigneter
Reihenfolge der Rechenoperationen in den Fall (1.3.8) der Fehlerdimpfung einzu-

ordnen ist, so daf} ein geringer Rundungsfehler resultiert. Dazu vgl. Aufgabe 1.4!
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1.4. Zusammengesetzte Gleitkomma-Operationen

Rundungsfehler bei zusammengesetzten arithmetischen Ausdriicken behandelt
man, indem man (1.3.2) nacheinander auf die einzelnen Operationen und jeweiligen
Zwischenergebnisse anwendet. Dafl es dabei wesentlich auf die Reihenfolge der
Operationen ankommt — die Gleitkommarechnung erfiillt nicht das Assoziativ- und
Distributivgesetz —, zeigt das folgende Beispiel mit t = 3: Fiir

X =0481:10°, x,=0572-10", x5=-0,963-10"
gl(x; +x,)=0,105-10"*, also gl(gl(x;*Xa) +x3) = 0,870-1075;
gl(x, +%X3)=-0,391-10"%, also gl(x,+gl(x,+x3)) =0,.900-107¢.

ist

Wenn wir gelegentlich trotzdem etwa
8l(xy + X3 +x3)

schreiben, meinen wir die Ausfithrung der Operationen in einer naheliegenden
Reihenfoige, hier

gl(gl(xy+x3) + X3).

Als Beispiel fir den Einfluf der Rundungsfehler bei zusammengesetzten Gleit-
komma-Operationen wollen wir an dieser Stelle die Polynomberechnung mit dem
Horner-Schema behandeln; weitere Rundungsfehlerbetrachtungen werden wir im
folgenden Text an die jeweils besprochenen numerischen Verfahren anschlieSen.

Gegeben sei ein Polynom n-ten Grades
P(x) =P, (x)=2,x" +a,x" '+ ... +a, (3;€IR, 2,#0) (14.1)

. sowie @ € IR. Dann hat das Polynom P, (x) — P,(a) in a eine Nullstelle, also exi-
stiert ein Polynom (n — 1)-ten Grades P, _;(x) mit

Po(x) ~Py(a) = (x —a) Py (x).

(1.4.2) Satz (Horner-Algorithmus). Definiert man b,(v =0, ..., n) durch
P (x) =i box" " 1+byix" "2+ . +by-y, ' Py(e)=:bg,

so gelten die Rekur_sionen
bo=ay, by=a,+ab,.; @=1,2,...,n).

Beweis. Aus der Definition von P, _{(x) erhilt man

Py(x) = x-Py_1(x) +Pp(e@)—aPy_;(x)

n-1 n-1
@l
=x- Y byx"'Y4p - Y (aby)x" 1Y

n n
= b n-v_ b _) n-u’
Z vX VZI(“ v-1)X

v=0
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also
n n
Z 3, X"V =box" + Z (by—ab,_)x""".
v=0 v=l

Ein Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung des Satzes.

Auf das Polynom P, _;(x) kann man wieder den Horner-Algorithmus an-
wenden usf.: man erhilt sukzessiv Polynome vom Grad n — v mit

(143) P y(X)—Py_p(@=(x~a)Pa_,1(x) (»=0,1,...,0n-1),
wobei
Py(x) =Py (a) =2,

ein konstantes Polynom wird. In diesem Fall spricht man vom verketteten Horner-
Algorithmus.

(1.4.4) Satz. Definiert man gemdf (1.4.3)

Sy =Pr_p(@) ®=0,1,...,n),
so wird
>
Pa(x) = cp(x—a)"?
v=0
und
PO (@) =p!cpoy @=0,1,...,n).

Der Beweis dieses Satzes wird als Ubungsaufgabe (Nr. 1.6) empfohlen.
Man benutzt den Horner-Algorithmus

1. zur Berechnung von P, (o),

2. zur Division von P,(x) durch (x — a), falls P,(a) = 0 ist,
und mit wiederholter Anwendung

3. zur Berechnung der hoheren Ableitungen,

4. zur Entwicklung nach Potenzen von (x — a).

Bei Benutzung von (1.4.1) als Rechenvorschrift fiir P,(a) kime man auf 1 n(n +1)
Multiplikationen gegeniiber n in Satz (1.4.2): durch das Horner-Schema gewinnt
man Rechenzeit und Genauigkeit. Oft liegen Polynome nicht in der Gestalt (1.4.1)
vor; dann bieten sich im allgemeinen andere Algorithmen zur Berechnung von P, ()
an, Die Division durch (x — a) im Fall P,(a) = 0 nennt man Deflation des Polynoms:
man wendet sie hiufig an, wenn man mehrere Nullstellen von P,(x) bestimmen
will und eine gefunden hat. Das dividierte Polynom ist von niedrigerem Grad und
besitzt — eventuell auer « — alle sonstigen Nullstellen von Py,.

Im folgenden setzen wir die Koeffizienten von P, sowie « als t-stellige Gleit-
kommazahlen voraus. t sei so groB, da8 fir r= 3 10~ t*1 gilt

(145)  2nr5009.



18 1. Rundungsfehler bei Gleitkommarechnung

Fiihrt man den Horner-Algorithmus mit t-stelliger Gleitkommarechnung durch,
erhilt man statt der b, in Satz (1.4.2) gewisse Niherungen b,, mit

l‘;o = ap,

b, = gl(a, +gl(ab,_y) ®=1,2,...,n0).
Nach (1.3.2) gibt es reelle €,,8, mit |e, ], |5,|S 7, so daB

gl(a gb'-l):"‘i;u-l(l +€y),

gl (ay + 81(ab, 1)) = (2, + gl (@b, 1)) (1+5)),

zusammen also

(146) b,=(a,+ab,(1+€))(1+85,) ®w=1,2,...,n)

erfillt ist. Wir zeigen nun fir k=0,1,...,n:

By =200 (1 + EE) + 2,08 1(1 + EP) + ... + 2, (1 + EW),

(1.4.7)
1+E® =(1+euy) .- (1+g)(1+8,) ... (1+8) (#=0,...,k),

wobei 8§, =0 definiert ist.

Den Beweis filhren wir mit Induktion iiber k: fiir k=0 ist 1 + EQ=1+8,=1
definiert, andererseits gilt bo=a,. Fiir den Induktionsschlu$ von k auf k + 1 be-
nutzen wir (1.4.6) und setzen anschlieBend die fiir k bereits angenommene Darstel-
lung (1.4.7) ein:

Brer = ab(l+exsy) (1+8xey) + ags 1 (1+8c41)

k
@ D 2,01+ ED) 1+ een) (1 8ir) + s (1 +55s)
v=0

k+1
2, V(1 + ESY)

"

v=0
mit .
IHEE D = (1+ ER) (1t ege ) (1 +8e))  (#=0,...,K),
1+ B0 = 14844y

Nach Induktionsannahme gewinnt man (1.4.7) fiir k + 1 statt k. Vereinfacht man
vorstehenden Induktionsbeweis auf den Fall €,=8,=0 (v =0, ..., n), erhilt man
fiir die theoretischen Werte:

k
bk=Z a0k k=0,...,n),
v=0
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50 daf wir aus (1.4.7) folgern

k
(14.8) Ek=bk+za,ak'”Eg‘) (k=0,1,...,n).

v=0

Insbesondere interessiert uns der Fehler bei der Berechnung von b, =P(a).
Den entsprechenden, numerisch gewonnenen Wert bezeichnen wir als b, =: g/ (P(a)),
auBerdem sei E, := E,(,"‘) (v =0, ..., n) gesetzt. Mit diesen Umbenennungen
schlieBen wir aus (1.4.7) und (1.4.8) die

(1.4.9) Folgerung. Es gilt mit gewissen reellen Grofen E, (v =0, ..., n):

n
gP@)=P@+ ) #nyBaya’
v=0

wobei

A-D¥* 1 <1+4E,_,<(1+n?*"  @=1,..,n-1),

(1-7*"<1+E, < (1+7)%".
Zur Abschitzung der E,, allgemeiner der E(k). notieren wir den

v

(1.4.10) Hilfssatz. Es seien 8,7€EIR mit §21, 0<r<1 und (-1)7<1,
ferner E € IR mit

A-1P<i+E<Q+7pf.

Dann gilt
e —F
IE|<(1+7)f S ETENTAL
und im Fall (—1)1 <009
IEI< 1,187,
Beweis.

(i) Wir zeigen zunichst

® a+f+a-vf-220.

Hierzu benutzen wir die Taylorentwicklung der Funktion
f§):=(1+5°+(1-§ -2

um den Nullpunkt. Wegen f(0) = f'(0) = 0 erhalten wir

f(r) = 3(62—1)72[(1+n)3"2+ (-0’2

mit einem positiven 7 <7, womit (*) bewiesen ist. Es folgt unmittelbar

IEl<(1+7f-1.
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(ii) Zur weiteren Abschitzung seifir 0 <( <1

85 =(1+8 -1
gesetzt. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein 3 mit 0 <3 <7 und

g =18 =181+ 9 T <rp(1+ft
es folgt
@-1r

(1+ry’(1——) =(1+ )"‘I—_ITT——Sl

Wegen 1 —(8—1)7 >0 darf man durch den Bruch im zweiten Ausdruck dividieren
und erhilt
147 _1-(@B-Dr+p7 Bt
W+ <=G=hr = T=g=nr - TTE-Dr
Schlieflich hat man im Fall (-1) 7 £ 0,09:
1 1

=@-Dr = 091 <L

was den Beweis vollendet.

Wegen (1.4.5) diirfen wir Hilfssatz (1.4.10) auf alle E,, _, in (1.4.9) mit
B=2v +1 anwenden (was fiir E, eine leichte Vergroberung der Fehlerschranke
bedeutet). Wir erhalten

Bl S L1-Qr+ DT @=0,1,...,n)

und daher
n ) n
Zan—vEn-vau <Ll TZ(2V+1)|an~vl lal”.
v=0 v=0
Mit der Bezeichnung

P i= D fan-slx”
v=0
wird )

ﬁ(x =i 'an-vh‘p-l

und weiter

) (20 +1) |2l lal’= 2|l (Ja]) + B(lal).

»=0
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Insgesamt liefert (1.4.9) die Rundungsfehlerabschitzung
(14.11)  1gI(P(@)~P@)] < 117 {2alP'(lal) + B(laD}.
Wir notieren Konsequenzen fiir die Nullstellenbestimmung von Polynomen:

1. Essei a € IR eine einfache Nulistelle von P: dann werden wir die Naherung &
von « als numerische Nullstelle von P ansehen, wenn

glP@) =n
mit einem betraglich kleinen 7 erfiillt ist. Nach (1.4.9) ist & Nullstelle eines ge-
storten Polynoms P(x) + q(x) mit

n

q(x) = Z an—vEn-vxu_n'

v=0
Wir betrachten fiir reelle x, e die Funktion
F(x, €) =P(x) + eq(x).
Da P in « eine einfache Nullstelle hat, gilt

F ,
F(a, 0) =0, g—x (% €) l@,0 = P'(@) # 0.

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es Umgebungen Uy um 0, U, um «
sowie ein beliebig oft differenzierbares p: Uy - Uy, so daB fiir alle € € U, gilt
F(p(e), €) = 0. Wir nehmen an, der Wert € =1 liege in Uy, was wegen (1.4.11) bei
hinreichender Rechengenauigkeit und geniigend kleinem |n| erfiillt ist, und es sei

@ gerade die Nullstelle (1) von F (x,1) =P(x) + q(x). Die letztere Bedingung
1aBt sich gegebenenfalls durch Betrachtung simtlicher Nullstellen von P nachweisen.

Nach dem Satz von Taylor haben wir fiir € € U,
@(€) =¢(0) + €¢'(0) + €’ 1(e)
mit einem Restglied €r(€). Wegen

N ()
#(0) =, ¢'0) =~ g
erhalten wir in erster Niherung — durch Weglassen des Restglieds:
(@

a-a=¢p(1)-¢0) = P
Die Genauigkeit von @ als Niherung von a hiingt nicht nur von der Groéfie von
Iq(a)| ab, sondern auch von P'(a)™'. Der letztere Wert mit die Stdranfilligkeit
der Nullstelle «. — Eine mehrfache Nullstelle a von P der Vielfachheit v> 1

spaltet bei Storung im allgemeinen in v verschiedene Nullstellen aj(€) (G =1,...,V)
von P(x) + eq(x) auf, wobei sich die a;(€) — o wie gewisse gebrochene Potenzen -
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von € verhaiten. Diese Effekte sind bei Wilkinson [32] und Kato [16] eingehender
beschrieben; zum Beweis ben6tigt man eine im Rahmen der Funktionentheorie
zu behandeinde Theorie der algebraischen Funktionen.

2. Nach (1.4.11) wichst in Abhingigkeit von o die Rundungsfehlerschranke mit
{a|™; die entsprechenden Schranken fiir | by — by | wachsen also mit |« ¥ k=1,..,n).
Daher sind erwartungsgemif bei grofem « die berechneten Koeffizienten von

P, -1(x) ungenau. Will man alle Nullstellen von P,(x) durch einzelne Berechnung
und sukzessive Deflation des Polynoms bestimmen, solite man mit der betragsmifig
kleinsten Nullstelle beginnen: diese Reihenfolge hat sich auch in der Praxis als
optimal erwiesen.

Weitergehende Ausfiihrungen zu diesem Problemkreis finden sich bei Wilkinson [31].

Obungsaufgaben zum 1. Kapitel
Aufgabe 1.1. Es sei a=£— mit 0<p<q€IN; gEIN, 2 2. Man bestimmt k durch
—k=min {k EN: g**1p2 q}

und sukzessiv fir n=1,2,3,... a,€NN, 1, €{0, 1, ...,q— 1} durch die folgenden
ganzzahligen Divisionen mit Rest:

g ' p=aq+my,

g Th-152,q+1, (n=2,3,..).

(i) Man zeige, daB k der Bedingung (1.1.6) geniigt und die a,, die Rekursionen
(1.1.10) erfiillen, so dal gemaf Satz (1.1.1) gilt:

aud .
a= g"z a,g™".
v=1

(ii) Man zeige, dal die Folge der a, schlieflich periodisch wird, d.h.
3no€|N 3IE|N,>0 vngno An+7= 4 ,
und gebe eine Abschitzung fiir die kleinste derartige Zahl /.

Aufgabe 12 :

(i) Man stelle a = T;_o als unendlichen Hexadezimalbruch, also nach Satz (1.1.1)
mit g=16 dar.

(ii) Welchen Wert hat die aus a durch Runden auf 6 Hexadezimalstellen gewonnene
Zahl 37 — Man stelle die Belegung eines REAL * 4-Speicherplatzes durch 3@ wie in
Beispiel (1.1.16) dar.

(iii) 3 wird in eine Dezimal-Gleitkommazahl 7 mit 7-stelliger Mantisse zuriickver-
wandelt. Man vergleiche 3 mit a.
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Anmerkung: Die Hexadezimalziffern 10, 11, ..., 15 bezeichnet man iiblicherweise
mit den Gro8buchstaben A, B, ..., F.

Ergebnisse: (i)a=167"-(0.19)yex., (i} 3 = 1677-(0.19999A)yex. =2+ %1677,
(iii) 7 = 107%-0,6250001.

Aufgabe 1.3. Es seien a,, a; € IR, a; # 0. Man zeige, da bei t-stelliger dezimaler
Gleitkomma-Arithmetik (t 2 2) mit 7 gemdf (1.2.5) gilt:

rd(a)\ 2 3
1(m)=g(l+ﬂ), Inls 7=577-

Aufgabe 1.4
(i) Man organisiere die Berechnung von
N S i
Ss(x):=x+ 3 + 70

80, daB man nur 4 Multiplikationen bzw. Divisionen ben6tigt und daf der letzte
Schritt in der Addition von x besteht.

(ii) Man zeige, daB man bei t-stelliger dezimaler Gleitkommarechnung (t 2 2)'
nach der in (i) angegebenen Vorschrift fiir Gleitkommazahlen x mit |x{ £ 0,1
die Rundungsfehlerabschitzung

181(Ss(x)) ~Ss (x)! < 1,05 |x|7

erhilt.
Aufgabe 1.5
(i) Man ersetze die Funktionsvorschrift
€O -1
f(x) = —SL:I—— (x#0), f(0)=0

durch eine fir 0 < |x| S 0,1 numerisch stabile Formel.
Hinweis: cos(2§)=1?

(ii) Man gebe die Taylor-Entwicklung von f um x =0 an und fithre eine Restglied-
abschiitzung fiir das Taylorpolynom 3. Grades im Bereich [x{ < 0,1 durch.

(iii) Zur Demonstration berechne man mit einem Taschenrechner f(x) an mehreren
Stellen 0<|x} £ 0,1 (a) nach der angegebenen Formel, (8) nach der numerisch
stabilen Formel, (y) unter Benutzung des Taylorpolynoms 3. Grades.

Aufgabe 1.6. Man beweise den Satz (1.4.4) zum verketteten Horner-Algorithmus.
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2. Lineare Gleichungssysteme, Eliminations- und Zerlegungsmethoden

Die in diesem Kapitel zu besprechenden Eliminationsverfahren sind die ge-
briuchlichsten Methoden zur Losung linearer Gleichungssysteme, sie filhren mit
endlich vielen Rechenoperationen zum Ziel. Lediglich bei sehr umfangreichen
Gleichungssystemen von spezieller Gestalt, wie sie bei der numerischen Behand-
lung von Randwertaufgaben bei Differentialgleichungen auftreten, wird man die
im 6. Kapitel angegebenen Iterationsverfahren vorziehen.

2.1. Vorbemerkungen

Wir betrachten lineare Gleichungssysteme der Form

(2.1.1) Ax=b,
in denen

a, - A1k X1 b,

,
A= . . , x=| .|, b=
any .- an,k Xk bn

reelle oder komplexe Matrizen bzw. Vektoren sind, fiir die wir hdufig auch die
kurze Schreibweise

A= @ ep, x=00i;, b=k,
verwenden.

Ein allgemeineres Problem als (2.1.1) ist die Matrizengleichung
(2.1.2) AX =B

mit der (n,k)-Matrix A, der (n,/)-Matrix B, in der eine (k,/)-Matrix X als Losung
gesucht ist. Bezeichnet

¥ (j=1,...,1) die Spalten von X,

‘W (j=1,...,0) die Spaltenvon B,
so ist (2.1.2) den / Gleichungssystemen

AX = b G=1,...,0)

dquivalent; daher lassen sich Uberlegungen zur Lésung von (2.1.1) direkt auf (2.1.2)
iibertragen und umgekehrt.

Die Invertierung einer (n,n)-Matrix A laBt sich als Spezialfall von (2.1.2)
behandeln; die Losung von

AX =1, I := Einheitsmatrix,
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falls sie existiert, wird X = A™!. Ubrigens tritt die Berechnung der Matrix A™!
nicht so hiufig auf, wie es auf den ersten Blick scheinen mag; meistens werden
Vektoren x = A™!'b gesucht, die man direkt durch Lésung von (2.1.1) bestimmt.

Zunichst betrachten wir den Fall der Koeffizientenmatrix in Dreiecksgestalt,
also ein Gleichungssystem der Form

(2.1.3) Rx =b,
in dem R =(r; ;)(n,n) Obere Dreiecksmatrix ist, d.h. r; ;=0 fiir i>j. Ausge-
schrieben, lautet das System

rl'lx|+ r1,2X2 + ...+ rl,nxn = bl
r2,2x2 + ...+ rz_nxn =

{
. T
~

ThnXn = by .

Unter der Annahme, daf8 R regular, also r; ;#0 (i=1, ..., n) ist, kénnen wir die
Komponenten von x rekursiv berechnen:

by,
(2.1.4) " I
1. )
Xy = m‘(bu—ru,v+lxu+l—-~~—rv,nxn) (v=n-1,..,1)

Wir bestimmen nun den Rechenaufwand zur Losung von (2.1.3). Dabei
wollen wir grundsitzlich nur die Multiplikationen und Divisionen sowie eventuell
kompliziertere Rechenausdriicke wie etwa Wurzelziehen zihlen, wihrend wir
Additionen und Subtraktionen wegen ihrer erheblich kiirzeren Rechenzeiten ver-
nachlissigen. Wegen

1+2+..+n=Iin(n+1)

lesen wir an (2.1.4) unmittelbar ab:

(2.1.5) Bemerkung. Der Rechenaufwand zur Losung eines Gleichungssystems
des Typs (2.1.3) betrigt

jn(n+1) ~ 1 n® Operationen.
Dementsprechend benétigt die Losung eines Systems
RX =8

mit einer (n,/)-Matrix S ungefihr 1 n?/ Operationen.
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(2.1.6) Bezeichnung. Es scien e, ..., e, die Einheitsspalten des €", also die

(n,1)-Matrizen
0

«i-te Zeile

0
Zur Invertierung der oberen Dreiecksmatrix R mufl man die n Gleichungssysteme
(2.1.7) ize; (i=1,...,n)
losen. Offenbar wird in der Losung von (2.1.7) stets
xi, =xi,,=...=xi=0,

so daf jedes der Systeme (2.1.7) nur % i(it+1) Operationen benétigt. Zur Inver-
tierung einer Dreiecksmatrix braucht man also

L(ea,v;) =L ~ A
5 (Zl +Zl = 12n(n+l)(2n+4)~6n
i=1 i=1
Operationen.
Analoge Uberlegungen wie zu (2.1.3) gelten auch fiir Gleichungssysteme
Lx=b
mit einer unteren Dreiecksmatrix L.

Oft treten verallgemeinerte Dreiecksmatrizen auf:

(2.1.8) Definition. Eine (n,k)-Matrix R = (r; ;)n,k) heifit obere Dreiecksmatrix
(auch, wenn n # k) stets dann, wenn r; j =0 fiir alle i>j gilt.
Eine obere Dreiecksmatrix in diesem Sinn hat also die Form

. firk2n,' 0 .
0 : : fir k< n.

Tn,n - Ink Ik, k

, 0
Die Losungsgesamtheit eines Systems

(2.1.9) RX =8,

in dem S eine (n,/)-Matrix, R eine obere (n,k)-Dreiecksmatrix bedeute, lifit sich
im Fall n <k, r; ; # 0 mit einigen Zusatziiberlegungen zu (2.1.3) angeben. Im
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Fall k <n ist bekanntlich (2.1.9) nur dann 16sbar, wenn die letzten n—k Zeilen
von S verschwinden; wenn man S durch numerische Rechnung ermittein mu8, ist
letzteres auf Grund von Rundungsfehlern im allgemeinen nicht entscheidbar. Auf
iiberbestimmte Systeme, deren theoretische Losbarkeit vorher bekannt ist, wendet
man im allgemeinen Approximationsmethoden, die im Band 3 behandelt werden,
(z.B. GauB-Ausgleichung) an.

In den folgenden Abschnitten wollen wir allgemeine Gleichungssysteme
(2.1.2) auf den Fall (2.1.9) zuriickfiihren. Dazu zerlegen wir im wesentlichen die
Koeffizientenmatrix A in

A=FR,

worin R eine obere Dreiecksmatrix im Sinne von (2.1.8) und F entweder eine inver-
tierbare untere (n,n)-Dreiecksmatrix oder eine unitire (n,n)-Matrix bedeutet.

Wir notieren die
(2.1.10) Bemerkung. Ist A=FR mit den angegebenen Eigenschaften, so erhilt
man die Losungsgesamtheit von AX =B durch

(i) Ermittlung der (n,7)-Matrix S mit
FS =B,

(ii) Losung des Gleichungssystems
RX=8§.

Beweis. Wegen der Invertierbarkeit von F existiert genau eine (n,/)-Matrix S mit
FS = B, weiter gilt fiir jede (k,!)-Matrix X:

RX =S «= F(RX)=FS < AX=B.

Zur Durchfiihrung bemerken wir:
(2.1.11) Die Matrix S kann eventuell gleichzeitig mit R bestimmt werden, indem
statt A die erweiterte Matrix des Gleichungssystems

(A,B)=F(R,S)

zerlegt wird. Zur Berechnung von X ist dann nur ein System (2.1.9) zu 16sen, und
man braucht F nicht explizit zu kennen.
(2.1.12) Die Berechnung von F und Losung beider Gleichungssysteme (i) und (ii)
in (2.1.10) wird explizit durchgefiihrt, wenn ein Algorithmus zur gleichzeitigen
Zerlegung von (A, B) nicht vorgesehen ist, wie bei der Cholesky-Zerlegung im
Abschnitt 2.4, oder wenn Gleichungssysteme zu 16sen sind, in denen bei gleichem
A im Verlauf der Rechnung verschiedene rechte Seiten auftreten. Beispiele hierfiir
sind die inverse Potenzmethode (Abschnitt 5.1) und das vereinfachte Newton-
"Verfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme (Abschnitt 6.6).

Wir bemerken, da die Zerlegungsmethoden weitere Anwendungen bei der
Eigenwertberechnung (5. Kapitel) finden.
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2.2. GauBsches Eliminationsverfahren

Das Gaufische Eliminationsverfahren wird meistens schon in der linearen
Algebra behandelt; auch in der Praxis hat es sich als ein sehr zugkriftiges Verfahren
zur Losung linearer Gleichungssysteme erwiesen. Wir wollen es so formulieren, dafl
man danach ein Computerprogramm schreiben kann und da die Rundungsfehler
bei der Durchfiihrung moglichst kleingehalten werden. — Die Eliminationsschritte
werden durch gewisse untere Dreiecksmatrizen beschrieben, deren Eigenschaften
wir zunichst zusammenstellen.

(2.2.1) Bezeichnung. Eine untere (n,n)-Dreiecksmatrix L = (/; ;)n,n) heiit normiert
genau dann, wenn gilt
li,i=l (i=1,...,n).

Bekanntlich bilden die normierten unteren Dreiecksmatrizen beziiglich Matrizen-
multiplikation eine Gruppe; wichtige Vertreter dieser Gruppe sind die folgenden
elementaren Dreiecksmatrizen:

(2.2.2) Definition. Essei vE€ {1, ...,n—1} fest, d eine Spalte im €" der Form

wobei die e; nach (2.1.6) erklirt sind. Es bezeichne €} die zu e, transponierte
(1,n)-Matrix, aiso die »-te Einheitszeile und hiermit

1\ 0

L,(d):=1-de} = 1
. 0

-8, 1
t
v-te Spalte

(2.2.3) Hilfssatz. Die L, (d) geniigen den folgenden Rechenregeln:
(i) detL,(d)=1,
(i) Ly(d)Ly(@d=I- deL - def, CEYN)
(iii) Ly, (dy) L, (dy) ... ka(dk) =1-d, e:'. - d;e:,’ T dke W€ <. Swy)
iv) @) '=L,(-4d);
(v) ist C (n,m)-Matrix mit den Zeilen c,,. so gilt fiir die Zeilen ¢ ,, von € := L,(d)C:
é'={c“ m=1,...»)
I R (m=v+l,...n).
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Beweis. (i) liest man an der Dreiecksgestalt von L, (d) ab, zu (ii) berechnet man
L,(d) L, (d) = (1~ del) (1 - de) = I - de! — de?, +(de}) (def,).

Zur Bestimmung des letzten Ausdrucks benutzt man die' Assoziativitit der
Matrizenmultiplikation, wonach gilt

(dep) (del) = d(efd) e}, = (ejd) de;, ,
letzteres, da ef,(i eine Zah! ist. SchlieBlich hat man

n n
eld=ef Z Sie; = Z i(ele))=0
i=u+1 i=p+1
wegen i +1 > p. Gleichung (iii) zeigt man mit einem Induktionsbeweis, in den die
Uberlegungen zu (ii) eingehen. Weiter berechnet man an Hand von (ii)

L@ Ld-=1,
womit (iv) bewiesen ist. Schlieflich wird in (v)
&= e;‘é = el (I - de})C = (e}, — e}, de})C = ¢}, — (e}, d) c}
mit
. _{0 ®@=0,...,v),
epd =
8y m=v+l, ... n).

Die Regel (v) des Hilfssatzes besagt, daf die Linksmultiplikation mit L, (d)
gerade Zeilenoperationen in C bewirkt, wie sie als Gausche Eliminationsschritte
von der linearen Algebra her bekannt sind. Als ersten Schritt beispielsweise zur
Losung des Gleichungssystems

ay,1X;+a; 23X+ 2; 3X3= b,
ay1X1+ 28y 23Xy + a3 3x3= by
a3 31X +a32X;+ a3 3X3=b;

subtrahiert man

a
a—j—'{ X 1. Zeile von der 2. Zeile,

»

43 . .
FYn X 1. Zeile von der 3. Zeile,

falls a, ;von Null verschieden ist. Im Fall a, ; =0 muf man vorher Spalten- oder
Zeilenvertauschungen vornehmen, die wir im folgenden durch Matrizenmultiplika-
tionen beschreiben.

Es bezeichne S,, die Gruppe der Permutationen, also der bijektiven Abbildungen
von {l1,..., n} auf sich.
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(2.2.4) Definition. Eine (n,n)-Matrix P heifit Permutationsmatrix, wenn es eine
Permutation = €S, gibt, beziiglich der e} y). ..., ek (n) die Zeilen von P sind, d.h.

n
P =Z €iCha)-
i=1

Als Eigenschaften der Permutationsmatrizen notieren wir

(2.2.5) Hilfssatz.

(i) P ist Permutationsmatrix genau dann, wenn eine Permutation ¢ €Sy,
existiert, beziiglich der eg(y, ..., eo(n) die Spalten von P sind; dabei gilt o = nt.
(ii) Mit P ist auch P* Permutationsmatrix.
(iii) Permutationsmatrizen sind orthogonal, d.h. P =P,
" (iv) Ist A beliebige (n,m)-Matrix mit den Zeilen a$, ..., a}, B(k,n)}-Matrix mit
den Spalten by, ..., by, so hat
PA die Zeilen  a%y, ..., a%G) .
BP die Spalten bg(yy, ....bo(n) -
(v) Die Permutationsmatrizen bilden eine Gruppe.
(vi) Diefir i,jE€{1,...,n} durch
Pi,j =1 (e; - ej) (ei - ej)'
definierten Matrizen sind Permutationsmatrizen, die zur Permutation © = id
im Fall i =j, m = Transposition von i und j im Fall i #j gehoren, ferner gilt

(vii) Pj="Pi;.
(viii) jede Permutationsmatrix lat sich als Produkt gewisser P; ; darstellen.

Beweis. In der Darstellung

n
P=Z eie:,(i)
i=1

verwenden wir als Summationsindex j = n(i), wonach

n
= 2: t
P ‘ |e"_,(j)ej
=

offenbar die Spaiten eo(y), ..., €g(n) Mit 0 =7"" besitzt und daher auch

. n
Pt =Z ejef,(j)
=1
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Permutationsmatrix ist. Damit haben wir (ii) und eine Teilaussage von (i) gezeigt;
die Umkehrung und damit die vollstindige Behauptung (i) erhalten wir durch Be-
trachtung von P! statt P. Offenbar bilden die Zeilen einer Permutationsmatrix ein
Orthonormalsystem beziiglich des iiblichen Skalarprodukts im €*, woraus (iii)
folgt. In (iv) erhalten wir die i-te Zeile von PA als

e{(PA) = (e{P)A =e A =2y
und die j-te Spalte von B als

(BP)ej = B(Pej) = Be,,(j) = bo(j) .

Die Einheitsmatrix ist Permutationsmatrix, die zu = = id € S,, gehort; nach (ii)
und (iii) ist mit jeder Permutationsmatrix auch ihre Inverse eine solche; es bleibt
zu (v) nur die Abgeschlossenheit beziiglich der Multiplikation zu zeigen. Dazu sei P
gemif (2.2.4), ferner

n
Q =Z eicra) (TE€S,)
i=1

vorgegeben. Nach (iv) besitzt PQ die Zeilen

n
e:r(i)Q=Z e:,(i)eje,t,(j)=e§o,,(i) (i=l,...,n),
j=1

und hiermit ist

(*) PQ =Z €ierona)

i=1
Permutationsmatrix, die zur Zeilenpermutation 7o n gehért.

Fiir die unter (vi) definierten Matrizen rechnet man unmittelbar
ef‘Pi,j=e:,(n) k=1,...,n)
mit den angegebenen Permutationen 7 nach. Die zu (vii) dquivalente Aussage

P =1
erhilt man durch Ausmultiplizieren oder aus (*) unter Benutzung von 7%= id.
Ist P beliebige Permutationsmatrix zur Zeilenpermutation o, so lfit sich o als end-
liches Produkt gewisser Transpositionen schreiben. Das Produkt der entsprechen-
den P; ;,in der umgekehrten Reihenfolge notiert, liefert P, wie man aus (*) induktiv
folgert.

Uber das GauBsche Eliminationsverfahren notieren wir den

(2.2.6) Satz. Es sei A (n,k)-Matrix, B (n,l)-Matrix. Wir behaupten:
(i) Es existieren eine (n,n)Permutationsmatrix P, eine (k,k)-Permutationsmatrix Q,



32 2. Lineare Gleichungssysteme, Eliminations- und Zerlegungsmethoden

eine normierte untere (n,n)-Dreiecksmatrix L, eine obere (n,k)-Dreiecksmatrix R
und eine (n,1)-Matrix S mit

PAQ=LR, PB=LS.
(i) Fiir (k,I)' -Matrizen X und Y mit
X=QY
hat man
AX - B <= RY=S.

Wir bemerken, dafl PAQ aus A nach (2.2.5, iv) durch Permutationen von
Zeilen und Spalten entsteht. Eine Zerlegung ohne Zeilen- und Spaltenpermuta-
tionen, also

A=1LR
ist nicht allgemein mdoglich. Wir werden darauf noch eingehen.

Den Beweis des Satzes fiihren wir iiber ein Konstruktionsverfahren: Man
definiert

(1) (n (1) (1)

€1 Sk | Stker o Sk
c.=(A,B) = :

(1) (1) (1) (1)

o O] ey Dy

und betrachtet zwei Fille: )
) cgjj) =0 firalle i=1,...,n; j=1,...,k, also A=0.
Dann ist mit )

P=L=1I, Q=I, R=A, S=B
die gesuchte Zerlegung bereits angegeben.:

() ImFall,daf ein ¢{? #0 (1 £i<n, 15jSk) existiert, wahlt man ein der-
artiges C?)j # 0. Man bezeichnet dann die Zeile Nr. i, als Pivotzeile, die Spalte

Nr. j, als Pivotspalte und cgl) ; als Pivotelement. Die Wahl des Pivotelements muff
1931

in einem Programm nach einer festen Vorschrift erfolgen; es sind folgende Auswahi-
vorschriften gebriuchlich:

(2.2.7) Diagonale Pivotwahl: Man wihlt

c(l')1 (beim v-ten Eliminationsschritt ¢*))
. v,v

als Pivotelement. Dies ist nicht immer moglich, da c‘ll)l Null sein kann.
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(2.2.8) Halbmaximale Pivotwahi: Man wihlt die 1. Spalte (beim v-ten Schritt die
v-te Spalte) als Pivotspalte und bestimmt ein i, mit

(M | = max | i ® | = max |c®
Iei,, o) = max Il Gpiter |c7),1 = max L)),
Diese Pivotwahl ist méglich, wenn die 1. Spalte nicht aus lauter Nullen besteht.

(2.2.9) Maximale Pivotwahl: Man wihlt ein Indexpaar (i,,j;) € {1, ...,n} X {1,
mit
m = W= -
lci.,j,' max{lci'jl ti=1,...,n; j=1,...,k},
(beim v-ten Schritt entsprechend

[c®) |-max{|c(">| i=v,...,n; j=v,....k}.

ip, v

Diese maximale oder totale Pivotwahl ist immer méglich.

33

ok}

Anschlieend definiert man nach (2.2.5, vi) die (n,n)- bzw. (k,k)-Permuta-

tionsmatrizen
PD=p,; , QW=p,;
sowie
Q(‘) _ Q(l) 0
0 I K+l k+1)
und setzt hiermit
0 o | Wy 0
CW=pOcMGW = | : : :
0 |

so dal nunmehr é(l')l = c?)j # Q gilt. Durch Ausmultiplikation der Teilmatrizen
erhilt man ’ i

&) = PV AQM), P B).

Weiter wird

- Z

lln

und hiermit

C®.=1,(d,)C®
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definiert, so daB nach (2.2.3,v) C® die Form

2 2 (2)

cl)l c(l)2 ............. D
2 @)

c® = C(2 )2 ............. s
; ’z O

0 cf‘)z Cok+l

erhilt, wobei ¢(?) =é<l'} fir j=1,....k+/ gilt.

Beim 2. Konstruktionsschritt kann als [. Fall cgzj) =0 firalle 2< i< n,

2 £ j £ k eintreten; dann ist das Verfahren abzubrechen. Sonst wihit man ein

Pivotelement c?)j #0 (2, £ 10, 25 j, £ k) nach der schon beim ersten
272

Schritt angewendeten Vorschrift (2.2.7), (2.2.8) oder (2.2.9) und setzt

@)
PO=Pyi,, QP=Py;,, Qm:(q_l—g) '
0 U/t ken)

a(2) a2 (2)
i °1,)z RSy o
A2 2
) ch.)zn...‘,....,c()k”
¢ = p@ ¢ @ = .
) 2 (2)
0 cf")z............cnk”
AnschlieBend konstruiert man C® =L, (d,)C?® mit d, = Z N
so da C® die Gestalt ' 2 2
3) 3 3) (3)
o) o ) D
3) 3 (3)
0 €2 S23 o o kel
o = Fommm—memmseoo
(3) (3)
0 OIC Ceeee s O3k
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besitzt. Nach der gleichen Methode fihrt man fort, bis das Verfahren nach (m —1)
Konstruktionsschritten — mit m < min(n, k + 1) — bei einer Matrix C{™ der Form

(m) (m (m) | (m)
C S12 o Sk : cre ket
(m) _ (m) (m) | (m)
c(m) - 0 cz‘,“2 e G : Cokri
N !
AN ]

endet. Der erste Teil von C{™, den wir mit R bezeichnen wollen, besitzt die ge-
wiinschte obere Dreiecksgestalt; die Matrix aus den letzten ! Spalten von C(™
bezeichnen wir mit S. Nach Konstruktion gilt

(2.2.10)

€™ = Ly -1 (4 <)) P Ly (A -2) K™ 2. Ly (0 POCOGD, . QD

wobei offenbar Q := QM ... Q™Y mit einer (k,k)-Permutationsmatrix Q die
Darstellung '

. [Qlo
Q'(o 1,)

besitzt. Wir zeigen nun
(22.11)  P;L,(d,) =L, (P; ;d,)P; G,j>v).

Dazu berechnen wir

P, ;L,(d,) =P; ;= P; jd,ef =P; ;= (P ;d,) (e} Py ;) = Lo (P 5d,)Py 55
dabei beachten wir, daf fiir i,j>v e} P; ; = e} gilt. Da auBerdem P; je, fiir alle
k2 p+1 eine der Einheitsspalten e, 4, ..., e, liefert, besitzt

n

Piids= D Bu(Pijen)

p=v+1
eine Darstellung wie d,, so daB L, (P; ;d,) elementare untere Dreiecksmatrix wird.

Aus (2.2.11) folgt fir »=1,2,...,m~-2
pPim-_ p+D] (d,) =L, @™V pE*g,)pm-D  pe+y,
Dementsprechend gewinnen wir mit

d,:=Ppm-n__p+hg, @w=1,...m-2),
am-‘ = dl'n-l' P:= P(m-l)...P(l)
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und den elementaren unteren Dreiecksmatrizen L,(d,) aus (2.2.10) die Beziehung
(22.12) C™=L, @m-1)" ... -Li@d)PCOQ.
Man setzt
L=[Lm-1(@m-1) ... Li@)™",
also nach (2.2.3), (iv) und (iii)
(22.13) L=I+dsel+...+dp_set_;

und erhilt hiermit aus (2.2.16)
0
L(R,S) = P(A,B) ( 8 Il) = (PAQ, PB),

so wie im Satz behauptet. Die Aussage (ii) des Satzes folgt unmittelbar durch Ein-
setzen.

Beim Programmieren der Gauf-Elimination wire es einigermafien umstind-
lich, die Zeilen- und Spaltenvertauschungen durch Umspeichern zu realisieren;
statt dessen bringt man die entsprechenden Permutationen in INTEGER-Zahlen-
felder und benutzt sie zur Indizierung der Matrixkdeffizienten. Um die Gauf}-
Elimination in dieser Form zu beschreiben, bemerken wir, da} (2.2.12) statt fir m, -
entsprechend abgeiindert, auch fiir alle » mit 2 £ » £ m gilt; mit P,, Q,, definiert
durch

P, =1, P,=pP¢-D. .pO» wz2),
QI=Ik+lv Ou=0(v-l)'---'c(l) »z22)
und gewissen unteren Dreiecksmatrizen L®? sind die C® durch

(22.14) CP=1¥@,cVQ,) ®=1,...,m)

darstellbar. Bezeichnet 7, €S,, 0, € Sy 4 die durch
ef‘P,,=e:,p(x) k=1,...,n), Q,,e,c=ea"(,() «=1,...,k+])
festgelegten Permutationen, so gilt nach (2.2.5, iv) die Darstellung
DA = (D
B.CPQ = (5, 0y nks -
Diese Tatsache legt es nahe, die Matrizen C® durch Koeffizienten 1}"; in der Form

Y,
€ i= U, 000 cr
zu beschreiben. An Speicherplatz benétigt man im wesentlichen ein INTEGER-
Zahlenfeld der Linge n fiir die 7,,(i) (i=1, ..., n), eins der Linge (k + /) fiir die
0,(j) und ein REAL-Feld der Dimension n X (k + 1) fiir die 'y(”j’ — der Index v

wird zur Indizierung der Felder im Programm nicht gebraucht.
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Durch Ubertragung auf die angegebene Schreibweise gewinnen wir aus dem
Beweis von Satz (2.2.6), getrennt nach den Méglichkeiten der Pivotwahl, die
folgenden Algorithmen der Gauf-Elimination:

(2.2.15) Algorithmus bei maximaler Pivotwahl:

(i)  Man setzt m,(i) =i, 6,G)=j, 7§1j)=cf‘j) G=1,...,n;j=1,.., k+0).

Fir v=1, ..., min {n—1, k} lautet der v-te Eliminationsschritt, solange das
Verfahren nicht vorher abgebrochen ist:
(ii) {W'zi.hle (ip, ) E{v,. n}X {v,...,k} mit
ii

v max{l'y lti=v,...,n; j=v, .. k}.

"v(lv)»ov(ju)l "v(l) oy(j)
Ist dieses maximale Element Null, bricht das Verfahren hier ab, sonst setzt man
(iii) Ty 1 (V) =1(i)s Moy (i) = (), T4 (i) = m(i) sonst,
(V) 0,41 =0,G), 0p41Gp) = 0,(), 0y +1(j) = 0,(j) sonst ,

und bestimmt C®*1 durch die folgenden Beziehungen, in denen kurz 7 :=m,,,,
0 :=0,,, gesetzt ist:

@ +1) . (V) i= ci= :
(V) 7_”(1) 0(]) ‘R(i),ﬂ(j) (l 17"-;’); J 1’ --'ak+l)s
i +1) 1=
(vi) Yo o6 = =0 (i=v+l1,...,n),
und weiter mit
N _
(Vi) degiy,o0) = —;';()‘lﬂ'i (i=v+1,...,n):
Yrv),00)

i) 4®tD . _.0) —d_,. ®) i= ci=
(viii) Yat0G) = Tnty.oG) d,,(,),,,(,,)'y"(v) o) (iz=v+l,...,n;j=v+l,..,k+l).

Da die 7("" 1 die gleichen Speicherplitze wie die 7("’) belegen, erscheint (v) nicht
als Anwexsung in einem Programm. Auf das Abspeichern der Nullen in (vi) kann
man verzichten und statt dessen die dn, o) nach (vii) einspeichern: vergleiche
dazu (2.2.20)!

Fiir die einfacheren Fille notieren wir gegeniiber (2.2.15) folgende Ande-
rungen:
(2.2.16) Algorithmus bei halbmaximaler Pivotwahl:
Man setzt o, = id fiir alle », dann eriibrigt sich ein Speichern der 0, (j), und die
Vorschrift (iv) in (2.2.15) entfillt; (ii) ist durch

Wihle i, € {v, ..., it
(..,){ e i, €{v n} mi

my(iv),v m(i), v

n
W = max @ |
i=v

Zu ersetzen.
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(2.2.17) Algorithmus bei diagonaler Pivotwahi:
Es ist stets
m,=id, o0, =id
zu setzen, die Vorschriften (ii), (iii) und (iv) in (2.2.15) entfallen.

In dem wichtigen Spezialfall
k =n, A invertierbar, /=1, also B=beg¢"
wollen wir die Losung x = (xi):‘=l des Gleichungssystems
Ax=b
angeben. Nach der Behauptung (ii) von Satz (2.2.6) haben wir das Gleichungssystem
Ry =s
zu losen, wobei R wegen der Invertierbarkeit von A eine invertierbare obere Drei-

ecksmatrix ist, die wir zusammen mit s nach m = n Eliminationsschritten erreichen.
Nach unserem Algorithmus haben wir mit

mi=TM,, 0:=0q
die Darstellung

= (v = (~(M)
R= 0,00 mm 5= Ontpnet)i=g
letzteres wegen o(n+1)=n+l. y= (yi):‘=l hat wegen x = Qy die Komponenten
yi=e:y=e:Q‘x=(Qei)'x=x,,(i) (i=1,...,n).

Lift man den oberen Index n in den Koeffizienten von R und s weg, so ergibt
sich aus (2.1.4) durch einfaches Einsetzen:

X _ Yrm),n+1
(2.2.18) ™ Ve, o) ]
1
Xo@w) = “71r(v),o(v) <7n(v),n+l_ Z Yn),a() x,,(j)) (y =n-1,..., 1),
j=v+i

In der bisherigen Formulierung der Gau88-Elimination wird die permutierte
erweiterte Koeffizientenmatrix (PAQ, PB) des vorgegebenen Gleichungssystems
zerlegt; dabei sind die wegen der Pivotwahl auftretenden Permutationsmatrizen P
und Q von B unabhingig. Wenn wir die Matrix B weglassen, was dem Fall /=0
entspricht, bekommen wir einen Algorithmus zur Zerlegung

PAQ =LR.
Hiermit 14t sich die Determinante einer (n,n)-Matrix A Berechnen. Man hat nimlich

det A = (det P)™' (det Q) ' det L det R,
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wobei mit den zu P und Q gehorenden Zeilen- bzw. Spaltenpermutationen 7 und ¢
offenbar

detP=signm, detQ=signo, detL=1

gilt. Das Vorzeichen von m =my,, im Fall der halbmaximalen und maximalen Pivot-
wahl bestimmt man wegen (2.2.15, iii) rekursiv durch

. _ signm,, falls i, =v,

SEv 1= | _ignm,, falls i, £ ;

ebenso wird bei maximaler Pivotwahl signo ermittelt. Mit den Diagonalelementen
von R ergibt sich schlieBlich als

S (m)
i = Vo 0, om®

(2.2.19) Bemerkung.

n

det A =signz-signo- TUr; ;.

i=1
Wir kehren zum allgemeinen Fall der (n,k)-Matrix A zuriick. Um nach der
Zerlegung der nicht erweiterten Koeffizientenmatrix in
PAQ=LR

die Matrixgleichung AX =B zu lésen — vergleiche (2.1.12)! —, miissen wir S als
die Losung von

LS=PB

berechnen und benétigen dazu die explizite Darstellung von L.

(2.2.20) Bemerkung. L = (4i,)(n,n) besitzt die Koeffizienten

1 @i=j)
hi= dnm@, omi  G>0)
0 sonst ,

wobei die Grofien
d"’v+l(i)-°v+l(”) (lévém-l;v+1§i§rl)
durch (2.2.15, vii) erklirt sind.

Der Beweis wird dem Leser als Ubungsaufgabe 2.3 iiberlassen. Insbesondere
erfordert die Bestimmung von L keine zusitzlichen Rechenschritte.

Den Rechenaufwand der Gau-Elimination wollen wir nur fiir den Fall
k 2 n, m=n bestimmen. Die Ausfiihrung von (2.2.15, vii) beim »-ten Schritt
(1S v < n—1) erfordert (n— ) Divisionen, hinzu kommen (n - ) (k + I —v)
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Muitiplikationen nach (2.2.18, viii). Als Gesamtzahl der Multiplikationen und
Divisionen erhilt man

n-1 n-1
Z (n—v)(k+I+l—u)=Zy(k+I+l ~n+u)=
v=1 u=1

=(k+/+1~n)

n(n—-1) n(n-1)2n-1) nn-1) +
3 + 3 = 3 (k+1+l—%—>.

Besonders wichtig ist der Fall k = n, /=0; wir notieren die

(2.2.21) Bemerkung. Ist A (n,n)-Matrix, so benotigt die Zerlegung
PAQ=LR

. gerade

1n(n~1)(n +1) Operationen.

Zur Losung von Ax =b ist s mit Ls =Pb zu berechnen. Bei expliziter Auf-
16sung des Gleichungssystems Ls =Pb benétigt man, wie man analog zu (2.1.5)
zeigt, + n(n—1) Operationen. Um die gleiche Zahl von Operationen wichst der
Rechenaufwand gegeniiber (2.2.21), wenn man s durch Zerlegung der erweiterten
Matrix (PAQ, Pb) = L(R,s) bestimmt. Schirfer zeigt man, da} alle Rechenschritte
und Zwischenergebnisse iibereinstimmen, gleichgiiltig ob man s iiber das ent-
sprechende Gleichungssystem oder zusammen mit der Zerlegung von PAQ er-
mittelt. Fiir welche der Moglichkeiten man sich entscheidet, ist also nur eine Frage
der Programmorganisation. Wir erhalten zusammenfassend, wenn wir den Rechen-
aufwand zur Losung von Ry =s nach (2.1.5) beriicksichtigen, den

(2.2.22) Satz. Die Losung des Gleichungssystems Ax =b mit der invertierbaren
(n,n)-Matrix A,dem (n,1)-Vektor b unter Benutzung der Gaug-Elimination
erfordert

103+ n?-3 Multiplikationen bzw. Divisionen.

Zusitzliche Rechenzeit benotigen die Vergleichsoperationen (2.2.15, ii) bzw.
(2.2.16, ii"), deren Anzahl bei maximaler Pivotwahl etwa der Zahl der Multiplika-
tionen entspricht, bei halbmaximaler Pivotwah] erheblich geringer ist. Im Folgen-
den geben wir Bedingungen an, unter denen halbmaximale und diagonale Pivot-
wahl méglich ist. ) .

(2.2.23) Satz. Im Fall einer (n,k)-Matrix A mit k £ n und 1g A =Xk, speziell bei
invertierbarer (n,n)-Matrix A, ist die Gaup-Elimination mit halbmaximaler Pivot-
wahl durchfiihrbar; das Verfahren bricht erst nach m —1=min {n—1,k}
Schritten ab.

Beweis. Da die Matrix B keinen Einfluf auf die Pivotwahl hat, betrachten wir die
im Beweis zu (2.2.6) auftretenden C® fiir den Fall /=0. Wegen rg A=k besitzt
A keine Nullspalte, daher ist beim 1. Eliminationsschritt das Pivotelement aus der



2.2. GauBisches Eliminationsverfahren 41

1. Spalte wihlbar. — Nach (v — 1) Eliminationsschritten (2 £ v < k) mit halbmaxi-
maler Pivotwah! erhdlt man

) @)
C T
0 \
: )
co = :\c”"’"'l
. ®
. 0 cu,v
® ¢
0....... 0 Gy e eeee ¥
Unter der Annahme
®=.=c® =0,
v n,v

wiren die ersten v Spalten und damit alle k Spalten von C® linear abhingig;
dagegen folgt aus (2.2.14), niimlich
C® =1¥p,A,
die Beziehung
rgC® =rgA=k

und hieraus die lineare Unabhingigkeit der Spalten von C® ImFall v<Sm-1
kann also der v-te Eliminationsschritt mit einem Pivotelement aus der »-ten Spalte
durchgefithrt werden.

Da bei der halbmaximalen Pivotwahl keine Spaltenvertauschungen auftreten,
bemerken wir zur Gestalt von C®) die Bezichungen

ci("j)=é§i)j (Igigv-1;iLjs k).
Bei diagonaler Pivotwahl fallen auch die Zeilenvertauschungen weg, nach (v —1)
Eliminationsschritten (v 2 2) erhalt man die Gestalt

m m
cl'1 ....................... cl,k
0 @ ®
. 2,2 2,k
2224) (®= i\o\c‘"’ ;
. v,V
® ®
0..... 0 Cop rrremrens c“",k
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Unter der Annahme, daf diagonale Pivotwahl bis zum letzten Eliminationsschritt
mdglich ist, werden P und Q zu I, bzw. Iy, was die Zerlegbarkeit von A in
A=1R
nach sich zieht. Diese Zerlegung ist nicht immer moglich, als Gegenbeispiel betrach-
ten wir eine beliebige invertierbare (n,n)-Matrix A =(a; j)(n,n) Mit a1,; = 0. Aus
A=LR, L= (Ii.j)(n,n), R= (ri.j)(n,n)
wiirde die Invertierbarkeit von L und R und damit
43,150,111, #0

~ folgen. — Prinzipiell ist die diagonale Pivotwahl nicht zu empfehlen, auch wenn sie
durchfiihrbar sein sollte ; es konnen niamlich sehr grofle Koeffizienten von L auf-
treten und numerische Instabilitit verursachen: man vergleiche dazu die Ubungs-
aufgabe 2.1 und die Ausfiihrungen des Abschnitts 3.6: dort wird auch auf die Frage
der Rundungsfehler bei maximaler und halbmaximaler Pivotwahl eingegangen.

Eine wichtige Klasse von Matrizen, die eine LR-Zerlegung besitzen und sich

eventuell zur Gau3-Elimination bei diagonaler Pivotwahl eignen, bilden die positiv
definiten Matrizen. Wir wollen das Skalarprodukt im €" wie iiblich durch

n

@) i=ym= N T (= (g, Y = (1), €CY

i=1

erkliren. Eine komplexe (n,n) -M;trix A heifit bekanntlich positiv definit, wenn A
hermitesch, also A = A* ist und zusitzlich

VXEC", #0 (Ax,x)>0
gilt. Wir zeigen dazu den
(2.2.25) Satz. Eine positiv definite (n,n)-Matrix A besitzt eine LR-Zerlegung, und
die Diagonalelemente von R sind positiv.
Beweis. Wir haben

C(ll;)l=a|‘l=(Ae|, e|)>0 )
nach Voraussetzung, daher ist der erste Eliminationsschritt ohne Vertauschungen
mdglich. Nach (v — 1) Eliminationsschritten, ohne Vertauschungen durchgefiihrt,
erhalten wir C®) in der Gestalt (2.2.24) mit k = n, und nach (2.2.14) wegen
P,=Q,=1

o) = 1@ A
mit einer normierten unteren Dreiecksmatrix L®) := (Ii(”j))(n e Fiir

x:=L®"e, #0
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gilt nach Voraussetzung
0< (Ax,x) = (Ax,L?"¢,) = (LPAL?"e,, ¢,) = (CPL? e, ¢,) =

n
= @C AP )= ) T =,
isv

letzteres wegen der Form von L®. Ist v £ n—1, laBt sich auch der v-te Elimina-
tionsschritt mit cl(l"z) als Pivotelement durchfiihren. SchlieBlich wird

m m
cl,l “ e cl,n
R=C™ =
0 :
o™
n,n

it c® =
mit c:">0 v l_,...,n).

2.3, Kompakter GauR-Algorithmus

Wir betrachten wieder das Gleichungssystem
Ax =B

mit einer (n,k)-Matrix A und einer (n,/)-Matrix B. Dabei setzen wir voraus, dal
k >n ist und im Sinne von Satz (2.2.6) (n—1) Gauf-Eliminationsschritte bei
diagonaler Pivotwah! ausfiihrbar sind. Dann gilt fiir

C:=(A,B)
die Dreieckszerlegung
C:=LC®

oder ausgeschrieben, mit m :=k +{:

(1) (1)

0 \c‘") )

an’"Vnm
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also

cij= Z e ¥ +c® fur i<,
(23.1)

j
cij= Z dj i <) fiir i>.

_ Auf Grund dieser Beziehung lassen sich die Koeffizienten von L und C™ in geeig-
neter Reihenfolge rekursiv berechnen. Wir gehen nach Crout vor, indem wir fir
v=1,...,n die v-te Zeile von C™ und anschlieBend die v-te Spalte von L bestimmen.

Wir erhalten als
(2.3.2) Algorithmus bei diagonaler Pivotwahl .
c(': =y G=t,...,m),
i C;
® l &y := —;ﬁ i=2,...,n)
11

und fir »=2,3,...,n

v-1
(“) 1=
O iz opym S bl G=v,...,m),
(ii) .
di.v (v) (l Zdl,‘c(")) =p+1,...,n), falsysn-1.
u.v

Zur Veranschaulichung des Algorithmus und zum Rechnen von Hand verwenden
wir ein rechteckiges (n,m)-Schema, in dem auf und oberhalb der ,,Diagonalen‘ die
Koeffizienten von C(™, unterhalb der Diagonalen die d; , eingetragen werden.
Das Schema wird in der nachstehenden Reihenfolge ausgefiilit:
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Sobald die ersten (v — 1) Zeilen und Spalten des Schemas eingetragen sind, berechnen
wir im (2v — 1)-ten bzw. (2v)-ten Schritt die v-te Zeile und v-te Spalte gemif folgen-
der Skizze:

Spalte v Spalte j(2 v)
{ {
[4
b y
—ut | c® c® « Zeilev
v, v V,]
FAa'WV\A 4, «Zeilei(Zv+1)

Mit den — von v, i, j abhingigen — (v — 1)-Vektoren
u=(d v -1 V=(C(K). v -1 a=(d Y- 1 b= (c(x) y- -1

v,kK=1" Kjk=1 i,k’k=1’ KK =1
ergibt sich nimlich

- = t
cf)”i =¢,j~u'v, dj,= Ko (ci,» —a'b).

Wenn man in dem hier betrachteten Fall der diagonalen Pivotwahl — d.h.
m,=id, o, =id, 7(i”)j = c(i")j — die Formeln (2.2.15, viii) beziiglich » aufsummiert,

so erhilt man fir u < min {i, j}

I
(M) = - 0
i S, i Z dl,K 'S
k=1
Wendet man also die in (2.3.2, ii) auftretenden Rechenoperationen in der natiir-
lichen Reihenfolge an, so sind die Zwischensummen die gerade erwihnten c(“)

bzw. c(“) (1 £ v). Daher stimmen samtliche Rechenschritte im kompakten GauB-
Algontﬁmus mit denen der ausfiihrlichen Form der Gauf-Elimination iiberein. Da

die Zwischenergebnisse nicht explizit erscheinen, liefert der kompakte Gauf3-Algo-
rithmus fiir das Rechnen von Hand ein knappes und iibersichtliches Rechenschema.

(2.3.3) Zahlenbeispiel. Wir betrachten das Gleichungssystem Ax =b,

L1 31 18 23 1,2
32 -41 25 83 34
47 021 67 19 5,6
05 73 13 71 73
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Aus der erweiterten Koeffizientenmatrix C = (A,b) berechnen wir mit 3-stelliger
dezimaler Gleitkommarechnung das Schema:
R s

LI0 3,10 18 230! 120

291 13,1 -274  161!-00900
L | 427 0992] 173 -952| 0,569
0455 -0450 -0433] 2,671 696

und hieraus durch Losung von Rx =s:
Xg =261, x3=146; x,=-273; x,=-205.

Zum Vergleich notieren wir die auf 3 Dezimalstellen gerundeten Komponenten
der exakten Losung:

X4 =2,62; x3=14,7, x,=-275; x;=-208.

Zum Programmieren bietet der kompakte Gaufl-Algorithmus nur dann Vor-
teile, wenn die Maschine Skalarprodukte von Vektoren mit erhohter Genauigkeit
rechnet (akkumulierende Gleitkommarechnung, vgl. Wilkinson [31], S. 28 ff.).

Wegen der diagonalen Pivotwahl kann das Verfahren numerisch instabil
werden oder ganz versagen. Beim Rechnen von Hand sieht man wihrend der
Durchfiihrung, ob ein Diagonalelement Null wird oder zu grofe Koeffizienten
von L entstehen, und kann sich gegebenenfalls durch Zeilenvertauschungen korri-
gieren. Im Beispiel (2.3.3) ist der grofite Koeffizient von L kleiner als 5, daher
gelangen wir ohne Zeilenvertauschungen zu einer numerisch akzeptablen Losung.

Maximale Pivotwahl ist im kompakten Gau8-Algorithmus nicht moglich; wir
wollen eine Variante mit halbmaximaler Pivotwah! angeben.

Dazu setzen wir, schwiicher als bisher, voraus, daf (n —1) Gau-Eliminations-
schritte bei halbmaximaler Pivotwahl méglich sind, so daf gilt
wahl méglich sind, so daB gilt

PC =LC™,
wobei die Permutationsmatrix P durch 7 € S, mit efP=e!  (i=1,...,n)

beschrieben sei. Wir setzen m =k +/ und — vgl. (2.2.16), (2.2.20) —

C=(idmmy L= m. €= (7?0).1')("-'“) :

Durch Ausmultiplikation erhalten wir
i1
R - . i .
@ Tm@i= b1t 10 firis,
(234) k=1

i
() e, = Z. drgyn Yoy s fiir .
K=
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Die Permutation = ist durch die im Algorithmus (2.2.16) auftretenden

T, (v=2,...,n) als 7 =n, gegeben; auf Grund der Rekursionen (2.2.15, iii), in
denen wegen (2.2.16, ii’) stets i, 2 v gilt, haben wir

(*  m (@) =m() = 7(@) (i=1,....v-1)

und folglich

(%) (m@),...,m@)} ={7@),...,71(n)}.
Die zur Pivotwahl nach (2.2.16, ii") bendtigten 'y(
wegen (2.2.15, vii) und (*#) den Gleichungen

) = .0 i=
Tatiw = ﬂ(v)’"d"(i),v (i=v+1,...,n)

und besitzen daher nach (2.3 4, ii) mit j =v bzw. (2.3.4,i) mit i=j=v die
Darstellungen

. (i=v,v+1,...,n) geniigen

v-1

(") = —_ (") 1=
235 1 =T~ D, br Yo (=¥

k=1

Nach diesen Vorbemerkungen notieren wir den
(2.3.6) Algorithmus bei halbmaximaler Pivotwahl.

1. Schritt: Man wahlt iy € {1, ..., n} mit |y, ,| =rin:alx|‘yi'1|, setzt
m () =i, m@)=1, m@)=i sonst

und weiter A

O P Tmwi  G=1..,m),

(i) dr, @1 - Imant @i=2,...,n).

7n (1),1
V-ter Schritt (2 £ v £ n): Unter der Annahme, daf ,, und die Koeffizienten

‘y"vm fir 1Si<v~1, i$j< m sowie dpyy,j fir 1SjSv-1,j+1sisSn
vorliegen, berechnen wir

v-1
(iii) ‘Yf:':(i)'y = Yy Giyw Z Ao, i), & Yy (), v @i=v,...,n).

k=1

Im Fall v £ n—1 wihlen wir i, nach (2.2.16, ii') und bestimmen =, nach
(2.2.15, iii); fiir v =n wird 7,4, =m,. Da mit (iii) bereits das Pivotelement

'7”p+ O berechnet ist, setzen wir weiter:

v-1
@) 7, 005 = T Z dry 1k Try i G=v+1,...,m)

k=1
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undimFall v<n-1:
() d"vﬂ(i),":—ﬁ_l_ 75:,)“@),-: (i=v+l,...,n).
71!;, +1(0),v

Wir wollen nachweisen, da} die so konstruierten Grofien den Beziehungen
(2.3.4) und (2.3.5) geniigen: auf Grund von (#) entsprechen (i) und (iv) den
Gleichungen (2.3 .4, i) mit i =1 bzw. i = v; auBerdem darf man in der in (iii) auf-
tretenden Summe m, (k) durch m(k) ersetzen. Weiter folgern wir aus (**), daf (ii)
und (iii) den Beziehungen (2.3 .4, ii) mit j =1 bzw. (2.3.5) entsprechen, wobei
nur die Reihenfolge der Gleichungen gedndert ist. Durch Einsetzen von (iii) ergibt
sich schlieBlich die Aquivalenz von (v) zu (2.3.4, ii) mit j =». — Bei vorgegebenem 7
sind die Koeffizienten von L und C(® durch (2.3.4) eindeutig bestimmt, wie man
durch Induktion zeigt (vgl. (2.3.2)!); daher werden mit (2.3.6) die gleichen Zerle-
gungsmatrizen L und C® wie im Algorithmus (2.2.16) berechnet. Wie man sich
iiberlegt, stimmen dabei auch die jeweiligen Zwischenergebnisse iiberein.

Bei Verwendung von (2.3.6) zum Rechnen von Hand kommt man nicht
mehr mit einem (n,m)-Schema aus: sobald nimlich die ersten (v — 1) Zeilen von cw
und (v — 1) Spalten von L vorliegen, sind zuerst die Hilfsgréfen in (2.3.6, iii) zu
berechnen, und nach der Pivotwahl miissen in C und in den schon bekannten
Spalten von L die Zeilen permutiert werden, erst dann werden die v-te Zeile von
C(™ und v-te Spalte von L erginzt. Wir iiberlassen es dem Leser, sich dieses Vor-
gehen an Hand der Ubungsaufgabe 2.6 zu verdeutlichen. — Zum Programmieren
ist der Algorithmus (2.3.6) besonders dann zu empfehlen, wenn die Maschine die
auftretenden Produktsummen mit erh6hter Genauigkeit rechnet.

2.4. Cholesky-Zerlegung

Die Cholesky-Zerlegung liefert ein dem kompakten Gau8-Algorithmus ver-
wandtes Verfahren bei positiv definiten Matrizen, das auf die Symmetrie dieser
Matrizen besser eingeht. Wir notieren zunichst

(2.4.1) Hilfssatz. Es sei A eine invertierbare (n,n)-Matrix mit einer LR-Zerlegung.
Dann besitzt A eine Darstellung

A=L1DM,

in der L eine normierte untere Dreiecksmatrix, M eine normierte obere Dreiecks-
matrix und D eine Diagonalmatrix bezeichne. Diese Zerlegung ist eindeutig.

Beweis. In der Darstellung A = LR ist R = (r; ;)(n,n) invertierbare obere Dreiecks-
matrix, die wir wegen r; ; # 0 als

R =DM, D :=diag(ry,;,...,Tn,n)

schreiben konnen, womit die Existenz der angegebenen Zerlegung gezeigt ist.
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Zum Nachweis der Eindeutigkeit nehmen wir zwei Darstellungen von A mit den
angegebenen Eigenschaften, also

A =LDM = LDM
an. Dann wird D, definiert durch
D:=L'LD=DMM™!
Bleichzeitig obere und untere Dreiecksmatrix, also Diagonalmatrix. Da L7'L und

MM ! normierte Dreiecksmatrizen sind, liefert ein Vergleich der Diagonalelemente
D=D=D und daherauch L'L=MM™*=1, d.h. L=L und M =M.

Die theoretische Begriindung der Cholesky-Zerlegung ist der
(2.4.2) Satz. Zu einer positiv definiten Matrix A gibt es eine obere Dreiecksmatrix R
mit
A=R*R.
Beweis. Nach Satz (2.2.25) erfiillt A die Voraussetzung von Hilfssatz (2.4.1), und
in der Zerlegung

A =1LDM

sind die Diagonalelemente von D nach Konstruktion positiv. AuBerdem ergibt sich
A = A* = M*D*L* = M*DL* ,

mithin wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung L = M*. Bezeichnet

D = diag(d,, ..., dg), so setzt man

VD =diag(\/dy, ...,v/d,), R=+DM

und hat hiermit

A= (M*V/D)(vVDM)=/DM)* /DM)=R*R,
Was zu zeigen war.

Zur Herleitung des entsprechenden Algorithmus setzen wir A = (a;, PDnan)»
R= (ti,j)n,n) und erhalten aus A=R*R fiir die a; ; mit j 2 i die Beziechungen

n i
(243) a2, =VTing= Y ity (1gign; i<jsn).
s} K,1°K,) K,i'K,j =il=0n, 1=2]=2

Da nach Satz (2.4.2) die 1;,; = \,/t_fl > 0 gewihlt werden konnen, ergibt sich hieraus
der
(2.4.4) Algorithmus der Cholesky-Zerlegung.
Wegen a, ; =|ry ;1> mit r;; >0 und a;;=Ty,353,; G=2,...,n) setzen wir

1 =Vay,, (>0),
(6)]
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Fiir 2 £ i £ n setzen wir nach Berechnung der ersten (i— 1) Zeilen von R

i-1 i
G) ;= (ai,i—Z |rn,i|2)
k=1

und im Fall i £ n—1 anschliefend

1 S .
(iii) 53T T (ai'j—Z r,"ir,‘,,-) G=i+l,...,n).
! k=1

Im Verlauf des Algorithmus sind n Quadratwurzeln zu berechnen, hinzu
kommen [(n—i + 1) i — 1] Multiplikationen bzw. Divisionen zur Bestimmung der
i-ten Zeile von R. Durch Aufsummieren erhalten wir: _
(2.4.5) Bemerkung. Die Cholesky-Zerlegung einer positiv definiten (n,n)-Matrix A
benotigt

n Wurzelberechnungen und

2 n(n®+3n-4) = } n® Multiplikationen bzw. Divisionen.

Bei groem n fallen die Wurzeln gegeniiber den anderen Rechenoperationen
nicht sehr ins Gewicht; wie ein Vergleich mit (2.2.21) zeigt, benétigt die Cholesky-
Zerlegung gegeniiber der GauB-Elimination etwa den halben Rechenaufwand.
Vorteilhaft fiir die numerische Stabilitit ist die Beschranktheit der Koeffizienten
von R, nimlich

Ire,il? < a5 4 (=K
hierzu und zum Vergleich mit der Gauf8-Elimination verweisen wir auf die Auf-
gabe 2.7. )

Fiir eine beliebige invertierbare (n,n)-Matrix A ist A*A hermitesch und
wegen

(A*Ax,x) = (Ax,Ax) >0 fir x#0
auch positiv definit. Das Gleichungssystem AX = B ist dem System

(2.4.6) (A*A)X = A*B

dquivalent. Aus zwei Griinden empfiehlt es sich jedoch nicht, auf (2.4.6) iiberzu-
gehen; erstens erfordert die Berechnung von A*A zusitzlich 1 n® (n + 1) Multipli-
kationen, zweitens kann auch bei invertierbarem A der numerisch ermittelte Wert
von A*A eine nichtinvertierbare Matrix werden. Dazu betrachten wir das

(2.4.7) Beispiel. A sei die folgende, aus t-stelligen Gleitkommazahlen bestehende
Matrix '

A= (l+e 2—n>
l-e 2+
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mit €, 2 27=10"**! und €2, 1* <} 7. Dann gilt exakt bzw. bei t-stelliger
Gleitkommarechnung

2+2e* 4-2en )
4-2en 8+29% /) °
also ist g/(A*A) nicht invertierbar. Ein konkretes Zahlenbeispiel mit t =3 bringt
Aufgabe 2.8.

gl (A*A) = (2 4) ,

A*A =
A= s s

25, Jordan-Elimination

Bei der Gauf-Elimination bringen wir die erweiterte Koeffizientenmatrix
C=(A, B) des vorgegebenen Gleichungssystems schrittweise auf die Gestalt
C(m) = (R, S) mit einer oberen Dreiecksmatrix R, indem wir bei jedem Elimina-
tionsschritt gewisse Vielfache der Pivotzeile von allen nachfolgenden Zeilen sub-
trahieren. Eine naheliegende Modifikation dieses Verfahrens besteht darin, Viel-
fache der Pivotzeile von allen iibrigen Zeilen zu subtrahieren, so daf A im wesent-
lichen in eine Diagonalmatrix iibergeht.

(2.5.1) Definition. Vorgegeben sei eine (n,m)-Matrix C = (i j)(n,m) # 0. Ein
Jordanscher Eliminationsschritt mit dem Pivotelement ¢, ¢ # O besteht aus

()  Division der r-ten Zeile von C durch ¢, 4, anschlieBend

(i) Subtraktion geeigneter Vielfacher der r-ten Zeile von allen iibrigen Zeilen,
30 daf} die s-te Spalte von C in die Einheitsspalte e, iibergeht.

(25.2) Bemerkung. Ein Jordanscher Eliminationsschritt bedeutet den Ubergang
von C auf C TC mit der invertierbaren (n,n)-Matrix

C1,s
1 _ G,

Cr,s
\ . 0
1

Crs ’

Cn,s
Cr,s 1
?
r-te Spalte

(i) C=(i;)nm besitzt die Koeffizienten

~ 1 .
C"j= E;-,:cr»j (’=l""’m)'

~ Ci,s . :
Ci = G CisCrj=Cij g Gy (#rj=1,...,m).
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Zur Losung der Matrixgleichung AX = B mit der (n,k)-Matrix A und der
(n,I)-Matrix B setzt man C(1) = (A, B(D) := (A ,B) und konstruiert sukzessive
C® = (A®), B®) (v=2,3,...) durch Anwendung von Jordanschen Eliminations-
schritten, bei denen das Pivotelement stets aus der Teilmatrix A®) und nicht aus
einer fritheren Pivotzeile oder -spalte genommen wird: in diesem Rahmen sind
diagonale, halbmaximale und maximale Pivotwahl gebrauchlich.

Wir bemerken dazu, daf wir keine Zeilen- und Spaltenvertauschungen vor-
nehmen: bei vollkommen analoger Formulierung zur Gauf-Elimination bestinde
der v-te Jordansche Eliminationsschritt mit dem Pivotelement (r, s) in einer Zeilen-
und einer Spaltenvertauschung, die das Plvotelement in die Diagonale bringt, und
anschlieBender Transformation mit einem T® der Form (2.5.2,i)mit r=s=»,dh

c® ~ p, ,C¥p,, - T®p, ,C¥Pp,,,

wobei die P; ; nach (2.2.5, vi) zu definieren sind. Um die Zeilen- und Spaltenver-
tauschungen weglassen zu kénnen, miissen wir T®) so wihlen, daf

T(U)Pr,vc(v)Ps.v =P, (T(y) C(v))Ps,v
gilt. Dies erreichen wir offenbar mit der Matrix T® := P, ,T®P, , die die Ge-
stalt (2.5.2, i) besitzt.

Das Verfahren bricht ab, sobald kein erlaubtes, von Null verschiedenes
Pivotelement mehr existiert. Offenbar wird beim v-ten Eliminationsschritt eine
Einheitsspalte in A®+1) erzeugt, ohne daf vorher gewonnene Einheitsspalten
zerstort werden. Hieraus folgern wir den

(2.5.3) Satz.

(i) Ist A (n,k)-Matrix mit k 2 n und 1g A= n, so sind n Jordansche Eliminations-
schritte mit maximaler Pivotwahl, im Fall k = n auch mit halbmaximaler Pivotwahl
moglich.

(ii) Unter der Voraussetzung wie in (i) bezeichne n(v) und o(v) die Indizes der
Pivotzeile bzw. -spalte beim v-ten Eliminationsschritt, wobei m €S,, 0 € Sy ge-
wisse Permutationen sind. Dann besitzt A®*YV n Einheitsspalten, namlich

A(n+l)e¢,(,,)=e,,(,,) @=1,...,n),
im Fall k =n ist also A1) Permutationsmatrix.

Der Beweis wird als Ubungsaufgabe 2.9 empfohlen. — Da firalle v =1,...,n
stets

( AC+D B(V + l)) =T® ( A(V) B(V)) = (T(l') A(l') T(V)B(V))

mit einer invertierbaren Matnx T® der Gestalt (2.5.2,i) gilt, ist fiir eine (k,/)-
“Matrix X offenbar

AX =B <= A@+*Dx = gn+1)
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Hieraus folgern wir unmittelbar

(2.5.4) Bemerkung. Mit A®*D gemi8 (2.5.3, i), B®*D =: (b(“”))(,, 1y erhalten
Wwir eine Losung X = (x; ;)«, y von AX =B durch

X =b0SY (=1, =10

Xk,j =0 k€L, ..., k}\{o(l),...,om}; j=1,....D).

Die Permutationen 7 und ¢ wollen wir wie bei der Gau3-Elimination iiber
gewisse 7, €S, 0, €S, (v =1, ..., n +1) rekursiv konstruieren. Da wir die Jordan-

schen Eliminationsschritte ohne Zeilen- und Spaltenvertauschungen definiert haben,
bezeichnen wir — anders als bei der GauB-Elimination —

C(V)=:(7i(..’i))(n.k+l) @=1...n*l)

und notieren hiermit den

(2.5.5) Jordan-Algorithmus bei maximaler Pivotwah.

Wir setzen CV := (A,B), m;=id€S,, 0,=id €Sy. Anschlieend verfahren wir
fir v=1,...,n wie folgt:

(i) m,4+, und 0,., werden nach (2.2.15), (ii), (iii) und (iv) bestimmt. Ist das
Pivotelement Null, miissen wir abbrechen, sonst berechnen wir mit r := m, 4, (),
$i=0y41()

::'jﬂ) = (v) 'YSV,) G=1,...k+0),
0) e
ORI AL L AR G RN SY)

Nach n Schritten (i) und (ii) — falls durchfihrbar — setzen wir 7 := 44,
0 .= 0p 4, und erhalten eine Losung von AX = B nach (2.5.4) ohne weitere
Rechnung.

Da sich beim v-ten Eliminationsschritt frilhere Pivotspalten nicht andern
und die s-te Spalte in e, iibergeht, verursacht die Vorschrift (2.5.5, ii) keinen
Rechenaufwand fiir j = 0,4 (1), ..., 0,4 {(¥), so daB der v-te Eliminationsschritt
n(k + / - v) Multiplikationen bzw. Divisionen erfordert. Summation iiber
v=1,...,n liefert im Fall k=n, /=1:

(2.5.6) Bemerkung. Die Losung eines Gleichungssystems Ax = b mit invertier-
barer (n,n)-Matrix A benétigt bei Verwendung der Jordan-Elimination

! (n® + n?) Multiplikationen und Divisionen.

Fiir einzelne Gleichungssysteme bevorzugt man daher die Gauf-Elimination,
die nach (2.2.22) mit etwa § n® Rechenoperationen auskommt. Eine wichtige
Anwendung der Jordan-Ehmmatlon ist jedoch die Matrix-Invertierung.

Zur Invertierung der (n,n) -Matrix A mit rg A=n ist das beschriebene
Eliminationsverfahren auf C =(A,B) mit B =1 anzuwenden. Beim v-ten Elimina-
tionsschritt mit dem Pivotelement (1, s) entsteht in A¥*1) die Einheitsspalte e,
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wihrend die Spalte e, von B®) in die r-te Spalte der Transformationsmatrix T¢)
—vgl. (2.5.2, i) — iibergeht. Das legt den Gedanken nahe, auf das Speichern der
Einheitsspalten zu verzichten und beim v-ten Schritt die Pivotspalte in die r-te
Spalte von T® (=r-te Spalte von B®* 1) zu iiberfiihren. Mit den so zu kon-
struierenden Matrizen

F® = (¢)

erhalten wir

=1,...,n+1)

(n,n)

(2.5.7) Algorithmus zur Matrix-Invertierung nach Jordan.
Wir setzen F(D = A, 7, =0, =id €S, und filhren fir v =1, ..., n folgende
Eliminationsschritte aus:

(i)  Wir wenden (2.2.15, ii) auf F® an und bestimmen 7,4y, 0,4, nach
(2.2.15, iii) und (iv).
(i) Mit den abkiirzenden Bezeichnungen

I=1,41(¥), $=0,41(), F® .= (fi,j)(n,n)v F@*D = (Ti-.i)(n,n)

berechnen wir

?i,s=-§:—: v(i=1,...,n;i#=r'),
?m =-§f:j: G=1,...,n; j#s),
i =fij—FrifiaGhig+h,fi) G#nj#9).

Nach den n Eliminationsschritten ergibt sich A™ = 2 (ti,;)(n,n) aus den Beziehungen

(i) ta,xa) = 020 G,j=1,...,n),

wobei 7 =M, 4, 0:=0q4; gesetzt sei.

Zur Begriindung von (i) beachten wir, da8 die in (2.2.15, ii) abgesuchten
Spalten von F®? keine friiheren Pivotspalten sind und daher zu A® gehéren. — Da
beim v-ten Eliminationsschritt die Spalte m, +;(v) =7(¥) von B®+*1 in die Spalte
0,+1(#) = 0(¥) von F®*D iibertragen wird, besteht F(n+1 aus Spalten von B(n+1)
in der Anordnung

Flp+ ‘)ea(,,) = B(“”)e,,(,,) v=1,...,n).
A! als die Losungsmatrix des Systems AX =1 ergibt sich nach (2.5.4) durch
+1) .
tow,nt) = BT ey = ey GI=henm),

womit auch (iii) nachgewiesen ist.
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Die Algorithmen (2.5.5) und (2.5.7) lassen sich unschwer auf halbmaximale
Pivotwahl iibertragen.

Die Jordan-Elimination zur Invertierung einer Matrix wird hiufig als Aus-
tauschverfahren beschrieben, wie wir im Folgenden erldutern:

Es seien A, B invertierbare (n,n)-Matrizen; hierzu betrachten wir fir x, y € €"
das Gleichungssystem

Ax+By =0.

Ist dann T eine invertierbare (n,n)-Matrix, so besitzt das durch (TA, TB) be-
schriebene Gleichungssystem die gleiche Losungsgesamtheit wie das urspriingliche.
Wir betrachten speziell den Fall B =1, also das System

(2.5.8) Ax+y=0,

das in einer nach y aufgeldsten Form vorliegt. Durch Anwendung eines Jordanschen
Eliminationsschritts auf die Matrix (A, I) mit dem Pivotelement a, ; # O geht (2.5.8)
in ein dquivalentes System

(*) (TA)x+Ty=0

iiber. Wir schreiben

i=1

n n
x=(xj)';= ijej. y=(y)i = Zyiei
=1

und setzen diese Darstellungen in (*) ein; dabei beriicksichtigen wir die in (2.5.1)
bzw. (2.5.2, i) erwihnten Bezichungen

(TA)e;=e, . Tei=¢; i#n,
womit wir (*) in die Form

n

n
D x;(TA) e+ y (Te)| + [ D yiei+ xe, =0
i=1 i=1
ji*s i*r

bringen. Wenn wir anschlieBend

n n
x® .= inei+Yres- y(2)1= ZYiei+xser

i=1 i=1

j*ts i*r

setzen, so wird (*) zu
(“) F(z) X(z) + y(z) =0 s

wobei F® wie in (2.5.7) definiert ist. In (*#*) ist nach den Komponenten von y®,
d.h. nach den Variablen y,; (i # r) sowie x, aufgelést. Ein Jordanscher Elimina-
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tionsschritt mit dem Pivotelement (1, s) = (n(1), a(1)), auf (2.5.8) angewendet,
bewirkt also den ,,Austausch* der Variablen x, gegen die Variable y,.

Auf (**) wird ein Jordanschritt mit den Pivotindizes (7(2), 6(2)) angewendet.
wodurch die Variable x4 (3) gegen yn (2) ausgetauscht wird, usf. Nach n Schritten
gelangen wir zu einem System

(#*%) F@+D (+D) 4 y(n+1) =0,

in dem die Komponenten von x®*D die — permutierten — y; und die Komponen-
ten von y®* D die — ebenfalls permutierten — x; sind. Durch Zeilen- und Spalten-
vertauschungen a8t sich (*#*»*) schlieBlich zu einem Gleichungssystem

Ay+x=0
umschreiben, in dem wegen der Aquivalenz zu (2.5.8) offenbar A=A ist.

Den Variablentausch benutzen wir beim Rechnen von Hand fiir eine knappe
und iibersichtliche Darstellung der Eliminationsschritte. Hierzu setzen wir vor die
Zeilen der F® die Komponenten von y®, d.h. die Variablen, nach denen aufge-
l6st ist, sowie an den Kopf der Spalten von F ® gie Komponenten von x®. Fir
v =] steht also y,, ..., y, vorden Zeilen, x,, ..., X, Gber den Spalten von A;
ferner tauschen wir bei jedem Eliminationsschritt die Variable vor der Pivotzeile
gegen die iiber der Pivotspalte stehende Variable aus. So behalten wir wihrend der
ganzen Rechnung den Uberblick iiber die bereits benutzten Pivotzeilen und -spalten
und kénnen schlieBlich A" ohne weiteres aus F®*1) herauslesen.

(2.5.9) Zahlenbeispiel. Wir berechnen die Inverse von

2,00 1,01 2,52
A= 0,400 0,203 -1,80
0,600 -1,05 0,800

mit Jordan-Elimination bei maximaler Pivotwahl unter Benutzung von 3-stelliger
Gleitkomma-Arithmetik:

X1 X2 X3 Xy X2 Y1
v, | 200 1,01 xs | 0,794 0401 0397
y: | 0400 0203 -180 - ya 0925 0,709
ys | 0600 -1,05 0,800 ys |-00350 -137 -0317

Y2 X2 Y1 Y2 Y3 Y1
x; |-0434 000 0,900 xs [-0434 000 0,0900
x; | 0546 0505 0387 x; | 0553 0374 0274
ys | 00191-135 -0303 x; |-0,0141 -0,741 0,224
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Indem wir die Zeilen und Spalten des letzten Schemas so vertauschen, dal die
Variablen in ihrer natiirlichen Reihenfolge erscheinen, erhalten wir

0,274 0,553 0,374
A= | 0224 -0,0141 -0,741
0,0900 -0434 0,00

Den benétigten Rechenaufwand lesen wir am Algorithmus (2.5.7) unmittelbar
ab:

(2.5.10) Bemerkung. Die Invertierung einer (n,n)-Matrix nach Jordan erfordert
n® Multiplikationen bzw. Divisionen.

Bei Anwendung der Gauf8-Elimination zerfillt die Invertierung von A in drei
Programmteile: 1. Zerlegung PAQ =LR, 2. Bestimmung von Smit LS =P,
3.Losung von RY =S, dann ist A™' = QY. Nach (2.2.21),(2.1.7) und (2.1.5)
treten hierbei etwa n® Multiplikationen und Divisionen auf. Da es also im Rechen-
aufwand keinen wesentlichen Unterschied gibt, liegt der Vorteil des Jordan-Ver-
fahrens gegeniiber der Gauf8-Elimination in der einfacheren Organisation.

Von besonderer Bedeutung sind die Jordanschen Eliminationsschritte beim
Simplex -Verfahren in der Linearen Optimierung (4. Kapitel).

2.6. QR-Zerlegung nach Householder

In diesem Abschnitt kehren wir zu den eigentlichen Zerlegungsmethoden
zuriick, wobei wir die bisher auftretenden unteren Dreiecksmatrizen durch unitire
Matrizen ersetzen wollen. Im folgenden bezeichne fir x = (x,-);"= v
y= (yi):"= \E C" stets _

n
(x,y) :=y*x = Z xi¥i
i=1
und [x| die daraus gebildete euklidische Norm

1 n 1
Ix) :=(x,x)2 = (Z lxil’)’ .
i=1
Eine komplexe (n,n)-Matrix Q heifit bekanntlich unitdr (im reellen Fall auch
orthogonal), wenn Q*Q = QQ* =1, also Q™! = Q* gilt oder, was das gleiche be-
deutet, wenn die Spalten von Q eine Orthonormalbasis des C" bilden. Wir er-
innern an den aus der linearen Algebra bekannten

(2.6.1) Satz. Zu einer invertierbaren (n,n)-Matrix A existiert eine unitire Matrix Q
und eine obere (n,n)-Dreiecksmatrix R mit

A=QR.
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Zum Beweis konstruieren wir aus den Spalten a,, ..., a, von A orthogonale
Spalten q, ..., q, € C* mit dem

(2.6.2) Orthogonalisierungsverfahren nach E. Schmidt. Wir setzen
~ 1 -~

(D =ay, ==
q, 1 9 1a, | q,

und definieren fiir k = 2, ..., n rekursiv:

k-1

- W

Qg = 3 — L (ak, q,)qj ,
i=1

(i) |
9 = Iikl Ak

Wegen der linearen Unabhingigkeit der ay sind die g, nicht Null, offenbar
wird

k-1
ak=!&kiqk+Z(ak,qj)qj k=1,...,n),
j=1
also mit entsprechend gewihlten r; y EC:

k
263)  w=D.5,q (k=10
i=1

Definiert man Q als Matrix aus den Spalten q,, ..., q,, also
n
Q= ae;
k=1

und zusitzlich R := (1j x )(n,n) Mit 1; = 0 fiir j >k, so liefert (2.6.3) gerade die
behauptete Zerlegung A = QR.

Beim Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren wird g, nach (2.6.2, ii)
als Lot von ay auf span(q,, ..., q,_,), denvon q,, ..., g, _, aufgespannten
Unterraum (= span (a,, ..., 2x_;)) konstruiert. Ist der Abstand von ay zu diesem
Unterraum klein gegeniiber a, |, tritt bei der Berechnung von g in atlen Kom-
ponenten starke Ausldschung von Dezimalstellen ein (vgl. (1.3.3, iii), (1.3.6));
wenn der numerische Wert von q, nicht sogar Null wird, braucht das berechnete q,
nicht annihernd orthogonal zu q, ..., q_, zu werden, wie das Beispiel der
Ubungsaufgabe 2.10 zeigt.

In der QR-Zerlegung nach Householder wird Q als Produkt von elementaren
unitiren Matrizen konstruiert.
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(2.6.4) Definition. Essei w = (wi);‘= ,EC" mit |w| = 1. Dann bezeichnen wir

als Householder-Matrix
W

H(w) :=1-2ww*=1-2 . (Wi,..., Wp) .
Wn
Hierzu notieren wir die

(2.6.5) Bemerkungen.

(i) Die Einheitsmatrix 1i3t sich nicht in der Form (2.6.4) darstellen, dennoch
wollen wir I als Householder-Matrix H(w) mit w =0 bezeichnen, um spitere Fall-
unterscheidungen zu vermeiden.

(ii) Im reellen Fall bedeutet die Abbildung

X — HWw)x=x-2(w,x)w

gerade die senkrechte Spiegelung von x an der Hyperebene
{y ER": (y,w) =0}.

(i) H(w)=HWw)*=HWw)",

d.h. Householder-Matrizen sind hermitesch, involutorisch und folglich unitar.
Zum Beweis von (iii) berechnen wir fir H(w) # I
H(w)*=1-2w**w* =H(w),

HW)H(w) =1 -2ww* - 2ww* + 4w(w*w)w* =1,
letzteres auf Grund von w*w =1.

(2.6.6) Hilfssatz. Es seien a,b €Q", a+#b, |a| = |b|. Dann existiert ein w € ¢"
mit |w|=1 und H(w)a="b genau dann, wenn a*b =b*a gilt.

Beweis. Die Existenz der angegebenen Matrix H(w) ist wegen
H(w)a=a-2ww*a=b

dazu dquivalent, daf es ein w € €™ mit |w| =1 und

(*) a-b=2ww*a=2(w*a)w

gibt. Da (w*a) eine Zahl ist, mus sich
T

(+) w= a-b] @D (T€C, |7i=1)
schreiben lassen. Einsetzen in (#) liefert sodann
2(a—b)*a
IR TP T llihC bty P
(*+%) a-b=|7| la—blz'(a b),

also
2(a—b)*a=]a-b|2.
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Dazu berechnet man auf Grund der Voraussetzung a*a = b*b

la-b|®*=(a-b)* (a—b)=2a*a—b*a—a*b,

2(a—b)*a=2a*a—2b*a.
Die Gleichheit beider Ausdriicke und damit Bedingung (#*+) ist genau dann gegeben,
wenn a*b =b*a gilt. Aus der Existenz eines w €C" mit |[w|=1 und H(w)a=b
folgt also a*b = b*a. Ist umgekehrt die letztere Bedingung erfiillt, wihlt man w

nach (*+), z.B. mit 7 =1 und erhilt wegen (*#+#) die Beziehung (*). Die Wahl von 7
in (#+) hat auf H(w) =1- 2ww* keinen Einfluf}.

Als unmittelbare Folgerungen notieren wir

(2.6.7) Bemerkungen .
(i) Falls H(w) mit H(w)a =b existiert, so ist es eindeutig bestimmt, w kann
man (im Fall a # b) wihlen als

w=IT}FT(a—b).

(ii) Fiir a, b€ IR™ ist a*b = b*a stets erfillt;im Fall a# b, |a| = |b]| existiert
ein w € IR" mit H(w)a=b.

(i) Haben 2,bEC™ mit a#b, |a] = |b], a*b = b*a die Gestalt

0 0
0 0
a= s b=
Qp+ Bu+y
Qan Bn
mit 1 £ v <n, so wird
0
(’) 0 I, 0
YEUwn | T . Hw)-= '
vl w 0 | Iy, —2Ww*
Wn

Nach diesen Voriiberlegungen beweisen wir die gegeniiber (2.6.1) verallge-
meinerte Zerlegungsaussage:

(2.6.8) Satz (Householder). Zu einer beliebigen (n,k)-Matrix A existieren eine
unitire (n,n)-Matrix Q und eine obere (n,X) -Dreiecksmatrix R mit

A=QR.
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Mit dem Beweis geben wir gleichzeitig die Konstruktion von Q und R an.
1. Schritt: Spaltenweise notiert, sei :

o a1 ... A1
= 1 (1) = N N
A (al RRPIPE ) . :

an,, N an,k

Im I.Fall, a; ;=0 furalle i€ {2, ..., n}, wihlen wir H, =I; dann besitzt
H; A = A bereits die Gestalt

l'l" rl,2 HE S 3

(269) H;A=

(2) @
ay’ ...ay

0
die wir mit dem 1.Konstruktionsschritt erreichen wollen.
Im I1. Fall, da8 ein i€ {2, ..., n} mit a; , # O existiert, setzen wir zur Anwendung
von Hilfssatz (2.6.6)

a:= a(ll), b:= a[a(l‘)|el mit 0 EC, || =1,
womit a# b, |a] = |b]| erfiillt ist. Wegen
a*b=012"13,,, b*=71a{|a,,
muf ¢ so gewihlt werden, dafl
0'_31'1:(-731,“ d.h. TJa,'l=t|am|€IR
gilt. Wir entscheiden uns fir o mit
(2.610) (—Jal_l=- 131,1!'
Nach Hilfssatz (2.6.6) haben wir mit

1 o )
wy = ————— (@’ — g |2\’ |e}),
(26.11) P a0 —opaD ey 1

H, = H(w,)
unmittelbar
H (" =g a{Ve,
und damit spaltenweise
H;A=H,a{", H 2, . H ),

also in der gewiinschten Form (2.6.9), wobei — wie auch im I. Fall —

1,1=0 |a(l‘)| mit |g} =1
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gilt. Zur Berechnung des Nenners in (2.6.11) notieren wir

n
12 =0 12 e 1 = lay, — 0 1201 12+ D 13y,
i=2
und wegen (2.6.10)

la1,1=0 120117 = G2y, =~ 12112 =1 - fayl - 120 1
=1212+21a0 a1+ 12,412,
so daf wir insgesamt
2612) 120 - 01a®e;?=21a{"| (lay,s1+ 1201

erhalten. Durch die Wahl von ¢ in (2.6.10) werden bei der Berechnung des letzt-
genannten Wertes nur positive Zahlen summiert, was aus Griinden der numerischen
Stabilitat wiinschenswert ist (vgl. (1.3.7)!).

2. Schritt: Zu der (n— 1,k — 1)-Teilmatrix in (2.6.9)
A= @@, A

wihlen wir Hj := I, _, — 2%, W3 (W, €€" ') analog dem 1.Konstruktionsschritt
und setzen dann

0\’ ecn H ! 0 I, - 2w, w3
wy=1 _ R = - =1, —2wywy .
2 Wzl 2 0 Hz n 2wvw2
Es wird
In,e f1,2 --- Ik 1,1 01,2
0 0 r2’2
H,(H,A) = = 0
0 0 0

und dabei 15 , =g, la(zz)l mit g, €C, |g,| =1.

~ In derselben Weise fahren wir fort; nach (m — 1) Schritten, wobei
m = min (n, k — 1) bezeichne, haben wir mit einer oberen (n,k)-Dreiecksmatrix R

Hn-1Hm-2...HiA=R.
Hieraus folgt wegen H,'=H, (v=1,...,m— 1) die Darstellung A= (H,...Hp- )R
wobei Q := H;...Hy,— als Produkt von unitiren Matrizen wieder unitir ist.

Aus dem vorstehenden Beweis lesen wir die folgenden Erginzungen ab:
(2.6.13) Bemerkung. Fiir eine reelle Matrix A werden nach (2.6.7, ii) die H, und

damit Q reell. Bei jedem Konstruktionsschritt erhilt das in (2.6.10) definierte o
den Wert +1 oder —1.
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(2.6.14) Bemerkung. Durch Anwendung der (m — 1) Householderschritte auf eine
erweiterte Matrix (A, B), in der B eine (n,/)-Matrix ist, erhalten wir als Resultat
eine (n, k + /)-Matrix

(R,S) =Q*(A,B)=(Q*A,Q*B) .
Durch die spezielle Wah! B =1 gewinnen wir hiermit eine explizite Darstellung
von Q* und damit Q.

Ziel der anschlieBenden Uberlegungen ist es, das im Beweis von Satz (2.6.8)
entwickelte Konstruktionsverfahren mit moglichst geringem Rechenaufwand zu

realisieren; dazu brauchen wir nur den 1. Schritt, also den Ubergang von A auf H; A
zu beschreiben.

(2.6.15) Algorithmus der Householder-Transformation.
Ist a; ; =0 firalle i=2,...,n, wird H, A = A; sonst wihlen wir nach (2.6.10)
1, falls Q1= 0,

_ A1
lay 4l

In-Anlehnung an (2.6.11) bestimmen wir u := |a{")| iiber

@ o=

sonst.

@) W=D aal?,  me=VE

i=1 +
und hiermit nach (2.6.12)
(i) N:=p*+ujag,l
sowie

u:= a(l') —oue, ,
(iv)

v:

1
ﬁ u.
Mit dieser Bezeichnung ist offenbar N = % Ia(ll) -0 Ia(l‘)l e;|? und H,=1-vu*.
Man verzichtet darauf, H, explizit zu bestimmen, sondern berechnet
W P* = u*A (pecCh),
H;A := A-vp*,
wobei die erste Spalte unmittelbar gleich oue, gesetzt wird. Zur Bestimmung
von H, B fiir eine (n,/)-Matrix B setzt man analog
~{q* := u*B (uee’y,
(vi) e h s
H;B := B-vq*.
Die Vorschrift (v) — ebenso (vi) — wird mit
A-vp*=A-vwu*A=(1-vw*)A=H;A
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begriindet; sie vermeidet die explizite Matrizenmultiplikation von H; mit A, die
aus n’k Einzelmultiplikationen bestehen wiirde. Den Rechenaufwand des
Householder-Verfahrens wollen wir fir den reellen Fall ermitteln, hier wird 6=+ 1.
Beim 1. Konstruktionsschritt benotigt man aufler Additionen zur Berechnung von

u?  — nMultiplikationen,
M — 1 Wurzel,

N — 1 Multiplikation,

u — (nur 1 Addition),
v — n Divisionen,

und weiter nach (vi) bei beliebiger (n, /)-Matrix B fiir

q* — n-[Multiplikationen, ’

H;B — n-!Multiplikationen.
Da die erste Spalte von H, A bereits vorliegt, sind in (v) fir

p* — n(k~1)Multiplikationen,

H;A — n(k— 1) Multiplikationen
auszufithren. Beim (v + 1)-ten Konstruktionsschritt (0 £ v £ m - 2) haben wir n
durch n -v, k durch k —» zu ersetzen und erhalten somit [2(k—v) (n-v) +1]
Muttiplikationen bzw. Divisionen und 1 Wurzel beim Ubergang von H, ... H; A
auf H,,,(H, ... H; A) und weitere 2/(n — v) Multiplikationen fiir die entsprechende
Transformation mit B. Speziell fir k = n wird m = n—1; durch Aufsummieren er-
halten wir
(2.6.16) Bemerkung.
(i) Die QR-Zerlegung einer (n,n)-Matrix A nach Householder erfordert

(n - 1) Wurzelberechnungen und

[2n®+n’ + $n-3] ~ % n® Multiplikationen bzw. Divisionen.
(i) Die Zerlegung einer (n,/)-Matrix B in B = QS mit dem gleichen Q benétigt
zusitzlich zu (i)

I(n? + n ~ 2) Multiplikationen.

Wir diskutieren zwei Anwendungen der QR-Zerlegung, zunichst die

Reduktion eines Gleichungssystems auf obere Dreiecksgestalt .

Fiir ein Gleichungssystem AX = B mit der (n,k)-Matrix A und der (n,[)-
Matrix B erhalten wir nach (2.6.14) eine simultane Zerlegung QR = A, QS =B
und damit die Aquivalenz

AX=B <= RX=8§.

Auch wenn S mit QS = B erst nach- der Zerlegung von A bestimmt werden soll —
vgl. (2.1.12) —, werden wir Q nicht explizit berechnen, sondern die beim v-ten
Schritt gemiB (2.6.15, iv) auftretenden u® und v® (bzw. N®) w=1,....,m-1)
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speichern und hiermit S := H,,_ ;... H,; B durch wiederholte Anwendung von
(2.6.15, vi) ermitteln. Aus (2.6.16) und (2.1.5) folgern wir

(2.6.17) Bemerkung. Die Losung des Gleichungssystems Ax = b mit der invertier-
baren (n,n)-Matrix A und dem (n, 1)-Vektor b unter Benutzung der Householder-
Zerlegung erfordert (n — 1) Wurzelberechnungen und etwa

(3 n® + § n?) Multiplikationen bzw. Divisionen.

Wie ein Vergleich mit (2.2.22) zeigt, benétigt die Householder-Reduktion
etwa doppelt so viele Rechenoperationen wie die GauB-Elimination, allerdings ent-
fallen Pivotsuche und Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen. Beziiglich der Rundungs-
fehler erweisen sich beide Verfahren als etwa gleichwertig, was im nichsten Kapitel
ausfiihrlich erldutert wird. Da man bei der Gaufi-Elimination meistens mit halbmaxi-
maler Pivotwahl auskommt, gibt man diesem Verfahren wegen seines geringeren
Rechenaufwandes den Vorzug.

(2.6.18) Zahlenbeispiel. Wir 16sen das Gleichungssystem (2.3.3) mit Householder-
Elimination unter Benutzung der im Beispiel (1.1.16) erwihnten REAL * 4-Arith-
metik; dazu lassen wir auch Q mit Q(R,s) =(A,b) explizit berechnen. Wir erhalten
folgende Werte:
-0,1892328 -0,3673748 0,07173681 -0,9077885
Q= -0,5504981 -0,4072523  0,7287234 0,007529378
-0,8086442  0,1030207 -0,5549393 0,1663833
-0,08601534 0,8297991  0,3947841 0,3849415

-5,812916 0,8727131 -7,245927 -7,151311 1-7,254530

R,s) = 0 8,887770 1,412116 3,552075 ! 5,690638
’ 0 0 -1,253943 7,961990 : 2,338003
0 0 0 1,023791 ; 2,678076

l_)ie Auflosung des Gleichungssystems Rx = s liefert:

Xy =-20,76250, x,=-2,747878, x;=14,74490, x,=2,615841.

Wir erhalten mit Gau-Elimination, maximaler Pivotwahl unter Benutzung der
gleichen Arithmetik:

Xy =-20,76247, x,=-2,747877, x3=14,74485, x4=2,615837.

Um die Genauigkeit vergleichen zu kénnen, 16sen wir das Gleichungssystem Ax =b
in doppeltgenauer Arithmetik, wobei wir nach wie vor die auf 6-stellige Hexadezi-
malzahlen (REAL * 4) gerundeten Koeffizienten von (A,b) verwenden. Die Losung,
auf 7 Dezimalen gerundet, lautet

X, =-20,76267, x,=-2,747911, x;=14,74500, x,=2,615857.

An Hand dieses Ergebnisses haben wir in den oben berechneten Werten die signifi-
kanten Stellen unterstrichen: wir sehen, daf die Losungen, nach Gau und
Householder berechnet, numerisch etwa gleichwertig sind.
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Als 2. Anwendung der QR-Zerlegung notieren wir die

Orthogonalisierung von k Vektoren des C".

Um k Vektoren a, ..., a, des €" mit k < n zu orthogonalisieren oder ihre
lineare Abhingigkeit festzustellen, bilden wir die (n,k)-Matrix. A aus den Spalten a;,
also

k

A:=(ay,...,a) = Z aie:
i=1
und zerlegen A = QR nach Householder. Es sei R=: (rj,j)n,k); €s bezeichne

qy, ..., qy die Spalten von Q. Da Q unitir ist, bilden die q,, ..., q, ein Ortho-
normalsystem im €". Weiter erhalten wir den

(2.6.19) Satz. Fir 1 < m £ k (£ n) sind folgende Aussagen dquivalent:
@ r;#0 (i=1,...,m),

(ii) ay,...,ay linear unabhingig,

(iii) span(a,,...,ay) =span(q,,...,qpy) .

Beweis. Aus A= QR schlieBen wir fir die Spalten von A:

(2.6.20) 4= Ti,j Qi G=1,...,m)

M._.

i=1
und daher stets

span(a, ..., a,) & span(qy,...,qy) -

Da der rechts stehende Unterraum die Dimension m besitzt, gilt Gleichheit genau
dann, wenn die a, ..., a, linear unabhingig sind; hiermit ist die Aquivalenz von
(ii) und (iii) gezeigt. — Wir fassen (2.6.20) zu einer Matrixgleichung zusammen,
nimlich

(31,---aam)(n,m)=(‘11’---sqm)(n,m) \

0 'm,m

Da der Rang von (g, .., Gm)(n,m) gleich m ist, sind die Spalten a,, ..., ap, genau
dann linear unabhingig, wenn die Dreiecksmatrix (rj j)(m, m) invertierbar ist;
hieraus folgt die Aquivalenz von (i) und (ii).
Wir schlieBen unmittelbar die
(2.6.22) Folgerung. Im Fall r; ; % 0 (1< i < k) sind die a, ..., 3, linear unab-
hingig, und q,, ..., q; sind orthonormierte Vektoren mit der Eigenschaft
span(a,, ..., ay) =span(q,, ..., qy)
firalle m mit 1S m<k.
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Die QR-Zerlegung findet weitere Anwendungen beim linearen Ausgleichs-
problem, das wir im Band 3 behandeln wollen, und in einigen Verfahren der Eigen-
wertberechnung.

Aufler dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren und der Householder-
Zerlegung sei noch die QR-Zerlegung nach Givens erwihnt, in der Q als Produkt
von ebenen Drehungen konstruiert wird; niheres dazu bringt die Ubungsaufgabe 2.11.
Diese Methode ist nur auf reelle Matrizen anwendbar und erfordert gegeniiber der
Householder-Zerlegung etwa den doppelten Rechenaufwand.

Abschlieflend beweisen wir eine Eindeutigkeitsaussage zur QR-Zerlegung:
(2.6.23) Satz. Ist A eine invertierbare (n,n)-Matrix und

A=QR=QR
mit unitiren (n,n)-Matrizen Q,Q und oberen Dreiecksmatrizen R und R, so gilt
mit geeigneten 0, €C, |0;] =1

6 = Q'diag(ol» R al‘l) s
d. h. die Spalten von Q sind bis auf Vielfache vom Betrag 1 eindeutig bestimmt.
Beweis. Aus der Invertierbarkeit von A folgt die Invertierbarkeit von R und Rund
Weiter

Q*Q=RR™.
Die Matrix B := RR™! ist damit unitir und obere Dreiecksmatrix; es folgt, dal

B* = B! gleichzeitig untere und obere Dreiecksmatrix, also Diagonalmatrix ist.
Setzt man

B =diag(0y, ..., 0p) ,

so folgt aus BB* =diag (0,7, ..., 0,0y) = I unmittelbar, da8 die |o;| =1 sind,
und es gilt Q = QB nach Definition von B.

Obungsaufgaben zum 2. Kapitel

Aufgabe 2.1. Man lose mit 3-stelliger Gleitkomma-Arithmetik (vgl. (1.3.1)~(1.3.3)})
das Gleichungssystem

2 1,01 2,52 Xy 9,57
( 04 0,203 -1,8 ) (x2> = ( —0,385)
06 -105 08 X3 -3385

unter Benutzung der Gauf-Elimination
(i) bei diagonaler, (ii) bei halbmaximaler Pivotwahl.
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Ergebnisse: (i) x;=3,53, x,=0,00, x3=1,00;
(i) x,=1,00, x,=501, x3=1,00;

die exakte Losung ist: x, =1,00, x,=5,00, x;=1,00.

Aufgabe 2.2
(i) Das Gleichungssystem

0,2:10°  1,0002 1,401-107%° Xy ' 9,57
( 0,6-10"°  3,1006-107"  4422-107 ) ( X, ) = ( -0,41-107° )

04-10™%7  2,0005-1077 -7,004-107%" X3 -0,39-107%
soll mit Gauf-Elimination, halbmaximaler Pivotwahl gelost werden. Man zeige, dal
bei Verwendung der im Beispiel (1.1.16) angegebenen Maschinenarithmetik die
Koeffizientenmatrix durch Exponenteniiberlauf in eine nichtinvertierbare Matrix
iibergeht.
(ii) Man forme das Gleichungssystem so um, da} alle Koeffizienten der Matrix
dem Betrag nach zwischen 1 und 10 liegen (Aquilibrierung), und 16se anschlieBend
das Gleichungssystem unter Benutzung eines Tischrechners.

Losung: xy=0,35433-107%, x,=-0,70223 -10%, x;3=0,23424-10%.

Aufgabe 2.3. Man zeige an Hand von (2.2.13), dal die Matrix L der GauB-Zerlegung
die in (2.2.20) angegebenen Koeffizienten besitzt.
Aufgabe 2.4. Es sei A=(a; j)n,n) invertierbare (n,n)-Matrix in oberer Hessenberg-
form,d.h. a; ; = O fiir alle.i >j + 1. Mit Gau$-Elimination bei halbmaximaler -
Pivotwahl werde PA = LR zerlegt. Man zeige:
(i) L besitzt aufer dem Diagonalelement in jeder Spalte hichstens einen von
Null verschiedenen Koeffizienten,
(ii) Die Zerlegung benotigt % (n? + n - 2) Multiplikationen bzw. Divisionen,
(i) sind die {a; ;| £ 1, so gelten fiir die Koeffizienten cf" ,) der C*) aus Satz(2.2.6)
zu /=0 die Abschidtzungen

1?1 <w ®=1,....n).
Hinweis: Man zeigt induktiv, dafl die Matrizen c® (» =1, ..., n) obere Hessenberg-
form haben und daf gilt |c§"; ISv(is), |c§"} [<1G>0).

Aufgabe 2.5. Es sei A=(a; j)(n,n) invertierbare Tridiagonalmatrix, d.h. a; ;=0
fir alle i,j mit |i—j| > 1. Man zeige fiir die GauB-Zerlegung bej halbmaximaler
Pivotwahl PA=LR:

() in R=(r;j)n,n &ilt 1;;=0 fir j>i+2 (i=1,...,n-2),

(ii) die Zerlegung benétigt héchstens 3(n — 1) Operationen,

@) max {1c¥)I: i,j,v=1,..,n} S 2 max |ag] .
’ . i,j=1
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Hinweis: Man nimmt o.E. |ag,;1 £ 1 an und zeigt mit Induktion iiber v: in den
ersten (v — 1) Zeilen besitzt C®) die in (i) behauptete Eigenschaft, in den Zeilen
v,...,n hat C® Tridiagonalgestalt (mit cﬁ")v_ ,=0), und esgilt

|Ci(:’)il £2(3=1,...,v), |c§”}| £ 1 sonst.

Aufgabe 2.6. Man lése — unter Benutzung eines Tischrechners — das im Zahlen-
beispiel (2.3.3) angegebene Gleichungssystem mit dem kompakten Gauf-Algo-
rithmus bei halbmaximaler Pivotwahl. Dabei sind die auftretenden Produktsummen
mindestens 6-stellig zu berechnen.

Ergebnis: x,=20,7; x,=-2,74; x3=14,7; x4=261.

Aufgabe 2.7. Es sei A positiv definite (n,n)-Matrix.
(i)  Man zeige fiir die Koeffizienten von R in der Cholesky-Zerlegung A = R*R
die Abschitzungen |rc;l Sva;,; (1SiSn, i€« <n).
(i) Essei A=LU, wobei L= (}; ;)n,n) normierte untere Dreiecksmatrix,
U = (uj,)n, n) Obere Dreiecksmatrix bezeichne. Man zeige
lu,j1 £ Vay i35 (Isisn, igjsn),
a. 3
141 )‘;'— mit A, =min {\ € IR: X Eigenwert von A}.
1

Hinweis zu (ii): Man stellt L und U mit Hilfe der Koeffizienten von R dar, zeigt
(Ax,x) 2 A, (x,x) firalle x € €" und weiter 1, , = (Ax,x) mit x =L*"'e,
v=1,...,n).

Aufgabe 2.8. Fiir

A= ( 101 1.97)
099 203

berechne man A*A und die LR-Zerlegung von A, beides mit 3-stelliger Gleitkomma-
rechnung; — man iiberzeugt sich, da das numerisch gewonnene R invertierbar ist,
wihrend g/(A*A) nicht invertierbar ist.

Aufgabe 2.9. Man beweise den Satz (2.5.3) iiber die Jordan-Elimination.

Aufgabe 2.10. Man berechne mit 3-stelliger Gleitkomma-Arithmetik die QR-Zerle-
gung von

Ao (0632 0562 )
0,313 0,277
(1)  mit dem Orthogonalisierungsverfahren von E. Schmidt,
(i) mit dem Householder-Verfahren.
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Aufgabe 2.11. Es sei A reelle (n,k)-Matrix. Beim 1. Schritt der QR-Zerlegung nach
Givens wird eine orthogonale Matrix S; mit

N 1'1,1 1'1,2 . rl,k
S| A=
0 A®

als Produkt von ebenen Drehmatrizen bestimmt, nimlich

$1=S1,n81,n-1---51,2

. =T—(]— i t_

81,5 := S1,5(ey) =I—(1 - cosey) (ele‘1 te el') +singy (elej eje'l) ,
wobei die o; € IR geeignet zu wihlen sind. Man zeige fir j=2,...,n:
(i) Si,j (o) (og € IR) ist orthogonale Matrix,
(i) Sy,j(ay) A=:(dy,,)n,x unterscheidet sich von A héchstens in der 1-ten
und j-ten Zeile.
(iii) Man bestimme 7; = cosa;, 0j =singy (o selbst wird nicht berechnet),
so daf® 3; ;=0 wird, und gebe die @, ; sowie 3 ; an.

(iv) Man zeige, da der Ubergang von A auf S; A 4k(n — 1) Multiplikationen
bzw. Divisionen und (n — 1) Wurzelberechnungen erfordert.

Hat man nach v Schritten (1 v £ min(n—2, k—1)) die Gestalt

0 | AP*D

erreicht, so transformiert man A®*1 mit einer orthogonalen (n—», n —»)-
Matrix S, ;,;, wie oben angegeben, und setzt hiermit

o ( b ©
1:= 3
" 0 Svvi/(an

Mit m =min(n— 1, k) haben wir schlieflich
R:=8,-,...5,A=Q*A
1 oberer Dreiecksgestalt.

) Man zeige im Fall k =n, daf die QR-Zerlegung nach Givens 3 n(n—1)
furzeln und % (n— 1) n(n + 1) Multiplikationen bzw. Divisionen erfordert.



Ubungsaufgaben zum 2. Kapitel

Aufgabe 2.12. Essei A =(ay,j)(n,n) komplexe (n,n)Matrix; a,, ..., a, (EC™)
seien die Spalten von A. — Mit Hilfe der QR-Zerlegung zeige man die Determi-
nantenabschitzung nach Hadamard

|det A} £ Tr(a,. aj)% = ]T (Zlai,jlz)i~

i=1 j=1\i=1

71
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3. Fehlerbetrachtungen bei linearen Problemen

Der Herkunft nach, unterscheiden wir drei Arten von Fehlern:

(i)  Fehler in den Eingabedaten, verursacht durch MeBungenauigkeiten oder
durch Runden der Rechenmaschine beim Einlesen,

(ii) Rundungsfehler, verursacht durch das Runden der Maschine bei fast jeder
Rechenoperation (vgl. (1.3.1)!),

(ili) Abbruchfehler oder Verfahrensfehler: sie treten immer dann auf, wenn eine
als Grenzwert gegebene Grofie (etwa der Wert einer unendlichen Reihe) durch einen
endlichen Rechenausdruck (z.B. eine Partialsumme der Reihe) ersetzt wird.

Die Eliminationsverfahren gehdren zu den finiten Verfahren, d.h. ihre
Lésungen sind iiber endlich viele algebraische Operationen und nicht als Grenz-
werte definiert, daher erscheinen hier keine Abbruchfehler.

Um die Fehler von Vektoren und Matrizen zu messen, fithren wir in den
folgenden Abschnitten Metriken und Normen ein. Im Interesse einer moglichst
geschlossenen Darstellung wollen wir dazu auch Eigenschaften und Beispiele
bringen, die zur Behandlung von Eliminationsaufgaben nicht benétigt werden,
auf die wir aber in spiteren Kapiteln zuriickgreifen werden.

3.1. Metrische Riume
Vorgegeben sei eine Menge R und eine Abbildung d: RXR - IR.

(3.1.1) Definition. (R, d) heifdt metrischer Raum mit der Metrik oder Abstands-
funktion d genau dann, wenn fiir alle x,y,z ER gilt:

() dx,y)2 0; d(x,y)=0 = x=y,
(i) d(x,y) = d(y,x),
(i) d(x,z) = d(x,y) +d(y,2).
Es sei nun (R, d) metrischer Raum, x €R, (x,)7 eine Folge in R.

(3.1.2) Definition.

(i) Die Folge (x,)o heifSt konvergent gegen x, x heifit Grenzwert der Folge,
abgekiirzt geschrieben

Xp =+ X (n = o) oder nlim Xn =X,
genau dann, wenn gilt
Ve>0 INEIN Vn2 N d(x,,x)<e€.
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(ii) (x,)o heilt Cauchy-konvergent (C-kgt.) genau dann, wenn gilt
Ve>0 INEIN Vnm2 N d(x,,xm) <€
oder, kurz geschrieben:
d(xn:xm) - 0 (n)m - m)
(3.1.3) Bemerkung, Fiir eine Folge (x,)5 im metrischen Raum bestitigt man
durch Abschitzung unmittelbar die Aussagen:
)] r}l_r’nmx,, =X, nh_r’n”xn =y = x=y;
(i) IxER nlim Xnp =X = (X,)g Cauchy-konvergent.
Die Umkehrung von (3.1.3, ii) gilt nicht in jedem metrischen Raum.

(3.1.4) Definition. Ein metrischer Raum (R, d) heifit vollstindig genau dann,
wenn jede Cauchy-konvergente Folge in R einen Grenzwert in R besitzt.

Als Beispiele fiir metrische Raume erwihnen wir

(3.1.5) R =@ (Menge der rationalen Zahlen), IR oder €,
d(x,y) := |x—y| (= Absolutbetragvon x-y),

und weiter mit der Bezeichnung IK := IR oder C:
(3.1.6) R =IK" mit den fir x =(;)], y =(n;)] wie folgt definierten Metriken:
n
d, (x,y) = r]nalxm-ml ,
i=

n 1
dp (x,) =<Z m—niup)" mit 15 p <o,

i=1
n
dp (x,y) =Z 16 —mI° mit 0<ps 1.
i=1

Im Fall p =2 erhalten wir d,(x,y) als den euklidischen Abstand zwischen x
undy.
(3.1.7) Essei [a,b] C IR kompaktes Intervall; wir betrachten
R=Cy[a,b]:={x:[a,b] - IK stetig},
d(x,y) = x(t) -y .
(x,y) tenl':’fal' M-yl

(3.1.8) Fiir R=C,(a,b] := {x: [a,b] + K stetig differenzierbar} geben wir
verschiedene Metriken an, zunichst

d'("”')=.e"}3,’§,]'x(t)_"(‘)' ,
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also die Einschrinkung der in (3.1.7) genannten Metrik auf die Teilmenge C, [a,b];
aufBerdem sei

dy(x,y) = (Jax Ix() - y(t)] +t€nml IX'() - y'(t)!

und bei festem t, € [a,b]:
d3(x,y) = Ix(te) — y(to)| + '‘O-y'®)l .
3(%,y) = |x(to) = y(to) | ‘eﬂl)f;]“ ®-y®l

(3.1.9) Essei M mefibare Menge im IR®, 1< p <. Auf
R=L (M) := {x: M~ IK mefibar, |x(t)|P Lebesgue-integrabel}
ist durch ,
40y) = (f 1XO -y Py’ |
zunichst eine Pseudometrik erklart, d.h. statt (3.1.1, i) gilt wegen
dx,y)=0 < x(t) =y(t) fastiiberallin M
die schwichere Bedingung
d(x,y)2 0, d(x,x)=0.
Um zu einem metrischen Raum zu gelangen, betrachten wir die durch
x~y = d(x,y)=0 (= x(t)=y(t) fastiiberall)

erklirte Aquivalenzrelation in R. Bezeichnet % die Aquivalenzklasse zu x €R,
so wird

R=L,(M):=L,(M)/~ = {k: xER}
mit

&(i,?) i=d(x,y) fir xEX, YEY
metrischer Raum, wie man anhand der Ubungsaufgabe 3.1 nachrechnet. Im Fall
p =2 erhalten wir so den Hilbertschen Funktionenraum iiber M.

Bis auf die Metrik d, mit 0 <p <1 in (3.1.6) sind die hier aufgefiihrten
Metriken durch entsprechende Normen gemis (3.2.3) erzeugt; zum Nachweis der
Eigenschaften (3.1.1) rechnet man zweckmiBigerweise die Normeigenschaften
nach.

Um zu zeigen, daf nicht allgemein im metrischen Raum R jede Cauchy-
konvergente Folge einen Grenzwert in R besitzt, notieren wir

(3.1.10) Beispiele fiir nicht volistindige metrische Riume:
() InR=@ mit d(x,y)=|x-y]| sei (x,)5 durch

Xo =14; xn,,,:%(x,,-kz'—:) n=0,1,2,..)
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fieﬁm’er't. Die Folge (x,)5 liegt offensichtlich in @, sie konvergiert in IR gegen /2,
ist also in @ Cauchy-konvergent, aber besitzt keinen Grenzwert in @.

@) EsseiR=C,[=11] di(xy)= max Ix(®)-y(®I.

Hier sind die Funktionen
1
xa(®)=[t]'" " (n=1,2,3,...)

simtlich stetig differenzierbar und konvergieren in [ 1, 1] gleichmifig gegen
x(t) = |t} mit x & C,[~1, 1]. Daher ist die Folge (x,)T in (R,d,) Cauchy-
konvergent, ohne in R einen Grenzwert zu besitzen. — Die Ausfilhrung dieses
Beispiels wird als Ubungsaufgabe 3.2 empfohlen.

Eine Priifung der iibrigen Beispiele in (3.1.5)—(3.1.9) ergibt:

(3.1.11) R =IR bzw. € ist vollstindig, wie von der Analysis her bekannt ist.

(3.1.12) R =IK™ mit jeder der angegebenen Metriken ist vollstindig, da Konver-
genz beziiglich der Metrik jeweils koordinatenweise Konvergenz bedeutet.

(3.1.13) Die Vollstindigkeit von (Co[a,b], d) ist Inhalt des Satzes von Weierstrafl
iiber die gleichmafige Konvergenz stetiger Funktionen, den wir hier beweisen wollen:
dazu sei (x,)5 Cauchy-Folge in (Co[a,b], d), also

max X, (t) —xm () =+0 (n,m o).
tE[a,b]

Dann ist fiir jedes feste t € [a,b] (x,(t))3 Cauchy-Folge in IK; wegen der Voll-
stindigkeit von IK existiert x(t) € IK mit

t}im Xq(t) =x(1).

Auf diese Weise ist eine Funktion x: [a,b] = IK erklirt. Auf Grund der C-Konver-
genz von (x,)y haben wir:

Ve>0 INEN Vn,m2N VtE(a,b] [x,(t)—xn(t)<e.

Betrachten wir in dieser Aussage bei festem € >0, n 2 N den Grenziibergang
m oo so folgt aus n}im Xm (1) = x(t):

Ve>0 INEN Vn2N Vte([ab] Ix,(t)—x(t)ise,

d.h. xp(t) = x(t) (n -~ ) gleichmifig fir t €[a,b). Zum Beweis der Stetigkeit
von x geben wir € > 0 vor; dazu wihlen wir uns ein n € IN mit der Eigenschaft, daf

VtE[ab] Ixa()-x(H)1< 5

gilt. Wegen der Stetigkeit von x,, finden wir zu vorgegebenem t, € [a,b] ein § >0,
S0 daf fiir alle t € [a,b] mit |t —to] <8

[Xa(t) ~ Xa(to) | < §
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erfiillt ist. Hieraus schlieflen wir fiir [t—ty| <8:
1X(1) = x(to) | £ [X(t) = X (D) + [Xa(t) ~ Xp(to)| + |Xn(te) — X (te) | <€
Damit liegt x in Co[a,b], und beziiglich der Metrik d haben wir x,, - x (n - ).

(3.1.14) C,[a,b] mit den in (3.1.8) angegebenen Metriken d, und d; ist voll-
stindig, wie in Aufgabe 3.3 zu zeigen ist.

(3.1.15) Die Raume L (M) sind vollstindig metrische Riume nach dem Konver-
genzsatz von Fischer — Riesz (vgl. z.B. Titchmarsh [27]).

Im Folgenden seien (R, d,), (R, . d,) beliebige metrische Rdume und T eine
Abbildung von R, in R, (man sagt statt Abbildung auch Operator).

(3.1.16) Definition. T heifdt beschrinkt, wenn ein ¥ > 0 existiert, so daf fiir alle
X,y €ER,

d2(T(x), T(y)) <7v-di(x,y)
fiir einen beschrinkten Operator T nennen wir
iTl:=inf{y20:VX,y€R, d&:(T(X),T(Y) < v di(x,y)}
den Betrag von T.
(3.1.17) Bemerkung. Ist T beschrinkt, so gilt fiir alle x,y €R,
Cdy(T(), T £ ITI-dy(x,Y)
und damit
IT|=min{y20:Vx,yER; d;(T(x),T(y)) < v-d,(x,¥)}.
Zum Beweis seien x,y €R, beliebig, aber fest vorgegeben; wir wihlen
Yn > I T mit nli_x_nu'yn ={T|. Dann haben wir fiir alle n€ IN
d(T(x), TB)) £ 7,41 (%,Y) s
daher diirfen wir die rechte Seite der Ungleichung durch ihren Grenzwert ersetzen.

Zum Begriff der Stetigkeit notieren wir die
(3.1.18) Definition. Es seien (R,, d,), (R;, d;) metrische Riume, T: R, - R,
eine Abbildung.
(i) Fir z€ R, heifit T stetig in z genau dann, wenn fiir alle Folgen (x,)p in R,
mit lim x, =z gilt
N~ oo

lim T(xa) = T(2).

In diesem Fall schreiben wir kurz
T(x) > T(z) (x -2z) oder &ix_r’\z'l‘(x) =T(z).
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(ii) T hei8t stetig in R, oder nur stetig, wenn T in jedem z € R, stetig ist.
(3.1.19) Bemerkung. Jeder beschrinkte Operator T: R, = R, ist stetig.
Beweis. Bei vorgegebenem z € R, haben wir fir jede Folge (x,)g in R,
mit lim x, =z
N— oo . .
4 (T(x), T@)) S ITI-d1(Xp,2); dy(Xp,2) >0 (n =)
und daher auch d,(T(x,), T(z)) =0 (n - ).

Die Umkehrung von (3.1.19) ist im allgemeinen falsch; als Gegenbeispiel
betrachtet man eine reelle, stetige Funktion, deren Differenzenquotienten nicht
beschrinkt sind.

(3.1.20) Hilfssatz. Es seien (Ry,d;),(R,, d,), (Rj, d;) metrische Raume,
S: R, = R, und T: R, = R beschrinkte Operatoren. Dann gilt

ToS: R, =Ry st beschrinkt,
IToSI<|TI-IS].
Beweis. Wir haben fiir x,y €R,

d3(T(S(x)), T(S(¥))) £ IT1d,(S(x), S(¥)) £ IT[ [S]dy(x,y);
daherist y :=|T| |S} 2 O eine Konstante mit
d3(ToS(x), ToS(y)) £ 7' di(x,y) (x,yERy).

3.2. Normierte Vektorraume
Vorgegeben sei ein Vektorraum R iiber dem Kérper IK = IR oder € und eine
Abbildung | I: R = IR.
(3.2.1) Definition. (R, Il Il) heift normierter Vektorraum mit der Norm [l Il,
wenn fiir alle x,y €ER, a € K gilt:
i Ixhtzo0, ixl=0<« x=0;
(i) Naxlh=|a}-ixl;
(i) Ix+yl < Ixl +lyl.
Wir werden die Normen hiufig mit einfachen Betragsstrichen schreiben: die
Unterscheidung vom Betrag einer Zahl ergibt sich dann aus dem Zusammenhang.
Als Beispiele fiir normierte Vektorraume erwihnen wir
(3.2.2) R=K, |x| = Betrag von x;
(3.23) R=IK"; fiir x = (%)} bezeichnen wir die Normen

n 1
Ixtp, =(Z !E,l")P (1 £ p< =) als pNorm,

i=1
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speziell
n 1
Ixt, = (Z 1% [2) 2 als euklidische Norm,
i=1
n
fixi_ = xpalx 1% als Maximumsnorm
l=
und mit w =(w,)?, w; >0 (i=1,...,n):

n 1
1&1\r)p
Ixllp, w =( Z (“‘w: )) (1= p < ) als gewichtete p-Norm,

als gewichtete Maximumsnorm oder einfach w-Norm.

(3.24) In R=Cy[a,b] wird durch Ixll = max lx(t)l die Maximums- oder
Tschebyscheff-Norm definiert.

Entsprechend (3.1.8) und (3.1.9) lassen sich in C, [a,b] und L, (M) Normen
erkliren. — Die Dreiecksungleichung fiir die p-Norm im K" (und Ly (M)) heifit
Minkowski-Ungleichung und wird fir p > 1 mit der Holderschen Ungleichung

Swnrs(Swef (Sl (§=1-3)

bewiesen. In numerischen Anwendungen treten aufler der (gewichteten) Maximums-
norm die (gewichteten) p-Normen fast nur fir p =1 oder 2 auf;; hierfiir sind die
Normeigenschaften leicht nachzurechnen.

(3.2.5) Bemerkung. Im normierten Vektorraum (R, | |)ist durch d: RXR - IR
mit

d(x,y) := Ix -yl
eine Metrik erklirt, d nennt man die von der Norm erzeugte Metrik.

Den Beweis erhalten wir durch einfaches Einsetzen. — Konvergenz im nor-
mierten Vektorraum bedeutet Konvergenz beziiglich der durch die Norm erzeugten
Metrik. Man nennt einen normierten Vektorraum vollstindig oder auch einen
Banach-Raum, wenn der zugeordnete metrische Raum vollstindig ist. Nach den
Uberlegungen (3.1.11)—(3.1.13) sind die in den Beispielen (3.2.2)—(3.2.4) genann-
ten Rdume simtlich Banach-Raume.

Stetigkeit in normierten Vektorriumen bedeutet Stetigkeit in den zugehdrigen
metrischen Riumen; der folgende Hilfssatz zeigt, daf im normierten Vektorraum
die Rechenoperationen und die Norm stetig sind.
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(3.2.6) Hilfssatz. Es sei (R, | 1) normierter Vektorraum iiber IK, es seien
X, Y ER,(xp)p, (¥,)o Folgenin R,a €K, (a,)5 eine Folge in IK. Dann gilt

@ IIxE=lyl] s Ix-yl,
(i) limx,=x = lim ix,1 = lIxl (Konvergenz in RY) ,
n-—>oco

Nn-»oco

(i) lima,=a, limx;=x = lima,x, =ax,
n-—+ oo

o oo
() limx, =x, Jimy, =y = Jim(xy +yn) =x+y.
Beweis. Auf Grund der Dreiecksungleichung erhalten wir

Ixh =y +(x=yI S iyl +Ix -yl = Ixh -yt £ Ix -yl
und ebenso durch Vertauschen von x und y

iyl —fixl =—(ixl = lyH) £ ly-xl = lIx -yl
und damit die Aussage (i); es folgt (ii) unmittelbar wegen

Hxal = Ixl} S Ixg=xl -~ 0 (n-=o0).

Zu (iii) schitzen wir folgendermafien ab:

0 £ Moy xp — axll = Bay (X — %) + (o — @) xH £ Jag | Ixy—x0 + Ja, ~ ) IxH,
wobei la,—a| -0, Ix,—xl =0 (n+), la,| £ M <o auf Grund der Konver-
genz gilt, woraus oy, X, — axll = 0 (n %) folgt. Zu (iv) notieren wir
0< u(xn"'Yn)—(x"'Y)u = n(xn_x)*'()'n_y}“

S fxp~xfl + lly, -yl -0 (n->c0).

Fiir Vektorraume R, R, iiber IK bezeichnen wir

Hom (Rl , R:) = {A R] - Rz linear} ,
Hom(R;) := Hom(R;,R,).
In Anlehnung an die Matrizenschreibweise setzen wir bei einer linearen Abbildung

das Argument meistens ohne Klammern hinter den Namen der Abbildung,
schreiben also Ax statt A(x). Fiihrt man wie iiblich durch

(A1 +A))X = A x+Ayx, (aA)x:=a(Ax) (a€EIK)
Addition und Multiplikation in Hom(R,, R,) ein, so wird Hom(R, R;) beziig-
lich dieser Operationen ein Vektorraum iiber IK.

Es seien nun (R,, | 1,), (Ry, | |;) normierte Vektorrdume, T € Hom(R;,R,).

Dann gilt im Sinne der Definition (3.1.16), auf die von den Normen | [; und [ |,
erzeugten Metriken d, und d, angewendet, die
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(3.2.7) Bemerkung.
(i) T ist beschrinkt genau dann, wenn ein y = 0 existiert, so daf fiir alle x €R,
ITxl, < 7vixly .
Fiir einen beschrinkten Operator T € Hom(R,, R,) haben wir
(i) |T)=min{y20:Vx€ER, [Tx|; < yIx|,},
das heifit
0, falls R, ={0},
(Ill) 'T'= (lTxlz
su
X1y
insbesondere gilt fiir alle x €R;
@) ITx 1T} Ixl -

:xeR,,#O) sonst ;

Zum Beweis von (i) und ii) iberlegen wir uns fiir beliebiges v 2 0 die
Aquivalenzen )

v X,y € Rl dz(T(X), T(y)) é Y dl(x!y)

= VXYER, ITx-Tyl,=ITX-y)2= v Ix-Yyl

« Vz€R, [Tz|; £ y-|zl,.
Zur Begriindung der letzten Aquivalenz setzen wir einmal x =z, y =0, und umge-

kehrt z =x —y. Die Aussage (iii) ergibt sich aus der Definition des Supremums
als der kleinsten oberen Schranke.

Zur weiteren Charakterisierung von beschrinkten linearen Operatoren zeigen
wir den

(3.2.8) Hilfssatz. Es seien (Ry, | 1), (R, | |2) normierte Vektorriume,
T € Hom(R,, R,). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) T stetig inRy),
(ii) T stetigin O,
(iii) T beschrinkt .

Beweis. Die Folgerung (i) = (ii) ist klar, (iii) = (i) ist mit (3.1.19) bewiesen;
um (ii) = (:;ii) zu zeigen, nehmen wir an, es sei T nicht beschrankt, d.h.
Vy>0 3Ix€R; |Tx|, > vixl;.
Speziell fir y =k € IN erhilt man xg €R, mit
ITxy |2 > k% iy k=1,2,...).
Da wegen Txy # O auch xx # O gilt, setzen wir

1
Y = k|xk||xk k=1,2,..)
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und haben hiermit
kall =0 (k"’“)s ‘TYklz —k‘ | lTXk'2>l

im Widerspruch zur Stetigkeit in 0.

Als Beispiel fiir einen linearen beschrinkten Operator im unendlichdimen-
sionalen Fall betrachten wir R = C, [a, b] mit der Maximumsnorm (vgl. (3.24))
und definieren zu einer vorgegebenen Funktion

K:[a,b] X [a,b] - IK stetig,

die wir mit Argumenten als K(s,t) schreiben, den Operator T durch
(TX) (s) :=J'K(s, £) x(t) dt (x € Co[a,b], € [a,b]).

An Hand der gleichmifigen Stetigkeit von K weist man die Stetigkeit der in [a,b]
definierten Funktion Tx nach, insgesamt ist

T:Cola,b] = Cyfa,b] linear.

Fir x €Cy[a, b} notieren wir

= T. < K(s,t t)| dt
ITxh= _max (( X)(S)l~sé?§§)lfl G 01 1x@)]
b a

< J (K(s, t)]dt) - Ixl,

sE{ a,b

b
also ist T beschrinkter Operator mit |T| £ Err‘\a); | J[K(s, t)|dt.
s€{a,
a
(3.2.9) Definition. Fiir normierte Vektorraume (R;, | 11), (R2, | I2) bezeichne
L(Ry,Ry) :={T: R, = R, linear, beschrinkt},
L(R,) :=L(R,,R

Dazu zeigen wir die

(3.2.10) Bemerkungen.
(i) L(R,,R,) ist Teilvektorraum von Hom(R,, R,) und mit | |, definiert
nach (3.1.16), normierter Vektorraum. Wir bezeichnen | | auch als Operatornorm.

(@ii) Ist (R, | |,) vollstindig, so ist auch (L(Ry,R,), | |) Banach-Raum.
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Beweis. Offenbar liegt die Nullabbildung in L(R,, R;); um weiter die Abge-
schlossenheit von L(R,, R,) beziiglich der Vektorraumoperationen zu zeigen,
notieren wir fir T, S € L(R,, R,), a, 8 € K und beliebiges x € R, die Abschitzung

I@T +BS)x |, = |aTx +BSx |y < |af [Txlo+[8] [Sxl2 S (Jacf [TI+IB] ISI)[x1;-
Hieraus folgt die Beschranktheit von aT + S sowie
(*) 1aT+BSI < |af ITI+[BIIS].
Die Normeigenschaft |T| 2 O ist klar, auerdem gilt
|IT}=0 = VxER, |Tx|;,=0 = VXxER, Tx=0 <+« T=0.
Aus (*) mit S=0 folgt
laT| S la| |T| («€IK)
und fir a# 0

1
ITI=| G@D] S 7371eTi= lal ITI£ foTI
also
laTl=lal IT]  (aEK),

denn fir a =0 ist diese Beziehung wegen |0] =0 erfiillt. Schlieflich erhalten wir
aus(®)mit a=g=1:

IT+S|<|T|+]S|.

Zum Nachweis von (ii) sei eine Cauchy-Folge (A,)s in (L(R;,R;), | |) vorge-
geben,d.h. |A,~ A, ] -0 (n, m- ), Fiir festes x € R, haben wir

Anx = AmX|2 = [(An = Am)x}2 £ |Ap=Anl IXl; =0 (n,m-=2),

d.h. (Apx)p ist Cauchy-Folge im Banach-Raum (R,, | |,), folglich existiert ein
A(X)ER, mit A x -+ A(x) (n-°). Zunichst ist durch x +- A(x) eine Ab-
bildung A: R; -+ R, gegeben. Wir zeigen nacheinander:

Alinear, A beschrinkt, A, - A (n-o) in L(Ry,Ry), | [).
Fir x,y €R,, a,f € IK haben wir
Ap(ax +By)=a(Apx) +B(ALy) (mEN).

Fiir n = oo strebt der linke Ausdruck gegen A(ax + fy), der rechte nach (3.2.6),
(iii) und (iv) gegen aA(x) + BA(y). Die Eindeutigkeit des Grenzwerts liefert

A(ax +fy)=aA(x) + BA(y) und damit die Linearitit von A. — Zu vorgegebenem
€ >0 gibt esein N € IN mit

|Ap - Api<e (n,m2 N);
daher gilt fiir jedes x ER,
IAn=Am)X|2 S |Aq—Aml IX]y S €1x] (n,m2N).
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Wir betrachten bei festen x €R,, n 2 N den Grenzwert des linksstehenden Aus-
drucks fiir m - o und folgern mit (3.2.6, i):

I(An—A)x1z £ €x], (x€Ry),

d.h. fir n2 N ist A,— A€ L(R,,R,) und damit
A=A,-(Ap~A)ELR,R,),

auflerdem haben wir |[A,— A| £ € (n 2 N) und daher lim A, = A.

n—>oo

In Hom(R), wobei R ein Vektorraum ist, wird die Multiplikation von T,
S&Hom(R) als Hintereinanderausfihrung der Abbildungen, nimiich

TS:=ToS
erklirt. Im Fall des normierten Vektorraums (R, | |) haben wir nach (3.1.20):
(32.11) T,SEL(R) = TSEL(R), [TS|s [T|IS(;

damit ist die Multiplikation eine Operation in L(R). Als Stetigkeitsaussage
gewinnen wir die

(3.2.12) Bemerkung. Es seien (R, | |) normierter Vektorraum, A, B € L(R),
(Ay)s, (Bx)o Folgenin L(R). Dann gilt

limAy=A, limB,=B = limABy=AB.

K- oo k— K= oo
Zum Beweis schitzen wir |Ay By — AB| durch
JAgBy — AB| < |(Ax— A)By|+|A(Bx— B)| < |Ax—A] |Bgi+{A[ By —BI

ab, wobei |Ax —A| =0, |Bx— B} -0 (k —~°) und gemif (3.2.6, i) mit einer
positiven Konstanten M die Abschitzung [Bx| < M (k €IN) gilt.

Fiir C € L(R) definieren wir
CO := I = Identitit in R
und rekursiv
crtlz o(em) (n=0,1,2,...).

Wegen (3.2.11) sind dann simtliche C" € L(R).
Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir den 1.Stabilititssatz von Banach
(auch Satz iiber die Neumannsche Reihe genannt):

(3.2.13) Satz.
(i) Essei (R, | |) Banach-Raum, C € L(R) mit

i ICM < oo,
n=0
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Dann ist 1 -C bijektiv, (1-C)! €L(R), und es gilt beziiglich der Norm in L(R)
oo Kk
a-o)t= C“:=lim( C").
‘ nZo ke nZO

@) Speziell fir CELR) mit |CI<1ist Y |C°< o erfill
n=0

Beweis. Bekanntlich ist A=1I—C bijektiv mit der Inversen B genau dann, wenn
BA = AB =1 erfiillt ist. Wir setzen

k
By := Zc" (k=0,1,2,...) ;

n=0
dann sind die By € L(R), und fiir k >/ haben wir
' -k k '
Be=Bii=1 D' CUS DI ~0 (K I=);
n=1l+1 n=1+1

daher ist die Folge (By)g in L(R) Cauchy-konvergent. Wegen der Vollstindigkeit
von L(R) existiert ein BE€ L(R) mit By - B (k = o). Man rechnet leicht die
Beziehungen

(I-C)By =B, (I-C) = I -Ck*! k EIN)
nach, wobei wegen |C¥*!] = 0 (k = ) die Folge 1—C¥*! gegen I konvergiert.
Es folgt nach Hilfssatz (3.2.12), da konstante Folgen stets konvergent sind:
|}im(l-—C)Bk=(I—C)B, ‘!im By(I-C)=B(I-0),
womit (I-C)B=B(I-C) =1 erfiillt ist. Zu (ii) folgern wir aus |C| < 1 und aus

den durch Induktion zu zeigenden Ungleichungen |C"| < |C{™ (n € IN) die
Reihenabschitzung

oo e 1
e Qe = g <=
n=0 n=0

(3.2.14) Definition. Fiir einen normierten Vektorraum (R, | |} bgzeichne
J(R) := {T €L(R): T bijektiv, T"' €L(R)}.

Wir bemerken dazu, daB die Eigenschaft T™' € L(R) nach dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen stets erfiillt ist, wenn R Banach-Raum und T € L(R) ein
bijektiver Operator ist (vgl. Kato [16], Kap. III).

Als Anwendung des Stabilititssatzes gewinnen wir die
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(3.2.15) Folgerung. Es sei R Banach-Raum und A € J(R), ferner B € L(R) mit

AT (A-B)|<1
oder stirker

|AT'| |JA-B|<1.
Dann gilt

BEJR), B'= l D> - B))“} AL

n=0

Beweis. Aus der im allgemeinen leichter zu priifenden Bedingung 1A'} |A-B| <1
folgt |A"'(A—B)| < [A™!| |A-B| <1 unmittelbar. — Wir schreiben

B=A+(B-A)=A(I-0), C:=A'(A-B)
und haben nach Voraussetzung C € L(R) mit |C| < 1. Nach Satz (3.2.13)
existiert (I—C)™" mit (I-C) ' €L(R); als Produkt invertierbarer Operatoren
ist auch B invertierbar, und es gilt

00

B = (1-C) A" =( D c") ATELR).

n=0

3.3. Endlichdimensionale normierte Vektorriume

Fiir IK = IR oder € erinnern wir an die im IK™ nach (3.2.3) erklirte Norm
n
Il = D15 fr x=(§)".
i=1
(3.3.1) Hilfssatz. Essei (R, | |) normierter Vektorraum iiber IK, dimR =n < ee.
Dann gilt

R ID =000

in dem Sinne, daf3 eine bijektive, lineare und stetige Abbildung ¢: R - K™ mit
stetiger Umkehrabbildung ¢~ existiert. Insbesondere ist (R, | |) Banach-Raum.

Beweis. Wir wihlen eine Basis (v, ..., V) von R und definieren ¢: R - IK® durch
n
e(x) =)}, falls x =Z)\ivi
i=1

Bekanntlich ist ¢ eine lineare, bijektive Abbildung. Die Beschrinktheit und damit
die Stetigkeit von ¢ beweisen wir indirekt, indem wir annehmen:

VkeEN kaER H¢(xk)||1>klxkl
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Dazu bezeichnen wir

NI . n
Vi i= T, xkER, by :=¢(y,)EK kEMN)

und erhalten hiermit |y, | < & (k2 1), also lim y, =0 sowie bl =1 (k € IN).
Da die ,Einheitskugel“ des IK™ kompakt ist, existiert eine Teilfolge (bkv)v:0 von
(bk)k:o und ein b € K" mit P.’.n..b"" =b, wobei wegen llby Il =1 auch Ibll, =1
gilt. Fiir die Komponenten von b := (8,2, by := (ﬁ?‘))i:l folgt

lim g = g, Gi=1,...,n)

Voo

und nach (3.2.6, iii) und (iv):
n n
. . " )
e, i S tn) = St o,
- 1=

letzteres wegen lIbll; = 1. Das ist ein Widerspruch zu lim y, = 0.
ko

Die Stetigkeit von ¢~ folgt aus der fir y = ( Ri)'l' € IK" giiltigen Abschitzung
n n
e O)1=1) vl S D INI IS By,
i=1 i=1

in der

n
B = max|v;]
i=1

gesetzt ist.

Zum Nachweis der Vollstindigkeit von R sei eine Cauchy-Folge (x,)o in R
vorgegeben. Dann ist wegen

lo(x) — @(Xm)li € 71Xk = Xm | (k, m&N)

auch (p(xx))o Cauchy-Folge im IK". Auf Grund dér Vollstindigkeit des IK®
existiert ein y € IK® mit llim ¢(xx) = y; aus der Stetigkeit von ¢! folgt fir
x=¢"\(y) o

. = 1 -1 =
Jim x '!l_r.nnw (p(xx)) =x.
(3.3.2) Hilfssatz. Es seien (Ry, | }), (Rz, | |;) normierte Vektorrume iiber K,
dimR, =n < =, A€Hom(R,, R,). Dann ist A stetig, also Hom(R,, R;) = L(R,,RJ

Zum Beweis wihlen wir eine Basis (v,, ..., v,) von R, ; dann gilt nach Hilfs-
satz (3.3.1) mit einem y >0 fiir alle

n
X= ZXiVi € R|

i=1
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die Abschitzung

n
DINISTeIxl,

i=1
Aus der Darstellung
n
Ax= >N (Av)
i=1

folgern wir unmittelbar die Ungleichungen

n
n
Ax], S max| Avily- 3 INIS B+ Ix]y
i=1

mit der von x unabhiingigen Konstanten

n
B:=v-max]Av|,
i=1

und hieraus die Stetigkeit von A.

(3.3.3) Folgerung. Ist R endlichdimensionaler Vektorraum iiber IK, so sind je zwei
Normen | |; und | |, in R zueinander iquivalent, d.h.

38,720 VXER x|, S vixly, Ix}2SBIx];.
Fiir Folgen (x,)5 in R gilt mit x ER stets

lEim Xy = X beziiglich | |, = lim Xy = X beziiglich | |, .

Zum Beweis verwenden wir den Hilfssatz (3.3.2), wonach die Identitit als lineare
Abbildung von (R, | 1) in (R, | |,) stetig ist, folglich

320 VXER x|, S BIx)s;
entsprechendes gilt bei Vertauschung der Normen | |; und | |,. Die Stetigkeit
der Identitiit liefert auch, da die Konvergenz einer Folge von der gewahlten Norm
Unabhiingig ist.

Insbesondere sind im IK™ alle Normen zueinander dquivalent; zu je zwei der
Speziellen in (3.2.3) aufgefiihrten Normen lassen sich scharfe Abschitzungskon-
Stanten 8 und y angeben (vgl. Aufgabe 3.4!). Nach Hilfssatz (3.3.2) sind alle
linearen Abbildungen von IK¥ in IK™ (k, n € IN) stetig. Bezeichnet

M(n Xk, K):={A= (ai,,-)(,.,k): 3;,; €K},
also den Vektorraum aller (n,k)-Matrizen mit Koeffizienten in IK, so gilt bekanntlich

M(n X k, K) == Hom(IK¥, IK™),
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wobei die Isomorphie
A= )nK = TE Hom(IK¥, K™
durch

k n
T) = ( Zai'j Ej) fir x= (gj);‘= € Kk
i=1 i=1

gegeben ist. Da sich T(x) als das Matrizenprodukt von A mit der (k,1)-Spalte (Ej)';
ausdriicken 14ft, schreiben wir meistens Ax statt T(x).

In den folgenden Uberlegungen betrachten wir nur lineare Abbildungen von
IK™ in sich, also (n, n)-Matrizen, wobei im Urbild- und Bildraum jeweils dieselbe
Norm gewihlt sei. :
(3.3.4) Definition. Ist | | beliebige Norm im IK™(n 2 1), so bezeichnen wir fiir
A€EM(n Xn, K)

|Ax | .
|A| 1= sup W:xEIK , #0

als Operatornorm von, A zur Norm | | im K™,

Offensichtlich gilt

JAj=sup {|Ax]: x€ K", |x| =1} =max {|Ax|: xE K", |x]| =1},
letzteres, da die Menge {x € IK®: {x| = 1} kompakt und die Abbildung x + | Ax|
stetig ist.

Da fiir einige Normen des IK™ die zugehérigen Operatornormen von A schwer

auszurechnen sind, fihrt man Normen im M(n X n, IK) ein, die unmittelbar durch
die Koeffizienten von A beschrieben werden.

(3.3.5) Definition. Eine Abbildung Il Il: M(n X n, IK) = IR heif3t Matrixnorm
genau dann, wenn || § Norm im Vektorraum M(n X n, IK) ist und die zusitzliche
Eigenschaft

fABI < IIAl-1BI (A,BEM(n X n, K))
besitzt.
Mit einer Matrixnorm wird M(n X n, IK) normierte Algebra; wegen

dimM(n X n, IK) = n? < o ist der entsprechende metrische Raum vollstindig;
daher ist M(n X n, IK) sogar eine Banach-Algebra.

(3.3.6) Definition. Essei | | eine Norm im K", JA| die zugehorige Operatornorm
zu AEM(n X n, K), Il | Matrixnorm in M{(n X n, K).

(i) Die Matrixnorm i I heifit passend zur Norm | | im IK" genau dann, wenn

VY AEM(n X n, K) A S 1AL,
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das heifit

¥ AEM(n X n, IK) Vx € IK" [Ax|S TAN-|x] .
(ii) Die Matrixnorm || Il heit der Norm | | im IK™ zugeordnet, wenn sie gleich
der Operatomorm ist. Dies ist gleichbedeutend damit, daB Il Il zur Norm | | im K"
passende Matrixnorm ist und zusitzlich die Bedingung

VAEM(n Xn, IK) Ix €K™ mit [x|{=1 und {Ax|= A}
erfiilit.

Dazu notieren wir die

(3.3.7) Bemerkungen .

(i) Diein(3.34) definierte Operatornorm ist Matrixnorm und der Norm | |
im K" zugeordnet.

(ii)  Zu einer beliebigen Matrixnorm Il in M(n X n, IK) exisitert eine Norm | |
im K", so daB Il I eine dazu passende Matrixnorm ist.

Zum Beweis der Aussage (i) verweisen wir auf (3.2.10) und (3.2.11). Ist Il I
beliebige Matrixnorm, so definieren wir fir x € IK"

M(x) := xelt =(x]0]...10) € M(n X n, IK)
und hiermit
x| = IM(x)I.
Dann gewinnen wir fiir x,y € IK®, a € IK die Beziehungen

1x]20; |x|=0 < IMxX)1=0 « M(X)=0 <= x=0;
tax| = IM(ax)ll = laM) = |a|- IM) = [a] - Ix];
Ix +y| = IM(x + )i = IM(x) + M(Y)I £ IMX)Il + IM(Y)I = Ix] +1yl.

Damit sind die Normeigenschaften gezeigt; schlieBlich gilt fir A€ M(n X n, IK)
[Ax| = IM(AX)T = I(AX) ¢ I = IAMGOI S TATL- IM(OE = 1AD- [x] .

(3.3.8) Beispiele. Als Matrixnormen, die zu entsprechenden Normen im K™ passen,
notieren wir fir A =(a; })n, )

n
JA, = max Z lag,; — Spaltensummennorm,
=LA

n 1 1 .
Al = ( £ 12) 2 = (spur(A*A))? — Frobenius- oder Schur-Norm,
52

n
Al = max ( Z l3;,; l) — Zeilensummennorm,
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lAlg=n- max laj g — Gesamtnorm,
i,i=1

und mit w=(w.) , Wi>0:

tAl, = max( Zia,,le) — w-Norm.

Wir erhalten folgende Eigenschaften:

(3.3.9) Hilfssatz .

(i) WAl ist die der Norm lx}, im K™ zugeordnete Matrixnorm;

(i) Al ist zur euklidischen Norm im K" passende, aber nicht zugeordnete
Matrixnorm (n 2 2);

(iii) WA, ist die der Norm lxly, im K", speziell |All_ die der Norm IIx!_
im K" zugeordnete Matrixnorm;

(iv) WAlg ist Matrixnorm, passend zu den Normen Ixlly, (1< p <o) und Ixl_
im IK", aber fiir n 2 2 keiner dieser Normen zugeordnet.

Beweis. Wir zeigen nur die Aussage (iii) und iberlassen die restlichen Behauptungen
dem Leser als Ubungsaufgabe 3.6. Die eo-Normen sind offensichtlich die mit
w;=1 (i=1,..., n) spezialisierten w-Normen. Wir zeigen zwei Teilaussagen:

(@ VXEK", AEM(MnXn,IK) HAxl, < TAl, Ixl,
Fir A= (ajj)n,n), X = (.Ei)'l‘ gilt namlich

wobei fir i=1,...

2 1§
Zai,zj Za.,ns,l—mew, —§|1xllela.1lWi
j= i=1 j=1

und daher, wie behauptet,

1 n
i (wl Zlallsjl) < "X“ max( w; Zlai,j]wj)

i=1 j=1

n

Wi |2 s

i=1

n
IAxly = max(
i=1

erfiillt ist. — Als zweite Aussage beweisen wir
® VAEM®nXn,K) 3IxeK",#0 NAxl, 2 KAl Ixl,
Zu vorgegebenem A # 0 sei k€ {1, ..., n} ein Zeilenindex mit

n

1 n 1 <
o . = —_— = > .
Wi Z 8, j | W; = max (Wi jzlla;,j.le) AN, (>0)
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Wir wihlen x = (ij)j :r mit

0 N falls ak,j =0
§=1 3,
sonst .
Ty, ;1
Da mindestens ein ay ; # 0 existiert, ist lxl, = 1. Fir die k-te Komponente von
(®),2,:= Ax gilt:
n n
nk=Zak,jEj= Z k]la Zlakjle
i=1 i=
ak, j # 0

und daher
n B
Axhy 2 g = o Z Jag, ;1% = DAl Il .

Hiernach ist A, fir alle Ae M(n X n, IK) gleich der Operatornorm von A
beziiglich der w-Norm; gemif (3.3.7, i) ist A ll,, Matrixnorm.

Die Frobeniusnorm ist wegen I, =+/n >1 (n 2 2) nur passend zur eukli-
dischen Norm. Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, die Operatornorm zur eukli-
dischen Norm zu charakterisieren; dabei beschrinken wir uns auf den Fall IK=C,
fassen also die (n, n)-Matrizen als Abbildungen von €" in sich auf.

(3.3.10) Definition. Fiir A€ M(n X n, €) bezeichne
p(A) :=max {|A|: AEC Eigenwert von A}

als Spektralradius von A.
Wir notieren einige naheliegenden Eigenschaften des Spektralradius:

(3.3.11) Bemerkungen. Es sei C invertierbare (n,n)-Matrix, I | beliebige Matrix-
norm in M(n X n, €). Dann gilt fir AEM(n X n, €)

® »(A®=0),
i) p(C™AC)=p(A),
(iii) p(A) < tAD.

Beweis. Es gilt
det (A\I —A) = det (A =A)*) = det (XI -A*)
daher ist A Eigenwert von A genau dann, wenn X Eigenwert von A* ist, folglich
p(A*) = max {|X|: XA €C Eigenwert von A} = p(A),
womit (i) gezeigt ist. Zu (ii) benutzen wir
“det(AI-A) = det(AI-C1AC),
woraus folgt, da A und C™' AC die gleichen Eigenwerte besitzén.
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Zu einer beliebigen Matrixnorm existiert nach (3.3.7, ii) eine Norm | | im C",
50 daf fiir alle x €C" die Abschitzung

[Ax| £ NAI - [x}{

gilt. Wir wihlen nun einen Eigenwert A von A mit |\ | =p(A), dazu einen Eigen-
vektor xo # 0 und erhalten hiermit

|Axo| =1%ol = p(A) IXol ,
daher

p(A) =

Wir bezelchnen fir AEM(nXn, )

IAlls : = Operatornorm zu euklidischen Norm im €

und notieren dazu den

(3.3.12) Satz.
(i) Ist A normal, d.h. A*A = AA*, so gilt
lAls = p(A),

(ii) fiir beliebiges A hat man
IAls = (p (A*A))? .

Auf Grund dieser Eigenschaften heifit | Al auch Spektralnorm. — Zum
Beweis der Aussage (i) verweisen wir auf die Ubungsaufgabe 3.8, zu Teil (ii) be-
trachten wir die positiv-semidefinite (hermitesche) Matrix A*A, die nur reelle,
nichtnegative Eigenwerte besitzt, so daB gilt

p(A*A) =max {u € IR: u Eigenwert von A*A}.

Nach dem Minimum-Maximum-Prinzip,' das in Abschnitt 5.7 (Band 2) bewiesen
wird, oder auch nach Aufgabe 3.8 ist daher

(A*Ax x)
p(A*A) = max wn : XEC" #0¢,
andererseits
(A*Ax,x)  (Ax,Ax) HAxllz) AR
x#o0o (X,%) = xx) % VI, s:

3.4. Storanfilligkeit linearer Gleichungssysteme

Zu einer vorgegebenen komplexen (n,n)-Matrix A und einer (n,1)-Spalte b
soll ein (n,1)-Vektor x mit Ax =b berechnet werden. Durch Fehler in den Eingabe-
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daten — und durch Rundungsfehler wihrend der Rechnung, siehe 3.5 bis 3.7 — 16st
man statt des gegebenen ein abgeandertes Gleichungssystem, namlich

AX=b,
wobei A=A + AA, §=b+Ab mitim allgemeinen ,kleinen‘ Matrizen AA und
Ab giit. Wir bezeichnen wie in (1.2.1) mit

Ax =X -x
den Fehler von X als Niherung von x und interessieren uns fiir die GroBe des

Fehlers in Abhingigkeit von AA und Ab.

In den folgenden Uberlegungen sei | | eine Norm im €°, fir AEM(n Xn, C)
sei mit {A| die nach (3.3.4) zugeordnete Matrixnorm bezeichnet. Zunichst erhalten
wir den

(3.4.1) Hilfssatz. Es seien A, AAEM(n X n, €), A invertierbar und |A™' DA | < 1.
Dann ist A + AA invertierbar, und es gilt

A7)
1-1ATAA}
Beweis. Offenbar erfiilit B= A+ AA die Voraussetzung von (3.2.15) und ist daher
invertierbar, auflerdem gilt

1a+ba)yt <

oo oo -1
_ _ |A7
(A+28)7 =1 D (- AT AAPAT S 1A ‘IZOIA "AAI" = AT
n=0 n=
(3.4.2) Satz. Es seien A und AA wie in Hilfssatz (3.4.1), ferner b, Ab €C" mit
b # 0 vorgegeben. Hierzu bezeichne x die Losung von Ax =b, Ax sei durch
(343) (A+DA)(x+Ax)=Db+Ab
definiert. Dann gilt die Abschitzung

Iax] _ 1A 1Al 1AA:+|Ab|)
Gas) Ty ST aTaa \TAT P

und unter der stirkeren Voraussetzung |[A™'| |AA| < 1 weiter
lax| _ 1A' (A |AA| +4Ab|)
JxI = 1- JA jAAL AL Ib) )
Beweis. Wegen der Invertierbarkeit von A + AA ist Ax in (3.4.3) eindeutig
bestimmt; wir haben
x+Ax=(A+AA) b+ (A+AA)'Ab
und wegen x =A™'b weiter
&x = [(A+AA)! _A-l,] b+(A+AA) A
= (A+AA) ' [A-(A+AA)JA'b + (A+L0A)Ab
= (A+AA) (- AA)Xx +(A+AA) D

(3.4.5)
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und daher nach Hilfssatz (3.4.1)
A 1A
= x|+ I
1- AT AA| 1-]AT AA|

|Ax] = [AA] 1Ab] .

Da mit b # 0 auch x # 0 ist, kénnen wir durch x| dividieren. Ferner benutzen
wir die aus Ax =b, also |b] < |A]-|x]| folgende Abschitzung

1 IA|
—_— g _,
PURSTY
die unmittelbar (3.4 4) liefert.

Ist zusitzlich |A™'} |AA| < 1, erhalten wir (3.4.5) mittels der aus
JAT'AA| £ }1ATY |AA} folgenden Ungleichung
‘ < —L .
1-1ATTAA| T 1-1A™Y |AA|

Wenn die Koeffizienten von AA so klein sind, daB 1 - |A™ AA| =~ | betragt,
wird die Abhingigkeit des ,relativen Fehlers* der Losung von den Eingabefehlern

im wesentlichen durch den Faktor }A™'| -} A| beschrieben. Hiermit kommen wir
zu der
(3.4.6) Definition. Fiir eine invertierbare (n,n)-Matrix A heifit

K(A)=|A"'] |A]

die Konditionszahl von A beziiglich der Norm | |.
Mit Hilfe der Konditionszahl kénnen wir in (3.4.5)
1A' |AA| = 1~;<(A)E'ﬂ
[A|
umformen und erhalten an Stelle von (3.4.5) die Abschitzung

DAL 18b
@an 18X k@A) (lAA|+|Ab|)M(A)(I Lo |)‘

N —_— e —
X = ) ZAT \TAT 7 bl TYIMTY

Wir nennen ein Gleichungssystem schlecht konditioniert, wenn k (A) gro8 ist.
Kk (A) hingt von der betrachteten Norm ab, wir konnen jedoch eine normunab-
hingige untere Schranke angeben:

(3.4.8) Bemerkung. Fir eine invertierbare Matrix A gilt stets

A) > P(A) >
(A) 2 min {|\|: X Eigenwert von A} = °

Beweis. Wir folgern aus (3.3.11, iii) unmittelbar
K(A)=]Al A 20 (A)p(A™)
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und beachten die Aquivalenz

X Eigenwert von A <= % Eigenwert von A™'.

Hieraus ergibt sich

p(A™") = (min {J\|: A Eigenwert von A})™".

Ein Gleichungssystem ist also sicher dann schlecht konditioniert, wenn die
Eigenwerte von A betragsmafig weit streuen.

Es entsteht das Problem, ein gegebenes Gleichungssystem Ax =b vor seiner
Losung so umzuformen, da « (A) moglichst klein wird. Allgemein wird empfohlen,
das System durch Multiplikation von Zeilen und Spalten (letzteres bei Variablen-
substitution) in ein dquilibriertes umzuformen, in dem die Koeffizienten von A be-
traglich etwa im Bereich der gleichen Zehnerpotenz liegen. Fiir diese totale Aquili-
brierung gibt es bisher kein Computer-Programm (man l6st dieses Problem durch
genaues , Hinsehen®, vgl. Aufgabe 2.2) und auch keine brauchbaren Aussagen iiber
die Konditionszahlen. Dagegen wird eine Zeilendquilibrierung, d.h. daf die Betrags-
summen aller Zeilen gleich sind, durch Multiplikation der Zeilen mit leicht anzu-
gebenden Skalaren erreicht. Dem entspricht der Ubergang von Ax =b auf
(DA)x = Db mit einer invertierbaren Diagonalmatrix D. Der folgende Satz zeigt,
daf eine zeilendquilibrierte Matrix gegeniiber den nicht dquilibrierten Matrizen die
giinstigste Konditionszahl beziiglich der Maximumsnorm Il [, (vgl. (3.3.8)!) besitzt.

(3.4.8)Satz. Essei A=(a; j)n,n) invertierbare, zeileniquilibrierte (n,n)-Matrix,
es gelte

~

Iai_j|=l (i=l,...,n).

[\A )

j=1

D sei invertierbare Diagonalmatrix. Dann gilt fiir die Konditionszahlen beziglich
der Maximumsnorm:

k_(A) < k_(DA).

Beweis. Mit D = diag(d,, ..., d,) berechnen wir

n [ & n o n
iDAI_ = rillg(ZIdiai,jl) = ij (ldil‘ZIaul) = Yi“g(ldil .

\j=1 i=1

~ 1
a;,ya; .

Setzt man A =: (@}, {)n,n)» SO Wird

n
I(DA)"I_ = 1A' D™'0_ = max( ¥’
i=1 ﬁ
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Nun gilt fiir jedes i€ {1, ..., n}

n & 5'.1 n 1 n O 1 _
?‘“(2 . )Zt@“(ld‘.|')'m3’((3 lai.il) = 1A,
=1 = '] ) j=1 I/ i=1 = m_ai(ldjl

Insgesamt wird wegen Al =1:
k_(DA) = IDAI_ I{DA)™I_ 2 1A ' = x_(A).

Umgekehrt ist nicht jede aquilibrierte Matrix gut konditioniert, dazu notieren
wir das folgende

(3.4.9) Beispiel. Es seien X,, ..., X, € IR, verschieden, dazu f,, ..., f €T beliebig.
Gesucht ist dasjenige Polynom hochstens n-ten Grades

(*) P(x)=ao+tayx+... +apx"

mit P(x;)) =f; (i=0,...,n). — Diese Interpolationsaufgabe wollen wir im Band 2

ausfiihrlich behandeln. Die Koeffizienten des gesuchten Polynoms erfiillen das
Gleichungssystem

n
(**) ijiaj=fi (i=0,...,n)

i=0
mit der Vandermonde-Matrix

A=V, (X0, ..., Xn) = (in)og Lign
als Koeffizientenmatrix. Die Determinante dieser Matrix ist bei verschiedenen
Xo, ..., Xn ungleich Null, folglich gibt es genau eine Losung (ai)g von (x*).
Fiir die Werte
(#*%) n=5;, x,=1,1+v-0,l v=0,..9),
die wir als Beispiel heranziehen wollen, ist A nahezu dquilibriert. Es ergibt sich
jedoch

k_(A) = 0,19-10%;

das bedeutet, daB eine relative Storung der f; um den Betrag € (> 0) eine relative
Storung von etwa 2-107-€ in den a; erwarten lafit.
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Als Konsequenz ergibt sich:

Trotz ihrer theoretischen Bedeutung ist wegen ihrer allgemein schlechten
Kondition die Vandermonde-Matrix fiir numerische Zwecke ungeeignet. Die Fehler
in den Eingabedaten und, wie die folgenden Abschnitte zeigen, auch die Rundungs-
fehler wihrend der Losung des Gleichungssystems bewirken eine verhaltnismafig
grofe Ungenauigkeit im Ergebnis.

Speziell bei den in (***) angegebenen Stiitzstellen hingen die Polynom-
koeffizienten a; sehr empfindlich von den f; ab. Allgemein sucht man daher fir
das Interpolationspolynom eine andere, dem Problem besser angepafite Darstellung
als (*).

Wie aus dem 1. Kapitel bekannt ist, treten beim Einlesen eines Gleichungs-
systems in eine Rechenmaschine Rundungsfehler auf, die von der benutzten Arith-
metik abhingen. Den Einflul dieser Rundungsfehler auf das Ergebnis diskutieren
wir im folgenden

(3.4.10) Zahlenbeispiel. Die Koeffizienten des Gleichungssystems im Beispiel (2.3.3)
lassen sich nicht als endliche Hexadezimalzahlen schreiben. Wir 16sen dieses Glei-
chungssystem auf der in (1.1.16) angegebenen Maschine mit doppeltgenauer Arith-
metik, wobei wir die Koeffizientenmatrix einmal doppeltgenau (REAL *8), beim
zweiten Mal einfachgenau (REAL *4), die rechte Seite stets doppeltgenau einlesen.
Wir bezeichnen mit (A, b) die erweiterte Matrix aus den entsprechenden REAL *8-
Groflen, also auf 14 Hexadezimalziffern gerundet. Dann 16sen wir beim ersten Mal
Ax =b, beim zweiten Mal ein Gleichungssystem, in dem A auf 6 Hexadezimal-
ziffern gerundet ist, also

(A+AA)x=Db
mit

I1AAT L oes 1 s
(*) TA—“—§T=§‘16 ~3:107°.

Die Berechnung von A™! liefert

(*+) 1ATY_=14,1; k_(A)=126-10%.

Wir erhalten, auf 10 Dezimalstellen gerundet, folgende Losungen

(i) x,=-20,76272418; x,=-2,747919203; x;=14,74503384;
X4 =2,615863138;

und beim zweiten Mal X = (X;)] mit

(ii) X,=-20,76267022; X,=-2,747910721; X;=14,74499749,
X4=2,615856811.

Die Koeffizienten von X stimmen in 5 Dezimalstellen mit denen von x iiberein;

wir berechnen fiir Ax := X —x:

faxh
(xx*) ™ 0,26-107* > 57,
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andererseits liefert die Fehlerabschitzung (3.4.7) nach (), (**)

Iax_ I8AL, \

— A - = . = . -

i, =R S Tk (A) = 013107

Hiermit ist der tatsichliche Fehler zwar stark iiberschitzt, jedoch bewirkt nach
(**x) die Storanfilligkeit von A ein Anwachsen des , relativen Fehlers* von x
gegeniiber den Eingabefehlern um mehr als den Faktor 5. Wegen der doppeltge-
nauen Arithmetik (ca. 16 Dezimalstellen) haben die Rundungsfehler bei der be-
nutzten GauB-Elimination auf die ersten 10 Dezimalstellen der Losung keinen
Einfluf; man vergleiche dazu den Abschnitt 3.6!

3.5. Rundungsfehler bei Gleichungssystemen in Dreiecksgestalt

Es soll die Losung eines reellen linearen Gleichungssystems Ax =b unter
Benutzung von t-stelliger Gleitkommarechnung, wie sie im 1. Kapitel beschrieben
wurde, ermittelt werden. Als Basis des Zahlsystems sei g =10 gewihit, die Man-
tissenlinge sei t 2 2, und es bezeichne

7io=1.10"1"7,

Nach (1.3.2) gilt fiir je zwei t-stellige Gleitkommazahlen X,y und jede der Rechen-
operationen & € {+, —, -, :}:
1+7

mit gewissen, von X,y und & abhingigen reellen Grofen € und n, wobei

SI(XAY)"(XAY)(HE)‘

lel,Inls 7

gilt. Die mit Gleitkommarechnung ermittelte Losung eines linearen Gleichungs-
systems wird in den folgenden Abschnitten als Losung eines Systems mit gestorten
Koeffizienten dargestelit, so daB anschlieBend die Uberlegungen von 3.4 zum
Tragen kommen. Da mit 3.4 auch die Rundungsfehler bei der Eingabe behandelt
sind, beschrinken wir uns auf t-stellige Gleitkommazahlen als Matrixkoeffizienten.

Wir betrachten zunichst Koeffizientenmatrizen in Dreiecksgestalt, wegen der
einfacheren Notation speziell untere Dreiecksmatrizen und notieren hierzu die

(3.5.1) Voraussetzung. Vorgegeben sei ein Gleichungssystem Lx =b,
by

In,l e In_n b"

mit reellen t-stelligen Gleitkommazahlen J; j, bjund /; ; # 0 (i=1,...,n).
Fiir t und damit fiir die Rechengenauigkeit in Beziehung zu n fordern wir

n7 < 0,09;
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es bezeichne x =(x;)] den exakten, X = (X;)] den numerisch berechneten Losungs-
vektor des Gleichungssystems.

Unter dieser Annahme gelten fir x die Beziehungen
bl _ b,—l,,lxl—...—lr‘,_lx,_l

Xy = 7, X =
ll,l Irr

Bei t-stelliger Gleitkommarechnung erhalten wir statt dessen

_ (b,
X, =gl 11_1

~ (br_lr,lil_-u—lr,r-l"zr—l)

X = gl

Ir, r

wobei wir den Zihler von X, in der natiirlichen, unten genau gekennzeichneten
Reihenfolge berechnen wollen. Jedes X, ist also die numerisch ermittelte Losung
einer Gleichung

ilr,iii =b;

i=1
bei schon bekannten Xj, ..., X,-;. Wir beweisen hierzu den

(3.5.2) Hilfssatz. Essei 1<r<n, nr<0,09;b,0,, ..., 10 sowie Xy, ..., Xp-
seien t-stellige Gleitkommazahlen, und 1, # 0. Dann gilt mit X, definiert durch

- b_Ilil—"'_lr—lir-l
X =gl A

eine Darstellung

n
M b=> 4{A+E,
i=t
wobei die F; € IR den Ungleichungen

IF;] < jTS 1147 G=1,...,1)

1-nr7
geniigen, im Fall 1. = 1 scharfer die Ungleichung
IF,| < 1_—1n? G-1)7rS 10— 1)1
erfiillt ist. Es folgt die Abschatzung
r r
b‘Z’iij < ITTH; Zj“il 1%,

j=1 ji=1

(i)
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und im Fall I, =1

(iii) |b v 5%

<12 (Zm,llx, |x,|>

i=1

Zum Beweis verfolgen wir die Zwischenergebnisse bei der Berechnung von X, .
Dazu setzen wir

So=b
und im Fall r 2 2:
sp =gl (sp_y —1L,X) v=1,..,1-1)

und erhalten hiermit
Sr— 1)
=gl ( I, .

Folglich gelten mit gewissen €,,n, € IR, |€,1, In,| £ 7 die Gleichungen

~ 1
sv=[sv-l_1uxv(l+eu)]l+n w=1,...,1-1),
v
%= Se-r 1
T Ir 1+nr1

wobei im Fall I, =1 offenbar n_ =0 zu wihlen ist. Durch Induktion iber r zeigt
man fir r 2 2 die Darstellung

r-1
=TL(1+n,)"'b~ Z’J"J(“EJ) T[(l+nu)'
v=1 =j
und erhilt in jedem Fall
I Xe = ——T[(Hn,,) 'b- leXj(l"'Ej)T[,(l*'nv)'

i=1 v=j

Dabei ist die leere Summe bekanntlich Null, das leere Produkt Eins zu setzen.
Multiplikation mit dem Produkt der (1 + n,,) und Auflosen nach b liefert

b=1,% TL(+n,)+ szx,(ue,) Tasn.
v=1 v=1
Demnach definieren wir

r i-1
1+F,:=T{(1+n), 1+F =(1+¢) TL(1+n,) G=1,...,t-1)

v=1 v=1
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und erhalten unmittelbar
(I-1Y<S 1+F < (1+7) G=1,....n,

im Fall [, =1 zusitzlich
(A=-7y'<S1+F < (1+7f L.

Hiermit ist die Darstellung (i) gezeigt, und Hilfssatz (1.4.10) liefert wegen
l—(jJ—l)‘r s l-Jn-r

auch die Abschitzungen der |Fj|. Aus (i) folgern wir

r r
j=1

j=1
und damit

-
-

~ 1 ~
b= 5551 < > 151 1% Fjl .
i=1 i=1
Nach Abschitzung der |F;| erhalten wir unmittelbar (ii) bzw. (iii).
Die Ungleichungen (ii) und (iii) des Hilfssatzes werden wir erst im Abschnitt 3.6

brauchen; die Anwendung von (3.5.2, i) auf das in (3.5.1) vorgegebene Gleichungs-
system liefert fiir die numerisch berechnete Losung x die folgenden Beziehungen:

. { I (1+Fy DX, =b,
(3:54) Ir,l(l+Fl‘.l)il+-..+Ir,r(l+Fl’,r)il’=br (r=2,....,n)
mit

j . (r-1)
lFr,jlg =nr’ G=1,...,1); IF,',]gl—:FT, falls 4,,=1.

Zur komponentenweise Abschdtzung vereinbaren wir folgende

(3.5.5) Bezeichnungen. Fiir eine reelle oder komplexe (n,m)-Matrix
A= (ai'j)(,.,' m) sei .

A

A= (12,5 )0, m) 5
fiir reelle (n,m)-Matrizen A =(a; ;)n, m) und B =(b; ;)n,m) schreiben wir A< B
oder auch B 2 A genau dann, wenn a; j S b; ; firalle i=1,...,n;j=1,...,m

gilt; entsprechend bedeute A< B oderauch B> A, da8 a; j <b; ; fiir alle i
und j erfillt ist.

Die genannten Schreibweisen verwenden wir speziell auch fiir (n,1)-Matrizen,
also Spalten des €" bzw. IR".
Wir folgern aus (3.5.4) unmittelbar
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(3.5.6) Satz. Unter der Voraussetzung (3.5.1) ist der numerisch ermittelte Losungs-
vektor X = (f('i)',l die exakte Losung eines gestorten Gleichungssystems

(L+AL)X=b,
in dem AL die folgende Gestalt hat:
I, F
AL 1, 1. 1,1 0
In,1Fn,t -+ InnFan
Mit der Bezeichnung

5= { 1, falls L normierte untere Dreiecksmatrix ist,
0 sonst,

gilt die komponentenweise Abschdtzung

(1=8)1y, 4l 0
2,11 (2-8)1L,,1
AL < T : 214,21
=1-nr : : ’
Mol 2laal oo (n=8) 1y nl

alsomit D := diag(l,...,n)

r
1-n7

A\
AL < (Lb-81) s 1,1 7 (ED-51).
Fiir eine obere Dreiecksmatrix erhalten wir als

(3.5.7) Folgerung. Ist R=(r; j)(n, n) mit r; ; % 0 obere Dreiecksmatrix aus t-stelli-
gen Gleitkommazahlen, b wie in(3.5.1) und n7 £ 0,09, so erfiillt die numerisch
ermittelte Losung X von Rx = b ein Gleichungssystem

(R+AR)X =b,
in dem mit E := diag(n,n—1, ..., 1) die komponentenweise Abschitzung

T
I-n7

A A A
AR £ REs 1,1 7RE
gilt.
Damit ist das Problem der Rundungsfehler bei Dreiecksmatrizen auf die im
Abschnitt 3.4 behandelte Aufgabenstellung zuriickgefiihrt. Durch Vergroberung
gewinnen wir aus (3.5.6) die Abschitzung

A A A
(3.5.8) ALS 1,1(n-8)rLs1,1n7L;
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daher ist der Effekt der Rundungsfehler bei Berechnung von X der gleiche, als hitte
man die Koeffizienten von L mit relativen Fehlern vom Betrag < 1,1 -n7 versehen.
Sind die Koeffizienten von L beispielsweise als Me8daten mit relativen Fehler-
schranken grofler als n7 bekannt, spielen die Rundungsfehler demgegeniiber keine
Rolle mehr. In diesem Sinne ist die numerische Auflésung des Gleichungssystems
Lx =b ein gutartiges Verfahren. Wir notieren Abschitzungen fir die wichtigsten
Matrixnormen von AL:

(3.5.9) Folgerung.
(i)  Bezeichnet I Il eine der Normen Il fl;, Il Il, oder & I, sogilt

IALI £ 1,1 7(n—6) ILI,

(i)  Ist g eine positive Konstante mit |; ;| < g (i,j=1,...,n), so hat man

1
< = 2 —_ .
faLl_ < 2(n +n-268)g T=n7r

»

1
< = — 82 -
faLt, < 4(n+1 8)’g nt

IALI, < —— (n+1)2g—T

V12 I-n7’

Beweis. Die Aussage (i) schlieBen wir aus der Ungleichung (3.5.8), die sich auf die
angegebenen Normen iibertrigt; zu (ii) benutzen wir mit

1-8
1 2-6 0
G= 1 2 \
1 2 .. n-3 .0
die komponentenweise Abschitzung
8 T
< .
AL S g gG
sowie
N 1
= -8 == (n? —
llGll,,—Zu 8 2(n +n-29),
v=1
n n+1-5§\
IGI, = max k(n—k +1-5) < (_2_)

k=1

n (n+1)n2n+1) n*(n+1)* 1
ncu%=Zﬁ(n—r+1)—5n2g(n+1) < - —— S
r=1




104 3. Fehlerbetrachtungen bei linearen Problemen

Als Fehlerabschitzung fiir die numerisch berechnete Lésung X von Lx =b
erhalten wir nach Satz (3.4.2) bzw. (3.4.7) und (3.5.9, i) beziiglich der Maximums-
norm:

(3.5.10) Folgerung. Im Fall 1,1 7(n-8)x_(L) <1, b+ O geniigt der Fehler von
X als Niherung von x der Ungleichung
X —xll, k(L)
ixl, =1-117(n-8)k_(L)

Li(n=8)r = nrk_(L).

3.6. Rundungsfehler beim GauBschen Eliminationsverfahren

Wir betrachten die Rundungsfehler, die bei der Zerlegung einer Matrix
PAQ =LR nach der Gau8-Elimination entstehen. Da fiir eine (n,/)-Matrix B bei
der simultanen Zerlegung PB = LS dieselben Rechenschritte auftreten wie bei der
expliziten Auflosung des Gleichungssystems flir S, wollen wir B zunachst weglassen,
also /=0 setzen. Wir notieren als

(3.6.1) Voraussetzung. Es sei k 2 n, A eine (n,k)-Matrix aus t-stelligen reellen
Gleitkommazahlen. Die Gau8-Elimination nach Satz (2.2.6) werde mit t-stelliger
Gleitkommarechnung bei halbmaximaler bzw. maximaler Pivotwahl durchgefihrt,
das Verfahren ende nach (n — 1) Schritten; fir die benutzte Rechengenauigkeit gelte

nr = 0,09.

Die Fille, in denen das Verfahren vorher abbricht oder k <n ist, sind von
geringer praktischer Bedeutung und mit einigen Zusatziiberlegungen zu erledigen.

Bei halbmaximaler oder maximaler Pivotwah] wird die Dreieckszerlegung einer
permutierten Matrix PAQ berechnet, wobei P der Zeilenpermutation 7 =7,
Q der Spaltenpermutation ¢ = o, gemaf} den Algorithmen (2.2.15) oder (2.2.16)
entspricht. Wir beachten, da wegen {7, (), ..., mp+ (n)} = {mp(®), ..., ma(n)},
{0u41(), ..., 0y +1(K)} = {On(V), ..., 0n(k)} die Beziehungen (2.2.15, v—viii)
giiltig bleiben, wenn man =, 4, und 0, +,.durch m, bzw. o, ersetzt. Das bedeutet,
daB man von vornherein PAQ statt A betrachten, also n =id, o =id wihlen kann.
Daher nehmen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an:

(3.6.2) Voraussetzung. Bei jedem Eliminationsschritt sei

(i) die diagonale Pivotwahl gleich der maximalen Pivotwahl, bzw.
(ii) die diagonale Pivotwahl gleich der halbmaximalen Pivotwahl.
Wir verwenden die

(3.6.3) Bezeichnungen

(i) Essei A(‘)=(a§"j)) = A sowie fir v=2,...,n

(n,k) ’
©) = (,0)
N e
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die bei t-stelliger Gleitkommarechnung nach (v — 1) Eliminationsschritten ent-
standenen Matrizen; wir setzen

) o
al,I . .( ........... al'k
2 .
(i) U:=A® = a) :
0 .
\a(m a®
n,n n,

und definieren M = (m; j)(n, ny durch
0 fur i<j,
1 fur i=j,

(i) m; ;= a®
¥l
i

fir 1£jSn-1,j+1si<n.

Bei halbmaximaler (erst recht bei maximaler) Pivotwahl gilt dann die
(3.6.4) Bemerkung. M ist normierte untere Dreiecksmatrix mit
Im; ;1< 1 (1igj<n).

U und M ersetzen offenbar die in (2.2.6) erwdhnten Matrizen R und L, — man
vergleiche dazu (2.2.24) und (2.2.20). An Stelle der Gleichung LR = A gilt fiir die”
numerisch gewonnenen Matrizen nur MU = A + F mit einer gewissen (n,k)-Matrix F,
fiir deren Komponenten wir im Folgenden zwei verschiedene Abschatzungen her-
leiten wollen. Wir benutzen die

(3.6.5) Bezeichnung. g := max uaf";i: 1Sv<n, 1SisSn, 15j5k}
(3.6.6) Satz. Unter den Annahmen (3.6.1) und (3.6.2) liefert die Gauf-Elimination
bei t-stelliger Gleitkommarechnung Zerlegungsmatrizen M und U mit
MU=A+F,
wobei £ — vgl. (3.5.5) — der Ungleichung

0 0
A 1 1
(i) F<2rg 1 2 2
I RN ;
1 2........ (n=1)...(n-1) %)
sowie mit D := diag(1, 2, ...,n) der Abschitzung
i) Fs< MDU - U
(ii) $1onr ( ).

geniigt.
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Beweis. Wir betrachten im Algorithmus (2.2.15), den wir mit 7 =id, ¢ =id an-
wenden, zunichst die Rechenoperationen, die einen festen Koeffizienten ag'z (R %))

von U liefern. Dabei liegen die a(]')j =2, bereits vor; im Fall i 2 2 werden bei den

Eliminationsschritten v =1, ...,i—1 die Werte ag”’." D gemif (2.2.15), (viii) als

G  alD=g1@")-m ¥ @=1,..,i-1)

i i,v vj
berechnet, wobei die beim v-ten Schritt benotigten Grofen ai("}, af}")j und m; ,,
jeweils vorher bestimmt worden sind. ' ’

Ein fester Koeffizient m; ; (j <i) von M wird nach (2.2.15, vii) beim j-ten
Eliminationsschritt berechnet. Dazu werden die Grofen ag’)j und a’f’)j bendtigt,
die im Fall j 2 2 in den Schritten » =1, ..., j—1 ermittelt werden. Unter Beriick-
sichtigung der Zwischenergebnisse fir ag’)j (a}’} siche (3.6.7)!) erhalten wir m; ;
iiber ' '

(i) ag"’j”) = gz(a?j} —mi’,,af:)i) @=1,...,j-1), falls j2 2,
(3.6.8) . al?
i) m;;=gl j—;—;— .
i

Zu (3.6.7) und (3.6.8, i) definieren wir absolute Rundungsfehler e?’} durch

(369 a¥'Vi=a®-m ) +e!)  (IvsminG i) -1

und zu (3.6.8, ii) e?)j durch die Bezichung

= q0) = () 4 D j <ig
'(3,6.10) 0=ali-m al+el, falls j+1<i<n.

Hierzu notieren wir die
(3.6.11) Bemerkung. Simtliche in (3.6.9), (3.6.10) auftretenden €®) geniigen den
2 i j
Ungleichungen '
@)
Iei_ jl <27g.
Zum Beweis betrachten wir zunichst ein nach (3.6.9) durch

@) . 1) _0) )
(g =a T @ m )
definiertes ef”; und beachten, daB mit gewissen, von i, j, v abhingigen 3,9, € IR

mit |8,], |9;| £ 7 die Beziehung
C+1) 2 1,00 _ )] =2 — ® 1
& glla;—(m ,a,D]= a0 —m a7 (1+0)] 7 3,
und folglich

@+ ©) 9, =0 — )
I+ 32l 0+ m, 850 =a75-m, a5
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gilt. Durch Einsetzen in (*) gewinnen wir die Darstellung

(V) =39, a(""l) -m. a® 9,
i,

i,v v,j

und wegen m; ,{ < 1; lai(:’;’ Ny, lal(,'j)jl < g die behauptete Abschitzung
le?’;I < 27g. Zu(3.6.10) benutzen wir

RORERC)
m;,j =8l (1)) %)L(“"i,j)
i 1 i

mit einem |7, ;| £ 7 und folgern die Gleichung

a@-m aD+ady =0,
Lio i LT

woraus wir die Darstellung e?} = a?: m und die Abschitzung

leﬂl < rg < 27g gewinnen.

107

Aufsummieren der Gleichungen (3.6.9) iiber » und Addition von (3.6.10) im

Fall i>j liefert

f‘)‘a(’)-‘Zm”a:':)+ 0’} @sisnisjsk)
=1
beziehungsweise
0=a{")- Zmiv:(»':):+ ) (1sjsSn-1;j+1sisn).
=1
Mit den Grofen
( 0 (i=1;1£j5k),
Ze‘”’ (2<isn;igjsk),
(3612) fi,j= v=1
¢’ (sjsn-Lj+1sisn)

v=1

erhalten wir hieraus die Gleichungen

Zm,"a(”)-#a(i)-a(l)*'f (1<i<n;igjsk),
j
Dim ¥ =a4f (sjsa-lj+isisn,

v=1
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und zusammengefafdt
MU=A+F, F:= (fi,j)(n.k)-
Aus (3.6.11) und den Darstellungen (3.6.12) schlieBen wir

. <i<n i<i
(3.6.13) TR {ng(x. 1) (1sisn;isjsk),

U= 2784 (I€jsn—-1;j+12isn).
Hiermit ist die Aussage (i) des Satzes (3.6.6) bewiesen. — Wir erkennen die Grofien
af";' D in (3.6.7) bzw. (3.6.8) als die Zwischenergebnisse bei der numerischen Aus-

wertung der Vorschriften

i-1
@ = W _ ®© <
a; =8l (ai.i Zmi.nax.j) (isj),

K =1
ji—1
(36.14) < W _ ®©
3 Zmi.xa«.i
my ;= gl ~————";(‘n (zj+1),
i,

falls hierbei die Rechenoperationen in der gleichen Reihenfolge wie bei der Be-
stimmung von X, im Hilfssatz (3.5.2) ausgefihrt werden. Mit (3.5.2), (iii) bzw. (ii)
erhalten wir wegen
-, MG ®
- K
fij=—aj;t Z m oA

k=1

unmittelbar

\

i
. T i RPN
M il < ————,_M(Zvlmi,,l |a§f}|—|a§j’j|) (s<j,

v=1

@ 1) S 77 Y

v=1

(3.6.15) j
( vimg | |a§'j’j|) izj+1).

Auf Grund der Beziehungen

Dﬁ =@ Ial(,v)j ')l§u§n

' 15jSk
und af‘} =0 fir i 2 j + 1 erweisen sich die rechten Seiten von (3.6.15) als die
Koeffizienten der Matrix
T

I-n7

damit ist der Beweis des Satzes (3.6.6) abgeschlossen.

A A A
(MDU-U);
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Uber die wichtigsten Normen von F bringen wir den
(3.6.16) Zusatz. Im Fall k = n gelten die Abschitzungen

IFl_ € (n*+n-2)g7,

IFl, £ (m®-n)gr,

IFll, < 082n%gr.

Beweis. Mit der (n,n)-Matrix

0 0
1 1 1

G= , 2 2

I ~

n
- P AP S
ﬂGﬂ”-Zv 1-2(n +n-2),
v=1
n-1 1
IGl, = V=§(n2—n),
v=1

Zur Bestimmung der Frobeniusnorm beachten wir, da in G ein fester Wert
k €{1,...,n—1} gerade (n—« +1)-mal in einer Zeile und zusatzlich (n —x — 1)-
mal in einer Spalte vorkommt, so daf gilt

n-1 n-1
JlGII§=Z(x2(n—x +1)+x3(n-k—-1)=2 5‘ k*(n-x)=
k=1 k=1
(n-1)@2n-1) n*(n-1)? p8_p2  po
a2 - - n
2n 6 7 § &

folglich

2
IGh, € 2~ <041n?.
V6

Die zur Abschdtzung von lAi bendtigte Matrix MDU - U laBt sich leicht
nachtriglich ausrechnen, wobei wegen der Summation positiver Zahlen nur geringe
Rundungsfehler auftreten; auch die Groe g 1Bt sich im Verlauf der Eliminations-
schritte ohne weiteres bestimmen, so da8 uns der Satz (3.6.6) zwei brauchbare
a posteriori Abschitzungen liefert. Um prinzipielle Aussagen iiber die numerische
Qualitit der GauB-Elimination bei halbmaximaler bzw. maximaler Pivotwahl zu
erhalten, suchen wir a priori Schranken fiir g. Da es uns hierbei nicht um exakte
Fehlerabschitzungen geht, sollen in den folgenden Betrachtungen die Rundungs-
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fehler unberiicksichtigt bleiben. Wir gehen also von einer reellen (oder komplexen)
Matrix

= (D = (oD
A=C =G Do

aus und betrachten dazu die bei Rechnen ohne Rundungsfehler entstehenden

€ = Do @=1...n.

wobei wir die Voraussetzungen (3.6.1) und (3.6.2) sinngemaf fir die exakte
Rechnung iibernehmen. Wir verwenden die

(3.6.17) Bezeichnung.

poi=max {Ic ) vSisn, vSj<k} w=1,...,n)
und notieren dazu die
(3.6.18) Bemerkung. Bei Rechnung ohne Rundungsfehler wird

n
g =maxp, .
v=1

Beweis. Bei rundungsfehlerfreier Rechnung stimmen die A®? mit den C® iiberein;
n
die Ungleichung max p, £ g ist nach (3.6.5) trivial; andererseits haben wir
v=1
WY =10 | =D ir i . @ = ) = ir i

Iai'jl lci‘jl Ici,jl Sp; fiur i<y 37 0 fir j<v.

Eine erste Abschidtzung der p, notieren wir in dem
(3.6.19) Satz. Bei halbmaximaler und maximaler Pivotwahl gilt

p, < 2" 'p, @=1,...,n)
und folglich bei rundungsfehlerfreier Rechnung
gs2n! Pi -

Beweis. Fir 1S v < n—1;i,j2 v+1 haben wir nach (2.2.15), (vii) und (viii)
®)

lci vl
3 < 1
©) ="

!

1

also
D)< 20p,.

Es folgt p,.; < 2-p, und hieraus die Behauptung des Satzes.

Daf bei halbmaximaler Pivotwahl die in (3.6.19) angegebenen Schranken
erreicht werden konnen, zeigt das
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(3.6.20) Beispiel. Fir die (n,n)-Matrix

10 0 1
110 0 1
1Sl 1.0 0 1

A= \\l l
SN0 1

11

-1 1o

rechnet man p, =2""'=2""1p, (v=1,...,n) leicht nach.

Zu einer schirferen Abschitzung der p, im Fall der maximalen Pivotwahl
setzen wir zunichst k = n voraus (vgl. Aufgabe 3.11!) und erhalten entsprechend
der Voraussetzung (3.6.2, ii) die Darstellungen

p, =11 #=1,....n).

Wir zeigen die

(3.6.21) Bemerkung. Fir die (n—v +1, n—v +1)-Teilmatrizen C® der C®
gemif der Aufteilung

(1)
Sy e
0 \
®) : ®-1)
cW = :\cv_l.v_l N
. 0
: ¢
0....0
wobei C(M =CM gesetat ist, gilt
|deté(v)|='cf:)v'cx(a”:ll.)vH‘""cf:t)nl=Pv'Pv+1'~"’Pn @=1,..,n).

Beweis. Man hat gemif (2.2.14) firalle =1, ...,n
= @) = (D) @-1) 4etC®W =M. ..M
det A=detC St v detC O RCRRITR

n,n

und, weil das Verfahren laut Voraussetzung erst nach (n — 1) Schritten endet,
. -1
Chp e cv—n.v-x* 0.

(3.6.22) Hilfssatz.
n-v+l

Py Pysy - PpS (n—-v+l) 2 pt¥*! w=1,...,n).
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Beweis. Wir wenden die Determinantenabschatzung nach Hadamard (Aufgabe 2.12)
auf C® an; da sich jeder Koeffizient von C® durch p, abschitzen laBt, wird die
euklidische Norm jeder Spalte in C(") hochstens v/(n —v + 1) p, und folglich

n-v+1
Py .- ldetC(")l<-IT(n—u+l)2pu_(n_V+l) > P: 22
j=v
Wir erhalten nun nach Wilkinson {33] den

(3.6.23) Satz. Falls auf die reelle (oder komplexe) (n,n)-Matrix A mit tgA=n
Gaup-Elimination mit maximaler Pivotwahl angewendet wird, so gilt

p, S Vvf@)p, ¥=2,3,...,n)
mit 1 1
f(v):=(2-32...pv"1)2 v=2,3,...,n).
Beweis. Wir zeigen den Satz zunichst fir v =n, also
(36.24) p,< Jnf(n)p,.
Wegen p,> 0 konnen wir

q, :=logp, wv=1,...,n)
definieren und gewinnen aus (3.6.22) die Ungleichungen

n
(*) qugn—:-;Lllog(n—v+l)+(n—v+l)-q,, @=1,...,n-1).
j=v
Wir subtrahieren q,, auf beiden Seiten und dividieren durch (n~v» +1)-(n—v),
wodurch
n

)|

- N .<__1_ -
(n—v)(n—vi-l)‘Laﬂql=2(n—u)]°g(n v+
i=v

n-v+l W

entsteht. Diese Ungleichungen fir » =2, ..., n— 1 werden aufaddiert, hinzu
nehmen wir die aus (*) fir v =1 stammende Beziehung

1 < n n 1
—n_ljZ‘qjg—-———z(n_l)logn+n_lql 2(n 1)logn+ logn+ 1ql,

und erhalten somit

n-1 1 n 1 Yn‘ ln_‘l 1
=+ Z (n=v)(n—v+1) Z %*3 IL.: §§Z n-p logln—v)+
v=2 ji=v+il =1 v=l
n-1
9 n
FlogVT+ D S Y o

-
U}
(8]
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Nach Vertauschen der Summationsreihenfolge wird aus der linken Seite
n j-1
Vol 1 1 q, 9.
29 Z(n—v)(n-v+l)+n-—l fomitaol
j=3 v=2
mit
l;‘___l____ 1=1[1_1}+_1_=1.
L;(n—v)(n v+l) Z n-v n-v+1ld n-1 n-j+1’

auf der linken Seite von (**) steht also

S 1

Z -j +1 GG
Durch Subtraktion gleicher Ausdriicke auf beiden Seiten von (*#) erhalten wir nun
1
DA

und daraus (3.6.24). Zum Beweis der allgemeinen Aussage in (3.6.23) betrachten
wir fur 2 £ » € n—1 die Teilmatrizen

ll/\

S log(n-v+ 1) +logyi+ (2 - =L g, =log /mT () +a,

A”:=(c§,lj?)l§i,j§_u

von A. Die ersten (v — 1) Eliminationsschritte fiir A bewirken die entsprechenden
Eliminationsschritte in A, und fihren A, in eine obere Dreiecksmatrix iiber. Fiir
die Pivotelemente beim u-ten Schritt (1 < u < v) gilt auf Grund der Annahme
(3.6.2, i) offenbar

=1c® | =max {|c¥) p<ijS np=max (1M ugijsel,
und daher fir die Gréfen p, in A,, die den py in A entsprechen,
Py =Py r=1,...,v).
Die Aussage (3.6.24), auf A, statt A angewendet, liefert also
P, S V(@) p, .

Die Funktion /0 f(n) wichst wesentlich langsamer als 2" ~'; wir geben einige
Werte an:

n | 10 20 50 100 200 1000
Vv f(n) |19 67 530 3300 26000 7900000

Bei halbmaximaler Pivotwahl kann nach (3.6.20)
Pa=2"""'p,
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eintreten, das dazu angegebene Beispiel ist jedoch nicht typisch fir praktisch auf-
tretende Matrizen. Die numerische Erfahrung zeigt, dal im allgemeinen die p,
nicht stirker anwachsen als bei maximaler Pivotwahl.

Fiir die maximale Pivotwahl kann man zeigen, da8 p, = /n f(n)-p,
fir n 2 4 nicht erreicht werden kann; dariiberhinaus ist keine Matrix mit
p,> n-p, bekannt. Aus diesem Grund vermutet man an Stelle von (3.6.24)
ein Verhalten wie

Pn Sn-p,.

Bei Matrizen von spezieller Gestalt wie oberen Hessenbergmatrizen und ins-
besondere Tridiagonalmatrizen gilt eine derartige Abschitzung fir p, sogar im
Fall halbmaximaler Pivotwahl. Hierzu notieren wir den in den Ubungsaufgaben 2.4
und 2.5 zu beweisenden
(3.6.25) Satz. Bei halbmaximaler Pivotwahl wird
(i)  fiir eine obere Hessenbergmatrix A

p,Sv-p, @=1,...,n),
(ii) fiir eine Tridiagonalmatrix A
p,s2'p, w=1,....,n).

Wir kommen zur Fehlerabschitzung fiir die mit GauB-Elimination numerisch
ermittelte Losung X eines Gleichungssystems

Ax=b
unter der
(3.6.26) Voraussetzung. A sei invertierbare (n,n)-Matrix, b € IR, # 0; die Koeffi-

zienten von A und b seien t-stellige Gleitkommazahlen, und die Gau}-Zerlegung
von A werde gemif den Voraussetzungen (3.6.1) und (3.6.2) durchgefiihrt.

Die Losung von Ax = b zerfillt in 3 Schritte; bei exakter Rechnung werden
nimlich L, R, s und x mit

(1) A=L-R,
(2) Ls=b,
(3) Rx=s

bestimmt. Fiir die entsprechenden numerisch gewonnenen Matrizen M, U, v und X
erhalten wir nach Satz (3.6.6) sowie (3.5.6) und (3.5.7) die Beziehungen

(1 A+F=MU,
(2) (M+AM)v=b,
(3) (U+AU)X =v.

Einsetzen von (3"} in (2") liefert

M+AM)(U+AU)X=b
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und mit (1') zusammen

(A+F+AM-U+M-AU+AM-AU) R =b.

Mit den genannten Bezeichnungen notieren wir den

(3.6.27) Satz. Unter der Voraussetzung (3.6.26) erfiillt die mit t-stelliger Gleit-
kommarechnung ermittelte Losung X von Ax =b das Gleichungssystem

(A+AA)X =D,
in dem

AA=F+AM-U+M:AU+AM- AU
gesetzt ist. AA ldfit sich komponentenweise durch

Aa < 20T 5.0
= l-n7
abschdtzen.
Beweis. Es ist nur noch die Abschéitzung von AA auszufithren. Zunichst haben wir
Q) AAA < }A=+A/iAlAJ+(ﬁ+A/M)AAU ;
ferner iibernehmen wir aus (3.6.6, i), (3.5.6) und (3.5.7) die Ungleichungen

A T A A T A
< - <
FsI—Mp-nb, KU_I_MUE,
N T A n—1 A
“l-nr (MD l)él—anM

mit D :=diag(1, ..., n), E :=diag(n, ..., 1). Auf Grund der Voraussetzung

n7 £ 0,09 wird

n-—1 r<0l,
1—-nr
folglich

A A A
M+AM < 1,1 M.
Einsetzen der aufgefiihrten Ungleichungen in (*) liefert

r
1-n7

A A A A A
AA £ 2MD-I)U+1,1-M-U-E}.
Der Koeffizient (i, j) in der rechts stehenden Matrix ist gerade

min (i, j)
Z Imy, o1 (20 = 28,5+ L1 +1-) a1,

v=1

T
l-n7

(+*)
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worin 8, ; das Kroneckersymbol bedeutet. Hierzu zeigen wir die
(3.6.28) Bemerkung. Fiiralle v,j mit IS v <j< n gilt
2v=26,;+1,1-(n+1-j)< 2,1-n.
Wir haben ndmlich fiir » <j
=28, ;+L1(n+1-)=v+LIn+1-+r<v+LI(n+1-(G-»))Sv+ll-n
und fur j=v:
20-28, j+L1(n+1-)=2(0-D+L1(n-@-1))S@-1)+11'n.
Mit Hilfe von (3.6.28) wird (**) durch
T i v

_T ®)
2,1nl_m lmi,v| |a,,_jl,

abgeschitzt, womit der Satz (3.6.27) gezeigt ist.
Wegen A=~ MU gilt

A N AA
A~MU<MU.

Wenn die Koeff'menten von M U nicht erheblich grofer als die entsprechenden
Koeffizienten von A werden, ist der Rundungsfehlereinflu bei der Losung des
Gleichungssystems hnlich, als hitte man die a; j mit relatlven Fehlem vom
Betrag < 2nr gestort. Die Gau&Ehmmatlon ist also im Fall M U A A numerisch
stabil; durch Berechnung von M U bietet sich die Moglichkeit, die numerische
Stabilitit des Verfahrens im Einzelfall nachzupriifen. — Bei nicht zu groem n
beeinflussen die Rundungsfehler erfahrungsgemif das Ergebnis dhnlich wie das
Runden der Eingangsdaten auf die benutzte Stellenzahl.

(3.6.29) Zahlenbeispiel. Das Gleichungssystem (2.3.3) liefert bei doppeltgenau
eingelesenen Koeffizienten nach (3.4.10, i) die auf 7 Dezimalen gerundete Losung

(i) x,=-20,76272, x,=-2,747919, x3=14,74503, x4 =2,615863;

nach (2.6.18) bewirkt das Runden der Koeffizienten auf REAL * 4-Genauigkeit,
aber doppeltgehaue Rechnung das Ergebnis

(i) x,=-20,76267, x,=-2,747911, x3=14,74500, x4=2,615857;
und bei durchgehender REAL * 4-Arithmetik erhalten wir
(iii) x,=-20,76247, x,=-2,747877, x3=14,74485, x,=2,615837.
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Ein Vergleich der Ergebnisse liefert eine Ubereinstimmung in etwa den ersten
S Dezimalen. DaB keine bessere Genauigkeit erzielt wird, liegt an der grofien
Konditionszahl von A.

Wir kommen zu einer a priori Abschitzung von AA im Satz (3.6.27).
Dazu benutzen wir

imyist, @lsg Gi=l..0),

so dafl wir mit

wegen
Msv, Usgvt = MUsgvvt
folgende Ungleichung erhalten:

(3.6.30) Bemerkung.
1 1
2 2
O 2,In7 .
cq < 3
=T-nrt l l
1 2...... n

Hiermit lassen sich die wichtigsten Matrixnormen von AA abschitzen. Als
Konsequenz notieren wir unter Benutzung von Satz (3.4.2) bzw. (3.4.7) eine
Normabschitzung fiir X~ x:

(3.6.31) Folgerung.
. ; 1,05 P N
@) IAAl_ S Tonr r(n*+n¥)g~gnir.
(i) Im Fall BAAR_ BA™'I_ <1 gilt
IX - xl k_(A) 1AAl g
= o0 . = o 3.
Txl_ TAL, - *=-M v

= 1AAY
l-“-(A)_I—rI:-

Statt eines Wachstums mit n® hat man in der Praxis ein Verhalten der
Rundungsfehler etwa proportional zu n beobachtet. — Eine weitere schwache
Stelle der Abschitzungen in (3.6.31) ist die GroBe g, die theoretisch stark an-
wachsen kann,
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3.7. Rundungsfehler bei der Householder-Zerlegung

Wir wollen die Rundungsfehler untersuchen, die bei der Losung eines
Gleichungssystems Ax =b mit dem Householder-Verfahren entstehen. Dazu
nehmen wir an:

(3.7.1) YVoraussetzung -
(i)  Essei A=(a; j)n, n) invertierbare (n,n)-Matrix, b= (bi)',' €IR", #0;
die a;, i und b; seien reelle t-stellige Gleitkommazahlen.
(i) Fir die Rechengenauigkeit 7= -107'*! gelte (2,5 n+6) 7 < 0,09.
(iii) In der benutzten Gleitkomma-Arithmetik sei fiir eine t-stellige Gleitkomma-
zahl a 2 O stets
Ja

gl(Va) =Va(l+y) =Ty lel, YT,

Es bezeichne im Folgenden

C:= (A,b)=(a|,....an+1)=(ai,,~)(n’n”)

und fir »=2,...,n

L T T T'in $y

0 \ o
C, =(A,, b)) = I\ru—l.v—|~~ S-1

. 0

: : A, b®’

0..... 0

die nach (v — 1) Householderschritten bei t-stelliger Gleitkommarechnung aus C,
numerisch entstandenen Matrizen, ferner

Hy=Ihopsy = 2wpw,* @=1,...,n-1)

die zu A, (fir v =1 zu A) gemi8 (2.6.11) gehorenden theoretischen Householder-
Matrizen, dazu

l_,|0

v=2,...,n—1).
0 H, ¢ )

H,:=H;, H,:= (

Mit | || sei stets die euklidische Norm im IR™ bezeichnet. Wir fithren die folgende
abkiirzende Schreibweise ein:

(3.7.2) Bezeichnung. Fiir reelles a > 0 sei J(a) das Intervall
Ho) :=[1-7)7, (1+7)7].
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Hiermit formulieren wir den

(3.7.3) Hilfssatz. Es seien x;,y; (=1, ..., n) t-stellige Gleitkommazahlen. Dann
gilt eine Darstellung

gl (inYl) vxl)’l(l-‘.Ei) \ lel 1+F

=1 l
mit
I+E;, 1+F;€J(n) (i=1,...,n).

Beweis. Bezeichnet s, die numerisch berechneten Zwischensummen, so hat man
mit gewissen 8y, €;, 0y, £ €[~ 7, 7]
1
s1 = gl(xiy) =xiyi(1+€) =x1yy T+7,

und fir »=2,...,n

XYy 1
S, =gl 1t X Y) =Gt XY (1+e)) (1+8,-¢) = <3v—l+ 1—+'ﬁ; 1_+§,,—_; .
Mit Induktion iiber n erhalten wir hieraus die behauptete Darstellung.

Uber die Rundungsfehler beim 1.Householder-Schritt beweisen wir den

(3.7.4) Satz. Unter der Voraussetzung (3.7.1) gilt fiir die numerisch gewonnene
Matrix C, = (A, bD) eine Darstellung

A, =H,A+F,, b® =H, b +dM
mit den Normabschitzungen

IF, 1, < 1,1 (5n+15) 7 A, ,

1dM < 1,1(5n +15) 7 Ibh.

Zum Beweis betrachten wir nur den Fall, da nicht alle a; ; (2.5 i< n) ver-
schwinden, und fithren den Algorithmus (2.6.15) mit t-stelliger Gleitkommarechnung
aus. Wir bizeichnen zu den in (2.6.15) angegebenen theoretischen Grofen u?, u, N
usw. mit w2, i, N... jeweils die numerisch ermittelten Werte. Da der reelle Fall vor-
liegt, ist o ein Vorzeichen, wird also ohne Fehler bestimmt. Zunichst zeigen wir

n+2>
R

~_ _ M
(3.7.5) u—u(l+e)———l+n, 1+e, 1+ EJ(

Dazu notieren wir fiir ;72 eine Darstellung nach (3.7.3), nimlich

la, P +E) = Zlai iI?

[vna

und schliefen hieraus

(» ¥ mm(l’rEi)S sl maX(HEi)
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mit min(1 +E;), max (1 + E;) € I(n). Wegen u> 0 folgt

et
1+E:=—=€J(n).

u? (

Ersetzt man (t + E;) in (*) durch (1 + F;)™!, erhilt man

~ n ~ n

(*#) p? < > max(1+Fy), #* 2z ptomin(1+Fy),
i=1 i=1

daher wie oben

u?
(1+F):= = €J(n),
o2

insgesamt also

2
+

(3.7.5") ;72=m(1+5)=1 = 1+E, 1+F€J(n).

Schlieflich wird nach (3.7.1, iii)

~ u 1
f=gl(Vu?)=u VI+E(l+y) = T
F=g (et = (1+¢) T+ Y

mit 1+¢, 1+ €J(1). Wir setzen also
l+e:=(l+up)\/1+'E€J(£—;—2>. 1+n:=(1+¢)\/1+FeJ(";2\ .

Unter Benutzung von (3.7.5), (3.7.5") berechnen wir weiter
2

~ o~ u u R
N=gl(p? + i ja,f) = (ﬁ‘;*‘mlax,ll m)m

mit |yl, |8] S 7; folglich gilt eine Darstellung

~

= 2——1 -——l
N M l+6|+”'al’l|l+oz

n+6
2

1+, €J(n+2) (i=12).

mitl+0,€](n+l).l+192€.l( >.alsowegen nz?2

Wir schlielen wie in (**):
~ N
(3.7.6) N—m. 1+9€J(n+2).

Fiir die erste Komponente von U ergibt sich nach (3.7.5) mit {§,| £ 7:

Uy =—ogl(la |+d)=—o(lay, | tu(l+e))(1+8))

=-o(lal0+e (e, 1rger(t)
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und wie oben

B17) G=u(+y); 1+7,EJ("+4> .

2

Fiir die restlichen u; schreiben wir

(377 ui=a;=uw(1+7,); v=0 (i=2,....n).

Wir erhalten nach (3.7.5) wegen
~ g a
=-gli=)=—-7(+n)A+{), s
Vi=-—g (#) (1rma+gy) I$0s7

)

Bory o B =vi(l+a); 1+ E€I(n+3
sl (FH) = N mvlra) 1raEI(e3).

unmittelbar
+

Vimv (1 a), 1+a.eJ(“

und weiter mit |§;| <7 fir i=2,...,n:

insgesamt also
(3.7.8) Vi=vi(lte); 1+0;E€EJ(n+3) (i=1,....n).

Fiir die Komponenten von p = (p,)" und fiir das nach (2.6.15, vi) zu berechnende
q(€R), das wir mit p ,, bezelchnen wollen, notieren wir die Beziehungen

n n, i
=g1(Zuiai'j) =Zuiai,j(1+7i)(l+€i,j) G=1,...,n+1)

ci=1 i=1

mit 1+¢;, ; €J(n) nach (3.7.3), v, gemiB (3.7.7) bzw. (3.7.7"), also

n
(3.7.9) pj:lui(ai,j+ai,j§i_j); l+§i,j€J( n ) .

Die erste der Spalten cjm = (cfzj)):' . G=1,...,n+1) von C, wird ofie, gesetzt;

die iibrigen Spalten besitzen die Komponenten
@ =gl @, - ViB) (1Sisn; 25jSn+1),
also
(3.7.10) C‘” =8, Vipy tai M, ViB iy Imil S 7, 140 €1(2).
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Die in (3.7.8)—(3.7.10) auftretenden Groflen fassen wir zu folgenden Matrizen
bzw. Spalten zusammen:

D := diag(a,, ..., aq),

2= (ay,j 8,00

l’jl=(3i.j77i,j)?:|' (3=2,...;n+1).
4= (Vippi, )i, l

Hiermit erhalten wir aus (3.7.8) —(3.7.10) die Darstellungen

v=(I+D)v,
pj =u*(g; +z;) (2gjsn+])
sowie
G711 (@ [ oHe G=1,
i 3 —(I+D)vu*(a; +z) + 1y + 4 (G=2,...,n+1).

Zum Vergleich mit H; C, beachten wir, dat H,C, die Spalten a; — vu*a;, insbe-
sondere oue, als 1. Spalte besitzt, und schlielen aus (3.7.11) fir die Matrizen F,,d(')
in Satz (3.7.4) die

(3.7.12) Bemerkung. Die Spalten g,, ..., gn+; von G, := (F,, dV) lassen sich
wie folgt darstellen:

g1 = a(ﬁ—“)el ’
gj = —Dvu*a; - (I+D)vu*z; + 15 + ¢ (G=2....,n+1).

Um den Beweis von Satz (3.7.4) zu Ende zu fiihren, wollen wir die g; beziiglich
der euklidischen Norm abschitzen. Zunichst erhalten wir fiir die in (3.7.8) bis
(3.7.10) auftretenden Grofien aus Hilfssatz (1.4.10) die Ungleichungen

loil £ e, 185128, loijl v (1£ign; 2€jSn+l)

mit den positiven Konstanten
3n+4

a:=(1+7)"*"3~1; B:=(1+7) 2 -1, y:=(1+1)?-1.

- Wegen |n; | < 7 erhalten wir fiir j 2 2 offenbar
3.7.13)  lglhs 7lgl,
ferner
It < y 1 p;1 - 191 =y [u*(a; +2;)[ I(1+D)vl.
Unter Benutzung der Schwarzschen Ungleichung und der Abschitzung
izl < B llal
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wird hierin
[u*(a; + )1 < lull- Ty + ;1 < (14 6) Il - Hult,
auflerdem
II+D)vl £ (1+a)lvl.
Aus N =1 lluli? —vgl. (2.6.15, iv) — folgt lull - vl = 2 und daher
(3.7.14) Il < 2y(1+a) (1+P) gl

Ahnlich folgern wir
(3.7.15)  IDvu*all £ 2alia;ll
und

(3.7.16)  I(I+D)wurzl < (1+0) Ivl-Tull- Izl < 2(1 +o)Blig;l .

Die Zusammenfassung von (3.7.13)—(3.7.17) liefert
Igl< 2((1+ A+ 1+~ 11+ 7}l (=2,...,n+1).

Hieraus gewinnen wir mit einer Abschitzung nach Hilfssatz (1.4.10) fur
j=2,...,n+1 die Ungleichungen
1

)<< ——
G117 15l S TEsavey

(Sn+15)7lal £ 1,1(5n+15)7 a0l

Fiir die erste Spalte von G, notieren wir nach (3.7.5) und Hilfssatz (1.4.10), wobei
wir u = lla,l beachten,

~ 1
gl =g—ul < T=05n7 O05n+1)7la; 1 £1,1(0,5n+1)7la,l;

insbesondere ist demgema (3.7.17) auch fiir j =1 erfilit. Da sich die Frobenius-
norm von G, als

n 1
1G, 1, =(Z ugjuz)’

j=1

schreiben lifit, erhalten wir

n 1

IGl, £1,1(5n+15)7 (Z !Ia,-"’)2 =1,1(5n+15)7lAl;;
j=1 y

auBerdem ist die im Satz (3.7.4) behauptete Abschitzung von 1d(D 1 = fgn 4yl

durch (3.7.17) unmittelbar gegeben, womit der Beweis des Satzes (3.7.4) abge-

schlossen ist.
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Beim v-ten Eliminationsschritt (2< v < n—1) wird nurdie(n—» +1,n—»)-

Teilmatrix C, = (A,, b®") von C, einer Householdertransformation unterworfen,
es gilt also

(37.18) Cpyy=H,C, +G, =

H,C, +G,

0...0
Wir unterteilen G, = (F,, d®), G, = (F}, d®") und erhalten wegen IF, I, = IF)l,,
AL, £ 1A, und entsprechenden Beziehungen mit d® ynd b®) aus Satz (3.7.4)
unmittelbar die
(3.7.19) Folgerung. Fiir die nach dem v-ten Householderschritt (1S v < n—1)
gewonnenen Matrizen C, ;= (A, .+, b®*1) gelten Darstellungen

Ay =H,A, +F,, b+ = H,b® + @
mit

IE L, € 1,1m-v+ 1) +15) 1AM,

1d®1< 1,165 - v+ 1) +15)7 1.

Zur weiteren Abschitzung der 1A, 1, und Ib® | stitzen wir uns auf den
(3.7.20) Hilfssatz. Fiir eine unitire (n,n)Matrix U und eine beliebige (n,n)-
Matrix F ist stets

IUFI, = IF1I, .
Beweis. Fiir x €€" gilt stets 1Uxll = ix!, also

n n
WUFI} = > IUFeI? = 3 IFg;ii2 = IFI

i=1 i=1
(3.7.21) Hilfssatz. Mit

n
p :=']T(l +1,1 (5j+15)7)
j=2

gelten die Ungleichungen
1AM, < p Al 1Ib® < p bl w=1,...,n).
Beweis. Zunichst ist wegen p > 1 die Behauptung fir » =1 richtig; fir v 2 2
folgern wir aus (3.7.19) und (3.7.20)
"AV"2 < "Hp_lAp-lllz + ﬂF,,_,"z = “Ay-]"z + "Fp—-l"2
SU+1,1(5Mn~-v+ ) +15)) 1A, 4,



3.7. Rundungsfehler bei der Householder-Zerlegung 125

und induktiv
TALl, £ —ﬁ— (L+ LIS +15)n) Al < p AL, .
j=sn-pr+2
Analog wird ib®}l abgeschitzt.
Nach (n - 1) Householder-Schritten gewinnen wir
Co = (An, b™) =i R5),
wobei R eine obere Dreiecksmatrix ist. Gemif (3.7.18) haben wir

CH:H\'\'[. v 'H‘C|+Hn-" cee 'HZGI+H]’|-]'~“ 'H3G2+...+G“~l .

Diese Gleichung multiplizieren wir von links mit H,- ... -H,_,=(H,_,- ... ‘H;)!
und setzen

UjZ=H1H2...Hj (j=l,...,ﬂ"1).
Es ergibt sich

n-1

Gl
Un_lCn=Cl+ZUjGj

i=t

und nach Abtrennen der letzten Spalte

n-1
Un-iR=A+ Y U;Fj,
i=1

n-1
Up_1s=b+ Zujdﬁ).
i=1

(3.7.22)

Wenn R invertierbar ist, betrachten wir als numerische Losung des Gleichungs-
systems AX =b die mit Gleitkommarechnung ermittette Losung von Rx =s.
Nach (3.5.7), (3.5.9) erfiillt diese Losung X ein gestértes Gleichungssystem

(R+AR)X =5
mit

IARI, £ 1,1n7 IRH, .
Es folgt

Up-1(R+AR)X =U,_ys,
durch Einsetzen der Gleichungen aus (3.7.22) erhalten wir weiter

n-1 n-1 .
(A"’ ZUJFJ'fUn_]AR)i:b'FZU’d(J)
j=1 j=1
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Aus dieser Darsteliung folgern wir den

(3.7.23) Satz. Falls unter der Voraussetzung (3.7.1) das Householder-Verfahren
bei t-stelliger Gleitkommarechnung eine invertierbare obere Dreiecksmatrix R
liefert, so erfiillt die numerisch gewonnene Losung X von Ax =b ein Gleichungs-
system

(A+AA)X=b +Ab
mit

lAAlL, £ 2,75 p(n+4)2 AN, T,

lAbI € 2,75 p(n +4)? IbliT.

Beweis. Es ist nach (3.7.20) zunichst

n-1 n-1
1AATL, = 1 Zuj F; +Uy_ ORI, < Z IE;H, + 1ARI,
T =

und nach (3.7.21),(3.7.19)
IARI, € 1,In7 R0, = L,Ins 1AL, € L1 pnr lAl,

sowie
IIFjI|2 SLIGMm-j+ 1) +15)70Al, S 1,1 p(S(n—j +1)+15) 7 All,,

insgesamt also

n
IAA, € 1,1;{2 (Sj+ 15)+n}r NAl, .

i=2

Ebenso ergibt sich

n
IAbl < 1,1 p[Z Sj + 15)7}%“ .

i=2

Eine Zwischenrechnung liefert

n
Z(Sj+15)+n=2,5(n2+7,4n~6) <25(n+4)?,
ji=2

womit der Beweis vollendet ist.

Bei hinreichender Rechengenauigkeit kann der Faktor 1,1 p durch einen
Wert, der sehr nahe bei 1 liegt, ersetzt werden; daher ist der Effekt der Rundungs-
fehler etwa der gleiche, als hitte man die Koeffizienten von A und b mit relativen
Fehlern vom Betrag < 2,5n%7 gestort. Der Fehler bei der numerischen Durch-
fihrung der Gauf-Elimination entspricht nach Satz (3.6.27) im Fall f/l IAJ ~~ 3
relativen Fehlern der Eingangsdaten vom Betrag < 2n7. Da die Bedingung P:d lAJ ~ R
in der Praxis meistens erfiillt ist, beobachtet man im allgemeinen bei der Gau8-
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Elimination einen etwas kleineren Rundungsfehler als beim Householder-Verfahren;
im Zahlenbeispiel (2.6.18) liefern beide Verfahren gleich gute Losungen. Theoretisch
haben wir nach (3.6.30) die Matrix MU mit Hilfe der Grofe g, die eventuell stark
anwachsen kann, abgeschitzt; demgegeniiber haben wir fir das Householder-Ver-
fahren eine giinstigere a priori Fehlerschranke gefunden.

SchlieBlich schatzen wir noch X - x beziiglich der euklidischen Norm ab.
(3.7.24) Satz. Esgelte die Voraussetzung (3.7.1), ferner

2,75p(m +4)* 1Al 1A g7 < 1.
Dann ist die mit dem Householder-Verfahren bei t-stelliger Gleitkomma-Arithmetik

berechnete obere Dreiecksmatrix R invertierbar, und fiir den Fehler der numerisch
gewonnenen Lésung X von Ax = b gilt die Abschdtzung

IX - x| K(A)
Xl = 1-275p(n+4)27 1Al 1A g
wobei k(A):=I1Allg IA g bedeute.
Beweis. Wir erinnern zunichst daran, da} I|Allg die Operatornorm beziglich der

euklidischen Norm ist. Wie in Aufgabe 3.7 gezeigt werden soll, gelten fiir jede
(n,n)-Matrix A die Ungleichungen

2,75p(n+4)2 (VA +1) 7~ 25057 k(A)

(3.7.25)  NAlgs 1Al < Vi Al .

Weiter haben wir, wie im Beweis zu (3.7.23) gezeigt,

n--1
1A Mg Z IF;l, £ 1A Mg 2,75 p(n +4)% 1AM, 7 <1,
i=1
Wegen

nZ U;Fils € <N D I Fl, = Z Wl ;

i= l i=1
ist daher auch

n-1
1A g HZUijHs <1.
ji=1

Hieraus folgt nach Hilfssatz (3.4.1) auf Grund der Darstellung (3.7.22) die Invertier-
barkeit von U, _,R und somit auch von R.
Zur Fehlerabschitzung stiitzen wir uns auf den Satz (3.4.2). Hierzu beachten
wir die unmittelbar aus (3.7.25) abzulesende Ungleichung
llAAIlS laal,
lAllg — Svh hAll,

sowie die Abschitzungen aus Satz (3.7.23).
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Ubungsaufgaben zum 3. Kapitel

Aufgabe 3.1, Essei R eine Menge, d: R X R+ IR Pseudometrik in R, d.h.
) dxy)z0, d(x,x)=0;
(i) d(x,y)=d(y,x);
(iii) d(x,y) £ d(x,z) +d(z,y) fur x,y,z€R.
Es sei definiert
x~y: < d(x,y)=0.
(«) Man zeige, dal ~ eine Aquivalenzrelation in R ist.
Fiir jedes X €R bezeichne X := {y ER: x ~ y}; IA{=R/~ = {X:XxER}.
Wir definieren d: RXR - IR durch
d(&,%) :=d(x.y) fir xEX. yEV.
(B) Man zeige, dal d wohldefiniert und (ﬁ, 3) metrischer Raum ist.
Aufgabe 3.2. Man zeige, daf} die Funktionen x,(t) := Itll+% (n=1,2,3,..)

in [—1, 1] stetig differenzierbar sind und gleichmafig gegen x(t) =1{t| konver-
gieren.

Aufgabe 3.3. Essei [a,b] C IR kompaktes Intervall, t, € [a,b] fest.
Fir x € C[a,b] bezeichne

Ixly = |x(te)} + max [x'(t)), Ixl3:= max [x(){+ max |x'()].
ast<hb astshb astsh
Man zeige:
(i) W1, und N l; sind Normen in C,[a,b];

(ii) die angegebenen Normen sind zueinander dquivalent; dazu gebe man positive
Konstanten «, 8 an, so daB fir alle x €C, [a,b]

Ixll, £ a-lixiy, Ixls £ glixh,
gilt.
(iif) Beziiglich beider Normen ist C[a,b] vollstindig.

Aufgabe 3.4. Im K" (n 2 1) seien fiir 1 <p <o die Normen lxll, nach (3.2.3)
definiert. Man gebe (von p, p’ und n abhingige) Konstanten a, >0 an mit den
Eigenschaften

{ VxEK" lxl,<a Ixlly, dxly, < g ixlly ,
I, % €K™, #0  Ixyllp=alx iy, Ixlly=81x, 10, .
Dabei sind folgende Fille zu unterscheiden:

(i) 1=p<p'<e, (i) p=1, p'=<°,
(iii) 1<p<p'<eo, (ivy 1<p<p'=o,
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Aufgabe 3.5. Essei 1 £ p £ oo, dazu 1 £ q< o mit l—;—+%=l. Zu fest vorgege-
benem a € K" sei ¢ € Hom(IK", IK) durch

o(x) 1= alx

definiert. Dann ist ¢ beziiglich der Normen I Il im K", Absolutbetrag in K stetig;
man zeige

lol =laly .

Aufgabe 3.6. Man beweise die Aussagen (i), (ii) und (iv) von Hilfssatz (3.3.9).
Aufgabe 3.7. Man zeige fir A€ M(n X n, €) die Ungleichungen

TAlls < IAN; £ ' TAllg .
Hinweis: Man zeigt und verwendet llAe;l, £ lAllg (i=1,...,n).

Aufgabe 3.8. Es sei A€M(n X n, €) normal; man zeige
(Ax, x)
(x’ x)

Hinweis: A ist normal genau dann, wenn eine Orthonormalbasis des €" aus Eigen-
vektoren zu A existiert.

lAllg = p(A) = max{ xEgn, #0: .

Aufgabe 3.9. In M(n X n, €) bezeichne | | die Operatornorm zu einer Norm
im €. Esseien A, X, €EM(n X n, ), A invertierbar, X, Naherung von A™' mit

AXo=1+F,, |Fol<1.
Man zeige

{ Xol
1-1F,l”’
(i) diedurch Xg4=Xg+ X (I-AXy) (k=0,1,2,...) definierte Folge kon-
vergiert gegen A™!.
Hinweis: Man zeigt 1- AXy.; = (- AXy)?2.

@O 1AM

Aufgabe 3.10. Essei | | eine beliebige Norm im €", A€ M(n X n, €) invertierbar.
Man gebe b, AbEC", # 0 so an, daf fir x, Ax mit

Ax =D, A(x+Ax) =b +Ab
die Gleichung
Ax [Ab|

| -
TR =p(A)p(AT) ToT

erfiillt ist.

Aufgabe 3.11. Man zeige p, < /n f(n) wie in Satz (3.6.23) fiir den Fall, da} A
eine (n,k)-Matrix mit k >n und rg A =n ist.
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Aufgabe 3.12.
(i) Man zeige, dal die Ungleichung

g ‘_,l nr o 0
-nr
in Satz (3.6.27) auch fiir die Gau3-Elimination bei nicht halbmaximaler bzw.
maximaler Pivotwahl gilt.

(i)  Fir das Gleichungssystem der Aufgabe 2.1 im Fall der diagonalen Pivotwahl
rechne man M fl ~ 6,22-10° nach und iiberzeuge sich, dafl hiermit keine Abschitzung
nach Satz (3.4.2) moglich ist.

(iii) Fir die Losung der Aufgabe 2.1 mit halbmaximaler Pivotwahl zeige man
lAAl, < 0,03211A1,,
AT, AT, <1
und folgere die Fehlerabschitzung
fix—-xl.
———— £0.2270.
Ixt

Dazu schitze man A", mit Hilfe der im Beispiel (2.5.9) ermittelten Niherung
und Aufgabe 3.9 ab.
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... und lachte noch viel entsetzlich dummer, «<schenkt mir doch erst ein Trink-
geld, denn ich hab ja Euer Résselein aufgefangen; ligt Thr doch ohne mich
samt Euerm Rosselein in der Steinkluft da unten; hu!> — «Schneide nur keine
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siche, der gute Bach dorten hat mich gerettet, nicht aber du, héchst drmlicher
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fallen, die er bettelnd vor mir abgezogen hatte.»

Ganz einfach also: Man muf nur ein Wicht sein und einen Ritter, der von
Bertalda zu Undine unterwegs ist, vor dem Absturz bewahren.

Summa summarum: In Biichern und Briefen kann man auf wunderlichste
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4. Lineare Optimierung

Optimierungsaufgaben treten als Organisationsprobleme in Wirtschaft und
Technik, aber auch bei naturwissenschaftlichen und mathematischen Fragestellun-
gen auf. Im Lauf der letzten Jahre hat sich die Optimierungstheorie zu einer eigenen
mathematischen Disziplin entwickelt. Ihre heutige Bedeutung verdankt diese Theorie
vor allem den Rechenmaschinen, die die praktische Losung der gestellten Optimie-
rungsaufgaben itberhaupt erst ermoglichen. Wir wollen hier den einfachsten Fall,
niamlich den der linearen Optimierung behandeln.

4.1. Vorbemerkungen
Wir betrachten die folgende

(4.1.1) Optimierungsaufgabe. Essei CEM(n X m, IR) mit m=q+n, q 21,
g C = n; ferner seien f €IR™ b €IR™ und & €IR. Dann ist ein x € IR™ gesucht,
so dal der Wert der Zielfunktion

i) z(x):=f'x+9d
maximal wird unter den Restriktionen
Cx=b,

) { x20.

Dabei ist die Ungleichung x 2 0 komponentenweise gemeint, vgl. (3.5.5).
Ein wichtiger Spezialfall ist die folgende Aufgabe, in der AEM(n X q, IR),
d €1R9, b €IR" vorgegeben sind:
(4.1.2) Maximiere
()  z(x):=d% (x €1RY)
unter den Restriktionen
Ax<b,

@ { x20.
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Zur Reduktion auf die Form (4.1.1) definieren wir eine Spalte x,€ IR™,
deren Komponenten wir als Schiupfvariable bezeichnen, durch

(*) xg:=b—Ax

und weiter
Xe :=(x ) €IRat*n
Xs

(4.1.3) C := (A‘ ln)(n’q+n) \
f' .= (d',0...0), ©=0.

n

Wenn ein x, € IRY*" die Bedingungen Cx.=b, x. 2 0 erfiillt, so gilt offenbar
Ax £ b, x 2 0; umgekehrt liefert ein x € IR mit der Eigenschaft (4.1.2), (ii)
vermoge (*) ein X, € IRY* " mit (4.1.1), (ii); die Werte der Zielfunktionen sind
fiir entsprechende x und x. gleich.

Wir konnen auch solche Probleme auf die Form (4.1.1) bringen, in denen die
Vorzeichenbedingung x = 0 fehlt oder nur fiir einen Teil der Komponenten von x
gefordert wird; dazu verweisen wir auf Aufgabe 4.5.

Optimierungsaufgaben der Form (4.1.2) lassen sich im Fall q =2 graphisch
16sen. Dazu betrachten wir das

(4.1.4) Zahlenbeispiel. Man maximiere
2(x) = 20 x; + 60 x,
unter den Restriktionen
X1+t Xx;51.2,
5%x,+10x,£70,

2x;+10x, 252,
X120, x,20.

Jede der aufgefiihrten Ungleichungen definiert eine Halbebene des IR?, die auf
einer Seite einer gewissen Geraden liegt ; somit beschreiben die Restriktionen ein
konvexes Polyeder, das wir in der folgenden Skizze fett eingerahmt haben. Durch

z=20x;+60x,

ist bei variablem z eine Schar von parallelen Geraden gegeben, von denen wir zwei
Vertreter (z = 24 und z = 36) eingetragen haben. Wir 16sen die Optimierungs-
aufgabe, indem wir (wie es in diesem Beispiel moglich ist) eine solche Gerade aus-
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wihlen, die bei maximalem z einen Punkt mit dem Polyeder der Restriktionen
gemeinsam hat. Offenbar wird z = 36 der maximale Wert der Zielfunktion, dazu

(Xy; X2) = (0,6;0,4) die eindeutige Losung der Aufgabe.

Graphische Losung von (4.1.4)

Zur Optimierungsaufgabe (4.1.1) vereinbaren wir folgende

(4.1.5) Definition.
(i) Essei

t:={xER™:Cx=b, x20},

jedes x € heifle zuldssige Losung von (4.1.1).

(ii) x° €IR™ heide optimale Lésung von (4.1.1) genau dann, wenn
x*et, z(x®) = max {z(x) : x €¢}

gilt.

(iii) Im Fall, daB eine optimale Losung existiert, bezeichne

Zopt := max {z(x) : x €{}.
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Es seien ¢, ..., ¢y die Spalten von C. Wegen rg C =n ist IR" =span(cy,..., Ca

Folglich existieren iy, 1;,....1, € {1, ..., m}, so daB (c;,, ..., ¢; ) eine Basis des IR?
ist. Dazu existieren eindeutig §&;,, ..., &, €IR mit
n
b= Z Eiyciv'
v=1

Erginzt man durch £ =0 fur i € {1, ..., m}\{i;. ...,in}. soist x = (£, eine
Losung des Gleichungssystems Cx =b. In diesem Sinne notieren wir

(4.1.6) Definition .

() Esseix=(§)T€ IR™ Losung von Cx =b. Dann heifit x Basisldsung von
Cx =b, wenn Indizes i,, ...,i, € {1, ..., m} existieren, so dafl die Spalten ¢;,, ..., ¢
linear unabhingig sind und fir i € {i;,...,in} & =0 gilt.

n

(ii) Eine Basislosung x von Cx =b heifdt ausgeartet, wenn fur mindestens ein
j€{i1, ..., 1n} § = 0 gilt, andernfalls heift die Basislosung nicht-gusgeartet.

(iii) Zur Optimierungsaufgabe (4.1.1) bezeichne
{p:= {Xx EIR™ : x Basislosungvon Cx =b, x 20} C ¢

die Gesamtheit der zuldssigen Basislosungen.

Hierzu zeigen wir die

(4.1.7) Bemerkungen .
(i)  Zuje n linear unabhingigen Spalten von C existiert genau eine Basislosung.

(ii) Die Zahl der Basislosungen von Cx = b ist hochstens (7 ).

(iii) Essei x =(£)T € IR™ mit Cx =b. Dann ist x Basislésungvon Cx =b
genau dann, wenn ein k £ n und Indizes iy, ..., i € {1, ..., m} existieren, so da}
Ciy» -+» Cjy, linear unabhéngig sind und fir 1 € {iy, ..., ik} & =0 gilt.

(iv) Ist L eine invertierbare (n, n) Matrix und C'= LC, b’ = Lb, so ist jede Basis-
16sung von Cx =b auch Basislosung von C'x = b’ und umgekehrt.

(v) Besitzt C die Gestalt
CQ=(Al,)  (AEM(nXaq,R)),

mit einer (m, m)-Permutationsmatrix Q, so ist

0)

I= €R™

x:=Q (b

Basislosung von Cx =b. x ist nicht-ausgeartet genau dann, wenn simtliche Kom-

ponenten von b von Null verschieden sind.
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Beweis. Die Aussage (i) ist bereits gezeigt; es folgt, dal die Zahl der Basislosungen
héchstens so grof ist wie die Anzahl aller Mengen, die aus n linear unabhingigen
Spalten von C bestehen. — Wir kommen zu Aussage (iii): ist x Basislosung von

Cx = b, so konnen wir k = n wihlen und (4.1.6), (i) anwenden. Umgekehrt setzen
wir k £ n und iy, ..., Ik mit ¢, ..., ¢;, linear unabhingig, £ =0 fir

i¢ {i,,..., ik} voraus. Dann kénnen wir wegen 1g C = n die Spalten ¢;, ..., ¢,
durch Hinzunahme weiterer Spalten zu einer Basis (c;,, ..., cin) des IRM erginzen;
wegen £ =0 fiir i & {i,,....i,} ist x die zugehorige Basislosung von Cx =b.

In (iv) besitzt LC die Spalten Lc,, ..., Lcy, ; wegen der Invertierbarkeit von L
sind stets ¢;,, ..., Ciy, linear unabhingig genau dann, wenn Lc; , ..., Le; n linear
unabhingig sind. In (v) rechnen wir Cx =b sofort nach. Wir wollen nun zeigen,
daB x =: ()T Basislosung zu den Spalten ¢o (q +1). ---» Co (q +n) vOn C ist, wobei
0 €Sy, durch Qe; = e,y (i=1, ..., m) definiert ist. Wir haben zunachst

Co@+j) = Ceaq+j) =CQeqvj=¢  (j=L,....n),

also sind die ¢gq+j) (j =1, ..., n) linear unabhiingig; andererseits folgt aus
Q'x = ( g) unmittelbar

0=e;Q'x=e:,(j)x=Ea(j):0 G=1.....q),
d.h £=0 fir i¢{o(q+1),....,0(q+n)}.

Im Fall, da} (4.1.1) aus der Optimierungsaufgabe (4.1.2) entstanden ist, ent-
sprechen die zulassigen Basislosungen gerade den ,,Ecken‘ des durch die Restrik-
tionen (4.1.2), (ii) beschriebenen Polyeders des IR9; hierzu verweisen wir auf die
Aufgabe 4.1.

(4.1.8) Satz. Essei xX° €¢ und
2o :=z(x°) = f'x°+ 9.

Dann gilt entweder

(1) sup{z(x):xEf}=oo,

oder

(2)  esexistiert x' € mit
zy = %'+ 022 .

Beweis. Essei x®=: (x))T mit xj,,....xj, >0; x;=0 fir i {j,.....j }.
wobei 0 £ k £ m moglich ist. Ohne Einschrinkung konnen wir

Xi, .o Xg > 05 Xk+1 = ... =Xm =0
annehmen. Es seien ¢, ..., ¢, die Spalten von C; dann unterscheiden wir

(I) k=0, oderdie c,, ..., cx sind linear unabhingig,
(I) die c,,..., cx sind linear abhingig.
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Im ersten Fallist 0 < k £ n und nach (4.1.7, iii) x° selbst Basislésung
von Cx =b; im zweiten Fall zeigen wir, dafl entweder (1) eintritt oder ein
y=(y,)T €¢ existiert, das folgende Eigenschaften besitzt
y; =0 firi=k+1,...,m,
Yip=0 fur mindestens ein jo €{1,...,k},
fty 2 ftx° .
Hat man ein derartiges y gefunden, so stellt man die vorangehenden Uberlegungen
bei verkleinertem k (!) beziglich dieses y an;nach spatestens k Schritten ist die
Behauptung des Satzes (4.1.8) bewiesen.
Im Fall (II) gibt es . ..., o € IR, nicht alle Null, mit

k
0 Dlag=0.

i=1
Mit den Komponenten von f bezeichnen wir
K

7:=Zajfj .

ji=1

Da mit (aj)'l‘ auch (— aj)'; der Gleichung (*) geniigt, nehmen wir ohne Ein-
schrankung folgendes an:

(+) l es seistets y< 0;
im Fall y =0 existiere ein j € {1, ..., k} mit o> 0.

Fir A€ IR definieren wir y(A) =(y; A)T € IR™ durch
i) =xi— A (i=1,...,k); y;)=0 (i=k+1,...,m)
und erhalten

Cy() = Zm:yj(R)C,' = ixjcj—)\ iajcjﬁ b,

1=1 ji=1 i=1
k
2(yQ)) = f'yQ) + 9= Y 7,00 + 9 =20~y
ji=1

Esist y(A\) €¢ genau dann, wenn y;(A) 2 O firalle i=1, ...,k gilt. Sind
alle o; £ 0, soist y(A) €¢ fir jedes A > 0. In diesem Fall haben wir nach (**)
v <0, daher nimmt z(y(\)) fir A = o beliebig grofie Werte an: es tritt der
Fall (1) ein.

Wenn es Indizes j € {1, ..., k} mit o5 > O gibt, definieren wir

N
No := min {a—;:je{l....,k}. g>0)  (>0)
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und wihlen hierzu j, € {1, ..., k} mit
Xjq
Ao = a_j-(; .
Wir erhalten fiir j=1, ...,k
>0, falls <0,
yj()\o)=x,~—7\oa,- 20, falls >0,
=0 fir j=j,.
AuBerdem gilt wegen v <0
flyMo) + O =2o - XY 220 =f'%x%+ 9.
Insgesamt hat y := y(A,) die gewiinschten Eigenschaften.
Als unmittelbare Folgerung gewinnen wir den
(4.1.9) Satz. Unter der Voraussetzung
¢#F0, sup {z(x) :x E{}< o0
besitzt (4.1.1) eine optimale Losung. Es existiert sogar ein x° € {p mit
z(x°%) = zpy = max {z(x) : X €{},
d. h. eine optimale Basislosung.
Beweis. Wir haben nach dem vorangehenden Satz
sup {z(x) : x €¢} S sup {z(x) : x €S}

wegen {g C { gilt sogar das Gleichheitszeichen. Nach (4.1.7), (ii) ist {g eine end-
liche Menge, folglich existiert

max {z(x) : x €¢g} =max {z(x) : X €{} = zpp; .

4.2. Simplex-Verfahren

Prinzipiell konnte man die Optimierungsaufgabe (4.1.1) losen, indem man
alle Basislosungen von Cx =b bestimmt. Da ein solches Vorgehen zu zeitraubend
wire, werden im Simplex-Verfahren nacheinander zulassige Basislosungen so kon-
struiert, daf} die Werte der Zielfunktion bei jedem Schritt wachsen. Zur Beschrei-
bung des Verfahrens benétigen wir noch Hilfsmittel zur Darstellung und Transfor-
mation von Optimierungsaufgaben.

Offenbar wird (4.1.1) durch folgende (n + 1, m + 1)-Matrix vollstindig
beschrieben:

( c |b
(42.1) Q= )
£t |9
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Um die Zuordnung der Mengen { und {g zur betrachteten Optimierungsaufgabe
hervorzuheben, bezeichnen wir diese von nun an genauer mit {(€2) bzw. {5(£2).

Zur Transformation von 2 verwenden wir (n + 1, n +1)-Matrizen der Form

( L 0)
(422) A=
g 1

mit reeller, invertierbarer (n,n)-Matrix L sowie g€ IR".

Dazu zeigen wir den

(4.2.3) Hilfssatz.

(i)  Die Matrizen der Form (4.2.2) bilden beziglich der Matrizenmultiplikation
eine Gruppe.

(ii) Ist A vonder Form (4.2.2) und hiermit

, c |V
Q=A0= |—1—=]) .
NERE

sovgilt
{§(9)=§(9'). $p(R2) = $p(R);
XESQ) = f'x+0=f"x+.

In diesem Fall nennen wir £ und ' (oder auch die entsprechenden Optimierungs-
aufgaben) zueinander dquivalent.

Beweis. Zunichst ist die (n + 1, n + 1)-Einheitsmatrix von der Gestalt (4.2.2); es
seien ferner

P B i=1.2
i~ (g: 1 (l_')

vorgegeben. Dann berechnet man

L, L, 0
g lyte, 11

womit die Form (4.2.2) gegeben ist. An Hand dieser Gleichung sieht man, daf§

- Ly 0
-8, L, 1

ist, was den Beweis von Teil (i) abschlieBt. Die Teilmatrizen von ' in (ii) berechnet
man als

C'=LC, b'=Lb, -f''=-fl+g!C, &=g'b+8.
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Daher haben wir fir x € IR™
Cx=b, x20<Cx=b, x20;

und nach (4.1.7), (iv) erhalten wir x als Basislgsung von Cx =b genau dann,
wenn x Basislosung von C'x = b’ ist. Fiir jedes x € {(22) = ¢(Q") wird

fix+ 9= -glOx+gb+9 = fix+9-g"(Cx-b) =f'x+ 9.

Fiir das Folgende sei stets erfillt die

(4.2.4) Voraussetzung. Zu der der Optimierungsaufgabe (4.1.1) zugeordneten
Matrix §2 existiere eine Permutationsmatrix Il der Gestalt

Q 0
= (0 " ., Q (m,m)-Permutationsmatrix ,
mit

ayp... 841 0...0]b,

A I |b : ] 0 B

Qn = =| S I
_dt 0 19, . . . 0 .
an,1-..3nq | 0...0 1 |b,
—dy...=dg | O...... ol

dabeisei b = 0.

Geht die Optimierungsaufgabe (4.1.1) aus einer Aufgabe der Form (4.1.2)
hervor, so ist, falls b 2 0, die Voraussetzung (4.2.4) erfiillt, und zwar mit 9 =0.
Zur Vereinfachung der Schreibweise bezeichnen wir mit

ay, ..., aq die Spalten von A ,

S:={s€{l,...,q}:dg > 0}.

Wir notieren nun den
(4.2.5) Satz (iiber das Simplex-Verfahren).

(i) x:=Q ( g ) €1RI* ™ jst zulissige Basislosung der Optimierungsaufgabe mit

z(x) = f'lx+9=9.

(i) ImFall S=¢,d h d<0 ist x optimale Losung,
Zopt = O

Im Fall 4 <0 ist x die einzige optimale Losung.

(iii) Wennein s€S mit ag< 0 existiert, so ist z auf (1) nach oben unbe-
schrankt.
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(iv) Ist S # @ und ag $ 0 fiuralle s €S, so findet man eine Transformations-
matrix A #1 der Gestalt (4.2.2), mit der

Q= AQ
wieder die Voraussetzung (4.2.4) erfiillt, wobei ®' 2 9§ gilt.

Beweis
(i) Nach (4.1.7), (v) ist x Basislosung von Cx =b; ferner ist natiirlich mit b
auch x 2 0. Weiter erhilt man
0 0
f'x+o=FQ(b>+a= (d‘.O)(b>+a= 9.

(i) Mit d ist ebenfalls f £ O; daher gilt fiir jedes X € {(Q)

m
f‘i+0=Zfii;+0§0.

i=1
Ist d <0, XE{(Q) optimale Losung, so ergibt sich wegen
f'X+9=(f'Q QX + 9 =(d0)(QK) +9=19

Yy

mit Q'X =: (y )G IRY*™ notwendig y, =0, mithin

2

~ ~ §]
b=CX=(CQ @D =AW, ) =¥
2
d.h. X=x. — Zum Fall a< 0 vgl. Aufgabe 4.2!
(iii) Essei s€S und ag< 0. Dann definieren wir fir A>0

== () 2 ()

wobei e, der s-te Einheitsvektor des IRY sei, sowie

x() = Qy(N).
Wegen ~ag2 0 ist x(X) 2 O fir alle A >0, und

Cx(\)= CQy(A) = (A, l)<:) +A(A D) (_:‘)=b +X(Aeg—a) =b,

insgesamt also x(A) € {(2). Ferner berechnen wir

€s

f'x)+9=(d", 0)y()+ 0=(d',0)<g) +1(d%,0) <_a ) +3=A-dg+ 5.

S

Wegen d;> 0 nimmt z(x(A)) (A > 0) beliebig grole Werte an.
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(iv) Zur Konstruktion von A wihlt man s €S beliebig, dazu r&€ {1, ...,n} mit

b
(426) 2, >0, ——=min{— :i€{l,....n}, 3, ;>0 .
’ a5 3j,s :

Hiufig betrachtet man ein s mit dq= meayé do, da man davon ausgeht, dafl
o
hierbei ' gréfer wird als bei kleinem dg (vgl. (4.2.8, iv)!).

Auf QI1 wenden wir einen Jordanschen Eliminationsschritt mit dem Pivot-
element a, s an;dem entspricht nach (2.5.2) die Linksmultiplikation mit

a
1. 0 -7= '
0\ fs
. 1 0
1
ar,s

0

@27 A= 0

an, g
ar, s

ds 0...0 |1
0...0 3 0.

1
r-te Spaite

A besitzt offenbar die Gestalt (4.2.2): von dort iibernehmen wir die Bezeichnung
der Teilmatrizen und erhalten somit

alx,l--- ay,s-1 O all,q
: . 0 .
AQIl = all-’l... a:.‘s-l ... a;.q L bl
: : 0 :
any--- ans-1 O0...apn4
-dy...-dg-y 0...-dg | 0...0 a—rf—s 0..0| 9
t t
s-te Spalte (r + q)-te - ralte

Mit Py ;+q, der (m+ 1, m + 1)-Permutationsmatrix, deren Rechtsmultipli-
kation die Vertauschung der s-ten mit der (r + q)-ten Spalte bewirkt, sei
I := NPy g+, auerdem Q' .= AQ. Offenbai hat I1' mit einer (m, m)-Permu-
tationsmatrix Q' die Form

-l
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und es wird
. A Iy b’
QII'=(AQU)Pg 4 q =
—d''] 0 'y

Setzen wir A'= (a},})(n,q). b = (b))], d'= (dj')?, so ergeben sich gemift dem
Jordanschen Eliminationsverfahren — vgl. (2.5.7) — die folgenden

(4.2.8) Gleichungen fiir die Elemente von Q':

’ - ai,S .
3 = a;— 2 a; (i#rn),
(G#s),
ar"_ar,s T,
(i :
2 1, S .
ai,s-""'al_s ('9&1')'
) |
ar,s=5r——s,
, 3,5 .
bi= bi-rsb, (l%él‘)‘
(ii) ’
bl = &.
L N
[ s .
dj=d,—i—-;a,,,- (#s),
(iii) 4
't S
ds = P
. ' dS
(iv) 19=0+arsb,.

Nunzu b’ 2 0: wegen b, 2 0, a, ;>0 ist natiirlich b, 2 0; fiir i # r hat man,
falls a; s < O, ebenfalls elementarerweise

bl=bi— 2Sb, 2 b;20
s T 1T

sowie, falls a; ¢ > 0, gema der Wahl von r

3; b; b
b;=bi—ﬁb,=ai,s( - ——'—s)zo.

a5 ar,
Schlieflich gilt nach (4.2.8), (iv) wegen dg > 0 die Ungleichung
¥z,
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Das Simplex-Verfahren besteht aus einer (eventuell) wiederholten Anwen-
dung des Satzes (4.2.5). Vorgegeben sei eine Optimierungsaufgabe (4.1.1), deren
beschreibende Matrix § die Bedingung (4.2.4), ohne Einschrinkung mit Il =1+,
erfullt, beispielsweise ein Problem der Form (4.1.2) mit b 2 0. Dann definieren wir

A I b
(1) ..o = n 1) ._
Q.= = (-—d‘ . 0) . .=y, .

Wir priifen, ob QO die Bedingung (ii) oder (iii) des Satzes (4.2.5) erfiillt: wenn ja,
brechen wir ab; sonst konstruieren wir 2 = AM Q) nach dem Beweis der Aus-
sage (iv). Geniigt Q@ nicht der Bedingung (ii) oder (iii) des Satzes, machen wir
weiter mit 23 = AP Q® ysf. So erhalten wir

(429) QP = AC-DQE-D - A-D  AD QM) ®=2.3,..),

wobei die Transformationsmatrizen A die Form (4.2.7), ihre Produkte die
Gestalt (4.2.2) besitzen. Wir benutzen folgende

(4.2.10) Bezeichnungen

© c® p® © L@ 0
; vy _. V) _. =
i Q%= POy s, . A = g(”)' : wv=12,..).

(ii) Wir definieren T® := I, h¥ := 0 (€IR") und fir »=2.3, ...

V)
ACDAD) . (T_P)
A

(iii) Es seien die
)
(o (g_{g)
0 1
(m+1i,m+1)

die zu den Q® gehorenden Permutationsmatrizen mit

A® | 1 [b(v))
W . n
e (—d“’"l o |0

Simtliche @ (v=2,3....) sind im Sinne des Hilfssatzes (4.2.3) zu Q¥
dquivalent. Nach (4.2.5), (i) gehort zu jedem Q® in kanonischer Weise

0
= a” (b(v)) €63(2) = 65 @),

und es gilt 9, = z(x(")) (»=1, 2, ...). Wir wollen nun eine Bedingung angeben,
unter der das Simplex-Verfahren nach endlich vielen Schritten zum Ziel fuhrt.
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(4.2.11) Bemerkung. Wenn jede Basislosung von Cx =b nicht-ausgeartet ist, so
endet das Simplex-Verfahren nach endlich vielen Schritten, d.h. es existiert ein
vEIN, sodaB Q¥ die Bedingung (ii) oder (iii) des Satzes (4.2.5) erfiillt.

Beweis. Die Basislosungen x®) = Q® ( g(,,)> von C®x =b® sind nach (4.1.7)

genau dann nicht-ausgeartet, wenn simtliche Komponenten von b® von Null ver-
schieden, mithin positiv sind. Nun ist x® auch Basislosung von Cx = b und infoige-
dessen nach Voraussetzung nicht-ausgeartet.

Weiter folgt aus b® >0 (v=1,2,...) nach(4.2.8), (iv)
Bye1> 0, w=1.2,...)

und daher &, # 9, fur v # u. Wegen 9, = 2(x®?) impliziert dies x® # x*
fiir v # u. Das bedeutet, dal keine Basislosung mehrmals vorkommt; damit ist die
Behauptung bewiesen.

Zum Programmieren des Simplex-Verfahrens wird man statt der vollen
Matrizen Q® nur die Teilmatrizen A®, b®, d®*, 9, speichern, die sich rekursiv
nach (4.2.8) berechnen lassen. Auferdem benétigt man zur Darstellung der Q®
(und ) die Permutationen m, € Sy, mit

Q(")e,(=-e,,v(,¢) k=1,....,m).

Wegen 11D = Im+1 JA@HD = @) Py, q+r, ®=1,2,...), wobei das Pivot-
element in A®) mit (rp, sp) indiziert sei, hat man n; =id und fir v=1,2, ...

Tye1(8) = mM(qtr), T (qQ+r)=m(s,), 74 (k)=m (k) sonst.

Die Keeffizienten von x* = Q°” (g(v)) = (xj(v))';‘ sind gegeben durch
® - p® _
@212 | @D b; (i=1,...n),
Xj(”)=0 (j‘t{”u(q+1).-..,7r,,(q+n)}).

Auch zum Rechnen von Hand geniigt ein verkiirztes Schema, in dem die
n Einheitsspalten weggelassen sind. Zur Beschreibung der Permutationen m,
werden, dhnlich wie im Beispiel (2.5.9), die mit m,(q + 1), ..., m,(q + n) indizier-
ten Variablen vor die Zeilen, die Variablen Nr. 7, (1), ..., m,(q) an den Kopf der
Spalten von A® gesetzt. Bei einem Eliminationsschritt wird die vor der Pivotzeile
stehende Variable gegen die Variable oberhalb der Pivotspalte ausgetauscht, wobei
die Regeln (4.2.8) zur Anwendung kommen. Die zur Wahl der Pivotzeile benétigten
b®
Werte —— mit ai(")s > 0 trdgt man in einer zusitzlichen Spalte des Schemas ein.

©)
ai. s
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Wir betrachten folgendes

(4.2.13) Zahlenbeispiel. Zur Optimierungsaufgabe (4.1.4) geh6rt nach Einfihrung
von Schlupfvariablen gemaf (4.1.3) folgende Ausgangsmatrix

. 1 111 0 0] 12
QW - 5 100 1 0]70
= 2 10]0 0 1|52

-20 -6010 0 01lo

Wegen b 2 O ist die Voraussetzung (4.2.4) erfiillt. Wenn wir die 2. Spalte als Pivot-
spalte wihlen, lautet das Ausgangsschema

b;
Xy X2 b; m’
X3 1 1 12 |12
Xa 5 10 | 70 |07
Xs 2 52 | 052
-20 -60 | 0

Wir haben das nach (4.2.6) gewonnene Pivotelement eingerahmt und erhalten
nach Vertauschung von x, mit xs und Anwendung von (4.2.8):

X1 Xs

X3 08 -0l 0,68 | 085
X4 300 -10 1.8 0,6
X3 0,2 0,1 0,52 | 2.6

-80 60 [ 31,2 @

Als Pivotspalte ist nur die erste Spalte moglich. Berechnung von ——('3)— fur a?)l >0
i, 1
liefert die 2. Zeile als Pivotzeile und als weiteres Schema

X4 Xs

X3 | —0,2667 —0,1667 0,2
X3 0,3333  -0,3333 0,6
X, | —0,06667 0,1667 04

2,667 3,333 36,0

Fiir 2 ist nunmehr die Bedingung (ii) von Satz (4.2.5) erfiillt. Aus unserem
Schema erhalten wir

Zopt = 36,0
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und nach (4.2.12) fiir die Komponenten der optimalen Losung:
x3=02; x;=06; x,=04; x4=x5=0.

Die urspriinglich gegebene Aufgabe besitzt also die optimale Losung
(x1;X2) = (0,6;04), Zopt = 36,0 .

Diese optimale Losung geniigt wegen x4 = x5 = 0 der 2. und 3. Restriktion mit dem
Gleichheitszeichen, ferner ist x; +x, =1,0 =12 -x3<1,2.

In einem Programm miissen die Vorschriften fiir die Pivotwahl konkretisiert
werden, da eventuell mehrere Indizes s und r in Frage kommen. So prizisiert man
(4.2.6) durch die Vorschrift

. ' by . b; } }
(4.2.14) r:=min {r €{1,...,n}:ay >0, s = min {;—s 12y, >0 1.
Fiir den Fall, daf beim v-ten Schritt des Simplex-Verfahrens in b® mindestens
zwei Komponenten verschwinden (vgl. Aufgabe 4.2), kann mit einem gewissen
1>0 Q¢+ =Q® eintreten. Da die Pivotwahl nach einer festen Vorschrift er-
folgt, wird dann auch Q¢ */*D = Q®*V ysw ; das Verfahren gerit in einen
Zyklus der Linge /, ohne da jemals die Bedingung (ii) oder (iii) des Satzes (4.2.5)
erreicht wird. Ein Beispiel hierzu liefert die Aufgabe 4.3.

Um Zyklen zu vermeiden, ist die Auswahlvorschrift von r in einer dem Pro-
blem angepafiteren Form zu prizisieren. Dazu fithren wir den Begriff der lexiko-
graphischen Ordnung ein:
xE€IRN, #0 heifit lexikographisch positiv, in Zeichen x > 0, genau dann,
wenn fur

io=min{i€{l,...,N}: x; # 0}
x> 0 zutrifft. Sind x, y € RN, x # y, so heiflt x lexikographisch grofier als y,
in Zeichen x > y, genau dann, wenn x -y > 0.

Wir stellen einige elementare Eigenschaften der lexikographischen Ordnung
Zusammen.

(4.2.15) Hilfssatz. Fir x,y,z € RN gilt

0 x>0,y>0 oder y=0=x+y >0;
x>0, a€IR,>0=ax >0;
X>y,y>z=>x>1z;

o |
X>y=xtz>y+z;

(iii) X>y, a€R, >0 = ax > ay.

Beweis. In (i) interessiert nur der Fall y > 0; essei i; = min {i : x; # 0},
iz=min {i:y, # 0}, sodaB x;, >0, Yi, > 0.
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Wir kénnen o.E. i, £ i, annehmen. Dann haben wir x; + y; =0 fur alle i<i,
und x;, +yj, 2 x;, >0, daher x +y > 0. Ebenso gilt ax;=0 fir i <i,,
axi; >0, d.h. ax > 0.
Zu Teil (ii) benutzen wir (i), womit wir

x-y>0, y-z>0=>x-z=x-y)+(y-2z)>0
folgern. In (iii) haben wir nach Definition

(x+2)—(y+z)=x-y >0
sowie nach (i)

ax—ay =a(x—-y) > 0.

Sind x, y € IRN mit x #y, so hat man offenbar x > y genau dann, wenn
fur

ip = min {i€{1,2,...,N}: x; #y;}
Xig > Vig 8ilt. Demgemaf ist (RN, > ) totalgeordnet; es ist nimlich stets genau
eine der Beziehungen

X=y, X>Y, y > X

erfullt.
Ist MC IRN, a €M, so heifit a kleinstes Element von M beziiglich der
lexikographischen Ordnung, kurz

a=Ilmin M,

wenn fiir jedes b €M, #a die Beziehung b > a gilt. Da jede endliche Teilmenge
einer totalgeordneten Menge genau ein kleinstes Element besitzt — Beweis durch
Induktion iiber die Anzahl der Elemente —, hat man die
(4.2.16) Bemerkung. Jede endliche Teilmenge des IRN besitzt beziiglich der
lexikographischen Ordnung genau ein kleinstes Element.

Fiir das Folgende nehmen wir an, daf ein Start des Simplex-Verfahrens mit
n®w =1, ., moglich ist, also

A ] I l b(l)\
1) - n
& (-d“"] o s )

gilt. Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache gewinnen wir aus (4.2.9), (4.2.10)
durch blockweise Multiplikation die

(4.2.17) Bemerkung. Fir v=1, 2, ... gelten die Beziehungen

6) c® = T(")c(l) = (T(I’) A(l), T(V)) .
(ii) b(l’) = T®pM ,
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(i) —f®t= -0ty EOLCM = (- gDt 4 pOIAD Oty
() 9= 8+ h®H0.

Offenbar sind die h®*t und T® ais Teilmatrizen in den Q) enthalten. Weiter
folgern wir aus

@D o\ A® ™ 0\ WT® | o)
}h('”l)t 1 - ' h(V)t l 1 g(”)tT(V)+ h(v)t I 1}

sowie durch Ausmultiplikation von Q¢*V = A®Q® dje Rekursionen

(i) h Dt = g(v)tT(u) + Ot ,
(4.2.18) ‘ () s =g?P+ 9, ®=1,2,3,..)
(iii) (b(l'+ l)’ T("+l)) = L(V)(b(v), T(V)) )

Wir kommen nun zur angekiindigten Prizisierung der Auswahlvorschrift
fiir r, und zwar allgemein beim v-ten Schritt, natiirlich unter der Voraussetzung
(4.2.5, iv) fir Q® [I®). Hierzu seien die Koeffizienten von 2 1®) analog wie
in (4.2.4) bezeichnet, jedoch zusitzlich mit einem oberen Index (v) versehen.

Wie bereits erwahnt, wihlen wir zunichst ein beliebiges s =s, €{1, ..., q}
mit df’) > 0. Damit ist die s-te Spalte in Q' T1®, also die =, (s)-te Spalte in Q@
als Pivotspalte bestimmt. Wir bezeichnen mit

y?’)‘ @i=1,....,n)
die Zeilen von T®), Hiermit definieren wir fur i € {1, ..., n} mit a‘(”: >0

1
2

i,s

Wi(u) = (bgv)‘ yfv)t)t cR"t!

und bestimmen schlieBlich r =r, durch
(4219)  w® =Imin {w®:i€{1,....n}, a® >0}.

Wir notieren als
(4.2.20) Hilfssatz. r ist durch die Beziehung (4.2.19) eindeutig bestimmt und
geniigt der Auswahlvorschrift (4.2.6).

Beweis. Gibe es neben r ein weiteres r' € {1, 2, ..., n}, welches (4.2.19) erfiilit,
so wire auf Grund der Eindeutigkeit des lexikographischen Minimums w( = WS’).
Dies implizierte natiirlich die lineare Abhiingigkeit der r-ten und r'-ten Zeile von
T("), im Widerspruch zur Invertierbarkeit dieser Matrix.

Weiter erhilt man gemif der Definition des lexikographischen Minimums
firalle i=1,...,n mit a® >0

p® p® ’ b® p®
T i i

—_ = — der e
[ I ) o ) ® °
ar, s ai. s ar, s ai, s

womit auch die zweite Aussage klar ist.
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Bei den weiteren Uberlegungen dieses Abschnitts gehen wir davon aus, dafy
bei jedem Schritt des Simplex-Verfahrens die Vorschrift (4.2.19) zur Anwendung
kommt. Als erstes notieren wir beziiglich der Zeilen der Matrix (b®?, T®)),
nimlich

W= 0@, y®YH  (i=1,....n)
die natiirlich von Null verschieden sind, den
(4.2.21) Hilfssatz. Samtliche vi(") sind lexikographisch positiv.

Beweis. Fiir v =1 ist (b, TM) = (b, I); wegen b 2 0 sind alle Zeilen lexiko-
graphisch positiv. Weiter nehmen wir die Giiltigkeit von (4.2.21) fiir ein beliebiges
v 2 1 an. Nach dem Eliminationsschritt mit dem Pivotelement ai")s (> 0) hat man
nach (4.2.18), (iii) fir i#r ’

a®
@+1) - @ _ _LS @)
Yi =Y v Vr

r,s

sowie
1
n_ 1

Vﬁw )= a® ng)

r,s

Nach (4.2.15), (D ist v®*? > 0. Ist a® <0 bzw. =0, so wird
a®
s () -
- v’ >0 bzw.>=0
a

und daher fiir dieses i abermals nach (4.2.15), (i) v *" > 0.
SchlieBlich ergibt sich, falls ag")s > 0 ist, bei Beachtung von (4.2.15), (iii)

@+1) — ,0) (WO _ O
A = ai’s(wi w.) 0.

Die Vektoren
u®t = (9,, WY
erfiillen nach (4.2.18), (ii), (iii) die Rekursionsformel
a0ty g(")‘(b("), T(”))
®
= y®ty % Ve

®)
s

Da dg"), a®_ positiv und v®) lexikographisch positiv sind, erhalten wir als
r,s
(4.2.22) Folgerung. Fir v=1,2, ... gilt
W@ty > @
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Danach gilt fiir v # p u® # u™ und weiter auf Grund von (4.2.17), (iv)
ebenfalls h® # h®). Wegen Q™ = (A®, 1,,) ist mit der (m, n)-Matrix

/0
J=(eqg+1.--v8q4n) = (E>
nach (4.2.17), (i) die (n, n)-Matrix
c Q(V)J = T(V) -1 C(V) Q(V)J = T® -1

invertierbar. Beachtet man, dag f®tQ® = (d®* 0), mithin £®'Q®J die
(1, n)-Nullzeile ist, so gewinnt man mit (4.2.17), (iii) fur h®* das lineare
Gleichungssystem

h(v)tc(l)Q(V)J - f(l)!Q(V)J )

Die Annahme, daB beim Simplex-Verfahren fiir u #v Q"] = Q"] eintritt,

fiihrt wegen der Invertierbarkeit der Koeffizientenmatrix C(1) Q®)J zum Wider-
spruch h® = h™), Nun gibt es genau (™)-n! verschieden Matrizen der Form Q®J;
infolgedessen muf das Simplex-Verfahren nach spitestens (') - n! Schritten ab-
brechen. — Man kann sogar zeigen (Ubungsaufgabe 4.6), daft hochstens () ver-
schiedene Q®J auftreten kénnen, so daf das Verfahren nach spitestens

() Schritten endet. —

Zusammenfassend notieren wir den

(4.2.23) Satz. Erfillt die zur Optimierungsaufgabe (4.1.1) gehdrende Matrix die
Voraussetzung (4.2.4) und wird das Simplex-Verfahren gemdfl der Auswahlvor-
schrift (4.2.19) durchgefiihrt, so wird nach hichstens (3 ) Schritten die Eigen-
schaft (ii) oder (iii) in (4.2.5) erreicht.

Wir vermerken, daf die Vorschrift (4.2.19) gegeniiber einfacheren Auswahl-
vorschriften fiir r gemi (4.2.6) einen erheblichen Rechenzeit-Mehraufwand bedingt.
Statt (4.2.19) verwenden die Computer-Programme daher die einfachere Auswahl-
vorschrift (4.2.14); dies ist gerechtfertigt, weil Zyklen der oben beschriebenen Art
bisher nur in eigens dazu konstruierten Beispielen aufgetreten sind.

Modifikationen des Simplex-Verfahrens, etwa bei nicht vorzeichen-beschrink-
ten Variablen findet man z.B. bei Collatz-Wetterling [4].

4.3. Zweiphasenmethode

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit Optimierungsaufgaben der
Form (4.1.1), deren zugeordnete Matrix 2 jedoch nicht der Bedingung (4.2.4)
geniigt, sondern die Gestalt

' C b A I b
(431) Q= ( ) = 0
—ft ~dtlo | o
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besitzt. Dabeisei AEM(nXq,IR), 0 n;,<n, m=n;+q>n, rgC=n und
bER", 20.

Zur Untersuchung einer derartigen Aufgabenstellung kommt man, wenn man
von dem folgenden Optimierungsproblem ausgeht:

(4.3.2) Maximiere

z(X)=d'X + o
unter den Restriktionen

A1 i é bl N

by,
by,
0
mit A; EM(n; X §, IR), b; €IR™ (i=1,2,3), d€RY und by, b, 2 0, by <0.
Hierbei seien die n; 2 0, n, + n3 > 0 — da sonst die Bedingung (4.2.4) erfillt ist —,
q >n, sowie 1g A; = n,.

Definiert man nimlich x; € R™, xp; € IR"? durch

>

~

>
1]

IV A

Xp:i=b;—A X, Xm i= b3 —Az;X
und setzt hiermit

X
X = ( Xm)
Xy

N

Al 0y, b, 5
C:= (A2 0 o) , b:= ( b2> , ft=(d4%0,....0),

“A3 _In3 O “‘b3 n3+m

n:=n,;+n,+n;, qQ:=q+n,,

sowie

so-erkennt man, da die vorstehende Optimierungsaufgabe (4.3.2) auf ein Problem
der Form (4.1.1) zuriickgefiihrt ist, wobei  die Gestalt (4.3.1) besitzt. Hierzu hat
man zu beachten, daB C wegen rg A, = n, vom Rang n ist.

Die Behandlung der Optimierungsaufgabe (4.1.1) unter der Voraussetzung
(4.3.1) zerfillt in zwei Phasen; in der 1. Phase wird gepriift, ob es iiberhaupt zu-
lassige Losungen gibt; ist {(S2) # @, so wird  in eine Matrix Q; des Typs (4.2.4)
transformiert. Die 2. Phase besteht sodann in der Anwendung des Simplex-Ver-
fahrens auf ;.

Zunichst betrachten wir zu Q die , erweiterte* Matrix

L ST B AT
- Ft o e) T Lat]o |

diese ist eine (n + 1, m + 1)-Matrix vom Typ (4.2.4) mit m=m, +(n—n;)=q+n.
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n-n;

Fir x€R™, x, €R
Schlupfvariable — und

)

stellt man unmittelbar die Aquivalenz

— die Komponenten von x, nennt man unechte

EZ=b=’Cx+(0)=b

u
fest. Dies fihrt zu der
(4.3.4) Bemerkung. Esgilt {(Q2) # ¢ genau dann, wenn ein X € {(Q), = (§u)
mit x, = 0 existiert. -
Zur Priifung der Existenz einer Losung X €¢(£2) mit x, = 0 formulieren
wir unter Benutzung des Vektors €':=(0, ..., 0, 1,..., 1) die Optimierungsaufgabe

———

(4.3.5) Maximiere my n-ny

w(X) =-¢e'x
unter den Restriktionen
CX = b,
X2 0.
Dazu zeigen wir den
(4.3.6) Hilfssatz .
(i)  Das Problem (4.3.5) besitzt eine optimale Losung Xop, mit
Wopt 1= w(iOpt) £0.

(i) Esgilt £ () # @, d.h. es existiert ein X € {(5) mit x, =0 genau dann,
wenn wopn =0 ist.

Beweis .
(i) Die (4.3.5) beschreibende Matrix 2, hat die Gestalt

17 ~_(E |b) (Allnlb)
@3 ST T 0le o

Diese Matrix geht durch Linksmultiplikation mit

©) .
(438)  AD =

|
e
I

—
0”:
— o
\—./

in

(4.39) 5(0:(A' n lb) .




4.3. Zweiphasenmethode 153

also eine Matrix des Typs (4.2.4) iiber. Nach Satz (4.2.5) ist ¢ (ﬁv(vl)) # @, folglich
gemif (4.2.3), (ii) auch i’(ﬁw) # (; auBerdem haben wir X 2 0 fiir jedes XE {(ﬁw)
und daher w(X) £ 0.
(ii) Ist wopt = 0, so existiert ein X €¢(Qy) = £() mit w(X) =—-¢'X=0 und
folglich mit x,, = 0. Gibt es umgekehrt ein X € {(5) = §'(§w) mit x, =0, so ist
natiirlich wgp =w (X)=0.

Zur Losung der Optimierungsaufgabe (4.3.5), d.h. zur Priifung der Frage, ob

Wopt = O ist, wenden wir das Simplex-Verfahren beziiglich der transformierten
Matrix (4.3.9) an. Wir konstruieren also rekursiv

QW+1) - A Q) -
(4.3.10) Q“',’ -Av‘v’flw" r=1,2,3..),

so daf mit (m + 1, m + 1)-Permutationsmatrizen ﬁ("), insbesondere 1) = Im+1s
firv=1,23,...

. A® I I, | b®
4311) QOn® = ( ) , ¥ z20
w _ h(u)( l 0 | n,
gilt. Gemif} (4.2.7) haben dabei die Transformationsmatrizen A(v‘;) die Gestalt
L@ 0 h.c(,u)
4.3.12 A(")=( , ®) - e,
G AT M

worin 1 =r,, s =s, die Indizes der jeweiligen Pivotzeile bzw. Pivotspalte in
QYN® bedeuten.

w
Da die Aufgabe (4.3.5) eine optimale Losung besitzt, ergibt das auf 5‘(:)
angewendete Simplex-Verfahren auf Grund das Satzes (4.2.23) nach endlich-vielen,
etwa /—1 Schritten, eine Matrix ﬁ&’ ), die der in (4.2.5), (ii) angegebenen Bedin-
gung geniigt, d. h. es gilt im Sinne von (4.3.11)

<o, M=Wopt = 0.

Ist nun wqp < 0, so besitzt die urspriingliche, durch (4.3.1) beschriebene
Optimierungsaufgabe keine zuldssigen, mithin erst recht keine optimalen Losungen.
Eine weitere Diskussion eriibrigt sich unter diesen Umstidnden.

Im weiteren beschiftigen wir uns daher mit dem Fall w,p = 0. Hierzu sei
zunichst angemerkt, dal zwar einerseits wop, = 0, andererseits auf Grund von
Rundungsfehlern 7, von Null verschieden sein kann; wir wollen daher eine leicht
nachpriifbare, hinreichende Bedingung fir wop; = 0 notieren.

(4.3.13) Bemerkung. Es sei 6 die (m, m)-Permutationsmatrix mit

ﬁ<’>=(Q =
0 |1
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ferner ¥ €S, mit
6e,<=e;(,(, k=12,...m).
Ist dann die Bedingung
(43.14) {m+1,....m}C {7n(1),....7(q)}

erfillt, so gilt wope=0.
Zum Beweis ziehen wir den Satz (4.2.5), (ii) heran. Hiernach ist

(4315 X=()7:=Q (&o)

eine optimale Losung von (4.3.5), die nach (4.2.12) den Bedingungen

Xz =0 G=1,....9

geniigt. Auf Grund von (4.3.14) folgt x, = (xi)ﬁl +1 = 0 und mithin wie be-
hauptet w(X) = 0.
Weiter beweisen wir den

(4.3.16) Satz. Ist £() # @, d.h. wope =0, s0 ist Q mittels einer Matrix Ay
der Form (4.2.2) auf eine Matrix

Q[ = AlQ
des Typs (4.2.4) transformierbar.

Beweis. Ausgehend von der Matrix (D := Q, die sich von 5‘9) nur in der
letzten Zeile unterscheidet, definieren wir rekursiv Matrizen

(43.17) Q¥ =A0Q® ®=1,2,3,..),

so daB sich mit den Matrizen ﬁ(”), AY b® ay5(4.3.11)
A®) l I, I p®

—at{ o |9, )

ergibt. Zu diesem Zweck wihlen wir die Transformationsmatrizen A® indem wir
unter Benutzung der Pivotindizes r = r,,, s = s, des Simplex-Verfahrens (4.3.10)

(43.18) QO = (

\

d®
43.19) g®:= XTI
1,8

bestimmen und hiermit sowie mit den L®) aus (4.3.12)

» | o
4320) A® .= —-l»—
( ) ( g(”) t 1
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setzen. Die Gleichung (4.3.18) ist dann erfiillt, weil auf Grund der Festsetzung
(4.3.19) die letzte Komponente der s, -ten Spalte in A®?Q® zu Null wird.

Nach Abschluf des Simplex-Verfahrens (4.3.10), d.h. nach /-1 Transfor-
mationsschritten brechen wir das Verfahren (4.3.17) ebenfalls ab. Gemii Kon-
struktion haben wir

(4321) QO =AU-D _ADQG.
Zur urspriinglichen Matrix §2 in (4.3.1) definieren wir entsprechend
4322) QO .=Al-D. ADq.

Die Tatsache, dal $2 aus € durch Streichen der Slgglten m; + 1, ..., m entsteht,
iibertrigt sich offenbar auf die Matrizen Q® und Q0.
Wir zeigen nun zunichst den

(4.3.23) Hilfssatz. Ist die Bedingung (4.3.14) erfiillt, so besitzt QO die Eigen-
schaft (4.2.4).

Beweis. Essei xk € {m,+1,...,m}. Wirbetrachten die k-te Spalte in 5(’), die
sich mit dem Einheitsvektor e, € IR™*! als o® e, schreiben laft. Auf Grund
von (4.3.14) existiert ein j € {1, 2, ..., q} mit x = #(j), folglich mit

80 = §0c; = GOTO .

Das Streichen der k-ten Spalte in Q® bedeutet also das Weglassen einer der
ersten q Spalten in 2@ T®. Erhalten bleiben mithin simtliche Einheitsspalten
aus der Teilmatrix .

(4.324) ( [0—“)

von SOTI®. Da auBerdem gemifl Konstruktion b® 2 0 ist, besitzt QO die
Eigenschaft (4.2.4).

Mit ;= Q@ Ay =AY - AD st in diesem Fall die Behauptung des
Satzes (4.3.16) klar; ansonsten beweisen wir den

(4.3.25) Hilfssatz. Ist die Bedingung (4.3.14) verletzt, so existieren Transformations-
matrizen A, AUTD AK=D ger Form (4.2.2), so daB die Matrix

Q® .= Ak-D L AD QO
der Bedingung (4.2 4) geniigt.

Beweis. Wir setzen

c | p®
4326) QW= )
@329 -0t |y,
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Gemif (4.3.20), (4.3.22) ist darin
cO=1t-v. . Wc .

woraus insbesondere rgC(') =r1g C =n folgt;die b®, ¥, sind die bereits in (4.3.11)
bzw. (4.3.18) definierten Grofien.

Da die Eigenschaft (4.3.14) nicht gegeben ist, existieren gewisse Indizes
i€{l,2,...,n} mit 7(q +i) €E{m, + 1, ..., m}. Nach Uberlegungen wie im
Beweis des vorangehenden Hilfssatzes werden fiir diese i die Spalten e; in der Teil-
matrix (4.3.24) von QO[O gestrichen, wihrend die iibrigen Einheitsspalten in
die Matrix O ibertragen werden. Unser Ziel ist es, die in 2® fehlenden Einheits-
spalten durch geeignete Transformationen zu erzeugen. Dazu wihlen wir ein
i;€{1,2,...,n} mit 7(q+i;) E{m; +1,...,m}. AufGrund der Voraussetzung
Wopt = 0 verschwindet die Komponente x, der optimalen Losung (4.3.15) des
Problems (4.3.5); danach ist insbesondere X3(q+iy) = O, mithin gemafl 4.2.12)
auch b(,? =0. Wegen rg €M = n verschwindet die i)-te Zeile von C® nicht, es
existiert also ein j, € {1,..., m,} mit c(ill)_ i # 0. Beziiglich dieses Elements wen-
den wir auf die Matrix Q® einen Jordanschen Eliminationsschritt an und erhalten

C(l+l) l b(l+l)
f(l*l)t l )

_Q(“‘l) = AD Q(’) = (
- G141

Hierbei besitzt A die Gestalt (4.2.2). Ferner werden simtliche Einheitsspalten
+ e; , von QO ynverindert in die Matrix Q¢*V iibertragen; zusitzlich enthilt

Q@*Y die Spalte e;, € IR™**. SchlieBlich gilt — vgl. (4.2.8) — wegen b{; = 0
b¢*V =@ (20).

Ist i, €{1, ..., n} der einzige Index mit 7(q +i;) € {m,; +1, ..., m}, so sind
in QU*D gimtliche Einheitsspalten e, ..., ey € IR"*! vorhanden, und Q¢ *V
geniigt infolgedessen der Bedingung (4.2.4). Liegt ein weiteres i, € {1, ..., n} mit
#(q+i) € {m, + 1, ..., m} vor, so wiederholt man beziiglich Q¢ +1) die vor-
stehend beschriebene Transformation usw. Nach spitestens n Schritten gewinnt
man bei diesem Vorgehen eine Matrix Q®_ die der Bedingung (4.2.4) geniigt,
womit der Beweis des Hilfssatzes (4.3.25) erbracht ist.

Mit diesem Hilfssatz ist natiirlich auch — man setze € = Q®,
Ap=A%"D . AD _ der Satz (4.3.16) vollstindig bewiesen.

Angemerkt sei noch, dafl bei dem Verfahren (4.3.17) nicht notwendig
8412 9, in (4.3.18) eintritt. Das liegt darin begrindet, da wir die Q® nicht
durch direkte Anwendung des Simplex-Verfahrens auf 2 gewinnen;es wird nim-
lich beim p-ten Schritt die Pivotspalte, also s, nicht gemafy dg") >0, sondern
gemaB h®? >0 bestimmt.
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In der Praxis fithrt man iibrigens die beiden Transformationsverfahren
(4.3.10) und (4.3.17) wegen der Ubereinstimmung in den ersten n Zeilen gleich-
zeitig durch; hierzu dient das folgende (n + 2, m + 1)-Matrix-Schema:

A® I, NG
—p®t

(4.3.27)

Ty
-d®t o | 9,

Auf die in der 1. Phase gewonnene Matrix £2; wenden wir — wie bereits er-
wihnt — das in Abschnitt 4.2 bereitgestellte Simplex-Verfahren an. Dieses Ver-
fahren liefert eine Entscheidung dariiber, ob die Zielfunktion auf ¢ (2) = { (§21)
nach oben beschrinkt ist; wenn ja, wird eine optimale Losung des Problems
rechnerisch ermittelt.

(4.3.28) Zahlenbeispiel. Wir betrachten die gegeniiber (4.1.4) abgeanderte Aufgabe:
Maximiere )
z(x) = 20 x, + 60 x,
unter den Restriktionen
le+lox2§7,0‘
2X1+10X2§5,2,
X3+ X = 1,2,
X1, X2 20.
Diese Aufgabenstellung fithrt, wie zu (4.3.2) allgemein gezeigt, auf die Matrix
5 10 1 O 7,0

_ 2 10 0 1 |52
Q= 1 1.0 0 |12
-20 -60 0 0 10

Zur erweiterten Matrix Q gehort gemad (4.3.7)
s 10 1 0 0 |70

~ 2 10 0 1 0 |52
Sw= l] 1 0 0 1 |12
o 000 110/

Wir berechnen § 3) = Afg) a w' indem wir die vorletzte von der letzten Zeile
in ﬁw subtrahieren. In den folgenden Schemata fiigen wir gemif (4.3.27) an

die ﬁ'v(:) die letzte Zeile von $I® an, notieren die Matrizen aber ohne Durch-
filhrung der Spaltenpermutationen.
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bi

3

I

s 101 0 0] 7 14

o 2 10 01 0 | 52 (2,6)

o W= 1 1.0 0 1 1.2 1.2
1 -1.0 0 0 |-12
-20 -60 0 0 0 | 0

Nach Wahl der ersten Spalte als Pivotspalte (wegen h(]’) >0) ermitteln wir die
3. Zeile als Pivotzeile und fiihren einen Jordanschen Eliminationsschritt aus.
Es ergibt sich

0 51 0 -5 1
- 0o 80 1 -2 28
Q@ q®= | 1 0 0 1 1.2

0 00 0 1 0

0 -40 0 0 20 |24

Hiermit erfullt 9(2) die Voraussetzung in (4.2.5), (ii); gleichzeitig ist die Bedin-
gung (4.3.14) gegeben Gemif Hilfssatz (4.3.23) ist die Matrix Q(), die aus
durch Streichen der 5. Spalte entsteht, vom Typ (4.2.4). Wir haben also

b
)
4
0 51 0 1 0.2
g |0 8 0 I 2.8 (0,35)
1 1 0 0 12 \12
0 -40 0 0 |24

Die 2. Phase besteht nun aus dem Simplex-Verfahren, angewendet auf Q®; hierzu
fiihren wir einen Transformationsschritt mit dem Pivotelement c(z) aus. Wir erhal-
ten bereits eine Matrix mit der in (4.2.5), (ii) angegebenen Elgenschaft niamlich

01 02 0 0,2
Qu= |0 0 -16 1 1,2
we 1 0 -02 0O 1,0

o0 8 o0 | 3
Die optimale Losung lautet nunmehr
x,=1,0; x,=02; x3=0; x4=1,2
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sowie
Zopt = 32.

Wir bemerken, daf8 auch fiir die Zweiphasenmethode verkiirzte Schemata wie
im Beispiel (4.2.13) angewendet werden konnen;die Durchfiihrung des Beispiels
(4.3.28) in der verkiirzten Form iiberlassen wir dem Leser.

4.4. Die duale Optimierungsaufgabe

Zur Optimierungsaufgabe (4.1.2) formulieren wir fiir u € IR™ das folgende
Problem:

(4.4.1) Minimiere
w(u) := btu

unter den Restriktionen
Ay 2 d,
uz20.

Dann heif3t (4.4.1) die zu (4.1.2) duale Aufgabe. Wir kénnen (4.4.1) auch in
der uns geldufigeren Form schreiben, nimlich

(4.4.1") Maximiere

—w(u):=—blu

v v

unter den Restriktionen
-Alu g -d,
uz 0.

Offenbar ist die zu (4.4.1") — also (4.4.1) — duale bptimierungsaufgabe
wieder das urspriingliche Problem (4.1.2).

In leichter Abwandlung der bisherigen Schreibweise nennen wir

{:={x€EIRY:Ax<Db, x20}
bzw.

$g:={u€R": A'u2d, u20}
die Gesamtheit der zuldssigen Losungen von (4.1.2) bzw. (4.4.1). Hierzu zeigen
wir den
(4.4.2) Hilfssatz. Ist x€{, u €y, sogilt

d'x € b'u.
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Beweis. Wir betrachten die Beziehung d S A'u komponentenweise, multiplizieren
die einzelnen Ungleichungen mit den entsprechenden Koeffizienten von x und er-
halten wegen x 2 0 durch Summation

d'x < (A'u)'x = u'Ax.

Ebenso folgern wir aus Ax £ b und u 2 0 weiter
utAx € u'b = blu.
Wir gewinnen unmittelbar die

(4.4.3) Folgerung. Ist { #¢ und ¢, # ¢, so besitzen beide Optimierungsauf-
gaben (4.1.2) und (4.4.1) optimale Losungen. Fiir alle x €§, u €§,4 gelten die
Ungleichungen

t t
dX.—<—_Zopt§Wopt—<_—bu.

Beweis. Ist u €¢, fest, so gilt nach (4.4.2) fiiralle x €¢
z(x) S btu.

Nach Satz (4.1.9) existiert eine optimale Lsung von (4.1.2), also ein xo € ¢ mit
z(Xo) = Zopt- Wieder nach (4.4.2) haben wir fir alle u €{y

Zopt = d'%0 S b'u.
Hieraus folgt die Existenz einer optimalen Losung ug von (4.4.1), und es gilt
t
Zopt <b Up = Wopt -

Wir wollen nun unter anderem eine Umkehrung der Aussage (4.4.3) beweisen,
nimlich aus der Existenz einer optimalen Losung von (4.1.2) die Tatsache {4 # ¢
folgern.

Offenbar wird (4.1.2) gemaf der Reduktion (4.1.3) durch die Matrix

qo .. (Al [
S o
@& lo |o

beschrieben. Hierzu zeigen wir den

(4.4 4) Hilfssatz. Die Aufgabe (4.1.2) besitze eine optimale Losung. Dann existiert
eine (n +1,n +1)-Matrix der Form (4.2.2),also

L 0
A= n R
g 1

so daf

445 AQO-. (LA | - [b°)
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die Bedingungen
bo,eran,go; VoEIRq,_Z_O; l90=20pt
erfiillt,
Beweis. Im Fall b 2 0 geniigt 2© der Voraussetzung (4.2.4), also ist das Simplex-

Verfahren direkt anwendbar. Nach Satz (4.2.23) erhalten wir nach endlich vielen
— etwa [ — Schritten

QD = (A¢-D. A0y QO =. A O

mit den in (4.2.5), (ii) angegebenen Eigenschaften und by 2 0. Fiir diesen Fall ist
der Hilfssatz also gezeigt.

Ist b 2 O nicht erfullt, so konnen wir ohne Einschrinkung

b=(tl) mit b;€R™, 20; b,eR" "™ <0 (0<n;<n)

2

annehmen. Durch Multiplikation von QO mit

Iy, 0 0

A9 = {0 ~Ipop, | O

0 0 1

erhalten wir die Gestalt
~ In, 0 ~
A b
AO QO _. (1) - 0 =Ih-n,

-d 0 - 0

mit b 2 0; eine leicht anzugebende Permutationsmatrix 111" liefert

~ 0 Iy | -
A 5
QMO = ~In-n, | O
- gt 0 o/

Offenbar ist M MY von der Gestalt (4.3.1). Nun ist laut Voraussetzung
£(QO) = ¢(QM) # §, mithin auch {(QM M) # @. Durch Anwendung von
Satz (4.3.16) auf Q1) gewinnen wir eine Matrix A; der Form (4.2.2), mit
der A; QM TKY, also auch

Q= A QW = A D Q@
die Bedingung (4.2.4) erfiillt. Wegen Hilfssatz (4.2.3) und nach Voraussetzung
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besitzt die durch ; beschriebene Optimierungsaufgabe eine optimale Losung.
Dabher liefert das Simplex-Verfahren gemif Satz (4.2.23), auf §; angewendet,
eine Transformation auf eine Matrix

Qn = ApSh = Ap AIAD) Q@ =: AQO® |
die die Eigenschaft (4.2.5), (ii) besitzt.
AnschlieBend gewinnen wir den
(4.4.6) Satz (Dualititssatz). Das Problem (4.1.2) besitzt eine optimale Lésung
genau dann, wenn zur Aufgabe (4.4.1) eine optimale Lésung existiert. In diesem
Fall ist

Zopt = Wopt >

dabei ist uq in (4.4.5) eine optimale Ldsung von (4.4.1).

Beweis. Von der ersten Aussage brauchen wir nur 1 Implikation zu zeigen, da
umgekehrt auch die Aufgabe (4.1.2) zu (4.4.1) dual ist. Wir nehmen also an, da
(4.1.2) eine optimale Losung besitzt. Dann berechnen wir die in (4.4.5) auftretenden
Teilmatrizen und erhalten

@ vo=-dtga,

® =g,

™ Zopt = gtb .

Es folgt aus (8) und (@)

Alug = A'g = (g'A)' = vo +d,
also

Alug-vo=d;
wegen ug, Vo 2 0 ist uy hiermit zulissige Losung von (4.4.1). Auflerdem haben
wir nach ($) und (y)

W(Uo) = btUo = b'g = Zopt )
woraus nach (4.4.3) unmittelbar w(up) = wop; folgt.

Wir wollen nun Anwendungsméglichkeiten der dualen Aufgabe (4.4.1) er-
ldutern. Zunichst nehmen wir an, es sei uns eine zulissige Losung x von (4.1.2)
bekannt. Wenn dann §4 leer ist, so ist wegen Satz (4.4.6) die Zielfunktion z auf {
nach oben unbeschrinkt. Andernfalls liefert ein u € {4 nach (4.4.3) eine Ein-
schlieBung fiir zop: diese Moglichkeit wird dann angewendet, wenn es zu auf-
wendig erscheint, eine optimale Losung von (4.1.2) zu bestimmen.

Manchmal ist die Aufgabe (4.4.1) leichter zu behandeln als die vorgegebene

Aufgabe (4.1.2). Wenn wir mit den in 4.2 und 4.3 besprochenen Verfahren eine
optimale Lésung von (4.4.1) konstruiert haben, konnen wir — da (4.1.2) das zu
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(4.4.1) duale Problem ist — nach Satz (4.4.6) eine optimale Ldsung von (4.4.1)
direkt ablesen.

Die zu einem allgemeineren Optimierungsproblem als (4.1.2) duale Aufgabe
wird in der Ubungsaufgabe 4.7 angegeben.

Ubungsaufgaben zum 4. Kapitel

Aufgabe 4.1. Die Optimierungsaufgabe (4.1.1) sei aus (4.1.2) durch die Reduk-
tion (4.1.3) entstanden. Es sei x € IR? mit Ax £ b, x 2 0 vorgegeben, dazu x,
gemih (4.1.3). Man zeige:

Xe ist zuldssige Basislosung von (4.1.1) genau dann, wenn x eine ,,Ecke*
des durch (4.1.2), (ii) beschriebenen Polyeders ist, das heifit, wenn q linear unab-
hingige Zeilen der Matrix (?

q
der Ungleichungen Ax £ b, x 2 0 das Gleichheitszeichen gilt.
Aufgabe 4.2. Es erfiille §2 die Voraussetzung (4.2.4), es geite d < 0, aber nicht
d <0. In diesem Fall lassen sich eventuell mehrere optimale Losungen von (4.1.1)
angeben. Man zeige:
(i) Ists€{l,...,q} mit d;=0 und a < 0, so ist fiir jedes A2 0

) existieren, so daf} in den entsprechenden Zeilen

x= 0y y0i= () er (L)

aS
optimale Losung von (4.1.1).
(i) Ist s€{l,...,q} mit d;=0 und a5 $ 0, so sei r mit

b b;
d =min‘—_—'—: ie{l,...,n}, ai’s>0}

ar, s 3,5

gewihlt; Q' entstehe aus £ durch einen Jordanschen Eliminationsschritt mit dem
Pivotelement a, . Dann erfillt Q' wieder die Bedingung (4.2.5), (i) und liefert

eine optimale Basislésung von (4.1.1), namlich x' := Q' ( g,) Dabei ist
x'#x:=Q (:) genau dann, wenn b, # 0 gilt.
Aufgabe 4.3. Es erfille © = 0 gie Voraussetzung (4.2.4); dabei gelte gemifl den

in (4.2.12) verwendeten Bezeichnungen bf’;’ =0 fiir genau ein 1y €{1, ..., n}.

Man zeige, daB bei der weiteren Durchfithrung des Simplex-Verfahrens mit einer
beliebigen Pivotwahl gemif (4.2.6) (ds > 0) stets

® {m@+D),....m@+n)} # {m(q+1),....,mu(q +n)}
fiir alle u>v gilt.
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Anleitung: Aus 9, > 9, folgt (*) unmittelbar; &, =¥, kann nur eintreten, wenn
bei den Schritten v, v + 1, ..., u — 1 stets die ro-te Zeile zur Pivotzeile wird. Man

beachte die Vorzeichen von d:"), di" ™o, dg“). wenn s die Pivotspalte beim
v-ten Schritt indiziert.

Aufgabe 4.4. (Yudin-Gol’shtein [35]). Es sei
1 0 1 -2 -3
0 1 4 -3 -2
0 O 1 1 1
0 0 -1 1 -1

oM =

4
1
1
1

(=3 I = N ]
o |- 0O O

Man rechne nach, dafl das Simplex-Verfahren zyklisch wird, wenn in

® c® | b® ®) = () O = ((ONT B0 = (O3

V) _ V) _ (V) V) _ -

wr= (_f(u)t 9 O O A U L Rl Lo
v

das Pivotelement cﬁ")s nach der folgenden Vorschrift gewihit wird:

s:=min jE{,...,7}: —fj(") <03,

»® b®
ri=min {re{l,2.3}: ~—=min{ -~ : c® >0
RN P

Aufgabe 4.5. (Nicht vorzeichenbeschriinkte Variable)
Vorgegeben sei fir x = (xi)‘ll € IR? folgende Optimierungsaufgabe:
Maximiere
z(x) := d'x

unter den Restriktionen

Ax<b,

X1y ooy Xt 20.
Hierbei sei AEM(n X g, IR); d€IRY; b €IR™, 2 0 sowie 0 £ t<q. Zur Reduk-
tion auf die Gestalt (4.1.2) fiihrt man Variable x;, x; mit
X 20; x;20 G=t+1,....9

ein; entsprechend erweitert man A und d* um jeweils q —t Spalten. Man zeige, dal
in jeder zulassigen Losung, die das Simplex-Verfahren liefert, fiiralle j€ {t+ 1, ..., q}
stets x; = 0 oder x; = 0 gilt.

=yt -y
Xj—Xj Xj,

Aufgabe 4.6. Erginzend zum Beweis von Satz (4.2.23) zeige man, daB stets
QWJ = QWyp (n #v)

gilt, falls P beliebige (n, n) Permutationsmatrix ist. Hieraus folgere man, daf} das
Simplex-Verfahren nach hochstens (';‘) Schritten abbricht.
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Aufgabe 4.7. Esseien q;, n, €IN, 20 (i=1,2);n:=n;+n, >0;q:=q,+q, >0
sowie b; € IR™, d; €IR%, A; j €M(m; X q;, IR) (i,j =1, 2). Hiermit sei folgende
Optimierungsaufgabe gegeben:

(I) Maximiere

gt t (%1 qj
z(x):=d\x +d X, X = (Xz) . X% EIR

unter den Restriktionen

AL ixytAp x5 by,
Ay 1x1+Ag2%= by,
X1 20.

Als zu (I) duale Aufgabe bezeichnet man das Problem
(1) Minimiere

u .
w(u)::b:ul+b'2u2 u:=( ') , u € RM
Uy

unter den Restriktionen

t t
At Az,xuz 2d,.,

t t =
At AL, 5,
u, _Z. 0.
Man bringe die Probleme (1) und (11) auf die Form (4.1.2) bzw. (4.4.1), indem man
wie in Aufgabe 4.5 neue Variable einfithrt und die Gleichungen durch Paare von
Ungleichungen ersetzt. Man iiberzeuge sich davon, da} die reduzierten Probleme im
Sinne von Abschnitt 4.4 zueinander dual sind.

Aufgabe 4.8. Man lose — unter Benutzung eines Tischrechners — das Optimierungs-
problem:
Maximiere
z(x):=2x,t5%x,+5x;3
unter den Restriktionen

05x,+3x,+2x35 8,
2 x,-2x,- x35£12,
X1~ X3~4x35-2,
;20  (i=1,2,3).
Zur Kontrolle lese man die optimale Losung des dualen Problems an der End-
matrix ab.
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