Uber regulir-singulire Losungen
von Systemen linearer Differentialgleichungen. 1

Von Ekkehard Wagenfiihrer in Regensburg

Einleitung
Thema der vorliegenden Arbeit ist die komplexe Matrix-Differentialgleichung
(1) 1Y () — B(z) Y (x) = 0,
mit s €N, also positiv, ganzzahlig, B holomorphe Abbildung der Kreisscheibe
Rr=1{€C|0 < |z| < R}

in M,(C), den RaumAder komplexen (n, n)-Matrizen, und B(0) = 0.

Wir suchen in &, der Riemannschen Flache von arg z iiber ®;\{0}, analytische
Loésungen Y von (1) der Form

) Y(@) = H(@@)e’ — 3 H,2’"+ (I — Einheitsmatrix)
mit konstantem J € M,(C) und "

(3) H(x) = 20,‘:90”1{, konvergent fiir x € &5.

Die Spalten der Matrix Y (z) sind dann Losungen des Systems
(4) a*tly' (@) — B@)y@) =0 (y@) = (n; (@)-,€C"),

deren Komponenten #,(z) sich bei Anndherung an x = 0 ,,bestimmt verhalten*, solche
Loésungen heiflen auch ,,regulér-singular‘. Unter (4) 148t sich die komplexe Differential-
gleichung n-ter Ordnung

n—1
(5) 2™ (2) — 3 a'g,(2)n®(@) =0  (g,:%5 > C holomorph)
1=0
eingliedern.

Wegen s >0 konnen wir keine Fundamentallosung der Form (2) erwarten, statt
dessen suchen wir Losungen mit groBt-moglichem Rang, d.h. moglichst viele linear
unabhingige regulir-singuldre Losungen von (4).

Das Problem im Fall der Differentialgleichung n-ter Ordnung (5) wurde 1911 von
O. Perron [7] gelost. Vorangegangen waren Arbeiten von L. W. Thomé [8], der keine
Konvergenzaussagen iiber die gefundenen formalen Reihen macht, und von H. v. Koch
[3], der das Problem mit Hilfe unendlicher Determinanten lost, wobei als Konvergenz-
bedingung fiir die Determinanten zusitzlich ¢, ;, = 0 vorausgesetzt werden muf}. Perron
verzichtet auf letztgenannte Einschrinkung und umgeht unendliche Determinanten,
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indem er die fiir die Potenzreihenkoeffizienten einer Losung auftretenden Rekursionen
samt Konvergenzbedingung in ein endliches Gleichungssystem umformt; sein recht
umsténdliches Vorgehen wird von E. Hilb [2] durch Formulierung eines Gleichungs-
systems im [* entscheidend vereinfacht; ansonsten bringt Hilb keine neuen Ergebnisse.

Der bisher einzige Beitrag in der Literatur, wann fiir ein System (4) einzelne regulir-
singuldre Losungen vorliegen, ist der Satz von F. Lettenmeyer [4], der auch in der neueren
Arbeit von Harris, Sibuya und Weinberg [1] bewiesen ist. Dieser Satz enthilt eine hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz einzelner in &5 holomorpher Lésungen von (4),
was dem Spezialfall / = 0 in (2) entspricht.

In unserem Problembereich liegt auch die Frage nach einfachen Bedingungen,
wann eine Fundamentallosung von (1) der Form (2) vorliegt. Anders als bei der Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung ist im allgemeinen Fall die Bedingung s = 0 dazu nicht not-
wendig. Erst in neuerer Zeit wurden von D. A. Lutz [5] und [6] Kriterien gefunden, die
nur von den ersten Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von B(x) abhingen.
Die von Lutz verwendeten Methoden sind andere als in vorliegender Arbeit, da bei ihm
von vornherein nur Fundamentallosungen (2) angesetzt werden.

Um die allgemeine Frage auch nach nicht invertierbaren Liésungsmatrizen Y (x)
der Form (2) zu beantworten, suchen wir im 1. Kapitel dieser Arbeit zunéchst nach for-
malen Lésungen von (1), nicht notwendig konvergenten Reihen X H,2*'*7  deren Koeffi-

v=0

zienten die fiir eine Losung (2) geltenden Rekursionen erfiillen; der maximale Rang einer
formalen Losung wird den Rang jeder Losung (2) nach oben abschitzen. Mit der Potenz-
reihenentwicklung von B,

(6) B() = Xa'B,
v=0
lauten die Rekursionen:
3B, H =0 (£=0,...,s—1)
@ 17
u
f?]B,‘_va_H,,_s(J +u—s)=0 (u=ss+1,...).

Eine erste Reduktion in Abschnitt 1. 1 fiihrt von (7) auf eine Folge linearer Gleichungs-
systeme, deren Koeffizientenmatrizen von einem komplexen A abhéngen und, als Block-
matrizen notiert, im einfachen Fall die folgende Gestalt haben:

B, 0 2N ()
Bl Bo\ ~ *
1] \ \
. ~ ~ A
\ .
8 4= | B > < ~ < L e=01,2..);
B,—AI T < - ~ - S :
: ~ - - ~ - ~ \\ - .
. ~ ~ <~ ~0

B,.....Bj—(@A+o—s)I "B_,..--.B
im allgemeinen Fall kommen Ableitungen der A (A1) hinzu. Anders als bei geldufigen
Eigenwertaufgaben ist der in A lineare Teil der A4 ,(4) nicht invertierbar; deshalb wollen
wir in Abschnitt 1. 2 allgemeinere Sitze iiber Polynommatrizen zusammenstellen, wozu
die Smithsche Normalform als wesentliches Hilfsmittel dient.

12*
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Kernpunkt unserer Uberlegungen in Abschnitt 1.3 ist ein Defektvergleich der
Matrizen A, — iiber dem Korper C(4); als Ergebnis von Hilfssatz 1. 23 notieren wir:

(9) Ab einer Nummer q mit q < ns—1 haben alle Matrizen A,(¢ = q) den

gleichen Defekt d.

Aus der Matrix A ,,(4) gewinnen wir eine Art ,charakteristisches Polynom®, aus dem
wir mit Hilfe endlich vieler der folgenden A, mogliche Werte fiir J und den maximalen
Rang einer formalen Losung genau bestimmen konnen, gekoppelt mit einem algebraischen
Verfahren, die formalen Losungen zu berechnen. Abschnitt 1. 4 bringt theoretische Ab-
schdatzungen fiir den maximalen Rang r_,. einer formalen Losung, durch die eine im all-
gemeinen komplizierte Rechnung im Sinne des vorangehenden Abschnitts vermieden
wird. Fir die Frage nach der Existenz von regulir-singuliren Fundamentallosungen
besonders wichtig ist die aus Satz 1. 38 flieBende Folgerung

(10) Tmax = Rd=mn"s.

Im 2. Kapitel iiberfithren wir die Rekursionen (7) in ein unendliches Gleichungssystem,
das nur Lésungen mit konvergenter Potenzreihe besitzt, und schliefllich auf ein endliches
homogenes System, bestehend aus den Rekursionen (7) bis zu einer endlichen Nummer
neben weiteren s linearen Matrizengleichungen, deren Koeffizienten man durch Grenz-
prozesse ermitteln miilte (Satz 2. 16). An dieser Stelle gehen wir kurz auf den Fall s = 0
ein, fiir den wir einen neuen Beweis fiir die Konvergenz jeder formalen Losung (2) ge-
wonnen haben, giiltig in jeder komplexen Banach-Algebra.

Im Abschnitt 2. 2 suchen wir, wieder fiir den Fall s > 0, hinreichende Kriterien
fir die Losbarkeit des in Satz 2. 16 aufgestellten Gleichungssystems, ohne die letzten
s Gleichungen zu kennen. Wir gewinnen gleichzeitig Aussagen iiber den mindestens
erreichbaren Rang einer regulir-singuldren Losung.

Die Grundgedanken des in diesem Kapitel angewandten Verfahrens finden sich
schon in den Arbeiten von Perron [7], Hilb [2], Lettenmeyer [4] und Harris, Sibuya und
Weinberg [1], benutzt fiir die jeweiligen Spezialfille. Zur Anwendbarkeit auf das all-
gemeine Problem bedurfte das Verfahren folgender Erweiterungen, die bisher nicht vor-
lagen:

1. Verallgemeinerung auf unendliche lineare Gleichungssysteme in einer Banach-
Algebra statt in C,

2. Konsequente Formulierung des dquivalenten endlichen Gleichungssystems und

3. Losung des Systems mit den im 1. Kapitel gewonnenen algebraischen Methoden.

Die Giite der hier gewonnenen Rangabschdtzung fiir eine reguldr-singuldre Losung er-
weist sich in der Folgerung:

Falls d = n - s, ist jede formale Liosung konvergent, woraus sich mit (10) zusammen
als Satz 2. 31 ergibt:
(11) (1) besitat ein regulir-singulires Fundamentalsystem genau dann, wenn

d=n-s.

Vor dem von Lutz [6] gefundenen Kriterium zeichnet sich (11) vor allem dadurch aus,
daB wirklich hochstens die n - s ersten B, benutzt werden, wihrend Lutz die Anzahl der
Rechenschritte, die man zur Anwendung seines Satzes bendtigt, nicht allgemein nach
oben abschitzt. Auch fehlt bei Lutz ein Verfahren, eine Fundamentallosung (2) zu be-
rechnen.
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Das 3. Kapitel der vorliegenden Arbeit ist Beispielen und Anwendungen gewidmet,
beginnend mit dem Satz von Lettenmeyer. Der enge Anwendungsbereich dieses Satzes
wird im anschlieBenden Rechenbeispiel verlassen, das die hier neu entwickelten Verfahren
zur Gewinnung formaler bzw. konvergenter Losungen (2) erliutert. Das abschlieBende
Beispiel, wieder allgemeinerer Natur, behandelt die Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Durch die einfache Struktur der Matrizen B, in diesem Spezialfall sind die GroBen d
und r,,, sehr leicht zu bestimmen. Die Tatsache, dafl hier stets r, < n, liefert einen
neuen Beweis fiir den Satz, daB die Differentialgleichung n-ter Ordnung (5) mit s >0
keine reguldr-singulire Fundamentallosung haben kann.

SchlieBlich sind wir in der Lage, die Sitze von Perron aus unseren allgemeinen
Uberlegungen herzuleiten, wobei in der Frage nach logarithmenbehafteten Losungen
ein bei Perron aufgetretener Fehler zu verbessern ist.

1. Formale Losungen
Es sei

(1.1) B(z) = 3a’B, mit 0 <rg B, <n
y=0
die fiir € & konvergente Potenzreihendarstellung von B. Das Einsetzen einer Losung

(2) in die Differentialgleichung (1) liefert nach Multiplikation der Potenzreihen und Koeffi-
zientenvergleich fiir die H, die Rekursionen

3B, H,=0 (f=0,1,....8—1)
(1. 2) ”j‘i
SB, H—H, (] +@—])=0  (p=ss+1,..)

Wenn eine Folge von Matrizen (/H,)2, den Gleichungen (1.2) mit einem gewissen
J € M,(C) geniigt, nennen wir die formale Reihe

(1. 3) Y(2) = 3 Ho™

v=0
pformale Loésung® von (1). Falls dabei Ex“Hv fir |x] < R konvergiert, ist die durch
v=0

(1. 3) dargestellte analytische Funktion natiirlich Losung von (1).

Zur Losbarkeit von (1. 2) mit maximalem Rang von Y (x) muBl die Matrix J vor-
weg bestimmt werden. Offenbar ist die Nicht-Invertierbarkeit von B, notwendig fiir die
nichttriviale Loésbarkeit von (1.2); andererseits gestattet es diese Voraussetzung nicht,
die u-te Gleichung eindeutig nach H, aufzulésen. Da iiber Matrizengleichungen der Form
(1. 2) anscheinend keine Literatur vorliegt, wird (1. 2) im folgenden auf Gleichungssysteme
fir die Spalten der H, zuriickgefiihrt.

1. 1. Reduktion der Rekursionsformeln

Fiir jedes invertierbare 7 € M ,(C) ist mit Y (z) auch

Y@) T = 3H, T+, T = 11T,

=

(=
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formale Losung von (1). Daher geniigt es, (1.2) mit J in Jordanscher Normalform zu
l6sen. Sei also

Ji. )
¢ N
Ja
Jm |
0 ! ]
| cn—r
(1. 4)4 0
| J
| . v J \ ~ J
r n—r
A 1 0
~ N
\J:= \\ ),\ A (1'=11 1m17=17 ’ti)
0 ¢

A (R KD

Zur Erlauterung der (n — r, n — r)-Nullmatrix in der rechten unteren Ecke von J sei
folgendes vermerkt:

Die k] Spalten der H, in der formalen Losung (1. 3), die an der Stelle von J; stehen,
(h)yZo = (h;:):io (% = 17 LT k:):

wly=0 —

erfilllen die — nur von 4, und &} abhédngigen — Gleichungen
8) B, h,=0 (u=0,...,5—1;x=1,...,k)
v=0

M
(1.5) | b)’:?;B,,_yhu—(/li +pu—8)hy =0 w=ss5+1,...)

u
c) z(f;By—-vhm: - (}'1 + u _S)hn,u-—a - kn-—l,/‘—-a =0
w=ss+1,...5 =x=2...,k).

Wenn alle zu demselben J7 gehorenden Folgen (4,,),2, (* = 1, ..., ki) Null sind, kann
man J; durch eine beliebige (£}, k})-Matrix ersetzen. Wir wihlen dazu die Nullmatrix
und verschieben sie in die rechte untere Ecke von J; entsprechend riicken die Null-
spalten in den H, nach rechts. Das rechtfertigt als erste Grundannahme fiir eine formale
Loésung (1. 3):

J habe die Gestalt (1. 4) mit 0 < r < n;

die letaten n —r Spalten aller H, seien Null;

falls r >0, seien

(A) Ayy oo o A, €C paarweise verschieden,

t, die Anzahl der Kdstchen J; zu 1, (ohne Beriicksichtigung der (n —r, n —r)-
Nullmatriz), so daf z”," zt,“k‘? =r.

t=1l7r=1
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Die Spalten der formalen Losung Y (x), die dem Jordankéstchen J; entsprechen, sind die
Reihen

i 1 x—§ - v it —_— T
(1. 6) x“jgl—(‘;—:—j)—!— (log x) ’5(;36 h", (% == 1, . ey ki))

durch die im Fall der Konvergenz Losungen von (4) dargestellt werden. Auch wenn Reihen
der Form (1.6) nicht konvergieren, wollen wir mit ihnen rechnen wie mit konvergenten
Reihen, die Rechenoperationen sind bei Coddington and Levinson [10], S. 114ff. ein-
gehend erldutert. —

Bei beliebigem z € N sind die Folgen
(Bp_yeg (¢ =1, ..., K}), mit h,, = 0 fiir p < —1,

Losungen von (1. 5) zu 4, — z; diesen Ubergang von A, auf 1, — z, der im Fall der Kon-
vergenz die in (1. 6) dargestellten Funktionen ungeéndert 1aB8t, wollen wir immer dann
durchfithren, wenn i, = 4; -+ z mit z€ N, wobei i,j€{1,... m}.

Dadurch wird als zusatzliche Annahme erreicht:
(B) | Fiir i = j sei A,— A; nicht ganzzahlig.

Es bezeichne rg Y die Dimension des Raumes, den sdmtliche » Reihen in (1. 6) auf-
spannen, zundchst als formale Reihen, bei Konvergenz als analytische Abbildungen.
Fiir den letzteren Fall wird sich zeigen, dall mit beiden Definitionen rg Y den gleichen
Wert hat. — Die letzte Voraussetzung fiir Y (x) sei

Zu jedem A, (1 =1, ..., m) seien die t, Folgen
(C) (hﬁ :?——07 (hﬁ):c;o, L] (htltaf ;?10
linear unabhdngig.
Zur Rechtfertigung zeigen wir

Satz 1. 7. a) Unter Voraussetzung (A) und (B) ist (C) notwendig und hinreichend
dafiir, daf} rg ¥ =r.

b) Fiir eine formale Losung Y (x) mit (A) und (B) existiert ein invertierbares
T € M, (C), so daB fir Y (x) T zusdtzlich Voraussetzung (C) erfiillt ist.

Beweis. Aus (C) wollen wir zunéchst im Fall der Konvergenz die lineare Unabhéngig-
keit aller r Funktionen in (1. 6) folgern. Eine Abbildung

x? ﬁ (log z)*"'h;(x) mit h;: & - C" holomorph, &, 40
j=1
ist bekanntlich Hauptvektor x-ter Stufe zum Eigenwert ¢**** des Umlaufoperators U mit

[U(y)] (@) = y(x - e*) fiir y: R~ C" analytisch.

Da es geniigt, die lineare Unabhingigkeit der Hauptvektoren zum gleichen Eigenwert
zu zeigen, beschrinken wir uns wegen (B) auf die Funktionen (1. 6), die zu einem festen
4, gehoren. Deren lineare Unabhiingigkeit ergibt sich wegen (C) durch Ordnen einer
Linearkombination nach Potenzen von logz und damit Zerlegung in Hauptvektoren
verschiedener Stufen. — Die zugehorige Rechnung lehrt, dafl auch als formale Reihen
alle Reihen (1. 6) linear unabhingig sind. Wenn umgekehrt (C) fiir ein 1, nicht erfiillt
ist, sind von den unter (1. 6) aufgefiihrten schon die ¢; Reihen

K IR (w=1,.. 1)

y=0
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linear abhéingig und damit rg ¥ < r. Diesem Fall wollen wir zum Beweis von b) weiter
nachgehen:

I. Ist ein (A{%)>,, die Nullfolge, so riicken wir Ai% in H, ans Ende und verkleinern
J? um eine Zeile und Spalte. Dem entspricht der Ubergang

(Hv):o=0 = (Hv TI)w

y=0

mit einer Permutationsmatrix 7;, wobei T7'JT; durch Nullsetzen der letzten Zeile
in ein J; abgedndert wird, das Bedingung (1. 4) mit r — 1 statt r erfiillt und fir das die
Beziehung gilt:

(H,T)) 72’ Ty = (H,T)a"L, also ¥ (2) Ty = 3 (H, Tp)a™+'1

v=0
I1. Aus dem allgemeineren Fall gewinnen wir I., indem wir eine Linearkombination
der iibrigen (hir)>, von einer Folge (hi*)® , mit minimalem £} subtrahieren und (evtl.)
fir x =2, ..., k* die mit den gleichen Koeffizienten gebildete Linearkombination der
(RE)2 o von (B .. Dies entspricht der Zuordnung (H,)2., ~ (H, T;;)2., mit einer Ma-
trix T';;, fiir die gilt
T7ITy=J.

Die Verfahren I. und II. lassen sich so lange anwenden, bis r = rg Y erreicht ist.

Im folgenden suchen wir formale Losungen Y (x) mit Bedingung (A), (B) und (C),
so dafl r =rg Y maximal wird.

Die Rekursionen (1. 2) haben wir bereits auf (1. 5) zuriickgefithrt ; daran anschlieBend
definieren wir fiir g € N, als Spaltenvektoren des C¥et+?

(1.8) Co=(p)kao (x=1,...,k)

sowie fir A€C die (¢ + 1) - n-zeilige quadratische Matrix A (1), in Blockschreibweise
notiert als

By 0.vvun.. 0
~N
B, B, S o
Do ~ @=0,...,s—1)
. 0 4 ’ ) ’
B, B,,...B,
(1.9) 4,4) =
By 0 -rmmmmmee e O
. \ \
. \ \ .
~
B, , ~ \\ : (e=ss+1,...).
Bs’"ll, =~ ~ ~ ~ :
~ ~ ~
~ ~ \\'
~ ~ 0

.
~

~ ~
B,.----B—(+¢—s)I B_y---25

e

Die A ,(4) sind Matrizenpolynome 1. Grades in 4; (1. 5) bei festem i und 7 kénnen wir unter
Benutzung der hoheren Ableitungen von 4 (4) in der dquivalenten Form

x
(1.10) Z———— ACPANC, =0  (e=1,.. ., k]

2 10=0,1,2,...
A= i3 0 )
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schreiben. Die folgenden Abschnitte sollen sich mit der allgemeinen Theorie von Poly-
nommatrizen, sogenannten A-Matrizen, beschéftigen.

1. 2. Zur Theorie der A-Matrizen

Eine A-Matrix A = A(4) hat als Koeffizienten komplexe Polynome in A, A ist
daher Matrix iiber C(4), dem Korper der komplexen rationalen Funktionen, andererseits
ist A (1) bei festem A € C komplexe Matrix. Fiir die folgenden Abschnitte setzen wir vor-
aus:

A = A(A) sei m-zeilige quadratische A-Matriz, rg A =r — als Matrix

(4) iiber C(A).

Dabei sind die Bezeichnungen m und r unabhéngig von (A) in Abschnitt 1. 1 gemeint.

1. 2. 1. Die Smithsche Normalform. Unter Voraussetzung (A) gilt

Satz 1. 11. Es existieren m-zeilige quadratische A-Matrizen P und Q mit konstanter,
von Null verschiedener Determinante, so daf3

PAQ = § (Smithsche Normalform von A), wobet
S(A) = dlag ((pl(}'% ‘Pz(l)v L)) (pr(ﬂ.), 01 O’ LY 0)7
@; == 0 normierte Polynome (t =1, ...,r) mit

@, Teiler von ¢, @C=1,..,r—1).
Jedes Polynom

?,) = I .0

t=1

ist der grofte gemeinsame Teiler aller Unterdeterminanten von A mit der Zeilenzahl j
(j=1,...,r); folglich ist S durch A eindeutig besttmmt.

Einen Beweis dazu findet man z. B. bei Gantmacher [9], S.130. P und Q sind
Einheiten im Ring der A-Matrizen, insbesondere sind P(4) und Q(A) fiir jedes A € C in-
vertierbar. Wir notieren

Korollar 1. 12.
a) r =maxrg 4 (4),
A€C

b) rg A (%)) <1~ p, (k) = 0.

1. 2. 2. Der ausgeartete Nullraum von A (A). Neben () sei angenommen:
r=rgA <m, S = PAQ Smithsche Normalform von A.
Fiir festes A € C bezeichne den Nullraum von A (4)
NA) =N, A):={CEC": A1) C = 0}.
Offenbar sind fiir jedes A € C die kanonischen Einheitsvektoren

€ri1r -+ o € € Mg(A).

Journal fiir Mathematik. Band 267 13



98 Wagenfihrer, Lisungen von Sysiemen linearer Differentialgleichungen. I

Fiir die m — r Vektorpolynome des C™

fid) = Q)e, (=r+1,..,m)
gilt VA€C

fri1(A)y ooy fm(2) € N4 (A), lin. unabhéngig.
Bei festem 4 € C definieren wir als ,,ausgearteten Nullraum‘‘ zu 4 (4):
(1.13) R(A) = N, (A): = span (f,,,(A), - - -, fu(A).
R () ist stets (m — r)-dimensionaler Unterraum von 0,(4), die Unabhéngigkeit von
Q folgern wir aus
Hilfssatz 1. 14. Es seien f, w1A)y ey f:,,(l) Vektorpolynome im C™, und ¥ A €C

FriaB), s Fon) €M, (2),
linear unabhingig. Dann gilt V 1 €C

R4 (2) = span (f,,1(4), - -, (D).
Zum Bewets benutzen wir die Vektorpolynome
G =0WN ) G=r+1,....m)
mit der Eigenschaft
S(A)e, (1) =0 f=r+1,...,m).
Wegen der Diagonalgestalt von S gilt mit gewissen komplexen Polynomen g,;:
~ m .
e;(d) = 2 q,(A)e; i=r+1,...,m)

j=r+1

und folglich

~

fi(d) = j_ﬁl qii(;‘)fj(l)'
Es ergibt sich unmittelbar
Folgerung 1. 15. Falls B Einheit im Ring der A-Matrizen, so ist fiir alle A,€C

Rpa(de) = T4 (4) = B(A) - Rap(A)-
Folgerung 1. 16.
N (Ae)N(2g) + {O} ~y, () = 0.

1. 2. 3. Die Matrizen A®(A). Wir untersuchen jetzt Gleichungssysteme der Form
(1. 10), also mit Ableitungen von A (4) in der Koeffizientenmatrix. Es sei vorausgesetzt
(A)mitr < m,S = PAQ gemdB Satz 1. 11. Wir definieren fiir £ € N die & - m-zeilige qua-
dratische A-Matrix A™®!(4) durch

Definition 1. 17.

AR 0eeeee e e eneenaa. 0
A'(d) A@) 0 I
~ .
Al = gp AR AW ABIS
: T~L . S Yo
b ey A’ () ium
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Element der x»-ten Blockzeile, i-ten Blockspalte fiir i < x ist also

1 gt
w1 a2

Wir bezeichnen fiir festes 2 € C mit
RH (1) = NV (2) und NH(2) = N (2)

den Nullraum bzw. ausgearteten Nullraum von A™(1). Ein Element C™ € %% (1) —
der Index [£] in C™ bedeutet nur, daB C* € C™ — zerlegen wir in Vektoren des C”™,
so daB

M = (Cx)£=1 = (011 DY) Ck)a

letzteres aus schreibtechnischen Griinden an Stelle der Spaltenschreibweise. Die Kom-
ponenten von C™ erfiillen die Gleichungen

T ACPNC, =0 (x=1,2,.. k).

Einige Vorbemerkungen zédhlen wir auf in
Hilfssatz 1. 18.
) (C1y Cyy v o, C) ERBA) ~(0,C4,y ., Cpy) ERW(A);
(Cyy Cqy ooy Cp) ENMI(A) ~ (0, C4, . . ., C,) EREF(Z),
B) P™M(2)AM(2) QM (1) = S (),
P® ynd Q™ sind Einheiten im Ring der k - m-zeiligen A- Matrizen.
) W) = QU REW); TPG) = OF DTG
8) Die k- (m —r) Einheitsvektoren
EM = (0,...,0,6,0,..,00 (=r+1..,mx=1,...k
sind fiir jedes A G,;E eine Basis von ¥ (2); folglich
dim RB(A) = k - (m —r) = k - dim R(2).
) v,(h) +0 AVEEN  NBA) = KB (4,).
) Falls D™ = (D,, D,, ..., D,) €R¥ 1), QBA) D™ = (C,, Cy, ..., Cp), s0
C,=Q@)D,.

Die Beweise zu «) und ) eriibrigen sich; zu B) rechnet man unter Benutzung der Pro-
duktregel fiir hohere Ableitungen nach, daB z. B.

(p . A)[kl — Plk AL
Ferner ist
det P (1) = (det P(4))* + 0, konstant,

also sind P™ und Q™ im Ring der A-Matrizen invertierbar, was mit (1.15) sofort y)
liefert. &) lesen wir an der Gestalt von S¥(1) ab; man sieht, daB fir v,(4)) +0
R (2,) = R (2,), wegen y) also NE(A) = REI(2,).

13*
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Wir benutzen diese Vorbemerkungen in dem wichtigen

Satz 1.19. Es set A, Nullstelle von v, der Vielfachheit v > 0; nach Satz 1.11 sei
t (1 <t < r) dadurch festgelegt, daf A, fiir v =t + 1, .. ., r nicht Nullstelle von ¢,_. ., fir
v =1,...,taber k -fache Nullstelle von ¢,_. . ,, so daf

¢
O<k=k =" "=k, 2k, =v
7=1

Dann gilt:
1) Firt=1,...,t; x=1,..., k, existieren C. €C" mit
(Ci, €N*(2)  (r=1,...,1)
(%)

Ch, C2, ..., C lin. unabhingig beziglich N (Ay).
t

2) Begziiglich (%) ist Xk, maximal: falls Aussage 1) mit anderen Zahlen

=1
t'€EN, kl€N (r=1,...,1)
erfiillbar ist, so

k.= v

T

M~

ke

=1 T
3) Fiir k = k, ist dim ™ (2,)/MM(4,) = v.

Zum Beweis ersetzen wir A durch seine Smithsche Normalform S. Bei der entsprechen-
den Transformation geht (%) in eine dquivalente Aussage fiir S iiber, die erste Zeile wegen
(1. 18) y), die zweite Zeile auf Grund von (1. 18) {) und (1. 15). Fiir S wird Aussage 1)
erfiillt durch die &, -tupel

A
L

(D;)itzl = (er—‘H 17 07 e O) (T = 17 LIRS t)7
da nach Voraussetzung
(pr—r+l(20) = ?’;—14-1(}‘0) == ¢‘£’i’;ﬁ)1(lo) = 0;

und die Einheitsvektoren e,_,, , (r =1,...,1) sind beziiglich 523(10) linear unabhéngig.
Zum Beweis der 3. Aussage bilden wir zu den (D)¥z , die folgenden v Vektoren des
cm*
(%) D® = (0,...,0,D%,...,D) =(0,...,0,e,_,.4,0,...,0),

also mit D] =e,_,,, als (k— x + 1)-ter Komponente (x =1,...,k;7=1,...,1).

Mit (1. 18) «) und ) folgt, daB simtliche D! € R (), linear unabhéngig beziiglich
N4 (1) sind. Wie man an der Form von S™(4,) abliest, gibt es keine weiteren bzgl.
4 (1,) linear unabhingige Vektoren in M¥(4,); damit ist Behauptung 3) bewiesen.
SchlieBlich seien t' €N, k. (v =1,...,t¢') angenommen, so dall Aussage (%) fiir
§ mit Systemen
DY, (r=1,...,1)

¢
erfiilllt ist. Fiir & > max &, konstruieren wir wie in (% %) dann Ik, Vektoren aus

7=1

R (1), die beziiglich ¥ (4,) linear unabhiingig sind. Aussage 3) liefert uns, da8

¢
ki< o
=1
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1. 3. Konstruktion der formalen Losungen
An die Definition (1. 8) anschlieBend, fassen wir die C,, weiter zusammen zu
CH = (C, )k, (6=0,1,2,...),
. wobei kf = k gesetzt ist. Dann 1468t sich (1. 10) schreiben als
(1. 20) AW (G)CH =0 (e=0,1,2,...),

so dafl wir die Ergebnisse der letzten Abschnitte anwenden kénnen. Um das Verhalten
der A (2) bei wachsendem g leichter zu iiberblicken, schlieBen wir eine zweite Notation
fiir die CI an, indem wir anders zusammenfassen. Mit den Definitionen

(1. 21) hH = (R )E_ = (hy,, Bgyy -« oy By,),
gemeint als Vektoren des C"*, schreiben wir:
C{,"] = (h£k1)5=0
(1. 22) = (h{, KM, .. ., B®)
= (hyyy Rayy « « oy Biy)lss-

Wiirde man C* nach (1. 22) als eine Spalte des C™@*? untereinanderschreiben, miiBte
man die Matrix A®(1) entsprechend umordnen: gleichnamige Zeilen- und Spalten-
vertauschungen fithren dabei auf eine Gestalt wie (1.9), bestehend aus k- n- statt

n-zeiligen quadratischen Blockmatrizen. Auch die umgeordnete Matrix nennen wir
AW ().
Als Abkiirzungen notieren wir fiir ¢ € N,, A €C:
N,(4) = Nullraum von A (1),
93}9(}») = ausgearteter Nullraum von 4 (1),
8,(2) = dim R, (3) = n(e + 1) —rg A,(2),
d, = dim %,(3) = min d,(4).
Entsprechend sei fir k€N
N (2), Sﬁf_f‘](l) Nullraum bzw. ausgearteter Nullraum von A} (1),
8B () = dim NW (1), d¥ = dim M (2).
Uber das Verhalten der Defekte bei wachsendem g notieren wir
Hilfssatz 1. 23. Fiir jedes p €N, gilt
1) 8,(1) = 8,1 (A); 8,4+ 1) < 8,,,() Y 2€C,
2) d, = d,,,; dy >0,
3)d,.,—d, < d,—d,_,, wobei d_, = 0 zu seizen ist,
4)d,<n-s.
Auferdem gilt fiir jedes k €N, p €N,
5) 831(0) < 8, (2); (A + 1) < O, (A V A€C,
6) dF =Fk-d —
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Aus den Ungleichungen 2)—4) ergibt sich als
Folgerung 1. 24. Es existiert eindeutig q € N, mit der Eigenschaft

e<gnd,<d, ,,oez=qrd,=d,
Die Zahlen q und d, lassen sich abschitzen durch
d,=n-s;q=n-s—1.
Um zunéchst (1. 24) herzuleiten, definieren wir
Definition (1. 25). d = max dy ¢ =min{p €N, | d, = d}.

Es ist also d = d,. Wegen (1. 23), 4) existiert maxd wegen 2) und 3) ist die erste
Eigenschaft von (1. 24) fir g erfillt. Zur Abschatzung beachtet man, daB firg >0

71

n-sgd,,=z(')(dg+1 d) +dy = q+1,
o=

letzteres, da jeder Summand d,,, —d, = 1, dy = 1.

Zum Beweis von Hilfssatz 1. 23 bezeichne
W, (A) = {(R,)8-0 € RN,(A) mit k, = 0},
N, (A) = {ho€C* | Ry, ..., b, mit (h,)2_, € N,(1)}.

Vermoge der Zuordnung
0, Ry, .., k) > (hy,.. ., 1)
ist
A =R, ,(A+ 1) (mit R_,(3) = {0)),

auflerdem ist mit dem Isomorphismus

(h07 hl‘) AR hg) + 2[Q(A) g ho
stets
folglich

(%) dim R, (2) = 6,(4) —6,_,(4 + 1).
Die Ungleichung
6,(A+1) = 6,,.(2)

folgt aus der Tatsache, daB %, ,(4) Unterraum zu N, ,(4) ist, isomorph zu N,(4 4 1).
Zum Beweis, daf}
6‘7(}') é 69-}-1(1)7

beachte man, daB A, ,(4) aus A (1) entsteht durch Hinzufiigen von n Nullspalten —,
was den Rang nicht dndert, — und anschlieBend von r Zeilen, wodurch sich der Rang
um héchstens n erhoht, also

8p1(A) =(e+2n—rgd, ,(4) = (e + 1) n—rg 4,(2) = ,(2).

Durch Ubergang auf

= min 6,(4)
A€C
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erhilt man Aussage 2); d, > 0 war in (1. 1) vorausgesetzt. Korollar 1. 12 b) liefert, daf
fiir hochstens endlich viele 1 €C

8,(4) >d,

gelten kann. Daher wihlen wir ein A € C so, dal gleichzeitig
69(1 + 1) = 60(}') = dg; 694—1(}') = dg+l; 6@——1(1 + 1) = dg.-l'
Aus (%) folgt dann Aussage 3), wenn man beachtet, daB N, , (1) s R;(2).

%) interessiert nur fir ¢ = s:

Streicht man in A (1) die ersten n - s Zeilen und letzten n - s Spalten, ist die entstan-
dene Determinante (als charakteristisches Polynom einer komplexen Matrix) sicher nicht
das Nullpolynom, daher ist — iiber dem Korper C(1) —

rgA, =@+ 1) n—n-s asod,<n-s.

Wie schon im Anschluf an (1.22) erwihnt, erhalten die A¥(1) durch Umordnen von
Zeilen und Spalten eine Struktur wie die A ,(4), woraus sich Aussage 5) ergibt, wihrend
6) schon mit (1. 18) 8) bewiesen ist.

Im folgenden beschiftigen uns die A,(4) nur noch fiir ¢ = ¢. Fiir alle 1€C,
u €Ny, k €N ist nach den vorhergehenden Sétzen

dim R () = dim RH(2) =k - d.
Nach Abschnitt 1. 2. 2 seien
(RE(2) t=1...,k-4d)
Vektorpolynome, die fiir jedes A € C eine Basis von ‘.ﬁg"’(l) bilden; dann sind die Vektor-
polynome
(0,0,...,0,h{,’2’(}.+y+ Do, B@A + 4+ 1)) (i=1...,k-4d
(#+1)-mal

fir jedes komplexe A linear unabhingig und liegen in R ., (4); nach Hilfssatz 1. 14
erzeugen sie ‘,Rq “ ,+1(2). Das halten wir fest in

Hilfssatz 1. 26. Set u € N,, 2 € C beliebig. Dann gilt

(WYL € Tfy y(A) ~ B = - = B =0,

Wir definieren fiir A€C, u €Ny, k€N
Definition 1. 27.

ME(2) = {(AEYe_o: I RE .. B, €C™, so daB (RFEEETT €ME L (D))
AuBerdem sei fiir u € N,
Definition 1. 28.

%.(A) = g. g. T. der {(g + # + 2)n— d)-zeiligen Unterdeterminanten von A i1 (A),

x(2) = 20(4).

%.(A) in A, ,(2) ist unter Satz 1. 11 einzuordnen als das Polynom ,(2) in A ().
Wir beschéftigen uns zunéchst nur mit x() = x4(4).
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Es gilt fiir beliebiges K €N, 1, € C, u € N,:
Hilfssatz 1. 29. 1) M (2y) + {0} ~ x(4,) =0,
2) 1(A) = 0 ~ NV (%,) = NH(2,),

3) x(A+p+1)+F0n~ 9231,44-1( )/%.1_}.,,,-1r1(}L ) = 9ﬁ[kl('lo)
vermoge

(%) (PR + R0 (Ro) > (.
Zum Beweis von 1) und 2) nehmen wir an, es sei y(4,) = 0. Dann ist nach (1. 18) ¢)
(%) N, (2o) = N (o),

daher mit (1. 26)
R € MF (2g) ~ RF = 0.
Weiter gilt
ke d < dim B9 (3) = 0 (3y) < 0%, (A) = k- d,

letzteres wegen (% ): daraus folgt 2), da auch
dim R (1) = k - d.

Die unter 3) angegebene Zuordnung (%) ist wegen Hilfssatz 1. 26 in jedem Fall
lineare und surjektive Abbildung. Falls

h{,“———'-':h[klzo
" ’
S0 wegen 2) .
(KOt € R (g + o+ 1) = RIg + o+ 1);

und dem Beweis von (1. 26) entnehmen wir, daB
(LG € R 1 (R)-
Mit Aussage 3) werden Losungen der Gleichung

[k] k] —
Aq+u+1(}“0) Cq+u+1 - 0’

die beziiglich des ausgearteten Nullraums von Al . () linear unabhingig sind, durch
die lineare Unabhingigkeit der Abschnitte bis zur Komponente u charakterisiert. Uber
die Losbarkeit von Rekursionen der Form (1. 5) notieren wir

Hilfssatz 1. 30. Es sei k €N beliebig; 1,€C, p € N, mit der Eigenschaft:
Vu€N:ip=p+1ngdo+p +0.

Behauptung. Jedes (p + 1)-tupel (B)?_, € M (A,) lapt sich zu einer eindeutig be-
stimmten Losungsfolge (R der Rekursionen

v=0
(1. 31) AB(2) CH = 0, C = (hM)2_, (6=0,1,2,...)
fortsetzen.
Beweis. Fir u > p + 1 bezeichne
v, M (2g) > ME(2,) die lineare Zuordnung

(B = (Ao
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Hilfssatz 1. 29, 3) zusammen mit 1. 23, 5) liefert
(o) dim M (4,) < dim MP (4,).
Andererseits nehmen wir an, es sei
0 =+ (RM)r_y € M) mit A = -+ - = M = 0;
dann wire, mit j =min{p € {p + 1, ..., p}: A % 0},
1 € M (g + j),
was nach Hilfssatz 1. 29, 1) unmoglich ist. Es folgt

(B) v, ist injektive, lineare Abbildung,
mit () zusammen also

(y) M (Ag) = MY (Ag) V u = p + 1 vermige des Isomorphismus y,.
Bei vorgegebenem (AM)2_, € MF(2,) definieren wir fir u = p, p +1,...:
WE = letste Komponente von ;" ((RF)?_ ),
so daB fiir alle u = p + 1, wie man leicht sieht,
(B, o = .t (R)2_o) € M2,
Damit ist (k)2 . die gesuchte, eindeutig bestimmte Loésungsfolge von (1. 31).
Zur Losbarkeit von (1. 2) notieren wir zusammenfassend

Satz 1.32. 1) Falls y = 1, hat (1. 2) nur die triviale Losung.
2) Set y =1, es bezeichne

&) Ay, .y A, die Nullstellen von y mit den Eigenschaften
Ay — A; nicht ganzzahlig (i = j),
jede Nullstelle von y hat die Form A, + z mit 2z€Ny, 1 <1 < m.

m

B) pi=max €N, [ 7(3; +2) =0}  (G=1,...,m) p=maxp.
Schlieflich set fir v =1,...,m
y) vy = Vielfachheit von A; als Nullstelle von y,,
t, ki (v =1,...,t,) gemdf Satz 1. 19 fiir die Nullstelle A; von yx, definiert, so daf

f
2k =v,.
=1
Behauptung. Die Rekursionen (1.2) mit den Bedingungen (A), (B), (C) von Ab-
schnitt 1.1 lassen sich losen unter Ubernahme der in o) und P) definierten Grifen
Ay ooy Ay, by, KE in die durch (1. 4) definierte Matriz J. Dabei ist

m

r= 3,

i=1
der maximale Rang einer formalen Lésung.
DaB stets v, >0 und 2”,: v, < n, ist im folgenden Abschnitt noch zu zeigen.
i=1
Zum Beweis sei daran erinnert, daB wir die nichttriviale Losbarkeit von (1. 2)
auf die nichttriviale Losbarkeit von Systemen der Form (1.5) zuriickgefithrt haben.

Journal fir Mathematik. Band 267 14
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(1. 5) ist den Rekursionen (1. 31) dquivalent, wenn man A, = 4,, k] = k setzt. — Nehmen
wir an, es sei eine Folge

(iF

v=0

+ 0 mit 4 = min {» €N, | ¥ =+ 0}

Losung von (1. 31). Wegen
HE € TR, + w)
ist nach Hilfssatz 1. 29, 1)
x(4o + p) = 0.

x muB also iiberhaupt Nullstellen besitzen, womit 1) gezeigt ist. Wir ersetzen dann
Ay durch Ay + z, mit 2z, = min {Z€Z | x(4, + z) = 0}

und verfahren mit den zu A, gehdrenden Losungsfolgen, wie in Abschnitt 1.1 vor (B)
gezeigt. Daher geniigt es, (1. 31) bzw. (1. 5) nur fiir die unter o) erwihnten 2, zu losen.

Fiir festes i € {1, ..., m} bezeichne kurz
s =k} (r=1,...10).

Satz 1. 19, angewandt auf 2, als 4,, 4 (4) als A(A) — und damit y,(4) als p,(1) —
liefert Systeme

(*) (hlﬂ " ;1')q+l+p € %gﬁﬂ+p(at) (T = 11 RS ] t)

y=0

t:=1t, k

T

q+1+p

— zur Bezeichnung vgl. (1. 22) —, mit

RL)EM? (v =1, .. ., t) lin. unabh. bagl. %, ,,(4),
also nach Hilfssatz 1. 29, 3)
(%%) (A3,)0_0 (r=1,...,t) linear unabhingig.
Die Abschnitte
Koy - + o By Yoo € E(R,)

lassen sich wegen Hilfssatz 1. 30 eindeutig zu Lésungsfolgen (A3,, ..., Az ,);2, von (1.5)
fortsetzen (z =1, ...,t), wobei Bedingung (C) durch (% %) garantiert ist; — die Kom-
ponenten

B, firv=p+14,p+2,..,p+qg+1
sind natiirlich eventuell andere als in (%). —

¢
v, = Xk, ist maximal beziiglich der Losbarkeit von Systemen (1.5) zu 4, unter

=1

Bedingung (C), da nach Hilfssatz 1. 30 die Zuordnungen
(h;v’ . hk v)v =0 > (hln . h; v)p 0 und (hlv) 0™ (h;v)f-—-o

bijektiv und linear sind.

1. 4. Abschiitzungen fiir den Rang einer formalen Losung

Im folgenden wollen wir die GroBe Zm v, abschétzen. Wir nehmen an, da y =1,
i=1
und iibernehmen die Bezeichnungen aus Satz 1. 32. Eine erste wichtige Gleichung flieft
aus

Hiltssatz 1. 33. Fir alle g = p ist 3 v, = Grad ,,, — Grad ,.
i=1
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Zum Beweis zihlen wir simtliche Nullstellen von y, und y,,, auf und vergleichen
ihre Vielfachheiten.

1) Die Zahlen
A, +w» t=1...,my»=0,...,p)
II. 4,—v» (t=1,...,myv=0,...,uundevtl. u+ 1)

sind Nullstellen von y,. — Zum Nachweis von II. fiir» = 0, . . ., 4 benutzt man (1. 23, 1),
wonach

6q+u+1(}'l _‘”v) Z aq+[l+l—v(}'i) Z 6q+1(11) > d7
zum Beweis von I. ersetzt man nur 4, durch 4, + p,.
2) Unter 1. und 11. sind alle Nullstellen von y, aufgefiihrt.

Fiir eine Nullstelle 2’ von yx, gilt ndmlich

sRq+u+ 1 () = %HH 1 (2).

Entweder ist nun y(4’' 4+ u + 1) = 0, dann ist 2’ unter II. aufgefithrt. Anderfalls, nach
(1. 29), 3) existiert

0 =+ (R,)i_o € ME(A).
Mit j = min {» | k, % 0} gilt

h; € MP (A’ + j), daher A’ + j Nullstelle von .
Entsprechend sind die Nullstellen von g, ;
2,4+ (t=1,..,m;v=0,...,p,),
Iy 4,—v»—1 i=1,...,myv=0,...,uund evtl. g 4 1).

Man beachte, daB wir die 4, selbst oben in beiden Zeilen I. und II. aufgefithrt haben,
hier nur unter I’).

3) Die Vielfachheiten jeder Nullstelle 2; + v (aus 1. bzw. 1)) in y, und yx,, , stimmen
itberein; jedes A, ist genau v, fache Nullstelle. —

Jedes A, + v als 1, erfiillt die Voraussetzung von Hilfssatz 1. 30, daher ist fiir
jedes kK €N:

dim MH (1, + ») = dim MH , (2, + ») = dim MFA(2; 4 »).

Nach Satz 1. 19, 3) sowie (1. 29), 3) bedeutet das bei geniigend groem £, daB die Viel-
fachheiten von 4, + » in y,, x,,, und y, iibereinstimmen.

4) Die Vielfachheit jeder Nullstelle 2,—v (aus 11.) in x, ist gleich der Vielfachheul
von Ay—v—11in y,. 4. —

Da y(i, —v—1) %0, ist stets MY (4, —» — 1) = {0}, folglich
(ATt € R L (A — v —1) ~ AT = 0 A (BINZETT €Y, (4 — ).
Daher ist fiir jedes k € N
dim RH (4, —»—1) = dim R (A, —).

Da die ausgearteten Nullriume beide die Dimension k-d haben, bleibt wieder nur
Satz 1. 19, 3) fiir geniigend groBes k& anzuwenden.
14*
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Folglich stehen, der Vielfachheit entsprechend gezihlt, unter I. so viele Nullstellen
wie unter 1’), unter 1I. so viele wie unter II'); die 4, sind in I., II. doppelt gezdhlt, in
), IT’) nicht; also hat y,,,, der Vielfachheit nach,

Zm v; Nullstellen mehr als y,.

=1

Aus den Beweisteilen 1) bzw. 2) folgern wir direkt
Korollar 1.34. 1) Vi€{1,...,m} gilt v, > 0.
2) Falls y =1, so auch alle y, =1 (u €N).

Fiir die Praxis leichter anwendbare Kriterien liefert der folgende Hilfssatz, den wir
fir die weitere Theorie aber nicht brauchen.

Hilfssatz 1. 35. 1) Wenn sich alle verschiedenen Nullstellen von y nicht um ganze
Zahlen unterscheiden, so ist

Zm v, = Grad 2.

i=1
2) In jedem Fall ist
‘:_S‘n v; < Grad .
i=1
Beweis. Im ersten Fall ist p = 0, also y = y,. — Im allgemeinen Fall schétzen wir

die Vielfachheiten von 4, + z (z =0, 1, ..., p) als Nullstellen von y ab. Nach Satz 1. 19
sowie (1. 29), 3) ist fir £ = max k}

dim MP (2,) = v,.
Mit gewissen ganzen Zahlen
0=s23,<2,< "<z, =p (t=1)

gibt es Basisvektoren von MW (1,), die sich in ! Klassen einteilen lassen, so daB in der
u-ten Klasse Vektoren der Gestalt

o, ... 0, h~ RBy  (j=1,..., 0)

. 2,0+ Moyj 2 Oy
mit

hﬁ:} (j=1,...,0,)lin. unabh., € MM (4, + z,)
zusammengefaflt sind. Dann ist offensichtlich

dim R (4, +2) —k-d= dmMI(A, +2) =0, (e=1,...,0.

Folglich ist die Summe der Vielfachheiten von 4; + z, (» = 1,...,1) als Nullstellen in
x mindestens gleich

A
Q
=
I
=

u

Daf} im allgemeinen Fall nicht unbedingt

m
v, = Grad g,
i=1

12

dazu sind leicht Beispiele zu finden. —
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Nach Satz 1. 32 bezeichnen wir als maximalen Rang einer formalen Lésung

0, falls y =1,
(1. 36) r

max

Zm v, falls ¥ =+ 1.
i=1

Zur Rechtfertigung bleibt zu zeigen
Bemerkung 1. 37. Es ist stets z,‘m v, S n.
i=1

Mit der Bezeichnung,

wo, = Vielfachheit des Eigenwerts 0 von B, als Nullstelle des charakteristischen
Polynoms,

wollen wir genauere Abschéitzungen fir r,,, liefern:

Satz 1.38. 1) s rp < d < s g

2) Ipax = 0g v d = s 0.

Aus der um eine triviale Ungleichung erweiterten 1. Behauptung,

S T = d=<s w0y < s n,

ist auBer (1. 37) unmittelbar der Beweis des folgenden Satzes abzulesen, den wir vor dem
Beweis von (1. 38) notieren:

Salz 1.39. 1) rpc=n~d=n-s;

2) rpax = R~ By nilpotent.

Wie einfache Gegenbeispiele bestitigen, ist die Umkehrung von (1. 39), 2) falsch,
ebenso kann man die Ungleichungen (1. 38), 1) i. a. nicht durch Gleichungen ersetzen.

Beweis von Satz 1. 38. Es sei daran erinnert, daB B, als nicht-invertierbar voraus-
gesetzt war, d. h. w, > 0. Fir w, = 0 ist natiirlich d = 0 und rg,, = 0, da es nur die
triviale Lésung von (1. 5) gibt. Wir brauchen den Satz also in jedem Fall nur fiir w, >0
zu beweisen. — Wir zeigen folgende Aussagen:

I. d < sw,,
II. d = 5wy~ rpe = g,

1. s r_.. < d.

max —

Aus I. und III. schlieBt man unmittelbar

Fmax = Wo ~ @ = 8 * .

Zunichst nehmen wir an, daB B, in der folgenden Gestalt (z. B. in Jordanscher Normal-
form) vorliegt:

wobei D invertierbare (n — w,, n — w,)-Matrix — fillt weg fiir oy = n —, N nilpotente
(wq, wy)-Matrix.
Wenn némlich mit einer invertierbaren Matrix T € M, (C) die Transformation

B,~» T'B,T
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die obige Form erzeugt, geht man fiir jedes p € N, mit

T 0

(e + 1), (¢ + 1)m)
von A,(4) iiber auf T, A,(4) T,

Dabei bleibt die Struktur (1. 9) der A (1) erhalten. Weil sich bei vorliegender Trans-
formation die Smithsche Normalform jeder Matrix A (4) nicht &ndert, bleiben auch die
Grofen d,, ¢ und d sowie die Polynome y,(4) invariant.

Fiir ¢ = 2s bezeichnen wir mit V(1) die iibrigens schon in Hilfssatz 1. 23, 4)
benutzte {(¢ + 1) - n — s - n)-zeilige Untermatrix von A (4):

B,—AI B, ,... B, 0
. N ~N
. ~ N
V,(3) = : ~ B,
. ~N .

N .
) S B,— (A +o—s)I

Falls w, < n, unterteilen wir jede Matrix B, (» € N,) so wie B,,

B! . B? } n— w,

Bv I
B} : B, } @y
\_“( PR v y)
n—w, ®,

und betrachten die folgende ((¢ + 1) n— s wy)-zeilige Untermatrix von A ,(4), die
entsteht, wenn man in den ersten s Blockzeilen von 4 ,() die zu den B}, B, gehorenden
Zeilen wegliBt, analog in den letzten s Blockspalten die zu den B?, Bj gehorenden
Spalten.

D 0
Bl B DO 0
B, B, BEDO...0
|
U3 = ID
lO T
1 -~
V,(3) |131 D
|- 0
|B,, Bip
|B;, ... B} O

Fiir den Fall, dal w, = r, setzen wir

U,(A) = V,(4)
und zeigen fiir beide Faille
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Hilfssatz 1. 40. Die Determinante von U,(A) ist ein Polynom vom genauen Grad
@, (e—s +1).

Fir wy, = n ist U,(4) = V(1) und daher die Determinante das charakteristische
Polynom einer n - (o — s + 1)-zeiligen Matrix.

Fiir o, < n berechnen wir die Determinante von U,(2) in mehreren Transformations-
schritten:

a) Da D konstante, invertierbare Matrix ist, kénnen wir, ohne den Wert der Deter-
minante zu éndern, durch Zeilenoperationcn in U, (1) siémtliche B2 und fiir v 40, s
die B} sowie alle B} — (A 4 u)I' (4 =0, ...,0 —s) annullieren. Oben beginnend, hat
man dazu jede mit D endende Blockzeile, mit einer geeigneten Matrix von links multi-
pliziert, von jeder folgenden Blockzeile zu subtrahieren. Die benétigten Faktoren sind die
Matrizen B3D™', BLD™' (v %0, s) baw. (B} — (2 + u)I')D~'. Im letzten Fall wird
durch die links von einem D stehenden, evtl. schon abgednderten, aber konstanten B2
(konstant sicher fiir x = 1, ..., s) die links neben B} — (1 4 u) I' stehenden B2 — also
v=s+4+1,...,2s — in Matrizenpolynome (hochstens) 1. Grades abgedndert, die bei
weiteren Transformationsschritten ihrerseits bewirken, daf auch die Matrizen

Bt firv=s+2,...,25 +1
Matrizenpolynome (héchstens) 1. Grades werden, die B? fir » = 2s 4 1, ..., 3s solche
(hochstens) vom Grad 2, daher die B! fiir v =254 2,.. 3,5 + 1 vom Grad 2, usf.

b) Der ndchste Schritt besteht in einer Permutation der Zeilen und Spalten mit
dem Effekt, daB die Matrizen D im Anfang der Hauptdiagonale hintereinanderstehen.
Die so transformierte Matrix hat die Gestalt

D l

D 0 |
|

0 |
pl_—_ T~
:Ef—ﬂ‘ B ... B
l§t+1 0

0 | B o (A)

|, BG4+ B
| Bl
) I B—@+eo—s)rt

Rechts oben stehen die zu Polynommatrizen abgeéinderten B2, die den Wert der Deter-
minante nicht beeinflussen. Bezeichnet man die im rechten unteren Teil stehende

(0 — s + 1) - wy-zeilige Matrix als ﬁo(l),
so gilt -
det U,(A) = =+ (det D)*** - det U, (4).

Es bleibt also det U .(4) zu berechnen.
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¢) Dazu bemerken wir:

~

BY=N, B, ... B! 11 sind konstante Matrizen,

die B fiir v = s 4 2 aus der 2. Blockspalte von U, (1) sind in Matrizenpolynome ﬁf(l)
iibergegangen, und zwar ist fiir k€N, j=0,...,s—1,

~

Bty j12(4) Polynommatrix hochstens vom Grad .

Aus Symmetriegriinden sind die unterhalb B* — (A + u) I* stehenden B! in B%(A + p)
ibergegangen.

Der Anteil - I in der Hauptdiagonale von U ,(4) erlaubt es, durch Zeilenumfor-
mungen die von A abhéingigen Anteile in dEn Matrizen Et (A 4+ u) wieder zum Verschwinden

zu bringen, womit U ,(4) auf die Gestalt U .— 4+ I transformiert wird, mit konstantem U -

Damit ist die Determinante von ﬁe(l) als charakteristisches Polynom einer Matrix
ein Polynom vom genauen Grad w, - (¢ — s + 1), womit unser Hilfssatz gezeigt ist.

I. d £ s w, folgt aus der Tatsache, dal det U,(4) fiir alle ¢ = 2s nicht das Null-
polynom ist, folglich rg A, = (¢ + 1) - n — s * @,, und daher d, < s - w,.
II. Falls d = wy - s, ist y,_(4) fir v > 1derg.g. T.der {(g+ 1 4+ %) n— w,y - s>-
zeiligen Unterdeterminanten von A, (4); Nullpolynome werden natiirlich nicht be-
riicksichtigt.

a) Fiir jedes » mit ¢ + » = 2s ist nach Hilfssatz 1. 40
A4,(4): =det U, (2)

4+v(

eine der zur Auswahl stehenden Unterdeterminanten, und zwar Polynom vom Grad
Wy v+ wy (g —s 4+ 1).

b) Die Zahl der nicht identisch veréchwindenden Unterdeterminanten von
A,_,(3) ist durch eine von » unabhéngige Zahl > beschrénkt, mit

t = Anzahl der Moglichkeiten, w, - s Zeilen in A ,(4) zu streichen.

A,,,(2) enthélt ndmlich als Teilmatrizen
(A4,(4) | 0) in den ersten Zeilen
sowie
0
( ) in den letzten Spalten.
A A+ )

Da schon d, = w, ‘s, wird eine Unterdeterminante sicher das Nullpolynom, wenn nicht
alle w, - s Zeilen in der erstgenannten Teilmatrix, alle w, - s Spalten in der zweiten Teil-
matrix gestrichen werden.

¢) Die Auswahl der in A,(4) zu streichenden o, s Zeilen bzw. Spalten sei durch
die Indizes 7 und o charakterisiert (v, =1, ..., 1), die zugehorige Unterdeterminante
von 4, ,(2) sei
A7 (), wobei Apt(A) = 4,(4).

d) Da die Zeilen und Spalten von U, (A) beziiglich des Korpers C(A) linear unab-
hingig sind, existieren (von » unabhingig) rationale Funktionen

rr(}‘)a So(}') (r,o=1,...,1),
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so daf} stets
477 (A) =r (As, (A +2)-4,1)  (ry=s,=1).

Da alle Unterdeterminanten Polynome sind, teilen die Nenner der r, und s, (in redu-
zierter Darstellung) sdmtlich 4, ().

e) Mit R (1) = Hauptnenner aller r (1), S(1) = Hauptnenner aller s (1) folgt

1
o ® = TV RmSG ) M

2)

und fiir » geniigend grofl
1

U TN EX

- A4,(3).

Demnach ist fiir alle » ab einer gewissen Nummer
Grad gy, — Grad y,_, = Grad 4, ;, — Grad 4, = w,.
III. Falls d = n - s, folgt aus der in I. bewiesenen Ungleichung
d<wys=n-s
sofort, dafl
d=w,"s=n-s,
also nach II.
Tmax = Wo = N.
Im folgenden sei also d < n - s vorausgesetzt. Es bezeichne
a den maximalen Grad aller {(¢ + 2) - n — d)-zeiligen Unterdeterminanten von 4,,,(4).
Wir zeigen, daf fiir jedes » € N, gilt:

(%) | Jede {(q+ 24 v-s)-n—d)-zeilige Unterdeterminante von A, ,,,(4) ist
Polynom hichstens vom Grad a + » - d.

Die Aussage fiir v = 0 liegt in der Definition von a, den Induktionsschritt von
v—1 auf v (v = 1) fithren wir mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz. Eine nicht-
verschwindende {(¢ + 2 + » - s) - n — d)-zeilige Unterdeterminante von 4, ,,,,(4) hat
die Form

~

Agta+ -1y (4)
X XXXX

L0

A, , |}n-s Zeilen

AQA) =

[——
r = ns — d Spalten.

Dabei entsteht ffq 141 (A) aus Ay 61),(4) durch Streichen. einer gewissen Anzahl
(< d) von Spalten und genau d Zeilen, da sonst die Determinante Null wire (vgl.

II. b)l). Die von A unabhéngige Matrix Zs_l enthédlt also n-s Zeilen und r = ns —d
Spalten (von A, ,(4)). Wir entwickeln 4 nach den n - s-zeiligen Unterdeterminanten

der letzten n - s Zeilen. Da iiber Zs_l Nullen stehen, geniigen die Unterdeterminanten,

die alle Spalten von Zs_l und damit mindestens r konstante Spalten enthalten; deren
Grad ist hochstens
n-s—r=d,

und die Kofaktoren als Unterdeterminanten von A, ;. _1,(4) haben nach Induktions-
annahme einen Grad von hochstens

a+(v~—1)'d1

Journal fiir Mathematik. Band 237 16
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woraus (%) folgt. Es ergibt sich fir alle v €N,

Grad y,, < a+7»-d,
und fiir geniigend grofle x4 daher

$ * I'max = Grad x4, — Grad g,.,, = d.
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