Demuskin-Erzeugende einer elementar-abelschen p-Erweiterung

Von Uwzr JANNSEN und KAy WINGBERG

Sei k ein irregulirer p-adischer Zahlkérper vom Grad # iiber @, mit Irregu-
larititsexponenten s, ¢ = p® und k(p) der p-AbschluB von k& mit Galoisgruppe
D = Gal (k(p)/k). Dann ist D eine pro-p-Gruppe mit n - 2 Erzeugenden und
einer definierenden Relation, der Demuskin-Relation. Es gibt also eine mini-
male Darstellung von D durch eine freie pro-p-Gruppe F und einen abgeschlos-
senen Normalteiler » von F, der von einem Element w € F erzeugt wird:

1>r>FIyD 1.

Nach Demuskin gibt es fiir ¢ == 2 eine Basis z,, ..., Z;;, von F, so daB mit
[a,b] =a-b-a"1.b71gilt

w=2af[2, 2]+ - [Tns1, Tuse]-

Fiir ¢ = 2 ergeben sich drei weitere Félle (siehe LABUTE [4]). Durch die Angabe
der Erzeugenden und der Relation ist die Gruppe D algebraisch vollsténdig
bestimmdt.

Ist nun K/k eine endliche galoissche p-Erweiterung mit Galoisgruppe @,
so ist es wiinschenswert, auch eine algebraische Kenntnis der galoistheore-
tischen Surjektion

¢:D—>q

zu besitzen. Kennt man niamlich die Bilder der z={2;) in @ (die Demuskin-
Erzeugenden von G), so reduziert sich z. B. jedes Einbettungsproblem fiir K/k
mit beliebigem Kern auf ein rein gruppentheoretisches Wortproblem. Weiter
148t sich dann die Struktur der multiplikativen Gruppe K* bzw. der p-Vervoll-
standigung A(K) von K* als G-Modul angeben, siehe [2].

In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, daB fiir eine elementar-
abelsche Erweiterung K/k eine Basis @), ..., %, 21, ..., Zyta-¢ vOn F existiert,
die der Relativsituation angepaBt ist: ¢ bildet #(2)), ..., 7t(2,2-4) auf die Eins
in @ ab und die Bilder von a(x,), ..., #(xy) erzeugen G minimal; dabei behilt
das Demuskinwort w im wesentlichen noch die oben angegebene Form. Daraus
erhalten wir eine explizite Beschreibung der G-Modulstruktur von A(K)
durch Z,[G)-Erzeugende und Relationen. Weiter werden wir am Schluf} die
Wirksamkeit dieser Methode zur Lsung von Einbettungsproblemen an einigen
Beispielen demonstrieren.
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Fiir eine pro-p-Gruppe X setzen wir im folgenden zur Abkiirzung H*(X)
= H™"X, Z/pZ) und bezeichnen mit

d(X) = dim X/X* = dim HY(X)

die minimale Erzeugendenanzahl von X, wobei X* = X?[X, X] die Frattini-
gruppe von X und die Dimension iiber Z/pZ gemeint ist.
Das Cupprodukt

u: HYD) x H{(D) - H¥D) = Z/pZ

bildet eine nicht-ausgeartete, antisymmetrische Bilinearform auf HY{D). Sei ¢
die Dimension des Radikals des Teilraums HY(&) von H(D) oder dquivalent
dazu, die Dimension des Radikals des Teilraums K*? n k*/k*? von k*/k*?
beziiglich der nicht-ausgearteten, antisymmetrischen Bilinearform, die durch
das Hilbertsymbol

(,): ¥/ X R* %2 > p, o T/ pT

gegeben ist, wobei u, die Gruppe der p-ten Einheitswurzeln von k bezeichnet.
Es gilt 0 <¢ < d =d(@). Wir beachten noch, dal obige Bilinearform fiir
¢ =+ 2 alternierend ist. Bezeichnen wir mit uy bzw. y; die Gruppe der Ein-
heitswurzeln von p-Potenzordnung in K bzw. &, so gilt der

Satz 1: Sei K[k eine elemeniar-abelsche p-Erweiterung mit Irregularititserpo-
nenten s + % und q = p* = 2. Dann gibt es etne Basts y, «.., Xgy 215« oy Znyag
von F, so daf

w=uf-w,
18t mat
wy = [, 2]+ oot o [21 2] [Tears Tare] « oon - (%o %l
- [2eas Zi42] - oon - [Zosr-ar Znea-als

(2, e S Ngp(K*), x=1, (1)

Ztr1s v S Ngp(K*), x=0, (2)
Wy = Zg41 * Za1s e E Ny (K*), e S NgpK*) K*2, =0, (3)

Li11, M $ lek(K*)’ x=1, 4)

Ty ﬂk$NK/k(K*)» Hk$NK/k(K*) K*, x=0, (5)
und

1Lya)=1, i=1.,0+2—d,

2. p(z;)yt=1,..,d) =G
mity =gpon.

Bemerkung:

Die geometrischen Eigenschaften der Kummergruppe haben nicht nur Ein-
fluB auf die Fallunterscheidungen, sondern spiegeln sich auch direkt in dem
Aussehen des Demuskinwortes wider,
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Bewervs: Sei v € F\\ F* mit der Eigenschaft
w = v mod [F, F],

dann gilt, da die Torsionsgruppe von D% das Bild von g; unter dem Rezi-
prozitdtshomomorphismus w; ist,

wp(l) = (v) mod [D, D} bzw. wx;(l) = p(v),
fiir eine primitive g-te Einheitawurzel { € y;. Sei

T = {y € H(D): z{n(v)) = 0},
gogilbt dim 7 = n 4+ 1 und rad T = T* = (z) mit v € HY(D). Weiter ist
w S Ngl K% © goa(v) =16 x(rz(v))
=0VycHW S H(D) ) HGEST.
Fiir das folgende siebe etwa [1], IX. § 4.2.
Falll: HH ST
1.1: e H{®),

dann ist sogar v € HYG) nT* S HYG) n H{G)* =rad HY@). Mit g,: =7
erhalten wir folgende Witt-Zerlegung von HYD): es existiert eine Basis
L1505 Lds B15 + 005 fnia—qg YOI HI(D) mit

(L1, -+ Ly = rad HYG),

& o0 La) = HYG),

(+) hup = - =hus=1,
GaUtwe = " =Cavta=1,
BrarUdtee = = Jarr-q U Bmeea = 1,
und sonst null.

Ferner ist 3, ¢ 7T, da sonst £, nicht aus rad 7' wire; also gilt ohne Einschrin-
kung 51(u(v)) = 1. Weiter folgt, dafl alle iibrigen Basisvektoren aus (74)t = T
sind. Fiir die Dualbasis Z,, ..., g, 2, ..., Znea-¢ von F/F* ist fiir beliebige
Liftungen die Eigenschaft 1. des Satzes erfiillt, denn nach Definition einer
Dualbasis gilt

tlvly) =0, i=1,..d, j=1.,n+2—4d,

wenn man die g; vermége ¢ als Elemente von HYG) auffaBt. Da die g; den
Teilraum HY(G) erzeugen, folgt y(z;) = 1 firr alle j = 1,...,n 4+ 2 — d. Die
Eigensachaft 2. folgt trivialerweise aus 1., da y surjektiv ist.
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Nach einem Satz von Serre, der das Cupprodukt und die Relationenstruktur
einer pro-p-Gruppe verkniipft (siehe [4], Prop. 3), gilt die Kongruenz

¢ mie—d _
ws=[[2%7. [] 2!*7-w,mod F” . [F, FP.[[F, F], F|,
i=1 i=1

0<a;,b<p—1,

also wegen w= o= IIz%?.]I2%9mod F*".[F,F] mit eindeutig be-
stimmten a;, b; € {0,1,...,p — 1}

d n+2—d
w=[[ape. [[ &7 w, mod Fr'" . [F, F]p . [[F, F, F|.
=1 i=1

Nach Konstruktion gilt aber wegen v = IIz% - II2% mod [F, F)

0 = gi(a(v)) = qsmod p, i=1,...,d,
0= i(n(v)) =b;modp, i=2,..,2+2—d,
1 = 4(n(2)) = by mod p,
also erhalten wir
w=2{ - w, mod F**" . [F, F]P . [[F, , F]
1.2: 7 ¢ HYG).
Mib 340:=7 € T+ & H{(G)* ist auch der Teilraum rad HYG) @ 3.2 isotrop
in HY(D). Wie im Fall 1.1 gibt es wieder eine Basis 1, ..., Ls, 31» -+ s #ns2-¢ VOR
HYD) mit den Eigenschaften (--). Ferner ist 3., ¢ 7', so daf wir ohne Ein-
schrinkung annehmen kénnen, daB 3,“(7:(0)) =1 ist; alle iibrigen Basis-
vektoren sind aus 7. Wir erhalten also eine Basis zy, ..., 24, 25, «++i Zpeeg VO
F mit den gewiinschten Eigenschaften 1. und 2. sowie
w=2],, - w, mod F»'" . [F, F]P. [[F, Fl, F] .
Fall 2: mneygET.
2.1: rad H(Q) S T,
dann gibt es ein 1y, € H{G) \T mit gy,(n(v)) = 1, sowie g, U7 0, da
sonst der Charakter g, aus (TH)* =T wire. Sei ohne Einschrinkung
Imutr=1

Ergéinzen wir 1, zu einer Basis 11, ..., Ly, 315 -+ +» nt2—q vOD HYD) mit den
Eigenschaften (), so gilt

T=Tue+ 2 @-Li+ 2 b, 0a,b;=p~1,
TS izt+1

dagyur=1und wegent ¢ Tt & (rad HI(G))l die Orthogonalitit g u t = 0
fiir ¢ = 1, ..., ¢ gilt. Durch einen Basiswechsel, ohne g,y abzuéndern, ist zu
erreichen, daB weiterhin (4) gilt und

T:€t+2+b'6t+2’ bG{O, 1}7
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ist. So ergibt sich
s €T, ?4t+1, sowie (39 —b-tm)€T,
da (3447 — b - i) orthogonal zu 7 ist; also gilt
3t(m(v)) = b.

Wir erhalten also eine Basis ay, ..., Zg, 21, +++s Zp42—g¢ VO F mit den Eigen-
schaften 1. und 2. sowie

w = (Zyy - 24.1)7 - w, mod F*" . [F, FI? - [[F, F}, F|.

2.2: rad H A E T,

dann gibt es ein ; € rad HY(G) \ 7' mit gl(n(v)) = 1 sowie g, u T = 1. Setzen
Wir 3, := v und ergénzen ¥; und 3 zu einer Basis von HY{D) mit den Eigen-
schaften (), so sind alle Basisvektoren bis auf r, aus 7. Wir erhalten also
wieder eine Basis z;, ..., %4, 21, - - -; Zg12-g vOn F mit den Eigenschaften 1. und 2.
sowie

w = 29 - w, mod F*™ . [F, F]? - [F, F}, F|.

Wir wollen jetzt zeigen, daB obige Kongruenzen in Gleichheit iiberfiihrt
werden konnen, Es ist

w = (w, - y)? - wy mod [F, F]p. [[F, F], F|

mit y € FP, Setzen wir w] = w, - ¥, so ist

[, 21] - [, 977 - oo 1.1,
gyt [2;+1, Z140] - [?/—1, Zpp] - oo 12,21 b=1,
w = wl . ,
et ot [7’:4-1, Tpia) - [72, Xpgp] + oo 21 b=0,
[13;, 21] ° [?/_1’ zl] st 22,

mod [F, FP . [[F, F}, F]
und wenn wir w, wieder mit w, bezeichnen, so gilt wegen [y, *]
€[F,FP|[F, F), F

w = wl - w, mod [F, FJr . [[F, F, F]
Daraus folgt
w=wi- w, -umod[F, FJg. [[If’, F, F]
mit
w = ITu;, wj]%P,  w, w5 € {21, ooy Tgy 21, o ovy Znaad)y 0 S 055 < g — 1.
Da aber
[i, 24152 = [us?, 1] = [w;, uds?] mod [[F, F), F]
gilt, erhalten wir auBler im Fall 2.1 b = 1 durch einen Basiswechsel

w = uf - w, mod [, F¢ - [[F, F}, F|. (*)
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Im Fall 2.1 b = 1 erscheinen die Kommutatoren [z, ;,3]%7 problematisch.
Durch geeignete Basiswechsel erhalten wir aber
W= (Tp1 - 20a)7 - Wy + [2012) TP

= (Tpsr * Zer1)7* oro o [Tpan z;’;’;, L] v voe

= (¥y1 Zpe s 2e)? e oo (@ Tue] - oo

Sl G AR REA0) LEURTTIEN EARTE: 7Y WY [ S AHE 19y ERTE

= (xt,+1 . z‘/+1)‘l v ees e [xtl-l-l’ x‘+2] . ees [3{+1» zl+2] . e

mod [F, F]¢- [[F, F), F|
mit ], = @y, - 205 und 2y, = ZFF - 2 also gelangen wir auch in diesem
Fall zu der Kongruenz (*). Nach dem bekannten Verfahren von Demuskin
(siehe etwa [4]) 148t sich ein Basiswechsel vornehmen, der ohne w, abzuindern
die Kongruenzen (%) in Gleichungen iiberfithrt (man benétigt dafiir sogar nur
Kongruenzen modulo F®® = F¢'[F, F)¢.[[F, F], F]). Da bei allen Basis-
wechseln die Basisvektoren um Elemente aus F* abgedndert werden, bleiben
die Eigenschaften 1. und 2. erhalten.
Wir haben noch zu kliren, unter welchen Bedingungen die verschiedenen

Fille auftreten. Die Unterscheidung in Fall 1 und 2 durch wu & Ng(K*)

bzw. w & Ny ;i K*) wurde bereits gezeigt. Ferner liefert die aus der exakten
Sequenz

1 — py — k(p)* 2> k(p)* — 1
gewonnene exakte Kohomologie-Sequenz die Isomorphie

k*/kx» 25 HYD).
Es gilt nun das
Lemma 1: 8(i) = T, wenn iy die Gruppe pk*?/k*? bezeichnet.

Bewervs: Es gilt mit der Invariantenabbildung Inv, von k fiir a € k* und
x € HY(D)
Invy(y v 8(@)) = z(we(@)).

Daraus folgt wegen n(v) = wi(¢) mod [D, D]
Invy{y n8(0)) =0 fiiralle yeT.
Da die Invariantenabbildung ein Isomorphismus ist, gilt
§() € T+,

woraus wegen dim 7't = 1 die Behauptung folgt.
Mit dem Lemma 1 erhalten wir

TeH(@Q) e K¥nk¥kiw & (e K™ & x =1,
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also ist x = 1 genau in den Fillen 1.1 und 2.1 b = 0. Weiter gilt wegen
Ny il K*)/k*? = (K*P  k*/k*?)L (siehe [2], Lemma 3.1)

i N (K*) K* & £ € Ny (KRR . K*0 0 b [k*
& v e H(G)* + HYG)
e T c (ra.d 1'-11(64))l
srad HG S T;

also ist im Fall 2.1 b = 1 die Gruppe y; in Ny (K*) K*? enthalten, im Fall 2.2
dagegen nicht.

Zusatz: Hat man fiir eine vorgegebene Korpererweiterung K/k eine Basis
a,k*?, ..., azk*® der Kummergruppe gefunden, derart daB

(@415 Bero)t =+ = (@gy, @) = &p,
(@i, a))y = 1 fiir alle anderen ¢ < j

gilt, wobei (, ); das Hilbertsymbol und {, eine primitive p-te Einheitswurzel
aus k bezeichnet, und ferner in den Fillen (4) und (5) (k*? und im Fall (3) das
Element ak*? ¢ K*? n k*/k*? aus der Darstellung { = a - b, b € Ny ;;(K*) ein
Basiselement ist, so zeigt der Beweis von Satz 1, dafl die Basiselemente z,, ..., z,
von F so gewihlt werden kdnnen, daf sie auf die Erzeugenden o; der Gruppen

Gl ( (Vs )/%) mit o; (Ya;) = 2% Va; abgebildet werden.

Corollar: Sez ¢+ 2 und G = (o,) X --+ X {0g) mit den o; wie vm obigen
Zusatz, dann lipt sich die p-Vervollstindigung A(K) = lim K*/K**" von K*
folgendermafen als Z,|G-Modul durch Erzeugende und de%ierende Relationen
beschrerben.

Seven Ui j 1<7,45=d,
v; 1£7<4d,
w; 12i€n+2—4d

Erzeugende evnes freien Z,[G}-Moduls M vom Rang n + 2 + d?, dann ist A(K)
1somorph zu M/N, wenn der Untermodul N von M erzeugt wird von

’ui.i
Gig + u4,i
L (o — D uj+(o5g— -+ (0 = -y 1=25,k<d
p—1
(o; — 1) -5 — (goa;) . Ui
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¢
IL. =23 (o; — 1) w; + > Ui,y T0Ib
i=1 i={4+1,6+3,...,d—1
q-w, (1)
q - Wiy (2)
p—1
u=4{p" 1.y +p1 (Z U;+1) * Wit s (3)
v=0
P Vg, (4)
ps—l * ¥y, (5)

mit den Fallunterscheidungen (1)—(5) des Satzes.

Bewers: Sei
1-R—>F;—-G—>1

eine minimale Darstellung der Gruppe @ durch eine freie pro-p-Gruppe Fy
vom Rang d und einem offenen Normalteiler E; von Fy Aus [2], Kap. II
erhalten wir mit den dortigen Bezeichnungen die exakte Sequenz

d n+2—d
YZ,Q)-de; D Y Z,G]- dz
i=1 i=1

N J

1> 7Z,[6] % — B x Z,[GP** %> AK)—>1 mit = w[R, R].

Der Z,[G]-Modul R wird von
p—1
v = (Z O’:) dx,-, Ui, j = (0',7 — 1) dxi —_ (O’j — 1) dx,-, 1 = ?/., 7 é d,
y=0

erzeugt mit den definierenden Relationen I. (siche z. B. Wingberg, J. r. u.
angew. Math. 305). Also wird der Modul 4(K) von v;, %; 4, 1 £ 7,7 < d, und
w; =dz;, 1 £7 < n + 2 — d, erzeugt. Zu den Relationen I. kommt nur noch
die Relation % hinzu; diese ist mit II. identisch, wenn man mit Hilfe des
Fox’schen Differentialkalkiils ¢(w) berechnet und in den u; ;, v;, w; ausdriickt.

Wir wollen noch in Anlehnung an die Arbeit [2] das Zerlegungsverhalten
des Z,[G]-Moduls A(K) betrachten. Es sei weiterhin ¢ == 2. und G eine elemen-
tar-abelsche p-Gruppe.

Satz 2: Ist up & Ny j(K*) oder t < d, so gilt die Z,[G]-Isomorphie

A(K) = {(R;" X ZIOW/Z,I] X Z,[GP, am Fall (1), (4), (5),

(RP X ZIQINYZ[G] X ZGT,  im Fall (2), (3),

mith=mn-+2—(d+1).
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Ist hingegen my S N (K*) und t = d, dann gilt

R? X Z[GV/Z,I6] x Z,IGT, x =1 (Fall (1)),
RD X ZIGPYZ,[G) X TGP, »=0 (Fall(2).

Die oben angegebenen Summanden sind dabet jeweils unzerlegbar.

Beweis: Nach [3], Satz 3.5. und 2.2. sind die Bedingungen u;, & Nk (K*)
und ¢ = d notwendig und hinreichend dafiir, daB R¥ direkter Z,[G]-Summand
von A(K) ist. Das weitere ergibt sich aus [2], Satz 4.4, wenn wir beachten, daB
die Aussage ux S Ny (K*) K*? genau in den Fillen (2) und (3) gilt; dies
ergibt sich aus dem

Lemma 2: Sei ¢ & 2; fiir den maximalen zyklotomischen Zwischenkorper K
etner endlichen galoisschen p-Erweiterung K von k vom Grad [K : k) = p* zer-
falle dve exakte Sequenz

1 - Qal(K/K) > G — Gal(K[k) — 1.
Dann gilt
» =i= O = 12374 $ NK/k(K*) K*ZJ.

Beweis: Sei U eine Untergruppe von G mit G = U - Gal(K/K) und
U =~ Gal(K/k). Fiir den Fixkorper L von U ist K/L eine zyklotomische Er-
weiterung. Wegen ¢ == 2 folgt daher

HmrL = NK/L(:”K) g k*px . L*p fur U g NK/IG(K*) K*p.

Also ist % = 0, da andernfalls u;, S L*? folgen wiirde.

Wir wenden nun Satz 1 zur Losung von Einbettungsproblemen fiir die
Erweiterung K/k an. Ein solches Problem wird beschrieben durch ein Dia-
gramm

D

v

1>4>Eilrqg1

mit einer exakten Zeile bestehend aus den pro-p-Gruppen E und 4 sowie
G = Gal(K/[k) und der kanonischen Surjektion von D auf G. Eine (eigentliche)
Losung dieses Einbettungsproblems ist ein (surjektiver) Homomorphismus
v: D — K, der das Diagramm kommutativ erginzt.

Sei weiterhin ¢ == 2, dann erhalten wir in Verschirfung der Ergebnisse
aus [3]:

Satz 3: Es sind folgende Aussagen iquivalent:

a) Fiir K/k vst jedes Evnbettungsproblem
D

¥

1>4—-F—->G—>1
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n-+2

mat beliebiger pro-p-Gruppe A losbar; qilt d(E) =<
etgentliche Lisungen.

, 80 exisiteren

b) Es gilt A(K) > RY x N mit esnem Z,{G]-Modul N.

c) E8 gilt ‘Mk g 'NK/E(K*) ’l.md K*F n k* g NK/‘:(K*) k*p.

d) Es gilt py S Nyp(K*) und HY(Q) 78t total isotroper Teilraum von HY(D).

Beweis: Die Implikation von a) nach b) gilt nach [3], Satz 2.2 und die
Aussagen b), c¢) und d) sind wegen den Sétzen [3], 2.2, 3.5 und 3.4 dquivalent.

Sei nun d) erfiillt und z,, ..., Z4, 21, - ., Zys2-q €ine Basis von F mit den Eigen-
schaften aus Satz 1, d. h. w hat die Form

w =2+ [z, 2] oo - (2 2] * [2aa1s Zpgp) s ee [2+1-d> Znio-d]

e 1, falls »=1,
T ld+1, falls x=0.
Sei I der von 2, ..., 2, Zases Zdsas =+ s Znso-g €Z6UgLe Normalteiler in F'; dann ist
n -+ 2

F' = F/I eine freie pro-p-Gruppe vom Rang iy . Wegen w € I und =(l)

< Ker g gibt es Surjektionen ¢ und A, so daf folgendes Diagramm kommutativ
ist:

1l>r—>FZs D1

kan, /?/$¢
F T> Qq

Sei nun durch die exakte Zeile
1-4->Eiv@>1

ein beliebiges Einbettungsproblem iiber K/k fiir die Gruppe D gegeben, dann
erhalten wir wegen der Freiheit von F’ eine Liftung &: F' — ¥ von j. Die
Komposition

DisF iy E

ist eine Losung des Einbettungsproblems. Fiir d(¥) <
gewihlt werden.

n -2
2

kann ¢& surjektiv

Beispiele:

Wir wollen zunichst fiinf Beispiele fiir die verschiedenen Félle des Satzes 1
angeben.

Sei & = Q,(z) mit einer primitiven 4ten Einheitswurzel 7, also ¢ = 4 und
n = 2; ferner sei K eine elementar-abelsche 2-Erweiterung von % mit Galois-
gruppe G =~ Z/2Z x Z/2Z, also d(G) = 2. Es konnen folgende fiinf Fille
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auftreten:

7€ Ng(K¥) 7€ Ng;(K*) K** % w
1 1 1 2 [z, 2] - [0 2] (1)
1 1 0 2% [, 2] [21, 2] 2
0 1 0 (z)?t- [z, 3] - [2y, 2] (3)
0 0 1 2 [z, 2] (20, 2] (4)
0 0 0 - [x;,2)] [ 2] (5)

wobei 1 (bzw. 0) in den ersten beiden Spalten bedeutet, daB die dariiber-
stehende Aussage wahr (bzw. falsch) ist, und z,, s, 2,, 2, eine Basis von F
mit den Eigenschaften 1. und 2. aus Satz 1 ist. Setzen wir

K =k(13,12),

K, = k(3,911
K, = k(6,11 - 2),
E = k(12,71 - 2),
Ky = k(/5,/1 — 2i),

2 =0@3MW=001—2)p=1

dann ist wegen

1 € Ny, n(K7) und 7 € Ng,;(K3). Wegen
(3 2% =(3,4)g =1 und (3,1 ~)=(32)q=—1

gilt fiir K; die Aussage ¢ = d, fiir K, hingegen ¢ = 0; also ist K, ein Beispiel
fiir den Fall 1, K, fiir den Fall 2. Aus

(2,1 — 20 = (2, 5)g, = —1,

(2,1 —20% (3,1 —20), = (20,1 — 20 =1
folgt (4,1 — 20 = —1, also ist ¢ ¢ Ny (K7) fiir j=3,4,5. Die 8te Ein-
1 _2‘_ : }/5 liegt nicht in Kj,, denn sonst wire mit }/§ €K,

auch V3¢ K, also K, = K,, was wegen 7€ Ny, (KT) \ Ng,(K3) nicht
moglich ist. Wegen

heitswurzel {3 =

(63,1 — 20), = —(6,1 — 20, = —(6,5)q, =1 und (65, 6), =1

gilt 65 ¢ Ny, (K3) bzw. ¢ € Ny (K3) K3%; also ist K, ein Beispiel fiir den
dritten Fall.
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Der Korper K, stellt ein Beispiel fir den Fall 4 dar, denn es ist {3 € K,
und ¢ = 0 wegen (2, 1 — 2¢), = —1.

Aus (5,1 — 27), = (5, 5)Q. = 1 erhalten wir £ = d fiir den Korper K, der
somit dem letzten Fall zuzuordnen ist.

Bemerkung:

Aus dem Satz 3 folgt, daB unter den betrachteten Korpern genau fiir K,/k
jedes Einbettungsproblem mit beliebiger p-Gruppe als Kern losbar ist.

Zum AbschluB wollen wir noch zwei Beispiele angeben, wie ein vorgegebenes
Einbettungsproblem j:E — G auf ein gruppentheoretisches Wortproblem
zuriickgefiihrt wird. Wir betrachten folgendes kommutatives Diagramm mit
exakten Zeilen:

lsr >FZ» D1
\
| \p 4
l,\\l/
1>A>Els Q@1

mit einer Liftung y von y. Man erhilt genau dann eine Liftung von ¢ nach ¥
(also eine Losung des Einbettungsproblems), wenn ein y existiert mit » € Ker y,
d. h. wenn w eine Folgerelation der in Ker y auftretenden und durch die
Kenntnis von y explizit bekannten Relationen ist.

Sei p == 2, k ein irregulirer p-adischer Zahlkorper iiber @, (also ist » = 2)
und K =k (i/;l', i/;z), wobel a,k*?, a,k*? eine wie im Zusatz bestimmte Basis
der Kummergruppe K*? n k*/k*? ist, und zwar so, daf im Fall (4) und (5)
a; = ¢ im Fall (3) { = a, - b, b € Ny, (K*) ist. Ferner sei o; € @ = Gal(K/k)

gegeben durch
oi(fa;) = Vo, 1=4j<2;

also ist es nach dem Zusatz moglich, eine Basis z,, 25, 2, ..., 2, von F zu
finden, derart, daB w die in Satz 1 angegebene Form besitzt und daB

1/)(:23;):0',', T = 1,2, 1/)(2,')=1, 7= 1,...,n
gilt.
Wir untersuchen im folgenden die zwei nicht-abelschen Gruppenerweite-
rungen ¥ von @ der Ordnung p3, siehe auch [5].

1. Sei

E, = (uv up; up = uf = [uy, %P = [uh (21, u2]] = [uzr (w1, u2]] = 1>

und ohne Einschrankung j(u;) = ¢;, v =1, 2.
Wir betrachten die nach Satz 1 méglichen Fille. Wie schon erwihnt, ist im
Fall (1) jedes Einbettungsproblem 16sbar. Im Fall (5) stellt

F—E
sz, 1=1,2

z>1, 1=1,..,n,
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eine Liftung von ¢ dar, fiir die w in Ker y enthalten ist; also ist dieses Ein-
bettungsproblem l6sbar.

In den Fillen (2), (3), (4) gilt wegen y(2;) = 1 fiir jede Liftung y: x(2;) € 4
und also y([z;, 2;1,]) = 1; da E, den Exponenten p besitzt, gilt ferner y(29)
= y(z]) = 1. Also ist in diesen Fillen das Einbettungsproblem genau dann
16sbar, wenn es eine Liftung y gibt mit [x;, z,] € Ker y. Wiire dies aber der
Fall, so wire E; eine abelsche Gruppe. Zusammenfassend gilt also:

Das Einbettungsproblem j: E; — @ ist genau dann lésbar, wenn die Kummer-
gruppe K*? n k*/k*P total isotrop ist.

2. Sei
Ey = (uy, up; uf = u;" = [uy, us] - 45 = 1)

und j(u;) = ofo}

. 0=Za,b,c,d=p—1,D=a-d—b-c+0 modp.
j(up) = 0105

Fiir jede Liftung y von y gilt, da x(z;) aus A4 ist und G trivial auf 4 operiert:
[zi,zin] € Kery, 2=3,5,....,n —1, [z;,z]cKery, 7=12,
2, a¥" € Ker y.

Die verschiedenen Liftungen y sind gegeben durch

He) = w0,

0 é e’f sp - 1,
2(@y) = wP - ugPrH, a
1(z) € 4, i=1,...,n.

Im Fall(1) ist jedes Einbettungsproblem 15sbar ; im Fall (5) ist das Einbettungs-
problem genau dann 16sbar, wenn es ein y gibt mit 2] € Ker y. Ist s = 2, so
existiert eine solche Liftung. Fiir s = 1 gilt

1) = w7

also ist das Einbettungsproblem genau dann 16sbar, wenn b = 0 ist. Im Fall
(2) existiert keine Lésung, denn, da E nicht abelsch ist, gibt es keine Liftung
z von y mit [x,, 2;] € Ker y. Die gleiche Argumentation gilt in den Fillen (3)
und (4) fiir s = 2. Sei in diesen Fillen also s = 1, dann ist

2@ - [y 7)) = uf P

fir alle Liftungen 4 von y. Somit ist das Einbettungsproblem genau fiir
Surjektionen § mit b = 1 lsbar. Zusammenfassend gilt: Das Einbettungs-
problem j: B, — G ist genau in den folgenden Fillen l16sbar:

K*? o k*/k*? ist total isotrop und uy S Ny pp(K*),
K*P n k*/k*? ist total isotrop und u; § Ny p(K*) sowie b = 0,
K*» n k*/k*® ist hyperbolisch und py & Ny K*) sowie b = 1.
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