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Ein Satz über die Werte von quadratischen Formen 
über Körpern 

M A N F R E D K N E B U S C H ( S a a r b r ü c k e n ) 



Z u einer quadratischen F o r m 

<li*i xd)= Z */ 

ü b e r einem K ö r p e r /C, bei der nicht alle Koeffizienten a{jeK N u l l seien, 
bezeichne D*(q) die Menge der von q dargestellten Elemente 4=0 von K 
und G(q) die von D*(q) erzeugte Untergruppe von K*. Diese G r u p p e 
verdient u.a. bei nichtausgeartetem q als B i l d der S p i n o r n o r m 0: 0(q)-> 
K*/K*2 ein gewisses Interesse. Sei L eine K ö r p e r e r w e i t e r u n g von K von 
endlichem G r a d . q®L bezeichne die aus q durch Basiserweiterung ü b e r 
L entstehende F o r m . 

W i t t ä u ß e r t e mi r g e g e n ü b e r im F r ü h j a h r 1968 die Vermutung , d a ß 
G(q®L) unter der N o r m a b b i l d u n g NL K:: L* -> K* in G(q) hinein abgebil
det w i rd , wenn q nicht ausgeartet ist. Das Z i e l dieser kleinen N o t e ist der 
Beweis der V e r m u t u n g in einer verschär f ten F o r m . Ist q ü b e r K isotrop, 
so ist D*(q)=K* und nichts zu zeigen. W i r setzen i m folgenden q stets 
als anisotrop voraus, d .h . </(x, x j = 0se i in K nur mit X j = ••• = x„ = 0 
lösbar . D o c h darf die zu q g e h ö r i g e Bi l inear form £ aij(xl; v ,+ x, y,) auch 

ausgeartet sein, was n a t ü r l i c h nur bei C h a r K = 2 v o r k o m m e n kann . 

Satz, q sei anisotrop, y. sei ein Element von L*. Wird a von q®L dar
gestellt oder ist q®L isotrop, so ist NLK(o>) Produkt von [ L : K ] Elementen 
aus D*(q). 

F ü r [ L : / C ] = 2 und C h a r K4= 2 findet sich dieser Satz bei Lo renz [ 1 ] , 
S. 54/55 mit Angabe einer explizi ten Produktdars te l lung von NLIK{ct\ 
die mit einer evidenten M o d i f i k a t i o n auch bei C h a r K = 2 r icht ig bleibt. 

W i r führen den Beweis durch Induk t ion nach n = [ L : K ] . D a b e i gehen 
wi r nach einer recht bekannten Me thode vor, die auf Lagrange z u r ü c k 
geht. Sie wurde in j ü n g e r e r Zeit insbesondere in der N o t e [3] von 
Springer benutzt und von W i t t in [4] sorgfä l t ig analysiert. 

F ü r jedes 1 bezeichne D*(q)r die M e n g e aller Produkte von r E le
menten aus D*(q). F ü r n= 1 ist nichts zu zeigen. Sei jetzt n>\. W i r be-



handeln z u n ä c h s t den F a l l , d a ß a in K liegt. Ist n gerade, so ist NLIK(x) 
ein Quadra t und somit s icherl ich in D*(q)n gelegen. Ist n ungerade, so 
m u ß nach dem Satz von Springer aus der schon zitierten N o t e [3] auch 
q®L anisotrop sein, also nach Vorausse tzung das Element a darstellen. 
( — (x)±q®L ist isotrop. N a c h demselben Satz von Springer ist ( - a ) l g 
ü b e r K isotrop, d .h . <xeD*(q). Daher liegt NL/K(oc) = an in D*(q)n. 

Sei jetzt der K ö r p e r E- = K(cc) von K und auch von L verschieden, 
also [ L : £ ] = r < n und [E:K]=s<n. Ist q®E isotrop, so ist nach In
dukt ionsvoraussetzung NE/K(oi)eD*(q)s, somit liegt die r-te Potenz 
NL/K(Z) v o n NE/KW m D*(q)n- Sei q®E anisotrop. Indem wi r die Induk
tionsvoraussetzung erst auf L / E , dann auf E/K anwenden, sehen wi r 
NLlE(z)eD*(q®E)r und dann NL/K(cc)eD*(q)n. 

A b jetzt k ö n n e n wi r K(y) = L annehmen. p(t)tK[t] bezeichne das 
(normierte) M i n i m a l p o l y n o m von a ü b e r K. W i r setzen z u n ä c h s t 
%eD*(q®L) voraus. (Dami t w ä r e n wi r für C h a r K = # 2 schon fertig.) 
D*(q®L) ist gegen Inversenbildung stabil . W i r haben somit in K(OL) eine 
G l e i c h u n g 

l ^ a - ^ g ^ a ) gd(cc)) 

mit P o l y n o m e n gi(t)eK[t~\ von G r a d e n \g(\^n-\. {Den G r a d eines 
Po lynoms bezeichnen wi r durch 11.} Das führt auf eine G l e i c h u n g 

l+p(t)h(t) = tq(gl(t\...,gd(t)) (1) 

in K [ f ] . Sei 

h(t) = cl\hx(t) (2) 
X 

die Zer legung von h(t) ü b e r K in endl ich viele normierte irreduzible 
hk(t) und konstantes ceK*. M i t m bezeichnen wi r das M a x i m u m der 
G r a d e |g, | . W e i l q anisotrop ist, hat die rechte Seite von (1) den genauen 
G r a d 2 ra+ 1. Wegen m^n— 1 ist also 

Y^\hk\ = 2m+\-n^n-\. (3) 

Vergle ich der Gl i ede r v o m G r a d 2m + 1 in (1) zeigt 

ceD*(q). (4) 

W i r setzen in (1) eine W u r z e l ß eines Po lynoms hx ein und erhalten ß + 
ß~leD*(q®K(ß)\ also ßeD*(q®K(ß)). N a c h (3) ist jedes \hk\<n und 
die Induktionsvoraussetzung ergibt 

(-\f^hk(<d)eD*{qf^. (5) 
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Jetzt setzen wi r in (1) t = 0 ein und erhalten 

cp(0)Y\hx(0)=-\. 
Ä 

N a c h (3) ist w + X IfcJ ungerade. Daher erhalten wi r für NL/K(OL) den A u s 
druck 

( - i r p ( 0 ) = c - i n ( - l ) , * A , M 0 ) - 1 . (6) 

(4), (5) und (6) zeigen, d a ß Nl/k(OL) in D*(q)r liegt mit r = l + £ | / i j = 
2 (m + 1) - n. W e i l w - r ^ 0 und gerade ist, liegt NLJK (a) a for t ior i in D * (4)". 

Sei sch l ieß l ich q®L isotrop. Anste l le von (1) haben wi r in K[t~\ jetzt 

e m e G l e i c h u n g p ( t ) h ( t ) = q ( g l ( t ) g - ( f ) ) ( V ) 

mit w : = M a x | g f | ^ n — 1 und h(t)^=0. Tei l t ein irreduzibles P o l y n o m 
alle g t , so m u ß sein Quadra t in h(t) aufgehen. W i r k ö n n e n also voraus
setzen, d a ß die g,(f) keinen nichtkonstanten gemeinsamen Tei ler haben. 
W i r betrachten wieder die Zer legung (2) von h und sehen wie zuvo r : 

XlAAl = 2 w - w g i i - 2 , (8) 
X 

ceD*(q). (9) 

Einsetzen einer W u r z e l ß eines hx liefert wie zuvor 

(-\f^hx(0)eD*(q)M, (10) 

und Einsetzen von t = 0 liefert 

cp(0)V\hx(0)=deD*(q). (11) 

N a c h (8) ist H + ]T | / J a | gerade, also 

( -1 )> (0 ) = de-1 n (~ M O ) " (12) 

A u s (9) —(12) folgt NL/K(a)eD*(q)r mit der gleichen Z a h l r = £ |ÄJ + 2 = 
2(w + wie i m vorigen Abschni t t . Es ist also erst recht 
NLIK(*)eD*(qr, q . c d . 

Be i nicht ausgeartetem g l äß t sich mit einer anderen elementaren 
M e t h o d e auch der entsprechende Satz für die G r u p p e N(q) der A h n l i c h -
kei tsnormen von q, d .h . der AEK* mit q^(X)®q, beweisen: 

NLlK(N(q®L))^N(q); 

s. [2 ] , S. 50. 
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