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Wenn Stie einen Druckfehler finden, bitte bedenken
Sie, daf} er beabsichtigt war. Unser Blatt bringt fur
jeden etwas, denn es gibt immer Leute, die nach Feh-
lern suchen.

(Aus einer finnischen Tageszeitung)

Die vorliegende Arbeit stellt eine Kurzfassung meiner Diplomarbeit aus dem Jahre 2001
dar, welche aus dem noch jungen Gebiet der Computeralgebra stammt.

Will man die iiblichen Anwendungen der linearen Algebra fiir Polynommatrizen effizi-
ent programmieren, so erweist sich dafiir das allgemein bekannte Gaufische Eliminations-
verfahren als schlechte Grundlage, um solche Matrizen auf Zeilenstufen- oder Diagonalform
zu bringen. Auf Erwin Bareiss und Gennadi Malashonok (u.a.) gehen wesentlich effizi-
entere Methoden zuriick, die das Wachstum der Koeffizienten begrenzt halten und die es
auBerdem ermoglichen, bestimmte Minoren zu berechnen. Diese Verfahren werden im fol-
genden griindlich ausgearbeitet und variiert; daneben finden sich im letzten Kapitel neue
Algorithmen, um alle maximalen bzw. sogar alle Minoren einer bestimmten Ordnung zu
berechnen.

In der vorliegenden Fassung liegt der Schwerpunkt darauf, die diesen Algorithmen zu-
grundeliegende Mathematik darzustellen, was in der Originalfassung noch durch zahlreiche
Beispiele veranschaulicht wird. Dariiberhinaus umfaft die urspriingliche Diplomarbeit den
vollstdndigen source code zu allen vorgestellten Algorithmen, nebst einem ausfiihrlichen
Manual und nebst einem Vergleich aller Verfahren anhand verschiedener Beispielklassen.
Wer daran interessiert ist, kann dies unter

www.uni-regensburg.de/Fakultaeten/nat_Fak I/Kreuzer/students.html

finden oder kann mich unter bkrammer@web.de kontaktieren.

Abschlieend mochte ich mich bei allen bedanken, die mich bei dieser Diplomarbeit
unterstiitzt haben. Besonderer Dank geht an Herrn Prof. Dr. Martin Kreuzer, den Betreuer
der Diplomarbeit, und an die Fakultat fiir Mathematik der Universitat Regensburg, die
diese Veroffentlichung ermoglicht hat.

Regensburg, im Mai 2002 Bettina Krammer



4 0 Einleitung

A graduate student at Trinity

Computed the square of infinity

But it gave him the fidgits

To put down the digits,

So he dropped math and took up divinity.
(Anonymous)

Wie der Titel “Algorithmische lineare Algebra fiir Polynommatrizen” bereits erahnen
1aBlt, beschaftigt man sich im folgenden mit Matrizen iiber Integritatsringen, wobei sich
das Hauptaugenmerk auf polynomiale Matrizen richtet. Es werden ohne Anspruch auf
Vollstandigkeit verschiedene Algorithmen vorgestellt und miteinander verglichen, um sol-
che Matrizen auf Zeilenstufen- oder Diagonalform zu bringen. Dies kann geschehen, indem
man ahnlich wie beim Gauflschen Eliminationsverfahren sukzessive Spalten ausraumt, aber
auch dadurch, dafl Zeilen oder sogar ganze Blockmatrizen auf einmal ausgeraumt werden.
Diese Verfahren miinden schliefflich in die tiblichen Anwendungen der linearen Algebra
(Losung linearer Gleichungssysteme etc.).

Die nétigen Grundkenntnisse aus der (linearen) Algebra werden vorausgesetzt, wobei
dem Leser zumindest bekannt sein sollte, was eine Determinante ist und wie man sie berech-
net (Laplacesche Entwicklung). Nachschlagen 148t sich dies beispielsweise unter [SchSt1],
[SchSt2], [SchSt3] oder [F]. Ausblicke in die Computeralgebra und in die numerische Ma-
thematik bieten [KR] oder [HH], jedoch sind keinerlei Computerkenntnisse erforderlich,
um die folgenden Ausfiihrungen zu verstehen.

Neben diesem kurzen Abrifl des Inhalts wird spater eine ausfiihrlichere Beschreibung
dessen folgen, was die vorliegende Arbeit nun eigentlich enthalt. Zunachst einmal soll die
naheliegende Frage beantwortet werden

0.1 Was ist ein Algorithmus?

Das Wort Algorithmus (wie auch die Bezeichnung Algebra) leitet sich vom Namen des per-
sischen Mathematikers Abu Jafar Mohammed tbn Musa al-Khowarizmi ab, der im 9. Jahr-
hundert wirkte und eine Aufgabensammlung fiir Erbteilungen verfafite. Als klassisches
Beispiel eines Algorithmus 148t sich der euklidische Algorithmus aus dem Jahre 325 v. Chr.
nennen, mit dem der grofite gemeinsame Teiler zweier natiirlicher Zahlen bestimmt werden

kann.
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Unter einem Algorithmus wird eine Vorschrift verstanden, die aus einer Menge eindeu-
tiger Regeln besteht. Diese spezifizieren eine endliche Aufeinanderfolge von Operationen,
so daf} deren Ausfithrung die Losung eines Problems aus einer speziellen Problemklasse lie-
fert. Als Operationen sind dabei nicht nur die arithmetischen Grundoperationen “+, —, -, :”
u.a., sondern im weiteren Sinne auch ganze Teilalgorithmen wie das Trigonalisieren oder
Diagonalisieren von Matrizen zulassig.

Charakterisch fiir den Aufbau eines Algorithmus ist die Eingabe (der Input), die nétig
ist fiir die anschlieBende Ausfiihrung der Rechenvorschrift (der Prozedur), um schlieflich
die Ausgabe (den Output) zu erhalten. Dabei muf} jeder Schritt der Rechenvorschrift exakt
und eindeutig festgelegt sein (Definitheit), die Anzahl der Schritte mufl auBlerdem end-
lich sein (Finitheit). Abgesehen davon soll der Algorithmus auf eine ganze Problemklasse
anwendbar sein, deren Losung im einzelnen nur eine Anderung der Eingabe erfordert (All-
gemeingiltigkeit).

Es gibt verschiedene Formen, einen Algorithmus zu beschreiben, beispielsweise durch
ein Flufiddiagramm. In der Originalarbeit liegen die Algorithmen zum einen als CoCbA-
Funktionen vor, also als Computerprogramme, die die strengste Formulierung eines Algo-
rithmus darstellen. Zum anderen wird eine freie Form der Darstellung gewahlt, indem die
Algorithmen als mathematische Satze mit Beweis prasentiert werden. Den besten Beweis
fiir die Korrektheit der Algorithmen bietet dabei natiirlich die Tatsache, daf3 die entspre-
chenden Programme allesamt fehlerfrei funktionieren.

0.2 Was versteht man unter der Komplexitit eines Algorithmus?

Oftmals gibt es zur Losung derselben Aufgabe verschiedene Algorithmen. Um objektiv die
Effizienz eines Algorithmus im Vergleich zu anderen Algorithmen abschatzen zu konnen,
definiert man daher die Komplezritat eines Algorithmus als die Abbildung N — N, die
jeder Anzahl n € N von Eingabedaten die Anzahl der Grundoperationen (Additionen,
Multiplikationen, Divisionen) beim Ablauf des Algorithmus zuordnet.

Bei der Ermittlung dieser Anzahl geht man stets vom schlimmstmoglichen Szenario
(worst case) aus, wobei in der Regel die Anzahl der Additionen im Gegensatz zu den
Multiplikationen oder Divisionen vernachlassigbar ist, da dafiir nur verhaltnismaflig wenig
Rechenzeit aufgewandt werden mufl. Fiir grofle n begniigt man sich statt der exakten
Anzahl der Operationen i.a. mit einem etwas handlicheren Naherungswert, der oft auch
mit dem Landau-Symbol O notiert wird.

Mit der so definierten Komplexitat steht nun zwar ein Kriterium zur Verfiigung, an-
hand dessen man unabhéngig von der Implementierung oder vom Rechner Algorithmen
miteinander vergleichen kann, dennoch lafit sich daraus nicht unbedingt schlieflen, welches
Verfahren in der Praxis tatsachlich am besten taugt. Ein weiterer Aspekt ist der, dafl
bei der Komplexitat die Codierungslange der Eingabedaten in keiner Weise berticksichtigt
wird. Im Hinblick auf die Rechenzeit macht es aber sehr wohl einen Unterschied, ob etwa
zwei Polynome kleinen Grades mit kleinen Koeffizienten oder zwei Polynome sehr groflen
Grades miteinander multipliziert werden miissen.

0.3 Ein Blick in die Geschichte

Die Problemstellung, lineare Gleichungssysteme zu losen oder Matrizen auf Zeilenstufen-
oder Diagonalform zu bringen, ist keineswegs neu, sondern vielmehr noch immer fiir viele
Anwendungen aktuell. So hat Carl Friedrich Gauf (1777-1855) schon 1810 im Zusammen-
hang mit Berechnungen in der Astronomie sein Eliminationsverfahren entwickelt, welches
auch heute noch zu den Standardverfahren der linearen Algebra zahlt. Im Jahre 1866 folgt
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Charles Lutwidge Dodgson alias Lewis Carroll (1832-1898) mit einem Losungsverfahren,
das in dieser Arbeit aber nicht vorgestellt wird. Seit 1968 sind Mehr-Schritt- Verfahren
bekannt, die auf Erwin Bareiss zuriickgehen und die das Gaufische Eliminationsverfahren
als Spezialfall umfassen, demgegeniiber jedoch eine erhebliche Verbesserung darstellen,
was die Komplexitat und auch das Wachstum der Koeffizienten betrifft. In den neunziger
Jahren kommen schliellich diverse Vorschlage zur Diagonalisierung von Gennadi Mala-
shonok hinzu. Daneben gibt es sicherlich eine Vielzahl von Autoren, die sich mit dieser
Problematik beschaftigen.

Parallel dazu wird mit der Entwicklung von Rechenautomaten eine Idee verfolgt, die
weiter zuriickreicht, als man gemeinhin denkt. FKine analytical engine, die im Prinzip
alle Konstruktionselemente eines modernen Computers enthalt, wurde bereits ab 1833 von
Charles Babbage (1791-1871) entworfen. Die befreundete Ada Byron Lovelace (1815-1852)
kann wohl als erste Programmiererin der Weltgeschichte gelten; mit ihren notes lieen sich
beispielsweise Bernoullische Zahlen berechnen. Beide waren ihrer Zeit (zu) weit voraus
und konnten ihre Vorstellungen niemals vollstandig verwirklicht sehen.

Erst Ende des 19. Jahrhunderts kommt der Stein ins Rollen, als Hermann Hollerith
(1860-1929) mit den ersten Lochkarten-Maschinen den Grundstein zum spéteren Weltkon-
zern IBM legt. Unabhangig voneinander entstehen schliefflich in den 30’er und 40’er Jahren
in Deutschland, England und in den USA die ersten leistungsfahigen Rechenmaschinen.

Auch wenn heute scheinbar die technischen Moglichkeiten bereit stehen, um in Se-
kundenschnelle oder sogar in einem Bruchteil von Sekunden eine Vielzahl komplizierter
Rechenoperationen durchzufiihren, so lohnt es sich dennoch, “giinstige” Verfahren zur Tri-
gonalisierung bzw. Diagonalisierung zu finden, die mit einer moglichst geringen Anzahl
von Rechenoperationen auskommen und die das Wachstum der Koeffizienten begrenzt
halten. Dadurch 148t sich, verglichen mit einem eher ungiinstigen Verfahren wie etwa dem
Gauflschen Eliminationsverfahren, die Rechenzeit drastisch verkiirzen bzw. lassen sich in
vielen Fallen Ergebnisse erhalten, die ein schwacheres Verfahren gar nicht erst schafft.

0.4 Was ist CoCoA?

Viele Menschen glauben, diese Maschine hatte thre Ergebnisse in Zahlen-
form abzuliefern, und dementsprechend maisse thre Arbeitsweise arith-
metisch und numerisch sein statt algebraisch und analytisch. Das ist ein
Irrtum. Die Maschine kann numerische Groflen genau so anordnen und
kombinieren, als waren es Buchstaben oder andere, allgemeine Symbole;
i der Tat konnte sie thre Ergebnisse in algebraischer Form ausgeben,
wenn geeignete Vorkehrungen getroffen wirden.

(Ada Lovelace iiber die analytical engine von Charles Babbage)

Das Akronym CoCoA (“Computations in Commutative Algebra”) bezeichnet ein Compu-
teralgebra-System, welches kostenlos unter der Adresse

http://cocoa.dima.unige.it
erhaltlich ist. Alle in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen sind in der Programmier-
sprache CoCoAL (CoCoALanguage) geschrieben und lassen sich unter der derzeit aktuellen

Version (0CoA-4.1 ausfiithren. Der vollstandige source code nebst Manual findet sich unter

www.uni-regensburg.de/Fakultaeten/nat_Fak I/Kreuzer/students.html.
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Das Manual bietet eine ausfiihrliche Dokumentation zu diesen selbstgeschriebenen CoCbA-
Funktionen, wobei stets an konkreten Beispielen die Handhabung dieser Funktionen gezeigt
wird.

0.5 Was enthalt diese Arbeit?

In den ersten drei Kapiteln stellt diese Arbeit verschiedene Verfahren vor, um eine n x m-
Matrix A iiber einem Integritatsring R zu trigonalisieren bzw. zu diagonalisieren, wo-
bei mittels elementarer Zeilenumformungen die Zeilenstufenspalten j; ausgeraumt werden
(k = 1,...,rang A). Die zentrale Idee besteht darin, daf die Koeffizienten a;; in den
“trigonalisierten” bzw. “diagonalisierten” Zeilen ersetzt werden durch Determinanten der
Form ot = [1...& i][j1 ... jk j](A) bzw. 6 = [1...K][j1 ... 7 j...ju)(A), die durch die
Zeilen- und Spaltenauswahl von A definiert sind. Mit geeigneten Formeln, die im Laufe der
Arbeit noch zu finden sein werden, lassen sich solche Determinanten rekursiv berechnen.

Es leuchtet auf Anhieb nicht unbedingt ein, warum diese Determinanten elementa-
ren Zeilenumformungen gleichkommen. Ebenso erscheint es unglaublich, daf§ die mickrige
Notation a%“) bzw. 5%“) schon die gesamte Information dariiber enthalten soll, wie man
mittels elementarer Zeilenumformungen in der Zeile ¢ die Zeilenstufenspalten ji,..., jg
bzw. 71 .. ;Z ... Jr ausraumt, also die Information dariiber, die Wievielfachen welcher Zei-
len man zum Wievielfachen der alten i-ten Zeile addieren muf}, um die neue i-te Zeile zu
erhalten. Entwickelt man die genannten Determinanten aber nach der Spalte j, so bezeich-
nen die zugehorigen Kofaktoren die benotigten Vielfachen der beteiligten Zeilen 1,... k, 1
bzw. 1,...,k. Fiihrt man dies fiir alle Spalten 7 = 1,...,m durch, dann ist dadurch
eine elementare Zeilenumformung gegeben, mit deren Hilfe diejenigen Spalten ausgerdumt
werden, die bei der Spaltenauswahl doppelt auftreten.

Als Nebeneffekt dieser Vorgehensweise sind die Verfahren pradestiniert zur Ermitt-
lung gewisser oder sogar samtlicher Minoren einer beliebigen Ordnung. Abgesehen davon
lassen sich damit die iblichen Probleme der linearen Algebra bewaltigen, wie etwa die
Bestimmung des Rangs, der Determinanten und Inversen oder der Losungen linearer Glei-
chungssysteme.

Anhand einiger Beispielklassen kann man schlieflich die verschiedenen Verfahren mit-
einander vergleichen. Selbstverstandlich 1at sich aber mit den gewahlten Beispielen der
Vergleich nicht vollstandig ausschopfen.

Weiter unten ist genauer aufgeschliisselt, was die sechs Kapitel jeweils enthalten. Die
einzelnen Abschnitte dieser Kapitel sind im allgemeinen so aufgebaut, dafl ein Lemma vor-
bereitend auf den als mathematischen Satz formulierten Algorithmus hinfiihrt, wobei stets
alle Beweise vollstandig angegeben sind. Wahrend zu den theoretischen I"Jberlegungen in
der Regel der idealisierte Fall einer n x m-Matrix betrachtet wird, fiir die n < m gilt, deren
Rang maximal ist und die ohne Zeilentausch auskommt, gelten die Algorithmen dann fiir
den allgemeinstmoglichen Fall. Dabei lassen sich die vorher getroffenen Einschrankungen
meist sehr einfach auflésen. Auf die Algorithmen folgen dann Bemerkungen zu ihrer Kom-
plexitat und zu ihrer Implementierung. In der Originalarbeit wird dariiberhinaus zu jedem
Algorithmus ein Beispiel vorgerechnet, welches fiir alle Algorithmen gleich ist und sich wie
ein roter Faden durch die Arbeit zieht.

Was den zugrunde liegenden Integritatsring R betrifft, so kann dieser beliebig gewahlt
werden. Im Rahmen von CoCoA bieten sich dafiir beispielsweise die Ringe Z und Q oder ein
endlicher Korper F,, mit einer Primzahl p € Ny an. In Frage kommen ferner Polynomringe
in einer oder mehreren Unbestimmten iiber einem Integritatsring oder auch die zugehorigen
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rationalen Funktionenkorper. Natirlich sind auch sonstige Integritatsringe zulassig, etwa
bestimmte Restklassenringe.

Interessant sind aber letztlich nur die Fille R = Z, Z[z1,...,z,], Fplzi,...,z,] mit
einem r € N, , denn die Trigonalisierung bzw. Diagonalisierung wird mit bruchfreien Ver-
fahren vorgenommen, d.h. bei den verwendeten Rekursionsformeln kommt eine bruchfreie
Division vor. Da die auftretenden Divisoren nicht notwendig Einheiten in R sind, fiihrt
man die bruchfreien Divisionen zwar genaugenommen im zugehorigen Quotientenkorper
durch, jedoch liegt das Ergebnis wiederum in R.

Matrizen tiber den Ringen R = Q, Q[z1,...,z,], Q(x1,...,x,) lassen sich sehr einfach
auf die genannten Falle zuriickfithren, indem man sie ggf. mit dem Hauptnenner multipli-
ziert. Fiir den Fall R = T, 1a8t sich genausogut das Gaufische Verfahren (ohne Division)
hernehmen, denn in diesem Fall wird das Wachstum der Koeffizienten automatisch durch
die Arithmetik des endlichen Korpers beschrankt.

0.6 Was hat Kapitel I (Bareiss-Verfahren) zu bieten?

Wie das Gaufische Eliminationsverfahren beruhen auch die Bareiss-Mehrschritt- Verfahren
darauf, dafl man sukzessive von links nach rechts eine oder sogar mehrere Spalten auf ein-
mal unterhalb (bzw. unter- und oberhalb) der Diagonalen ausrdumt, vgl. [B]. Allgemeiner
als von Bareiss beschrieben, lassen sich diese Verfahren fiir vollig beliebige Matrizen (iiber
einem Integrititsring) durchfiihren. Die Bareiss-Verfahren enthalten das Gauf-Verfahren
als Spezialfall, wenn man bei ihrer Durchfiihrung auf die Division verzichtet. Sie stellen
demgegeniiber jedoch aus mehreren Griinden eine entscheidende Verbesserung dar:

a) Das Wachstum der Koeffizienten wird beschrinkt, indem eine bruchfreie Division
durchgefithrt wird.

b) Die rekursiv ermittelten Koeffizienten sind die Determinanten agf) bzw. 68.6). Damit
eroffnen sich weitere Anwendungsmoglichkeiten der Verfahren.

c) Die Komplexitéit des Bareiss-Mehr-Schritt-Verfahrens ist verglichen mit dem Gau8-
Verfahren besser.
Fiir den Fall n = 6 zeigt eine grobe schematische Darstellung, in welcher Reihenfolge die

Spalten ausgeraumt werden, um eine Matrix mit dem 1-Schritt-Verfahren auf Zeilenstu-
fenform zu bringen:

1234?

Mit einem Mehr-Schritt-Verfahren werden entsprechend mehrere Spalten auf einmal elimi-
niert. Diese Vorgehensweise entspricht der Konstruktion der Matrizenfolge (B(”’)) E—0...n—1
mit

Dimhtt.m

j=1l...m

(aij

In einer solchen Matrix B*) sind die ersten k Zeilenstufenspalten unter der Diagonalen
ausgeraumt, so daB man von der Ausgangsmatrix A = B(©) schrittweise zur Zeilenstufen-
matrix B("~1) = (ag;_l)) gelangt.
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Entsprechend erfolgt die Diagonalisierung in der unten angegebenen Reihenfolge:

*x 12 13 |4 | 5] 6 *
ES ES
* *

* ES

* ES

112 13 lalsl” i

Hierbei symbolisiert * die verbleibenden Koeffizienten. Bei den Mehr-Schritt-Verfahren
werden jeweils mehrere Spalten auf einmal ausgeraumt. Die zugehorige Matrizenfolge
(D¥));_g..n ist gegeben durch

In der obigen Matrix D) sind die ersten k Zeilenstufenspalten unter- und oberhalb
der Diagonalen ausgeriumt, von der Ausgangsmatrix A = D bis hin zur Diagonal-

matrix D™ = (61(;1))
Die Formeln, mit denen sich die Matrizen B*) und D*) bzw. die betreffenden Deter-

minanten al(.;“) und 5%73) rekursiv berechnen lassen, ergeben sich als unmittelbare Folgerung
aus der Sylvesteridentitat. Sie bilden das Kernstiick der entsprechenden Algorithmen.

0.7 Was findet sich in Kapitel IT (Malashonok-Verfahren)?

In diesem Kapitel werden weitere Methoden vorgestellt, um eine Matrix A zu diagonali-
sieren, namlich das Forward-Backup-Verfahren, das Malashonok-1-Schritt- Verfahren und
zuguterletzt das Dichotomie- Verfahren. Hartgesottene Leser, die vor einer schwer verstand-
lichen Darstellung und unvollstandigen Beweisen nicht zuriickscheuen, konnen dies bei
[Mall] und [Mal2] nachlesen. Allgemeiner als von Malashonok dargestellt, lassen sich da-
bei die beiden erstgenannten Algorithmen wieder fiir beliebige Matrizen durchfithren. ITm
Gegensatz zu den Bareiss-Verfahren wird die Ausraumung nun nicht nur spalten-, sondern
auch zeilen- oder blockmatrizenweise vorgenommen. Zum Teil treten dabei neue Rekur-
sionsformeln auf, die unter anderem auf der Multiplikation von Blockmatrizen basieren.
Mit einer guten Matrizenmultiplikation kann somit die Komplexitat der Diagonalisierung
noch weiter verbessert werden.

Als erstes wird das Forward-Backup-Verfahren prasentiert, das sich in zwei Schritte
aufspaltet. Der erste Schritt besteht darin, die gegebene Matrix A mit einem der bereits
bekannten Bareiss-Verfahren zu trigonalisieren (forward). Besser als das von Malasho-
nok propagierte 1-Schritt-Verfahren ist dazu das 2-Schritt-Verfahren (ein Mehr-Schritt-
Verfahren) geeignet. Im zweiten Schritt werden dann von unten nach oben die Zeilen



10 0 Einleitung

ausgerdaumt (backup). Ein einfaches Schema zeigt die Reihenfolge der Ausrdumung:

* 10 *
* 9 *
* 8 *

* 7 *

x| 6 *

11 2 3 4 o 1 x *

Hierbei symbolisiert * die verbleibenden Koeffizienten. Der Forward-Prozedur entspricht
die Konstruktion der bereits bekannten Matrizenfolge (B(k)) k=0.. .n—1 Mit

-1y
Fk) — (f(k)) imtm 1= <(aij )3‘;1'.'.'.m ) :

in denen fir k¥ < n — 1 die oberen k£ Zeilen noch nicht diagonalisiert sind. Diese Folge
fiihrt von der Zeilenstufenmatrix B("~1) = F(?) = p(n=1) — (al(.;._l)) zur Diagonalmatrix

FO) = (527)), indem sukzessive von unten nach oben die Zeilen ausgeraumt werden.

Mit dem Malashonok-1-Schritt- Verfahren werden, ausgehend vom ersten Zeilenstufen-
koeffizienten a;;,, abwechselnd die darunterliegende Zeile und in den oberen Zeilen die
danebenstehende Zeilenstufenspalte ausgeraumt. Damit erhalt man also links oben eine
diagonalisierte Blockmatrix, die sukzessive um die nachste Zeile und die nachste Zeilenstu-
fenspalte erweitert wird, bis ganz A diagonalisiert ist. Ein grobes Schema zeigt, in welcher
Reihenfolge die Zeilen bzw. Spalten ausgeraumt werden:

x| 2 4 6 8| 10 *
1] % *
3 * *
) * *
7 * *
9 * *

Die zugehorige Matrizenfolge (G*));_o..,, ist definiert durch

(05 )iz1..x

.n
7’-7 :1...m

(aij)i‘=k+1...n

j=1l...m
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Sie fiihrt von der Ausgangsmatrix A = G(9) zur Diagonalmatrix G = (57%”))

Zuletzt wird das komplizierteste Verfahren zur Diagonalisierung vorgestellt, namlich
das Dichotomie-Verfahren, welches als Spezialfalle die Forward-Backup- und Malashonok-
1-Schritt-Verfahren umfafit. Grob gesagt, beruht das Dichotomie-Verfahren zur Diagona-
lisierung darauf, die Matrix A in einen oberen und einen unteren Teil zu partitionieren
und das Verfahren rekursiv auf die kleineren Teilmatrizen anzuwenden (Divide et Impera-
Methode). Dabei kann die Partitionierung eine beliebige Zweiteilung sein oder speziell die
Halbierung. In diesem Falle zeigt das folgende Schema die Reihenfolge der Ausrdumung,
wobei nun sogar ganze Blockmatrizen auf einmal eliminiert werden:

* 2 6 14 *
1 * *
* 5 *

3 4 * *
* 9 13 *

8 * *

* 12 *

7 10 11 | % *

Dabei symbolisiert * die verbleibenden Koffizienten. Wie bei allen vorangegangen Ver-
fahren lafit sich auch hier die zugehorige Matrizenfolge exakt angeben, jedoch ist diese
sehr kompliziert. Bei jedem Zwischenschritt bestehen die Matrizen aber wie iiblich aus

Determinanten der Form al(.;“) oder 5§f).

0.8 Was hilt Kapitel ITI (Sasaki-Murao-Verfahren) bereit?

In diesem Kapitel werden die Verfahren aus den beiden vorangegangenen Kapiteln mit
einer speziellen, von Sasaki und Murao 1982 beschriebenen Multiplikation ® modifiziert,
vgl. [SM]. Soll eine gegebene n x m-Matrix A trigonalisiert bzw. diagonalisiert werden, so
werden zunachst die Diagonalkoeffizienten durch unabhangige Variablen X, ..., X, substi-
tuiert. Dann wird bei jeder Rekursion statt der Division in R eine spezielle Multiplikation ®
im Erweiterungsring R[X1, ..., X,| verwendet. Bei dem damit erzielten Endergebnis wird
schlieBlich die Riicksubstitution durchgefiihrt.

Der Vorteil dieser Multiplikation ® besteht darin, bei den rekursiv ermittelten Koef-
fizienten nur solche Terme zu berechnen, die auch tatsachlich zum Endergebnis beitragen.
Anders ausgedriickt, statt am Produkt f-g zweier Polynome die Division mit Rest durch-
zufiihren und damit den Quotienten ¢ sowie den Rest r zu erhalten, kann man mittels ®
den Quotienten g ermitteln, ohne daffl man das Produkt f - ¢ und den Rest r berechnet.

Allgemeiner als von Sasaki und Murao dargestellt, 1afit sich nicht nur das Bareiss-
1-Schritt-Verfahren zur Trigonalisierung, sondern dariiberhinaus lassen sich auch andere
Algorithmen aus den Kapiteln I und II modifizieren. Allerdings sind die modifizierten
Verfahren nicht fiir ganzlich beliebige Matrizen anwendbar, sondern nur fiir bestimmte
Matrizen.
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0.9 Was steckt in Kapitel IV (Vergleich der Verfahren)?

Theoretisch lassen sich die Verfahren aus den ersten drei Kapiteln anhand ihrer Kom-
plexitaten vergleichen. Nicht immer ist aber ein nach theoretischen Erkenntnissen gutes
Verfahren gleichermaflen zur praktischen Durchfiihrung geeignet. In diesem Kapitel wird
daher anhand verschiedener Beispielklassen (generische Matrizen, Hankelmatrizen, Zufalls-
matrizen etc.) untersucht, wie gut die bekannten Algorithmen in der Praxis abschneiden,
d.h. wenn man sie in CoCoA implementiert.

Zu diesem Zweck variiert man nicht nur die Art und Grofle der Matrizen, sondern
auch die zugrundeliegenden Integritatsringe. Dabei konzentriert man sich auf polynomiale
Matrizen, wobei als Koeffizientenringe Z und Z/(32003) gewahlt werden. Diese Beispiele
sind in der Originalarbeit relativ ausfithrlich dargestellt, da man als Leser natiirlich nicht
jedes Beispiel am Computer nachvollzieht und da man sich auflerdem meist nicht bewuf}t
ist, daf} die Umformung harmlos aussehender Matrizen in der Regel sehr unschone Folgen
hat. Betrachtet man beispielsweise generische Matrizen, so konnen beim FEndergebnis
Polynome auftreten, die aus Hunderten oder Tausenden von Monomen bestehen. In der
vorliegenden Kurzfassung wird nur kurz auf diesen Vergleich der Verfahren eingegangen.

Im wesentlichen 1afit sich bei den Testreihen die durch die Komplexitat vorgege-
bene Ordnung der Algorithmen bestatigen, d.h. unter den Trigonalisierungsalgorithmen
ist das Bareiss-2-Schritt-Verfahren mit zweimaliger Division empfehlenswert und unter be-
stimmten Voraussetzungen seine modifizierte Variante. Bei der Diagonalisierung sticht
das Forward-Backup-Verfahren hervor, bei dem die Trigonalisierung mit dem eben ge-
nannten Bareiss-2-Schritt-Verfahren erledigt wird. Oft ist es dabei vorteilhaft, nicht nur
die Forward-Prozedur, sondern auch die Backup-Prozedur zu modifizieren. Giinstig kann
auch ein Dichotomie-Verfahren sein, wofiir eine Matrix jedoch bestimmte Voraussetzungen
erfiilllen mu8.

0.10 Welche Anwendungen werden in Kapitel V aufgezeigt?

Mit Hilfe der Trigonalisierungs- und Diagonalisierungsverfahren aus den ersten drei Ka-
piteln lassen sich nun der Rang, die Determinante, Adjunkte und Inverse einer Matrix
bestimmen. Eine weitere wichtige Anwendung aus der linearen Algebra stellt die Losung
homogener und inhomogener linearer Gleichungssysteme dar. Was die Losung spezieller
linearer Gleichungssysteme Ax = b mit einer quadratischen, invertierbaren n x n-Matrix A
betrifft, so enthélt die zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A | b) Aquivalente Diagonalma-

trix (61(;1)) nichts anderes als die (n + 1) Determinanten, die man gemafl der Cramerschen
Regel berechnen muf3.

Diese Standardanwendungen aus der linearen Algebra sind in der urspriinglichen Di-
plomarbeit ausfiithrlich dargestellt, in dieser Kurzfassung werden sie iibersprungen.

0.11 Welche weiteren Anwendungen folgen in Kapitel VI?

Uber die iiblichen Problemstellungen der linearen Algebra hinaus 148t sich die Frage stellen,
wie man moglichst giinstig alle maximalen Minoren einer Matrix A oder sogar alle Minoren
einer beliebigen Ordnung berechnen kann. Da deren Anzahl recht betrachtlich sein kann,
sollte man unnotige Berechnungen tunlichst vermeiden. Andererseits kann es aber auch
problematisch werden, wenn man allzuviele Zwischenergebnisse speichern will.

Was nun die maximalen Minoren anbelangt, so kennt man aus den ersten drei Kapi-

teln bereits diverse Verfahren, um Matrizenfolgen mit Eintragen der Form al(.;“) und 5%73)
zu erzeugen. Diese Koeffizienten sind bis aufs Vorzeichen Minoren der Ordnung £k + 1
bzw. der Ordnung k und stellen somit niitzliche Zwischenschritte auf dem Weg dahin dar,
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alle maximalen Minoren zu berechnen. Jedes dieser besagten Verfahren schenkt einem

dabei gewisse Rekursionsformeln, mit deren Hilfe sich solche Determinanten al(.;“) und 5%73)
ermitteln lassen.

Da sich das Forward-Backup-Verfahren beim Vergleich aller Verfahren als gut erwiesen
hat, soll es als Grundlage der Minorenberechnung dienen. Fiihrt man diesen Algorithmus
bzw. die Forward- und die Backup-Prozedur getrennt voneinander oft genug an geeigneten
Matrizen durch, so kann man damit alle maximalen Minoren gewinnen. Anhand der dabei
erzeugten Zeilenstufenmatrizen lassen sich nebenbei auch verschwindende Minoren enttar-
nen. Alternativ dazu reicht es aber auch, nur bestimmte maximale Minoren ermitteln, aus
denen sich dann mittels linearer Relationen alle iibrigen gewinnen lassen.

Um alle Minoren einer beliebigen Ordnung zu berechnen, kann man fiir jede mogliche
Zeilenauswahl alle maximalen Minoren in diesen Zeilen bestimmen. Dabei nimmt man
jedoch Doppelberechnungen von Zwischenergebnissen in Kauf, wenn eine Zeilenauswahl
sich mit einer anderen liberschneidet. Alternativ geniigt es auch hier wieder, nur bestimmte
Minoren zu berechnen und daraus dann iiber geeignete Relationen die restlichen.

Zu beachten ist bei der Verwendung des Forward-Backup-Verfahrens unter anderem,
dafl die damit hergestellten Diagonalmatrizen die maximalen Minoren nur bis aufs Vorzei-
chen enthalten. Daneben gilt es noch eine Vielzahl weiterer technischer Probleme zu losen,
wenn man dieses Verfahren tatsachlich zur Minorenberechnung einsetzt.

0.12 Eine Bemerkung zu den Notationen

Befaf3t man sich mit Matrizen, dann liegt es in der Natur der Sache, daf3 die Indizes sich
haufen und die Lesbarkeit einer Arbeit nicht eben erhéhen. Aus diesem Grunde ist die
vorliegende Arbeit reichhaltig illustriert, indem explizit Schemata, Matrizen und in der
Originalfassung Beispiele dargestellt sind. Ein weiteres Argernis ist die Tatsache, daB
verschiedene Autoren sich selten auf eine gemeinsame Notation einigen, oder was noch
schlimmer ist, dieselbe Schreibweise mit unterschiedlichen Bedeutungen belegen, so auch
bei den Literaturquellen zu dieser Diplomarbeit.

Im Gegensatz zu den zugrunde liegenden Publikationen sind die Notationen in dieser
Arbeit so gewahlt, dafl ihre Anzahl auf das notwendige Mindestmafl reduziert ist, dafl
sich aber trotzdem alle vorgestellten Rekursionsverfahren gleichermafien damit beschreiben

lassen. Dafiir reichen namlich die beiden Determinantentypen agf) und 5%73) aus, die in ihrer
Definition allgemeiner gefafit sind als bei [B] oder [Mall], [Mal2].

Anders als in diesen Veroffentlichungen wird in der vorliegenden Arbeit einerseits
der Zusammenhang zwischen solchen Determinanten und den entsprechenden elementaren
Zeilenumformungen transparent gemacht. Andererseits wird aber auch klar unterschieden
zwischen diesen Determinanten und den Matrizenfolgen, in denen sie als Koeffizienten auf-
treten. Gleichzeitig soll mit der exakten Angabe solcher Matrizenfolgen zu jedem Zeitpunkt

eines Rekursionsverfahrens offenliegen, was man da nun eigentlich berechnet hat.

®
als auch einen Koeffizienten aus der zu A Aquivalenten Matrix A®), in der die ersten k
Spalten ausgeraumt sind. Mit solcherlei Doppelbezeichnungen begibt man sich generell auf
diinnes Eis. Bei der Trigonalisierung mag dies noch angehen, spatestens bei der Diagona-
lisierung wird es briichig. Beim Versuch, mit dieser Doppelnotation auch die Malashonok-
Verfahren in den Griff zu bekommen, wird man, bildlich gesprochen, im kalten Wasser

landen (siehe 0.6 und 0.7).

Bei Bareiss bezeichnet agf) beispielsweise sowohl eine Determinante vom Typ «
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Lieber eine einzige Ursache verstehen
als Konig von Persien sein.

(Demokrit)

In diesem und allen noch folgenden Kapiteln bezeichne R stets einen Integritatsring und

A= (aij)i;ll...n eine n X m-Matrix iiber R mit n,m € N.. Fir den Ring der n x m-
j=1l...m

Matrizen tiber R verwendet man die Notation Mat,, «,, (R); gilt dabei n = m, so schreibt

man auch kurz Mat,,(R).

Im ersten Kapitel lernt man verschiedene Verfahren kennen, um eine beliebige n x m-
Matrix A iiber einem Integritatsring R zu trigonalisieren bzw. zu diagonalisieren. Diese
Verfahren laufen ahnlich wie das allgemein bekannte GaufSsche Eliminationsverfahren ab
und schlieflen dieses als Spezialfall ein, vgl. [B].

Wie das Gaufische Eliminationsverfahren beruhen auch die Bareiss-Mehrschritt-Ver-
fahren darauf, dal man sukzessive von links nach rechts eine oder sogar mehrere Spalten
auf einmal unterhalb (bzw. unter- und oberhalb) der Diagonalen ausrdumt, und zwar
wie iiblich auf der Grundlage elementarer Zeilenumformungen. Diese Bareiss-Verfahren
stellen gegeniiber dem Gauf-Verfahren jedoch aus mehreren Griinden eine entscheidende
Verbesserung dar:

a) Zum einen wird bei den Bareiss-Verfahren das Wachstum der Koeffizienten beschrankt,
indem bei jeder Rekursion eine bruchfreie Division durchgefiihrt wird, wobei der Di-
vidend, der Divisor und vor allem der Quotient jeweils in R liegen, ohne daf} der
Divisor unbedingt eine Einheit in R sein mufl. Genaugenommen betrachtet man R
bei der Durchfithrung solcher bruchfreier Divisionen also als Teilring des zugehorigen
Quotientenkorpers.

b) Dariiberhinaus wird sich zeigen, dafi die rekursiv ermittelten Koeffizienten gewisse
Determinanten sind, die sich aus bestimmten Zeilen und Spalten der Matrix A erge-
ben, die auf Zeilenstufen- bzw. Diagonalform gebracht werden soll. Aus diesem Grund
lassen sich die Bareiss-Verfahren beispielweise auch einsetzen zur Minoren- oder De-
terminantenberechnung etc. Zu den Anwendungen siehe Kapitel V und VI.

¢) Zum anderen lassen sich Berechnungen einsparen, wenn man mehrere Spalten auf
einmal ausraumt; die Komplexitat des Bareiss-Mehr-Schritt-Verfahrens stellt also ge-
geniiber dem Gauf3-Verfahren einen Fortschritt dar.
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Vollig unklar erscheint dabei zunachst noch, wie man ganz allgemein bei jedem Rekur-
sionsschritt geeignete Divisoren finden kann und wie die Rekursionsformeln zur Ermitt-
lung der Koeffizienten beschaffen sind. Dies wird Gegenstand des ersten Abschnitts zu
den Grundlagen sein. Der Zusammenhang zwischen den in b) angesprochenen Determi-
nanten, die man mit agf) bzw. agf) und mit 5%73) bezeichnet, und zwischen elementaren
Zeilenumformungen wird im zweiten und fiinften Abschnitt dieses Kapitels aufgezeigt wer-
den. In den Abschnitten 3 bis 6 werden das 1-Schritt- und das 2-Schritt-Verfahren zur
Trigonalisierung bzw. Diagonalisierung ausfiihrlich erlautert werden. Allgemeiner als von
Bareiss dargestellt, konnen diese Verfahren fiir beliebige Matrizen durchgefiihrt werden.

1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden Aussagen iiber gewisse Determinanten getroffen, die man aus
ganz bestimmten Zeilen und Spalten einer Matrix A € Mat,, », (R) erhélt, und inbesondere
dartiber, wie sie sich rekursiv berechnen lassen. Als Grundlage geeigneter Rekursionsfor-
meln dient die Sylvesteridentitat aus Satz 1.2. Spater zeigt sich, dafl die Verwendung solcher
Determinanten gleichbedeutend mit einer elementaren Zeilenumformung ist. Daher treten
sie beim Bareiss-Verfahren in jedem Rekursionsschritt als Koeffizienten von Matrizen auf,
die dquivalent zu A sind und schlieBlich Zeilenstufen- bzw. Diagonalform annehmen.

1.1 Definitionen
Es bezeichne A € Mat,, «,, (R) eine beliebige n x m-Matrix iiber einem Integritdtsring R.
a) Sei k € {1,...,n}. Ferner seien iy,...,ix € {1,...,n} und ji,...,jr € {1,...,m}
beliebig. Mit der Schreibweise [iy .. .i][j1 - - . jx|(A) soll die Determinante bezeichnet

werden, die man durch Auswahl der Zeilen i, ...,7; bzw. der Spalten jq,...,J; aus
A erhilt, also

Qivjr -0 Giggy,
[i1 - ig][g1 - - Jk](A) =
Qipgy -+ Qi
Dabei konnen die Indizes 1, ..., bzw. ji,..., jr ungeordnet sein, d.h. es wird nicht

gefordert, dal i1 < ... <14 bzw. j; < ... < ji gilt. AuBlerdem diirfen Indizes doppelt
genannt werden, d.h. es kann fiir A\, p € {1,...,k} mit XA # p durchaus iy =i, oder
Jx = Ju gelten.

Sind die ausgewahlten Zeilen- und Spaltenindizes paarweise verschieden und aufstei-
gend geordnet, d.h. ist 41 < ... < i, und j; < ... < ji, so wird [i1 ... 0g][j1 - .. Tk](A)
bekanntlich als Minorvon A bezeichnet. Gilt dabeisogariy = jy = AfirA=1,...,k,
so liegt ein sogenannter Hauptminor vor.

b) FirkeN, k<n—1,m,firie {1,...,n} und j € {1,...,m} definiert man speziell

Qg falls k=0
aif) =

[1...k][1...k j](A) sonst.

Somit erhalt man fiir £ > 0 die Determinante al(?), indem man zu der k x k-Teilmatrix
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links oben in A noch die i-te Zeile und die j-te Spalte dazukombiniert, also

aip ... Q1g a1j
(k) _

Ak N g

;1 cee Ak Qij

(k)

Fiir k£ = 0 ergibt agf) den Koeffizienten a;;. Die oben definierten Determinanten a;;

werden als Koeffizienten der Matrix
Ak — (a(k))

aufgefafit. Aulerdem setzt man

-1
a(()o ) = 1.

Die wichtigste Grundlage der spater beschriebenen Bareiss-Verfahren stellt die nun fol-
gende Sylvesteridentitat dar. Es mag zunachst verwirrend erscheinen, dafl darin auf der
rechten Seite eine Determinante steht, deren Eintrige selbst wiederum Determinanten
sind, ndmlich die eben definierten Minoren agf) der Ordnung (k + 1). Wie man diese agf)
im Hinblick auf elementare Zeilenumformungen interpretieren und als Konsequenz fiir ein
Rekursionsverfahren zur Trigonalisierung oder Diagonalisierung von Matrizen verwenden

kann, wird im zweiten Abschnitt dieses Kapitels folgen.

1.2 Satz (Sylvesteridentitét)
Sei A € Mat,(R) eine quadratische Matriz der Ordnung n iber einem Integrititsring R

mit n € Ny, wobei fir k € {0,...,n— 1} gelte ag’;ﬂ_l) # 0. Dann folgt
E—1)\n—k— k
Al (a4 = (@l )i on] =
k k
agchl,kJrl al(sJZLn

- : Do =[k+ 1]k +1...0)(AW).

0 (k)

n,k—‘,—l oo an7n

Beweis:

Der Fall £ = 0 ist klar, da man auf beiden Seiten |A| erhilt. (Definitionsgeméa8 gilt
dabei a(()al) =1.) Seinun 1 < k < n — 1. Zunichst partitioniert man die n x n-Matrix A
so in Blockmatrizen, daf3 gilt

B C }k Zeilen
A=
D E }n—k) Zeilen

k Spalten (n—k) Spalten
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wobei B eine k x k-, C eine kx (n—k)-, D eine (n—k) x k- und E eine (n—k) x (n—k)-Matrix
bezeichnet. Insbesondere gilt dabei fiir die & x k-Blockmatrix B links oben

Bl =ay ™ #£0

nach Voraussetzung, d.h. die Matrix B ist invertierbar (als Matrix iiber dem Quotien-
tenkorper von R). Damit ergibt sich nun

A_(B C\_(B 0\ (B BT'C
“\p E)"\D E,, 0 E—-DB'C)"

Setzt man fiir die (n — k) x (n — k)-Matrix rechts unten
H:=F-DB7'C,
so folgt nach den Rechenregeln fiir Determinanten

Al = |B| - [H|.

|"=#=1 50 erhilt man

Multipliziert man beide Seiten mit |B
Al [BI" =t = |B"" - [H| = [|B] - H],

letzteres aufgrund der Multilinearitét der Determinante. Wegen |B| = a,(!z_l) gentigt zum

Beweis der Sylvesteridentitat zu zeigen, dafl
k
Bl H = (a{})i jmk 1.

gilt. Der Beweis erfolgt durch Koeffizientenvergleich. Weil H = E — DB~!(C ist, ergibt
sich in |B| - H koeflizientenweise fiir festes ig, jo € {k+ 1,...,n}:

B (@igjo = (DB~ Cigjo) = |B+ (igjo — (@ing)j=r.k * B~ - (aije)imr..k) =2 (¥).
Gemaf} der Partitionierung zu Beginn des Beweises gilt andererseits aber auch

al®™ = T[1.. . kig)[l...k jo](A) =

10Jo

B (@ijo)i=1..k | _
(@igj)j=1...k igjo

= |B| - |aiyjo — (ij)j=1..k - B~ - (asjo )i=1..x ],

und letzteres = (x), da hier eine Determinante erster Ordnung berechnet wird. Insge-
samt folgt also die Behauptung. Die zweite und dritte Gleichheit in der Behauptung sind

lediglich andere Schreibweisen. U
1.3 Bemerkung
Die Sylvesteridentitdt (Satz 1.2) gilt auch dann, wenn der Hauptminor ag’;ﬂ_l) = 0 ver-

schwindet, wobei zu beachten ist, daf 0 := 1 gesetzt wird. Fiir das weitere ist dieser Fall
aber belanglos.
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Aus der Sylvesteridentitit (Satz 1.2) folgt unmittelbar

1.4 Korollar (Rekursionsformel)
Sei A € Maty, xm (R) eine n x m-Matriz iber einem Integritdtsring R mit n < m. Ferner

seien k€ {1,...,n—1} undl € {0,...,k — 1} mit al(;_l) # 0 beliebig.
a) Firie{k+1,...,n} und j € {1,...,m} gilt:

1 l 1
ag—gl,l+1 e al(JZLk ag—gl,j
(m . 1 E ". E E .
= l l l =
1] (a%—J))k_l aé}+1 e a;;: Q;L
! i i (*)
ol af)  af

:W[H—l...ki][l+1...kj](A(l))-

ay

Insbesondere gilt fiir | = k — 1 folgende 1-Schritt-Formel

k—1 k—1
w_ 1 | e
i T (k—2) T (k-2)

a (k=1) (k=1) a
k—1k—1 |ag, a,j E—1,k—1

a

[k d)lk )(A%Y)

und furl =k — 2 folgende 2-Schritt-Formel

k—2 k—2 k—2
ags—l,l)s—l agc—l,l)c aé—m)'
(k) _ 1 k—2 k—2 k—2) | _
a;5° = (a(k_g) )2 a’ge,k—i al(c,k : al(c,j ' =
k—2,k—
b (k—2) (k—2)  (k—2)
ik—1 ik a; j
- [k—1Fkqdk—1Fkj)j(A%2)
@Ry Z ! '
k—2,k—2

Entsprechend erhalt man furl = k—s eine s-Schritt-Formel, welche die Berechnung
einer Determinante der Ordnung (s + 1) erforderlich macht (s € {1,...,k}).

b) (al(ll_l))k_l ist ein Teiler der Determinante auf der rechten Seite von (x) in a).
Beweis:

(k)

a) folgt sofort, indem man die Sylvesteridentitdt auf die Determinante a;;> und den

Hauptminor al(ll Y anwendet.
b) gilt, da die Determinante agf) = [1...kd[l...k j](A) in R liegt, wenn sidmtliche

Koeffizienten von A in R liegen. O

Als niitzlich wird sich spéter noch die folgende Beobachtung erweisen. (Zur Definition
eines Kofaktors vergleiche [SchSt1], 2. Auflage, S.637.)
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1.5 Proposition (Teilbarkeit der Kofaktoren)
Jeder Kofaktor der rechten Determinante aus obigem Korollar 1.4 a), namlich der durch

(al(ll_l) )=t teilbaren Determinante

(1) () ()

Qg1 -0 Mgk Ygay
I+ 1. killl+1.. kiAMDY =] @ TG ol
| ] AN =] o b
l l l
G - A ap)
ist durch (al(;_l))k_l_1 teilbar.
Beweis:
Dafl der Kofaktor von ag.) durch (agf_l))k_l_l teilbar ist, folgt direkt, indem man die
Rekursionsformel aus Korollar 1.4 a) auf agz_l) anwendet, genauer:

(1) (0
Aiq0401 0 Mgk
L1 1 . , :
ko =)\ e : - :
(all )k = a(l) a(l)
k41 e kK
Geméaf Korollar 1.4 b) liegt dies in R. Die Teilbarkeit aller anderen Kofaktoren folgt
analog, indem man durch Zeilen- bzw. Spaltentausch den zugehorigen Koeffizienten an
die Stelle von a%) bringt. Dadurch andert sich der absolute Wert einer Determinante

bekanntlich nicht. O

Im folgenden sollen die in diesem Abschnitt gewonnenen Erkenntnisse eingesetzt wer-
den, um Verfahren zur Trigonalisierung bzw. Diagonalisierung von Matrizen zu erhalten.

1.6 Bemerkung (Algorithmen)
Sei A eine n x m-Matrix tiber einem Integritatsring R. Ein Algorithmus zur Trigonalisie-
rung bzw. zur Diagonalisierung von A beruht stets darauf, in Mat,,«, (R) eine Folge von
Matrizen B, i € I, mit diesen Eigenschaften zu konstruieren:

(1) Die Indexmenge I = {ig,...,ip},p € N, ist endlich.
(2) Blo) = A4,
(3) Fiir alle i € I ist B eine zu A dquivalente Matrix.
(4) BU#») ist eine Matrix in Zeilenstufen- bzw. Diagonalform.
(5) Fiir 4 = 41,...,4, lassen sich die Matrizen B rekursiv berechnen. Giinstig ist

es, wenn dazu nur eine Vorgangermatrix notig ist, nicht mehrere.

Dabei sind die Matrizen B(® i.a. nicht eindeutig bestimmt; sie liegen lediglich in einer
Aquivalenzklasse mit A. Wie sie gewahlt werden, hangt vom jeweiligen Verfahren ab und
wird im folgenden ausfiihrlich dargestellt werden.

~— — N’

2 Trigonalisierung quadratischer Matrizen

In diesem Abschnitt sei A = (a;;) € Mat,, (R) stets eine quadratische Matrix iiber einem In-
tegritatsring R mit der Ordnung n € N, , deren Hauptminoren zudem alle ungleich 0 seien,
d.h. die Voraussetzungen der Sylvesteridentitat (Satz 1.2) seien erfiillt. Um diese Matrix
mit dem 1-Schritt-Verfahren auf Zeilenstufenform zu bringen, raumt man beispielsweise
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im Fall n = 6 in der Reihenfolge der Numerierung die Spalten aus:

12347\

Mit dem 2-Schritt-Verfahren ergibt sich die Reihenfolge

1 2 | 3]

Das folgende Lemma stellt die entscheidende Verbindung her zwischen dem voran-
gegangenen Abschnitt und seinen Anwendungen, ndmlich den Bareiss-Verfahren zur Tri-
gonalisierung und Diagonalisierung. Es tragt wesentlich zum Verstandnis aller weiteren
["Jberlegungen bei, indem es aufzeigt, daf§ die Determinanten agf) Informationstrager von
elementaren Zeilenumformungen darstellen.

2.1 Lemma (Zusammenhang von elementaren Zeilenumformungen

und Determinanten)

Sei A = (a;;) eine quadratische Matriz n-ter Ordnung (n € Ny ) tiber einem Integritdtsring R,
deren Hauptminoren alle ungleich 0 sind.

a) Es sei k € {1,...,n— 1} beliebig, und auflerdem seii € {1,...,n} miti > k.
In A die i-te Zeile (a;5)j=1..n, durch die Zeile (agf))jzl._.n zu ersetzen, ist gleichbe-
deutend damit, in der i-ten Zeile die Spalten 1 bis k auszuraumen mittels elementarer
Zeilenumformungen der Zeilen 1 bis k und i.

Mit anderen Worten: die Determinante agf) =[1...kd[l... k j](A) laBt sich als
Anleitung fir elementare Zeilenumformungen interpretieren, um den Koeffizienten a;;
aus A neu zu berechnen. Bei agf) weist der hochgestellte Index (k) darauf hin, dajf$
die ersten k Spalten ausgeraumt werden, und zwar mit Hilfe der ersten k Zeilen. Die

tiefgestellten Indizes ij bezeichnen die Position des Koeffizienten, der ersetzt wird.

b) Die Matrix (al(.;_l))i,jzlmn ist eine obere Dreiecksmatriz, die dquivalent ist zu A.
Beweis:
a) Definitionsgemaf ist

a11 e Qg alj

a1 ... Qg Qkj
a4 eee Qik a4
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Entwickelt man diese Determinante nach der letzten Spalte j, ergibt sich

k
aly) = aij-cij + - ay (%)
I=1
mit den zugehorigen Kofaktoren c¢;; und ¢;;,0 = 1,...,k. Diese Kofaktoren sind
offensichtlich unabhéingig vom Spaltenindex j. Die ¢;;,1 = 1,...,k, hangen vom Zei-
(k—1)

lenindex 4 ab, wahrend ¢;; = a;,, ~’ unabhangig von 7 ist. Lauft der Spaltenindex j
nun von 1 bis n, so wird durch (x) folgende elementare Zeilenumformung beschrieben:
k
neue i-te Zeile (agf)) = ¢;; - alte i-te Zeile (a;;) + zclj - alte [-te Zeile (az;).
=1

An dieser Stelle sieht man auch, warum die Voraussetzung c;; = agz_l) # 0 wichtig

ist: ohne diese ginge bei der Zeilenumformung die i-te Zeile verloren.
Fiir einen Spaltenindex j mit 1 < 7 < k gilt auflerdem

o) =[1...kd|[l...k j)(4) =0,

denn die Spalte j € {1,...,k} kommt doppelt vor, d.h. es werden tatsichlich die
ersten k£ Spalten ausgerdumt. Damit folgt Behauptung a).
b) folgt sofort aus a). O

Da das vorangegangene Lemma grundlegend zum Verstandnis aller weiteren ﬁberlegungen
beitragt, wird es nun anhand eines einfachen Zahlenbeispiels ausgeleuchtet.

2.2 Beispiel zu Lemma 2.1
Betrachte die 4 x 4-Matrix

23 10

4 2 2 2

A= 2 3 0 2

2 0 2 2
a) Um hierin die erste Spalte unterhalb der ersten Zeile auszurdumen, werden in den
drei unteren Zeilen fiir ¢ = 2,3,4 und j = 1,...,4 die Koeffizienten a;; jeweils ersetzt

durch ag;) = [1 i][1 j](A). Beispielsweise ergibt sich die zweite Zeile fiir j = 1,...,4
durch

. 2 .
o) A = | 0] =20 - aa

4 agj
Speziell erhalt man z.B. ag? = ‘ Z g ‘ = 4. Insgesamt entsteht somit aus A die Matrix
2 3 1 0
0 -8 0 4
B:= 0 0 -2 4
0 -6 2 4
Raumt man in der Matrix B mit Hilfe der zweiten Zeile die zweite Spalte in den beiden
untersten Zeilen aus, so mufl man fiir 7 = 3,4 und j = 1,...,4 die Koeflizienten b;;
jeweils durch [2 i][2 j](B) ersetzen. Man erhélt also aus B die Matrix
3 1 0
o -8 0 4

2
0
0 0 16 —32
0 0 -16 -8
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= —16. Fur die dritte

Beispielsweise gilt dabei cy3 = [2 4][2 3|(B) = ‘_8 0‘

-6 2

Zeile hatte man sich die Berechnung auch sparen konnen, denn dort war schon wie
gewlinscht bgy = 0.

Wie unschwer zu erkennen ist, entspricht diese Vorgehensweise, d.h. die Berechnung
von Determinanten zweiter Ordnung, dem Gaufischen Eliminationsverfahren.

Um in der Matrix A die ersten beiden Spalten in den untersten beiden Zeilen aus-

zuraumen, ersetzt man dort fiir ¢ = 3,4 und 5 = 1,...,4 die Koeffizienten a;; durch
ag) = [1214][12 j](A). Beispielsweise ergibt sich die vierte Zeile fiir j = 1,...,4 durch
N 2 3 CLlj
o) =[124)[12)(A) =4 2 ay
2 0 Q44

= —8&. Insgesamt erhalt man somit

3
2
0
23 1 0
4 2 2 2
008—16

—8 —4

In b) rdumt man also von A ausgehend zwei Spalten auf einmal aus, in a) dagegen tiber
das Zwischenergebnis B sukzessive eine Spalte nach der anderen. Ersichtlich sind in
der Matrix C' die beiden untersten Zeilen jeweils das Doppelte (das a11-fache) der ent-
sprechenden Zeilen von D. Die Zeilen unterscheiden sich somit lediglich durch ein Viel-
faches voneinander. Genau dieses Vielfache tritt bei der 1-Schritt-Rekursionsformel
als Teiler auf, vgl. Korollar 1.4. Fiihrt man in den beiden unteren Zeilen von C' die
besagte Division durch, erzielt man mit Vorgehensweise a) und b) dasselbe Ergebnis.

Ersetzt man in der Matrix A die zweite Zeile durch (a, (L )) die dritte Zeile durch (ay (2 ))

und die vierte Zeile durch (agj)), so erhilt man die Matrix

NN =

2
Speziell ergibt sich z.B. a( ) — |4
2

2 3 1 0

0 -8 0 4
E:= 0 0 8 —-16)"

0 0 0 20

also eine obere Dreiecksmatrix, wie in Lemma 2.1b) behauptet.

Zuriick zum allgemeinen Fall, sei nach wie vor A = (a;;) € Mat,(R) eine quadratische
Matrix, deren Hauptminoren alle ungleich 0 seien, d.h. die Voraussetzungen der Syl-
vesteridentitdt (Satz 1.2) sind weiterhin erfiillt. Betrachte nun die Folge von Matrizen

A=

B© BW . B™=1 welche allgemein fiir k € {0,...,n — 1} so definiert sind:
( (0)

ayj )i=1..m

(i—1)
@) | e

k
(agc—gl J)J 1...m

(a (k)

j)]lm
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Wie iiblich verwendet man dafiir auch die Koeffizientenschreibweise

k
B = (bgj))i,j:L..n-

Dabei meint agf) die in 1.1 definierte Determinante; bgf) bezeichnet einen Koeffizienten aus
der Matrix B%*) und ist folgendermaBen definiert:

o™V firi=1,... kj=1,...,n

B\ =
’ o)
(5]

sonst.

Auflerdem setzt man

b(()%) = 1.

Aus dem vorangegangenen Lemma 2.1 folgt, daB B®) zu A dquivalent ist und folgende
Gestalt annimmt:

(0) .. (0)

all ) ) ) ) a’ln

1 1

aé; agn)

k) _ E—1 k—1

B — A g
k k

0 aéll,kﬂ T agc—gl,n

k k

Gy ol

In der Matrix B®*) sind also unterhalb der Diagonalen die ersten k Spalten ausgeraumt.
Die Koeffizienten ag_l) auf der Diagonalen sind nach Voraussetzung ungleich 0 fiir alle

Zeilen 1 = 1,...,k + 1, denn sie sind Hauptminoren.

Die Folge der Matrizen B™) fithrt die Matrix A demnach in die zu A Aquivalente
obere Dreiecksmatrix B(~1 iiber, indem sukzessive die Spalten unter der Diagonalen
ausgeraumt werden. Damit ist der Zeitpunkt gekommen, an dem man die in Korollar 1.4
gefundenen Rekursionsformeln nutzen kann, um die Matrix B*) aus einer Vorgéingermatrix
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zu berechnen. Zunachst untersucht man fir k=1, ...

(i—1)
a; . i=1...k—1
B(k_l) _ ( L )j=1...l:1 _
k—1
(“z(‘j ))jz’;-_:z
0
agl)
1
ag2)
k—2
al(g—l,l)g—l
0
zur direkt nachfolgenden Matrix
(a5 )iy
Bk — mhem )
(k)
0
a§1)
1
a’gQ)
k—2
al(c—1,l)c—1
0

(k—1)
Qg

(k—1)
Apy1k

(k—1)
an,k

(k—1)
Qg 1

,n — 1, wie man von der Matrix

(0)

aln

(m

a’Zn

(k—2)
ak—l,n

(k—1)
ak,n

(k—1)

(k—1)
Api1,kt1

ak—i—l,n

(k—1)
n,k+1

(k—1)

ann

(0)

aln

(1)

a’2n
(k—2)
a’k—l,n

(k—1)
ak,n

(k) (k)
Opi1er1 7 Qg

(k)
a’n,k—i—l

(k)

Cl’I’L’I’L

gelangen kann, in der im Vergleich zur Vorgangerin die k-te Spalte ausgeraumt ist.

2.3 Lemma (1-Schritt-Rekursion fiir quadratische Matrizen)
Die quadratischen Matrizen A, B*=Y und B%) e Mat,,(R) seien firk =1,...,n — 1 wie

oben. Auferdem sei
t=pF-Y)

k—1,k—1

(# 0 stets).
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Die Matriz E = (e;;) € Mat,,(R) werde folgendermafen definiert:
(1) Die oberen Zeilen i =1,...,k von E sind genau wie in B%*=1),
(2) Fiir die unteren Zeilen i =k +1,...,n gilt fir j =1,...,n:

1 g -
eij i= 7 - b ][k J)(BED).
Dann gilt E = B®),
Beweis:
Da B®*) und B*~1 in den oberen k Zeilen nach Definition {ibereinstimmen, ist die Be-
hauptung nur fiir die restlichen Zeilen : = k + 1,...,n nachzuweisen. Fiir die besagten

Zeilen gilt fiir j = 1,...,n nach Definition

(k) _ (k)
bij =a;;",

und fiir letzteres folgt aus der 1-Schritt-Formel (Korollar 1.4)

o) = [k [k (A5, (%)

Ap_1,k-1
wobei nach Voraussetzung agf__f,)c_l # 0 gilt. Definitionsgemaf} gilt

(k=2)  _ 5 (k—=1)  _
A1 k—1 = bk—l,k—l =1

und auflerdem
[k i)k j)(A%=D) = [k ik 51(B*Y).

Damit folgt aus (x) die Behauptung. O
Als néchstes iiberlegt man, wie man fiir gerades k € {2,4,...,n — 1} aus der Matrix
(al(;_l))izl...k72
k—2
(i~ )iza-1n
0 0
J o
1 1
W) G
(k—2) (k—2)
ak_17k_1 .. .- .. .. ak_17n
B (k—2) (k—2) (k—2)
Apr—1 O T Qg g
(k—2) (k—2) (k—2) (k—2)
0 Cpr1k—1 %1k Qg1 k41 77 Qppin
Ko Ko Ko - Ko
Qs B Uit B R
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die ibernachste Matrix

(k—2)

p_1,k—1
(k—1)
A &
(k)
A1 k+1
(k)
an,k—i—l

(0)

CLln

(1)

a’2n
(k—2)
a’k—l,n

(k—1)
ak,n

(k)
a’k—i—l,n

(k)

a/’I’L’I’L

erhélt, bei der nun im Vergleich zu vorher die Spalten k£ — 1 und k ausgeraumt sind.

2.4 Lemma (2-Schritt-Rekursion fiir quadratische Matrizen)
Die quadratische Matrix A sei wie eben, auflerdem sei n — 1 gerade.

obigen Situation fur k = 2,4,...

Die Matriz E = (e;;) € Mat,,(R) werde folgendermafen definiert:
(1) Die oberen Zeilen i =1,...,k — 1 sind genau wie in B%*~=2),
(2) Fir die unteren Zeilen i =k+1,...,n gilt firj=1,...,n:

(3) Die Zeile k ist fir j =

ey o= 7+ [k — 1 K[k — 1 jJ(BE).

Dann gilt E = B%®).
Beweis:

,n— 1 die Matriz B%*=2) mit

t:= bgf__;,)c_2 (# 0 stets).

e L ki1 k (B,

t2

1,...,n gegeben durch

Betrachte in der

Beachtet man, dafl jetzt auch die 2-Schritt-Rekursionsformel aus Korollar 1.4 verwendet

wird und daf3 nach Definition

k—2
t= bl(»c—2,l)c—2 =

und

(k—3)
Ap_9 k2

(# 0 nach Voraussetzung)

k—1killk—1kj(B*2)=[k—1kik—1k j)(A*2)

gilt, so verlduft der Beweis analog zur 1-Schritt-Rekursion (Lemma 2.2). O
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In den beiden vorangegangenen Lemmata hat man gesehen, wie man in der Folge
der Matrizen B*) k= 0,...,n — 1, durch Rechnung von einer Matrix zur nichsten oder
iibernachsten gelangen kann, wobei ausschlief$lich die Koeffizienten dieser Vorgangermatrix
verwendet werden. Davon ausgehend liele sich jetzt ein Algorithmus zur Trigonalisierung
quadratischer Matrizen formulieren. Da jedoch das nachste Ziel heiflt, ganz allgemein
beliebige n x m-Matrizen zu trigonalisieren, wird hier der Spezialfall quadratischer Ma-
trizen nicht mehr weiter ausgefiithrt. Es geniigt, die bereits angestellten Uberlegungen zu
verallgemeinern.

3 Trigonalisierung mit dem 1-Schritt-Verfahren

Wie zu Ende von Abschnitt 2 bereits angekiindigt, sei ab sofort A = (a;;) eine n xm-Matrix
iiber einem Integritatsring R mit n,m € Ny. AuBerdem sei n < m, und der Rang von
A sei maximal, also gleich n. (Dies erleichtert die folgenden theoretischen Betrachtungen
und wird auf einfache Art und Weise in den folgenden Trigonalisierungsalgorithmen wieder
aufgelost werden.)

Angenommen, man kennt bereits ein Verfahren, um A zu trigonalisieren, z.B. das
Gaufsche Eliminationsverfahren. Ist B die zu A aquivalente Matrix in Zeilenstufenform,
die man durch dieses Verfahren erhalt, so bezeichne fiir £ = 1, ..., n der Index j; die Lage
der Zeilenstufe in der k-ten Zeile von B, also den Spaltenindex des ersten Koeffizienten
ungleich 0 in der Zeile k. Es gilt dann j; < ... < j,, auBerdem ist i.a. j;, # k fir
k=1,...,n,denn in B konnen “lange” Zeilenstufen auftreten.

Diese Zeilenstufenindizes jr € {1,...,m}, die fiir £ = 1,...,n die Position der Zei-
lenstufen von B angeben, sind charakteristisch fir A und in allen zu A dquivalenten tri-
gonalisierten Matrizen gleich. Daher wird in Zukunft stets j; geschrieben, um die k-te
Zeilenstufe zu lokalisieren. Der Koeffizient an der Stelle (kjj) wird Zeilenstufenkoeffizient
genannt. Ferner setzt man 7y := 0.

Fiithrt man ein Trigonalisierungsverfahren durch, kann es eventuell notig werden, Zei-
len zu tauschen, um Zeilenstufen an der richtigen Position zu erhalten (pivoting). Das
Endergebnis B hat also gegeniiber A vertauschte Zeilen. Fiir die folgenden Uberlegungen
soll die Matrix A aber so beschaffen sein, dafl ein Zeilentausch beim Trigonalisieren nicht
notig wird, daf} sich also von vorneherein in jeder Zeile k von A die Zeilenstufe j; befindet
fir £k = 1,...,n. (Warum diese Einschrinkung gemacht wird, wird in Bemerkung 3.6
geklart werden.)

Um die bisherigen Voraussetzungen noch einmal zusammenzufassen, so sei ab sofort A
eine n X m-Matrix iiber einem Integritatsring R mit den Eigenschaften
(V1) n < m,
(V2) rang A = n und
(V3) Zeilentausch ist nicht notig.

Im Unterschied zu den quadratischen Matrizen gilt es jetzt stets zu beriicksichtigen, dafl
sich fir £k = 1,...,n die Zeilenstufen nicht mehr unbedingt auf der Diagonalen an der
Stelle (kk), sondern ganz allgemein an Position (kji) befinden. In Verallgemeinerung
der Determinanten agf) verwendet man daher nun die Determinanten agf), die wie folgt
definiert sind.

3.1 Definition
Sei die Matrix A wie oben. Fiir k € {0,...,n—1}, i € {1,...,n} und j € {1,...,m}
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schreibt man
aij falls K =0
(k) ._
o =
7)‘7 . . . .
[1...kd][j1...Jk J](A) sonst.

Die so definierten Determinanten agf) werden als Koeffizienten der Matrix

aufgefafit. AuBlerdem setzt man

-1
a(()o ) = 1.

Um die folgenden ﬁberlegungen verstandlicher zu machen, betrachtet man zunachst eine
Verallgemeinerung von Lemma 2.1.

3.2 Bemerkungen (Merkregel fiir Determinanten und elementare
Zeilenumformungen)
Sei die Matrix A eine n x m-Matrix mit den Eigenschaften (V1) bis (V3).

a) Fir k € {1,...,n} gilt

k—1 . .
o) = [L. K[y - k](A) # 0,
denn da die ausgewahlten Spalten ji,...,J; Zeilenstufenspalten sind, hat die Teil-
matrix von A, die aus den Zeilen 1,...,%k und den Spalten ji,...,Jjr besteht, den

maximalen Rang k.
b) Seien k € {1,...,n—1}, i€ {k+1,...,n} und j € {1,...,m} beliebig.

Die Determinante a%“) = [1...k @][j1---7k j](A) 148t sich als Anleitung verstehen,
um in der Zeile ¢ von A die Zeilenstufenspalten j1, ..., j; auszuraumen mit Hilfe der
Zeilen 1,...,k und 1.

Fiir alle Spalten 7 mit 1 < j < jg41 nimmt agf) den Wert 0 an, denn es werden
nicht nur die Koeffizienten a;; mit j € {j1, j2,...,Jx} ausgerdumt, sondern auch alle
anderen Nichtzeilenstufenkoeffizienten a;; mit j € {1,2,..., jp+1 —1}\ {1,752, .-, Jr }-

3.3 Bemerkungen (verallgemeinerte Rekursionsformeln)
Sei A eine n x m-Matrix mit den Eigenschaften (V1) bis (V3). Dann verallgemeinern
sich die Rekursionsformeln aus Korollar 1.4, indem man dort statt a{) die entsprechende
Determinante a() einsetzt. Analog verallgemeinert sich auch Proposition 1.5. Es folgt also
a) (Rekursionsformeln) Fir k € {1,...,n—1},firie {k+1,...,n},7€{1,...,m} und
1€{0,...,k—1} gilt:

(1) O] (1)

Hlgigr o Qg Yy
(k) 1 : g : :
' = — oo | oW (0 n | =
@R g Y Yk
O) () (1)
ai7jl+1 o .. al"]k al,j
1 e
(aljl
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(Nach Bemerkung 3.2a) gilt stets al(;ll_l) #0.)
Insbesondere gilt fiir [ = £ — 1 folgende 1-Schritt-Formel

(k—1) (k—1)

1 Yk, kj 1 e _
of = | | = ey il d)A%TY)
A i S
und fiir [ = k — 2 folgende 2-Schritt-Formel
k-2 k-2 k—2
a;c—l:;kfl gc—l,g)'k al(s—l,g)'
(k) _ 1 (k—2) (k=2) (k=2) | _
Yj = k=3 o | Mg %kge Yy | T
( k—2,jk—2)
(k—2) (k—2) (k—2)
irjr 1 i, i
]- Ar - . . (k—Q)
= a5k~ LR k-1 gk JI(ATT).
(s j

Entsprechend erhalt man fiir [ = k£ — s eine s-Schritt-Formel, welche die Berechnung
einer Determinante der Ordnung (s + 1) erforderlich macht (s € {1,...,k}).

b) (al(;.l_l))k_l ist ein Teiler der Determinante auf der rechten Seite ganz oben in a).

c¢) (Teilbarkeit der Kofaktoren) Jeder Kofaktor der rechten, durch (al(;.l_l))k_l teilbaren

Determinante ganz oben in a) ist durch (al(;l_l))k_l_l teilbar.

Des weiteren verallgemeinert sich der bisher betrachtete Spezialfall quadratischer Matrizen
in dem Sinne, dal man nun die Matrizenfolge B**), k = 0, ...,n—1, betrachtet, die gegeben
ist durch

1

.
1...m

k) _ (k)
B® = (b{})

i=
i=

Auflerdem setzt man
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Nach Bemerkung 3.2 sind diese Matrizen von der Form

Bk _ R
(k)
(ij );z’i-Flm n
0 0
agj)l .. .. .. .. .. .. .« .. a:([’n)7,
ag‘:;l " e " e " e " e ... ag%’%
(k—1) (k—1)
= Ok e T Oy
k k
0 angl,jkﬂ T al(»Hzl,m
a(k) .. a%k%)l
1, Jk+1

In der Matrix B*) sind also unterhalb der Diagonalen die ersten k Zeilenstufenspalten
J1sJ2, -+ Jk, somit die vorderen Spalten 1,...,jr+1 — 1, ausgeraumt.

Die Folge dieser Matrizen fithrt die Matrix A = B in die Zeilenstufenmatrix B("—1)
iiber, indem sukzessive von links nach rechts eine Zeilenstufenspalte nach der anderen
unterhalb der Diagonalen ausgeraumt wird. Wie bei den quadratischen Matrizen sollen
mit Hilfe der Bareiss-Formeln die Matrizen der Folge (B(”’)) k=1,...,n—1 rekursiv aus ihren
Vorgangerinnen berechnet werden, indem ausschliefllich die Koeffizienten der Vorganger-
matrix verwendet werden, vgl. die Lemmata 2.3 und 2.4 (1-Schritt- bzw. 2-Schritt-Rekur-
sion fiir quadratische Matrizen). Entsprechend gilt auch hier jetzt allgemein

3.4 Bemerkung (Merkregel fiir Rekursionsformeln)
Sei k € {1,...,n—1}. In obiger Situation gilt fiir die s-Schritt-Rekursion mit s € {1,...,k}:
Beim Ubergang von B~ zu B*) erhilt man stets fir i = k+1,...,nund j=1,...,m

1 ar .. s
@p:_ﬂ:;_—.m—s+ynkqmFHL”ﬂJKBW>y
(s ji_.)’

Dabei gilt stets by_s ;, ., # 0. In Worte gefafit:

(1) Im Klammerausdruck mit den Spaltenindizes steht an letzter Stelle stets die Spalte, die
neu berechnet werden soll, und davor die Spalten (Zeilenstufenindizes), die ausgerdumt
werden sollen, z.B. in der spéiter folgenden 2-Schritt-Rekursion (Lemma 4.1)

k=1 Jr 7]-

(2) Im Klammerausdruck mit den Zeilenindizes steht an letzter Stelle stets die Zeile, die
man neu berechnen will, und davor die Zeilen, mit deren Hilfe man die gewiinschten
Spalten ausraumt, z.B. in Lemma 4.1

k—1F i
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(3) Der Teiler ist der Zeilenstufenkoeffizient der Vorgéangerzeile (k — s) bzw. ist gleich 1,

falls k —s = 0 gilt. (Als Zeilenstufenkoeffizient ist der Teiler insbesondere ungleich 0.)
Sein Exponent ist gleich der Schrittgrofie s. In Lemma 4.1 erhalt man also als Teiler

(b(k—Q) )2.

k_27jk72

Was die obige Merkregel schon vorweggenommen hat, wird im folgenden detaillierter aus-

gefiihrt. Dazu betrachtet man die Folge der Matrizen B*) und untersucht zuniichst fiir
k=1,...,n—1 den Ubergang von der Matrix

(a”_ )1:1 —1
B(k_l) _ j=1l...m _
(k=1)y.
(g )ighn
0 0
o ]
1 1
o) ... as
(k—1) (k—1)
_ O{kjk .. .- . ... ak7m
k—1 k—1 k—1
0 Wilh U g, T OKim
(k—1) (k—1) (k—1)
an’jk [N an7jk+1 [N Ay,
zur direkt nachfolgenden Matrix
(i—1)y.
B _ (5 iz, B
= - =
(aij )it
0 0
o) )}
1 1
afy - by
(k—1) (k—1)
— ak7jk e e .« 0. ak7m
k k
0 a;ﬁl,jkﬂ T 0‘1(,:421,m
o) N )
1, Jk+1 nm
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in der im Vergleich zu vorher die Zeilenstufenspalte j; ausgeraumt ist.

3.5 Lemma (1-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung)
Betrachte in der obigen Situation firk =1,...,n — 1 die Matriz B*~Y mit

t:= bék__lz).kil (#£ 0 stets).
Die Matriz E = (e;;) € Mat,,xm (R) sei wie folgt definiert:
(1) Die oberen Zeilen i =1,...,k von E sind genau wie in B¥#=1),
(2) Fir die unteren Zeilen i =k+1,...,n gilt firj=1,...,m:

ciy o= 5 I il 1(BEY)

Dann gilt E = B%).
Beweis:
Dies folgt sofort aus der Merkregel 3.4. U

3.6 Bemerkung (Zeilentausch)

Sei A € Mat,,xm(R) eine beliebige n x m-Matrix mit n < m. Die Folge der Matrizen,
die man aus A durch sukzessive Spaltenausraumung erhalt, wobei moglicherweise Zeilen
vertauscht werden, werde mit B(*), k =0,...,n — 1, bezeichnet.

Angenommen, es gilt a;; = 0 und as; # 0. Dann mufl man zuerst die Zeilen 1 und 2
vertauschen, um die Matrix B(®) zu erhalten und damit die néichste Matrix B(*) berechnen
zu konnen. Die neu berechneten Eintrige von B() sind dann aber nicht mehr von der
Form ag;) = [1 i][71 j](A), sondern von der Form [2 i][j; j](A). Allgemein gesprochen, mufl
man also bei jedem Zeilentausch in der Rekursionsformel den Klammerausdruck mit den
Zeilenindizes entsprechend der Zeilenpermutation andern. Fiir theoretische Betrachtungen
ware dies ungiinstig. Aus diesem Grunde wird stets die Vereinbarung getroffen, dafl die

Matrix A ohne Zeilentausch auskommt.

Mit Hilfe der obigen Prasentation eines Rekursionsschrittes (Lemma 3.5) 148t sich nun
leicht ein Algorithmus fiir das 1-Schritt-Verfahren formulieren, um beliebige n x m-Matrizen
zu trigonalisieren. Dabei darf man nicht vergessen, die zu Beginn der ﬂberlegungen ge-
troffenen Einschrankungen mitzubedenken, d.h. im Gegensatz zu vorher diirfen jetzt die
Zeilenanzahl n, die Spaltenanzahl m und der Rang von A beliebig sein, und auch ein
Zeilentausch soll nicht mehr ausgeschlossen werden.

Eine kurze Vorbemerkung zur Benennung der Algorithmen: es bezeichne stets

B1, B2 — Bareiss-1- bzw. 2-Schritt

T, D — Trigonalisierung bzw. Diagonalisierung

0D, MD — ohne bzw. mit Division

Row — Zeilenalgorithmus.
Ferner umschlieit die Bezeichnung eines Algorithmus auch die Angabe der Argumente,
d.h. der Eingabewerte, die die zugehorige CoCoA-Funktion verarbeitet. In diesem Sinne ist
eine CoCoA-Funktion, also ein Computerprogramm, wie eine mathematische Funktion zu
verstehen, die den Eingabewerten eindeutig bestimmte Ausgabewerte zuordnet.

3.7 Satz (Algorithmus B1TMD)

Sei A = (a;j) eine beliebige n x m-Matriz iber einem Integrititsring R. Die Unteralgo-
rithmen Pivot und B1TMDRow seien wie anschlieffend definiert. Betrachte die folgenden
Instruktionen:
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(1) Setze k=1, A:=1 und t := 1.

(2) (Ewtl. Zeilentausch) Falls X > m oder k > n ist, gib das Ergebnis A aus. Andernfalls
ersetze A durch das Ergebnis von Pivot(A, A, k).

(3) (Lange Zeilenstufe) Ist axy = 0, dann erhéhe A um 1 und fahre fort bei Schritt (2).

(4) (Spalte ji ausrdumen) Setze ji, := X. Ersetze die unteren Zeilen i = k+1,...,n
von A jeweils durch das Ergebnis von B1TMDRow(A, 1, ji, k,t). (Falls k = n gilt, ist
dies als leere Anweisung zu verstehen.)
Setze dann t := ay;, und erhohe k sowie X jeweils um 1. Fahre bei Schritt (2) fort.

Dies ist ein mit BITMD(A) bezeichneter Algorithmus, der als Ergebnis eine zu A dquivalente
Matriz in Zeilenstufenform ausgibt.

Hierbei bedeute Pivot(A, A\, k) den folgenden Zeilentauschalgorithmus, um in der Ma-
trix A an die Position k eine Zeile mit agy # 0 zu tauschen, sofern dies moglich ist.

(P1) Falls apy = 0 ist, suche die nachste Zeile | mit k < 1 < n, fir die a;y # 0 gilt. Falls
etne solche Zeile | existiert, dann multipliziere sie mit —1 und vertausche die beiden
Zeilen | und k.

(P2) Gib das Ergebnis A aus.

Der Algorithmus BITMDRow(A, 7, jk, k,t) berechnet die i-te Zeile von A neu, d.h. raumt
in Zeile © mit Hilfe von Zeile k die Spalte ji, aus:

(R1) (Berechnen) Fir j = jr+1,...,m ersetze a;; durch [k i][ji j1(A) = arj, - aij —aij, k-

Ersetze dann den neuberechneten Koeffizienten a;; durch a;;/t.

(R2) (Ausrdumen) Setze a;j, := 0.

(R3) Gib das Ergebnis (aij)j=1..m aus, d.-h. die i-te Zeile von A.

Beweis:

Die Instruktionen (P1), (P2) bzw. (R1) bis (R3) konnen offensichtlich nur endlich oft
durchlaufen werden. Dabei ist klar, dafl Pivot wie behauptet die Zeilen tauscht. Daf
B1TMDRow die i-te Zeile von A wie gewiinscht neu berechnet, folgt sofort aus der 1-Schritt-
Rekursion (Lemma 3.5).

Was B1TMD betrifft, so wird bei jedem Durchlauf von Schritt (3) A um 1 erhdht, und
bei jedem Durchlauf von Schritt (4) werden k& und A jeweils um 1 erhéht. Nach endlich
vielen Schritten wird also das Abbruchkriterium in Schritt (2) erreicht.

Das Ergebnis von B1TMD stellt wie behauptet eine trigonalisierte Matrix dar, die zur
urspringlichen Matrix aquivalent ist, und zwar aufgrund der vorangegangenen Betrach-
tungen und aufgrund von folgendem: Mit dem Algorithmus Pivot in Schritt (2) und mit
Schritt (3) wird dafiir gesorgt, dal die Zeilenstufen korrekt gefunden werden, wenn ein
Zeilentausch notig ist oder wenn eine “lange” Zeilenstufe auftritt. (Insbesondere dient die
Variable X dazu, die jeweilige Zeilenstufenspalte ji zu ermitteln.) Schritt (4) ist die direkte
Anwendung der 1-Schritt-Rekursion (Lemma 3.5). Das Abbruchkriterium in Schritt (2)
stellt auerdem sicher, dafl bei beliebiger Zeilen- und Spaltenanzahl und bei beliebigem
Rang von A die Instruktionen genau dann beendet werden, wenn die gewiinschte Zeilen-
stufenform erreicht ist. Il

3.8 Bemerkung (Komplexitidt von BITMD)

Sei A € Mat,,xm(R) eine beliebige n x m-Matrix maximalen Ranges, wobei fiir die Zei-
lenstufen jp = k fiir K = 1,...,rang A gelte. Betrachtet man den Algorithmus B1TMD aus
Satz 3.7, so ergeben sich dort bei jedem Durchlauf von Schritt (4)

(n — k)(m — k) Additionen,
2(n — k)(m — k) Multiplikationen,

(n — k)(m — k) Divisionen.
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Ist A eine n x m-Matrix mit n < m und rang A = n, so erhalt man insgesamt also
(k=1,....n—1)

1

~ mn? — tn® Additionen,

6
~ mn? — %n3 Multiplikationen,

~ %mn2 — %n3 Divisionen.

Ist A dagegen eine n X m-Matrix mit n > m und rang A = m, so ergeben sich insgesamt
(k=1,....m—1)

~ %mn2 — %m?’ Additionen,

mn? — £m® Multiplikationen,

~ %an — %m3 Divisionen.

Hierbei ist die Anzahl der Additionen vernachlassigbar, da dafiir nur relativ wenig Rechen-
zeit aufgewandt werden muf}. Kostspielig sind vor allem Multiplikationen und Divisionen.
Zur Kalkulation der Komplexitaten vergleiche auch die Formelsammlung im Anhang.

Q

3.9 Bemerkungen (Algorithmus B1TOD und Gaufisches Eliminations-
verfahren)
Sei A eine beliebige n x m-Matrix iiber einem Integritatsring R.

a) (Algorithmus B1TOD) Bei dem Algorithmus B1TMD aus Satz 3.7 kann auf die Division
verzichtet werden. L&t man die Variable ¢ weg und ersetzt man in Schritt (4) den
Unteralgorithmus B1TMDRow(A, i, ji, k,t) durch B1TODRow(A, i, j, k), so erhdlt man
den Algorithmus B1TOD(A), der eine zu A dquivalente Matrix in Zeilenstufenform
zum Ergebnis hat. Dabei ist BITODRow(A, i, ji, k) genau wie BITMDRow(A, %, jk, k, t)
definiert, nur daf in Schritt (R1) die Division durch ¢ entfAllt.

b) (Komplezitit von B1TOD ) Bis auf die Divisionen ist die Komplexitit von B1TOD genau
so, wie in Bemerkung 3.8 fiir BITMD angegeben.

¢) Der in a) beschriebene Algorithmus B1TOD entspricht gerade dem allgemein bekann-
ten Gaufischen Eliminationsverfahren. Ohne Division wachsen bei jedem Rekur-
sionsschritt die Koeffizienten jedoch i.a. sehr viel starker als beim Bareiss-Verfahren,
welches die Division mit Teilern, also bruchfrei, durchfiihrt.

3.10 Bemerkungen zur Implementierung (B1TMD, B1TOD)
Die folgenden Punkte gelten auch fiir die spater noch dargestellten Algorithmen:

a) Die Unteralgorithmen, die Zeilentausch oder Zeilenberechnungen vornehmen, sind des-
halb aus den Algorithmen ausgegliedert, um diese einerseits tibersichtlicher zu gestal-
ten. Andererseits sind diese Unteralgorithmen aber auch noch fir kiinftige Algo-
rithmen verwendbar, die auf diese Art nach dem Baukastenprinzip zusammengestellt
werden konnen.

b) (overwriting) Es ist nicht nétig, sich die gesamte Folge der Matrizen B®*) zu mer-
ken, denn fiir jeden Rekursionsschritt wird jeweils nur die Vorgangermatrix benotigt.
Um Speicherplatz zu sparen, kann man also, wie im Algorithmus B1TMD (Satz 3.7)
geschehen, die Variable A immer wieder iiberschreiben. Dies gilt auch fiir andere
Variablen, z.B. k, A, t. Dabei ist besonders zu beachten, dal man nur solche Ko-
effizienten tiberschreibt, deren alten Wert man nicht mehr fiir weitere Berechnun-
gen bendtigt; beispielsweise darf man in Satz 3.7 den Schritt (R2) keinesfalls vor
Schritt (R1) durchfiihren, denn in (R1) wird der alte Wert von a;j, zur Berechnung
von a;; benotigt. Erst danach darf man a;;, = 0 setzen.
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c)

d)

(Zuweisungen) Es ist stets giinstiger, Zuweisungen statt Berechnungen vorzunehmen.
Daher werden die Spalten, die ausgeraumt werden sollen, 0 gesetzt.

Fiihrt man das Verfahren ohne Division durch, kann man bei dem Algorithmus aus
Satz 3.7 in Schritt (4) die Neuberechnung von Zeilen i entfallen lassen, in denen schon
wie gewiinscht a;;, = 0 steht. Im Verfahren mit Division miissen dagegen auch solche
Zeilen neu berechnet werden, damit sich anschliefend die richtigen Minoren in der
Zeile befinden (andernfalls wiare danach die Division i.a. nicht mehr bruchfrei).

Ist R ein Polynomring, so erweist es sich bei CoCoA i.a. als giinstiger, die Division mit
dem Divisionsalgorithmus DivAlg durchzufithren statt mit dem Operator “/”.

Beim Unteralgorithmus Pivot wird bei einem Zeilentausch in Schritt (P1) eine der
beiden vertauschten Zeilen mit —1 multipliziert. Dies ist zwar nicht unbedingt notig,
stellt aber sicher, dafl die bei jedem Schritt rekursiv ermittelten Koeffizienten das-
selbe Vorzeichen tragen wie die entsprechenden Determinanten der urspriinglichen
Matrix A. (Sei beispielsweise A eine quadratische Matrix der Ordnung n. Die dazu
aquivalente obere Dreiecksmatrix, die man mit B1TMD ermittelt, werde mit B be-
zeichnet. Moglicherweise miissen im Laufe des Verfahrens mehrmals Zeilen vertauscht
werden. Da aber bei jedem Zeilentausch der Vorzeichenwechsel der Determinante
beriicksichtigt wird, gilt am Ende b,,,, = |A].)

In CoCoA werden Multiplikationen der Form “0 - x” mit einem x € R oder Divisionen
der Form “0/y” mit einem y € R\ {0} ohne Zeitverlust durchgefiihrt, d.h. die CPU-
Zeit betragt dafiir Osec. Fiir Multiplikationen der Form “1 - 4” oder Divisionen der
Form “y/1” mit y € R\ {0} ergibt sich eine sehr geringe CPU-Zeit > 0sec. Daher
entfallt bei BITMDRow die Division, wenn ¢ = 1 gilt. Dartiberhinaus wird auch auf
Multiplikationen verzichtet, bei denen ein Faktor gleich 0 ist.

4 Trigonalisierung mit dem 2-Schritt-Verfahren

Es liege weiterhin die Situation wie in Abschnitt 3 vor, d.h. A sei eine n x m-Matrix iiber
einem Integritatsring R mit den folgenden Eigenschaften:

(V1) n<m,
(V2) rang A = n und
(V3) Zeilentausch ist nicht notig.

Auch die Matrizenfolge (B(k))kzoywn_l sei wie gehabt mit

Auflerdem setzt man wieder

0) . _
Ojo - 1.

b

Statt wie im vorangegangen Abschnitt die Matrix A auf Zeilenstufenform zu bringen,

indem man eine Zeilenstufenspalte nach der anderen ausrdaumt, werden beim 2-Schritt-
Verfahren nun immer zwei Spalten auf einmal ausgeraumt. Welche Rekursionsformeln
ergeben sich in diesem Falle?
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Dazu betrachtet man wieder die Folge der Matrizen B (%) und insbesondere fiir gerades
ke {2,4,...,n— 1} den Ubergang von der Matrix

(i-1)
[z
(k—2) B
I
(0) (0)
O{ljl P P P . s . P . s . . s . P P alm
(1) (1)
a2‘]2 ) .« s . . e .« s . .« s . . e . e a2m
(k—2) (k—2)
k-l,jk71 k_17m
= (k—2) (k—2) (k—2)
k7jk_1 ) ak7‘]k ) ) ) k’m
(k—2) (k—2) (k—2) (k—2)
0 Mty T Yy T Qg 0 Qkdim
(k—2) (k—2) (k—2) (k—2)
an,jk,1 U an7jk T n:jk+1 U anm
zur ubernachsten Matrix
i—1
(aE; ))zzllk
(k)Y
(aij )it m
(0) (0)
O{ljl P P P . s . P . s . . s . P . s . alm
(1) (1)
a2‘]2 ) .« s . ) .« s . .« s . ) .« s . a2m
(k—2) (k—2)
X1 Xp_1.m
= (k—1) (k—1)
k7‘]k ) ) ) ak’m
(k) (k)
0 k+1,jk+1 U ak—l—l,m
(k) (k)
ngrrr 0 Gnm

in der im Vergleich zu vorher die beiden Zeilenstufenspalten j,_; und j; ausgeraumt sind.
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4.1 Lemma (2-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung)
Sei A wie eben, und sein—1 gerade. Betrachte in der obigen Situation firk = 2,4,...,n—1
die Matriz B%*—2) mit

t = b2 (#£ 0 stets).

k_27jk72

Die Matriz E = (e;;) € Mat,,xm(R) sei folgendermafen definiert:
(1) Die oberen Zeilen i =1,...,k —1 von E sind genau wie in B¥*=2),
(2) Fir die unteren Zeilen i =k+1,...,n gilt firj=1,...,m:

1 - L. _
eij = i [k — 1k i|[jk—1 Jr j](B(k 2)).

(8) Fir die Zeile k gilt fir j =1,...,m:

1 . . _
exj = - [k =1 K]l JJ(BE).
Dann gilt E = B%).
Beweis:
Dies folgt sofort aus der Merkregel 3.4. U

4.2 Bemerkungen zur 2-Schritt-Rekursion (Determinantenentwicklung)
a) (Determinantenentwicklung) Die Matrix B := B%*~2) sei genau wie in obigem Lem-
ma 4.1. In 4.1 (2) tritt eine Determinante dritter Ordnung auf, ndmlich

bk—15ur k-1, br—1,j
[k =1k illjr—1 gk J)(B) = | bkjey  brje iy
bijuor  Dign  big
Entwickelt man diese nach der letzten Spalte 7, so erhalt man
e:=[k—1ki][jr—1 Jr JI(B) =co - bij — i1 - by j + Cio - br_1;

mit den Faktoren

co := [k =1 k][jr—1 jr](B)

cir == [k — 1 d][jk—1 jr](B)

Cio = [k Z'][jk—1 ]k](B)
Die cg, ¢;1, cio sind — bis auf das Vorzeichen von ¢;; — die zugehorigen Kofaktoren.
Wegen der Teilbarkeit der Kofaktoren gilt

19 1 Co Ci1 Ci2
~—~ ~—~
ER ER €R

b) (Zeilenstufenkoeffizient) Insbesondere fiir den Zeilenstufenkoeffizienten der k-ten Zeile
gilt aufgrund von Lemma 4.1(3) und Bemerkung a)

bg;l = Co/t.
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4.3 Satz (Algorithmus B2TMD)

Sei A = (a;j) eine beliebige n x m-Matriz iber einem Integritdtsring R. Die Unteralgorith-

men Pivot und B1TMDRow seien wie beim Algorithmus BITMD aus Satz 3.7, COPivot und

B2TMDRow seien wie anschlieffend definiert. Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) Setze k=1, \:=1 und t := 1.

(2) (Ewtl. Zeilentausch) Falls X > m oder k > n ist, gib das Ergebnis A aus. Andernfalls
ersetze A durch das Ergebnis von Pivot(A, A k).

(3) (Lange Zeilenstufe) Ist ayx = 0, dann erhéhe X um 1 und fahre fort bei Schritt (2).

(4) (Letzte Spalte ausrdumen) Setze ji, := M. Fualls j, = m ist, dann ersetze die un-
teren Zeilen i = k + 1,...,n der Matriz A jeweils durch das Ergebnis von B1TMD-
Row(A, 1, jg, k,t). Erhohe X um 1 und fahre bei Schritt (2) fort.

(5) (Ewtl. Zeilentausch) Setze j := X. Fiihre COPivot(A, ji, k) aus und erhalte daraus A
und cg.

(6) (Lange Zeilenstufe, Spalten ji,ji + 1 ausrdumen) Falls co = 0 ist, dann ersetze
die unteren Zeilen © = k + 1,...,n von A jeweils durch das Ergebnis von B1TMD-
Row(A, i, ji, k,t). Setze dannt := ayj, , erhéhe k um 1, X wum 2 und fahre bei Schritt (2)

fort.
(7) (Spalten ji,jx + 1 ausraumen) Setze jpi1 = jr + 1 und ty := t*>. Ersetze zundchst
die unteren Zeilen © = k + 2,...,n von A jeweils durch das Ergebnis von B2TMD-

Row(A, 1, ji, k, co, t2). Ersetze dann die Zeile (k + 1) durch das Ergebnis von B1TMD-
Row(A, k+1, jg, k,t). Setzet := agi1 j,+1, erhohe k und X jeweils um 2 und fahre bei
Schritt (2) fort.

Dies ist ein Algorithmus namens B2TMD(A), der eine zu A dquivalente Matrixz in Zeilen-
stufenform erzeugt.

Hierbei bedeute COPivot(A, ji, k) den folgenden Zeilentauschalgorithmus, um — so-
fern maoglich — an Position (k+ 1) eine Zeile zu tauschen, deren Zeilenstufe an der Stelle
(k+1,jk + 1) liegt.

(P1) Berechne co := [k k+1][jr jr +1](A) = arjy, - Qht1 jr+1 — Okt1,4x - Ok, jr+1- Falls co =0
ist, suche die nachste Zeile | mit k+1 < 1 < n, fir die co := [k l][jr jr + 1](A) # 0
gilt. Falls eine solche Zeile | existiert, dann multipliziere sie mit —1 und vertausche
die Zeilen | und (k4 1).

(P2) Gib als Ergebnis A und ¢y aus.

In Schritt (7) bezeichne B2TMDRow (A, i, ji, k, co, t2) folgenden Algorithmus, welcher die i-te
Zeile von A neu berechnet, d.h. es werden in der i-Zeile mit Hilfe der Zeilen k,k + 1 die
Spalten ji, jr + 1 ausgeraumdt.

(R1) (Kofaktor berechnen) Berechne ¢y := [k i|[jx jr + 1](A) = arj, - Qi j+1 — Qijy = Ok jpt1-

(R2) (Kofaktor berechnen) Berechne dann cy := [k + 1 i][ji jr + 1](A) = @k+1,4, - @i jrt+1 —
@ijy, * Ok+1,5541-

(R3) (Determinante entwickeln) Fir j = jp + 2,...,m ersetze den Koeffizienten a;; zu-
nachst durch co-a;; —ci-ap41,5+c2-ar;. Ersetze daraufhin den neuen Koeffizienten a;;
durch a;;/ts.

(R4) (Ausrdumen) Setze a;j, := 0 und a; j, 41 := 0.

(R5) Gib das Ergebnis (a;j)j=1..m aus, d.h. die i-te Zeile von A.

Beweis:

Offensichtlich werden die Anweisungen (P1), (P2) bzw. (R1) bis (R5) nur endlich oft
wiederholt. Daf sie zu den behaupteten Ergebnissen fiithren, folgt sofort aus der 2-Schritt-
Rekursion (Lemma 4.1 bzw. Bemerkung 4.2).
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Was B2TMD angeht, so wird bei jedem Durchlauf von Schritt (3), (4), (6) oder (7)
die Variable A erhoht, bei jedem Durchlauf von Schritt (6) oder (7) wird k& erh6ht. Nach
endlich vielen Wiederholungen wird also das Abbruchkriterium in Schritt (2) erreicht.

Analog zum Beweis von Satz 3.7 (B1TMD) und aufgrund der vorangegangenen und der
folgenden Uberlegungen ist das Ergebnis eine trigonalisierte Matrix, die zur urspriunglichen
Matrix dquivalent ist. Schritt (4) wird durchlaufen, falls der 2er-Schritt nicht aufgeht
und am Ende nur noch die letzte Spalte m ausgeraumt werden mufl — dann ist man fer-
tig. Schritt (5) ist notig, da der geméfB 1-Schritt-Formel neu zu berechnende Koeffizient
ak+1,j,+1 gleich ¢o/t ist, vgl. Bemerkung 4.2b). Ist nun ¢y = 0, muf} evtl. ein Zeilentausch
durchgefiihrt werden, um an der Stelle (k+1, j; + 1) eine Zeilenstufe zu erhalten. LaBt sich
diese nicht finden, d.h. ist ¢y = 0 stets, bedeutet dies gerade, dafl mit der 1-Schritt-Formel
schon beide Spalten jg, jr + 1 ausgerdumt werden, vgl. Schritt(6). Schritt (7) folgt direkt
aus der 2-Schritt-Rekursion (Lemma 4.1 bzw. Bemerkung 4.2). O

4.4 Bemerkung (Komplexitat von B2TMD)

Sei A € Mat,xm(R) ein n x m-Matrix maximalen Ranges, wobei fiir die Lage der Zei-
lenstufen jp = k fiir £ = 1,...,rang A gelte. Betrachtet man den Algorithmus B2TMD aus
Satz 4.3, so ergeben sich dort bei jedem Durchlauf von Schritt (7)

2(n—k)(m —k)+ (m—k+1)+2(n— k) + 1 Additionen,
3(n—k)(m —k)+2(m—k+1)+4(n — k) + 3 Multiplikationen,
(n —k)(m — k) + (m — k + 1) Divisionen.

Bezeichnet A eine n x m-Matrix mit n < m und mit rang A = n, so fithrt dies insgesamt
(k=1,3,.. — 1, k ungerade) zu

~ %mn2 — l 3 Additionen,

~ 3mn? — 1n® Multiplikationen,
2

~ Zmn — E” Divisionen.

Ist A dagegen eine n x m-Matrix mit n > m und mit rang A = m, so ergeben sich insgesamt
(k=1,...,m—1, k ungerade)

smn? — ¢m® Additionen,
~ %mn2 — im?’ Multiplikationen,
1

Lmn? — %m Divisionen.

~ g
4.5 Bemerkungen (Algorithmus B2TOD)
Sei A € Mat,, xm(R) eine beliebige n x m-Matrix iiber einem Integrititsring R.

a) (Algorithmus B2TOD) Der Algorithmus B2TMD aus Satz 4.3 188t sich auch ohne Divi-
sion durchfithren, d.h. man 148t die Teiler ¢ sowie ¢t weg und ersetzt in Schritt (4), (6)
und (7) BITMDRow durch B1TODRow (aus Bemerkung 3.9) und auflerdem in Schritt (7)
B2TMDRow(A, 7, ji, k, co, t2) durch B2TODRow(A, i, ji, k,co). Letzteres ist genau wie
B2TMDRow definiert, auBer daf in Schritt (R3) die Division durch ¢ entfillt. Da-
mit erhélt man den Algorithmus B2TOD(A), der als Ergebnis eine zu A dquivalente
Matrix in Zeilenstufenform ausgibt.

b) (Komplexitit von B2T0OD) Bis auf die Divisionen erhélt man fiir B2TOD dieselbe Kom-
plexitat, wie in Bemerkung 4.4 fiir den Algorithmus B2TMD angegeben.

Nutzt man bei der Berechnung der Determinanten dritter Ordnung die Teilbarkeit der
Kofaktoren aus (Bemerkung 4.2a), so folgt als Variante des Algorithmus B2TMD aus Satz 4.3
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4.6 Satz (Algorithmus B2TMDMD)
Sei A € Mat,xm(R) eine beliebige n x m-Matriz iber einem Integrititsring R. Betrachte
den Algorithmus B2TMD aus Satz 4.3 und nehme folgende Anderungen vor:
Lasse in Schritt (7) den Teiler to weg und ersetze B2TMDRow(A, 4, ji, k, co, t2) durch
den Algorithmus B2TMDMDRow(A, 4, ji, k, co,t), welcher wie folgt definiert ist:
(R1) (Kofaktor berechnen) Ersetze co durch co/t.
(R2) (Kofaktor berechnen) Berechne ¢y := [k i|[jr jr + 1](A) = aj, - Qi j+1 — Qijy - Ok jrt1-
Ersetze ¢y durch ¢y /t.
(R3) (Kofaktor berechnen) Berechne zundchst cy := [k+1 i][jk jr+1](A) = ap+1,5; - Cijut1—
Qij, * Okt1,ju+1- Ersetze ca durch cy/t.
(R4) (Determinante entwickeln) Fir j = j, +2,...,m ersetze den Koeffizienten a;; durch
Co - Gij —C1 - Qpg1,j + C2 - agj - Ersetze dann den neuen Koeffizienten a;; durch a;;/t.
(R5) (Ausrdumen) Setze a;j, := 0 und a; j, +1 := 0.
(R6) Gib das Ergebnis (aij)j=1..m aus, d.-h. die i-te Zeile von A.

Dies ist ebenfalls ein Algorithmus, welcher mit B2TMDMD(A) bezeichnet wird und als Ergeb-
nis eine zu A dquivalente Matriz in Zeilenstufenform ausgibt. Sein Ergebnis stimmt mit
dem von B2TMD uberein.

Beweis:

Die Behauptung folgt sofort aus der Teilbarkeit der Kofaktoren (Bemerkung 3.3c). Statt
namlich erst die Determinante dritter Ordnung zu berechnen und dann durch ¢? zu teilen
— wie beim Algorithmus B2TMD bzw. B2TMDRow (Satz 4.3) — kann man erst die Kofaktoren
durch ¢ teilen (Schritt (R1) bis (R3)) und dann das Ergebnis aus Schritt (R4) erneut durch ¢

dividieren. O
4.7 Bemerkung (Komplexitidt von B2TMDMD)
Sei A € Maty,xm(R) eine beliebige n x m-Matrix maximalen Ranges mit j, = k fiir

alle k = 1,...,rang A. Beim Algorithmus B2TMDMD aus Satz 4.6 bendtigt man fiir jeden
Durchlauf von Schritt (7)

2(n—k)(m —k)+ (m—k+1)+2(n—Fk)+ 1 Additionen,
3(n—k)(m—k)+2(m—k+ 1)+ 4(n — k) + 2 Multiplikationen,
(n—Fk)(m —k)+ (m —k+ 1)+ 2(n — k) + 1 Divisionen.
Ist A eine n x m-Matrix mit n < m, so ergeben sich insgesamt (k = 1,3,...,n — 1,
k ungerade)

3
3

z %n3 Additionen,

mn?® — {n® Multiplikationen,

[T YT

~ Lmn? — %Tﬁ Divisionen.

Bezeichnet A dagegen eine n x m-Matrix mit n > m und mit rang A = m, so ergeben sich
insgesamt (k= 1,...,m — 1, k ungerade)

N

~ %an — %m3 Additionen,
~ 3mn? — m3 Multiplikationen,
~ %an — %m3 Divisionen.

4.8 Bemerkungen zur Implementierung (B2TMD, B2TOD, B2TMDMD)
Betrachte zunachst den Algorithmus B2TMD aus Satz 4.3.

a) (overwriting) In Schritt (7) darf die Zeile (k+ 1) erst zuletzt umgeformt werden, denn
fiir B2TMDRow wird die alte (k + 1)-te Zeile benotigt.
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b) (Zuweisungen) Parameter, die 6fter bendtigt werden, sollten nicht jedesmal neu be-

rechnet werden, sondern als Variable zur Verfiigung stehen. Beispielsweise wird in
Schritt (5) in COPivot schon ¢y berechnet, welches spater noch bendtigt wird, etwa
fiir den Unteralgorithmus B2TMDRow.
In Schritt (6) kann man die Spalten ji,jr + 1 beide 0 setzen, denn im Grunde ge-
nommen hat man mit COPivot in Schritt (5) schon berechnet, daf§ die Spalte (ji + 1)
ausgeraumt wird. In Schritt (7) kann man bei der Berechnung der (k + 1)-ten Zeile
Qk+41,j,.. ‘= Co/t setzen. Dazu mufl man BITMDRow so modifizieren, daf} es, falls es
aus Schritt (6) oder (7) aufgerufen wird, den Koeffizienten a1 j, 41 nicht berechnet,
sondern den entsprechenden Wert 0 bzw. ¢y /t zuweist.

c¢) Bei B2TMD wird nur dann Schritt (7) durchlaufen, wenn die Zeilenstufenspalten j; und
Jk+1 = Jr + 1 direkt nebeneinander liegen. Man konnte es auch anders machen. Stellt
man namlich in Schritt (6) fest, dafl ¢g = 0 ist, also sich in der Spalte (ji + 1) nicht
die (k + 1)-te Zeilenstufe befindet, konnte man in der Spalte (j + 2) weitersuchen,
ob man dort ¢g = [k k + 1][jr jr + 2](A) # 0 findet, usw. bis schlieBlich die Position
(k+1, jr41) der Zeilenstufe gefunden ist. Dann kénnte man statt Schritt (6) das echte
2-Schritt-Verfahren, wie in Lemma 4.1 beschrieben, durchfiihren. Dazu miifite man
das in Schritt (7) verwendete B2TMDRow entsprechend abéandern.

d) Auch bei COPivot wird wie bei Pivot bei einem Zeilentausch eine der getauschten
Zeilen mit —1 multipliziert, um das Vorzeichen der Determinante zu erhalten.

Analog gelten a) bis d) auch fiir den Algorithmus B2TMDMD aus Satz 4.6. Fiir den Al-
gorithmus B2TOD aus Bemerkung 4.5 gelten a) bis d) ebenfalls entsprechend, nur in b)
muf} beriicksichtigt werden, dafl man bei der Berechnung der Zeile (k + 1) BITODRow so
modifiziert, dafl ap41 j,+1 := co gesetzt wird.

4.9 Bemerkung (Mehrschritt-Verfahren)
Um eine n x m-Matrix A aus Mat,, «,,(R) zu trigonalisieren, liefle sich analog zu den be-
schriebenen 1- und 2-Schritt-Verfahren ein s-Schritt-Verfahren mit n—1 > s > 3 konstruie-
ren. Hierzu wird es allerdings notig, Determinanten der Ordnung (s+1) zu berechnen, ver-
gleiche die Rekursionsformeln (3.3) bzw. die Merkregel (3.4). Diese Mehrschritt-Verfahren
werden hier aber nicht mehr weiter ausgefiihrt.

5 Diagonalisierung mit dem 1-Schritt-Verfahren

Nachdem man sich in den vorangegangenen Abschnitten bereits mit den Bareiss-Verfahren
vertraut machen konnte, soll bei der Diagonalisierung der Spezialfall quadratischer Ma-
trizen uibersprungen und gleich der allgemeine Fall beliebiger n x m-Matrizen betrachtet
werden. Sei also ab sofort A € Mat,, ., (R) eine n x m-Matrix iiber einem Integritétsring R.
Fiir die folgenden Uberlegungen gelte wieder wie zuvor

(V1) n < m,

(V2) rang A = n und

(V3) Zeilentausch ist unnotig.
Fir die spater dargestellten Algorithmen werden diese Voraussetzungen nicht benotigt.
Sie dienen lediglich dazu, die folgenden Uberlegungen nicht unnétig zu komplizieren.

Zur Diagonalisierung mit dem 1-Schritt-Verfahren werden sukzessive von links nach
rechts die Spalten ober- und unterhalb der Zeilenstufendiagonalen ausgeraumt. Ein Schema
fiir den vereinfachten Fall einer 6 x m-Matrix, deren Zeilenstufen alle auf der Diagonalen
liegen, veranschaulicht die Reihenfolge der Ausraumung;:



42 I Bareiss-Verfahren

*x12 13 14 | 5|6 *
* *
* *

* ES

* *

112 13 lalsl” i

Hierbei symbolisiert x die verbleibenden Koeffizienten.

In den vorausgegangenen Abschnitten hat man gelernt, dafl bei der Trigonalisierung
auftreten. Welche Koeffizienten erhilt man nun bei der Dia-

Koeffizienten der Form agf)
gonalisierung?

5.1 Definitionen
Die Matrix A sei wie oben.
a) Fir k € {0,...,n} schreibt man

[1...k][j1.--Jr](A) sonst .

b) Seik e {l,...,n}. Firi=1,...,kund j =1,..., m bezeichne 5%“) die Determinante,
die man aus 6(*) erhilt, indem man dort fiir die Spalte j; die Spalte j eintauscht, also

O0U =1 K Gimt G Gt dk)(A) = (1Kl 5 GGk (A),

wobei die Notation ~ die Auslassung bedeute. Auflerdem setzt man fir i = 1,...,n
und fir y=1,...,m

(0) ._
5 = 1.

5.2 Bemerkung

Mit den aus Abschnitt 3 bekannten Determinanten a%“) = [L...k d[j1-.-Jr J](A) gilt
insbesondere fiir k € {1,...,n} und j € {1,...,m}

O =1 K]l ko1 5)(A) = ol 7Y,
und speziell fiir den Zeilenstufenindex j; erhalt man den Zeilenstufenkoeffizienten

Sy = [ Hlljn - 3e](4) =60 =7V (£ 0).

So, wie in Lemma 2.1 der Zusammenhang zwischen den Determinanten agf) und der
Trigonalisierung von Matrizen aufgezeigt wird, folgt nun eine entsprechende Aussage tiber

die Determinanten 5%73) im Zusammenhang mit der Diagonalisierung von Matrizen.
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5.3 Lemma (Matrizenfolge zur Diagonalisierung)
Sei A € Mat, «m(R) eine n X m-Matriz wie oben.

a)

b)

(Elementare Zeilenumformungen) Seien k € {1,...,n} und i € {1,...,k} beliebig.

In der Matriz A die i-te Zeile (a;5) j=1...m durch die Zeile (6§f))j:1...m zu ersetzen, ist

~

gleichbedeutend damit, in der i-ten Zeile die Spalten ji, jo, ..., Jiy-- -, Jr QUSZUTAUMEN
mittels elementarer Zeilenumformungen der Zeilen 1 bis k.

Mit anderen Worten: die Determinante 5%“) = [1...kl[j1... 55 j...jxl(A) ldpt sich
als Anleitung fir elementare Zeilenumformungen interpretieren, um den Koeffizien-
ten a;; aus A neu zu berechnen. Bei 5%‘:) weisen der hochgestellte Index (k) und der
tiefgestellte Zeilenindex i darauf hin, daff die ersten k Zeilenstufenspalten (aufer der
Ji-ten) ausgerdumt werden, und zwar mit Hilfe der ersten k Zeilen. Die tiefgestellten
Indizes © und j bezeichnen aufferdem die Position desjenigen Koeffizienten, der neu
berechnet wird.

(Matrizenfolge) Fiir k = 0,...,n sei die Matriz D®) qus Mat, ., (R) wie folgt defi-
niert:

6 )imr.
D(k) — (d(k)) - ( K )jzl...m
v ()
(a’ij );’Zlﬁlm n

In dieser Matrix sind oberhalb und unterhalb der Diagonalen die ersten k Zeilen-
stufenspalten j1,ja, ..., ji ausgerdumt. Insbesondere gilt D®©) = A wund schlieflich

. Letzteres ist eine zu A dquivalente Diagonalmatriz.

Sei fir k =1,...,n die Matrizt D) = (dg;”)) wie in a). In dieser Matriz gilt fir die

Zeilenstufenkoeffizienten der ersten k Zeilent=1,... )k
k k k k—1
dt) =dt) = . =dl) =s® = a’ .

Mit anderen Worten: samtliche Zeilenstufenkoeffizienten der ersten k Zeilen sind
gleich 6%) | und dieses ist bereits aus der Vorgingermatriz D=1 bekannt, ndmlich

als Zeilenstufenkoeffizient dé’;;l) der Zeile k.

Beweis:

a)

Es gilt fir+=1,...,kund j=1,...m

~ ~ ~

0 =LKl i g G (A) = 1Tkl i e 5)(A),

denn da ¢ und j beide von derselben Position aus nach hinten getauscht werden, stellt
dies insgesamt eine gerade Permutation dar. Aus der rechten Seite folgt sofort fiir

alle Spalten 7 = 1,...,m, dafl mit der Determinante 5§f) in der Zeile ¢ die Spalten

J1s---3Jis-- -, Jk ausgeraumt werden, und zwar mittels elementarer Zeilenumformun-
gen der Zeilen 1,...,k, vgl. Lemma 2.1.

Fir die Matrix

gilt, dal nach a) wie gewtinscht iiber der Zeilenstufendiagonalen mit den Determinan-
ten 5%“) in den Zeilen ¢ = 1,...,k die Spalten j;,... ,3’;, ..., Jr ausgeraumt werden.
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Unterhalb werden mit den Determinanten agf) in den Zeilen ¢ = k+1,...,n bekannt-

lich die Spalten 7ji,...,j; ausgerdumt. Nach a) ist speziell die Matrix D™ = (62(;1))
eine zu A dquivalente Diagonalmatrix.

c) folgt sofort aus der Definition der Matrizen D™) und aus Bemerkung 5.2. U

Sei ab sofort die Folge der Matrizen D) = (dgf)) fir k =0,...,n so, wie in Lemma 5.3b)
definiert, also

(80 )izs.
D — e —
(af}yimrsr..n
5%’;3 * 0 Kook 0 Kok 5%’;;1 (5&1
* 0
k
5,2_)17%71 * 0
= k k k
6’(%])1@ Kook 51(€j1)c+1 61(%7)71
(k) (k)
0 k+1,jk+1 T ak—l—l,m
ok )
,Jk+1 nm

Hierbei symbolisiert * aus Platzgriinden dazwischenliegende Koeffizienten, die ungleich 0
sein konnen. Auflerdem setzt man

d(()(;()) = 1.

Nach dem vorangegangenen Lemma 5.3 sind in der Matrix D*) die ersten k Zeilenstu-
fenspalten, namlich 71,..., j%, oberhalb und unterhalb der Diagonalen ausgerdumt, insbe-
sondere sind somit unter der Diagonalen die vorderen Spalten 1,..., jx11 — 1 ausgeraumt.
Die Matrix nimmt also die angegebene Gestalt an. Somit fiihrt die Folge dieser Matrizen
die Matrix A = D in die Diagonalmatrix D(") = (52(;1)) tiber, indem sukzessive von links
nach rechts iiber und unter der Diagonalen die Zeilenstufenspalten ausgeraumt werden.

Fiir die eingangs schematisch dargestellte 6 x m-Matrix, deren Zeilenstufen alle auf der
Diagonalen liegen, sieht der Ubergang von einer Matrix D®*~1) zur nichsten Matrix D*),
k=1,...,n, wie folgt aus:

5(k_1) k *k e *
6(k_1) * * . *
(k—1)y
ple=1) _ (9% )}le'.'_'.’f,fl B sh=1) | . .
( Ef_l));’i:ri‘n HONE® i
* ES %
k X *
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Daraus erhalt man durch Ausraumung der k-ten Spalte die Matrix

§(k)

§(k)

ij iz 5(k)

5(k)

Hierbei symbolisiert x die verbleibenden Koeffizienten, die ungleich 0 sein konnen.

Wie iiblich stellt sich nun wieder die Frage, wie man diese Matrizen rekursiv berechnen
kann. Dazu betrachtet man diese Matrizenfolge allgemein fiir den Fall, dafl schrittweise eine
Zeilenstufenspalte nach der anderen ausgeraumt wird, man betrachtet also fir k =1,...,n

den Ubergang von der Matrix

D=1 — ’ " =
k—1
(o™i
k—1 k—1
5§j1 ) * 0 Kok 65].1@ )
* 0

k—1 k—1
61&—1,}1@_1 Kook 5,(6_1’;]6
- (k—1)
ak:]k

k—1
0 a5€+1;;k
(k—1)

anjk

5(k—1)

1Jk+1

5(’€—1)

E—=1,jk4+1

(k-1)
kikt+1

L)
k4+1,0k+1

(k—1)
n,Jk41

i

5(’€—1)

k—1,m

(k—1)
ak,m

(k—1)
ak—i—l,m

ot )
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zur direkten Nachfolgerin

k
o [ O
RPN B
(aij )izt
* 0
51€ck—)1,jk_1 Kok 0
— k k k
6](<?J)k KX 6’(€jl)e+1 5/(677)77:
k k
0 al(wﬁ—zl,jk+1 e a;ﬂ—gl,m
JB L m
T, Jk+1 nm

in der verglichen mit vorher die ji-te Spalte iiber und unter der Diagonalen ausgeraumt
ist. Dabei gilt in D=1 fiir die oberen (k — 1) Zeilenstufenkoeffizienten

sk — =t 5k=1) £ g

1j1 k—1 7jk —1
und in D™ fiir die oberen k Zeilenstufenkoeffizienten

o) = =8 =5 = oD g,

1 = - ki = Qkjy

5.4 Lemma (1-Schritt-Rekursion zur Diagonalisierung)
Die Matrizen A und D%~ seien firk =1,...,n wie oben. Auferdem sei

k—
= dé_lf;k—l (# 0 stets).
Die Matriz E = (e;5) € Mat,xm(R) werde folgendermafen definiert:

(1) Die Zeile k ist genau wie in D=1,

(2) Die oberen Zeileni =1,...,k—1 und die unteren Zeilen i = k+1,...,n definiert

man fir 3 =1,...,m durch
1 are _
eij =4 - [k ]l I(DE),
Dann gilt E = D),
Beweis:
Die Behauptung ist nur fiir die oberen Zeilen 1,...,k — 1 von D®) nachzuweisen, denn

fir die k-te Zeile ist sie klar nach Bemerkung 5.2, und fiir die unteren Zeilen folgt die
Behauptung aus der 1-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung (Lemma 3.4).



I Bareiss-Verfahren 47

Um in D%*~1Y in den oberen Zeilen 1 = 1, ...,k — 1 die Spalte j; mit Hilfe der Zeile &
auszurdumen und dabei eine mit (d;j)j=1.., bezeichnete Zeile zu erhalten, kann man

folgende elementare Zeilenumformung vornehmen: fiir j = 1,...,m berechnet man
(k—1) (k—1)
= ety _ | TR Tk (k) 5(k=1) _ s(k=1) (k=1)
dij == [k i][jx J1(D ) = =0""0;; — 04}, Qg - (%)
st 5k=1)
L)k )
In dieser neuberechneten Zeile ¢ sind die Spalten jq,... ,ﬁ, ..., Jr ausgeraumt, und zwar
(rekursiv) unter Verwendung der Zeilen 1, ..., k. Insbesondere gilt fiir den Zeilenstufenko-
effizienten (1)
= _ —1
dij, = 6= — 5270 (#0). ()

Andererseits sind auch in D®) in den Zeilen i = 1,...,k — 1 die Spalten ji,... ,3’;, ey Ik
ausgeraumt, ebenfalls mit Hilfe der Zeilen 1,... k. Es gilt fir j=1,...,m

(k) _ ¢(k)
dij =9,, (% * x)

ij
also gilt insbesondere fiir den Zeilenstufenkoeffizienten
(k) _ (k) _ s(k)
diji = 51’3} =\, (%)

Ein Koeffizientenvergleich von (#*) und (k%) ergibt

w_ 1 =
i = g i

wobei 6(*=1) £ 0 gilt. Da die durch (%) und (* % %) gegebenen Zeilen sich nur durch ein
Vielfaches voneinander unterscheiden konnen, folgt insgesamt fiir alle 2 = 1,...,k —1 und

allej=1,...,m
dij = §(k=1) dij = t |

also die Behauptung. O

kil[k j)(D*Y),

Es zeigt sich in Lemma 5.4, dal man fiir beliebiges k € {1,...,n} und j € {1,...,m}

zur Berechnung aller Koeffizienten dgf), d.h. nicht nur zur Berechnung der Determinan-

ten a%“) in den unteren Zeilen ¢ = k+1,...,n, sondern auch zur Berechnung der Determi-

nanten 5§f) in den oberen Zeilen s = 1,..., k—1, die bereits bekannte 1-Schritt-Rekursions-
formel verwenden darf, vgl. dazu Lemma 3.5 (1-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung).

Induktiv folgt daraus fiir s € {1,...k}, dal zur Berechnung von 5§f), i=1,...,k— s, die

bekannte s-Schritt-Rekursionsformel fiir den ﬁbergang von D*=5%) zu D) gilt. Analog zu
(k)
ij

Rekursionsformeln zur Berechnung der Determinanten 6%‘:), die hier vollstandigkeitshalber
angegeben werden. (Beachte, dafi dazu fiir i € {1,...,l} in den Formeln aus 3.3 anstelle

den Rekursionformeln fiir Determinanten vom Typ «;.” (Bemerkung 3.3) erhélt man daher

von ag:) stets 5;') und insbesondere anstelle des Divisors al(;.l_l) stets 61(;) =6 £ 0 einge-
setzt wird).

5.5 Korollar (allgemeine Rekursionsformeln)

Sei A eine n x m-Matrix mit den Eigenschaften (V1) bis (V3).
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a) (Rekursionsformeln) Seien k € {1,...,n} und [ € {0,...,k — 1} beliebig. Fiir i €
{1,...,l}und j € {1,...,m} gilt:

(1) (1) (0)

Nttgipn 0 Qg Mg
3 1 : : :
s — ! ! l =
" (5(1))k_l a5€7)jl+1 e aéj?]k aé?]
() 0 0
5i7jl+1 e 67’7.71« 67’7.7
1 ar . I
= W[H 1ok i)[jigs - - gk 5)(DD).

Insbesondere gilt fiir [ = k£ — 1 folgende 1-Schritt-Formel

(k=1) (k=1)

(6P
(k) _ 1 ki ki1 e (Bl
i 0D k) (k-1 _6(k—1)[k dIFg J](D( ))
5ijk 5ij

und fir [ = k — 2 folgende 2-Schritt-Formel

k—2 k—2 k-2
al(ﬂ_la;k—l I(f_la;k agg—17‘])
ky 1 (k—2) (k=2)  (k=2)| _
03 T 0GE2)2 | ke ki ki | T
(k—2) (k=2)  c(k—2)
67;7jk—1 627.]k 67’7-]

_ W[k — 1k d][js—r jr 5I(DE).

Entsprechend erhalt man fiir [ = k£ — s eine s-Schritt-Formel, welche die Berechnung
einer Determinante der Ordnung (s + 1) erforderlich macht (s € {1,...,k}).

b) (6®W)k=! ist ein Teiler der Determinante auf der rechten Seite ganz oben in a).

c) (Teilbarkeit der Kofaktoren) Jeder Kofaktor der rechten, durch (6())*~! teilbaren De-
terminante ganz oben in a) ist durch (§())¥—1=1 teilbar.

5.6 Satz (Algorithmus B1DMD)

Sei A eine beliebige n x m-Matrixz uber einem Integritdatsring R. Der Unteralgorithmus

Pivot sei wie in Satz 3.7, BLDMDRow sei wie nachfolgend definiert. Betrachte die folgenden

Instruktionen:

(1) Setze k=1, A:=1 und t := 1.

(2) (Evtl. Zeilentausch) Falls X > m oder k > n ist, gib das Ergebnis A aus. Andernfalls
ersetze A durch das Ergebnis von Pivot(A, A, k).

(3) (Lange Zeilenstufe) Ist ayx = 0, dann erhéhe X um 1 und fahre fort bei Schritt (2).

(4) (Spalte ji, ausraumen) Setze ji := A. FErsetze dann alle Zeilen i von A aufler der
k-ten jeweils durch das Ergebnis von BIDMDRow(A, i, ji, k,t). Setze t := ayj, , erhohe
k und X\ jeweils um 1 und fahre bei Schritt (2) fort.

Dies ist ein mit BIDMD(A) bezeichneter Algorithmus, der als Ergebnis eine zu A dquivalente
Matriz in Diagonalform ausgibt.
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Die Neuberechnung der i-ten Zeile von A erfolgt dabei in Schritt (4) mit dem Algo-
rithmus B1DMDRow(A, 4, ji, k,t), d.h. es wird in der i-ten Zeile mit Hilfe der Zeile k die
Spalte j; ausgeraumdt.

(R1) (Berechnen) Firj = jp+1,...,m ersetze a;; durch [k i|[jx j](A) = arj, -Gij—aij, -Or;-
Ersetze dann den neuen Koeffizienten a;; durch a;;/t.

(R2) (Ausrdumen) Setze a;j, := 0.

(R3) (Uber k-Zeile zusitzlich berechnen) Falls i < k ist, dann ersetze fir alle Spalten j €
{7i +1,...,ji — 1} erst a;; durch [k i)[ji j](A) = agj, - aij. Ersetze dann den neuen
Koeffizienten a;; durch a;;/t. Setze den Zeilenstufenkoeffizienten a;;, = aj, -

(R4) Gib das Ergebnis (aij)j=1..m aus, d.h. die i-te Zeile von A.

Beweis:

Die Instruktionen unterscheiden sich von denen des Algorithmus B1TMD (Satz 3.7) nur
durch die Verwendung des Unteralgorithmus BIDMDRow in Schritt (4). Letzterer ergibt sich
als Anwendung der 1-Schritt-Rekursion (Lemma 5.4), insbesondere wird in Schritt (R3)
aufgrund von Lemma 5.3b) der Zeilenstufenkoeffizient a;;, = ay;j, gesetzt. Die Behauptung
folgt ansonsten analog zu Satz 3.7 (B1TMD). O

5.7 Bemerkung (Komplexitit von BIDMD)

Sei A € Mat,,xm(R) eine beliebige n x m-Matrix. Auflerdem sei der Rang von A maximal
mit jp =k fir k=1,...,rang A.

Bei jeder Wiederholung von Schritt (4) beim Algorithmus B1DMD aus Satz 5.6 ergeben sich

(n —1)(m — k) Additionen,
2(n — 1)(m — k) Multiplikationen,
(n — 1)(m — k) Divisionen.
Ist A eine n x m-Matrix mit n < m und rang A = n, folgen insgesamt also (k =1,...,n)

~mn? — %n3 Additionen,

~ 2mn? — n® Multiplikationen,

~ mn? — %n3 Divisionen.

Bezeichnet A dagegen eine n x m-Matrix mit n > m und rang A = m, so ergeben sich
insgesamt (k=1,...,m)

~ sm?n Additionen,

~ m?n Multiplikationen,

~ %mzn Divisionen.

5.8 Bemerkungen (Algorithmus B1DOD und Gauflsches Eliminationsverfahren)
Sei A eine beliebige n x m-Matrix iiber einem Integritatsring R.

a) (Algorithmus B1DOD) Verzichtet man beim Algorithmus B1DMD aus Satz 5.6 auf die
Division, d.h. 148t man den Teiler ¢ weg und ersetzt man in Schritt (4) den Algorith-
mus B1DMDRow(A, 4, jk, k,t) durch B1DODRow(A, i, ji, k), so erhdlt man den Algorith-
mus B1DODA, dessen Ergebnis ebenfalls eine zu A aquivalente Matrix in Diagonalform
darstellt. Dabei ist BIDODRow genau wie B1DMDRow definiert, nur daf in Schritt (R1)
die Division durch ¢ entféllt und (R3) ersetzt wird durch den folgenden Schritt
(R3’) (Uber k-Zeile zusitzlich berechnen) Falls i < k ist, dann ersetze a;; durch

[k i][jk J1(A) = akj, - a4 fiv j=1,... 5, — 1.

b) Der in a) beschriebene Algorithmus B1DOD entspricht dem allgemein bekannten Gaufs-

schen Eliminationsverfahren.
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c¢) (Komplexitit von B1DOD) Man erhélt bis auf die Divisionen dieselbe Komplexitét, wie
in Bemerkung 5.7 fiir den Algorithmus B1DMD ermittelt worden ist.

5.9 Bemerkung zur Implementierung (B1DMD)

Betrachte den Algorithmus B1DMD aus Satz 5.6.

(Zuweisungen) Aus Lemma 5.3 b) weifl man, daf die oberen Zeilenstufenkoeffizienten alle
gleich ay;, sind. Daher wird bei dem Unteralgorithmus B1DMDRow in Schritt (R3) die
entsprechende Zuweisung vorgenommen. Wiirde man dies nicht tun und jedesmal auch
den Zeilenstufenkoeffizienten a;;, berechnen, hatte man am Ende schlimmstenfalls n-mal
dieselbe Determinante der Ordnung n ausgerechnet.

6 Diagonalisierung mit dem 2-Schritt-Verfahren

Genau wie im vorigen Abschnitt erfiille die Matrix A aus Mat,, «, (R) die Voraussetzungen
(V1) n < m,
(V2) rang A = n und
(V3) Zeilentausch sei unnotig.
Man betrachtet wieder dieselbe Folge von Matrizen D*) k= 0,...,n, wie in Abschnitt 5,
also die Matrizen

Auflerdem sei wieder

Anhand dieser Folge wird nun das 2-Schritt-Verfahren zur Diagonalisierung unter-
sucht, d.h. bei jedem Rekursionsschritt werden jetzt zwei Spalten auf einmal ausgeraumt.
Ein Schema fiir den vereinfachten Fall einer 6 x m-Matrix, deren Zeilenstufen alle auf der
Diagonalen liegen, veranschaulicht die Reihenfolge der Ausraumung;:

x| 1 2 3 Kok
1 2 | 3| * oo

Hierbei symbolisiert * die verbleibenden Koeffizienten. Am Ende steht auf der gesamten
Diagonalen die Determinante 6(%).
Ein Rekursionsschritt lauft folgendermaflen ab: ausgehend beispielsweise von

52 | « ” % e e %
52 )ic s
por [ P 59 |« |« .
(@ )izt x| '
* * * *
* * * *
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werden zunachst nur die beiden oberen und unteren Zeilen umgeformt, so dafl die folgende
Matrix entsteht, in der in den betreffenden Zeilen die Spalten 3 und 4 ausgeraumt sind:

54)

w
L
-
L

-
S
.
111l
-
3

* *

54 - %
5B |« * *

* * * *

* *

* *

Daraus erhélt man durch Ausrdumung der dritten Spalte in der vierten Zeile die Matrix

54

)
<
., ..
30:

54

53 *

54

und schliefilich durch Ausrdumung der vierten Spalte in der dritten Zeile wie gewiinscht
die Matrix, in der die ersten vier Spalten ausgeraumt sind:

54)

Bei dieser Matrix sind die Diagonalkoeffizienten der ersten

Hauptminor vierter Ordnung 6.

* - *
5@ « o %
54 « o *

FICI I .o *

* - *

vier Zeilen alle gleich dem

Allgemein gilt es nun wieder zu iiberlegen, wie man fiir gerades k € {2,4,...,n} aus der
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Matrix
(§(k_2)) =1...k—2
D=2 _ K j=1..m _
(k—2)
I
(k—2) (k—2) (k—2) (k—2) (k—2)
51;'1 cee % 513‘;@71 .. 51jk .. 61jk+1 o1
(k=) Uiy ) U ki)
* 6k_27jk71 T 6k_27.7k T 6k_27jk+1 T §k_27m
k—2 k—2 k—2 k—2
O‘l(g—1,g)‘k_1 al(»c—l,j)‘k 1(6—1,3)‘k+1 O‘l(g—1,2n
= (k—2) (k—2) (k—2) (k—2)
0 ak:jkfl T ak:]k o ak:jk-‘-l o ak7m
(k—2) (k—2) (k—2) (k—2)
ak""l:jkfl T ak+17.7k T ak+17jk+1 T ak+17m
(k—2) (k—2) (k—2) (k—2)
an7jk_1 .« anjk .« ’I’L,jk+1 .« Ay,
die iibernachste Matrix
k
(04 )iz1.00
(affYizrir..o
* 0
k
6,2_)17%71 K-k 0
= 2 2 2
TR 1 T A
(k) (k)
0 ak+1,jk+1 T ak—l—l,m
a(k). o a(k)
Ny Jk+4+1 nm

berechnen kann, in der im Vergleich zu vorher die beiden Zeilenstufenspalten j;_; und jj

ober- und unterhalb der Diagonalen ausgeriumt sind. Dabei gilt in der Matrix D*~2) fiir
die oberen (k — 2) Zeilenstufenkoeffizienten

o ) = =05, =0t #0
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und in der Matrix D®) fiir die oberen k Zeilenstufenkoeffizienten

o = =) =0 20
6.1 Lemma (2-Schritt-Rekursion zur Diagonalisierung)

Sei die Matriz A wie eben, und sei n gerade. Betrachte in der obigen Situation fir k =
2, 4,...,n die Matriz D%*=2) mit

= dl(»k—_f;k_Q (# 0 stets).

Die Matrizen E = (e;;) und E = (€ij) € Mat,,xm (R) seien folgendermafSen definiert:
(1) Die oberen Zeilen i = 1,...,k — 2 und die unteren Zeilen i = k+1,...,n sind

gegeben durch
~ 1 - o _
eij = &ij = o - [k = 1k illjg—1 e )(D2).
(2) Fir die Zeile k gilt fir j =1,...,m
1 . (ot
7 [k =1 Kl 5IDH2).

€kj ‘= €kj ‘=

(3) Fiir die Zeile (k — 1) gilt firj=1,...,m

Ehory = Ay
1 L
er—1,j = = - [k k = 1][jr J](E).
ek_17jk—1

Dann gilt E = D).
Beweis:
Da nach Korollar 5.5 die 2-Schritt-Rekursionsformel nicht nur fiir die unteren Zeilen ¢ =
k+1,...,n, sondern auch fir die oberen Zeilen ¢ = 1, ..., k —2 gilt, ist die Behauptung fiir
diese Zeilen klar. Fiir die Zeile k folgt die Behauptung aus der 1-Schritt-Rekursion wegen
~ 1 . . - k— k k

€kj = Crj = P [k —1 k][jr—1 J](D(k 2)) = aé_fg)' = 512_)1,3' - dgc—)l,j'
Man erhilt E also, indem man in D*~2) in allen Zeilen auBer der (k — 1)-ten die Spalten
jx—1 und ji ausrdumt. Die Matrix E ist bis auf die Zeile (k — 1), die aus D*~2) stammt,
genau wie D®) | also von folgender Form

5%’;3 * 0 Kok 0 Kok 5%’?}“1 (5%’2
. . . N k k
« 0 S 08y
E—2 E—2 E—2 E—2
_ l(c—1,])‘k_1 K l(c—1,g)‘k Kok ;—1,1)',@“ agc—ln)n
b=
(k) (k) (k)
6k7.7k T 6k7jk+1 T 6k7m
k 2
0 al(f-gl,jk+1 T a;g—gl,m
NN ]

N, Jk+1
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Fiir die Zeilen (k — 1) und &k von E gilt fiir alle Spalten j =1,...,m

E—2 k—1 k k—1
042;_1,))' = 6,&_173 und 5,(”) = al(gj ).
Eingesetzt in E folgt daraus
k k k
5%3 * 0 koK 0 koK 5%7}“1 e 5%%
. . . . k k
x 0 A A o,
(k—1) (k—1) (k—1) (k—1)
. 6k_17jk71 e * 6k_17.7k Kok 6k_17jk+1 T 6k_17m
E= (k—1) (k—1) o gD
k.j k.jrt1 k,m
(k) (k)
0 k+1,jk+1 T ak—l—l,m
U (0}
Ny k41

Damit liegt fiir die Zeilen (k — 1) und k eine Situation wie in Lemma 5.4 (1-Schritt-
Rekursion) vor, d.h. man darf in gewohnter Weise die 1-Schritt-Rekursionsformel (vgl.

Korollar 5.5a) anwenden, um in E in der (k — 1)-ten Zeile die Spalte j; auszuriumen und
damit letztendlich E = D) zu erhalten. 0

6.2 Bemerkungen zur 2-Schritt-Rekursion (Determinantenentwicklung)

a) Wie man in Lemma 6.1 sieht, darf man in gewohnter Weise die bekannten Rekursi-
onsformeln verwenden. Die zur Trigonalisierung aufgestellte Merkregel 3.4 gilt also
nicht nur fiir die Matrizen der Form B*), sondern analog auch fiir die Matrizen der
Form D).

b) (Determinantenentwicklung) Sei D := D®=2)_ Die in Lemma 6.1 (2) auftretende
Determinante dritter Ordnung wird genau wie in Bemerkung 4.2 entwickelt. Damit
erhalt man

dr—1,js 1 Ge—1j,  de—1,5
e:=[k—=1kdljr—1 jr JI(D)=| dijo_,  drj,  drj |=

d d d

i:jkfl 7/7.7k 7/7.7

=co-diyj — ¢t - dpj+ cip - dp—15

mit den Faktoren
Co ‘= [k -1 k][jk—l jk](D)7
ci1 = [k —11][jr_1 j&](D) und
ciz 1= [k t][jr—1 jr](D).



I Bareiss-Verfahren 55

Die cg, ¢;1, cio sind — bis auf das Vorzeichen von ¢;; — die zugehorigen Kofaktoren.
Wegen der Teilbarkeit der Kofaktoren gilt

€ 1 c c c
t_QZZ.(?O.dij_ Zl'dk,j—F lQ'dk_l,j> € R.

€ER €ER €ER

c) (Zeilenstufenkoeffizienten) Insbesondere fiir den Zeilenstufenkoeffizienten der k-ten
Zeile folgt aus Lemma 6.1(3) und Bemerkung b)

k
dl(»tji = Co/t.
Nach Lemma 5.3b) folgt fiir alle i =1,...,k
k
d7(zjl) = Co/t,

d.h. die Zeilenstufenkoeffizienten der ersten k Zeilen sind alle gleich cq/t.

6.3 Satz (Algorithmus B2DMD)

Sei A eine beliebige n x m-Matriz iber einem Integritatsring R. Der Unteralgorithmus

Pivot sei wie in Satz 3.7, COPivot wie in Satz 4.3 und BIDMDRow wie in Satz 5.6, B2DMDRow

set wie nachfolgend definiert. Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) Setze k=1, A:=1 und t := 1.

(2) (Ewvtl. Zeilentausch) Falls X > m oder k > n ist, gib das Ergebnis A aus. Andernfalls
ersetze A durch das Ergebnis von Pivot(A, A, k).

(3) (Lange Zeilenstufe) Ist axy = 0, dann erhéhe A um 1 und fahre fort bei Schritt (2).

(4) (Letzte Spalte ausrdumen) Setze ji, := X. Falls j, = m oder k = n ist, dann ersetze alle
Zeileni € {1,...,n}\{k} von A jeweils durch das Ergebnis von BADMDRow (A, i, ji, k, 1),
erhohe k und A jeweils um 1 und fahre bei Schritt (2) fort.

(5) (Evtl. Zeilentausch) Setze ji, := . Fiihre COPivot(A, ji, k) aus und erhalte daraus A
und cg.

(6) (Lange Zeilenstufe, Spalten ji,jr + 1 ausraumen) Falls co = 0 ist, dann ersetze alle
Zeileni € {1,...,n}\{k} von A jeweils durch das Ergebnis von BIDMDRow(A, i, ji, k,t).
Setze dann t := ayj, , erhéhe k um 1 und X\ wm 2 und fahre bei Schritt (2) fort.

(7) (Spalten ji,jx + 1 ausrdumen) Setze jyi1 = jx + 1. Berechne dann ty = t* und
d := co/t. Ersetze alle Zeilen i € {1,...,n} \ {k,k + 1} jeweils durch das Ergebnis
von B2DMDRow (A, i, ji, k, co,t2,0). Ersetze die Zeile (k + 1) durch das Ergebnis von
B1DMDRow(A, k+ 1, ji, k,t). Ersetze zuletzt die Zeile k durch das Ergebnis von B1DMD-
Row(A, k,jp + 1,k + 1, a5 ). Setze t := agq1 j,+1 und erhohe k sowie X jeweils um 2.
Fahre dann bei Schritt (2) fort.

Dies stellt einen mit B2DMD(A) bezeichneten Algorithmus dar, der eine zu A dquivalente

Matriz in Diagonalform ausgibt.

In Schritt (7) bedeute B2DMDRow(A, i, ji, k, co, t2,9) den folgenden Algorithmus, wel-
cher die i-te Zeile von A gemdf$ 2-Schritt-Formel berechnet, d.h. in der Zeile i mit Hilfe
der Zeilen k, k + 1 die Spalten ji, jr + 1 ausraumt.

(R1) (Kofaktor berechnen) Berechne c1 := [k i)[j ji + 1](A) = arj, - Qi ji+1 — Gijy * Ok jrt1-
(R2) (Kofaktor berechnen) Berechne dann cy := [k + 1 i][ji jr + 1](A) = @k+1,4, - @i jrt+1 —
@ijy, ~ Ok+1,5541-
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(R3) (Determinante entwickeln) Fiir j = ji + 2,...,m ersetze den Koeffizienten a;; durch
Co - @ij — C1* Qg1 + C2 - agj. Ersetze dann den neuen Koeffizienten a;j durch a;j/ts.

(R4) (Ausrdumen) Setze a;j, := 0 und a; j, 11 :=0.

(R5) (Uber k-Zeile zusitzlich) Falls i < k ist, berechne fiir alle Nichtzeilenstufenspalten
Jged{di+1,....0k — 1} \ {Jit1,Jit2s---» Ju—1} den Koeffizienten a;; genau wie in
Schritt (R3) neu. Setze den Zeilenstufenkoeffizienten a;j, = 9.

(R6) Gib das Ergebnis (aij)j=1..m aus, d.h. die i-te Zeile von A.

Beweis:
Schritt (7) ist die direkte Anwendung der 2-Schritt-Rekursion (Lemma 6.1 und Bemerkung
6.2). Ansonsten verlduft der Beweis analog zu Satz 4.3 (B2TMD) und Satz 5.6 (B1DMD). [

6.4 Bemerkung (Komplexitdt von B2DMD)
Sei A € Mat, «,,(R) eine beliebige n x m-Matrix mit maximalem Rang und mit jp = k
fir K = 1,...,rang A. Beim Algorithmus B2DMD aus Satz 6.3 benotigt man bei jedem
Durchlauf von Schritt (7)

2(n—=2)(m —k)+2(m —k+1) 4+ 2(n — 2) Additionen,

3(n —2)(m —k)+4(m — k + 1) + 4(n — 2) Multiplikationen,

(n—2)(m — k) + 2(m — k + 1) Divisionen.
Ist A eine n x m-Matrix mit n < m und mit rang A = n, so ergeben sich insgesamt
(k=1,3,...,n—1, k ungerade)

~ mn® — in® Additionen,

3

~ §mn2 — %n3 Multiplikationen,

~ smn? — tn® Divisionen.
Bezeichnet A dagegen eine n x m-Matrix mit n > m und mit rang A = m, so benotigt
man insgesamt (k= 1,...,m — 1, k ungerade)

~ sm?n Additionen,

3m?n Multiplikationen,
1

~ ZmQTL Divisionen.

6.5 Bemerkungen (Algorithmus B2DOD)
Sei A eine beliebige n x m-Matrix iber einem Integritatsring R.

a) (Algorithmus B2DOD) Bei dem Algorithmus B2DMD aus Satz 6.3 kann man auf die Divi-
sion verzichten. Dazu lat man die Variablen t, t5 und 6 weg; ferner wird der Unteral-
gorithmus B1DMDRow ersetzt durch B1DODRow aus Bemerkung 5.8 und B2DMDRow durch
B2DODRow. Dabei ist B2DODRow(A, i, ji, k, co) genau wie B2DMDRow(A, i, ji, k, o, t2,0)
definiert, nur daf Schritt (R3) durch (R3’) und Schritt (R5) durch (R5’) ersetzt wird
wie folgt:

(R3’) (Determinante entwickeln) Fiir j = j 4+ 2,...,m ersetze den Koeffizienten a;;
durch ¢y - a;5 — ¢ - agq1,5 + c2 - ag;.

(R5") (Uber k-Zeile zusétzlich berechnen) Falls i < k ist, dann berechne den Koeffi-
zienten a;; genau wie in Schritt (R3’) fiir alle Nichtzeilenstufenspalten
Jgegi+ gk — B\ {ivrs Jigas oo Je1 )

Dadurch erhélt man den Algorithmus B2DOD(A), der als Ergebnis ebenfalls eine zu A

aquivalente Matrix in Diagonalform ausgibt.

b) (Komplexitit von B2DOD) Bis auf die Anzahl der Divisionen entspricht die Komple-
xitat von B2D0D der von B2DMD aus Bemerkung 6.4.

Q
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Nutzt man bei der Berechnung der Determinanten dritter Ordnung die Teilbarkeit der
Kofaktoren aus (Bemerkung 6.2b), so folgt als Variante des Algorithmus B2DMD aus Satz 6.3

6.6 Satz (Algorithmus B2DMDMD)
Sei A eine beliebige n x m-Matriz uber einem Integritatsring R. Betrachte den Algorithmus
B2DMD aus Satz 6.3 und nehme folgende Anderungen vor:

Ersetze in Schritt (7) den Algorithmus B2DMDRow(A, 4, ji, k, co, t,0) durch den Algo-
rithmus B2DMDMDRow( A, 4, jk, k, t,0), welcher wie folgt definiert ist:

(R1) (Kofaktor berechnen) Berechne ¢y := [k i|[jx jr + 1](A) = arj, - Qi j+1 — Qijy = Ok jp+1-
Ersetze ¢y durch ¢y /t.

(R2) (Kofaktor berechnen) Berechne dann co := [k + 1 i][ji, ji + 1](A) = ar41,j;, * Bi ju+1 —
Uijy, * Qkt1,j,+1- Lrsetze ¢ durch ca/t.

(R3) (Determinante entwickeln) Fir j = jp +2,...,m ersetze den Koeffizienten a;; zuerst
durch 6 - a;; — ¢1 - Gpy1,5 + C2 - ag;. Ersetze den neuen Koeffizienten a;; durch a;j/t.

(R4) (Ausrdumen) Setze a;j, =0 und a;j,+1 := 0.

(R5) (Uber k-Zeile zusdtzlich) Gilt i < k, so berechne fir alle Spalten j € {j;+1,...,jr—1}\
{Ji+1:Jit2, -+, Jk—1} den Nichtzeilenstufenkoeffizienten a;; genau wie in Schritt (R3).
Setze auflerdem den Zeilenstufenkoeffizienten a;j, 1= 9.

(R6) Gib das Ergebnis (aij)j=1..m aus, d.h. die i-te Zeile von A.

Damit ist ein Algorithmus namens B2DMDMD(A) gegeben, der eine zu A dqivalente Matriz
in Diagonalform ausgibt. Sein Ergebnis stimmt mit dem von B2DMD tberein.

Beweis:

Die Behauptung sofort aus der Teilbarkeit der Kofaktoren. Da die Variable § = ¢/t schon
vorliegt, muf} dabei fiir den Kofaktor ¢y die Division nicht noch mal eigens durchgefiihrt
werden. O

6.7 Bemerkung (Komplexitidt von B2DMDMD)
Sei A € Mat,,xm (R) eine beliebige n x m-Matrix. Auflerdem sei der Rang von A maximal
und jr =k fiir k =1,...,rang A. Fiir den Algorithmus B2DMDMD aus Satz 6.6 ergeben sich
bei jeder Wiederholung von Schritt (7)

2(n—2)(m—k)+2(m —k+1) +2(n — 2) Additionen,

3(n—2)(m —k)+4(m — k + 1) + 4(n — 2) Multiplikationen,

(n—2)(m —k)+2(m —k+ 1) + 2(n — 2) Divisionen.
Ist A eine n x m-Matrix mit n < m und mit rang A = n, so bendtigt man insgesamt
(k=1,3,...,n—1, k ungerade)

~ mn® — in® Additionen,

~ 3mn? — %n3 Multiplikationen,

2

~ %an — in3 Divisionen.

Bezeichnet A dagegen eine n x m-Matrix mit n > m und mit rang A = m, so ergeben sich

insgesamt (k= 1,...,m — 1, k ungerade)
~ $m*n Additionen,
3m?n Multiplikationen,

Q

~ imzn Divisionen.

6.8 Bemerkungen zur Implementierung (B2DMD, B2DOD, B2DMDMD)
Zum Algorithmus B2DMD aus Satz 6.3 148t sich sagen:

a) (overwriting) In Schritt (7) miissen zunéchst die Zeilen 7 € {1,...,n} \ {k,k + 1}
umgeformt werden, daraufhin die Zeile (k 4 1) und erst ganz zuletzt die Zeile k. Fiir
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B2DMDRow werden namlich die alten Zeilen k, k + 1 benotigt, fiir die Umformung der
Zeile (k+ 1) wird die alte k-te Zeile gebraucht, und schlieilich fiir die Neuberechnung
der k-ten Zeile die neue Zeile (k + 1).

b) (Zuweisungen) Die oberen (k + 1) Zeilenstufenkoeffizienten werden gleich § gesetzt.
Wie bereits in Bemerkung 4.8b) beschrieben, kann man auch hier wieder B1DMDRow
so modifizieren, daf es bei einem Aufruf in Schritt (6) oder (7) den Koeffizienten
@k41,j,+1 hicht berechnet, sondern den Wert 0 bzw. 6 = ¢/t zuweist.

c) Wie bei B2TMD wird auch hier nur dann Schritt (7) ausgefiihrt, wenn die beiden Zei-
lenstufenspalten ji und jrr1 = jx + 1 direkt nebeneinanderliegen.

Analog gilt dies auch fiir die beiden Algorithmen B2DOD und B2DMDMD aus Bemerkung 6.5
bzw. aus Satz 6.6.

d) Die zur Trigonalisierung eingesetzten Zeilenprogramme (B1TMDRow etc.) lassen sich
durch die entsprechenden Zeilenprogramme zur Diagonalisierung ersetzen, da diese
eine Verallgemeinerung darstellen.

6.9 Bemerkung (Mehrschritt-Verfahren)

Wie schon bei der Trigonalisierung liele sich auch zur Diagonalisierung ein Mehr-Schritt-
Verfahren mit einer grofleren Schrittspanne als 2 konstruieren, vgl. Bemerkung 4.9. Dies
wird hier aber nicht mehr weiter ausgefiihrt.
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“Old Minty,” sagte er, als er seinen Vater
sah, “hat uns erzahlt, daff ‘mathema’ Wis-
sen heifft und ‘pathema’ Leiden, da hab ich
vorgeschlagen, man konnte das Fach doch
‘Pathematik’ nennen.”

(Ruth Rendell, Schuld verjahrt nicht)

Nach wie vor bezeichne R einen Integritatsring, und nach wie vor soll fiir die theoretischen
Betrachtungen die Matrix A aus Mat, x., (R) die drei iiblichen Voraussetzungen erfiillen:
(V1) n < m,
(V2) rang A = n und
(V3) Zeilentausch ist unnotig.

In diesem Kapitel werden nun weitere Methoden vorgestellt, um A zu diagonalisieren,
namlich das Forward-Backup-Verfahren, das Malashonok-1-Schritt- Verfahren und zuguter-
letzt das Dichotomie- Verfahren, vgl. [Mall] und [Mal2]. Allgemeiner als von Malashonok
dargestellt, lassen sich die Algorithmen wieder fir beliebige Matrizen durchfiihren.

Als Grundlagen geniigen auch weiterhin die in Kapitel I gewonnenen Erkenntnisse,
insbesondere reichen die bisherigen Notationen aus, um die folgenden Verfahren zu be-
schreiben. Vor allem sollte man dabei im Hinterkopf behalten, dafl die Determinanten

der Form a%“) Koeffizienten in “trigonalisierten” Zeilen darstellen und dafl Determinanten
der Form 58.6) in “diagonalisierten” Zeilen auftreten. Dabei bedeutet der Index k, dafl die

Spalten 71, jo2, ..., jx bzw. die Spalten ji,... ,ji-, ..., Jr ausgeraumt werden.

Bei den bisher bekannten Bareiss-Verfahren wird A diagonalisiert, indem sukzessive
von links nach rechts die Spalten ausgerdumt werden, bis als Endergebnis die Diagonal-
matrix

erreicht ist. Dies geschieht, indem man eine Folge von Matrizen D*) konstruiert, die fiir
k=0,...,n von folgender Form sind:
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(Wenn auf Bareiss-Verfahren Bezug genommen wird, sind jetzt stets diejenigen mit Divi-
sion gemeint.)

Die drei folgenden Verfahren nach Malashonok fithren zwar zum selben Endergebnis,
gehen bei der Ausraumung aber in anderer Reihenfolge vor. Anschaulich heifit dies, daf die
Ausraumung nicht nur spaltenweise, sondern auch zeilen- oder blockweise vorgenommen
wird. Fir die Konstruktion der zugehorigen Matrizenfolge bedeutet dies, dafl nach wie
vor die Zeileneintrage der Matrizen von der Form al(.;“) oder 5%73) sind. Verglichen mit oben
werden nun aber deren Reihenfolge, d.h. der Ablauf der Ausraumung, und deren Indizes k,
d.h. die ausgeraumten Spalten, variiert.

Fiir solche Matrizenfolgen lassen sich nur zum Teil die bereits bekannten Bareiss-
Rekursionsformeln weiter verwenden, zum Teil miissen neue Rekursionsformeln gefunden
werden. Diese zusatzlich benotigten Rekursionsformeln basieren unter anderem auf der
Multiplikation von Matrizen. Kennt man also ein gutes Verfahren zur Matrizenmultipli-
kation, kann so die Komplexitat der Diagonalisierung noch weiter verbessert werden. Mo-
mentan ist beispielsweise ein Algorithmus zur Matrizenmultiplikation mit der Komplexitat
O(n'°&27) ~ O(n?8') bekannt, vgl. [Str], oder sogar ein Algorithmus mit der Komplexitit
O(n*37), vgl. [CW].

Als erstes wird nun das Forward-Backup-Verfahren prasentiert, das in zwei Schritten
durchgefithrt wird. Der erste Schritt besteht darin, A mit einem der bereits bekannten
Bareiss-Verfahren zu trigonalisieren (forward). Im zweiten Schritt werden dann von unten
nach oben die Zeilen ausgerdumt (backup).

Fiir den Fall, dafl A beispielsweise eine 6 x m-Matrix ist, deren Zeilenstufenkoeffizienten
alle auf der Diagonalen liegen, werden somit die Zeilen und Spalten in der Reihenfolge der
Numerierung ausgeraumt:

* 10 *
* 9 *
* 8 *

* 7 *

x| 6 *

11 2 3 4 o x *

Hierbei symbolisiert * die verbleibenden Koeffizienten auf der Diagonalen bzw. die jeweils
verbleibenden letzten (m — 6) Koeffizienten. Am Ende steht auf der gesamten Diagonalen
die Determinante 6(%).

7 Diagonalisierung mit dem Forward-Backup-Verfahren

Zur Vorbereitung der spateren Beweise, in denen Determinanten des unten angegebenen
Typs evaluiert werden, dient folgende
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7.1 Proposition
Sei k € Ny, und sei ferner

d 0 C1
E =

0 d Ck

al o .. ak b

eine (k + 1) x (k + 1)-Matriz iber einem Integritatsring R, wobei in der k x k-Teilmatriz

links oben nur auf der Diagonalen d € R stehe und sonst 0. Dann gilt

k C1
Bl =d*" - (bd = aie;) =dT e bd— (a1 ... ag)-
i=1 Ca
Beweis:
Entwickelt man |E| nach der letzten Spalte, dann ergibt sich
d 0 k
B=b-| | +Yea (¥
0 d i=1
wobei ¢; jeweils den Kofaktor von ¢; bezeichne und fiir i = 1,..., k von folgender Form ist:
d
0
' d
E;; — (_l)z—i—k—i—l . 0 d
0
d
al .« 0. e ai e e a’k
Entwickelt man ¢; nach der Spalte i, folgt
E;‘ = (—1)i+k+1 : (—1)i+k sy - dk_l = —a; - dk_l. (**)

Insgesamt ergibt sich also aus (x) und (*x)

k k
Bl =bd" =) a;-ci-dt =d"t (bd = aie)
i=1 i=1
wie behauptet. Die zweite Gleichheit der Behauptung ist klar.

Nach wie vor erfiille die Matrix A € Mat,, «,, (R) die drei Voraussetzungen
(V1) n < m,
(V2) rang A = n und
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(V3) Zeilentausch sei unnotig. )
Diese Voraussetzungen dienen wie schon in Kapitel I dazu, die folgenden Uberlegungen
einfacher darstellen zu kénnen. Fiir die Algorithmen (Satz 7.5) sind sie nicht notig.

Wie im ersten Kapitel (Bareiss-Verfahren) wird A zunéchst trigonalisiert, indem suk-
zessive von links nach rechts die Spalten unter der Zeilenstufendiagonalen ausgeraumt
werden (daher die Bezeichnung forward). Als Ergebnis erhalt man eine Matrix in Zeilen-
stufenform, namlich die Matrix

(a(-li_l))i=1...n .
L) j=1...m
AnschlieBend werden von unten nach oben die Zeilen ausgerdumt (backup). Dieses letzt-
genannte, bisher noch unbekannte Backup-Verfahren wird nun naher untersucht. Dazu
betrachtet man die Folge der Matrizen F*), k = n,n —1,...,0, die wie folgt definiert
sind. (Hier lduft ausnahmsweise die Indexmenge absteigend von n bis 0.)

(©) (0)

a1j1 . . iy,
k—1 k—1 k—1 k—1 k—1 k—1
l(fjk : * agﬂjk-u) * gﬂjk-u) K l(cjnfz * agcjn ) * agcm )
(n) (n)
_ 5k+17jk+1 * 0 Kook 0 * 0 * 6k+1,m
51(;?")27.].k+2 Kok 0 * 0 * 5]Ec7ji-)2,m
0 : : : : :
* 0 x 0 * (5,2”_)2 m
57(171—)1,jn_1 * 0 * 5,&”_)1’,"1
(n) (n)
5n7jn * 5n,m

Aus Platzgriinden symbolisiert x jeweils die dazwischenliegenden Koeffizienten, die un-
gleich 0 sein kénnen. Die Matrix F(*) ist in den ersten k Zeilen schon trigonalisiert, aber
noch nicht diagonalisiert, und in den unteren Zeilen k+1, ..., n bereits fertig diagonalisiert.
Insbesondere gilt fiir die erste bzw. letzte Matrix der Folge (F (’“)) k=n...0

(i=y
Fn) — (a(;—1) ). _ ((aij )3-;1'.'.'.m ) — p(n-1)

ij Sl (51(;?))2,2"
(0) _ ( 5(n)
FO = (057 )izt
Damit bilden die Matrizen F'*) fiir k = n,...,0 eine Folge, wie man sie fiir das Backup-

Verfahren benétigt, um ausgehend von der Zeilenstufenmatrix F(*) sukzessive von unten
nach oben die Zeilen auszuriumen und somit die Diagonalmatrix F(®) herzustellen.
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Fir die schematisch dargestellte 6 x m-Matrix von vorhin sieht der ﬁbergang von einer

Matrix F(*) zur nachfolgenden Matrix F*~1 k=n—1,n—2,...,1 folgendermaBen aus:
6(1’7_1) * e e * *
gk — (aij )}le'.'.'.'fn _
(5§f))§:f;+1m n §() x
5(n) *
6(m) *

Daraus erhalt man durch Ausraumen der k-ten Zeile die Matrix

otk=b) * cen . * *
i— -
Flk=1) — (O‘Ej 1))313::1’:;1 B § %
_ (5‘(1?))&76 " ! §(n) *
W i=1lm
5 .
s

Allgemein gilt es nun wieder zu iiberlegen, wie man diese Matrizen rekursiv berechnen
kann. Dazu betrachtet man fir k=n —1,n — 2,...,1 die Matrix

(0) . (0)

aljl ) ) ) .« s . ) alm
(k—2) (k—2) (k—2) (k—2) (k—2) (k=2)
Up1gpy * Y1 * Cp—igpy, FF Qpqg,  F Qg F Qg
(k—1) (k—1) (k—1) (k—1) (k—1)
o TR Kok Qg g * Ykm
(n) (n)
= §k+17jk+1 * * 0 * 0 ¥ §k+17m
0
* 0
(n) (n)
§n—1,jn_1 * 0 * 6n—1,m

s s,

yJn
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wobei fiir die Zeilenstufenkoeffizienten der unteren Zeilen £ 4+ 1,...,n
(n) _ _ s _s(n) _ s(n
Ly = = O, = Oy =0 £0

gilt und fiir den k-ten Zeilenstufenkoeffizienten ag’;.k_l) = 6. Die direkt nachfolgende
Matrix ist von der Form

(a” )i‘:l... —1
F(k_l) . j=1l...m _
L) j=1l...m
0 0
OB O
(k—2) (k—2) (k—2) (k—2) (k—2) (h2)
k=lgeo1 © Qk=1gi * Yk—1gpg FTTF Y1 k=1jn " Yk—1,m
5,(;?]“ x 0 K ook 0 x 0 * 5,5”7)71
= I(f:?i‘)lyjk+1 % ek 0 * 0 * 51(@1)1,771
0
* 0
67(:1_)1%_1 * 0 * 6,2”_)17”1
(n) (n)
5n,jn * On.m
Hier gilt fiir die Zeilenstufenkoeffizienten der unteren Zeilen k, ..., n
(n) _ 5(n) _ _ 5(n) _ 50 _ s(n
6k.]k - 6k+1ajk+l R 61’1,—1,‘]‘",1 - 6”.771, - 5( ) % 0.

7.2 Lemma (Backup-Rekursion)

Sei A eine n X m-Matriz mit den FEigenschaften (V1) bis (V3). Betrachte in der obigen
Situation fir k = n —1,n —2,...,1 die Matrizx F = (f;j) = F®) in der der k-te
Zeilenstufenkoeffizient bezeichnet wird mit

t:= frjp (#£0 stets).

Die Matriz E = (e;;) € Mat,,xm (R) sei wie folgt definiert:
(1) Die Zeile k ist fir j = 1,...,m gegeben durch

Jrv1,j
1 .

erj =7 | Jogu i — (feggn oo Thjuor Srjn ) f.
’I’L—l,j
fnj

(2) Alle anderen Zeilen von E sind genau wie in F.
Dann gilt E = F*—1),
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Beweis:

Da die Matrizen F = F®) und F* =1 bis auf die k-te Zeile identisch sind, ist die Behaup-
tung nur fiir die Zeile £ nachzuweisen. Um in F' in der k-ten Zeile die Zeilenstufenspalten
Jk+1s-- -y Jn—1,Jn mit Hilfe der Zeilen k& + 1,...,n auszuraumen, berechnet man mittels
Proposition 7.1 fiir j = 1,..., m folgende Determinante:

grj = [k+1...0 E][jkt1 ... Jn=1 Jn JI(F) =

5 0 frt1
— fn—l,j _
0 M f
Jeger 0 Thjaor Trin Sij

frt1,
= (@) E 6 f = (frjesn - Fria) ;
fnj
Zur Vereinfachung setzt man mit §(") # 0

. frt1j
Irj = (60m)yn—h=1 gk = 0" fij — (frjogr o frin) : . (%)

fnj
Die neu berechnete k-te Zeile von F' wird mit (gij)j=1..,, bezeichnet. In ihr sind die
Spalten 71,...,J% - - -, Jn—1, Jn ausgeraumt, und zwar unter Verwendung der Zeilen 1, ..., n.

Insbesondere fiir den Zeilenstufenkoeffizienten der Zeile k folgt daraus mit 6™, ¢ # 0

0
i =0 - frje = (frjuyr o i) | 5] =6" -t (#0). (%)
0
Andererseits sind auch in F**~1) in der Zeile k die Spalten ji, ... ,ﬂ, ..., Jn ausgeraumt,

ebenfalls mit Hilfe der Zeilen 1,..., n. Definitionsgemaf gilt fir y =1,...,m
k—1 n
flgj ) — 5I(ej)' (% * x)
Insbesondere fiir den Zeilenstufenkoeffizienten gilt

k— n n
fi=t = g =g, (5%

Ein Koeffizientenvergleich von (%) und (#xx%x) zeigt

k-1 1 o
flf:jk "= + " Gkji -
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Da sich die beiden Zeilen (g;);=1...m und (fkk 1))]:1,,,m nur durch ein Vielfaches vonein-

ander unterscheiden konnen, folgt daraus fiir alle j=1,....m
i B = 1 “ Gkj
also mit () und 6" = f, ; die Behauptung. O

7.3 Korollar (allgemeine Rekursionsformel)
Sei A eine n x m-Matriz mit den Eigenschaften (V1) bis (V3), und sei k € {1,...,n—1}
beliebig. Dann gilt fur+i=1,...,k und 7 =1,...,m

61(;::—)1 7
5 (5(’”) [ 0 6ij (5Z]k+1 621n 1 5ijn ) 57(171)1 y -
(n)
5nj

n

1 n
:W.[(s(n).@(ﬂ’?) _ Z 52(1’?3.5%)].
r=k+1

Beweis:
Fiir ¢ = k folgt die Behauptung sofort aus obigem Lemma 7.2, indem man in

Jrr1,

k—1 :
fY = f}m Frgafri = (Frjegn oo Trjuor Thin ) - fn_'w

fnj

die auftretenden Koeffizienten f() durch ihre Werte §() ersetzt. Fiir i = 1,...,k — 1 folgt
die Behauptung analog, indem man in A die Zeilen 7 und k¥ und die Spalten j; und ji
vertauscht. O

7.4 Bemerkungen (Merkregel fiir Backup-Rekursionsformel)
a) (Elementare Zeilenumformung) Wenn j von 1 bis m lauft, beschreibt die in Lemma
7.2 (1) gegebene Formel mit ¢t = f;;, # 0 die elementare Zeilenumformung:

neue k-te Zeile ( ,glj_l)) =

1
=7 frnj, - alte k-te Zeile (f;) — Z frj; - alte i-te Zeile (f;) |-
i=k+1

b) (Merkregel) Seien k € {n—1,n—2,...,1} und j € {1,...,m} beliebig. Zur Berechnung
des neuen Koeffizienten f,gf_l)
vgl. Lemma 7.2:
(1) Man multipliziert den alten Koeffizienten fi; mit dem Zeilenstufenkoeffizienten
der letzten Zeile.
(2) Davon subtrahiert man das Produkt aus der partiellen Zeile

( Koeffizienten der Zeile k£ in den auszuraumenden Spalten jx41,-..,In—1,Jn )

aus der alten Matrix F = F*) geht man wie folgt vor,
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und der partiellen Spalte, die unter dem alten Koeffizienten f; liegt.
(3) Dieses Ergebnis wird durch den Zeilenstufenkoeffizienten der Zeile k geteilt.

Im folgenden bezeichne < -,- > das Standardskalarprodukt. Aus dem vorangegangenen
Lemma 7.2 ergibt sich jetzt fiir beliebige Matrizen

7.5 Satz (Algorithmen BIDMDFB, B2DMDFB, B2DMDMDFB)

Sei A eine beliebige n x m-Matriz iber einem Integritatsring R, wobei r := rang A den Rang
von A bezeichne. Die Trigonalisierungsalgorithmen B1TMD, B2TMD und B2TMDMD seien wie
in Satz 3.7, Satz 4.3 bzw. Satz 4.6, der Unteralgorithmus BackupRow sei wie anschlieffend
definiert.

a) (Algorithmus BIDMDFB) Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) (forward: trigonalisieren) Ersetze A durch das Ergebnis von BITMD(A). Ermittle
die Zeilenstufen ji,...,7, von A und setze k :=r.

(2) (backup) Falls k = 1 ist, gib das Ergebnis A aus. Andernfalls ersetze die Zeile
(k—1) durch das Ergebnis von BackupRow(A, {jk, jk+1,---,Jr}, k,7). Verkleinere
k um 1 und wiederhole dann Schritt (2).

Dies ist ein mit BIDMDFB(A) bezeichneter Algorithmus, der als Ergebnis eine diagona-

listerte Matrixz ausgibt, die zu A aquivalent ist.

Dabei berechnet der Unteralgorithmus BackupRow(A, {jk, jk+1s- - -, Jr}, k, 1) die (k—1)-
te Zeile von A neu, d.h. raumt in ihr die Spalten ji, jg+1,- .., - mit Hilfe der Zeilen
k.k+1,...,7 aus.
(R1) (Berechnen) Ersetze fir alle Nichtzeilenstufenspalten j € {jr—1 + 1,...,m} \
{JksJkt1s .-, Jr} den Koeffizienten ap_1 j erst durch den Koeffizienten a,;, -ar_1 ;
— < (k=14 > Oh—1,jyprs - -+ > Ok—1,j,), (Qkj, Qkg1,5s - - - Opj) >.  Ersetze dann den
neuen Koeffizienten ay_1 ; durch 0“:1_’“1‘7]“ Setze den Zeilenstufenkoeffizienten
Ak—1 jy_y = Grj, - o
(R2) (Ausrdumen) Setze firl =k,...,r jeweils ag_1 j, := 0.
(R3) Gib das Ergebnis (ag—1,j)j=1...m, also die (k —1)-te Zeile von A aus.

b) (Algorithmen B2DMDFB und B2DMDMDFB) Ersetzt man in a) in Schritt (1) den Algo-
rithmus B1TMD durch B2TMD bzw. B2TMDMD, so erhdlt man die mit B2DMDFB(A) bzw.
B2DMDMDFB(A) bezeichneten Algorithmen, die ebenfalls eine zu A dquivalente Matrix
in Diagonalform zum FErgebnis haben.

Beweis:

a) Die Anweisungen (R1) bis (R3) werden offensichtlich nur endlich oft wiederholt. Nach

Lemma 7.2 (Backup-Rekursion) fiihren sie zum behaupteten Ergebnis.
Auch die Instruktionen (1) und (2) werden nur endlich oft wiederholt, da bei jedem
Durchlauf von Schritt (2) & um 1 reduziert wird, bis vom Startwert r < oo schliefflich 1
erreicht ist. Dafl das Ergebnis wie behauptet ist, folgt sofort aus den vorangegangenen
Uberlegungen und daraus, daB Schritt (2) die Anwendung der Backup-Rekursion aus
Lemma 7.2 ist. Dabei spielt es keine Rolle, ob in A Zeilen getauscht werden miissen
oder ob der Rang nicht maximal ist, denn dies wird zum einen schon bei der Trigona-
lisierung beriicksichtigt, zum anderen werden die Schritte (1) und (2) in Abhéngigkeit
vom Rang durchgefiihrt.

b) Es kommt nur darauf an, dafi in Schritt (1) eine trigonalisierte Matrix der Form
(modulo Zeilentausch)
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hergestellt wird. Mit welchem der drei angegebenen Trigonalisierungs-Verfahren man
dies bewerkstelligt, ist letztlich egal. O

7.6 Bemerkungen (Komplexitidt von BIDMDFB, B2DMDFB, B2DMDMDFB)

Sei A € Mat,, x.m (R) eine beliebige n x m-Matrix, wobei der Rang von A maximal sei und

Jr =k fiir k =1,...,rang A gelte. Bei jeder Durchfiihrung von BackupRow in Schritt (2)

aus Satz 7.5 ergeben sich

(n — k)(m — k) + 1 Additionen,
(n — k 4+ 1)(m — k) Multiplikationen,
(m — k) Divisionen.
Ist A nun eine n x m-Matrix mit n < m und rang A = n, so folgt daraus:
a) (Komplexitit der Backup-Prozedur) Insgesamt benétigt man (k =n,...,2)
~ %an — %n3 Additionen,
%mn2 — én?’ Multiplikationen,
~ mn — in? Divisionen.

b) (Komplexititen von BLDMDFB, B2DMDFB, B2DMDMDFB) Nimmt man die Komplexitéiten
der Trigonalisierungsverfahren (Bemerkung 3.8, 4.4 bzw. 4.7) und die Komplexitéat des
Backup-Verfahrens aus a) zusammen, so erhélt man insgesamt fiir eine n x m-Matrix
mit n < m:

(Komplexitit von BIDMDFB)
~mn?® — 2n3 Additionen,

~ 3,002 5.3 Tileats
~ gmn” — ¢n° Multiplikationen,

~~ %an — %n3 Divisionen.

(Komplexitit von B2DMDFB)
~mn? — 2n3 Additionen,
~ gmn2 — %n?’ Multiplikationen,
~ Ll 2 13 Tyt
~ gmn® — 15n° Divisionen.
(Komplexitit von B2DMDMDFB )
Diese Komplexitat ist gleich der Komplexitiat von B2DMDFB.

Bezeichnet A eine n x m-Matrix mit n > m und rang A = m, so folgt:
c) (Komplexitit der Backup-Prozedur) Insgesamt ergeben sich (k =m,...,2)

mn? — +m?® Additionen,

2_ 1
6

m? Divisionen.

d) (Komplexititen von BIDMDFB, B2DMDFB, B2DMDMDFB) Nimmt man die Komplexitéiten
der Trigonalisierungsverfahren und die Komplexitat des Backup-Verfahrens aus c)
zusammen, so erhalt man insgesamt fiir eine n x m-Matrix mit n > m:

(Komplexitit von BIDMDFB)

~mn® — 2m® Additionen,

mn m? Multiplikationen,

NI N~ N~

~ %mn2 — %m3 Multiplikationen,
~ %an — ém3 Divisionen.



II Malashonok-Verfahren 69

(Komplezitit von B2DMDFB)
~ mn? — §m3 Additionen,

5,..2 3

~ gmn 4m3 Multiplikationen,

~~ imnz — 11—2m3 Divisionen.

(Komplezitit von B2DMDMDFB)
Diese Komplexitat ist gleich der Komplexitiat von B2DMDFB.

7.7 Bemerkungen zur Implementierung (B1IDMDFB, B2DMDFB und
B2DMDMDFB)

Betrachte die in Satz 7.5 gegebenen Algorithmen B1DMDFB, B2DMDFB und B2DMDMDFB.

a) (Zuweisungen) Wie in Schritt (R1) beschrieben, wird der Zeilenstufenkoeffizient der
k-ten Zeile gleich a,;, gesetzt, um die Berechnung zu sparen.

b) (Algorithmus BackupDMD) Schritt (2) ist als eigene CoCoA-Funktion BackupDMD pro-
grammiert worden. Somit kann man diese Funktion auch unabhangig von den Al-
gorithmen B1DMDFB, B2DMDFBN oder B2DMDMDFB auf eine Zeilenstufenmatrix anwen-
den, die mit einem Bareiss-Verfahren mit Division hergestellt worden ist und mit der
Backup-Prozedur diagonalisiert weden soll.

¢) In diesem Fall wurde darauf verzichtet, ein entsprechendes Verfahren ohne Division
zu programmieren, welches ohnehin weniger effektiv ware und ansonsten nicht weiter
von Interesse ist. Mochte man auf die Division verzichten, geniigt es namlich nicht,
im Rekursionsschritt aus Lemma 7.2 (1) einfach die Division durch ¢ wegzulassen.
Dies wiirde sogar zu einem falschen Ergebnis fithren. Betrachtet man namlich den
Beweis von Lemma 7.2, so ergibt sich dort ohne Division ein sehr viel komplizierteres
Ergebnis fiir den Koeffizienten gp; = [k + 1...1n E|[jg+1 ... jn J|(A), weil dann die
Diagonalelemente i.a. nicht mehr alle gleich 6() sind, sondern unterschiedliche Werte
Sk+1,jus1s+ - -» fnj, annehmen kénnen. Als Konsequenz erhielte man also in 7.2 (1)
mit eg; = gi; ein ganz anderes Ergebnis.

8 Diagonalisierung mit dem Malashonok-1-Schritt-Verfahren

Nach wie vor sei A eine n X m-Matrix iiber einem Integrititsring R mit den drei iiblichen
Voraussetzungen

(V1) n < m,
(V2) rang A = n und

(V3) Zeilentausch sei unnotig.

Mit dem folgenden Malashonok-1-Schritt- Verfahren werden, ausgehend vom ersten Zeilen-
stufenkoeffizienten a;;,, abwechselnd die darunterliegende Zeile und in den oberen Zeilen
die danebenstehende Zeilenstufenspalte ausgeraumt. Damit erhalt man also links oben
eine diagonalisierte Blockmatrix, die sukzessive um die nachste Zeile und die nachste Zei-
lenstufenspalte erweitert wird, bis ganz A diagonalisiert ist.

Ein grobes Schema zeigt, in welcher Reihenfolge die Zeilen bzw. Spalten ausgeraumt
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werden, falls A eine 6 x m-Matrix ist, deren Zeilenstufen alle auf der Diagonalen liegen.

x| 2 4 6 8 | 10 *
1 * *
3 * *
5) * *
7 * *
9 * *

Hierbei symbolisiert * die verbleibenden Koeffizienten auf der Diagonalen bzw. die jeweils
verbleibenden letzten (m — 6) Koeffizienten. Am Ende steht auf der gesamten Diagonalen
die Determinante 6(%).

Zur Vorbereitung spaterer Beweise benotigt man zunachst

8.1 Proposition (Rekursionsformeln)
Die Matriz A = (a;j) aus Maty,xn(R) sei wie oben.
a) Seienk € {0,...,n—1}, i€ {k+1,....,n} und j € {1,...,m} beliebig. Dann gilt

k
k k
A=1
k
otk

(k)
= Qjj - (S(k) - (aijl Qijy - - - Qijy, ) 62j

T
o)
b) Seien k € {1,...,n} und j € {1,...,m} beliebig. Dann gilt

k—1
61({;‘];) frd akj . 6(k_1) _ Zakj)\ . (5;‘13_1) frd
A=1
k—1
oY

k—1)
L se=1) . (k
=agj -0 (@kjy Okjy - Qkj_, ) | 2

K
5

Beweis:

a) Im Fall £ = 0 erhélt man auf beiden Seiten a;;. Seinun 1 < k£ < n—1. Die Behauptung
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folgt sofort, wenn man agf) nach der letzten Zeile ¢ entwickelt, namlich:
g, 00 Qi 01y
(k) _ 1 kil A = : : : : .
a0 =[1...kd[j1... gk JI(A) = akj, o am ang| =
@ijy vt Gigy, Qg (+)

k
=ai; - [L.. K|l k](A) + ) ay, -
A=1

mit den zugehorigen Kofaktoren cy, A =1,...,k, fir die wiederum gilt:

ex = (=D)L K]y -k F](A).
Tauscht man hier die Spalte j von der hintersten Position £ an die Position A, so folgt
ex = (DM (SR LK g (A) = — o
Damit und mit [1...&][j; ...jx](A) = 6®) folgt aus (*) die Behauptung a). Die zweite
Gleichheit der Behauptung ist klar.
b) folgt sofort aus a), da 6,(!;) = ag’;_l) gilt. O
Um A zu diagonalisieren, werden nun abwechselnd Zeilen und Spalten ausgerdumt. Dazu

betrachtet man die Folge von Matrizen A =: G = G, G@), ..., G™, die allgemein fiir
k=1,...,n von folgender Form sind

(8 )iz
G(k) . j=1l...m _
(aig)izren o
6%’;1) x 0 x---0---%x 0 * 0 * 5§Ij;?k+1 5%’2
) %
*
. . . . . * . .
0 x 0 * 0 * 5,2@27jk+1 e 5,2’“_)2’,"1
- (k) (k) (k)
6k_17jk71 * 0 * 6k_17jk+1 T 6k_17m
(k) (k) (k)
6k]k * 5k,jk+1 6km
ak+1,j1 . .. e a’k+17jk—1 e a’k+17jk e a’k+17jk+1 e ak—i—l,m

anjl .. e .. e .. e e e anm
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Dabei symbolisiert * wieder die dazwischenliegenden Koeffizienten, die ungleich 0 sein
konnen. G*) bezeichnet also die Matrix, in der die k X jz-Blockmatrix links oben schon
diagonalisiert ist und die unteren Zeilen k£ + 1,...,n unverandert genau wie in A sind.
Die Folge der so definierten Matrizen fithrt A in Diagonalform iiber, indem die bereits
diagonalisierte Blockmatrix links oben sukzessive um die nachste Zeile und die nachste
Zeilenstufenspalte erweitert wird, d.h. indem abwechselnd die darunterliegende Zeile und
die danebenstehende Zeilenstufenspalte ausgeraumt werden.

Fiir die 6 x m-Matrix von vorhin veranschaulichen die folgenden schematischen Dar-

stellungen den Ubergang von einer Matrix G*~1) zur nichsten, fir k =2,...,n.
6(k_1) * * e *
6(k_1) * * .« .. %
(k—1)y
G(k_l) _ 67"7 );;111;_1 _ 6(k_1) % % . e k
((l”)zzk o * * * * * *
* *
* *

In dieser Matrix steht in den ersten (k—1) Zeilen der Hauptminor §*~1) auf der Diagonalen.
Durch Ausrdumen der k-ten Zeile erhédlt man daraus zunachst die Matrix

6(k_1) * k [N %
(5‘(]?—1))7;_1 . 6(k_1) * * Ces *
v i=1...m
(k—1) ...
(O3 )i=tom | = ’ S -
5(k) x e %
(al’j)z":k-q-l n
J=tem * *
* *

und schliefllich durch Ausrdumen der k-ten Spalte in den oberen (k — 1) Zeilen die ge-
winschte Matrix

5(k) % e %

5(k) % .- %

o RSN e f e
(a/ij);"ili.-{jly.n..n P10 I

% %

* *

in der nun in den ersten k Zeilen der Hauptminor 6¢*) als Diagonalkoeffizient steht.
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Wie kann man fir £ = 2,...,n diese Matrizen rekursiv berechnen? Betrachte dazu
allgemein die beiden direkt aufeinander folgenden Matrizen

62(‘?_1))121...1(171
G(k_l) . j=1l...m _
(ai )izt
6%]51—1) koo 0 e ee sk 0 * 0 * 5:5]’(3‘7;1) ” . 6%{’{;’1)—1)
*
*
0 *
k—1 k—1 k—1
0 2_27.7?7672 * 0 * ]E:_Q:;k * 61(6_272”’
- k—1 k—1 k—1
512—1,3)‘,0_1 * ‘Slg—m)k * ‘512—1,1)71
ak7j1 .- . akjk_Q e akjk_l e ak,jk .- . .- . ak7m
ak+17j1 .« 0. e e e .. .. .. ak+17m
anjl .. e e e .. .. .. anm
wobei fiir die Zeilenstufenkoeffizienten der oberen (k — 1) Zeilen gilt
k— k— -
o = =i = 20,
Die nachfolgende Matrix ist von der Form
(65 )izt
G — =
(aij)izrt.
5%’;3 SR | e 0 * 0 * 0 X e 552
*
*
0 *
k k
5,2_)27%72 * 0 * 0 x e 51(@—)2,m
- k k
0 51(6—)1,jk_1 * 0 x e 6,2_)17m
(k) (k)
(sk:.”c * 6k7m
a’k+17j1 .. e e e e .« 0. .« 0. a’k+17m

a’njl .. e e e e .. .. anm
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Hier gilt fiir die Zeilenstufenkoeffizienten der oberen £k Zeilen

§F = =6

11 — k—1.jk—1

=6 = oM £ 0.

8.2 Lemma (Malashonok-1-Schritt-Rekursion)

Sei A eine n X m-Matriz mit den FEigenschaften (V1) bis (V3). Betrachte in der obigen
Situation fir k = 2,...,n die Matriz G := G*=Y | in der der (k — 1)-te Zeilenstufenkoef-
fizient bezeichnet werde mit

t:=gr_1,j, , (F#0 stets).

Die Matrizen E,E € Mat, xm (R) seien folgendermafen definiert:
(1) Die Zeile k ist fir j = 1,...,m gegeben durch

gij
Crj = Chj = ghj = (Ghjn = Ghies Ghinos)
9k—2,j
9k—1,j
(2) Die unteren Zeileni =k +1,...,n sind genau wie in G.

(8) Fir die oberen Zeilen i = 1,...,k —1 gilt fir j=1,...,m:
In E sind die Zeilen genau wie in G.
In E gilt

eij = 7 [k illix 41(B).

Dann ist E = G,
Beweis:
Fiir die Zeile k folgt die Behauptung sofort aus Proposition 8.1b). Ausfiihrlich heifit dies

g1j
Ik—1gGur " 9kj — (Gkjs " Gkju—s  Ghju_y ) : =

Jk—2.j
gk—1,j5

5(’*7—1)

1y

) : k k
— 5(](: 1) . ak;] _ (ak;jl “ o a’kjk72 akjkfl ) 6ng—21) = (slgj) = g](g‘]).
—4,]

5(’*7—1)

k—1,5

Da die Matrizen G = G*~Y und G®) in den unteren Zeilen k + 1, ...,n iibereinstimmen,
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bleibt die Behauptung nur noch fiir die oberen Zeilen 1,...,k — 1 zu zeigen. Es gilt

5%?1—1) Koo 0 ook 0 * 0 * 6§I:7J;1) * L. 65];1—1)
*
*
0 *
E—1 k—1 E—1
N 0 5,2_27}k_2 * 0 * 51&—2,3)‘,0 x e 5,2_277)71
E =
(k—1) (k—1) (k—1)
k_17jk71 * 6k_17.7k * (sk_l:m
k k
e,
ak+17j1 .- . .. ... .- . .- . .. ... ak—|—17m
anjl .- .. .. .. .- .. .- .. .. .. anm
Aus der Bareiss-1-Schritt-Rekursion folgt hier sofort E = G, U

8.3 Bemerkung (Merkregel fiir 1-Schritt-Formel)
Betrachte in der Situation von Lemma 8.2 den Ubergang von der alten Matrix G = G(*—1)
zur neuen Matrix G, Fiir k € {2,...,n} und j € {1,...,m} gilt:
a) (Elementare Zeilenumformung) Wenn j von 1 bis m lauft, beschreibt Lemma 8.2 (1)
mit t = g1, , 7 0 die folgende elementare Zeilenumformung:

k—1
neue k-te Zeile (g,EI;)) =t - alte k-te Zeile (gi;) — ng_ji - alte i-te Zeile (g;;).
i=1

b) (Merkregel) Den neu zu berechnenden Koeffizienten g,(:;) erhilt man aus der Vorganger-

matrix G = G*~1) wie folgt:

(1) Man multipliziert den alten Koeffizienten gj; mit dem Zeilenstufenkoeffizienten
der Vorgéngerzeile (k — 1).

(2) Davon subtrahiert man das Produkt aus der partiellen Zeile
(Koeffizienten der Zeile k in den auszurdumenden Spalten ji, jo, ..., jk—1)
und der partiellen Spalte, die iiber dem alten Koeffizienten g ; liegt.

¢) (Merkregel) Die neuen Koeffizienten in den oberen Zeilen 1,..., &k — 1 erhdlt man mit
der bekannten Bareiss-1-Schritt-Rekursionsformel.

Als Anwendung der Malashonok-1-Schritt-Rekursion aus Lemma 8.2 folgt nun

8.4 Satz (Algorithmus MallDMD)

Sei A € Maty, «m(R) eine beliebige n x m-Matriz iber einem Integritdtsring R. Die beiden

Unteralgorithmen Pivot wund B1DMDRow seien wie in Satz 3.7 bzw. Satz 5.6, MaliPivot

und Mal1DMDRow seien wie unten angegeben. Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) Setze k=1, X :=1 und ersetze A durch Pivot(A, A\, k).

(2) (Erste Zeilenstufe finden, evtl. Zeilentausch) Falls agy = 0 ist, dann erhéhe A um 1.
Falls X > m gilt, gib das Ergebnis A aus, andernfalls ersetze A durch Pivot(A, \, k)
und fahre fort bei Schritt (2) bzw. (3).
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(3) (Erste Zeilenstufe gefunden) Falls agy # 0 gilt, setze ji := A und erhéhe A um 1.
Falls X > m gilt, fahre fort bei Schritt (6).

(4) (Ewtl. Zeilentausch) Falls k > n ist, gib das Ergebnis A aus, falls A > m gilt, fahre fort
bei Schritt (6). Andernfalls fihre MaliPivot(A, A, {j1,...,Jk}, k) durch und erhalte
daraus A, \ und c.

(5) ((k+ 1)-te Zeile ausrdumen, jri1-te Spalte ausrdumen) Falls X < m gilt, dann setze
Jkr1 = A. Ersetze in diesem Fall ferner die Zeile (k + 1) durch das Ergebnis von
MaliDMDRow(A, {ji,.-.,Jk,Jk+1}, k,c) und setze t := ay;, . Ersetze dann die oberen
Zeileni = 1,. ..,k jeweils durch das Ergebnis von BADMDRow(A, 4, jx+1,k+1,t). Erhohe
k und X\ jeweils um 1 und fahre fort bei Schritt (4).

(6) (Alle iberflissigen unteren Zeilen vollstandig ausraumen) Falls X\ > m gilt, dann setze
alle unteren Zeilen i =k + 1,...,n gleich 0. Gib das Ergebnis A aus.

Dies ist ein Algorithmus mit der Bezeichnung MaliDMD(A), dessen Ergebnis eine zu A

aquivalente Matrixz in Diagonalform ist.

Dabei bedeute Mal1Pivot (A, A, {j1,...,Jk}, k) den folgenden Zeilentauschalgorithmus,
um die nachste Zeilenstufe jr11 zu finden, falls sie existiert. In diesem Fall werden die
Matriz A mit eventuell getauschten Zeilen, die nachste Zeilenstufe A und der ndchste
Zeilenstufenkoeffizient ¢ als Ergebnis ausgegeben. Falls keine Zeilenstufe mehr existiert,
werden die unveranderte Matriz A, A = m + 1 und ¢ = 0 ausgegeben.

(P1) (ag+1, berechnen)

Berechne ¢ := agj, - ap+1,0 — <(Q@kt1,j1s Tkt jos - - Tt ji ) (GBI, B2xs - - -5 QpN) >

Falls ¢ # 0 ust, gib als Ergebnis A, \ und c aus.

(P2) (Ewtl. Zeilentausch) Andernfalls suche in den darunterliegenden Zeilen i = k+2,...,n,
ob sich dort ¢ := agj, - aix— <(Aijy,Qijyy---s Qi )s (Q1x, Q2x, .., a50) >F 0 finden
lafit. Falls eine solche Zeile i existiert, dann multipliziere die Zeile i mit —1, ersetze
¢ durch —c, tausche die Zeilen k und i und gib als Ergebnis A, X und c aus.

(P3) (Ndchste Spalte durchsuchen) Erhéhe X um 1. Falls A > m gilt, dann gib das Ergebnis
A, X und ¢ (= 0) aus, andernfalls fahre fort bei Schritt (P1).

Die (k+1)-te Zeile von A wird mit dem Algorithmus Mal1DMDRow (A, {1, ..., Jk,Jkr1 ), K, €)

neu berechnet, d.h. es werden mit Hilfe der oberen Zeilen 1,...,k die Spalten j1, 2, ...,k
ausgeraumt:

(R1) (Berechnen) Ersetze fir alle Spalten j = jr11 + 1,...,m den Koeffizienten ayy1 ;

durch apj, - p+1,; — <(@kt1j1) Okt1,jos - - - Ckt1,5 )5 (@15, G2j, . - ., agj)>. Setze dann

den Zeilenstufenkoeffizienten agi1 j,., = c.
(R2) (Ausrdumen) Fur alle j € {1,...,jp41 — 1} setze apyy1; :=0.
(R3) Gib das Ergebnis (ag+1,5)j=1..m, also die (k + 1)-te Zeile von A aus.
Beweis:
Offensichtlich werden die Schritte (P1) bis (P3) bzw. (R1) bis (R3) nur endlich oft wieder-
holt. Aus der Malashonok-1-Schritt-Rekursion (Lemma 8.2) folgt sofort, dafi die besagten
Schritte zum behaupteten Ergebnis fiihren.

Was die Anweisungen (1) bis (6) betrifft, so wird bei jeder Wiederholung von Schritt
(2), (3) oder (5) die Variable A erhoht, bzw. wird bei jeder Wiederholung von Schritt (5)
die Variable k erhoht. Daher mufl nach endlich vielen Schritten das Abbruchkriterium in
Schritt (4) bzw. (6) erreicht werden.

Daf3 das Ergebnis von Mal1DMD wie behauptet ist, folgt aus den vorangegangenen und
den folgenden Uberlegungen. Mit den Schritten (2), (3) und (4) wird jeweils sichergestellt,
daB die Zeilenstufen korrekt gefunden werden und evtl. ein Zeilentausch durchgefiihrt wird.
Falls A = 0 gilt, wird schon in Schritt (2) das Ergebnis A = 0 ausgegeben. Schritt (5)
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ist die Anwendung der Malashonok-1-Schritt-Rekursion (Lemma 8.2) unter Verwendung
der mit MaliPivot gefundenen Parameter A = jyy1 und ¢ = agy1 j,,,. Schritt (6) wird
durchgefiihrt, falls sich herausstellt, dafl keine weitere Zeilenstufe mehr existiert und also
alle unteren Zeilen k£ + 1, ..., n komplett ausgeraumt werden. 0]

8.5 Bemerkung (Komplexitidt von MallDMD)

Sei A € Mat,,xm (R) eine beliebige n x m-Matrix, wobei der Rang von A maximal sei und
k=g fir k=1,... ,rang A gelte. Betrachtet man den Algorithmus Mal1DMD aus Satz 8.4,
so ergeben sich dort bei jeder Wiederholung von Schritt (5)

(k—1)(m — k) + k(m — k + 1) Additionen,

2(k—1)(m — k) + k(m — k + 1) Multiplikationen,

(k — 1)(m — k) Divisionen.
Ist A eine n x m-Matrix mit n < m und mit rang A = n, so benotigt man insgesamt
(k=1,....,n—1)

~ mn? — 2n? Additionen,

3
~ %mn2 — n3 Multiplikationen,

~ %an — %n3 Divisionen.
Bezeichnet A dagegen eine n x m-Matrix mit n > m und rang A = m, so ergeben sich
insgesamt (k=1,...,m —1)

~ %m3 Additionen,

~ $m?® Multiplikationen,
=~ %m?’ Divisionen.

8.6 Bemerkungen zur Implementierung (MallDMD)

a) Mit Hilfe des Unteralgorithmus MaliPivot wird die néchste Zeilenstufe jiiq ge-
sucht. Falls eine solche existiert, wird mit ¢ bereits der nachste Zeilenstufenkoeffi-
zient ayy1 j, ., berechnet, andernfalls gilt ¢ = 0, wenn keine weitere Zeilenstufe mehr
existiert. Daher wird in Schritt (R1) die entsprechende Zuweisung fiir den Zeilenstu-
fenkoeffizienten vorgenommen bzw. in Schritt (6) alles ausgerdumt.

b) Wie tiblich wird bei MaliPivot eine der beiden vertauschten Zeilen mit —1 multipli-
ziert, um das Vorzeichen der Determinante zu erhalten.

¢) Auch hier wird wie schon beim Forward-Backup-Verfahren darauf verzichtet, einen
entsprechenden Algorithmus ohne Division zu programmieren.

9 Grundlagen fir das Dichotomie-Verfahren

Zuletzt wird das komplizierteste Verfahren zur Diagonalisierung vorgestellt, namlich das
Dichotomie-Verfahren, welches als Spezialfille die in Abschnitt 7 und 8 behandelten
Forward-Backup- und Malashonok-1-Schritt-Verfahren umfaft.

Fiir die folgenden Betrachtungen sei ab sofort A € Mat, xm,(R) eine n x m-Matrix
iiber einem Integritatsring R mit den Eigenschaften:
(V1) n < m,
(V2) rang A = n,
(V3) Zeilentausch ist nicht ndtig und
(V4) fir k =1,...,n gilt jp =k, d.h. die Zeilenstufen liegen alle auf der Hauptdiago-
nalen.
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Anders als bei den bisherigen Verfahren tritt nun neben den tiblichen Voraussetzungen (V1)
bis (V3) eine weitere Voraussetzung (V4) auf. Im Gegensatz zu vorher dienen diese vier
Voraussetzungen nun aber nicht nur dazu, die theoretischen Betrachtungen zu vereinfa-
chen, sondern sie werden auch bei den in Abschnitt 10 folgenden Algorithmen beibehalten.
Diese Algorithmen sind also weniger allgemein als die bereits bekannten Verfahren.

Grob gesagt, beruht das Dichotomie-Verfahren zur Diagonalisierung darauf, die Ma-
trix A in einen oberen und einen unteren Teil zu partitionieren und das Verfahren rekursiv
auf die kleineren Teilmatrizen anzuwenden. (Diese Vorgehensweise, ein Problem in eine
Folge leicht 16sbarer Teilprobleme zu zerlegen, nennt man auch Divide et Impera-Methode.)

Der Begriff Dichotomie kommt aus dem Griechischen und bedeutet Zweiteilung. Im
folgenden ist mit “Dichotomie” eine beliebige Zweiteilung gemeint, d.h. die beiden Teil-
matrizen von A miissen nicht dieselbe Zeilenanzahl besitzen. Speziell kann man zur Par-
titionierung bei jeder Rekursion die Teilmatrizen solange halbieren, bis man schlieflich
einzeilige Teilmatrizen erhalt. In diesem Falle soll A fiir theoretische Betrachtungen die
zusatzliche Voraussetzung

(V5) n = 2P fiir ein p € N
erfiillen, damit die Halbierung aufgeht.

9.1 Proposition (Rekursionsschritt des Dichotomie-Verfahrens)
Sei A eine n x m-Matriz mit den Eigenschaften (V1) bis (V4). Betrachte die folgenden
funf Schritte:

(0) (Partitionieren) Falls die Matrixz A einzeilig ist, gib das Ergebnis A aus. Andernfalls
wdhle ein p € {1,...,n — 1} und partitioniere die Matriz A = (ﬁg;;) i eine obere

Hilfte A := (a;;):

i=

(1) (Diagonalisieren links oben) Ersetze die obere Hilfte A durch (5;“))

1.n und eine untere Hilfte A = (a;;)i=pt1..n.
1...m j=1l...m

i=1l...p .
j=1l...m

(2) (Ausrdumen links unten) Ersetze die untere Hdlfte A®) durch (ag?))i‘:p-&l...n.

j=1l...m

(8) (Diagonalisieren rechts unten) Ersetze die untere Hilfte A durch (52(?))'? Hlom.

T=p
j=1l...m

(4) (Ausriumen rechts oben) Ersetze die obere Hilfte A°) durch (52(;.1));:11...# und gib das
Ergebnis A aus. r

Dies stellt einen Algorithmus dar, welcher eine zu A dquivalente Matriz in Diagonalform

zum Ergebnis hat.

Beweis:

Offensichtlich erhdlt man nach Wahl der Koeffizienten mit jedem der (endlich vielen)

Schritte (0) bis (4) eine zu A dquivalente Matrix. Als Ergebnis wird die Matrix (52(;1))
(= A fiir n = 1) ausgegeben, also eine zu A #Aquivalente Matrix in Diagonalform wie
behauptet. O

Da die vorausgegangene Proposition 9.1 eine wichtige Grundlage des Dichotomie-
Verfahrens bildet, wird nun noch einmal nachvollzogen, was die fiinf Schritte (0) bis (4)
eigentlich bewirken.

9.2 Beispiel (Rekursionsschritt des Dichotomie-Verfahrens)

Sei A eine n x m-Matrix mit den Eigenschaften (V1) bis (V4). Der Rekursionsschritt des
Dichotomie-Verfahrens aus Proposition 9.1, angewandt auf A, besteht aus den folgenden
5 Schritten.
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(0) (Partitionieren) Falls die Matrix A einzeilig ist, ist sie schon diagonalisiert. Die wei-
teren Schritte (1) bis (4) sind also nicht nétig. Andernfalls partitioniere die Ma-
trix A in eine obere und eine untere Halfte. Die Partitionierung sei beliebig mit einem

p€{l,...,n—1}. Damit zerféllt die Matrix

1 Spalten n—p Spalten  (m—n) Spalten

B C D } u Zeilen
A=
FE F G } n—u Zeilen

in die sechs Blockmatrizen B,C, D, E, F,G.
(1) (Diagonalisieren links oben) Die obere Halfte (B | C' | D) wird diagonalisiert, d.h. B
wird durch ein Vielfaches der Einheitsmatrix ersetzt. Als Ergebnis folgt

i Spalten n—u Spalten  (m—n) Spalten

Y

b-E, c DM } i Zeilen

AW =
E F G } n—u Zeilen

Dabei gilt b := |B| = 60 und (CM | DW) = (5 )iz1...n

j=p+l...m

(2) (Ausrdaumen links unten) Die Blockmatrix E wird ausgerdumt, F' und G werden ersetzt
durch F® bzw. G?). Das Ergebnis wird bezeichnet mit

i Spalten n—p Spalten  (m—n) Spalten

1 1 .
I
b-E, o) D } i Zeilen
AR =
0 F(Q) G(Q) } n—p Zeilen

mit (F? | G@) == (al)imurim .

j=p+1...m
(3) (Diagonalisieren rechts unten) Die Blockmatrix F(?) wird durch ein Vielfaches der
Einheitsmatrix ersetzt, G2) wird ersetzt durch G®). Als Ergebnis erhélt man

© Spalten n—u Spalten (m—n) Spalten

A\
~ ™~

~ N ~ N

b- EH C(l) D(l) } 1 Zeilen
0 f . En_ﬂ G(g) } n—p Zeilen

wr._ | B O _ s : e 3) . (5
mit f ‘E F‘ = 6(" und mit der Blockmatrix G®) := (6;; )éi'fff;ﬂ,_,m

(4) (Ausrdumen rechts oben) Die Blockmatrix C(!) wird ausgeriumt, D) wird ersetzt
durch D™, b wird ersetzt durch f. Als Endergebnis ergibt sich die Diagonalmatrix

1 Spalten n—u Spalten  (m—n) Spalten
7\ o\ 7\

7 N 7 ~\

f-E, 0 DW } i Zeilen

0 f . En—u G(3) } n—u Zeilen
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mit der Blockmatrix D*) := (6§?))i:1...u . Bs gilt AW = (6,5;1))1":1...1;
j=m—n+1l...m j=1l...m

Wie auch bei allen anderen Diagonalisierungsvefahren mit Division wird hier das End-
ergebnis (62.1));:11..% erreicht, wobei in den Zwischenschritten (1) bis (4) jeweils Deter-
j=1...

minanten der Form al(.]?) bzw. der Form 5%73) (rekursiv) berechnet werden miissen. In
den Ausrdumungsschritten (2) und (4) werden jetzt nicht nur Zeilen und Spalten, son-
dern ganze Blockmatrizen auf einmal ausgeraumt. Die dafiir notigen Rekursionsformeln
miissen im folgenden noch ermittelt werden. Um die Diagonalisierungsschritte (1) und (3)
durchzufithren, kann man den Rekursionsschritt aus Proposition 9.1 wiederum auf die
Teilmatrizen (B | C' | D) bzw. (F?) |G?)) anwenden.

Im folgenden versteht man unter “Dichotomie-Verfahren” stets das Verfahren, das
durch den Rekursionsschritt aus Proposition 9.1 gegeben ist, wobei fiir jeden Diagonalisie-
rungschritt (1) bzw. (3) der angegebene Rekursionsschritt wiederum auf die entsprechenden
Teilmatrizen angewandt wird. Ein Diagonalisierungsschritt verzweigt sich also solange, bis
bei der Partitionierung die obere Halfte einzeilig ist.

In welcher Reihenfolge sukzessive die Blocke ausgeraumt werden, wenn man zur Par-
titionierung stets die Halbierung wahlt und jeden Diagonalisierungsschritt rekursiv durch-
fithrt, wird nun veranschaulicht.

9.3 Beispiel (Halbierung)

Sei A eine n x m-Matrix mit den Eigenschaften (V1) bis (V5). Als Partitionierung wihlt
man die Halbierung. Anschaulich dargestellt fiir eine 8 x m-Matrix A, wird diese diagona-
lisiert, indem in der Reihenfolge der Numerierung die Blockmatrizen ausgeraumt werden:

* 2 6 14 *
1 * *
* 5 *

3 4 * *
* 9 13 *

8 * *

* 12 *

7 10 11 | = %

Hierbei symbolisiert * die verbleibenden Koffizienten auf der Diagonalen bzw. die in jeder
Zeile verbleibenden letzten (m — 8) Koeffizienten. Auf der gesamten Diagonalen steht am
Ende die Determinante 6(®). Die angegebene Reihenfolge der Ausriumung ergibt sich, da
der Rekursionsschritt (mit den Zwischenschritten (0) bis (4)) so lange wiederholt werden
mufl, bis bei der Partitionierung die obere Hilfte einzeilig ist. Ausfiihrlich bedeutet dies
fiir die obige 8 x m-Matrix A:

(0) Halbiere A.
(1) Diagonalisiere (rekursiv) die Zeilen 1, ..., 4.
(1.0) Halbiere die obere Halfte von A.
(1.1) Diagonalisiere (rekursiv) die Zeilen 1,2.
(1.1.0) Halbiere das oberste Viertel von A.
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(1.1.1)
(1.1.2) Raume die Blockmatrix Nummer 1 aus.
(1.1.3) Diagonalisiere die Zeile 2.

(1.1.4) Radume die Blockmatrix Nummer 2 aus.

Diagonalisiere die Zeile 1.

(1.2) Rdume die Blockmatrix Nummer 3 aus.

(1.3) Diagonalisiere (rekursiv) die Zeilen 3,4.
1.3.0) Halbiere das zweite Viertel von A.
1.3.1) Diagonalisiere die Zeile 3.

1.3.3) Diagonalisiere die Zeile 4.

(
(
(1.3.2) Rdume Blockmatrix Nummer 4 aus.
(
(1.3.4) Rdume Blockmatrix Nummer 5 aus.

(1.4) Raume die Blockmatrix Nummer 6 aus.
(2) Raume Blockmatrix Nummer 7 aus.

(3) Diagonalisiere (rekursiv) die Zeilen 5,...,8. Dieser Schritt verzweigt sich analog zu
Schritt (1).
(4) Zuletzt wird Blockmatrix Nummer 14 ausgerdumt.

Bezeichnet man mit F*) die zu A dquivalente Matrix, die man als Ergebnis eines jeden
Schrittes & € {0,1,1.0,1.1,1.1.0,1.1.1,...,4} erhélt, so wird das Dichotomie-Verfahren
reprisentiert durch die Matrizenfolge A = E©) = p10) = p(1.1.0) — p(.1.1) " p(1.1.2) —
E(I.I.B), E(1.1.4) — E(l'l), E(1.2) — E(1.3.0) — 1711(1.3.1)7 E(1.3.2) — E(I.B.B), E(1.3.4) — 1711(1.3)7
EGY = O ER EC) = = EgG1Y  EGY = EG) E@® . Fir jede dieser
Matrizen lassen sich die Koeffizienten anhand von Proposition 9.1 prazise angeben, aber
es 148t sich bereits erahnen, dafl dies eine komplizierte Angelegenheit ist.

Nachdem man sich mit Hilfe der Beispiele 9.2 und 9.3 eine Vorstellung davon verschafft
hat, wie man beim Dichotomie-Verfahren vorgeht, stellen sich wie iiblich die Fragen:

a) Welche Folge von zu A dquivalenten Matrizen reprisentiert das Dichotomie-Verfahren,
(k)

k) . .
;j oder ;7" missen bei jedem

d.h. insbesondere welche Koeffizienten der Form «
Schritt ermittelt werden?

b) Wie lassen sich die in a) gefundenen Matrizen rekursiv berechnen?

Um die Frage a) zu beantworten, so zeigt sich in Beispiel 9.3, da8 sich die Gesamtfolge der
zu A dquivalenten Matrizen zwar exakt angeben 148t, jedoch unschon anzusehen ist. Da-
her wird darauf verzichtet, eine (zudem von der Partitionierung abhangige) Matrizenfolge
fiir das gesamte Verfahren anzugeben, da die damit gewonnene Allgemeinheit auf Kosten
der Verstandlichkeit geht. s geniigt, im folgenden fiir eine bestimmte Matrix, namlich
die anschlieBend definierte Matrix H(¥), eine Matrizenfolge fiir einen Rekursionsschritt ex-
plizit anzugeben. Da jeder Rekursionsschritt in die Schritte (0) bis (4) zerféllt, miissen
dazu fiinf Matrizen konstruiert werden, wodurch sich die Darstellung der Matrizenfolge
wesentlich umfangreicher gestaltet als bei den bisherigen Verfahren. Anhand dieser Folge
148t sich die Frage b) nach den Rekursionsformeln so allgemeingiiltig beantworten, daf}
man anschliefend einen Algorithmus fiir das Dichotomie-Verfahren formulieren kann.

Die n x m-Matrix A erfiille auch weiterhin die Voraussetzungen (V1) bis (V4). Fiir
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k € {0,...,n} definiert man die n x m-Matrix

5k . By, ‘ 0
HF .— ' —
k
(o izt o
6(k) - E}, ‘ 0 }k Zeilen (i=1,...,k)
0 ‘ (a(.].“)) }(n—k) Zeilen (i=k+1,...,n)
L)
k S;z:]ten (m—k)‘rSpa]ten
F=1,..,k j=k+1,...,m

Insbesondere gilt H(®) = A. Zur Abkiirzung schreibt man auch

mit der (n — k) x (m — k)-Blockmatrix

T = (agl-g))i:lﬂq ..... n .

J j=k+1,..., m

In der obigen Matrix H¥) sind also die ersten k Zeilen diagonalisiert mit dem Zeilenstufen-
koeffizienten 6*) # 0. Tn den nichsten (n — k) Zeilen sind die ersten k Spalten ausgeriumt
mit den Koeffizienten agf).

Im folgenden untersucht man nun fiir £ € {0,...,n — 1} den Rekursionsschritt zur
Diagonalisierung von T', also der Blockmatrix rechts unten in H*). Fiir die Zeilenanzahl
(n — k) von T gelte o.E. n — k > 2, denn falls T einzeilig ist, ist T schon diagonalisiert.
Warum betrachtet man, wenn man T diagonalisieren will, die Matrix H*) und nicht gleich
von vornherein die kleinere Matrix 7?7 Und warum geniigt es, die Matrizen T bzw. H®*)
zu betrachten, um einen Rekursionsschritt des Dichotomie-Verfahrens zu untersuchen und
allgemein giiltige Rekursionsformeln zu finden? Dies geschieht aufgrund der folgenden
U'berlegungen:

9.4 Bemerkungen (Matrizenfolge)

Sei A eine n x m-Matrix mit den Eigenschaften (V1) bis (V4). Betrachte in einem belie-
bigen Stadium des Dichotomie-Verfahrens das mit B bezeichnete Zwischenergebnis, also
eine zu A aquivalente Matrix, und zwar zu dem Zeitpunkt, an dem an B einer der Diago-
nalisierungsschritte (1) oder (3) (rekursiv) durchgefiihrt werden soll.

a) Die nun als nichstes zu diagonalisierende Teilmatrix von B ist von der Gestalt

mit k£ € {0,...,n}, 1 € {1,...,n} und k < [, vgl. die Darstellung des Rekursions-
schritts in Proposition 9.1 oder Beispiel 9.2.
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b)

Dariiberhinaus ist fiir £ # 0 in B die Zeile k, also die Vorgangerzeile der zu diagona-
lisierenden Teilmatrix 7', stets von der Gestalt

Insbesondere nimmt also der Zeilenstufenkoeffizient by, den Wert 6(F) an. Bis auf den
Koeffizienten by, = 6(%), der in die Rekursionsformeln eingeht (vgl. das noch folgende
Lemma 9.5), sind die Koeffizienten in den oberen k Zeilen von B véllig belanglos. Sie
bleiben unberiihrt bei der Diagonalisierung von T. Wie die oberen k Zeilen von B
beschaffen sind, hangt jeweils von der Art der Partitionierung ab. Bei der Halbierung
wie in Beispiel 9.2 gilt

In den Bemerkungen 10.11 und 10.12 wird man andere Partitionierungen kennenler-
nen, fiir die die oberen (k — 1) Zeilen von B anders als bei der Halbierung aussehen.

Die unteren Zeilen [+ 1,...,n von B sind genau wie in der urspringlichen Matrix A,

da sie bei der Diagonalisierung der dariiberliegenden Blockmatrix 7' nicht angetastet
werden.

Zusammenfassend gilt fiir £k = 0 also B = A und fiir £ # 0

(bij)i=1,... k-1 (bi;)

)
o (04 o 500) (5H) }
)
j

(. AN AN i
v~ v~

j=1,..,k—1 i=k j=k+1,...,m

Wegen der obigen Bemerkungen a) bis ¢) geniigt es zur Ermittlung der Rekursions-
formeln, die Matrix

zu betrachten, die man aus B erhalt, indem man die oberen k Zeilen von B einfach-
heitshalber durch (6*) - Ej, | 0) ersetzt und I durch n. Um es noch einmal deutlich
zu sagen, so ist die Matrix H (k) i.a. nicht aquivalent zu A. Aber die gewiinschte
Neuberechnung von 7' a3t sich offensichtlich sofort aus der im folgenden hergeleiteten
Neuberechnung von 7' schlu3folgern.

Es ist giinstig, mit H*) eine Matrix derselben Spaltenanzahl wie A und derselben

Anzahl an Vorgangerzeilen von T bzw. T zu betrachten, denn einerseits kann man
dadurch firi=k+1,...,nund j =1,...,m einfach

(k) _ (k)
hij =«

]
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schreiben. Andererseits wird an der Matrix H®*) besser veranschaulicht, welchen
Fortschritt die Spaltenausraumung in A insgesamt nimmt, als wenn man nur isoliert
die kleinere Matrix T betrachtet.

Betrachte nun also fiir k € {0,...,n—1} die Matrix H*), Um die durch k gegebene Parti-
tionierung zu verfeinern, sei ferner p € {1,...,n—k—1}. Es erleichtert das Verstiandnis der
folgenden Matrizen, wenn man sich stets vor Augen fiihrt, dal Koeffizienten der Form §§f)
in “diagonalisierten” Zeilen ¢ auftreten, in denen die Spalten j;,... ,fi, ..., Jr ausgeraumt
sind. Koeffizienten der Form agf) befinden sich in “trigonalisierten” Zeilen, in denen die

Spalten ji,.. ., jr ausgerdumt sind. (Nach Voraussetzung (V4) gilt sogar stets ji = k fiir
k=1,...,n.)

(0) Partitionieren
Partitioniert man die untere Halfte von H®) mittels p, so erhilt man die Matrix

sk B, | 0

(k)

H(kﬂ) — (aij

)z’:k+1...k+p =

j=1l...m

(OJE;C) )z’}:k—{—y,-{—l...n

j=1l...m
k Zeilen
5 B, 0 0 0 (i=1,....k)
(k) (k) (k) -
= (aij ) (aij ) (aij ) p Zeilen
(t=k+1,....k+u)
(k) (k) (k) n—k—p) Zeilen
0 (aij ) (aij ) (aij ) (. )
(i=k+p+1,...,n)
k SI;Tten m S])al;; (n—k—[,?)rSpalten (m—n;gpalteln
(G=1,...,k)  (G=k+1,...,k+pn) (j=k+p+l,...,n) (j=n+1,...,m)

Abkiirzend schreibt man dafiir auch

k Zeilen
5k) - 0 0 0
H*m) = u ‘ 4 w } © Zeilen
0 X ‘ Y Z } (n—k—p) Zeilen
k S;)z:lten I S;)glten (n—k—;;)rSpalten (m—n;gpalten

mit den entsprechenden Blockmatrizen U, V, W, XY, Z. Fiir diese Matrix gilt
HFw) — k)
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(1) Diagonalisieren links oben

In H*#) werden die Zeilen i = k +1,..., k + p diagonalisiert, folglich kann man dort die
Koeffizienten ersetzen durch 5§f+“ ). Damit erhilt man

s By | 0
Hkws1) . (6§f+ﬂ))g:k+1...k+u =
(agf))_kﬂwl n

i=1,....k
5k . B, 0 0 0 }
(k+p) (k+u)
_ s, |y | () } .....
0 (al}) () () }Z:WH ,,,,, n

Zur Abkiirzung schreibt man dafiir auch

k Zeilen
6k . B, 0 0 0
k) . skt L |, ‘ v w } p Zeilen
0 X ‘ Y Z } (n—k—p) Zeilen
k Sl;;lten 7 Sl;;lten (n—k—;;)' Spalten (m—n)vSpalten

mit den entsprechenden Blockmatrizen V) W) XY, Z.
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(2) Ausrdumen links unten

Réumt man in der obigen Matrix H*#1) die Blockmatrix X aus, d.h. rdumt man die

Spalten j = k+ 1...,k + p in den Zeilen ¢ = k + p+ 1,...,n aus, so werden in den
betreffenden Zeilen die Koeffizienten durch a%ﬁu ) ersetzt. Man erhalt also die Matrix

5k . B, 0
HFw2) . (6§f+u))i‘i§+l---k+# =
(a§f+ﬂ))g=k+y+1...n

j=1l...m

i=1,....k
5k . B, 0 0 0 }
k (k+p) (k+p)
_ S By | @) | el } .....
0 0 (a§§+u)) (a§§+u)) } i=k+p+1,...n

~” ~” ~”

j=1,..k j=k+1,. . k+p  j=k+p+1,...n j=n+1,....m

Zur Abkiirzung schreibt man dafiir auch

k Zeilen
o) . By, 0 0 0
g ke2) §ktn) B, ‘ v w®) } s Zeilen
0 0 ‘ Y(2) Z(2) } (n—k—up) Zeilen
k Sr:z:lten I S;glten (n—k:—;;)r Spalten (m—n)vSpalten

mit den entsprechenden Blockmatrizen V() W) y(2) 7(2),
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(3) Diagonalisieren rechts unten

Diagonalisiert man in der obigen Matrix H*#2) die Zeilen i = k+p+1,...,n, so werden
dort die Koeffizienten durch 55;) ersetzt. Man erhalt somit

6k . Fy, 0
HFw3) . (5§f+u))i‘ik+l.--k+u =

=1, 7k
sk . B, 0 0 0
k+ k+
_ o5 (k+p) -E, (57% “)) (57% H)) }i:k+1 ..... k+p
0 0 5( ) E’I’L—k_ﬂ (55;1/)) }1:k+u+1 ..... k+A
j:;:..,k j:k—i—lT..,k—i—M j:k+;jr1 ..... n j=n-|:£~~~,m

Zur Abkiirzung schreibt man dafiir auch

k Zeilen
6k . Fy 0 0 0
g k3). — §ktm) By ‘ v W } p Zeilen
0 0 ‘ 5(71) . E’n,—k—/j, Z(B) } (n—k—p) Zeilen
k Sg;lten L Sl;;lten (n—k—;;)' Spalten (m—n)vSpalten

mit den entsprechenden Blockmatrizen V(1) W) Z(3),
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(4) Ausrdumen rechts oben

Wird in der obigen Matrix H(*#3) die Blockmatrix V1) ausgerdumt, d.h. werden die
Spalten j = k+p+1,...,nin den Zeilen : = k+1,...,k+ p ausgeraumt, so werden dort
die Koeffizienten durch 65;1) ersetzt. Man erhalt also

sk E. | 0

H(ku,4) . (§(n))i=k+1...k+y =
=1..

i=1,....k
8 . By 0 0 0 }
(n)
_ 5(n) B, 0 (6733' ) }i:k—i—l ..... ktpu
0 0 5(n) . En_k_p (52(;1)) }i_k+u+1,...,n
J=liik Gkt b kbp jmktptlen Jm=nt

Zur Abkiirzung schreibt man dafiir auch

k Zeilen
k) . E, 0 0 0
e o | i
0 0 ‘ 5 . En—k—u Z®) } (n—k—p) Zeilen
k Sg;lten I S;;lten (n—k—;;)r Spalten (m—n)vSpalten

mit den entsprechenden Blockmatrizen W*) und Z(®).
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Wie lauten nun die Rekursionsformeln, um in den Ausrdumungsschritten (2) und (4) die
Matrizen aus ihren direkten Vorgangerinnen zu berechnen?

9.5 Lemma (Dichotomie-Rekursion zeilenweise)

Die n x m-Matriz A erfille die Voraussetzungen (V1) bis V(4). Betrachte in der obigen
Situation fir k € {0,...,n — 1} und fir p € {1,...,n —k — 1} die finf Matrizen H*®
H = H(k“71), H(’“"2), H:=H®3)  ynd HEY . Ferner seien

1 falls k=0 7 7
b= {hkk sonst v b = Pty = Mtk und  tn i= hpy.

Die Matrizen E und E € Maty, «m (R) seien wie folgt definiert:
(1) In E gilt fir die Zeilen i = k+ p+1,...,n und die Spalten j =1,...,m

Pit1,
1 hit2,j

Cij = [tu “hij = (higsr higss oo higyp) -
hk+u7j

Alle anderen Zeilen von E sind genau wie in H.
(2) In E gilt fir die Zeilen i =k +1,...,k+ p und die Spalten j =1,...,m

Tt 1,5

= = = = Pt pit2,5

€ij = | tn-hij — (higrp+r  higrpr2 oo hin)-

1
tu

Py

Alle anderen Zeilen von E sind genau wie in H.
Dann gilt E = H*#2) ypnd E = HEw4)
Beweis:
Beachte im folgenden, dal nach Voraussetzung (V4) js = s fiir s = 1,...,n gilt und dafl
ferner definitionsgemaf3 gilt

tp = 5(F) #0, t,= 5 (k+m) 40 und t, = 5(n) £ 0.

Zeige nun zunichst £ = H*#2) und betrachte dazu die Matrix H. Um darin in den
Zeilen t = k+p+1,...,n die Spalten K+ 1, ..., k+ p mit Hilfe der Zeilen k+1,.... k4 p

auszurdumen, berechnet man fiir j = 1,...,m die folgende Determinante (mittels Propo-
sition 7.1)
’ k—+
§lk+m) 0o gt
giji=[k+1. k+pik+1. k+pj)H)=| , s 5’(!14”) =
1]
k k k
oAl o, ol
ket

St (ol - 30 o gkt ),
r=k+1
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Setze zur Vereinfachung

1 ® N ) k)

~ i+

9ij = =t 93 = e > o) by (%)
K r=k+1

Nach Proposition 8.1a) gilt firi =k +1,...,nund j=1,...,m

o) = 5 g Z aie - 5.

Setzt man dies oben in (*) ein, so erhdlt man

k k+p k+p  k
~ k k+p k k+u
gij = tk 'tu . aij — tu Eais . 6§J) — tk . Z Qi * 51(“3 ) + Z Zais . 6§T) . 67(7 )
:"‘ﬂ o s=1 | r=k+1 r=k+1 s=1 :
—p — —r

Vereinfacht ausgedriickt mit den Variablen 7, p, o und 7, folgt also
Gij =ty T —p—ty-o+T. (%)

Um es noch einmal zusammenzufassen: mit g;; sind die Spalten k& 4+ 1,...,k + p aus-
geraumt worden, und zwar ausgehend von der Matrix H, in der schon die Spalten 1,...,k
ausgerdaumt sind. Insgesamt sind in der Zeile (g;;) also die Spalten 1, ..., k+p ausgerdumt,
und zwar rekursiv unter Verwendung der ersten Zeilen 1,..., k+ u. Andererseits sind auch
in H*#2) die Spalten 1,..., %k + pu ausgerdumt, ebenfalls mit Hilfe der Zeilen 1,. ..,k + p.
Es gilt wieder nach Proposition 8.1.a) (vgl. oben)

k+p k
kup,2 k+ k4 o
D — o — gt =S g s =g =3 gy, 6T (55 %)
s=1 s—1

Nach der allgemeinen Backup-Rekursionsformel (Korollar 7.3) gilt fir s = 1,...,k und
j=1,....m

k
stktn) _ l . (t L5k ilf s5(k) ,5(k+u)>
sj - tk: n sj sr rj '

r=k+1
Oben in (*  x) eingesetzt, ergibt sich damit
ko k+p
ku, k k
hl(ju2):7r — - — 1, Za” 5() + = Z Z s - 5§’;).5£j+u).
s=1r=k+1

Mit den obigen Variablen 7, p,o und 7 vereinfacht sich dies zu

k.2 1 1
hgj“ ):W—U—E p+a T. (% 5x)

Es folgt also aus (x%) und (x*xx) firi=k+1,...,nund j=1,...,m

h(kﬂ 2) g”,
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also die Behauptung mit (x), wenn man dort agf) =hyfiri=k+1,...,n,7=1,...,m
und 6£I;+“) =hyj firr=k+1,...,k+p, j=1,...,m einsetzt.
Jetzt bleibt noch die zweite Behauptung zu zeigen, d.h. HFm4Y = E. Dies folgt

unmittelbar aus der allgemeinen Backup-Rekursionsformel (Korollar 7.3). Es gilt ndmlich
fire=k+1,...,k+pund y=1,...,m

(n)
(hit) _ sy _ 1 () s(btm) okt (h+n) it
a2l — s\ — n t p Iz . _
h’ij - 61’3’ T §(ktp) ' [6 '61'3' - (5i,k+u+1 - -5z’,n ) : =
5(’”{)
1 N N N Pkt pt1,j
= — - [tn . h'ij — (hi,k—i—u—i-l . hz,n) : .
ty -
b
wie behauptet. 0]

9.6 Korollar (allgemeine Rekursionsformeln)
Sei A eine n X m-Matriz mit den Figenschaften (V1) bis (V3), und sei k € {0,...,n—1}.
Ferner seip € {k+1,...,n}. Dann gilt firi=k+p+1,....n und j=1,...,m:

(k)

Xy,
1 : : : : (k)
k+ k k k k ,
al(j B OR [ §(k+n) .agj) _ (ag,k)—i—l a;k)H ag,k)—i-u) N ey _
(k)
Ctpu,j

k+
=< [6( w) Loy — E a;,. -arj].
r=k+1

Beweis:

Sei zunachst jr = k fiir alle £ = 1,...,n. Nach obigem Lemma 9.5 gilt fiir die Zeilen
t=k+pu+1,...,n und die Spalten 5 =1,...,m

hit1,5

h .

b, 1 k42,5
hgj“ 2) _ E . [ by hyj — (hi,k—i—l higqo ... hi,k+u) '

hk+u7j

Ersetzt man alle auftretenden Koeffizienten durch ihre Werte o' baw. & (), so folgt sofort
die Behauptung. Fiir beliebige 71, ..., j; folgt die Behauptung analog. O

9.7 Bemerkungen (Merkregeln fiir zeilenweise Dichotomie-Rekursion)

Betrachte in der Situation von Lemma 9.5 zunéchst den Ubergang von der alten Matrix
H = H*#1Y zur neuen Matrix H*#:2).
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a) (Elementare Zeilenumformung) Wenn j von 1 bis m lauft, beschreibt Lemma 9.5 (1)
die folgende elementare Zeilenumformung:

neue i-te Zeile (hE?“’Q)) =

ket g
1
= t, - alte i-te Zeile (h;;) — E hiy - alte r-te Zeile (hy;)|.
k
r=k+1

b) (Merkregel) Den neuen Koeffizienten hgf“ 2) berechnet man wie folgt aus der alten
Matrix H:

(1) Man multipliziert den alten Koeffizienten h;; mit dem Zeilenstufenkoeffizienten ¢,
der zuletzt diagonalisierten Teilmatrix.

(2) Davon subtrahiert man das Produkt aus der partiellen Zeile
(Koeffizienten in der Zeile 7, die ausgerdumt werden sollen)

und der partiellen Spalte in der nachsten Blockmatrix direkt iiber dem alten
Koeflizienten h;;.

(3) Falls k # 0 gilt, teilt man das Ergebnis durch den Zeilenstufenkoeffizienten t; der
zuvorletzt diagonalisierten Teilmatrix. (Fiir k = 0 gilt ¢ = 1.)

Betrachte nun den ﬁbergang von der alten Matrix H = H*#3) zur neuen Matrix H*#4).

¢) (Elementare Zeilenumformung) Als elementare Zeilenumformung ausgedriickt, besagt
Lemma 9.5 (2), wenn j von 1 bis m lduft:

neue i-te Zeile (hg;?“’4)) =

1 ~ nooL ~
= t, - alte i-te Zeile (hi;) — Z hiy - alte r-te Zeile (hy;)|.
® r=k+p+1

d) (Merkregel) Den neuen Koeffizienten hgf“ ) berechnet man wie folgt:

(1) Man multipliziert den alten Koeffizienten Eij mit dem Zeilenstufenkoeffizienten ¢,
der zuletzt diagonalisierten Teilmatrix.
(2) Davon subtrahiert man das Produkt aus der partiellen Zeile
(Koeffizienten der Zeile i, die ausgerdumt werden sollen)

und der partiellen Spalte in der nédchsten Blockmatrix direkt unter dem alten
Koeffizienten h;;.

(3) Das Ergebnis dividiert man durch den Zeilenstufenkoeffizienten ¢, der zuvorletzt
diagonalisierten Blockmatrix.

Faft man die zeilenweise gegebenen Rekursionsformeln (Lemma 9.5) zusammen zu einer
Multiplikation von Blockmatrizen, so folgt unmittelbar
9.8 Korollar (matrizenweise Dichotomie-Rekursion)

Sei A eine n xm-Matriz iber einem Integritatsring R mit den Eigenschaften (V1) bis (V).
Betrachte fir k € {0,...,n—1} und p € {1,...,n — k} die Folge der Matrizen
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tr - Ei 0 0 0
H = gFD = 0 t,-E, | vO | w®
0 X Y Z
t - By, 0 0 0
HFm2) — 0 t,-E, | viO | w®
0 0 Yy (2) 7(2)
tr - Ey 0 0 0
H := HFm3) = 0 t, E, v W
0 0 tn En gy | 2O
t - By, 0 0 0
0 0 tn En—k—p AR
. 1 lisk=0 ~ ~
Ferner seien t, :— { T J;init vty = Py kty = Pk und  ty = By,

(1) In H*#2) giit:

YO | 22 = ti [tﬂ V| Z) - X (v |W<1>)],
k

(2) In H*#4) gilt:

w1 [ Lo oy, Z<3>] ,
by
Beweis:
Dies folgt sofort aus den zeilenweise gegebenen Rekursionsformeln (Lemma 9.5), wenn man
sie zusammenfaflt zu einer Multiplikation von Blockmatrizen.

Wie man sieht, basieren die Rekursionsformeln nun auf der Multiplikation bestimm-
ter Blockmatrizen, d.h. hier 1488t sich der Vorteil einer giinstigen Matrizenmultiplikation
ausspielen, wie sie beispielsweise bei [Str] oder [CW] zu finden ist.

9.9 Bemerkung (Merkregeln fiir matrizenweise Dichotomie-Rekursion)
a) Betrachte in Korollar 9.8 den Ubergang von der alten Matrix H = H*#1 zur neuen
Matrix H*#2) Die neue Teilmatrix (Y(?) | Z(2)) berechnet man wie folgt aus H:
(1) Man multipliziert die alte Teilmatrix (Y | Z) mit dem Zeilenstufenkoeffizienten ¢,
der zuletzt diagonalisierten Teilmatrix.
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(2) Davon subtrahiert man das Produkt aus der Blockmatrix, die ausgerdumt werden
soll, und der niichsten Teilmatrix (V) | W) direkt iiber der alten Teilmatrix.

(3) Falls k # 0 gilt, teilt man das Ergebnis durch den Zeilenstufenkoeffizienten t; der
zuvorletzt diagonalisierten Teilmatrix. (Fir & = 0 gilt ¢, = 1.)

Anders ausgedriickt, lassen sich (1) und (2) auch so verstehen, dafl man wie bei der

Berechnung einer Determinante zweiter Ordnung vorgeht, um aus der alten Teilmatrix

b By | (V) | wi)
x | w2

die neue Teilmatrix
1
(Y | z?) = . [tu'Eu (Y| 2)-X- (v | wly

zu erhalten. Man geht also wie bei der Bareiss-1-Schritt-Rekursion zur Trigonalisie-
rung vor, wobei an die Stelle der Koeffizienten Blockmatrizen treten.

b) Betrachte den Ubergang von der alten Matrix H = H®*#:3) zur neuen Matrix H*#4).

Die neue Blockmatrix W*) berechnet man wie folgt aus H:

(1) Man multipliziert die alte Blockmatrix W) mit dem Zeilenstufenkoeffizient t,,
der zuletzt diagonalisierten Teilmatrix.

(2) Davon subtrahiert man das Produkt aus der Blockmatrix, die ausgerdumt werden
soll, und der nachsten Blockmatrix direkt unter der alten Blockmatrix.

(3) Das Ergebnis teilt man durch den Zeilenstufenkoeffizienten ¢,, der zuvorletzt dia-
gonalisierten Blockmatrix.

Analog zu a) lassen sich auch hier (1) und (2) so verstehen, dal man #hnlich wie bei

der Berechnung einer Determinante zweiter Ordnung (mit vertauschter Reihenfolge

der Summanden) vorgeht, um aus der alten Teilmatrix

v ‘ W

bn En—u—k ‘ Z(3)
die neue Teilmatrix

W ti Ntn - Epep - WO — 0 7®
o

zu erhalten. Man geht also wieder wie bei der Bareiss-1-Schritt-Rekursion zur Diago-
nalisierung vor, wobei Blockmatrizen die Stelle der Koeffizienten einnehmen.

Damit sind nun im wesentlichen die Grundlagen geschaffen, um im néachsten Abschnitt
dieses Kapitels Algorithmen fiir das Dichotomie-Verfahren formulieren zu konnen.
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10 Diagonalisierung mit dem Dichotomie-Verfahren

Nach wie vor sei A eine n x m-Matrix iiber einem Integritatsring R mit den vier Voraus-
setzungen

(V1) n < m,

(V2) rang A = n,

(V3) Zeilentausch ist nicht notig und

(V4) fir k=1,...,n gilt 5 = k.
Anders als bei fritheren Verfahren werden diese Voraussetzungen auch zu den Dichotomie-
Algorithmen benotigt, d.h. diese Verfahren sind weniger allgemein als andere.

Basierend auf dem vorangegangen Abschnitt 9 bieten sich nun mehrere Varianten an,
um die Matrix A zu diagonalisieren. Zum einen kann man aufgrund von Lemma 9.5
bzw. Merkregel 9.7 entweder wie gewohnt zeilenweise oder aufgrund von Korollar 9.8 bzw.
Merkregel 9.9 matrizenweise vorgehen. Zum anderen kann man die Partitionierung beliebig
wahlen. Fiir die vier folgenden Algorithmen werde als Partitionsmethode die Halbierung
verwendet. Die Einschrankung, dafl die Zeilenanzahl n von A eine 2-Potenz ist, gilt nun
nicht mehr. Ist aber n € N, beliebig, lait sich i.a. nicht mehr erwarten, dafl die Halbierung
aufgeht. Hier sind mehrere Losungsmoglichkeiten denkbar:

10.1 Bemerkungen (Halbierung bei beliebiger Zeilenanzahl)

a) (Halbierung mit Rest oben bis zur Finzeiligkeit)
Geht die Halbierung nicht auf, wird die iiberzahlige Zeile zur oberen Halfte dazugefiigt.
Die Halbierung der Teilmatrizen findet solange statt, bis schlieflich die obere Halfte
einzeilig ist. Am Beispiel einer 10 x 12-Matrix ergibt sich somit folgende Reihenfolge
der Ausrdumung;:

x| 2 | 4 8 18 *
1] = *
3 * *
* 7 *

) 6 * *
x| 11 | 13 17 *

10| = *

12 * %

* 16 *

9 14 15 1 % *

b) (Halbierung mit Rest oben bis zur s-Zeiligkeit)
Die Moglichkeit a) 148t sich so variieren, dafl nicht bis zur Einzeiligkeit, sondern bis
zu einer bestimmten Zeilenanzahl s mit n > s > 1 halbiert wird. Die Teilmatrizen mit
s Zeilen kann man dann mit einem der bereits bekannten Diagonalisierungsverfahren
aus den Abschnitten 3, 4 oder 5 diagonalisieren. Am Beispiel einer 10 x 12-Matrix
ergibt sich mit s = 3 folgende Reihenfolge der Ausraumung:
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c¢) (Verdopplung von FEinzeiligkeit aus)

Ausgehend von der ersten Zeile wird solange die Blockgrofle verdoppelt, bis die ganze
Matrix A erfaflt ist. Am Beispiel einer 10 x 12-Matrix ergibt sich somit folgende
Reihenfolge der Ausraumung:

x | 2 6 14 18 *
1] = *
* ) *

3 4 * *
x| 9 13 *

8| * *

* 12 *

7 10 11 | = *
* 17 *

15 16 | % *

d) (Verdopplung von s-Zeiligkeit aus)

Die Moglichkeit ¢) 148t sich so variieren, dafi ausgehend von den oberen s Zeilen die
Blockgrofle verdoppelt wird, wobei n > s > 1 gilt. Die s-zeiligen Teilmatrizen konnen
mit einem der bereits bekannten Verfahren diagonalisiert werden. Am Beispiel einer
10 x 12-Matrix ergibt sich mit s = 3 folgende Reihenfolge der Ausraumung;:
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6 * *

5 7 * *

Wie man sieht, fiihrt jede dieser vier Varianten zu einem anderen Ablauf der Ausraumung.
Verféhrt man nach den Varianten 10.1b) bzw. 10.1d), partitioniert man die gegebene Ma-
trix A also nur bis zu einer gewissen Blockgrofie s, so kann man zur Diagonalisierung der
(maximal s-zeiligen) Teilmatrizen einen der bekannten Algorithmen wéhlen, ndmlich B1DMD
aus Satz 5.6, B2DMD aus Satz 6.3, B2DMDMD aus Satz 6.6, BIDMDFB, B2DMDFB, B2DMDMDFB
aus Satz 7.5 oder MaliDMD aus Satz 8.4. Der ausgewiahlte Algorithmus werde mit Diag
bezeichnet, also

Diag € L := {B1DMD, B2DMD, B2DMDMD, B1DMDFB, B2DMDFB, B2DMDMDFB, Mal1DMD }.

Diagonalisiert man mit dem Algorithmus Diag eine Teilmatrix T von A, so startet die
Division nicht mit dem Teiler ¢ = 1, sondern mit dem Teiler ¢, der sich im Dichotomie-
Algorithmus ergibt. Um dies deutlich zu machen, schreibt man dafiir Diag(T,t), vgl. dazu
auch die noch folgenden Bemerkungen zur Implementierung (10.10).

Eine kurze Vorbemerkung zur Bezeichnung der Algorithmen: Es bezeichnet

H — Halbierung, vgl. Bemerkung 10.1a) und b)

V — Verdopplung, vgl. Bemerkung 10.1¢) und d)

R — Rekursionsformeln zeilenweise, vgl. Lemma 9.5 bzw. Merkregel 9.7

M — Rekursionsformeln matrizenweise, vgl. Korollar 9.8 bzw. Merkregel 9.9.

Zunachst wird das Dichotomie-Verfahren mit der Halbierungsmethode aus Bemerkung
10.1a) bzw. 10.1b) und den zeilenweisen Rekursionsformeln aus Lemma 9.5 durchgefiihrt.
Dabei bezeichne |n| = max{m € N:m < n} den Gaufschen Ganzteil von n, und < -,- >
bezeichne wie iiblich das Standardskalarprodukt.

10.2 Satz (Algorithmus MalDichHR)

Sei A eine n x m-Matriz uber einem Integritatsring R mit n < m und rang A = n, wobei
aufferdem noch j, = k fur k = 1,...,n gelte und wobei ein Zeilentausch nicht notig sei.
Ferner seien s € {1,...,n} und Diag € L beliebig. Die Algorithmen AusrLURow und
AusrRORow seien wie nachfolgend angegeben. Betrachte die folgenden Instruktionen:

(0) Setze t, := 1.
(1) Setze P := (n) und k, :=n.
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(2) (Partitionieren) Falls ko, > s gilt, dann ersetze k, durch den Ganzteil | 5FL |, fiige k,
im Tupel P an erster Position ein und wiederhole Schritt (2).

(3) (Blockende der oberen Hilfte) Setze k, := p1, wobei py den ersten Koeffizienten des
Tupels P bezeichne, und streiche p1 aus P. _

(4) (Diagonalisieren links oben) Falls s > 1 gilt, dann ersetze die obere Hilfte T =

(a”)z 1ko VO A durch das Ergebnis von Diag(T,ty).

(5) (Blockende der unteren Hdlfte) Falls P leer ist, dann setze k, := k,, andernfalls setze
ku =DP1-

(6) (Ausrdaumen links unten) Falls k, < n gilt, dann ersetze die Zeilen i = ko + 1,...,ky
jeweils durch das Ergebnis von AusrLURow(A, i, ko, t,).

(7) (Rekursiv diagonalisieren rechts unten) Falls ko, < n gilt, dann setze to := ag, .k, und

ersetze die Teilmatriz T = = (@jj)i=ko+1..ku durch die Matriz, die man als Ergebnis
j=ko+1l...m

erhlt, wenn man die Schritte (1) bis (9) fir die (ky, — ko) x (m — ko)-Matriz T mit
ty :=t, durchfuhrt.
(Die Wiederholung dieser Schritte ist so zu verstehen, daff s und Diag wie zuvor sind
und daf t,, wie gerade eben definiert ist. Statt A wird nun aber T betrachtet, d.h.
insbesondere daf die Zeilenanzahl jetzt (k, — k,) statt n betragt. Die Variablen (P,
ko, ku, t, etc.), die bis jetzt in den Schritten (1) bis (7) mit Bezug auf A ermittelt
worden sind, werden bei der Wiederholung der Schritte (1) bis (9) fir T aber nicht
verandert, da sich die dabei auftretenden Variablen auff und nicht auf A beziehen.)

(8) (Ausrdaumen rechts oben) Im Fall k, < n ersetze die Zeilen i = 1,...,k, jeweils durch
das Ergebnis von AusrRORow (A, i, ko, ky,t,). Setze t, := 1, ersetze k, durch k, und
fahre fort bei Schritt (5).

(9) Gib das Ergebnis A aus.

Dies stellt einen Algorithmus namens MalDichHR(A) dar, der eine zu A dquivalente Matriz

in Diagonalform, ndmlich (52(;.1)), zum Ergebnis hat.

Hierbei bezeichne AusrLURow (A, i, ko, t,,) den Algorithmus, um in A in der Zeile i die
Spalten 1, ..., k, auszuraumen.

(R1) (Berechnen) Ersetze fir die Spalten j =k, +1,...,m den Koeffizienten a;; zundchst
durch a1y - a;;— <(@i,...,a,), (@1j,...,ak,;)> . Ersetze dann den neuen Koeffi-
zienten a;; durch a;;/t,.

(R2) (Ausrdumen) Fir j =1,...,k, setze a;j := 0.

(R3) Gib das Ergebnis (a;j)j=1..m aus, also die i-te Zeile von A.

Mit dem Algorithmus AusrRORow(A, i, ko, ky, to) werden in der Matriz A in der Zeile i die
Spalten k, + 1,...,k, ausgeraumt.

(R1) (Berechnen) Ersetze fir die Spalten j =k, +1,...,m den Koeffizienten a;; zundchst
durch ag, g, - @ij— <(Cikot1,- -5 Biky )s (Qko41,5,- - -5 Ak, ,j)> - Ersetze dann den neuen
Koeffizienten a;j durch a;;/t,.

(R2) (Ausrdumen) Fir j =k, +1,...,k, setze a;j := 0.

(R3) Setze den Zeilenstufenkoeffizienten a;; == ap, , -

(R4) Gib das Ergebnis (a;j)j=1..m, also die i-te Zeile von A aus.

Beweis:
Da die Zeilenanzahl von A endlich ist, konnen die angegeben Schritte nur endlich oft
wiederholt werden. Dafl das Ergebnis die Diagonalmatrix (52(;1)) ist, folgt sofort aus den

in Abschnitt 9 angestellten Uberlegungen. Insbesondere sind die Algorithmen AusrLURow
und AusrRORow Anwendungen von Lemma 9.5 (Dichotomie-Rekursion zeilenweise). O]
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10.3 Bemerkung (Komplexitit von MalDichHR)

Sei die Matrix A € Mat, »,(R) eine n x m-Matrix wie in Satz 10.2, wobei zusatzlich fiir
die Zeilenanzahl n = 2P mit einem p € Ny gelte. Ferner sei s = 1. (Fiir s=1 wird ein
Algorithmus Diag € L im Algorithmus MalDichHR gar nicht bendtigt.)

Fir eine Teilmatrix der Grofle 5z x my mit k = 1,...,p und my := m — [ - 5°¢
fir [ = 0,...,28=% — 1 werden in Schritt (6) bzw. Schritt (8) Teilmatrizen der Grofe
35 X (my — g%) bzw. der Grole gr X (m; — 5tr) neu berechnet. Damit ergeben sich bei
der Durchfithrung von Schritt (6) jeweils

s,(f;) = 3x (My — 3r) (5% + 1) Additionen,
(6

Skl) Multiplikationen,
(6) ._

Ty = 2ﬂk(ml — 2%) Divisionen,
und in Schritt (8) jeweils
SS) = g5 (My — 3%7) (55 + 1) Additionen,

s,(g) Multiplikationen,

(8) ._

Th i= 3k (M — sE%r) Divisionen.

Bei der Diagonalisierung von ganz A wird der Diagonalisierungsschritt 10.2 (7) rekursiv
mit dem Dichotomie-Algorithmus durchgefiihrt, vgl. zur Veranschaulichung Beispiel 9.3.
Daher ergeben sich insgesamt (mit n = 2P <= p = log, n)

P ok—1_1
6 8 : ‘ ‘
Z Z (sél) + sél)) = %mnz +mnp — %n?’ — %nzp —2mn + %nz
k=1 1=0
~ smn? — 2n®  Additionen bzw. Multiplikationen
P ok—1_1
Z Z (7"(6) + 7“(8)) ~ pmn — 2mn + in? — 1n?p Divisionen
kl ki) =P 2 2P :
k=1 1=0

Verwendet man zur Partitionierung die Halbierung wie in Bemerkung 10.1a) bzw. 10.1b)
und verwendet man statt der zeilenweisen Rekursionformeln die matrizenweisen Rekursi-
onsformeln aus Korollar 9.8, so folgt

10.4 Satz (Algorithmus MalDichHM)

Sei A eine n x m-Matriz uber einem Integritatsring R mit n < m und rang A = n, wobei

aufferdem noch j, = k fur k = 1,...,n gelte und wobei ein Zeilentausch nicht notig sei.

Ferner seien s € {1,...,n} und Diag € L beliebig. Die Algorithmen AusrLUMat und

AusrROMat seien wie nachfolgend angegeben. Betrachte die folgenden Instruktionen:

(0) Setze t, := 1.

(1) Setze P := (n) und k, :=n.

(2) (Partitionieren) Falls k, > s gilt, dann ersetze k, durch den Ganzteil | EFL |, fige k,
im Tupel P an erster Position ein und wiederhole Schritt (2).

(3) (Blockende der oberen Hilfte) Setze k, := p1, wobei p1 den ersten Koeffizienten des
Tupels P bezeichne, und streiche p1 aus P. _

(4) (Diagonalisieren links oben) Falls s > 1 gilt, dann ersetze die obere Hilfte T =
(aij)gzll...ko von A durch das Ergebnis von Diag(T,ty).
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(5) (Blockende der unteren Hdlfte) Falls P leer ist, dann setze ky, := k,, andernfalls setze
Ky = p1.

(6) (Ausmumen links unten) Im Fall k, < n ersetze die Teilmatriz (a”)z bo Lk durch
das Ergebnis von AusrLUMat (A, ty, ko, ky,).

(7) (Rekursiv diagonalisieren rechts unten) Falls ko < n gilt, dann setze to := ag, ,

Ersetze die Teilmatriz T := = (@ij)i=ko+1..k. durch die Matriz, die man als Ergebms
j=ko+1l...m

erhalt, wenn man die Schritte (1) bis (9) fir die (ky — ko) x (m — ko)-Matriz T mit
ty = t, durchfihrt. (Diese Rekursion ist wieder so wie in Satz 10.2 (7) zu verstehen.)
(8) (Ausmumen rechts oben) Im Fall k, < n ersetze die Teilmatriz (a”)l 1 ko durch das

Ergebnis von AusrROMat (A, t,, ko, k). Setze t, := 1, ersetze k, durch k und fahre
fort bei Schritt (5).

(9) Gib das Ergebnis A aus.

Dies stellt einen Algorithmus mit der Bezeichnung MalDichHM(A) dar, der eine zu A

aquivalente Matrixz in Diagonalform, namlich die Matriz (5787)), zum Ergebnis hat.
Hierbei wird mit dem Algorithmus AusrLUMat (A, t,, ko, ky) in A die Blockmatriz in

den Zeilen k, +1,...,ky, und den Spalten 1,...,k, ausgeraumt.
(R1) (Berechnen) Setze B := (aij)i=ko+1...ku . Ersetze die Blockmatrix B zundchst durch die

Blockmatriz aq - (a”)l Kotk —B (ajj)i=1..ko . Ersetze dann die newe Blockmatriz

ko+1...m =Kot 1...m
B durch - B.
(R2) (Ausmumen) Ersetze B durch die erweiterte (ky, — ko) x m-Matriz (0 | B) mit der
(ky — ko) X ko-Matriz 0.
(R3) Gib als Ergebnis die (ki — ko) X m-Matriz B aus.

Mz't dem Algorithmus AusrROMat(A,t,, ko, k) wird in A die Blockmatriz in den Zeilen
ko und den Spalten k, + 1, ..., k, ausgeraumt.
(Rl) (Berechnen) Setze B = (a”)z 1.k . FErsetze die Blockmatriz B zundchst durch

=Kot 1. den
die Matriz ag, 41k, +1 * (a”)z 1.k, — B- (a”)l Bot1. k- Ersetze dann die neue
k1. w1 m

Blockmatriz B durch - B.
(R2) (Ausrdumen) Ersetze dze Blockmatriz B durch die erweiterte k, X m-Matriz (0 | B)
mit der k, X (m — ky)-Matriz 0.

(R3) Firi=1,...,k, setze die Zeilenstufenkoeffizienten b;; := ag 41 g +1-
(R4) Gib als Ergebnis die k, x m-Matrix B aus.
Beweis:

Die Instruktionen sind identisch mit denen des Algorithmus MalDichHR aus Satz 10.2, bis
auf die Schritte (6) und (8), in denen nun die Algorithmen AusrLUMat bzw. AusrROMat
eingesetzt werden. Diese beiden Unteralgorithmen sind direkte Anwendungen von Korollar
9.8 (Dichotomie-Rekursion matrizenweise). O

Der obenstehende Algorithmus beruht nun auf der Multiplikation bestimmter Teilma-
trizen. Daher ist es gilinstig, iiber eine “gute” Matrizenmultiplikation zu verfiigen.

Ist zur Multiplikation zweier quadratischer n x n-Matrizen ein Algorithmus mit der
Komplexitit O(n?T?) gegeben, wobei S reellwertig mit 0 < 3 < 1 ist, so ergibt sich fiir
die Multiplikation einer [ x n-Matrix mit einer n x m-Matrix die Komplexitit O(In°m),
fir [,m,n € Ny. Diese Uberlegung flieBt ein, wenn nun die Komplexitéit des Dichotomie-
Algorithmus ermittelt wird.

10.5 Bemerkungen (Komplexitit von MalDichHM)
Sei nun die Matrix A € Mat,, «,n (R) eine n x m-Matrix wie in Satz 10.4, wobei zusétzlich
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fir die Zeilenanzahl n = 2P mit einem p € N gelte. Ferner sei s = 1. (In diesem Fall ist
zur Durchfithrung von MalDichHM die Wahl eines Algorithmus Diag € L nicht notig.)

Fir eine Teilmatrix der Grofle 5z x my mit k = 1,...,p und my == m — [ - 5z%¢
fir [ = 0,...,28=% — 1 werden in Schritt (6) bzw. Schritt (8) Teilmatrizen der Grofe
st X (mq — 3% ) bzw. der Grofie 5 X (my; — sz=r) neu berechnet, vgl. Bemerkung 10.3 zur
Komplexitat von MalDichHR bei zeilenweiser statt matrizenweiser Vorgehensweise.
Damit ergeben sich bei der Durchfithrung von Schritt (6) jeweils

(6) ._ n

Th = 3k (Mg — 5r)  Divisionen (genau wie in Bemerkung 10.3),
'éfs) = r,(;;) + ?ﬁ?) Multiplikationen,

wobei 7 die Anzahl der Multiplikationen bezeichnet, die nétig sind, um eine % x Z-

Matrix mit einer gz X (m; — 55 )-Matrix zu multiplizieren, also ?ﬁ?) ~ O((F) P (my — 2%)).
In Schritt (8) erfolgen jeweils
(8) ._

Tw = 36 (my — sr=r)  Divisionen (genau wie in Bemerkung 10.3),

s,(j) = r,(:;) + 1“"55) Multiplikationen,
wobei T“ﬁ) die Anzahl der Multiplikationen angibt, die notig sind, um eine gz x gp-Matrix
mit einer gr X (my; — srer)-Matrix zu multiplizieren, also ?ﬁ?) ~ O((2) 8 (my — 524)).
Bei der Diagonalisierung von ganz A wird der Diagonalisierungsschritt 10.4 (7) rekursiv
mit, dem Dichotomie-Algorithmus durchgefiihrt, vgl. zur Veranschaulichung Beispiel 9.3.
Daher ergeben sich insgesamt (mit n = 2P <= p = log, n)

2k—1_1
Z (r,(flj) + r,(:;)) ~ pmn — 2mn + %n2 - %n2p =:¢ Divisionen, vgl. 10.3.
1=0

ok—1_q

M=

™
I
-

(g{k?) + fc;{k?)) Re+nR O(mn1+5) Multiplikationen,

M=
(]

>
Il
_

=0

wobei gilt
2k=1 1

=y > () R Omn! ),

k=1 =0

o~

Fiir die gewohnliche Matrizenmultiplikation mit der Komplexitat O(n?), also mit 8 = 1,
deckt sich die Komplexitat des matrizenweisen Dichotomie-Algorithmus mit der Komple-
xitdt des zeilenweisen Dichotomie-Algorithmus, vgl. Bemerkung 10.3.

Verwendet man nun zur Partitionierung die Verdopplungsmethode (Bemerkung 10.1c)
bzw. d)) und die zeilenweisen Rekursionsformeln (Lemma 9.5), so folgt

10.6 Satz (Algorithmus MalDichVR)

Sei A eine n x m-Matrix uber einem Integritatsring R mit n < m und rang A = n,
wober aufferdem noch j, =k fur k =1,...,n gelte und wobei ein Zeilentausch nicht notig
sei. Ferner seien s € {1,...,n} und Diag € L beliebig. Die Algorithmen AusrLURow
und AusrRORow seien wie bei dem Algorithmus MalDichHR aus Satz 10.2. Betrachte die
folgenden Instruktionen:
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(0) Setze t, := 1.

(1) (Blockende der oberen bzw. unteren Hdlfte) Setze k, := min{s,n}, k, := min{2k,,n}.

(2) (Diagonalisieren links oben) Falls s > 1 gilt, dann ersetze die obere Hilfte T :=
(aij)gill...z:é, von A durch das Ergebnis von Diag(T,t,).

(3) (Ausjrdﬁ%nen links unten) Falls k, < n gilt, dann ersetze die Zeilen i = ko + 1,...,ky
jeweils durch das Ergebnis von AusrLURow(A, i, ko, t,).

(4) (Rekursiv diagonalisieren rechts unten) Falls k, < n gilt, dann setze t, = ay, r, und

ersetze die Teilmatriz T := (a;j)i—to+1..0 durch die Matriz, die man als Ergebnis
j=ko+1l...m

erhilt, wenn man die Schritte (1) bis (6) fiir die (ky, — ko) X (m — k,)-Matriz T mit
ty = t, durchfihrt. (Diese Rekursion ist wieder so wie in Satz 10.2 (7) zu verstehen.)
(5) (Ausrdaumen rechts oben) Im Fall k, < n ersetze die Zeilen i =1,...,k, jeweils durch
das Ergebnis von AusrRORow(A, i, ko, ky,t,). Setze ty, := 1, ersetze k, durch ky, ki
durch min{2k,,n} und fahre fort bei Schritt (3).
(6) Gib das Ergebnis A aus.
Dies stellt einen Algorithmus mit der Bezeichnung MalDichVR(A) dar, der eine zu A
aquivalente Matrixz in Diagonalform, namlich (55;1)), zum Ergebnis hat.
Beweis:
Die Instruktionen sind genau wie beim Algorithmus MalDichHR, aufler dafl die Partitio-
nierung wie in Bemerkung 10.1c) bzw. 10.1d) durch Verdopplung vorgenommen wird.
Dadurch vereinfacht sich die Wahl von k, und &, in obigem Schritt (1) bzw. (5). O

10.7 Bemerkung (Komplexitiat von MalDichVR)
Sei die Matrix A € Mat, »,(R) eine n x m-Matrix wie in Satz 10.6, wobei zusatzlich fiir
die Zeilenanzahl n = 2P mit einem p € Ny gelte. Ferner sei s = 1. (Fiir s=1 wird ein
Algorithmus Diag € L im Algorithmus MalDichVR gar nicht benotigt.)

Genau wie in Bemerkung 10.3 zur Komplexitat von MalDichHR ergeben sich insgesamt
(mit n = 2P <= p=log, n)

P ok—-1_1
6 8 ‘ ‘ ‘
Z Z (s,(d) + s,(d)) = %mnz +mnp — %n?’ — %nzp —2mn + %nz
k=1 1=0
~ %mn2 — 25—1713 Additionen bzw. Multiplikationen
P ok—1_1
Z Z (T’(G) + r(8)) ~ pmn — 2mn + tn?2 — Ln2p  Divisionen
ki k')~ P 2 21 p :
k=1 1=0

Verwendet man zur Partitionierung die Verdopplungsmethode (Bemerkung 10.1c) bzw. d))
und verwendet man die matrizenweisen Rekursionsformeln (Korollar 9.8), so folgt

10.8 Satz (Algorithmus MalDichVM)

Sei A eine n x m-Matrix uber einem Integritatsring R mit n < m und rang A = n,
wober aufferdem noch j, =k fur k =1,...,n gelte und wobei ein Zeilentausch nicht notig
sei. Ferner seien s € {1,...,n} und Diag € L beliebig. Die Algorithmen AusrLUMat
und AusrROMat seien wie bei dem Algorithmus MalDichHM aus Satz 10.4. Betrachte die
folgenden Instruktionen:

(0) Setze t, :=1.

(1) (Blockende der oberen bzw. unteren Hilfte) Setze k, := min{s,n}, k, := min{2k,,n}.
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(2) (Diagonalisieren links oben) Falls s > 1 gilt, dann ersetze die obere Hilfte T :=
(aij)i=1..ko von A durch das Ergebnis von Diag(T,t,).
j=1l...m
(3) (Ausrdumen links unten) Falls k, < n gilt, dann ersetze die Teilmatriz (ai;)i=ro+1...ku

j=1l...m
durch das Ergebnis von AusrLUMat (A, t,, ko, ky).
(4) (Rekursiv diagonalisieren rechts unten) Falls k, < n gilt, dann setze t, := ag,_ p, und

ersetze die Teilmatric T = (a;j)i=ko+1.... durch die Matriz, die man als Ergebnis
j=ko+1l...m

erhdlt, wenn man die Schritte (1) bis (6) fir die (ky, — ko) x (m — ko)-Matriz T mit
ty :=t, durchfiihrt. (Diese Rekursion ist wieder so wie in Satz 10.2 (7) zu verstehen.)
(5) (Ausrdumen rechts oben) Im Fall k, < n ersetze die Teilmatriz (a;;)i-1..x, durch das

=1l...m

Ergebnis von AusrROMat(A,t,, ko, ky). Setze t,, := 1, ersetze k, dmich kv, ky durch
min{2k,,n} und fahre fort bei Schritt (3).
(6) Gib das Ergebnis A aus.
Dies stellt einen Algorithmus namens MalDichVM(A) dar, der eine zu A dquivalente Matriz
in Diagonalform, namlich (5787)), zum Ergebnis hat.
Beweis:
Die Instruktionen sind genau wie beim Algorithmus MalDichVR in Satz 10.6, aufler dafl in
Schritt (3) und (5) nun die Unteralgorithmen AusrLUMat bzw. AusrROMat aus Satz 10.4
verwendet werden. O

10.9 Bemerkung (Komplexitat von MalDichVM)

Sei nun die Matrix A € Mat,, »,n (R) eine n x m-Matrix wie in Satz 10.8, wobei zusétzlich

fir die Zeilenanzahl n = 2P mit einem p € Ny gelte. Ferner sei s = 1. (In diesem Fall ist

zur Durchfithrung von MalDichVM die Wahl eines Algorithmus Diag € L nicht notig.)
Wie in Bemerkung 10.5 zur Komplexitat von MalDichHM ergeben sich auch hier ins-

gesamt (mit n = 2P <= p =log,n)

~ 1,2 1,2 _,
~ pmn — 2mn + 5n° — gn°p =1 ¢ Divisionen

~ O(mn'*8)  Multiplikationen.

10.10 Bemerkungen zur Implementierung (MalDichHR, MalDichHM,
MalDichVM, MalDichVR)

a) Partitioniert man geméf Bemerkung 10.1b) bzw. 10.1d) nur bis zu einer gewissen
Blockgrofle und diagonalisiert man groflere Teilmatrizen dann mit einem der bekann-
ten Diagonalisierungsalgorithmen, so mufl man diese leicht abandern.

Dazu sind alle Algorithmen B1TMD, B2TMD, B2TMDMD, B1DMD, B2DMD, B2DMDMD, B1DMDFB,
B2DMDFB, B2DMDMDFB, Mal1DMD so programmiert, daf} sie, falls sie nur mit dem Argu-
ment A aufgerufen werden, die Matrix A trigonalisieren bzw. diagonalisieren, wie in
den Abschnitten 3 bis 8 beschrieben. Werden zwei Argumente A und ¢ eingegeben,
so wird A trigonalisiert bzw. diagonalisiert, indem fiir die erste Rekursion nicht der
Teiler t = 1, sondern der Teiler ¢ = ¢,, verwendet wird, der sich aus dem Dichotomie-
Algorithmus ergibt. (Dieser Teiler ¢t = ¢, ist namlich der Teiler ¢; aus Lemma 9.5, der
ungleich 1 sein kann, wenn die zu diagonalisierende Teilmatrix nicht ganz links oben,
sondern “mitten” in A liegt, wenn also zu beriicksichtigen ist, dafl obendriiber bereits
eine Teilmatrix diagonalisiert worden ist.)

Im einzelnen werden die Modifikationen wie folgt vorgenommen. Betrachtet man die
sechs erstgenannten Bareiss-Algorithmen aus den Sitzen 3.7, 4.3, 4.6, 5.6, 6.3 und
6.6, so wird dort jeweils in Schritt (1) statt ¢ := 1 das gegebene Argument ¢ verwen-
det. Die Forward-Backup-Algorithmen aus Satz 7.5 werden so modifiziert, dafl dort
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Schritt (1) mit BITMD(A,t) bzw. B2TMD(A, t) bzw. B2TMDMD(A, t) durchgefiihrt wird.
Der Algorithmus MaliDMD wird abgeéndert, indem in der in Schritt (5) verwendete
Unteralgorithmus Mal1DMDRow(A, {j1, .. -, jk+1}, k, ¢) ersetzt wird durch den Algorith-
mus MaliDMDRow(A, {j1,...,jk+1},k,C,t). Letzterer ist genau wie ersterer definiert,
auBer daB alle in Schritt (R1) ermittelten neuen Koeffizienten zusétzlich noch durch ¢
geteilt werden.

b) Auch die Dichotomie-Algorithmen sind so programmiert, dal mehrere Argumente
(maximal vier) iibergeben werden kénnen, ndmlich die zu diagonalisierende Matrix A,
optional die Schrittgrofle s und ein Diagonalisierungs-Verfahren Diag und schliellich
der Teiler ¢, der als Argument Uibergeben wird, wenn ein Diagonalisierungsschritt re-
kursiv mit dem Dichotomie-Algorithmus durchlaufen wird. Damit wird beispielsweise
der Schritt (7) beim Algorithmus MalDichHR aus Satz 10.2 rekursiv durch den Aufruf
T := MalDichHR(T,s,Diag,t,) erledigt. Analoges gilt fiir alle anderen Dichotomie-
Algorithmen.

Mochte man eine Matrix A mit einem der Dichotomie-Algorithmen diagonalisieren,
geniigt es, als Argument nur A eingegeben; die drei ibrigen Argumente s, Diag und ¢
sind dann als Voreinstellungen vorhanden, namlich z.B. s =1 und ¢t = 1.

¢) Da das Dichotomie-Verfahren schon kompliziert genug ist, wird darauf verzichtet, es
fiir den allgemeinstmoglichen Fall einer n x m-Matrix A mit beliebigen n, m € N, und
mit beliebiger Zeilenstufenverteilung zu programmieren. In diesem Falle miifite man
namlich vor jedem Ausrdaumungsschritt nachpriifen, wo dann in der nachsten Block-
matrix die Zeilenstufen zu liegen kommen und ob eventuell Zeilen getauscht werden
miissen. Gelten fiir eine n x m-Matrix A die vier Voraussetzungen (V1) bis (V4) nicht
und ist die Verteilung der Zeilenstufen bekannt, so konnen diese Bedingungen durch
Zeilen- und Spaltentausch bzw. durch das Weglassen bestimmter Zeilen hergestellt
werden.

In den vier vorgestellten Algorithmen wird eine Matrix stets partitioniert, indem die
Matrix halbiert bzw. annahernd halbiert wird, falls die Zeilenanzahl keine 2-Potenz ist.
Denkbar ist jedoch jede beliebige Partitionierung.

10.11 Bemerkungen (Forward-Backup-Verfahren)

Sei A € Maty, xm,m(R) eine n x m-Matrix iiber einem Integritatsring R mit den Vorausset-
zungen (V1) bis (V4). Als Partitionierung wahlt man die Methode, stets die oberste Zeile
abzuschneiden. Mit den Bezeichnungen von Abschnitt 9 bedeutet dies, dafl man bei jeder
Partition p = 1 wahlt.

a) Auf diese Art und Weise erhélt man gerade das Forward-Backup-Verfahren B1DMDFB.
Anschaulich fiir eine 6 x m-Matrix dargestellt, werden bei dieser Partition die Block-
matrizen (die in diesem Falle Zeilen und Spalten sind), in der folgenden Reihenfolge

ausgeraumt:
* 10 *
* 9 *
* 8 *
* 7 *
¥ | 6 *
11 2 3 4 51 *
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d)

Hierbei symbolisiert * die verbleibenden Koeffizienten auf der Diagonalen bzw. die
verbleibenden letzten (m — 6) Koeffizienten.

(Formeln) Aus Lemma 9.5(1) ergibt sich fir k =1,2,...,n —1und p =1

fiir die Zeilen ¢ = k + 2,...,n und die Spalten 7 = 1,..., m die Formel

1

plkm2)
1] tk;

1 . .
(b hig = hispr - P g) = - b+ il + 1 51(H),
also die Bareiss-1-Schritt-Formel.
Aus Lemma 9.5(2) ergibt sich mit k =1,2,...,n—1 und p =1 fiir die Zeile i = k+1
und die Spalten 5 = 1,..., m die Formel

1 ﬁk+2,j
h,g;?“A) = — - tn . h'ij — (hi7k+2 . hzn) . . :|,
t, R
P
also die Backup-Formel. Insgesamt erhilt man somit die in Lemma 7.2 angegebenen
Rekursionsformeln fiir das Backup-Verfahren.

Als zuséatzliche Verbesserung kann man den Forward-Schritt mit einem Bareiss-2-
Schritt-Verfahren statt mit dem Bareiss-1-Schritt-Verfahren durchfithren, vgl. dazu
Satz 7.5 (Algorithmen B1DMDFB, B2DMDFB und BQDMDMDFB).

Wie in Abschnitt 7 ausfithrlich dargestellt, kann A auch weniger strenge Vorausset-
zungen erfiillen, d.h. A kann ganz und gar beliebig sein.

10.12 Bemerkungen (Malashonok-1-Schritt-Verfahren)

Sei A € Maty, xm, (R) eine n x m-Matrix tiber einem Integrititsring R mit den Voraussetzun-
gen (V1) bis (V4). Man partitioniert A, indem man stets die unterste Zeile abschneidet.
Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 9 heifit dies also, bei den Partitionen nacheinander
p=n—1,p=n—2,...,u =1 zu wahlen.

a)

b)

Mit dieser Partitionierungsmethode ergibt sich das Malashonok-1-Schritt-Verfahren.
Anschaulich fiir eine 6 x m-Matrix dargestellt, raumt man bei dieser Partitionierung
die Blockmatrizen (die in diesem Falle Zeilen und Spalten sind) in der folgenden
Reihenfolge aus:

x| 2 4 6 8] 10 *
1] = %
3 * *
5t * *
7 * *
9 * *

Hierbei symbolisiert * die verbleibenden Koeffizienten auf der Diagonalen bzw. die
verbleibenden letzten (m — 6) Koeffizienten.

(Formeln) Aus Lemma 9.5 (1) ergibt sich mit k¥ = 0 fiir die Zeile i = p + 1 und die
Spalten j =1,...,m
hi;
kp,2 :
h"? =ty i = (b ) - |t
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und aus Lemma 9.5 (2) ergibt sich mit & = 0 fir die Zeilen ¢ = 1,...,p und die
Spalten j =1,...,m

kgt 1 1 . o

WY = (b hag = Bigern - Byegng) = - [k Vil + 1)),
1 p

also die Bareiss-1-Schritt-Formel. Insgesamt erhalt man somit die in Lemma 8.2 an-

gegebenen Formeln zur Malashonok-1-Schritt-Rekursion.

¢) In Abschnitt 8 wird dieses Verfahren viel allgemeiner fiir vollkommen beliebige Ma-
trizen durchgefiihrt.

10.13 Bemerkung zur Implementierung

Wie man an den beiden vorangegangenen Bemerkungen sehen kann, lassen sich das
Forward-Backup- und das Malashonok-1-Schritt-Verfahren als Spezialfalle des Dichotomie-
Verfahrens auffassen. Man konnte folglich die Zeilenalgorithmen AusrLURow bzw. AusrR0-
Row aus Satz 10.2 so allgemein implementieren, dal man sie anstelle von BackupRow bzw.
Mal1DMDRow in Satz 7.5 bzw. 8.4 verwenden kann. Umgekehrt konnte man auch letztere
so allgemein formulieren, dafl sie die Algorithmen AusrLURow bzw. AusrRORow ersetzen.
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Die Kokosniisse fallen nach und nach
in den Korb.
(Aus Afrika)

Im folgenden Kapitel werden die Verfahren aus den beiden vorangegangenen Kapiteln
modifiziert, indem eine spezielle, mit ® symbolisierte Multiplikation verwendet wird.

Soll eine gegebene n x m-Matrix A € Mat,xm,(R) mit n < m trigonalisiert bzw.
diagonalisiert werden, so werden zunéchst die Zeilenstufenkoeffizienten az;,, k =1,...,n,
durch unabhangige Variablen X1, ..., X,, substituiert. Dann wird bei jeder Rekursion statt
der Division im Integritdtsring R (bzw. im zugehoérigen Quotientenkorper) eine spezielle
Multiplikation ® im Erweiterungsring R[X1,..., X,]| verwendet. Bei dem damit erzielten
Endergebnis wird schlie8lich die Riicksubstitution durchgefiihrt.

Der Vorteil dieser Multiplikation ® besteht darin, bei den rekursiv ermittelten Koef-
fizienten nur solche Terme zu berechnen, die auch tatsachlich zum Endergebnis beitragen.
Anders ausgedriickt, statt in den Rekursionsformeln am Produkt f - g zweier Polynome
die Division mit Rest durchzufiihren und damit den Quotienten ¢ sowie den Rest r zu
erhalten, kann man mittels ® den Quotienten ¢ ermitteln, ohne daffl man das Produkt f-g
und den Rest r berechnet. (Ist im folgenden von Division mit Rest die Rede, so meint
man damit den eindeutigen Divisionsalgorithmus.)

Allgemeiner als von Sasaki und Murao dargestellt, 1ait sich nicht nur der Algorithmus
B1TMD, sondern dartiberhinaus lassen sich auch andere Algorithmen aus den Kapiteln I und
IT modifizieren, vgl. [SM].

11 Grundlagen

In diesem Abschnitt wird zunfchst eine spezielle, mit ® symbolisierte Multiplikation
eingefithrt. Dazu sei wie iiblich R ein Integritatsring, ferner sollen die Unbestimmten
Xy,..., X, mit n € Ny unabhangig iiber R sein und nicht schon in R liegen.

Fiir ein Polynom f aus R[Xj,...,X,] bezeichne im folgenden deg f stets den Grad
von f in Bezug auf die Variablen X,..., X,,. (Der Integritiatsring R mag durchaus noch
weitere Variablen enthalten, die fiir die Gradbestimmung aber nicht beriicksichtigt werden
sollen.)
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11.1 Definition (Multiplikation ®)
Seien f und g zwei Polynome aus R[X1, ..., X,], die linear in X,..., X, sind und fiir ein
i €{1,...,n} zerlegt werden in

f=hH"-Xi+fo und g=0g1-X;+go

mit eindeutig bestimmten Polynomen fq, f1, go, g1 € R[X1, ..., X,], wobei fo und go keine
Terme enthalten, die Vielfaches von X; sind. In dieser Situation definiert man fiir ein
beliebiges i € {1,...,n} und k € {0, ...,n} rekursiv die spezielle Multiplikation

f-g falls ¢ > k

(1@ 1) Xi+ f1®F 90+ fo®F g1 falls i < k.

11.2 Bemerkungen (Wohldefiniertheit und Assoziativitét)
a) (Wohldefiniertheit) Die obige Multiplikation ® ist wohldefiniert, denn einerseits exi-

stiert in Bezug auf X; fir alle s = 1,...,n eine Zerlegung der Polynome f und g in die
Bestandteile fy, f1,90,91. Diese letztgenannten Polynome sind eindeutig bestimmt,
sie sind ebenfalls linear in X;,...,X,, und lassen sich, falls : < n gilt, wiederum

eindeutig zerlegen (in Bezug auf X;,;). Andererseits endet die rekursiv definierte
Multiplikation nach endlich vielen Schritten, da schliefflich die Situation ¢ > k erreicht
ist, und in diesem Falle ist ®* durch die normale Multiplikation - gegeben.

b) (Assoziativitat) Wie sich durch Nachrechnen bestétigen 1a8t, ist die spezielle Multi-
plikation ® assoziativ.

11.3 Satz (Algorithmus MultSM)

Seien f,g € R[Xy,...,X,] zwei Polynome, die linear in Xy,...,X, sind. Ferner seien

ke {0,...,n} und i € {1,...,n} beliebig. Die folgenden Instruktionen werden unter der

Bezeichnung MultSM(f, g,1i, k) zusammengefafst:

(1) Falls i >k gilt, dann gib das Ergebnis f - g aus.

(2) (Rekursion) Andernfalls berechne durch Finsetzen die vier Polynome
fo=f(X1, s Xio1,0, Xop1,- -, Xo), i = (f = fo) (X1, -, Xio1, 1, Xig, -, X)),
go = g(Xl, . '7Xi—17 O,Xi—i—la s ,Xn)y 91 = (g - gO)(Xh s ,Xi—l, ]-7Xi+17 s aXn)
Erhéhe i um 1 und wiederhole die Schritte (1) und (2) jeweils fir fi,g1,i,k, fir
fi, 90, k und fur fo, g1,%, k, d.h. ermittle jeweils die mit a, b, ¢ bezeichneten Ergebnisse
von MultSM(f1, 91,1, k), MultSM(f1, go, %, k) bzw. MultSM(fo, g1,1, k). Gib das Ergebnis
a-X;+ b+ c aus.

Dies ist ein Algorithmus, der als Ergebnis f ®% g ausgibt.

Beweis:

Daf} die beiden Schritte nur endlich oft wiederholt werden, folgt aus der Bemerkung 11.2a),

dal das Ergebnis wie behauptet ist, folgt sofort aus der Definition von ® (11.1). Die

Bestandteile fq, go bzw. f1, g1 lassen sich einfach ermitteln, indem man X; =0 in f und ¢

bzw. X; = 1in f— fy und g—go einsetzt. Damit erhalt man die Zerlegungen f = f,- X1+ fo

bzw. g = g1 - X; + go. Alternativ 148t sich dies Zerlegung auch erhalten, indem man an f

bzw. g die Division mit Rest durch X; durchfihrt. 0]

11.4 Bemerkung zur Implementierung (MultSM)

Genau wie oben in Satz 11.3 beschrieben, wird bei der Implementierung von MultSM
der Schritt (2) rekursiv ausgefiihrt, wobei die angegebenen Argumente fi,go,i, k bzw.
fo, 91,1, k verwendet werden. Die notigen Zerlegungen der Polynome f und g lassen sich
so gewinnen, wie in Schritt (2) angegeben.
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Was bewirkt diese Multiplikation ® nun eigentlich? Die Antwort liefern die folgende Be-
merkung und das anschlielende Beispiel.

11.5 Bemerkung (Division mit Rest)

Multipliziert man zwei Polynome f und g aus R[X},..., X,,] miteinander und fiihrt man
dann fiir beliebiges k € {1,...,n} am Produkt f-g die Division durch das Monom X} - - - X},
mit Rest durch, so erhalt man

fro=q- (X1 Xp) 47

mit eindeutig bestimmten Polynomen ¢ und r € R[X;,..., X,], wobei degr < deg(f - g)
gilt. Hierbei werden unter r all die Terme von f - g zusammengefaflt, die nicht Vielfaches
von Xy --- X} sind.

Ist man ausschlieflich an dem Polynom ¢ interessiert, geniigt es, statt der norma-
len Multiplikation f - ¢ und der anschliefenden Division die eben eingefiihrte spezielle
Multiplikation f®% g auszufiihren. Mit dieser Multiplikation erhiilt man das gewiinschte
Polynom ¢, nimlich ¢ = f ®% g. Fiir den Fall k = 1 ergibt sich dies sofort aus der Definition
von ®1, denn mit den Zerlegungen von f und g aus Definition 11.1 gilt

f'g:fl'91'X12+(f1'go+91'f0)'X1+f0'go und
1
f§1§>9:f1'91'X1+(f1'90+91'f0)-

Fiir k£ > 1 folgt induktiv, daf bei der rekursiv durchgefiihrten Multiplikation ®% all die
Terme weggelassen werden, die zum Divisionsrest gehoren. Damit gilt also

f'g:f(%g'(Xl"'Xk)-i-T-

Noch einmal deutlich in Worte gefaBt, mit der Multiplikation f®% g ermittelt man die
Terme von f - g, die Vielfaches des Monoms X -+ X}, sind, ohne das Produkt f - g oder
den Divisionsrest r zu berechnen.

Um an dieser Stelle die Multiplikation ®§ verstindlicher zu machen, werden nun
mehrere Beispiele vorgefiihrt.
11.6 Beispiel (Multiplikation ®)
a) Die Multiplikation ®* wird zuniichst fiir den einfachen Fall i = k = 1 an den beiden
folgenden Polynomen demonstriert:

f = X1X2 + 12 = f1X1 + fo mlt fl - X2
fo=12

g:X1—2 :ng1+go mit {91:1
go = —2.

Definitionsgemaf ergibt sich

1 1 1 1
f?g = (f1 ?gl)Xl + fi %990 + fo %991 =

=(fi-g)Xi+firg0+ forg =
:X21X1+X2(—2)+121:X1X2—2X2+12:(7,
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wobei die Multiplikation ®3 gleich der normalen Multiplikation - ist. Berechnet man
andererseits zuerst das Produkt f-g¢g und fiihrt man daran die Division durch X; mit
Rest durch, so folgt

f9=FHaX;+ (frigo+ fog1) X1 + fogo =
=q- )(1 + r

mit dem Quotienten ¢ = f191 X1 + (fog1 + fig0) = ¢ und dem Rest r = fogo. Durch
die Multiplikation ® erspart man sich in diesem Falle also die Berechnung des Terms

b) Nun folgt ein Beispiel fiir den komplizierteren Fall i = 1 und k& = 2 mit den Polynomen

f=6X1 —2Xy —24 = f1. X5 + fo,

f1:6:7T1X2+7T0 mit7r1:0, 7!'0:6
wobei {
fO = —2Xy —24 = plXQ + pPo mit p1 = —2, Po = —24,

g = —8Xy —12=g1.X1 + go,

g1 =0=01X2+ 09 mit oy =09 =0
wobei {

go = —8X9 —12=71 X9 +7 mitm =-8, 19 = —12.

Definitionsgemaf ergibt sich rekursiv

2 2 2 2 B
f@f)g = (f1 (§2§)91)X1 + fi %§>go+f0 @91 = —48 =: ¢,
S—— —— =

=:a =:b =:c

denn im einzelnen gilt (wobei der bei der rekursiven Berechnung von a, b, ¢ auftretende
Operator ®3 gleich der normalen Multiplikation - ist)

2
a:flgglz(7T1'O'1)X2+7T1'0'0—|—7T0'0'1:0'0'X2+0'0+6'0:0,

2
b:f1(§g0:(7T1'T1)X2—|—7T1'T0—|—7T0'T1:0'(—8)'X2+0'(—12)—|—6'(—8):—48,

2
czfo<§glz(pl-o—l)X2+p1-o—0+p0-o—1:(—2)-0-X2+(—2)-0+(—24)-0:0.

Fihrt man die normale Multiplikation aus, so erhalt man zunachst
= —48X, X5 + 16X5 + 192X, — 72X, + 24X, + 288 =
= 48X, X5 + 16X3 — 72X + 216X, + 288.

Die Division mit Rest durch X; X5 ergibt

fr9=q- (X1 X3)+r
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mit ¢ = —48 = ¢ und dem Rest r = 16X3 — 72X + 216X, + 288. Die oben unterstri-
chenen Terme tragen zum Ergebnis ¢ = ¢ also nichts bei.

¢) Nun wird der Fall i = 1 und k& = 3 an einem Beispiel untersucht. Seien dazu

f:2X1X2X3 —4X1X2—|—12X3 —36 und
g:Xng —X2+6X3 — 6.

Damit erhalt man

f

~Q) e

3 3 3
g= ((2X2X3 —4X) © o) X1+ (2Xo X5 —4X2) © g + (12X5 = 36) 90 =

S (. S

- ((2X3 ) %(X3 . 1)) X + (2X;3 — 4) %)(GX3 —6) +0<%(X3 1) =

S . J (. S

:2)};—6 12XZ—36 ;?)
= 2X, X3 — 6Xy + 12X5 — 36.

Wie 1483t sich nun die Multiplikation ® gewinnbringend fiir die Verfahren aus den ersten
beiden Kapiteln einsetzen, d.h. insbesondere wie miissen die jeweiligen Rekursionsformeln
modifiziert werden, um darin die Division durch die Multiplikation ® zu ersetzen? Dazu
sind offensichtlich noch weitere Uberlegungen nétig.

Sei im folgenden stets A = (a;;) eine n x m-Matrix iiber R[Xq,..., X,] mit den beiden
Eigenschaften
(V1) n < m,
(V2) app = Xy, fir k=1,...,n und a;; € R sonst.
Somit ist die Matrix A von der Gestalt

X1 a2 - A1n aint+1 - Qim
az1 Xo
A=
An—1,n
an1 o o Oponp—1 Xn An n+1 o OGnom

Auf der Hauptdiagonalen stehen die unabhangigen Variablen X1, ..., X,,, die ibrigen Ko-
effizienten von A enthalten diese Variablen nicht. Folglich liegen dann die Zeilenstufen der
Matrix A alle auf der Hauptdiagonalen, also jp, =k fir k=1,...,n.

11.7 Proposition (Minoren und Division mit Rest)
In der obigen Matriz A gilt:

a) Firk e {1,....n—1}, i € {k+1,....,n} und j € {k+1,...,m} erhdlt man mit
einem Polynom r aus R[X, ..., X,)]

Das Polynom agf) liegt in R[ X1, ..., Xy, a;;], es ist linear in den Variablen X1,..., X,,

und fir seinen Grad gilt deg al(?) < k+dega;j. Das Polynom r aus R[Xq,..., X}, a;]
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ist linear in Xy, ..., X, mit dem Grad degr < k—2+dega;; < deg agf). Insbesondere
enthalt r keinen Term, der Vielfaches von Xy --- X}, ist.

Mit anderen Worten, die angegebene Formel stellt die Division von agf) durch das
Monom X, --- X} mit Rest r dar.
b) Fir die Hauptminoren k-ter Ordnung ergibt sich firk = 1,...,n mit einem Polynom r
aus R[ X1, ..., X]das normierte Polynom
alf™ = (X7 Xp) + 7
Dieses Polynom liegt in R[Xy,..., Xi] und ist linear in Xy,..., X} mit dem Grad

deg agz—l) = k. Das Polynom r liegt ebenfalls in R[Xq,...,Xg] und ist linear in

Xi,..., Xy mit dem Grad degr < k — 2 < deg a,gi_l). Insbesondere enthalt r keinen

Term, der Vielfaches von Xy --- X}, ist.

Mit anderen Worten, die angegebene Formel stellt die Division von agz_l) durch das
Monom X, --- X} mit Rest r dar.

¢) Firk € {1,...,n}, i € {1,....k} und j € {k+ 1,...,m} erhdlt man mit einem
Polynom r aus R[X1,..., X,]

(5%73) = a;j - (Xl)/(:le) + .
Das Polynom 6%‘:) aus R[Xq,.. -7)?1'7 ...y, X| ist linear in den Variablen Xy, ..., Xy,
fiir seinen Grad gilt deg 5%‘:) = k — 1. Das Polynom r aus R[ X, .. X . Xg| ist
linear in X4,..., X mit dem Grad degr < k — 2 < deg 5§f). Insbesondere enthalt r
keinen Term, der Vielfaches von Xy -- )/(\'Z - X}, ist.

Mit anderen Worten, die angegebene Formel stellt die Division von 6%“) durch das
Monom Xy ---X; -+ X mit Rest r dar. (Hierbei bezeichne™ die Auslassung.)
Beweis:
Beachtet man, dafl nach Voraussetzung in A auf der Diagonalen die unabhangigen Va-

riablen X7,..., X, stehen und daf} die ibrigen Koeffizienten von A diese Variablen nicht
enthalten, so folgt die Behauptung a) sofort aus der Entwicklung der Determinante

X1 a2 - a1k aij
az;  Xo
k )
ol =[1...kidl...k j](A) =
Ap—1.k
g1 v ot A gp—1 Xp o Gk
a1 ottt Gk Ak, A

wobei fiir den Koeffizienten a;; rechts unten a;; = X; gilt, falls ¢ = j ist.
Die Behauptung b) folgt analog sofort aus der Entwicklung der betreffenden Deter-
minante

Xl a12 .. .. alk

a1 Xo

Qf—1.k
agr v o Ggg—1 X
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SchlieBlich folgt die Behauptung c) aus der Entwicklung der Determinante

Xl a12 .- .. a/lj .. .. alk

a1

Xic1 @1y

aiv1,;  Xit1

Qf—1.k
a’kl v e ) a’kj v e ak,k_l Xk

O

Zur Erinnerung, fiir die obige Matrix A lautet die Bareiss-1-Schritt-Formel (Korollar 1.4a)
firk=1,....n—1,1=k+1,....nund y=1,...,m

(k=1)  (k—1) (k—=1)  (k—1)
k 1 arr _ N L R X
iy = gk dllk )(A%Y) = = :
A _1,k—1 A _1,k—1

Statt erst die beiden Produkte im Zahler zu berechnen und dann zu dividieren, sollen mit
Hilfe der Multiplikation ® nur diejenigen Terme berechnet werden, die auch tatsachlich
zum Endergebnis a%g) beitragen. In obiger Formel treten im Zahler Produkte zweier De-
terminanten vom Typ a%f:_l)
namlich aék__f,)ﬂ_l. Nach Proposition 11.7a) bzw. 11.7b) erhédlt man mit =z := X; -+ - X}
Zerlegungen

auf, und der Divisor ist der Hauptminor (k —1)-ter Ordnung,

agf_l) =ai - T +1;5 baw. aék_f,)g_l =z+r
mit gewissen Polynomen r;; und r aus R[X1,..., X,]. Bevor man nun die obige 1-Schritt-

Formel mittels ® modifiziert, folgt zunachst eine Voriiberlegung fiir den vereinfachten Fall,
daB der Zahler nur aus dem Produkt z? besteht.

11.8 Proposition (Division durch Hauptminoren mit Rest)
Sei die Matriz A wie oben, und sei k € {2,...,n} beliebig. Ferner bezeichne

Xr = Xl"'Xk—l

das Produkt der Variablen X1,..., X;_1 und

t = agf__f,)c_l =g+
den Hauptminor (k — 1)-ter Ordnung mit r :==t —x € R[Xy,..., Xr—1], vgl. Proposition
11.70). AufSerdem sei
2 =q-t+7
die eindeutige Zerlequng, die man bei der Division von x> durch t mit Rest erhalt, mit
Polynomen q,7 € R[X1,...,X,], wobei deg? < degx® = 2(k — 1) gilt.
a) Es gilt
z = (a:—r)-t+r2.
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b)

Die Polynome q und 7 liegen in R[Xy,..., Xj_1], wobei der Rest 7 keine Terme
enthalt, die Vielfaches von x sind, und wobei q linear in X4, ..., Xp_1 1st mit
k—1 k—1 k—1
g=z—r1+1rQ@r —r@UrQr ...
1 1 1

Hierbei ist die Summe auf der rechten Seite endlich.

Beweis:

a)

b)

Es gilt
P =@+r)e—r)+rP=(z—7) t+r%
also die Behauptung.

Daf} die Polynome ¢ und 7 in R[X},..., X}_1] liegen, dafl 7 keine Terme enthilt, die
Vielfaches von z sind, und daf} ¢ linear in X1,..., X}_; ist, folgt offensichtlich sofort
aus der Division von z? durch ¢ mit Rest. (Zu den Eigenschaften von ¢ vergleiche
Proposition 11.7b.) Nun ist noch die angegebene Darstellung von ¢ zu beweisen.
Nach a) und nach Voraussetzung gilt

(x—r)-t+r’=a>=q-t+7. (%)
Moglicherweise kann man, wenn man die Division durch ¢ mit Rest durchfiihrt, von r2
noch einen Bestandteil ungleich 0 abspalten, der Vielfaches von ¢ ist — es gilt also i.a.
nicht x —r = gq.
Fiir zwei beliebige Polynome f,g € R[X1,..., X,] ergibt die Division von f - g durch
das Monom =z = X; --- X;_1 (vgl. Bemerkung 11.5)

k—1 k—1 k—1
f-gz(f§g)-x+h=(f?g)-(l‘+r)—(f61§>g)-r+h, (%)

wobei der Rest h aus den Termen von f - g besteht, die kein Vielfaches von x sind.
Speziell fiir f = g = r folgt aus (%) mit t =z +r
) k—1 k—1
ré = (r (? r)-t—(r (? r)-r+ hy
mit einem Rest h; € R[X1,..., X;_1], der die Terme von r? enthalt, die nicht Vielfa-
ches von x sind.
Mit (r®@¥ 1) -t ist also ein Bestandteil von 72 gefunden, der Vielfaches von ¢ ist.
Mbglicherweise enthilt auch der mittlere Summand (r ¥~ ) -r noch solche Bestand-
teile. Speziell fiir f = (r ®*~!r) und g = r folgt aus (xx)
k—1 k=1 k-1 k=1 k-1
(r (? ry-r=(r (? r (Eli) r)-t—(r 61{) r (? r) -1+ ho
mit einem Rest hy € R[X;,..., X} _1], der nur Terme enthilt, die nicht Vielfaches
sind von z.
Sukzessive folgt also, wenn man (*x) stets auf den mittleren Summanden des letzten
Ergebnisses anwendet und wenn man von (x) ausgeht,
k—1 k—1 k—1
q=r—r+TrT ? r—=r ? r ? rE...
wie behauptet. Es bleibt noch die Endlichkeit dieser Summe zu zeigen. Da fiir den
Grad von r nach Proposition 11.7b) degr < k — 3 < oo gilt, folgt bei wiederholter
Anwendung von (xx), also bei wiederholter Division durch 2z = X7 - - - X,_1, schliefSlich
k=1 k-1
r® ... r=>0
_

i—mal

fiir alle ¢ > 49 mit einem 29 € N, O
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Abschlielend wird nun nach langer Vorbereitung am Beispiel der Bareiss-1-Schritt-Formel
zur Trigonalisierung demonstriert, wie die Multiplikation ® eingesetzt wird. Analog 143t
sich dies auch auf die anderen Rekursionsformeln tibertragen, die in den kommenden Ab-
schnitten naher ausgefiithrt werden.

Zur Wiederholung, fiir die obige Matrix A lautet diese 1-Schritt-Formel (Korollar 1.4a)
firk=1,....n—1,2=k+1,...,nund y=1,...,m

k—1 k—1 k—1 k—1
(k) _ agck )'agj )_“z('k )'al(»c,j )
a:.” =
ij (k—2)
A _1,k—1

11.9 Lemma (modifizierte Bareiss-1-Schritt-Formel zur Trigonalisierung)
Sei A wie oben, und seien k € {1,...,n—1},i € {k+1,...,n} und j € {1,...,m} beliebig.
Ferner seten wie tn Proposition 11.8

z:=X; - X1 und t::agf__lzl)ﬂ_lza:+r mit r:=1t—x,

wobet x =t =1 und r =0 fur k =1 gesetzt wird. Dann gilt

k-1 _ k-1 _ k—1
) = (5 )l )

2j A

mit dem Polynom
k—1 k=1 k—1
q=r—1r+7 r—r r Qrk...
1 1 1

Beweis:
Mit t := cx,(€]<:__12,)€_1 schreibt sich die Bareiss-1-Schritt-Formel als

(k—1)

k—1 k—1 k—1
gl g oy
a;; =

t t’

Fir £ =1 gilt ¢ = ¢ = 1, aulerdem ist die Multiplikation ®’f_1 von der Form ®?, also
gleich der normalen Multiplikation. Fir £ = 1 ist die behauptete Formel also mit der
herkommlichen Bareiss-1-Schritt-Formel identisch.

Sei nun k € {2,....,n} und ¢ € {k+1,...,n}. Vorerst sei j € {k+1,...,m}. Aus
Proposition 11.8 erhalt man
2=q-t+7 (%)

wobei der Rest 7 keinen Term enthélt, der Vielfaches von z ist, und wobei ¢ linear in
Xi,..., X1 ist. Multipliziert man die Bareiss-Formel () und die Formel (%) auf beiden
Seiten miteinander, so folgt

(k) .

(k) 2
Qi - ij

xr*=u-q + a;; -T. (% * x)

Da agf) nach Proposition 11.7a) linear in den Variablen Xj,..., X, ist und da 7 kein

x”) -7 aus (* * %) kein Vielfaches
von z2 enthalten. Somit geniigt es zur Berechnung von agf), nur diejenigen Terme des
ersten Summanden u - ¢ aus (x x x) zu ermitteln, die Vielfaches von z? sind. Da der

Vielfaches von x enthalt, kann der rechte Summand a
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Faktor ¢ linear in Xy,..., Xy_; ist, tragen nur diejenigen Terme von u zu agf) bei, die
Vielfache des Monoms x = X --- X;_; sind. Damit folgt die behauptete Formel.

Die Behauptung ist nun noch fir k € {2,...,n},i € {k+1,...,n} und j € {1,...,k} zu

(k) _ u
J

zeigen. In diesem Fall gilt 0 = a, 7, insbesondere also

W= afi) D o)

und dann erst recht

L1\ B—1 _ 1y k—1 o k—1 k—1
(a0 af ™V —ai Ve o) ® g=0'8 ¢ =0,

somit folgt die Behauptung. OJ
Wie laf3t sich entsprechend die 1-Schritt-Formel zur Diagonalisierung modifizieren?

Zur Erinnerung, fiir k € {2,...,n}, i € {1,...,k — 1} und j € {1,...,m} lautet diese
Formel

k—1 k—1 k—1 k—1
5(k)_“§ck ool — ol el
g (k—2)
O -1

11.10 Korollar (modifizierte Bareiss-1-Schritt-Formel zur Diagonalisierung)
Sei A wie oben, und seien k € {2,...,n}, i € {1,....,k—1} und j € {1,...,m} beliebig.
Ferner seien wie in Lemma 11.9

z:=X1 - Xp_1 und t::aék__f,)ﬂ_l:a:—l—r mit r:—t— .

Dann gilt
k k—1) k=1 (k-1 k—1) k=l (p_1)) k-1
51%) = <al(ck ) ‘? 5z§j )_551,3 ) ‘? a’gej )> ‘? q

mit dem Polynom

1 -1 k-1

k— k
q=r—1r+7Qr—r Qr Qrk...
1 1 1
Beweis:
Die Behauptung folgt analog zu Lemma 11.9, wenn man die in Proposition 11.7¢) angege-
benen Eigenschaften von Determinanten des Typs 5%“) beriicksichtigt. O

Sei nun eine n X m-Matrix A iiber einem Integritdtsring R mit den vier Eigenschaften
(V1) n < m,
(V2) rang A = n,
(V3) Zeilentausch ist nicht notig und
(V4) fir k=1,...,ngilt jp =k
gegeben. Ferner seien die Variablen Xi,..., X,,, die nicht schon in R liegen sollen, un-
abhangig iiber R.
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11.11 Bemerkung (Modifikation der Algorithmen und Merkregel fiir die
Rekursionsformeln)

Genau wie oben sei A eine Matrix mit den Eigenschaften (V1) bis (V4). Die Modifikation
der Algorithmen aus den Kapiteln I und II lauft stets in denselben drei Schritten ab.

(1) (Substitution) Die Koeffizienten auf der Hauptdiagonalen von A, also die Zeilenstu-
fenkoeffizienten, werden durch die Variablen Xi,...,X,, ersetzt. Genaugenommen
ist es dabei nicht notig, alle Diagonalkoeffizienten zu ersetzen. Es miissen lediglich
diejenigen ersetzt werden, die in den Rekursionsformeln als Teiler auftreten, also bei
der Trigonalisierung die ersten (n — 2) und bei der Diagonalisierung die ersten (n —1)
Koeffizienten auf der Diagonalen.

(2) (Verfahren mit Merkregel) Die substituierte Matrix wird mit den modifizierten Al-
gorithmen trigonalisiert bzw. diagonalisiert, wobei diese Algorithmen im wesentlichen
wie die urspriinglichen Algorithmen sind, bis auf die Verwendung der Multiplikation ®.
Als Merkregel fiir die modifizierten Formeln 1at sich im Hinblick auf Lemma 11.9
und Korollar 11.10 und als Vorgriff auf die folgenden Abschnitte feststellen, daf die
Formeln mit kleinen Anderungen im wesentlichen erhalten bleiben. Es werden lediglich
die normale Multiplikation - und die Division durch einen Hauptminor (k — 1)-ter
Ordnung jeweils ersetzt durch die spezielle Multiplikation ®’f_1, der Divisor wird
stets ersetzt durch das Polynom ¢ aus Lemma 11.9.

(3) (Riicksubstitution) Beim Ergebnis aus Schritt (2) wird die in Schritt (1) gemachte Sub-
stitution riickgangig gemacht. Damit erhalt man wie gewiinscht eine zu A aquivalente
Matrix in Zeilenstufen- bzw. Diagonalform.

Fiir die modifizierten Algorithmen muf} die Ausgangsmatrix A strengere Voraussetzungen
als fiir die urspriinglichen Algorithmen erfiillen. Die obigen Voraussetzungen (V3) und
(V4) bedeuten, dafl von vornherein bekannt ist, wo die Zeilenstufen von A liegen. Dies
ist notig, da die Idee von Sasaki-Murao darauf beruht, die Zeilenstufenkoeffizienten zu
substituieren, und zwar alle schon von Beginn an. Daher konnen die Zeilenstufen nicht
erst, wie bei anderen Algorithmen, im Laufe des Verfahrens gefunden werden.

Erfiillt eine Matrix die Voraussetzungen (V1) bis (V4) nicht und ist die Zeilenstu-
fenverteilung bekannt, so kann die Matrix durch Zeilen- bzw. Spaltentausch oder durch
Weglassen iiberfliissiger Zeilen auf die gewiinschte Form gebracht werden.

12 Trigonalisierung mit dem Bareiss-1-Schritt-Verfahren

In diesem Abschnitt wird nun die spezielle Multiplikation ® aus dem vorigen Abschnitt
auf das Bareiss-1-Schritt-Verfahren zur Trigonalisierung angewandt, vgl. Abschnitt 3.

Wie iiblich bezeichne R einen Integritatsring, und die Variablen X1,..., X,,, die nicht
schon in R liegen sollen, seien unabhéngig tiber R. Ab sofort sei A = (a;;) eine n x m-
Matrix iiber R[Xy, ..., X,—2] mit den Eigenschaften

(V1) n < m,
(V2) rang A = n,
(V3) Zeilentausch ist nicht notig,
(V4) fir k =1,...,n gilt ji =k, d.h. die Zeilenstufen liegen auf der Hauptdiagonalen,
(V5) fiir i =1,...,n — 2 sei a;; = X; und sonst sei a;; € R, d.h. die tibrigen Koeffi-
zienten von A enthalten die Variablen X;,..., X,,_5 nicht.
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Damit ergibt sich eine Matrix der Form

)(1 aia e e A1
az1 X
A=
Xn—2
An—1,n—1 An—1n " Q(n—1,m
An1 che e e e Ay n—1 Ann e (n,m

also eine Matrix, wie man sie erhélt, wenn man bei einer Matrix aus Mat,, x.,, (R) die ersten
(n — 2) Koeffizienten auf der Hauptdiagonalen durch X7,..., X,,_o ersetzt.

Genau wie in Abschnitt 3 (Trigonalisierung mit dem Bareiss-1-Schritt-Verfahren) wird
nun ausgehend von der Matrix A die Folge der Matrizen B, k = 0,...,n — 1, definiert,
namlich

i=1...k Z] i=1...k
B(k) (b(;”)) L _ j=1l...m _ j=1l...m
? j=1l...m k k
Auflerdem setzt man
b © .1
00 - ’

und fir k£ = 1 setzt man fir das leere Produkt
X1 - 'Xk—l = 1.

In der Matrix B*) sind bekanntlich die ersten % Spalten unter der Diagonalen aus-
gerdumt. Die Folge dieser Matrizen fiihrt die Matrix A = B(©) in die trigonalisierte Ma-
trix B(»—1 = (a%_l)) tiber, indem sukzessive von links nach rechts eine Spalte nach der
anderen unter der Diagonalen ausgerdumt wird. (Nach Voraussetzung liegen die Zeilen-
stufen von A auf der Diagonalen, also gilt j, = k fir £ = 1,...,n, und insbesondere gilt
5 =ai)

Statt mit der herkdmmlichen Bareiss-1-Schritt-Formel (Lemma 3.5) sollen diese Ma-
trizen B*) nun aber mit der modifizierten 1-Schritt-Formel aus Lemma 11.9 rekursiv

berechnet werden. Dazu betrachtet man fir £k =1,...,n — 1 die Matrix

stets «

k—1) _ . (k=1)y

in der die ersten (k—1) Spalten unter der Diagonalen ausgeraumt sind, und den Ubergang
zur direkten Nachfolgerin

in der die ersten k£ Spalten unter der Diagonalen ausgeraumt sind.
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Aus Lemma 3.5 (1-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung) folgt

12.1 Lemma (modifizierte 1-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung)
Die Matrizen A und B*®), k=0,...,n— 1, seien wie oben. Betrachte firk=1,...,n—1
die Matriz B := B¥*~1Y  wobei

ti=byp_1 g1 =x+T mit ©:= X1 - Xp_1 und r:—=t—ux sei.

Ferner bezeichne q die Summe

k—1 k—1 k—1
g =rz—Tr+r QQr—r®r rk...
1 1 1

Die Matriz E = (e;5) € Matywm (R[X1, ..., Xn_2]) werde wie folgt definiert:
(1) Die oberen Zeilen i =1,..., k von E sind genau wie in B.
(2) Fir die unteren Zeileni=Fk+1,...,n gilt firj=1,...,m:

k—1 k—1 k—1
eij = (brr ® bij —bip ® brj) ® q.
1 1 1

Dann gilt E = B%).

Beweis:
In den oberen Zeilen i = 1,...,k stimmen die beiden Matrizen B = B%*~1 und B®)
definitionsgemafl iiberein. Fiir die unteren Zeilen ¢ = k,...,n gilt fir die Spalten j =
1,...,m per definitionem

bii = gk~ D

ij = Qg5 )

auferdem gilt

t=by_1 -1 = aEC’“_‘f,l_l.
Damit folgt fiir die Zeilen 7 = k4 1,...,n und die Spalten 7 = 1,...,m die Behauptung
sofort aus der in Lemma 11.9 angegebenen modifizierten Rekursionsformel:

(k) _ (k) _ [ (k=) RSV (k1) (k—1) RS (k—1)) RS1
bij’ = aj; (a’kk S ) ®q=

k—1 k—1 k-1
= <bkk ® bij — b ® bkj) ® q.

(Nach Proposition 11.8b) ist ¢ eine endliche Summe.) O

Eine kurze Vorbemerkung zu den folgenden Algorithmen: an die Bezeichnung des ur-
springlichen Algorithmus wird stets das Kiirzel SM angehangt, um kenntlich zu machen,
daf} dies die nach Saski-Murao modifizierte Variante ist, vgl. zur Modifikation auch Be-
merkung 11.11. Aus Satz 3.7 (B1TMD) folgt nun die Variante

12.2 Satz (Algorithmus B1ITMDSM)

Sei A eine nxm-Matriz iber einem Integritdtsring R mit den Figenschaften (V1) bis (V4),
d.h. daff n < m und rang A = n sei, dafi Zeilentausch nicht notig sei in A und daf$ die
Zeilenstufen auf der Diagonalen liegen, also j, = k furk = 1,...,n. Der Unteralgorithmus
B1TMDSMRow sei wie anschlieflend definiert. Betrachte die folgenden Instruktionen:
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(1) (Substitution) Ersetze in A die ersten (n—2) Diagonalkoeffizienten durch die Variablen
Xi,..., Xp—2 und merke die Substitutionen X; = a11,...,Xp—2 = ap_2n_2.

(2) Setze k=1 und q :=1.

(3) (Spalte k ausraumen) Falls k > n ist, fahre fort bei Schritt (5). Andernfalls er-
setze die unteren Zeilen © = k + 1,...,n wvon A jeweils durch das Ergebnis von
B1TMDSMRow(A, i, k,q). Setze dann, falls k < n—2 gilt, v := X -+ X undr := agp—x
und berechne q :==x —r+r@FrF...

(4) Erhéhe k um 1 und wiederhole Schritt (3).

(5) (Riicksubstitution) Ersetze in A alle Variablen Xy,..., X,_2 durch die in Schritt (1)
gemerkten Werte und gib das Ergebnis A aus.

Dies ist ein Algorithmus mit der Bezeichnung BITMDSM(A), der als Ergebnis eine zu A

aquivalente Matrixz in Zeilenstufenform ausgibt.

Hierbei berechnet der Unteralgorithmus B1TMDSMRow (A, i, k,q) die i-te Zeile von A,
d.h. raumt in Zeile i mit Hilfe von Zeile k die Spalte k aus:
(R1) (Berechnen) Fiirj = k+1,...,m ersetze a;; durch ay, ®]f_1 Uij— Qi ®]f_1 ar;. Ersetze
dann den neuen Koeffizienten a;; durch a;; ®]f_1 q.
(R2) (Ausrdumen) Setze a;j, := 0.
(R3) Gib das Ergebnis (a;j)j=1..m aus, d.h. die i-te Zeile von A.
Beweis:
Die Behauptung folgt sofort aus den vorangegangenen ﬂberlegungen und den folgenden.
Der Algorithmus B1TMD aus Satz 3.7 wird so abgeandert, dafl auf den Unteralgorithmus Pi-
vot und die Variable A verzichtet wird, da nach Voraussetzung Zeilentausch ausgeschlossen
ist und die Lage der Zeilenstufen von vornherein bekannt ist. An die Stelle des Teilers ¢ aus
Satz 3.7 tritt nun ¢. Schritt (3), d.h. insbesondere der Unteralgorithmus B1TMDSMRow, ist
die Anwendung der 1-Schritt-Rekursion aus Lemma 12.1. Nach Proposition 11.8b) besteht
die in Schritt (3) berechnete Variable ¢ nur aus endlich vielen Summanden. 0

12.3 Bemerkungen zur Implementierung (B1TMDSM)
Die folgenden Bemerkungen treffen auch auf die spater noch kommenden modifizierten
Algorithmen zu.

a) (Substitution und Ricksubstitution) In CoCoA ist es nicht ohne weiteres mdoglich, vom
Grundring R zum Erweiterungsring R[X},..., X,,_»] iiberzugehen. Der modifizierte
Algorithmus ist programmiert fiir den Fall, daf§ R gleich Z, Q oder einem endlichen
Korper F, = Z/(p) oder gleich einem Polynomring iiber den genannten Ringen ist.
Um die Matrix A von R zu R[Xy,..., X,_2] und umgekehrt zu transportieren, wird
mit Hilfe der eingebauten Funktionen RMap und Image die Injektion bzw. Projektion
durchgefiihrt. Die Riicksubstitution findet mit Hilfe des einfachen CoCoA-Programms
BackSubstTMD statt.

b) (Multiplikation ®) Die in Satz 12.2, Schritt (3) bzw. (R3) verwendete Multiplikation ®
wird mit dem Algorithmus MultSM aus Satz 11.3 durchgefiihrt. Beispielsweise erhalt
man damit die in Schritt (R3) benétigte Multiplikation a;; @' ¢ als Ergebnis von
MultSM(a;j,q, 1,k — 1). Die Berechnung von ¢ = x — r + r ®§ r F ... erfolgt einfach-
heitshalber stets mit der CoCoA-Funktion KFSM(A, K).

c¢) (Modifikationen) Dadurch, dafl bei der Ausgangsmatrix A von vornherein bekannt sein
muf}, wo die Zeilenstufen liegen (und zwar auf der Diagonalen), vereinfachen sich die
modifizierten Algorithmen gegentiiber den urspriinglichen, da Zeilentauschprogramme
(Pivot etc.) weggelassen werden konnen. Auflerdem entfillt die Suche mit der Va-
riablen A nach der nachsten Zeilenstufe, und der Fall “langer” Zeilenstufen muf} auch
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nicht berticksichtigt werden. Ansonsten bleibt die Struktur der urspriinglichen Algo-
rithmen aber erhalten, da bei den Rekursionsformeln lediglich die Multiplikation ®
statt der Multiplikation - bzw. der Division verwendet wird, und da der jeweilige Teiler
durch das entsprechende Polynom ¢ ersetzt wird, vgl. Bemerkung 11.11.

12.4 Bemerkung

Der Vorteil der Multiplikation ® liegt sicherlich darin, dafl nur solche Terme berechnet
werden, die auch tatsachlich zum Endergebnis beitragen, daf3 also insgesamt weniger Re-
chenoperationen durchgefithrt werden. Fiir einfachere Matrizen, deren Koeffizienten bei-
spielsweise aus Z oder Z[X] stammen, ist die Modifikation mittels ® aber im Grunde
genommen unnotig kompliziert, da in diesem Falle bei den Rekursionsformeln die normale
Multiplikation bzw. Division keine sonderlichen Schwierigkeiten bereitet. Sind die Koef-
fizienten dagegen multivariate Polynome, ist eher zu erwarten, dafi die Multiplikation ®
einen Einsparungseffekt hat.

Als Nachteil ist anzusehen, dafl bei der Trigonalisierung noch (n — 2) zusétzliche Va-
riablen X1q,..., X,,_s ins Spiel kommen. Mit der Anzahl der Variablen steigt zugleich auch
die Rechenzeit, die auf die Multiplikation multivariater Polynome verwandt werden muf3.
Zumindest treten bei einer Multiplikation der Form f® g aber nur Polynome auf, die li-
near in X1, ..., X,,_o sind und die lediglich Bestandteile von f bzw. g sind. Moglicherweise
kann dann auch die anschlieffende Riicksubstitution noch einige Zeit in Anspruch nehmen.
Ein weiterer Nachteil der modifizierten Trigonalisierung (bzw. Diagonalisierung) besteht
darin, daf} die Matrizen nicht ganzlich beliebig sein konnen, sondern dafl von vornherein
die Lage der Zeilenstufen bekannt sein muf.

13 Trigonalisierung mit dem Bareiss-2-Schritt-Verfahren

In diesem Abschnitt wird nun das Bareiss-2-Schritt-Verfahren zur Trigonalisierung mit
der Multiplikation ® modifiziert, vgl. Abschnitt 4. Fiir den Algorithmus B2TMD ist diese
Methode jedoch nicht geeignet, da dort bei den Rekursionen die Division durch einen
quadrierten Hauptminor, also einen i.a. nichtlinearen Teiler, durchgefithrt wird. Beim
Algorithmus B2TMDMD wird dagegen zweimal durch einen jeweils linearen Divisor geteilt,
dieses Verfahren kann also sehr wohl nach Sasaki-Murao modifiziert werden.

Sei dazu wie iiblich R ein Integritatsring, wobei die Variablen X, ..., X,,_o, die nicht
schon in R liegen sollen, unabhangig iiber R seien. Ferner sei die Matrix A genau wie im
vorangegangenen Abschnitt eine n xm-Matrix iber R[ X1, ..., X,,_o] mit den Eigenschaften

(V1) n < m,
V2) rang A = n,
V3) Zeilentausch ist nicht nétig,
V4) fir k=1,...,n gilt jy =k, d.h. die Zeilenstufen liegen auf der Hauptdiagonalen,
V5) fiir i = 1,...,n — 2 sei a;; = X; und sonst sei a;; € R, d.h. die iibrigen Koeffi-
zienten von A enthalten die Variablen Xy,..., X,,_o nicht.

Wieder betrachtet man die Folge der Matrizen B*), k =0,...,n — 1, definiert durch

(k) (k) (agﬁ_l))jzi:: . (aﬁﬁ_l))zzll._.‘ b
BP=0imn =\ e | w
(a” )l:k“ (aij )’:k+1 n

Auflerdem setzt man



122 11 Sasaki-Murao- Verfahren

und fir k£ = 1 setzt man fiir das leere Produkt
X1 . 'Xk—l = 1.

Statt mit der normalen Bareiss-2-Schritt-Formel aus Abschnitt 4 sollen diese Ma-
trizen B®) nun aber mit einer modifizierten 2-Schritt-Formel rekursiv berechnet wer-
den. Wie sieht die modifizierte 2-Schritt-Formel aus? Dazu untersucht man fiir gerades
k=2,...,n—1 die Matrix

B2 = (pk=2)y = )

in der die ersten (k —2) Spalten unter der Diagonalen ausgeraumt sind, und den Ubergang
zur iibernachsten Matrix

iy
k) _ (plk)y _ =
B = (1)) =

in der nun die ersten £ Spalten unter der Diagonalen ausgeraumt sind.

Zur Erinnerung sei hier die bisherige 2-Schritt-Rekursionsformel angegeben, vgl. dazu
Lemma 4.1 (2-Schritt-Rekursion) und Bemerkung 4.2 (Determinantenentwicklung), wobei
bei der Determinantenentwicklung nun die Teilbarkeit der Kofaktoren ausgenutzt wird.

13.1 Bemerkung (Bareiss-2-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung)
Die Matrizen A und B®), k =0,...,n — 1, seien wie oben. Zur Vereinfachung setzt man
B:=B%*=2) ynd ¢ := br—o ko fiir ein beliebiges, gerades k € {2,...,n — 1}.

a) Esgilt firi=k+1,...,nund j=1,...,m

1 by — i1 b i+ Cin - bp_1
) = D=1 kil 1k §)(B) = P T o D Bt

mit den Faktoren

1 I T T
o= k=1 K[k —1K](B) = Ok—1k=1 - i t bi =1 bi—1.1

e = [k - 1k — 1 k)(B) = Dot ik . bik—1 - bi—1.i

kAl — 1 K|(B) = brk—1-bix ; bik—1-br

Ci2 =

b) Insbesondere fiir den Zeilenstufenkoeffizienten der k-ten Zeile gilt

b;clz) =Cy.
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Die obigen Formeln konnen analog zur modifizierten 1-Schritt-Rekursion (Lemma 12.1)
mittels ® modifiziert werden, da jeweils durch den Hauptminor by_s j_» geteilt wird, der
linear in den Variablen Xi,..., X, o ist. Als Modifikation von Lemma 4.1 (2-Schritt-
Rekursion) folgt somit

13.2 Lemma (modifizierte 2-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung)
Die Matrizen A und B®, k = 0,...,n — 1, seien wie oben. Betrachte fiir ein gerades
ke{2,...,n—1} die Matriz B := B*~2) | wobei

ti=byp_op_o=x+T mit x:= Xy - Xp_o und r:—=t—ux set.

Ferner bezeichne q die Summe

k—2 k—2 k-2
g=z—7r+r Qr—rQr Qrt...
1 1 1
Die Matriz E = (e;5) € Maty,xm(R[X1,. .., Xn_2]) sei wie folgt definiert:
(1) Die oberen Zeilen i =1,...,k —1 von E sind genau wie in B.
(2) Fir die unteren Zeilen i =k+1,...,n gilt firj=1,...,m:

k=2 k=2 k—2 k—2
€ij = (Co ® bij — ci1 ® br,j + Cio ® bk—l,j) ®q

mit den Faktoren

k—2 k—2 k—2
Co 1= <bk—1,kz—1 ® ik — bk k—1 ® bk—l,k) ®q
k—2 k—2 k—2
ci1 1= (bk—l,kz—l ? bir — bir—1 61@ bk—l,k) @19 q
k—2 k—2 k—2
Cip 1= (bk,k—l @19 bir — bir—1 @19 bkk) (? q.

(3) Fir die Zeile k gilt fir j =1,...,m:

k

o —2 k
? brj — br,k—1

—2 k—2
Crj 1= (bk—l,k—l 61@ bk—l,j) @19 q.
Dann gilt E = B®),
Beweis:
In den oberen Zeilen i = 1,...,k — 1 stimmen die beiden Matrizen B = B*=2) und B®*)
definitionsgemaf iiberein. Fiir die Zeile k folgt die Behauptung aus der 1-Schritt-Rekursion
(Lemma 12.1). Fiir die unteren Zeilen i = k+1,. .., n folgt die Giiltigkeit der modifizierten
2-Schritt-Formel analog zu Lemma 12.1 (modifizierte 1-Schritt-Formel).

(Statt durch den Hauptminor ¢ := bg_s 2 = aék_;,)g_Q =Xy Xp_o +r, der linear
in Xq,...,Xg_o ist, zu dividieren, tritt hier an Stelle der normalen Multiplikation - die
Multiplikation ®’f =2 auf, und an Stelle von ¢ erscheint ¢. Zu den modifizierten Formeln
vergleiche die urspriinglichen in Lemma 4.1 (2-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung) und
in der vorangegangenen Bemerkung 13.1, vergleiche dazu auch Bemerkung 11.11 zur Mo-

difikation.) 0
Damit folgt nun als Modifikation von Satz 4.6 (B2TMDMD)
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13.3 Satz (Algorithmus B2TMDMDSM)

Sei A eine n xm-Matriz iber einem Integritatsring R mit den Eigenschaften (V1) bis (V4),

d.h. daff n < m und rang A = n sei, daff Zeilentausch nicht notig sei in A und daf$ die

Zeilenstufen auf der Diagonalen liegen, also j, =k firk =1,...,n. Der Unteralgorithmus

B1TMDSMRow sei genau wie in Satz 12.2, B2TMDMDSMRow sei wie anschlieffend definiert.

Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) (Substitution) Ersetze in A die ersten (n—2) Diagonalkoeffizienten durch die Variablen
Xi,..., Xp—2 und merke die Substitutionen X; = a11,...,Xp—2 = ap_2n_2.

(2) Setze k=1 und q := 1.

(3) (Spalten k,k + 1 ausrdumen) Falls k > n ist, fahre fort bei Schritt (5). Andern-
falls berechne cq := <akk ®’f_1 Akt 1,k+1 — Qht1,k ®lf_1 Ak k41 ®lf_1 q. FErsetze die
unteren Zeilen i = k + 2,...,n wvon A jeweils durch das Ergebnis von B2TMDMDSM-
Row(A, i, k,q,co). Ersetze die Zeile (k + 1) von A durch das Ergebnis von B1TMDSM-
Row(A,k + 1,k,q). Setze dann, falls k < n —3 gilt, v :== X1 --- X411 und auferdem
T = Gg41,k+1 — & und berechne q :=x —r+r ®If+1 rF...

(4) Erhéhe k um 2 und fahre fort bei Schritt (3).

(5) (Riicksubstitution) Ersetze in A alle Variablen Xy,..., X,_2 durch die in Schritt (1)
gemerkten Werte und gib das Ergebnis A aus.

Dies ist ein Algorithmus mit der Bezeichnung B2TMDMDSM(A), der als Ergebnis eine zu A

aquivalente Matrixz in Zeilenstufenform ausgibt.

Dabei berechnet der Unteralgorithmus B2TMDMDSMRow (A, i, k, q, co) die i-te Zeile von A,
d.h. raumt in Zeile © mit Hilfe der Zeilen k,k + 1 die Spalten k,k + 1 aus:
(R1) (Kofaktor berechnen) Berechne ¢ := ayy ®]f_1 Qi k1 — ik ®’f_1 Gk kt+1- Ersetze ¢y
durch cy ®]f_1 q.
(R2) (Kofaktor berechnen) Berechne cy := apy1 1 @Y aspp1 — aip @ apy1 pp1. Ersetze
dann co durch co ®’f_1 q.
(R3) (Determinante entwickeln) Fir j = k + 2,...,m ersetze den Koeffizienten a;; erst
durch cq ®’f_1 ai; — ¢ ®’f_1 Af1,5 + C2 ®’f_1 apj. Ersetze dann den neuen Koeffizien-
ten a;; durch a;; ®]f_1 q.
(R4) (Ausrdumen) Setze a;, := 0 und a; g+1 := 0.
(R5) Gib das Ergebnis (aij)j=1..m aus, d.h. die i-te Zeile von A.
Beweis:
Schritt (3), insbesondere auch der Unteralgorithmus B2TMDMDSMRow, ergibt sich als Anwen-
dung der modifizierten 2-Schritt-Rekursion aus Lemma 13.2. Dabei kann die Variable ¢
aus Schritt (3) tibernommen werden und mufl nicht noch einmal eigens berechnet wer-
den. Im iibrigen folgt die Behauptung analog zu Satz 12.2 (B1TMDSM), vgl. dazu auch den
urspriinglichen Algorithmus B2TMDMD aus Satz 4.6. 0J

13.4 Bemerkung zur Implementierung (B2TMDMDSM)
(Zuweisungen) Bei dem Algorithmus B2TMDMDSM aus Satz 13.3 kann in Schritt (3) der
Unteralgorithmus BITMDSMRow so modifiziert werden, daff der (k+1)-te Diagonalkoeffizient
nicht berechnet, sondern ayy; k41 = co gesetzt wird, vgl. Bemerkung 13.1b).

Auflerdem wird die Variable cg, die nur von k abhangt, als Argument an B2TMDMDSMRow
iibergeben, um zu vermeiden, dafl sie zur Berechnung der Zeilen ¢ = k£ + 2,...,n in
Schritt (3) jedesmal wieder unndtigerweise ermittelt wird.

14 Diagonalisierung mit dem Bareiss-1-Schritt-Verfahren

Auch das Bareiss-1-Schritt-Verfahren zur Diagonalisierung 1afit sich mit der speziellen Mul-
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tiplikation ® modifizieren, vgl. Abschnitt 5.

Wie immer bezeichne R einen Integritatsring, wobei die Variablen Xi,..., X,,_1, die
nicht schon in R liegen sollen, unabhangig iiber R seien. Die n x m-Matrix A iiber
R[X1,...,X,_1] erfiille die fiinf Voraussetzungen

(V1) n <m,

(V2) rang A = n,

(V3) Zeilentausch ist nicht notig,

(V4) fiir k =1,...,n gilt jx = k, d.h. die Zeilenstufen liegen auf der Hauptdiagonalen,

(V5) firi =1,...,n — 1 sei a;; = X; und sonst sei a;; € R, d.h. die {ibrigen Koeffi-

zienten von A enthalten die Variablen X,..., X,,_1 nicht.

Damit ergibt sich also eine Matrix der Form

Xl a12 e e e e e alm
a21 Xo
A= ,
An—1,1 o o Op—1,n-2 Xn—l An—1n " QAn—1,m
a/’n,l ... ... e an7n_1 ann e a/n’m

also eine Matrix, wie man sie erhélt, wenn man bei einer Matrix aus Mat,, x., (R) die ersten
(n — 1) Koeffizienten auf der Hauptdiagonalen durch X;,..., X,,_; ersetzt.

Genau wie in Abschnitt 5 (Diagonalisierung mit dem Bareiss-1-Schritt-Verfahren) wird
nun ausgehend von der Matrix A die Folge der Matrizen D*), k = 0,...,n, definiert,
namlich durch

(ky.
(51'3' )1:1

ok
j=1l...m

(80 )icr e

j=1l...m

ij Vi k k
J (01 iz (a3 )iz,

Auflerdem setzt man
d(o) =1
00 - :

In der Matrix D®) sind bekanntlich die ersten k Spalten iiber und unter der Diagonalen
ausgeraumt. Die Folge dieser Matrizen fithrt die Matrix A = D©) in die diagonalisierte
Matrix D™ = (55;”) iiber, indem sukzessive von links nach rechts eine Spalte nach der
anderen iiber und unter der Diagonalen ausgeraumt wird. Statt mit der herkommlichen
Bareiss-1-Schritt-Formel (Lemma 5.4) sollen diese Matrizen D*) nun aber wieder mit einer

modifizierten Formel rekursiv berechnet werden. Dazu betrachtet man fir k = 1,...,n die
Matrix
(§(k_1)) =1l...k—1
D=1 = (@1 = RN
(alf )iz

in der ober- und unterhalb der Diagonalen die ersten (k —1) Spalten ausgeraumt sind, und
den Ubergang zur direkten Nachfolgerin

Dk — (d(k))
(a(-l?))i=k+1...n

] j=1l...m

in der nun ober- und unterhalb der Diagonalen die ersten k& Spalten ausgeraumt sind.
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Aus Lemma 5.4 (1-Schritt-Rekursion zur Diagonalisierung) folgt sofort

14.1 Lemma (modifizierte 1-Schritt-Rekursion zur Diagonalisierung)
Die Matrizen A und D™, k =0,...,n, seien wie oben. Firk =1,...,n betrachtet man
die Matriz D := D*=Y | wobei

t:=dp_1p—1=x+T mit x:= X1---Xp_1 und r.=t—=x set.

Ferner bezeichne q die Summe

k—1 k—1 k—1
g =rz—T1+r QQr—r@r rk...
1 1 1

Die Matriz E = (e;5) € Maty,xm (R[X1, ..., Xn_1]) sei wie folgt definiert:
(1) Die Zeile k von E ist genau wie in D.
(2) Fiir alle anderen Zeilen i € {1,...,n}\ {k} gilt fir j=1,...,m:

k—1 k—1 k—1
eij = (drr ® dij —dix @ dij) @ q.
1 1 1

Dann gilt E = D) . Insbesondere fiir die Zeilenstufenkoeffizienten der ersten k Zeilen gilt
fire=1,...,k
' = dyy.

Beweis:

Die Behauptung folgt aus Lemma 5.4 (1-Schritt-Rekursion zur Diagonalisierung) ebenso,
wie die modifizierte 1-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung (Lemma 12.2) aus der her-
kéommlichen 1-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung (Lemma 3.5) folgt. Unter Verwen-
dung der Formeln aus Lemma 11.9 bzw. Korollar 11.10 modifiziert sich die in 5.4(2) gege-

bene Definition
. dkk . dij - dzk : dkj
€35 1= f

so wie oben angegeben. O

Als Modifikation von Satz 5.6 (B1DMD) folgt somit

14.2 Satz (Algorithmus B1IDMDSM)

Sei A eine nxm-Matriz iber einem Integritdtsring R mit den Figenschaften (V1) bis (V4),
d.h. daff n < m und rang A = n sei, dafi Zeilentausch nicht notig sei in A und daf$ die
Zeilenstufen auf der Diagonalen liegen, also j, = k furk = 1,...,n. Der Unteralgorithmus
B1DMDSMRow sei wie anschlieflend definiert. Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) (Substitution) Ersetze in A die ersten (n—1) Diagonalkoeffizienten durch die Variablen
X1,...,Xn—1 und merke die Substitutionen X1 = aq1,..., Xp—1 = ap—1,n-1-

(2) Setze k=1 und q := 1.

(3) (Spalte k ausraumen) Falls k > n ist, fahre fort bei Schritt (5). Andernfalls ersetze alle
Zeilen i von A aufer der k-ten jeweils durch das Ergebnis von BIDMDSMRow(A, i, k, q).
Setze dann, falls k < n —1 qgilt, x == Xy --- X, und r := ar — x und berechne
q:zx—r—i—r@’frq:....

(4) Erhéhe k um 1 und wiederhole Schritt (3).

(5) (Ricksubstitution) Ersetze in A alle Variablen Xy,..., X,—1 durch die in Schritt (1)
gemerkten Werte und gib das Ergebnis A aus.



11 Sasaki-Murao- Verfahren 127

Dies ist ein Algorithmus namens BIDMDSM(A), der als Ergebnis eine zu A dquivalente
Matriz in Diagonalform ausgibt.

Dabei berechnet der Unteralgorithmus BIDMDSMRow(A, i, k, q) die i-te Zeile von A, d.h.
raumt in Zeile i mit Hilfe von Zeile k die Spalte k aus:
(R1) (Berechnen) Fiir j =k +1,...,m ersetze a;; erst durch ayy, ®’f_1 aij — Qi ®’f_1 Q-
Ersetze dann den neuen Koeffizienten a;; durch a; ®’f_1 q.
(R2) (Ausrdumen) Setze a;p := 0.
(R3) (Zeilenstufenkoeffizient) Falls i < k gilt, dann setze a;; ‘= agy.
(R4) Gib das Ergebnis (aij)j=1..m aus, d.h. die i-te Zeile von A.
Beweis:
Der in Schritt (3) verwendete Unteralgorithmus B1DMDSMRow ist die direkte Anwendung der
1-Schritt-Rekursion aus Lemma 14.1. Ansonsten folgt die Behauptung analog zu Satz 12.2
(B1TMDSM), vgl. dazu auch Satz 5.6 (B1DMD). O

14.3 Bemerkung zur Implementierung (B1DMDSM)

(Zuweisungen) Beim Algorithmus BIDMDSM aus Satz 14.2 werden wie iiblich in Schritt (R3)
die oberen Zeilenstufenkoeffizienten nicht berechnet, sondern gleich ag gesetzt. Den Um-
stand, dafl am Ende alle Diagonalkoeffizienten identisch sind, macht man sich auch bei
der Riicksubstitution (mit Hilfe des einfachen CoCoA-Programms BackSubstDMD) zunutze.
Dabei gentigt es, nur einen Diagonalkoeffizienten zuriickzusubstituieren, alle anderen Dia-
gonalkoeffizienten werden diesem dann gleich gesetzt.

15 Diagonalisierung mit dem Bareiss-2-Schritt-Verfahren

Mittels der Multiplikation ® kann man auch das 2-Schritt-Verfahren zur Diagonalisierung
aus Abschnitt 6 modifizieren, und zwar den Algorithmus B2DMDMDSM aus Satz 6.6, analog
zur Modifikation des Algorithmus B2TMDMDSM in Abschnitt 13.

Wie immer bezeichne R einen Integritatsring, wobei die Unbestimmten Xy,..., X,,_1,
die nicht schon in R liegen sollen, unabhangig iiber R seien. Die n x m-Matrix A iiber
R[Xy,..., X,—1] erfiille genau wie im vorangegangenen Abschnitt die Voraussetzungen
(V1) n < m,

2) rang A = n,
3) Zeilentausch ist nicht notig,
4) fir k =1,...,n gilt ji = k, d.h. die Zeilenstufen liegen auf der Hauptdiagonalen,
5) fir i =1,...,n — 1 sei a;; = X; und sonst sei a;; € R, d.h. die {ibrigen Koeffi-
zienten von A enthalten die Variablen X;,..., X,,_; nicht.

v
(V
(V
(V
(V

Ublicherweise betrachtet man zur Diagonalisierung von A die Folge der Matrizen D),
k=0,...,n, die gegeben sind durch

(58'6 )) =ik
D® = (@*)_, . = ”’
Y Jij=1..m (a(‘ltc))i—k+1
et m
Auflerdem setzt man
49 ._
00
Um die modifizierte 2-Schritt-Formel zur rekursiven Berechnung dieser Matrizen zu
finden, betrachtet man fiir gerades £ = 2,...,n die Matrix
(k—2)

D(k_Q) = d(k_Q) =
( N ) (a,(.l.ﬂ_2) X
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in der ober- und unterhalb der Diagonalen die ersten (k —2) Spalten ausgerdumt sind, und
die iibernachste Matrix

D®E) — (qk)y =
(di;") (o

Z] )i=k+1...n

j=1l...m

in der nun ober- und unterhalb der Diagonalen die ersten k& Spalten ausgerdaumt sind.

So wie sich in Abschnitt 13 die 2-Schritt-Rekursion zur Trigonalisierung modifiziert
(vgl. Lemma 13.2), folgt nun aus der 2-Schritt-Rekursion zur Diagonalisierung (Lemma 6.1)
entsprechend die Variante:

15.1 Lemma (modifizierte 2-Schritt-Rekursion zur Diagonalisierung)
Die Matrizen A und D® | k = 0,...,n, seien genau wie oben. Fir ein gerades k €
{2,...,n} betrachtet man die Matriz D := D*=2) | wobei

ti=dy_op_o=t+r mit x:= Xy - Xp_o und r:—=t—ux set.
Ferner bezeichne q die Summe
k—2 k—2

k—2
g =rz—T14+r Qr—r Q@r @ r+...
1 1 1

Die Matrizen E = (e;;) und E = (€ij) aus Maty,xm(R[X1,...,X,_1]) seien folgen-
dermajflen definiert:
(1) In den oberen Zeilen i =1,..., k —2 und den unteren Zeilen i =k +1,...,n gilt
furjg=1,...,m

_ k—2 k—2 k—2 k—2
eij =€ = |co @ dij —cin @ dpj+cip @ dp—1j) ® q
1 1 1 1

mit den Faktoren

k—2 k—2 k-2
Co = <dk—1,k—1 (519 dk,k —dk,k—l (519 dk—l,k> ‘? q

k—2 k—2 k—2
ci1 = (dk—l,k—l ? dig — dig—1 ? dk—1,k> ? q

k—2 —2 k—2
Cip 1= (dk,k—l (? dix —di p—1 (? dkk) (? q.

(2) Fir die Zeile k gilt fir j =1,...,m

B k-2 k-2 k-2
Crj 1= €pj = (dk—l,k—l ? dij — dg -1 @19 dk—l,j) @19 q.

(3) Fir die Zeile (k — 1) gilt fir j =1,...,m:

Ch—1,j i= d—1,j

k=1 _ _ E—1 _ N\ k=1 _
€k—1,j ‘= <€k,k @19 €k—1,j — €k—1,k @19 6k,j> (? q.
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Hierbei bezeichnet q¢ das Polynom

. _k=1_  _k=1_k—1 _
q=T—Tr+7r Qr—rQr @ rk...
1 1 1
mit
T = Xl"'Xk—l und T := gk—l,k—l — .
Dann gilt E = D) . Insbesondere fiir die Zeilenstufenkoeffizienten der ersten k Zeilen gilt
fire=1,...,k
k

Beweis:
Die Behauptung folgt sofort aus Lemma 6.1 (2-Schritt-Rekursion zur Diagonalisierung)
und Bemerkung 6.2 (Determinantenentwicklung), da die verwendeten Formeln analog zu
fritheren Beweisen modifiziert werden konnen, vgl. Lemma 12.1 (modifizierte 1-Schritt-
Rekursion zur Trigonalisierung), Lemma 13.2 (modifizierte 2-Schritt-Rekursion zur Trigo-
nalisierung) und Lemma 14.1 (modifizierte 1-Schritt-Rekursion zur Diagonalisierung).

O

Damit fithrt nun Satz 6.6 (B2DMDMD) zu der Variante

15.2 Satz (Algorithmus B2DMDMDSM)

Sei A eine nxm-Matriz iber einem Integritdtsring R mit den Figenschaften (V1) bis (V4),
d.h. daff n < m und rang A = n sei, daff Zeilentausch nicht notig sei in A und daf$ die
Zeilenstufen auf der Diagonalen liegen, also j, = k furk = 1,...,n. Der Unteralgorithmus
B1DMDSMRow se: genau wie in Satz 14.2, B2DMDMDSMRow sei wie anschlieffend definiert.
Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) (Substitution) Ersetze in A die ersten (n—1) Diagonalkoeffizienten durch die Variablen
X1,...,Xn—1 und merke die Substitutionen X1 = a1,...,Xp—1 = ap—1,n-1-

(2) Setze k=1 und q :=1.

(3) (Spalte n ausrdumen) Falls k > n ist, fahre fort bei Schritt (6). Falls k = n ist,
dann ersetze alle Zeilen © = 1,...,n — 1 jeweils durch das Ergebnis von B1DMDSM-
Row(A, i, k,q). Erhéhe k um 1 und fahre fort bei Schritt (6).

(4) (Spalten k,k+1 ausraumen) Berechne ¢y := (a;“k ®’f_1 Qkt1 kt1—Ok+1.k ®’f_1 ak7k+1>

@ L q. Ersetze die Zeilen i € {1,...,n} \ {k,k + 1} von A jeweils durch das Er-
gebnis von B2DMDMDSMRow (A, i, k,q,co). Ersetze die Zeile (k + 1) von A durch das
Ergebnis von BIDMDSMRow(A, k + 1,k,q). Setze x := Xy -+ Xy und r := agx — x. Be-
rechne q == x —r +r®Y¥r 5 ... Ersetze die Zeile k von A durch das Ergebnis von
B1DMDSMRow (A, k, k + 1,q). Setze dann, falls k < n — 2 gilt, v := Xy -+ Xg41 und
T 1= Gf41,k+1 — & und berechne q :==x —r+r ®If+1 rF...

(5) Erhéhe k um 2 und fahre fort bei Schritt (3).

(6) (Riicksubstitution) Ersetze in A alle Variablen Xy,..., X,_1 durch die in Schritt (1)
gemerkten Werte und gib das Ergebnis A aus.

Dies ist ein Algorithmus namens B2DMDMDSM(A), der als Ergebnis eine zu A dquivalente

Matriz in Diagonalform ausgibt.

Dabei berechnet der Unteralgorithmus B2DMDMDSMRow (A, i, k, q, co) die i-te Zeile von A,
d.h. raumt in Zeile v mit Hilfe der Zeilen k,k + 1 die Spalten k,k + 1 aus:
(R1) (Kofaktor berechnen) Berechne c¢1 := ayy ®]f_1 Qi k1 — Qik ®’f_1 agk+1- Ersetze ¢
durch c; %1 q.
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(R2) (Kofaktor berechnen) Berechne dann ¢y = ajy1 ®If_1 @i k1 — Qik ®’f_1 Akt 1 ot1-
Ersetze co durch co ®lf_1 q.
(R3) (Determinante entwickeln) Fir j = k + 2,...,m ersetze den Koeffizienten a;; erst
durch cg ®’f_1 a;j — C1 ®’f_1 (k1,5 + C2 ®’f_1 ar;. Ersetze dann den neuen Koeffizien-
ten a;; durch a;; ®If_1 q.
(R4) (Ausrdumen) Setze a; := 0 und a; p41 := 0.
(R5) (Zeilenstufenkoeffizient) Falls i < k gilt, setze a;; := cg.
(R6) Gib das Ergebnis (a;j)j=1..,m aus, d.h. die i-te Zeile von A.
Beweis:
Schritt (4), insbesondere auch der Unteralgorithmus B2DMDMDSMRow, ist die Anwendung
der modifizierten 2-Schritt-Rekursion aus Lemma 15.1. Dabei kann die Variable ¢y aus
Schritt (4) iibernommen werden und mufl daher nicht noch einmal eigens berechnet werden.
Im iibrigen folgt die Behauptung aus Satz 6.6 (B2DMDMD) und den vorangegangenen Uber-
legungen. O

15.3 Bemerkung zur Implementierung (B2DMDMDSM)

(Zuweisungen) Bei dem Algorithmus B2DMDMDSM aus Satz 15.2 kann in Schritt (4) der
Unteralgorithmus B1DMDSMRow so modifiziert werden, dafl der Diagonalkoeffizient nicht
berechnet, sondern a1 g+1 := co gesetzt wird. Im iibrigen werden wie iiblich bei jeder
Rekursion in Schritt (R5) die oberen Zeilenstufenkoeffizienten a;; := ¢o gesetzt, um die
Berechnung zu sparen. Auch bei der folgenden Riicksubstitution geniigt es wieder, nur
einen der Zeilenstufenkoeffizienten zu berechnen und diesem die iibrigen gleichzusetzen.

16 Diagonalisierung mit dem Forward-Backup-Verfahren

Wie die Bareiss-Verfahren lassen sich auch die Malashonok-Verfahren mittels ® modifizie-
ren. Zunichst untersucht man, wie dies fiir das Forward-Backup-Verfahren aus Abschnitt 7
ablauft. Satz 7.5 (B1DMDFB,B2DMDMDFB) fihrt zu

16.1 Satz (Algorithmen BIDMDSMFB, B2DMDMDSMFB)

Sei A eine n X m-Matriz uber einem Integritatsring R mit n < m und rang A = n, ferner
set Zetlentausch nicht notig in A, und die Zeilenstufen sollen auf der Diagonalen liegen,
also jr = k fir k =1,...,n. Die Algorithmen B1TMDSM und B2TMDMDSM seien wie in Satz
12.2 bzw. Satz 13.3, BackupRow sei wie in Satz 7.5.

a) (Algorithmus BIDMDSMFB) Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) (Forward: trigonalisieren) Ersetze A durch das Ergebnis von B1TMDSM. Setze
k:=n.

(2) (Backup) Falls k = 1 ist, gib das Ergebnis A aus. Andernfalls ersetze die Zeile
(k—1) durch das Ergebnis von BackupRow(A, {k,...,n}, k,n). Verkleinere k um 1
und wiederhole Schritt (2).

Dies ist ein Algorithmus mit der Bezeichnung BIDMDSMFB(A), der als Ergebnis eine

diagonalisierte Matriz ausgibt, die zu A aquivalent ist.

b) (Algorithmus B2DMDMDFB) Ersetzt man in a) in Schritt (1) BITMDSM durch B2TMDMDSM,
so erhalt man ebenfalls einen Algorithmus, der eine zu A dquivalente Matriz in Dia-
gonalform zum Ergebnis hat. Dieser wird B2DMDMDSMFB(A) genannt.

Beweis:

Die Behauptung folgt sofort aus Satz 7.5 (Algorithmen B1DMDFB, B2DMDMDFB), da es in
Schritt (1) nur darauf ankommt, die trigonalisierte Matrix (al(.;_l)) herzustellen. Dies wird
auch von den modifizierten Algorithmen geleistet. Da nach Voraussetzung rang A = n und

Jr = k gilt, vereinfacht sich der Rest so wie angegeben, vgl. Satz 7.5. 0
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In den obigen Algorithmen wird nur der Forward-Schritt, also das Trigonalisieren, mit
der Modifikation ® durchgefiihrt. Auch der Backup-Schritt 148t sich modifizieren. Um die
dafiir notige modifizierte Backup-Formel zu finden, seien wie iiblich die Unbestimmten

Xq,..., X1, die nicht schon in R liegen sollen, unabhangig tiber R. Ferner sei A eine
n X m-Matrix iiber R[X7,..., X,,_1], die die Voraussetzungen erfiille
(V1) n < m,
(V2) rang A = n,
(V3) Zeilentausch ist nicht notig,
(V4) fir k =1,...,n gilt ji =k, d.h. die Zeilenstufen liegen auf der Hauptdiagonalen,
(V5) fir e =1,...,n — 1 sei a;; = X; und sonst sei a;; € R, d.h. die iibrigen Koeffizi-

enten von A enthalten die Variablen X;,..., X,,_1 nicht.

Dies ist also eine Matrix, wie man sie erhélt, wenn man in einer Matrix aus Mat,, ., (R) die
ersten (n — 1) Koeffizienten auf der Diagonalen durch die Variablen X, ..., X,,_; ersetzt.

Fiir den Backup-Schritt betrachtet man wie in Abschnitt 7 die Folge der Matri-
zen F) k=n,n—1,...,0, die wie folgt definiert sind. (Beachte, daf§ hier ausnahmsweise
die Indexmenge absteigend von n bis 0 14uft.)

s (@5 Dz (o5 D,
. (5§;L))i:k+1...n (5§;L))i:k+1...n .

ji=1l...m j=1l...m

Die Matrix F*) ist in den ersten k Zeilen schon trigonalisiert, aber noch nicht diagonali-
siert, und in den unteren Zeilen k£ + 1,...,n diagonalisiert. Statt mit der herkommlichen
Backup-Formel aus Abschnitt 7 sollen diese Matrizen nun wieder mit der modifizierten
Variante rekursiv berechnet werden. Dazu betrachtet man fir k =n—1,n—2,...,1 die

Matrix (i-1)
k) _ (aij )izt
(85 )izpr1m )

1.

j=1l...m
in der die unteren Zeilen k£ +1, ..., n ausgeraumt sind, und die direkt nachfolgende Matrix
(ag;-_l))izll...k—l
(n)y, ’
(9 )32’{:::1;
in der nun die unteren Zeilen k,...,n ausgeraumt sind. Die herkommliche Backup-

Rekursion aus Lemma 7.2 andert sich zu

16.2 Lemma (modifizierte Backup-Rekursion)

Sei A eine n X m-Matriz mit den FEigenschaften (V1) bis (V5). Betrachte in der obigen
Situation fir k = n — 1,n —2,...,1 die Matrizx F = (f;j) = F®) in der der k-te
Zeilenstufenkoeffizient bezeichnet werde mit

t::fkkzagz_l):x—kr mit r:=X{,....,X und r:=t-—ux.

Ferner sei
k kK
g =r—r+rr+rerx+...
1 1 1

Die Matriz E = (e;5) aus Maty,xm (R[ X1, ..., X,—1]) sei wie folgt definiert:
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(1) Die Zeile k ist fir j = 1,...,m gegeben durch
k L k k
erj = ( fnn@l@fkj — Z ka?fAj) @1961-
A=k+1

(2) Alle anderen Zeilen von E sind genau wie in F'.
Dann gilt E = F*=Y _ Insbesondere gilt fir den k-ten Zeilenstufenkoeffizienten

(k-1

kk ) - fk—i—l,k—i—l T fnn

Beweis:
Die Behauptung folgt aus Lemma 7.2, wobei die in 7.2(1) gegebene Formel

Fan s frj = YNepgr frx - fag
- .

€kj =

in der ublichen Art und Weise modifiziert werden kann.

16.3 Satz (Algorithmen BIDMDFBSM, B2DMDMDFBSM)

O

Sei A eine n X m-Matriz uber einem Integritdtsring R mit n < m und rang A = n, ferner
sei Zeilentausch nicht notig in A, und die Zeilenstufen sollen auf der Diagonalen liegen,
also jp = k fur k =1,...,n. Die Algorithmen B1TMDSM und B2TMDMDSM seien wie in Satz

12.2 bzw. Satz 13.3, BackupSMRow sei wie anschlieffend definiert.
a) (Algorithmus BIDMDFBSM) Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) (Substitution, forward: trigonalisieren) Ersetze A durch das Ergebnis, das man

aus BITMDSM erhdlt, wenn man darin im ersten Schritt (Substitution) nicht nur
die ersten (n — 2), sondern die ersten (n — 1) Diagonalkoeffizienten substituiert
durch Xy,...,X,,—1. Merke die Substitutionen X; = a11,...,Xp_1 = @p_1,n—1
und fihre den letzten Schritt (Ricksubstitution) noch nicht durch. Setze dann

k:=n.

(2) (Backup) Falls k =1 ist, fahre fort bei Schritt (3). Andernfalls ersetze die Zeile
(k — 1) durch das Ergebnis von BackupSMRow(A, k,n). Verkleinere k um 1 und

wiederhole Schritt (2).

(3) (Riicksubstitution) Ersetze in der Matriz A alle Variablen Xi,...,X,—1 durch

die in Schritt (1) gemerkten Werte und gib das Ergebnis A aus.

Dies ist ein Algorithmus namens BIDMDFBSM(A), der als Ergebnis eine diagonalisierte

Matrix ausgibt, die zu A dquivalent ist.

Hierbei wird mit dem Unteralgorithmus BackupSMRow(A, k,n) die Zeile (k — 1) neu
berechnet, d.h. in thr werden die Spalten k,...,n mit Hilfe der Zeilen k,...,n aus-

geraumt.

(R1) (Berechnen) Setze t :== X -+ X1, r := ap_1 -1 — t und berechne auflerdem
q:=t—r+ r®'f_1 F.... Furje{n+1,...,m} ersetze zundchst die Koeffizi-
enten ag—y,; durch apy ®If_1 Agp—1,j — Z’;:k k—1,x ®If_1 axj. Ersetze dann die
neuen Koeffizienten ap_q ; durch ap_; ; ®]f_1 q. Setze den Zeilenstufenkoeffizien-

ten ag_1 k-1 := Qpn-
(R2) (Ausrdumen) Setze fir j =k,...,n jeweils ar_y ; := 0.
(R3) Gib das Ergebnis (ag—1,j)j=1...m, also die Zeile (k — 1) von A aus.
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b) (Algorithmus B2DMDMDFBSM) Ersetzt man in a) in Schritt (1) den Algorithmus B1TMDSM
durch B2TMDMDSM, so erhdlt man ebenfalls einen Algorithmus, der eine zu A dqui-
valente Matriz in Diagonalform zum Ergebnis hat. Er wird B2DMDMDFBSM(A) genannt.

Beweis:

Die Behauptung folgt aus Satz 7.5 (Algorithmen B1DMDFB,B2DMDMDFB) und aus den vor-
angegangenen Uberlegungen, insbesondere aus der modifizierten Backup-Rekursion (Lem-
ma 16.2). Da nun auch der (n —1)-te Diagonalkoeffizient als Teiler auftreten kann, werden
in Schritt (1) zur Trigonalisierung die ersten (n — 1) und nicht wie bei der Trigonalisierung
tiblich die ersten (n — 2) Koeffizienten auf der Diagonalen substituiert. 0

16.4 Bemerkung zur Implementierung (BIDMDFBSM, B2DMDMDFBSM)
Beim Algorithmus B1DMDFBSM aus Satz 16.3 wird in Schritt (1) der Algorithmus B1TMDSM
in leicht abgewandelter Form verwendet. Um diesen Schritt zu implementieren, mufl man
bei BITMDSM wie beschrieben die Substitution abandern und die Riicksubstitution weglas-
sen. Ansonsten bleibt BITMDSM unverandert. Analog gilt dies auch fiir die Algorithmen
B2DMDMDFBSM bzw. B2TMDMDSM.

17 Diagonalisierung mit dem Malashonok-1-Schritt-Verfahren

Zum Abschluf} dieses Kapitels wird nun noch die Modifikation des Malashonok-1-Schritt-
Verfahrens mit der Multiplikation ® untersucht.

Wie immer bezeichne R einen Integritatsring, und die Unbestimmten Xi,..., X, 4
sollen unabhangig tiber R sein, aber nicht schon in R liegen. Ferner sei A wieder eine
n X m-Matrix iiber R[X,..., X,,_1], die wie in den vorangegangenen Abschnitten die fiinf
Voraussetzungen erfiille

(V1) n < m,

(V2) rang A = n,

(V3) Zeilentausch ist nicht nétig,

(V4) fiir k =1,...,n gilt jx = k, d.h. die Zeilenstufen liegen auf der Hauptdiagonalen,

(V5) firi = 1,...,n — 1 sei a;; = X; und sonst sei a;; € R, d.h. die {ibrigen Koeffi-

zienten von A enthalten die Variablen Xy,..., X,,_1 nicht.
Wie in Abschnitt 8 betrachtet man die Matrizen A =: G9 = G, G?,...,G", die
allgemein fiir £k = 1,...,n von folgender Form sind:
(533,
Gk .— ’

G*) bezeichnet bekanntlich die Matrix, in der die k x k-Blockmatrix links oben schon
diagonalisiert ist und die unteren Zeilen k£ +1,...,n unverdndert genau wie in A sind. Die
Folge der so definierten Matrizen fiihrt A in Diagonalform iiber, indem die bereits diago-
nalisierte Blockmatrix links oben sukzessive um die nachste Zeile und die nachste Spalte
erweitert wird, d.h. indem abwechselnd die darunterliegende Zeile und die danebenstehende
Spalte (in den oberen Zeilen) ausgerdumt werden.

Um fir k = 2,...,n diese Matrizen rekursiv zu berechnen, betrachtet man die Matrix
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und die direkt nachfolgende Matrix

Aus der Malashonok-1-Schritt-Rekursion (Lemma 8.2) folgt sofort die Variante

17.1 Lemma (modifizierte Malashonok-1-Schritt-Rekursion)

Sei A eine n X m-Matriz mit den FEigenschaften (V1) bis (V5). In obiger Situation be-
trachtet man fir k = 2,...,n die Matriz G := G*=Y  in der der (k — 1)-te Zeilenstufen-
koeffizient bezeichnet werde mit

ti=gp—1p—1=x+r mit z:=X;---Xp_1 und r:=1t—uz.

Ferner sei
k—1 k—1 k—1
g =rz—TrT+r QQr—r@r rk...
1 1 1

Die Matrizen E,E € Matyyxm(R[X1, ..., Xn_1]) seien folgendermafen definiert:
(1) Die Zeile k ist fir j =1,...,m gegeben durch

k—1
erj 1= €rj =t grj — E IONEOVE
A=1

(2) Die unteren Zeileni=Fk+1,...,n von E und E sind genau wie in G.
(3) Fir die oberen Zeilen i = 1,...,k —1 gilt fir j=1,...,m:
In E sind die Zeilen genau wie in G.

In E gilt
k=1 _ k-1 k-1
eij = (€p @19 €ij — €ik ? €ky) ? q.

Dann gilt E = G*).

Beweis:

Die Behauptung folgt sofort aus der Malashonok-1-Schritt-Rekursion aus Lemma 8.2, wo-
bei die in 8.2(1) angegebene Formel keine Division beinhaltet und daher nicht modifiziert
wird. Die Bareiss-1-Schritt-Formel aus 8.2(3)

Ckk " Cij — Cik " Ckj
. .

€ij ‘=

kann auf die iibliche Art und Weise mit der Multiplikation ®’f ~! modifiziert werden, da

durch den linearen Hauptminor ¢ := g;_1 1 = agf__f,)c_l geteilt wird. OJ

Damit folgt nun aus Satz 8.4 (Mal1iDMD) sofort die Variante

17.2 Satz (Algorithmus MallDMDSM)

Sei A eine nxm-Matriz iber einem Integritatsring R mit n < m undrang A = n, ferner sei
Zeilentausch nicht notig in A, und die Zeilenstufen sollen auf der Diagonalen liegen, also
Jr =k furk =1,...,n. Der Algorithmus BIDMDSMRow sei wie tn Satz 14.2, Mal1DMDSMRow
set wie nachfolgend definiert. Betrachte die folgenden Instruktionen:
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(1) (Substitution) Ersetze in A die ersten (n—1) Diagonalkoeffizienten durch die Variablen
Xi,...,Xp—1 und merke die Substitutionen X1 = ai1,...,Xp_1 = ap_1 n-_1. Setze
k:=1.

(2) (Zeile k + 1, Spalte k + 1 ausraumen) Falls k > n ist, fahre fort bei Schritt (3).
Andernfalls ersetze die Zeile (k + 1) durch das Ergebnis von Mal1DMDSMRow(A, k).
Setze x := X1 --- Xp, r:= agr — x und berechne q := x — r+r®’f rF... Ersetze dann
alle Zeilen i = 1,...,k jeweils durch das Ergebnis von B1DMDSMRow(A,i,k + 1,q).
Erhohe k um 1 und wiederhole Schritt (2).

(3) (Ricksubstitution) Ersetze in A alle Variablen Xy,..., Xy—1 durch die in Schritt (1)
gemerkten Werte und gib das Ergebnis A aus.

Dies ist ein Algorithmus, der mit Mal1DMDSM(A) bezeichnet wird und als Ergebnis eine zu

A aquivalente Matriz in Diagonalform ausgibt.

Die Zeile (k+ 1) wird dabei mit dem Algorithmus Mal1DMDSMRow(A, k) berechnet, d.h.
es werden mit Hilfe der oberen Zeilen 1,...,k die Spalten 1,...,k ausgeraumt:
(R1) (Berechnen) Fiir j = k+1,...,m ersetze den alten Koeffizienten ayy1 ; jeweils durch
Uk - ki1 — Son_y (ki1 - Gxj-
(R2) (Ausrdumen) Fur j =1,...,k setze apyq,; :=0.
(R3) Gib das Ergebnis (ag+1,j)j=1...m, also die Zeile (k+ 1) von A aus.
Beweis:
Dies folgt sofort aus Satz 8.4 (MallDMD) und aus den vorangegangenen Uberlegungen,
insbesondere aus der modifizierten Malashonok-1-Schritt-Rekursion (Lemma 17.1). O

17.3 Bemerkung zur Implementierung (MallDMDSM)

Nach Lemma 17.1 ist eine Modifikation von Mal1DMDRow beim Algorithmus Mal1DMDSM
(Satz 17.2) iiberhaupt nicht ntig — trotzdem wird dort aber eigens der Unteralgorithmus
Mal1DMDSMRow definiert. Warum?

Im urspriinglichen Algorithmus Mal1DMD wird mit dem Zeilentauschalgorithmus Mal1-
Pivot schon der (k + 1)-te Zeilenstufenkoeffizient ¢ berechnet und anschlieend bei Mal1l-
DMDRow weiterverwendet. Im modifizierten Algorithmus Mali1DMDSM entfillt das Zeilen-
tauschen, daher mufl der Zeilenstufenkoeffizient ¢ noch berechnet werden. Dies wird
im Algorithmus MaliDMDSMRow erledigt. Ansonsten ist MallDMDSMRow(A, k) exakt wie
MaliDMDRow(A, {ji,. -, Jk+1}, k, ), wobei hier nach Voraussetzung sogar stets j; = k gilt.
Daher vereinfachen sich die Schritte (R1) bis (R3) etwas.

17.4 Bemerkung (Dichotomie-Verfahren)

Die zwei zeilenweise vorgehenden Dichotomie-Algorithmen MalDichHR bzw. MalDichVR aus
Satz 10.2 bzw. Satz 10.6 lassen sich analog mit der Multiplikation ® abandern, da dort
bei den Rekursionen stets durch einen linearen Hauptminor dividiert wird. Diese Modifi-
kationen werden hier jedoch nicht mehr weiter ausgefiihrt. Fiir die beiden matrizenweisen
Dichotomie-Algorithmen MalDichHM bzw. MalDichVM aus Satz 10.4 bzw. 10.8 miiite man
die Matrizenmultiplikation so implementieren, daf3 dazu die spezielle Multiplikation ® ver-
wendet wird.
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Denn es ist eines ausgezeichneten Mannes
nicht wirdig, wertvolle Stunden wie ein Skla-
ve 1m Keller der einfachen Rechnungen zu
verbringen. Diese Aufgaben konnten ohne
Besorgnis abgegeben werden, wenn wir Ma-
schinen hatten.

(Gottfried Wilhelm Leibniz)

In der Theorie lassen sich die Verfahren aus den vorangegangenen drei Kapiteln anhand
ihrer Komplexitaten vergleichen, die der besseren Ubersicht wegen zu Beginn der Ab-
schnitte 18 und 19 nochmals in Tabellen und Diagrammen zusammengefafit sind. Dazu de-
finiert man eine Ordnungsrelation > g auf der Menge der Trigonalisierungs- bzw. Diagonali-
sierungs-Algorithmen wie folgt: Es gilt fiir zwei beliebige, mit A1lgl und Alg2 bezeichnete
Algorithmen Algl >p Alg2 genau dann, wenn beim Algorithmus Algl sowohl die Anzahl
der Multiplikationen als auch die der Divisionen grofier oder gleich der entsprechenden
Anzahl beim Algorithmus Alg?2 ist.

Nicht immer ist ein nach theoretischen Erkenntnissen gutes Verfahren gleichermaflen
zur praktischen Durchfithrung geeignet. Die in Kapitel I und II angegebenen Komple-
xitaten konnen nur einen groben Anhaltspunkt fiir die Giite der Algorithmen liefern, denn
es wird dazu die Anzahl an Rechenoperationen, etwa an Multiplikationen oder Divisionen,
gezahlt. Dabei bleibt aber vollig unberiicksichtigt, dafl beispielsweise zur Multiplikation
zweier “komplizierter” Polynome relativ groen Grades mit groflen Koeffizienten ein Viel-
faches an Rechenzeit aufgewandt werden muf, verglichen mit der Multiplikation zweier
sehr “einfacher” Polynome. Je weiter die Rekursion bei einem Algorithmus fortgeschrit-
ten ist, desto komplizierter sind i.a. die in den zugehorigen Matrizenfolgen auftretenden
Koeffizienten.

AuBlerdem werden in Kapitel III die Komplexitaten der modifizierten Sasaki-Murao-
Verfahren aufler acht gelassen. Wie lassen sich diese ermitteln, d.h. wie ist die spezielle,
rekursiv definierte Multiplikation ® zu bewerten? Stellt man eine Multiplikation der Form
®% mit der normalen Multiplikation - bzw. der normalen Division gleich, ohne all die ein-
zelnen Operationen bei der rekursiv durchgefiithrten Multiplikation ® mitzuzahlen, ergibt
sich bei den modifizierten Verfahren die Anzahl der ®-Multiplikationen als Summe der
jeweiligen Anzahl der normalen Multiplikationen bzw. Divisionen. Schwieriger ist es, die
Anzahl der einzelnen Operationen bei der rekursiven ®-Multiplikation abzuschatzen, denn
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hier geht unter anderem die Art und Lange der beteiligten Polynome ein. Wollte man die
normale Multiplikation als Vergleichsmaflstab heranziehen, miifite man auch bei dieser die
Art und Lénge der beteiligten Polynome in geeigneter Weise berticksichtigen, was letzt-
lich einer realistischeren Einschatzung der benotigten Rechenzeit gleichkame, als in den
angegebenen Komplexitaten abgebildet.

Nichtzuletzt konnen bestimmte Algorithmen fiir bestimmte Matrizen schlicht und ein-
fach besser geeignet sein als andere.

Geht man beim praktischen Vergleich systematisch vor, eroffnet sich dabei ein wei-
tes Feld an Kombinationsmoglichkeiten, wenn man die folgenden drei Gesichtspunkte
berticksichtigt:

(1) Verfahren zur Trigonalisierung bzw. Diagonalisierung
Sei Mat,, «m (R) der Matrizenring iiber einem Integritétsring R mit n,m € N,..
Fiir beliebige Matrizen A aus Maty, x., (R) stehen folgende Algorithmen zur Verfiigung:

a) (Trigonalisierung) B1TMD, vgl. Satz 3.7,
B1TOD, vgl. Bemerkung 3.9,
B2TMD, vgl. Satz 4.3,
B2TOD, vgl. Bemerkung 4.5,
B2TMDMD, vgl. Satz 4.6.

b) (Diagonalisierung) B1DMD, vgl. Satz 5.6,
B1DOD, vgl. Bemerkung 5.8,
B2DMD, vgl. Satz 6.3,
B2DOD, vgl. Bemerkung 6.5,
B2DMDMD, vgl. Satz 6.6,
B1DMDFB, vgl. Satz 7.5,
B2DMDFB, vgl. Satz 7.5,
B2DMDMDFB, vgl. Satz 7.5,
MaliDMD, vgl. Satz 8.4.

Fiir speziellere Matrizen A aus Mat,,y, (R) mit den Voraussetzungen
V1) n <m,

V2) rang A = n,

V3) Zeilentausch ist unndtig und

V4) jp=kfirk=1,...,n

stehen auflerdem noch folgende Algorithmen bereit:

¢) (Trigonalisierung) B1TMDSM, vgl. Satz 12.2,
B2TMDMDSM, vgl. Satz 13.3.

d) (Diagonalisierung) MalDichHR, vgl. Satz 10.2,
MalDichHM, vgl. Satz 10.4,
MalDichVR, vgl. Satz 10.6,
MalDichVM, vgl. Satz 10.8,
B1DMDSM, vel. Satz 14.2,
B2DMDMDSM, vegl. Satz 15.2,
B1DMDSMFB, vgl. Satz 16.1,
B2DMDMDSMFB, vgl. Satz 16.1,
B1DMDFBSM, vgl. Satz 16.3,
B2DMDMDFBSM, vgl. Satz 16.3,
Mal1DMDSM, vgl. Satz 17.2.

(
(
(
(
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(2) Zugrunde liegender Integrititsring R
Die oben angefiihrten Algorithmen sind prinzipiell fiir beliebige Integritatsringe R durch-
fithrbar. CoCoA gestattet die folgenden Integritatsringe:

a) Z, Q, F, = Z/(p) mit einer Primzahl p € N, p < 32003.

b) Polynomringe (bzw. die entsprechenden rationalen Funktionenkorper) iiber einem der
in a) genannten Integrititsringe in endlich vielen Unbestimmten x4, ..., x, mit r € N.

c) Sonstige Restklassenringe S[zy,...,z,]/P, wobei S = Q oder S = Z/(n) mit einem
n € N, n < 32767, ist, wobei r in N liegt und P C S|[z1,...,z,| ein Primideal ist.

(3) Matrizen
Schlief$lich spielen die zu trigonalisierenden bzw. zu diagonalisierenden Matrizen eine ent-
scheidende Rolle, praziser ausgedriickt:

a) der Typ (symmetrisch, Hankelmatrix, zufillig, etc.)

b) die Art und GroBle der Koeffizienten (univariate oder multivariate Polynome, deren
Grad und Lénge etc.)

c¢) die GroBe der n x m-Matrizen, also die Gréfie von n und m.

In der Originalarbeit werden Testreihen anhand verschiedener Beispielklassen (generische
Matrizen, Zufallsmatrizen u.a.) durchgefiihrt. Dabei konzentriert man sich auf die Verfah-
ren mit Division, durchgefiihrt an Matrizen iiber Polynomringen der Form Z[x1, ..., z;,]
und F,[z1,...,2,] mit dem endlichen Korper F, = Z/(32003), r € N.

18 Vergleich der Trigonalisierungsverfahren

Zur Erinnerung seien hier zunachst die Komplexitaten der einzelnen Trigonalisierungs-
verfahren tabellarisch zusammengefafit, fiir n x m-Matrizen iiber einem beliebigen Inte-
gritatsing R. Die Anzahl der Additionen kann dabei im Grunde genommen vernachlassigt
werden, da vor allem die Multiplikationen und Divisionen kostspielig sind, was die Rechen-
zeit betrifft.

Trigonalisierung von n x m-Matrizen mit n < m

Quellen | Algorithmus | Additionen Multiplikationen Divisionen

3.9 B1TOD %mn2 - %n3 mn? — %n3 0
3.7, 3.8 |B1TMD v ? smn? — in?
4.5 B2TOD K %mn2 — in3 0
4.3, 4.4 |B2TMD v ? Tmn? — &n®

4.6, 4.7 | B2TMDMD ” ” ”

Tabelle 18a
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Trigonalisierung von n x m-Matrizen mit n > m
Quellen | Algorithmus | Additionen Multiplikationen Divisionen
3.9 B1TOD %mn2 - %m?’ mn? — %m?’ 0
3.7, 3.8 |B1TMD v ? smn? — m?
4.5 B2TOD K %mn2 — %m3 0
4.3,4.4 | B2TMD v ? Tmn? — 5m?
4.6, 4.7 | B2TMDMD ” ” ”

Tabelle 18b

Tabelle 18b gilt iibrigens auch fiir den Fall n = m und ist dann identisch mit Tabelle 18a.
Fir quadratische n x n-Matrizen ergibt sich somit

Trigonalisierung von n x n-Matrizen
Quellen | Algorithmus | Additionen | Multiplikationen | Divisionen
3.9 B1TOD +n® 2n? 0
3.7, 3.8 |B1TMD ” ” +n®
4.5 B2TOD i sn® 0
4.3, 4.4 | B2TMD ” ? &n’
4.6, 4.7 | B2TMDMD ” ” ”

Aus den obigen Tabellen folgt somit fiir beliebige n x m-Matrizen mit n,m € N

B1TMD > i B2TMD = ;c B2TMDMD.

Tabelle 18¢

Was die Komplexitaten betrifft, liegen demnach die beiden 2-Schritt-Algorithmen B2TMD
und B2TMDMD gleichauf, der 1-Schritt-Algorithmus B1TMD schneidet schlechter ab. Laut
Tabellen benotigt man fiir ein 2-Schritt-Verfahren nur halb soviel Divisionen und drei-
viertel soviel Multiplikationen wie fiir das 1-Schritt-Verfahren. Von den Sasaki-Murao-
Algorithmen B1TMDSM bzw. B2TMDMDSM erhofft man sich eine Verbesserung der Rechenge-

schwindigkeit.

18.1 Bemerkungen (Optimierung der Trigonalisierungsalgorithmen)
Da fast die gesamte Rechenzeit auf die Durchfithrung von Multiplikationen oder Divisionen
entfallt, empfiehlt es sich sehr, von vornherein auf unnotige Operationen zu verzichten und
nur die unbedingt notwendigen Berechnungen moglichst geschickt auszufiihren.
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a) Ein Ansatzpunkt besteht darin, die eingegebene Matrix —soweit moglich — zu verein-
fachen, beispielsweise indem tiberfliissige Zeilen weggelassen werden. Sonst entfallt viel
Zeit darauf, die Koeffizienten tiberfliissiger Zeilen mitzuberechnen, die beim Endergeb-
nis gleich 0 sein werden. Ratsam erscheint es auch, von vornherein die Koeffizienten
moglichst klein zu halten, indem man ggf. die Zeilen mit dem grofften gemeinsamen
Teiler kiirzt. Auflerdem sollte man den zugrunde liegenden Polynomring minimal
wahlen, also etwa die Variablenanzahl auf das notige beschranken; moglicherweise
gentigt als Koeffizientenring schon ein endlicher Korper.

b) (Zuweisungen) Was die Programmierung betrifft, ist es vorteilhaft, solche Spalten, die
ausgeraumt werden, gleich 0 zu setzen. Auflerdem werden mehrfach benotigte Para-
meter nur einmal berechnet und als Argument an die Unterprogramme iibergeben,
wie z.B. der Kofaktor ¢y etc. (Dies gilt auch fiir die Diagonalisierungsalgorithmen, bei
denen man zusatzlich den oberen Zeilenstufenkoeffizienten den entsprechenden Wert
zuweisen kann.)

¢) (Multiplikationen, Divisionen) Ein weiterer Ansatzpunkt liegt in der Optimierung der
Division bzw. Multiplikation, indem man beispielsweise die Division mit der eingebau-
ten CoCoA-Funktion DivAlg statt mit “/” berechnet oder die spezielle ®-Multiplikation
verwendet. Dartiberhinaus wére es denkbar, die CoCoA-interne Division oder Multi-
plikation von Polynomen noch weiter zu optimieren, was hier aber nicht Gegenstand
dieser Arbeit ist.

d) (Schrittgréfe) Grundsatzlich sind 2-Schritt-Verfahren giinstiger als 1-Schritt-Verfah-
ren, wobei das 2-Schritt-Verfahren B2TMDMD mit zweimaliger Division haufig dem
Verfahren B2TMD mit einmaliger Division durch einen quadrierten Teiler vorzuziehen
ist. Ofter durch kleinere Polynome zu teilen und dadurch fiir die folgenden Rechen-
schritte jeweils wieder kleinere Zwischenergebnisse zu erhalten, ist im Endeffekt meist
glinstiger, als erst am Schlufl ein grofleres Polynom durch einen grofleren Teiler zu
dividieren.

Verfahren ohne Division sind i.a. wenig vorteilhaft, da sie mehr Zeit und Speicherplatz
beanspruchen und Ergebnisse mit viel grofleren Koeffizienten liefern, als dies bei den
Verfahren mit Division der Fall ist.

e) Bei CoCbA-Funktionen sind Listenkonstruktionen héufig giinstiger als Schleifenkon-
struktionen, was sich bei den vorliegenden Verfahren aber nicht bemerkbar macht.
Moglicherweise sind die betrachteten Matrizen fiir diesen Effekt noch zu klein. Da
Schleifen ein Programm i.a. leichter lesbar erscheinen lassen als Listen und da sie den
als Satzen dargestellten Algorithmen in ihrer Formulierung naherstehen, tiberwiegen
sie daher im source code.

f) Man besorgt sich einen schnelleren Rechner.

g) Uber die oben genannten allgemeinen Optimierungsansatze hinaus finden sich zahl-
reiche Publikationen dazu, wie man die Verfahren fiir ganz spezielle Matrizen weiter
verbessern kann.

18.2 Zusammenfassung der Testergebnisse zur Trigonalisierung

a) (Bareiss-Verfahren) Fiir n x m-Matrizen mit n < m erweist sich unter den drei Bareiss-
Verfahren B1TMD, B2TMD und B2TMDMD der Algorithmus B2TMDMD als der beste, fiir
Matrizen mit n > m der Algorithmus B2TMD.

b) (Sasaki-Murao-Verfahren) Das 2-Schritt-Verfahren B2TMDMDSM erscheint giinstiger als
das 1-Schritt-Verfahren B1TMDSM. Bei den modifizierten Verfahren gilt es auflerdem
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zu beachten, daf} fiir die Riicksubstitution unter Umstanden eine betrachtliche Zeit
aufgewendet werden mufl. Bei generischen Matrizen u.a. ist die Riicksubstitution
dagegen sehr einfacher Natur.

c¢) (Testsieger) Fiir n x m-Matrizen, die eher klein sind, also hochstens 6 Zeilen enthalten,
oder deren Eintrage univariate Polynome oder nur Zahlen sind, laufen die modifizier-
ten Verfahren — sofern sie definiert sind — langsamer ab als die herkommlichen. In
diesem Fall ist ein Bareiss-2-Schritt-Algorithmus empfehlenswert, vgl. a). Ansonsten
kann man mit dem Algorithmus B2TMDMDSM meist sehr viel Zeit sparen, wenn die
Riicksubstitution nicht allzu aufwendig ist, vgl. b).

d) (Komplexititen) Im wesentlichen bestétigen die Testreihen die aufgrund der Komple-
xitdaten zu erwartende Rangfolge der Algorithmen, vgl. die Tabellen 18.a—c.

19 Vergleich der Diagonalisierungsverfahren

In diesem Abschnitt werden nun die verschiedenen Diagonalisierungsverfahren bewertet.
Eine tabellarische Zusammenfassung aller Komplexitaten zeigt zunachst, wie gut die Algo-
rithmen theoretisch geeignet sind fiir beliebige n xm-Matrizen iiber einem Integritatsring R.

Diagonalisierung von n x m-Matrizen mit n < m

Quellen Algorithmus Additionen Multiplikationen Divisionen
9.8 B1DOD mn? — %n?’ 2mn? — n? 0

5.6, 5.7  |B1DMD ? v mn? — 3n?
6.5 B2DOD ? Smn? — 2n? 0

6.3, 6.4 |B2DMD ? i smn?® — In?
6.6, 6.7 |B2DMDMD ” ” ”

7.5, 7.6 B1DMDFB mn? — %n?’ %mn2 — %n?’ %mn2 — %n3
7.5, 7.6 B2DMDFB ” Emn? — 2n? Imn? — Ln3
7.5, 7.6 B2DMDMDFB ? ” 7

8.4, 85 Mal1DMD ” Smn® — n? smn® — in?
106,107 | WAIBERR | dmn® = dm® | dmnd = Fn® | mnmamot oot

10.4,10.5 | MalDichHM )
10.8,10.9 | MalDichVM O(mn'*7) O (mn!+7)

Tabelle 19a

Dabei bezeichnet O(mn'*#) die Komplexitit der Matrizenmultiplikation mit einem 3 € R,
0 < B <1, und es gilt p = log, n.

Ordnet man die oben angefiihrten Algorithmen bzgl. >k an, so ergibt sich fiir n x m-
Matrizen mit n < m das folgende Diagramm:
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B1DMD > B1DMDFB
Vik

Vg MaliDMD
Vg

B2DMD > MalilDMD > B2DMDFB
IlKc Ik

B2DMDMD >, MaliDMD >, B2DMDMDFB
Vg

MalDichHR =k MalDichVR

Vik

MalDichHM =g MalDichVM

Diagramm 19a

In Bezug auf die Komplexitat scheinen bei den n x m-Matrizen mit n < m die
Dichotomie-Verfahren am besten geeignet zu sein, gefolgt von den 2-Schritt-Forward-
Backup-Verfahren und dem Malashonok-1-Schritt-Verfahren. Am schlechtesten schneidet
dabei das Bareiss-1-Schritt-Verfahren ab, dazwischen liegen die beiden Bareiss-2-Schritt-
Verfahren sowie das 1-Schritt-Forward-Backup-Verfahren.

Die Algorithmen B1DMDFB und B2DMD bzw. B2DMDMD sind bzgl. > nicht vergleichbar.
Fiir den erstgenannten sind 5n® Multiplikationen weniger bzw. {5n® Divisionen mehr

12
notig als fiir die beiden letztgenannten Algorithmen.

Diagonalisierung von n x m-Matrizen mit n > m
Quellen | Algorithmus | Additionen | Multiplikationen Divisionen
5.8 B1DOD sm’n m*n 0
5.6, 5.7 | B1DMD ? ? sm*n
6.5 B2DOD ? Sm2n 0
6.3, 6.4 | B2DMD ? ? Tm?n
6.6, 6.7 | B2DMDMD ” ” 7
7.5, 7.6 | BLDMDFB mn® — 2m® | Emn? — 2m? smn® — tm?
7.5, 7.6 | B2DMDFB ? %mn2 — %m3 imrﬂ — %m?’
7.5, 7.6 | B2DMDMDFB ” ” 7
8.4, 8.5 |MallDMD sm? sm? &m?

Tabelle 19b

Ordnet man die oben angefiihrten Algorithmen bzgl. >k an, so ergibt sich fiir n x m-
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Matrizen mit n > m das folgende Diagramm:

BiDMD >k  B1DMDFB

VK Vg
B2DMD >j  B2DMDFB
K K
B2DMDMD > B2DMDMDFB
Vi
Mali1DMD

Diagramm 19b

In Bezug auf die Komplexitat ist fiir n x m-Matrizen mit n > m das Malashonok-1-
Schritt-Verfahren offensichtlich am giinstigsten. Dies erscheint plausibel, da hier im Gegen-
satz zu den anderen Algorithmen die tiberfliissigen unteren Zeilen keinerlei Berechnungen
unterworfen werden, es sei denn, es mufl zwecks Zeilentausch vereinzelt ein Koeffizient be-
rechnet werden. Am Ende kann man die iiberfliissigen Zeilen einfach gleich 0 setzen. Bei
den ibrigen Verfahren werden stets alle Zeilen neu berechnet, d.h. es wird unnotig viel
Aufwand betrieben, um letztlich fiir die unteren Zeilen das Endergebnis 0 zu erhalten.

Hinsichtlich der Komplexitat folgen auf das Malashonok-1-Schritt-Verfahren die bei-
den 2-Schritt-Forward-Backup-Verfahren, dann die beiden Bareiss-2-Schritt-Verfahren und
das 1-Schritt-Forward-Backup-Verfahren. (Letzteres ist nicht direkt vergleichbar mit den
Bareiss-2-Schritt-Verfahren.) Am schlechtesten schneidet wieder das Bareiss-1-Schritt-
Verfahren ab.
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Fiir quadratische n x n-Matrizen vereinfacht sich Tabelle 19a, wie unten angegeben.
(Tabelle 19b gilt tibrigens auch fiir den Fall n = m und ist dann identisch mit Tabelle 19a.)

Diagonalisierung von n x n-Matrizen
Quellen Algorithmus | Additionen | Multiplikationen | Divisionen
5.8 B1DOD sn® n? 0
5.6, 5.7 | B1DMD ” ? in?
6.5 B2DOD ? 3n? 0
6.3, 6.4 |B2DMD ” ? in?
6.6, 6.7 | B2DMDMD ” ” »
7.5, 7.6 |BIDMDFB zn® Zn? sn’
7.5, 7.6 | B2DMDFB ? sn® §n®
7.5, 7.6 B2DMDMDFB ? 7 ”
8.4, 85 |MaliDMD ” ” »
106,107 | Malbichm | An’ fin’ S
0100 Ml | 0wty | 0w :

Tabelle 19c

Fiir den Fall quadratischer Matrizen ergibt sich somit das Diagramm

B1DMD > B1DMDFB
Vg Vg
B2DMD >,  B2DMDFB
IlKc IlKc
B2DMDMD > B2DMDMDFB
IlKc
MaliDMD
Vg
MalDichHR =g MalDichVR
Vik
MalDichHM =, MalDichVM

Diagramm 19c

In Bezug auf die Komplexitat scheinen fiir quadratische Matrizen die Dichotomie-
Verfahren am besten geeignet zu sein, gefolgt von den 2-Schritt-Forward-Backup-Verfahren
und dem gleich guten Malashonok-1-Schritt-Verfahren. Am schlechtesten schneidet das
Bareiss-1-Schritt-Verfahren ab, dazwischen liegen die beiden Bareiss-2-Schritt-Verfahren
und das 1-Schritt-Forward-Backup-Verfahren. (Die Algorithmen B1DMDFB und B2DMD bzw.
B2DMDMD sind bzgl. > nicht vergleichbar.)
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Zur Optimierung der Diagonalisierungsverfahren ist Bemerkung 18.1 (Optimierung

der Trigonalisierungsalgorithmen) gleichermaflen giiltig. Selbstverstdndlich kann man an-
hand einiger ausgewahlter Beispielklassen den Vergleich der Verfahren nicht vollstandig
ausschopfen, aber im wesentlichen findet die theoretisch zu erwartende Rangfolge der Al-
gorithmen experimentelle Bestatigung, vgl. dazu die Tabellen und Diagramme 19.1a—c zu
den Komplexitaten und die Zusammenfassung 18.2 zur Trigonalisierung.

19.1 Zusammenfassung der Testergebnisse zur Diagonalisierung

a)

(Bareiss- und Malashonok-Verfahren) 2-Schritt-Verfahren sind in der Regel giinstiger
als 1-Schritt-Verfahren. Diagonalisiert man eine n x m-Matrix mit n > m, so scheinen
dafiir die Bareiss-Verfahren i.a. weniger gut geeignet als das Malashonok-1-Schritt-
Verfahren, am besten schneiden die Forward-Backup-Verfahren ab, insbesondere der
Algorithmus B2DMDMDFB.

Fiir quadratische Matrizen mit hochstens 6 Zeilen erweist sich das Verfahren Mal1DMD
als das beste, sogar besser als die Trigonalisierung, ansonsten fiir grolere quadratische
Matrizen das Verfahren B2DMDMDFB.

Das Malashonok-1-Schritt-Verfahren scheint gut geeignet fiir Matrizen, deren Rang
kleiner als die Zeilenanzahl ist, da die iiberfliilssigen Zeilen keinen Berechnungen un-
terliegen, aufler es muf} vereinzelt zum Zeilentausch ein Koeffizient berechnet werden.
Ist von vornherein bekannt, welche Zeilen iiberfliissig sind, empfiehlt es sich allerdings,
diese wegzulassen und ggf. ein besseres Verfahren zu wahlen.

(Dichotomie- Verfahren) Die Dichotomie-Verhalten kénnen die Bestzeiten der anderen
Verfahren kaum unterbieten, wenn man sie auf Polynommatrizen anwendet. Bei sol-
chen Matrizen kann man namlich aufgrund der aufwendigen Polynommultiplikationen
und -divisionen nur relativ kleine Matrizen betrachten, so dafl sich der Vorteil des Di-
chotomieverfahrens, insbesondere einer giinstigen Matrizenmultiplikation, noch nicht
so recht bemerkbar machen kann. Betrachtet man dagegen grofle Matrizen mit ganz-
zahligen Koeffizienten, so sind die vier Dichotomie-Verfahren tatsachlich, wie von den
Komplexitaten her zu erwarten, um ein Vielfaches schneller als alle anderen Bareiss-
und Malashonok-Verfahren. Dabei ist es egal, ob man die Halbierungs- oder die Ver-
dopplungsmethode wahlt; die Verfahren mit Matrizenmultiplikation schneiden besser
ab als die Verfahren, die zeilenweise vorgehen.

(Sasaki-Murao-Verfahren) Unter den modifizierten Verfahren scheint das Forward-
Backup-Verfahren B2DMDMDSMFB am giinstigsten fiir quadratische Matrizen; fiir nicht-
quadratische Matrizen ist es besser, auch die Backup-Prozedur zu modifizieren und
den Algorithmus B2DMDMDFBSM zu verwenden.

(Testsieger) Fiir n x m-Matrizen, die eher klein sind, also héchstens 5 oder 6 Zeilen
enthalten, oder deren Eintrage univariate Polynome oder nur Zahlen sind, laufen
die modifizierten Verfahren — sofern sie iberhaupt definiert sind — langsamer ab
als die herkommlichen. In diesem Fall ist der 2-Schritt-Forward-Backup-Algorithmus
B2DMDMDFB empfehlenswert oder der Algorithmus MaliDMD, vgl. a). Ansonsten kann
man ab einer Grofle von etwa 6 oder 7 Zeilen fiir quadratische Matrizen mit dem
Algorithmus B2DMDMDSMFB (mit modifizierter Forward- und herkémmlicher Backup-
prozedur) sowie fiir nichtquadratische Matrizen mit dem Algorithmus B2DMDMDFBSM
(mit modifizierter Forward- und modifizierter Backup-Prozedur) meist sehr viel Zeit
sparen, wenn die Riicksubstitution einfach zu bewerkstelligen ist.

(Komplezititen) Im wesentlichen bestatigen die Testreihen die aufgrund der Komple-
xitaten zu erwartende Rangfolge der Verfahren, s. die Tabellen und Diagramme 19.a—c.
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Erst durch Lesen lernt man, wieviel man un-
gelesen lassen kann.

(Raabe, Gedanken und Einfdlle)

Bekanntlich kann man lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Vektorrau-
men vollstandig durch Matrizen beschreiben, wobei letztere in der Praxis sicherlich die
entscheidende Rolle spielen. Auch zahlreiche andere mathematische Probleme lassen sich
letztendlich darauf reduzieren, bestimmte Matrizen zu betrachten.

Die Trigonalisierungs- und Diagonalisierungsverfahren aus den ersten drei Kapiteln
erlauben es, den Rang, die Determinante, Adjunkte und Inverse einer Matrix zu bestim-
men. Weitere wichtige Anwendungen aus der linearen Algebra bestehen darin, homogene
und inhomogene lineare Gleichungssysteme zu losen.

Fast alle der eben genannten Anwendungen beruhen darauf, da§ die Verfahren mit

Division Matrizen erzeugen, deren Eintrage von der Form al(?) =[1...kd[j1---Je jI(A)

oder 58.6) =[1...K][ji-.-Jij---jr](A) sind, daB also insbesondere ganz bestimmte Minoren
berechnet werden. Es sei in diesem Zusammenhang daran erinnert, dafl fiir eine n x m-
Matrix A aus Mat,x,(R), bei der Zeilentausch nicht nétig ist, die Trigonalisierung die
Zeilenstufenmatrix ,
(™),
=1

ij

i=1...r
j=1l...m

() -

j=1l...m

herstellt; die Diagonalisierung fithrt zur Matrix

)iz
(0)msr )

j=1l...m

Hierbei bezeichne r := rang A den (beliebigen) Rang von A. Ist im Laufe eines Ver-
fahrens Zeilentausch notig, so andern sich entsprechend die oben angegebenen Klam-
merausdriicke mit den Zeilenindizes. Der Vorzeichenwechsel der entsprechenden Deter-
minanten ist in weiser Voraussicht bei den Zeilentauschalgorithmen Pivot, COPivot und
MaliPivot berticksichtigt worden, indem eine der beiden getauschten Zeilen mit —1 mul-
tipliziert wird.
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Eine ausfiihrliche Beschreibung der Standardanwendungen aus der linearen Algebra
ist in der Originalfassung nachzulesen. Ist A beispielsweise eine quadratische Matrix, so
laB3t sich in der dazu aquivalenten Zeilenstufen- bzw. Diagonalmatrix rechts unten an der
Position (nn) die Determinante |A| ablesen. Wie man die Inverse einer Matrix bestimmt
bzw. wie man lineare Gleichungssysteme lost, diirfte ebenfalls aus der linearen Algebra
bekannt sein.

Handelt es sich bei A um eine beliebige nichtsinguldre n x n-Matrix und bei b um
einen beliebigen Spaltenvektor, so enthélt die zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A | b)

aquivalente Diagonalmatrix (52(;1)) genau die n + 1 Determinanten n-ter Ordnung, die man
laut Cramerscher Regel berechnen mufl. Gewohnlich bedient man sich dieser Regel eher
zu theoretischen Untersuchungen denn zur tatsachlichen Berechnung des Losungsvektors,
da es vor allem fiir grofe n € N unpraktikabel erscheint, (n + 1) Determinanten der
Ordnung n zu berechnen. Die hier vorgestellten Diagonalisierungsverfahren ermoglichen
es jedoch, alle benotigten Determinanten n-ter Ordnung geschickt, d.h. unter Verwendung
gemeinsamer Zwischenergebnisse, zu berechnen. Die im Laufe eines solchen Verfahre(n?
k

erzeugte Matrizenfolge enthélt namlich die besagten Zwischenergebnisse der Form o

oder 5§f). Dies macht man sich auch im folgenden Kapitel zunutze, wo es darum geht,
alle maximalen Minoren einer Matrix oder sogar alle Minoren einer beliebigen Ordnung zu
bestimmen.
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A mathematician is a machine for turning
coffee into theorems.
(Paul Erdos)

Uber die klassischen Problemstellungen der linearen Algebra hinaus lafit sich die Frage
stellen, wie man moglichst giinstig alle maximalen Minoren einer Matrix oder sogar alle
Minoren einer beliebigen Ordnung berechnen kann. Inwieweit sind dazu die im Rahmen
dieser Diplomarbeit bereitgestellten Trigonalisierungs- und Diagonalisierungsverfahren von
Nutzen? Fiir die folgenden Uberlegungen sei A zunichst eine n x m-Matrix iiber einem
Integritatsring R mit der Eigenschaft
(V1) n < m.

In diesem Falle betragt die Anzahl aller maximalen Minoren genau (::”), und die Anzahl
aller Minoren k-ter Ordnung, k € {1,...,n}, belduft sich auf (’,:) . (m) Fiir eine 5 x 10-

k
Matrix ergeben sich damit immerhin (150) = 252 maximale Minoren und beispielsweise

(g) . (130) = 1200 Minoren dritter Ordnung. Eine 5 x 15-Matrix besitzt 2003 maximale
Minoren, eine 10 x 20-Matrix 184.756 und eine 50 x 60-Matrix 75.394.027.566 maximale
Minoren, um nur einige Beispiele zu nennen.

Bevor man sich in den kommenden Abschnitten der tatsadchlichen Berechnung all
dieser (unter Umsténden sehr zahlreicher) Minoren zuwendet, sollte man sich zunéchst
iiber einige technische Probleme Gedanken machen, beispielsweise iiber die systematische
Verwaltung all dieser Minoren. Da die maximalen Minoren von A als [1...n][l;...1,](A)
mit beliebigen Spaltenindizes [4,...,l, € {1,...,m}, I; < ... < l,, geschrieben werden
konnen, liegt es nahe, diese Minoren lexikographisch nach dem zweiten Klammerausdruck
zu ordnen. Betrachtet man beliebige Minoren k-ter Ordnung, so sind diese durch die
Notation [iy ...3x][l1 .. .lx](A) gekennzeichnet. Es sei daran erinnert, daf} fiir einen Minor
fir die Zeilenindizes iq,...,ix € {1,...,n} definitionsgemaf i; < ... < 44 und fiir die
Spaltenindizes [y,...,lx € {1,...,m} definitionsgeméB I; < ... < I gilt. Diese beiden
Bedingungen werden im folgenden nicht mehr eigens erwahnt werden, wenn von Minoren
die Rede ist. Auch die Minoren beliebiger Ordnung kann man lexikographisch ordnen.

20 Vorbereitungen

20.1 Schreibweisen
Seien n,m, k € N beliebig mit 1 <k <n < m.
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a) Man bezeichnet mit
Ly ={1...k, 1...k=1k+1], ..., [ m—k+1...m]}
die lexikographisch geordnete Menge aller Klammerausdriicke
. lk] mit Iy, e {l,...om}, [y <...<ly,
und mit
L™ ={[1...k][1...k), [1...k][1...k=1,k+1], ..., [n—k+1...n][m—k+1...m]}
die lexikographisch geordnete Menge aller Klammerausdriicke

. . . i, i €1, n}, i <L <l
URERAIUENA mlt{ Ly dge{l,...omy, Iy <...<l.
b) Ferner verwendet man die Notationen

n,m
POSE 1,1 bzw. POSE ity dx]

fir die Position des Klammerausdrucks [l; ...l;] in der geordneten Menge L}* bzw.
fiir die Position von [4; ...ig][l1 ...l;] in der geordneten Menge L;"™.

c) Sei [l ...l;] beliebig mit paarweise verschiedenen li,...,l; € Ny, ferner bezeichne
m:{1,....,k} = {l1,...,lx} die eindeutig bestimmte Bijektion mit 7(1) < ... < 7 (k)
und o :{1,...,k} — {1,...,k} die eindeutig bestimmte Permutation, mit der man

die Kompositionsabbildung

moo:{l,....k} = {l1,...,lx}
erhalt. Man nennt
sign[ly ...lg] :=sign o

das Signum von [Iy ...lg].
Ist A eine n X m-Matrix mit n < m sowie rang A > k und sind auflerdem i € {1, ..., k}
und j € {1,...,m}\ {j1,J2, -+ Ji—1,Jit1,- - - Jr } beliebig, so bezeichnet insbesondere

sign 5%“) := sign [j1 .. 3\1 Je -k
das Signum von 61%) =[1...k)[j1-.-7i 7---Jn](A).
20.2 Lemma (Positionsbestimmung)
Seien n,m, k € Ny beliebig mit 1 < k <n <m.

a) Der Klammerausdruck [ly ...l € L} befindet sich in der lexikographisch geordneten
Menge Li* an der Position

-1 lo—1 -1
m m=p m-—p m— [
pOS[ll...lk]:Z<k_1>+ E (k—2>+"'+ Z ( . ) +1=

p=1 p=l141

k Ix—1 m—
:1+; (k_)\>,

p=Ilx_1+1
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wobei (Mg *) =1 und ly = 0 gesetzt wird.
b) Der Klammerausdruck [y ...i5)[lh ... 1] € L™ steht in der Menge L™ an der Po-
sition
n m m
pOS[ I (pos[ilmik] — 1) Ay +pos[lli__lk].
Beweis:

a) Seienly,...,l € {1,...,m} mitl; < ... <l beliebig, aber fest. Gesucht ist zunéchst
die Anzahl L p aller Vorganger von [ := [l1 lk] in L7, d.h. aller Klammerausdriicke
= [l1 lk] mit l1 <...< lk, wobel ferner l)\ <lIyfirA=1,...,k—1und lk < I
gilt.

Um dieses kombinatorische Problem zu l6sen, geht man schrittweise vor. Die Anzahl

aller Vorginger [ von [ in L, fir die 11 <11 gilt, betriigt genau Zij 11 (T ).

Analog belauft sich die Anzahl aller Vorganger [ von [ in L7, fir die I, =1 und

la—1 (mu,

n=Il1+1 k—2) usw.

I < Iy gilt, genau auf >
Ingesamt folgt also

I1—1 Io—1 Ip—1

B m— m— m—

I ST SN (o PO By ()
p=1 u=Il1+1 p=lp_1+1

Um die tatsachliche Position von [ zu erhalten, muff man zu der Anzahl p der Vor-
ganger noch 1 addieren. Somit folgt die Behauptung.

b) Sei k € {1,...,n} beliebig, ferner sei il := [iy .. zk][ll 1) € L™ beliebig. Mit py
werde die Anzahl aller Vorganger il == [iy...ix)[ly .. .1;] von il in L™ bezeichnet,
deren erster Klammerausdruck [ ...i] Vorgénger von [iy ...i] ist und fir die der
zweite Klammerausdruck [[; ... ] beliebig ist. Es folgt somit,

p1 = <p08§1~~~ik] a 1> . <7Z>

Nach a) existieren ferner genau
P2 i= POST ]

Klammerausdriicke il , die Vorganger von il oder gleich i/ sind und fiir die auflerdem
gilt [i1 ...4x] = [i1...19x]. Insgesamt folgt daher, daB sich il an der Position p; + py
befindet, also die Behauptung. O

Als Anwendung dieses Lemmas folgt sofort

20.3 Satz (Algorithmus PosMinor)
Seienn, m, k € N beliebigmit1 < k <n < m. Ferner sei ein beliebiger Klammerausdruck
[i1 .. ig)[ly .. k] € L™ gegeben. Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) Falls k < n gilt, berechne p, := Z§:1 Z:j zi 11 (=%). Andernfalls setze p; == 0.

k Ix—1
(2) Berechneps :=1+3% \_; le:lkﬁl (TIZ’_;f)
(8) Berechne p :=p; - (7:) + po und gib als Ergebnis p aus.
Dies ist ein Algorithmus namens PosMinor, der als Ergebnis die Position posg’f.ik][llmlk]

des Klammerausdrucks (i1 ...ig][l1 .. .1;] in der lexikographisch geordneten Menge Ly "™
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ausqibt. Gilt insbesondere n = k, so erhalt man als Ergebnis die Position posfflmlk] von
[l1 ...l in der geordneten Menge Lj".

Beweis:

Die angegebenen Schritte werden offensichtlich nur endlich oft wiederholt. Daf§ das Er-
gebnis wie behauptet die Position von [iy...4][l1...lx] € L™ bzw. von [l; ...ly] € LY
angibt, folgt unmittelbar aus dem vorangegangenen Lemma 20.2. 0

Nach dem derzeitigen Kenntnisstand kann man die Position eines beliebigen Klam-
merausdrucks der Form [iy ...4g][l; ...l;] in der lexikographisch geordneten Menge L,
aller Klammerausdriicke berechnen. Wie aber erhalt man diese geordnete Menge aller
Klammerausdriicke? Offensichtlich ergibt sich Ly sofort aus dem kartesischen Produkt
L7 x LY, indem man jedes Element ([iq ...4x], [l1...l;]) dieser Produktmenge zusammen-
setzt zu [i1 ...4g][l1 ... l]. Es geniigt somit, die Mengen L} bzw. L* zu bestimmen.

20.4 Satz (Algorithmen Subsets, AllSubsets)
Seien n € Ny und k € N beliebig mit 0 < k < n.

a) (Algorithmus Subsets) Es bezeichne M eine Menge von n-Tupeln. Betrachte die
folgenden Instruktionen:

(1) Falls k =0 ist, setze M := {(0...0)}. Gib als Ergebnis M aus.

(2) Falls k = n ist, setze M := {(1...1)}. Gib als Ergebnis M aus.

(3) Falls0 < k < n gilt, fiihre Subsets(n—1,k—1) durch und nenne das Ergebnis M; .
Erganze jedes Tupel aus M, an erster Position um die Komponente 1. Fuhre
auflerdem Subsets(n — 1,k) durch und nenne das Ergebnis My. FErginze jedes
Tupel aus My an erster Position um die Komponente 0. Setze M := My U My
und gib das Ergebnis M aus.

Dies ist ein rekursiv definierter Algorithmus mit der Bezeichnung Subsets(n, k), der

als Ergebnis die lexikographisch geordnete Menge {(1...10...0),...,(0...01...1)}

aller n-Tupel ausgibt, in denen genau k-mal die Komponente 1 und genau (n —k)-mal
die Komponente 0 vorkommt.

b) (Algorithmus A11Subsets) Sei die Menge B = {by,...,b,} = {1,...,n} geordnet, so
dafs by < ... < b, gilt. Betrachte die folgenden Instruktionen:
(1) Fiihre den Algorithmus Subsets(n, k) durch und nenne sein Ergebnis M.
(2) Ersetze jedes Tupel (mq,...,my,) aus der Menge M durch den Klammerausdruck
by : A=1,...,n und my = 1]. Gib als Ergebnis M aus.
Dies beschreibt einen Algorithmus namens A11Subsets(B, k), dessen Ergebnis die le-

zikographisch geordnete Menge L} aller Klammerausdricke [i; .. .i] mit i1,...,9 €
{1,...,n} und iy < ... <7y ist.
Beweis:

a) Da im rekursiv durchgefiihrten Schritt (3) jedesmal mindestens eine der beiden Va-
riablen n und k£ um 1 verkleinert wird, bis schliefSlich £ = 0 oder k£ = n gilt, konnen
die angegebenen Schritte nur endlich oft wiederholt werden. Nach Konstruktion wird
offensichtlich sichergestellt, daf die 1 genau k-mal und die 0 genau (n — k)-mal in den
n-Tupeln auftritt und dal ferner M lexikographisch geordnet ist.

b) Der in Schritt (1) eingesetzte Algorithmus Subsets besteht nur aus endlich vielen
Schritten, sein Ergebnis ist die endliche Menge M. Offensichtlich besteht dann auch
Al1Subsets nur aus endlich vielen Schritten.

Interpretiert man die in Schritt (1) gewonnenen Tupel aus M dahingehend, daf
ihre Komponenten Indikatoren dafiir sind, welche Elemente von B fiir einen Klam-
merausdruck ausgewéhlt werden, so erhilt man in Schritt (2) die Menge aller Klam-
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merausdriicke [iq...4] mit 41,...,45 € {b1,...,b,} und mit 44 < ... < ig. Diese
Menge ist iiberdies lexikographisch geordnet, also gleich L}, weil die Menge M aus
Schritt (1) schon lexikographisch geordnet ist und weil b; < ... < b, gilt. O

20.5 Satz (Algorithmus Signum)

Sei k € Ny, und seil :=[ly ...ly] mit paarweise verschiedenen ly, ...l € Ny . Betrachte
die folgenden Instruktionen:

(1) Setze s :=1.

(2) Falls | # [ ] ist, suche die Position p, an der das Minimum von [ steht.

(3) Ersetze s durch (—1)*~1 s und streiche aus | die Komponente an Position p. Falls

nun l =[] gilt, gib das Ergebnis s aus, andernfalls fahre fort bei Schritt (2).

Dies ist ein Algorithmus mit der Bezeichnung Signum([ly ...ly]), dessen Ergebnis das Si-
gnum von [ly ...1lj] ist.

Beweis:

Dal =1l ...l;] nur aus endlich vielen Komponenten besteht, von denen in Schritt (3) je-
weils die kleinste entfernt wird, konnen die angegebenen Schritte nur endlich oft wiederholt
werden.

Die in Schritt (2) ermittelte Position x des Minimums von [ ist eindeutig bestimmt,
denn nach Voraussetzung sind [y, ..., [; paarweise verschieden. Mochte man in [ die Kom-
ponente /[, = min/ von Position p nach vorne an Position 1 tauschen, so kann man dies
offenbar mit (p — 1) Transpositionen bewerkstelligen. Diese Permutation trégt also das
Signum (—1)#~!. Entfernt man min/ aus [ und wiederholt man die eben beschriebene Per-
mutation, d.h. wiederholt man die Schritte (2) und (3) solange, bis I = [] ist, so erhélt man
insgesamt das Signum s der Permutation, die I = [l;...[;] in das aufsteigend geordnete
[min!...max!] verwandelt. Damit folgt s = sign[ly ...l;] wie behauptet. O

20.6 Bemerkungen zur Implementierung (PosMinor, Subsets, AllSubsets,
Signum)
a) (PosMinor) Beim Algorithmus PosMinor aus Satz 20.3 kann man wahlweise zwei Ar-
gumente [l; ...l;] und m eingeben, um pos, ;) zu berechnen, oder vier Argumente

in der Reihenfolge [iy .. .ix], [I1-..lx], n und m, um posE1

, M
1.

cinllnody] 70 erhalten.
b) (Subsets) Bei dem Algorithmus Subsets aus Satz 20.4a) 148t sich Schritt (3) rekursiv
ausfiihren, indem man wie beschrieben Subsets(n — 1,k — 1) bzw. Subsets(n — 1, k)

aufruft.

c) (AllSubsets) Mit dem Algorithmus A11Subsets (B, k) aus Satz 20.4b) 148t sich nicht
nur die Menge L}, sondern sogar viel allgemeiner die Menge aller k-elementigen
Teilmengen einer n-elementigen Menge B konstruieren. Im ersten Fall wahlt man
B ={1,...,n}, im zweiten Fall kann B eine beliebige n-elementige Liste sein.

Es ist auflerdem fiir die Verwendung in spéteren Algorithmen (z.B. FindZeroMinors)
giinstig, Al1Subsets(B, k) auch fiir Argumente k& < 0 zu definieren. Im Fall £ < 0
wird als Ergebnis die Liste [[ |] ausgegeben.

d) (Signum) Der beschriebene Algorithmus Signum([l; ...[]) stellt nur eine von vielen
Moglichkeiten dar, wie man sign [l; ...[;] anhand bestimmter Transpositionen ermit-
teln kann. Die Permutation, die [ = [ly ...l;] auf [minl...max!]| abbildet, 148t sich
namlich auf vielfaltige Art als Komposition von Transpositionen schreiben, die im
Gegensatz zum Signum nicht eindeutig bestimmt sind.

20.7 Lemma (lineare Relationen)
Sei A eine beliebige n x m-Matrix uber einem Integritatsring R, und sei ferner k € N, .
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a) (Lineare Relationen) Sind iy, ...,ix € {1,...,n} sowie lo,l1,...,l; € {1,...,m} be-

liebige Zeilen- bzw. Spaltenindizes und ist a; 1, # 0 fir ein i, € {i1,... i}, so gilt:
1 k

i gl - 1] (4) = — l DM g, i kllo I Da .- B](A) € R
el =1

Mit anderen Worten, man erhdlt die Determinante [ .. .ix][l1 .. .1l¢](A) aus solchen
Determinanten in den Zeilen iy, ..., 14, die die Spalte ly und jeweils (k — 1) verschie-
dene Spalten aus {ly,...,l;} enthalten.

b) (Lineare Relationen) Sind ig,i1,...,ix € {1,...,n} und ly,..., Il € {1,...,m} belie-
bige Zeilen- bzw. Spaltenindizes und ist a;y, # 0 fir einl, € {ly,... I}, so gilt:

[il Zk][lllk](A) = L -2(—1))‘+1 iy, -[io let\)\lk][lllk](A) € R.

Qigl,, —1

Mit anderen Worten, man erhdlt die Determinante [iy ...ig|[l1 ...lx|(A) aus solchen

Determinanten in den Spalten ly, ..., 1, die die Zeile ig und jeweils (k — 1) verschie-
dene Zeilen aus {iy,...,ix} enthalten.
c) Ist A eine n X m-Matriz mit rang A = n und mit den Zeilenstufen jy, ja, ..., jn, wobei

ayj, 7 0 ist, so gilt in a) insbesondere mit a; 1, = a1,

5§j>:am (- [l gal(A Z DM cayg, [l oGy dnl (4)) =
1 n (n)
— o (5( )-au—;am 5 )

Mit anderen Worten, in diesem Falle sind die lineare Relation aus a) und die Backup-
Rekursionsformel aus Korollar 7.3 daquivalent.
Beweis:
a) Da die Determinante [, i1 ...%g]{lo l1...l;|(A) die Zeile i, doppelt enthilt, gilt die
folgende lineare Relation:

aiulo aiﬂll s aiulk
0= iy ir...ixlllo by - L)(A) =] " il e |
ik lo (0779 P
= a1y [i1--ix)[ln - 1] (A Z DM2ap gy Ty eeindllo L- Dy - DG](A).

Letzteres ergibt sich, wenn man die Determinante nach der ersten Zeile entwickelt.
Weil nach Voraussetzung a;,;, # 0 ist, folgt daraus sofort wie behauptet

1

@, 1o

k
SOEDM g il e Dy GJ(A) = [ gl R)(A) € R
A=1
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b) folgt analog zu a), wenn man die Determinante [ig i1 ...%x][l, l1 ... lx](A) = 0 nach
der ersten Spalte entwickelt.

C) Nach a) gllt mit [lllk] = [ln], [lllk] = [j jg]n], 7:“ =1 und lO :jl

5@ =[1...0)[j j2.- jn](A) =

= all, ST ay, L]l b L) (A). *)

Fir A =1 erhilt man den Summanden

~

(=1)%-ayj-[L...n)[j1 7 Jz---gn)(A) = a1 - 6.

Fir A = 2,...n ergibt sich mit

~

[l jz o a--Gnl(A) = (D21 n][n o ad - dal(A) = (1272007

jeweils der Summand

(DM vagg, - [Le.on]liy G G2 dx- - dnl(A) = —auj, '5§\?)'

In (*) eingesetzt, erhdlt man mit diesen Summanden aus der linearen Relation die
Backup-Rekursionsformel aus Korollar 7.3 wie behauptet. 0

21 Grundlagen zur Berechnung maximaler Minoren

Sei im folgenden A eine n X m-Matrix iiber einem Integritdtsring R mit der Eigenschaft
(V1) n < m.

Wie kann man alle (ZZ’) maximalen Minoren dieser Matrix moglichst geschickt bestimmen,

und wie verallgemeinert sich dies fiir beliebige n x m-Matrizen? Die Minorenberechnung

fiir den Fall n > m 1af3t sich sehr leicht auf den Fall n < m zuriickfithren, denn das Trans-

ponieren einer Matrix iibt bekanntlich keinen Einflufl auf den Wert ihrer Determinante

aus. Die Beantwortung der ersten Frage wird dagegen mehr Mihe kosten.

Die am wenigsten gilinstige — wenn auch korrekte — Methode, alle maximalen Mi-
noren einer Matrix zu bestimmen, besteht wohl darin, diese einfach der Reihe nach zu
berechnen, ohne auf gemeinsame Zwischenergebnisse zuriickzugreifen. Besser ist es si-
cherlich, solche gemeinsamen Zwischenergebnisse festzuhalten, wobei das nachste Problem
auftritt: dies kostet moglicherweise sehr viel Speicherplatz und macht eine gewisse Orga-
nisation erforderlich. Aus den ersten drei Kapiteln kennt man andererseits bereits diverse
Verfahren, um Matrizenfolgen mit Eintragen der Form a%“) und 6%“) zu erzeugen. Diese
Koeffizienten sind bis aufs Vorzeichen Minoren der Ordnung k£ + 1 bzw. der Ordnung k£ und
stellen somit niitzliche Zwischenschritte auf dem Weg dahin dar, alle maximalen Minoren
zu berechnen. Um aus den genannten Minoren wiederum andere zu berechnen, verfiigt
man bekanntlich iiber die folgenden Rekursionsformeln:

a) die Bareiss-Rekursion zur Trigonalisierung (1.4, 3.3)
b) die Bareiss-Rekursion zur Diagonalisierung (5.5)

c¢) die Backup-Rekursion (7.3)

d) die Malashonok-1-Schritt-Rekursion (8.1)

e) die Dichotomie-Rekursion (9.6)

f) die linearen Relationen (20.7)
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Kann man mit Hilfe dieser Rekursionsformeln bzw. der zugehorigen Verfahren wirklich
alle maximalen Minoren einer Matrix bestimmen? Fiir den Spezialfall einer n x (n + 1)-
Matrix ist die Frage bereits beantwortet: durch Diagonalisieren erhdlt man daraus (bis auf

Zeilentausch) die Matrix
j=1l...m
(O)i:r+1...n ’

j=1l...m

wobei r den Rang der Matrix bezeichne. Ist r < n, so sind alle maximalen Minoren gleich 0.
Andernfalls kann man sie bis aufs Vorzeichen sofort an der Diagonalmatrix ablesen.

Um auf den allgemeinen Fall beliebiger n x m-Matrizen mit n < m zuriickzukommen,
so sind die (") maximalen Minoren [1...n][l; ...l,](A) bestimmt durch die Auswahl der
Spalten ly,...,l, € {1,...,m}, wobei l; < ... < [, gilt. Offensichtlich erhélt man die
Gesamtheit dieser Minoren, indem der Klammerausdruck [l; ...l,] die lexikographisch ge-

ordnete Menge L = {[1...n|,[1...n—1,n+1],...,[m —n+1...m|} durchliuft.

21.1 Definition

Ist A eine nxm-Matrix mit n < mund sind l1,...,[l,, € {1,...,m} beliebige Spaltenindizes,
so schreibt man fiir die Determinante in den Zeilen 1,...n und den Spalten [y, ..., [, kurz

L La)(A) == [1. ][l - . . L) (A).

Da sich beim Vergleich der Diagonalisierungsverfahren in Kapitel IV das Forward-
Backup-Verfahren als gut erwiesen hat, soll es im folgenden das Fundament der Mino-
renberechnung bilden. Fiir die notigen U'berlegungen erfiille die n x m-Matrix A bis auf
weiteres die Voraussetzungen

(V1) 3<n<m,
(V2) rang A = n und
(V3) Zeilentausch ist nicht notig.

21.2 Bemerkungen (Voraussetzungen)

a) Die in (V1) getroffenen Vereinbarung n < m stellt keine besondere Einschrankung
dar, denn andernfalls betrachtet man eben die transponierte Matrix !A. Auch die
Voraussetzung 3 < n ist nicht weiter tragisch, weil im Fall n = 1 die (’:) =m
maximalen Minoren der 1 xm-Matrix A = (a1 .. . a1, ) trivialerweise die Koeffizienten
a11, ..., 01, sind. Fiir eine zweizeilige Matrix besteht keine sonderliche Notwendigkeit,
ein giinstiges Verfahren zur Minorenberechnung zu finden, denn die (7:) = W
maximalen Minoren der 2 x m-Matrix A kann man fiir alle [[; Is] € L5 noch einfach

der Reihe nach berechnen:

air, A1,
Q21  A2],

[l 12](A) =

— a/lll - a’2l2 - a’2l1 - a/llg'

Dabei fallen insgesamt m(m — 1) Multiplikationen und W Additionen an.
Abgesehen davon ergeben sich die Falle n = 1,2 ebensogut als Spezialfalle der folgen-
den Uberlegungen.

b) Gilt (V2) nicht, d.h. ist rang A < n, so nehmen sémtliche maximalen Minoren von A
den Wert 0 an und weitere Uberlegungen ertibrigen sich.

c) Die Voraussetzung (V3) dient wie immer dazu, die folgenden Betrachtungen nicht
dadurch unnotig zu komplizieren, dafl man bei Zeilentausch statt der Koeffizienten
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ol = 1.k dllji - gk 5)(A) baw. 845 = [1.. K][j1...7: j...jk](A) die Koeffizien-
ten &t = [ir ... illj1 ... Ju J1(A) bzw. 007 = [i1...ig][j1 .75 j--.js)(A) mit den
eingetauschten Zeilen iy,...,4; € {1,...,n} erhilt. Im Endeffekt spielt ein Zeilen-
tausch keine Rolle, vergleiche die spéter folgende Bemerkung 21.8b).

Trigonalisiert man A mit einem Divisionsverfahren, so erzeugt man bekanntlich die Matri-
zenfolge (B(”’))kzomn_l, wobei

gilt. Insbesondere erhilt man fiir ¥ = 0 die Matrix B(Y) = A und fiir ¥ = n — 1 die
Zeilenstufenmatrix

B(n—l) — (ag;:—l) )’Z

J

(0) (0)
aljl .« s e .« s e .« s e .« s e ) ) ) .« s e .« s e alm
(1) (1)
a2j2 ) ) " e " oe e " oe e ) ) an
(n—3) (n—3)
an_27jn72 PR PR PR .« . .« . an_27m
(n—2) (n—2) (n—2)
0 1o 7 Fn-1j, T Qn—im
(n—1) (n—1)
aﬂ,jn Onm

Diese Matrix dient als Ausgangspunkt fiir die Backup-Prozedur, die gekennzeichnet ist
durch die Matrizenfolge (F*));_, o, wobei

(i—1)y
k) (ij )imyon,
(5§;“),;ikf1...n

gilt. Insbesondere ergibt sich fiir k& = n die obige Zeilenstufenmatrix F(™ = B(™=1) ynd
fiir £ = 0 die Diagonalmatrix

FO = (M )icrn =

=1l...n
j=1...m

5?;1) * 0 SRR 0 x-o0x 0 6%{1“ 5%:2
* 0
N 6;”_)2%_2 K.k 0 : :
57(111)1,%_1 Kok 0 51(171—)1,jn+1 T 51(171—)1,771
0

L
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Hierbei symbolisiert * wie tiblich Koeffizienten, die ungleich 0 sein konnen. Die Diago-
nalmatrix F(O enthiilt bis aufs Vorzeichen bestimmte maximale Minoren, namlich die
Zeilenstufenkoeffizienten

0 =8 = =80 =6 = [ (A) # 0

151 2ja njn

und die ubrigen Determinanten

~

08 =1 Ji g dnl(A),

bei denen jeweils (n — 1) paarweise verschiedene Spalten aus {ji,...,j,} festgehalten
werden und der Spaltenindex j die Menge der Nichtzeilenstufenspalten, also die Menge
{1,....,m}\ {j1,42,-..,Jn} durchlduft. Da die Spaltenindizes in [j; .. i . . jn] nicht
unbedingt aufsteigend sortier’(c )sind, kann der entsprechende( ];naximale Minor von A in
n n

ij

ebendiesen Spalten sich von d;;’ durch das Vorzeichen sign §;.” unterscheiden.

ij
21.3 Definitionen
Es bezeichne B := B("~1) die obige Zeilenstufenmatrix.

a) Man sagt, die Spalte j € {1,...,m} liegt in der Matrix B auf der Hohe h mit einem
h € {l,...,n}, wenn die j-te Spalte von B die Gestalt

by

bhj
0

b/

0
annimmt mit by; # 0. Ist die Spalte b7 gleich 0, so liegt sie auf der Hohe h = 0.

b) Mit jn1,...,Jnp € {1,..., m} numeriert man alle Spalten von B, die auf der Hohe n
liegen, also alle Spalten, deren letzter Koeffizient b,;, # 0ist, A =1,..., p. Dabei sei
Jnt < ... < Jpp, mit p € Ny

Angenommen, in der obigen Zeilenstufenmatrix B("~1) gilt p > 2, d.h. nach (nj, = Qnj,.,
folgt in der letzten Zeile von B(™~1) noch ein weiterer Koeffizient a,j;, # 0. Welche
maximalen Minoren gewinnt man, wenn man in der Matrix B("~1) die j,-te Spalte durch 0
ersetzt und dann erneut die Backup-Prozedur durchfihrt? Zunéachst erhalt man dann aus
B("=1) die Zeilenstufenmatrix

Bn-1) _
(0) (0) (0) (0) (0)
@1, O ja—1 0 0 O i
(n—2) (n—2) (n—2) (n—2) (n—2)
RS B S O S | 0 Cp1jp,+1 7 g, T Cnoam
(n—1) (n—1)
0 an’an e anm
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deren n-te Zeilenstufe nicht mehr an der Position j,, = 7,1, sondern an der Position j,»
liegt. Schliet man nun die Backup-Prozedur an, so erhalt man die Diagonalmatrix

FO = (50) = (v e o odur duel(4)) =

R T R,
Z;V?(ln_)mn_l EE S | BRI S 0 57(111_)173'”24_1 &Ezn—)l,m
0
3(n) 3(n) 5(n)
5n,jn2 n,jn2+1 T 6nm

mit den Zeilenstufenkoeffizienten

0 =0y = =60 =i G dn2)(A)
und den iibrigen Determinanten, die bis aufs Vorzeichen bestimmte maximale Minoren
sind, namlich den Determinanten
0 = e Gi G e ednmr du2l(A),

bei denen jeweils (n — 1) paarweise verschiedene Spalten aus {ji,j2...,Jn_1,Jn2} festge-
halten werden und der Spaltenindex j die Menge der Nichtzeilenstufenspalten, also die
Menge {1,...,m} \ {j1,J2, .-, Jn1, Jn2} durchlauft.

Ahnlich wie zuvor kann man nun in der Matrix B~ die Spalte j,2 durch 0 ersetzen
und dann erneut die Backup-Prozedur durchfithren, bis man schlieflich sukzessive alle

Spalten jn1, jn2, - - -, Jnp erfait hat. Bei jeder Backup-Prozedur erhalt man fir A =1,...,p
insbesondere die Determinanten

[jl .. -jn—l Jn)\](A) und
[G1edi JoeGnet dunl(A),

wobei letztere fiir ¢ € {1,...,n} bis auf das Vorzeichen maximale Minoren von A in den
Spalten j € J:={1,...,m} \ {J1,72, -+ Jn—1,JnysJn2,-- -, jnr} sind. Dieses besagte Vor-
zeichen ist das Signum der Permutation, die die Komponenten von [jy .. i G a1 Jnrl
in aufsteigende Reihenfolge bringt.

Welche maximalen Minoren lassen sich mit dieser Vorgehensweise insgesamt gewinnen?

21.4 Lemma (wiederholte Backup-Prozedur)
Es liege die obige Situation vor, wobei man zur Abkurzung fir die allererste Zeilenstufen-
matriz B := B~ getat.

a) (Verschwindende Minoren) Seien die Spaltenindizes lq,..., 1, € {1,...,m} paarweise
verschieden und so durchnumeriert, daff hy < ... < h, gilt, wenn hy € {0,...,n}
jeweils die Hohe bezeichnet, auf der die Spalte Iy in B liegt, A\ =1,...,n.

Dann gilt [ly ...1,](A) = 0, wenn hy < X fir ein A € {1,...,n} ist. Bezeichnet
[l1...1,] eine Permutation von [l ...l,], so verschwindet [I; ...1,](A) genau dann,
wenn [ly ...1,](A) verschwindet.
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Auperdem folgt [ly ...1,](A) # 0, wenn hy = X fir alle A € {1,...,n} ist. Falls
hy > X fir ein A € {1,...,n} gilt, ist keine Aussage tiber [ly ...1,](A) mdglich.

b) Wiederholt man wie beschrieben die Backup-Prozedur solange, bis die n-te Zeile der
zugrunde liegenden ersten Zeilenstufenmatriz BV gleich 0 gesetzt ist, so kennt
man aufgrund der zugehorigen Diagonalmatrizen bis aufs Vorzeichen insbesondere die

Determinanten [ly ...1,](A) mit paarweise verschiedenen Spaltenindizes ly,...,l, €
{1,...,m}, fir die gilt:
(1) Die ersten (n—2) Indizesly, ..., l,—o sind Zeilenstufenindizes aus {j1, jo, - -, jn—1}-

(2) Die beiden letzten Indizesl,—1 undl, sind beliebig. Bezeichnen insbesondere l,,_,
und I, Nichtzeilenstufenspalten aus {1,...,m\{j1,J2, .-, Jn—1,Jn1sdn2s -2 Jnp}s
so gilt [lv...1,](A) = 0.

Beweis:

a) Seien die Spaltenindizes l1,...,l, € {1,...,m} paarweise verschieden, wobei fiir die
zugehorigen Hohen hy < ... < h, gelte. Die quadratische Teilmatrix von B in den
Zeilen 1,...,n und den Spalten [y,...,[, nimmt dann die Gestalt

bu, bu, -+ -+ .- by,
bhi, bhyus o0 - o0 bpu,
0 :
B ; bhots bh?ln (%)
0
; bh,t,,
0 0
0 0 o e e 0

an, wobei fiir A = 1,...,n definitionsgemaf by, ;, # 0 gilt.
Ist hy = A fiir A =1,...,n, so folgt aus (x)

bu, -+ bu,
0 bnl

n

wobei die Koeffizienten auf der Diagonalen ungleich 0 sind und alle Koeffizienten
unterhalb der Diagonalen gleich 0. Diese Teilmatrix £ von B hat demnach den ma-
ximalen Rang n, somit auch die dazu aquivalente Teilmatrix E von A in ebendiesen
Zeilen und Spalten, also B

|E|=1l1...1,](A) #0.

Gilt dagegen hy < A fiir ein A € {1,...,n}, so kann die quadratische Matrix F aus ()
offensichtlich nicht maximalen Rang annehmen, ebensowenig kann dies die aquivalente
Matrix E, und es folgt B

|E|=1l;...1,](A) =0.

Da eine Permutation der Spalten sich bekanntlich nur auf das Vorzeichenverhalten der
Determinante auswirkt, ist die Aussage tiber [l; ...l,] und [ly ...[,] klar.
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Im Falle, dafl hy > A fiir ein A € {1,...,n} gilt, ist offenbar keine Aussage iiber
rang /' = rang F/' moglich.

b) Den Voriiberlegungen zufolge erhélt man bei Wiederholung der Backup-Prozedur fiir
A=1,...,p alle Determinanten n-ter Ordnung

~

1 di J-wdn-1 Jaal(A4) ()

mit ¢ € {]_, e .,n},j S {]_, ce ,m}\{jl,jg, ce aji—l,ji—i—la cee 7jn—1,jn1,jn27 Ce ,jn,)\—l}-
Diese Determinanten erfiillen offensichtlich die Behauptung, wenn man die Spalten
entsprechend tauscht. Es bleibt noch zu zeigen, daf§ fir + = 1,...,n — 1 neben j;
auch die Spalte j,n in (%) durch eine beliebige andere Nichtzeilenstufenspalte aus
{L,...om}\{s1,72, .-, Jn—1Jn1, Jn2 - - -+ Jnp} ersetzt werden kann und dafl in diesem
Fall die entsprechende Determinante den Wert 0 annimmt. Dies folgt aber sofort
aus a), denn in diesem Fall verschwindet der zugehorige Minor, weil keine Spalte auf
der Hohe n enthalten ist. 0

Als erste Anwendung von Lemma 21.4 folgt

21.5 Satz (Algorithmus FindZeroMaxMinors)

Sei A eine beliebige n x m-Matrix uber einem Integritatsring R mit n < m, und sei B

eine dazu aquivalente Zeilenstufenmatriz, ferner sei L C L7 eine beliebige Teilmenge.

Die Menge A C {1,...,m} bestehe ausschliefllich aus Spaltenindizes A € {1,...,m} mit

b» = 0. Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) Ermittle firi=0,...,n die Menge H;, die alle Spaltenindizes j € {1,...,m} enthdlt,
fiir die die Spalte b auf der Héhe i liegt. Ersetze Hy durch Hy \ A.

(2) Falls Hy nicht leer ist, streiche aus L alle Klammerausdricke [ly .. .1,], die mindestens
eine Spalte aus Hy enthalten.

(3) Setze i:=1.

(4) Falls i > n gilt, gib das Ergebnis L aus.

(5) Falls H; hichstens ein Element enthdlt, erhéhe i um 1 und fahre fort bei Schritt (4).

(6) Setze p:= 2.

(7) Falls H; weniger als p Elemente oder falls Uj<x<,Hy weniger als (n —i — 1 + p)
FElemente besitzt, erhohe i um 1 und fahre fort bei Schritt (4).

(8) Ermittle alle Klammerausdricke [ly ...1,] mit paarweise verschiedenen ly,... 1, €
{1,...,m}, fir die gilt: l1,...,li_y41 € Ui<a<i—1Hx, auferdem l;_,yo,..., iy € H;
und lizo, ..., ln € (Uica<nHN) \{licpt2, - - liza}. (Firi=1 oderi—p+1 <0 oder
i+ 2> n werden die erst- bzw. letztgenannten Komponenten nicht gewdhlit.)

(9) Permutiere alle diese [ly ...l,] so, daff sie aufsteigend sortiert sind und streiche sie
aus L, falls sie dort enthalten sind. Erhche p um 1 und fahre fort bei Schritt (7).
Dies ist ein Algorithmus mit der Bezeichnung FindZeroMaxMinors(B, L, A), der aus der
Menge L solche Klammerausdricke [ly ...1,] streicht, fir diely,... 1, ¢ A und fir deren

zugehérige mazimale Minoren [l ...1,](A) = 0 gilt.

Beweis:

Die Variable ¢ kann in den Schritten (5) und (7) nur endlich oft um 1 erhéht werden, bis

vom Ausgangswert 1 der endliche Wert n erreicht ist. Auch g wird in Schritt (9) vom

Ausgangswert 2 offensichtlich nur endlich oft um 1 erhéht, bis in Schritt (7) eines der

beiden Abbruchkriterien erreicht ist. Insgesamt sind die angegeben Instruktionen daher
nur endlich oft zu durchlaufen.

Daf3 aus L wie behauptet ausschlieflich Klammerausdriicke verschwindender Minoren
gestrichen werden, folgt sofort aus Lemma 21.4a). In Schritt (8) werden némlich alle
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Klammerausdriicke [ly ...l,] konstruiert, die aus paarweise verschiedenen Spaltenindizes
l,...,l, € Uj—1..nH; bestehen, wobei 1 < h; < ... < h, und h;y < ¢+ 1 gilt fiir
die zugehérigen Hohen hy € {1,...,n}, auf denen die Spalten b*, A = 1,...,n, liegen.
Die beiden Abbruchkriterien in Schritt (7) stellen sicher, daf3 {;_,42,...,[, auch wirklich
gewahlt werden konnen. Da i.a. nicht [; < ... <[, gilt, werden die [l; ...l,] aus Schritt (8)
in Schritt (9) so permutiert, dafi sie aufsteigend angeordnet sind und als Elemente aus L
entfernt werden konnen. Weil in Schritt (1) aus der Indexmenge Hy der Spaltenvektoren,
die gleich 0 sind, die Elemente aus A ausgesondert werden, werden in Schritt (2) aus L
auBerdem nur solche [ly ...1,] mit ly,...,l, ¢ A entfernt. O

21.6 Bemerkungen zur Implementierung (FindZeroMaxMinors)

a) Setzt man in der Matrix A bzw. B die Spalten A € A nachtréglich gleich 0, so mufl man
diese Spalten ausnehmen, wenn man die verschwindenden Minoren von A ermitteln
will. Daher wird beim Algorithmus FindZeroMaxMinors(B, L, A) aus Satz 21.5 als
drittes das Argument A iibergeben, um nicht failschlicherweise Elemente aus L zu
entfernen.

b) Man kann mit FindZeroMaxMinors i.a. nicht alle verschwindenden Minoren von A
aus L herausfiltern, sondern nur diejenigen, die man kombinatorisch aus der vorliegen-
den Zeilenstufenmatrix B gewinnen kann. Die Liste L mit den Klammerausdriicken
wird dadurch angepafit, dafl bei der Definition von FindZeroMaxMinors das Argu-
ment L als Var L deklariert ist.

c¢) (Algorithmus Height) Die Bestimmung der Mengen H;, i = 0,...,n aus Schritt (1)
wird mit der einfachen Unterfunktion Height (B, i) erledigt, die auch an spéterer Stelle
noch niitzlich sein wird. Die Konstruktion der Klammerausdriicke in Schritt (8) erfolgt
mit Hilfe von A11Subsets aus Satz 20.4.

Um zu veranschaulichen, welche maximalen Minoren und insbesondere welche verschwin-
denden Minoren man mit der wiederholten Backup-Prozedur erhalten kann, wird diese im
folgenden an diversen Matrizen nachvollzogen.

21.7 Beispiel (FindZeroMaxMinors, Backup-Prozedur, lineare Relationen)
Zunachst betrachtet man die 3 x 8-Matrix

1110 3 1 21
A=11 1 2 1 0 1 0 1
11 2 1 2 1 1 2

(1) Mit B2TMDMD erhélt man aus A die dazu dquivalente Zeilenstufenmatrix

1 110 3 1 2 1
B=|10 011 -3 0 -2 0
0o 0ooo0o 2 0 1 1

Ihre Zeilenstufen liegen bei j; = 1, jo = 3 und j3 = 5. Als potentielle Zeilenstufen in
der dritten Zeile kommen j3; = 5, j32 = 7 und j33 = 8 in Frage. Auflerdem liest man
ab, daf} die Spalten 1, 2 und 6 auf der Hohe 1 liegen sowie die Spalten 3 und 4 auf der
Hohe 2. Daher verschwinden alle Minoren von A, die aus mindestens zweien der drei
Spalten 1,2 und 6 bestehen oder die die beiden Spalten 3 und 4 beinhalten und eine
der Spalten 1,2,6. Kombinatorisch ergeben sich insgesamt 19 verschwindende Minoren
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mit den Spalten
[123], [124], [125], [126], [127], [128],
[136], [146], [156], [167], [168],
[236], [246], [256], [267], [268],
[134], [234], [346]
Die Bedingung, daf3 die Spalten 3 und 4 enthalten sind, ist alleine nicht hinreichend
fiir das Verschwinden eines Minors, denn es gilt beispielsweise
1 0 3
[345](A) =12 1 0|=2=#0.
2 1 2
In der letzten Zeile von B lassen sich auflerdem drei nichtverschwindende maximale
Minoren ablesen, namlich
bss = oy = [j1 j2 5](A) = [135)(4) = 2,
byr = oy = [j1 G2 TI(A) = [137)(4) = 1,
bos = oy = [j1 2 8](4) = [138)(4) = 1.
(2) Fiir j3s = j31 = 5 ergibt sich mit der Backup-Prozedur die Diagonalmatrix D = (5183))

R
b=l 0 M 0 M |-

o 0 o0 o &Y 5P 5 s

220 -2 0 2 2 -4
=10 0 2 2 0 0 -1 3

000 0 20 1 1

Diese Diagonalmatrix enthalt bis aufs Vorzeichen alle maximalen Minoren, die aus
zweien der drei Spalten j; = 1, jo = 3 und j3 = 5 bestehen. Man erhalt somit weitere
7 maximale Minoren von A, die noch nicht aus (1) bekannt sind, namlich in der

zweiten Zeile [145], [157], [158],
ersten Zeile [235],[345], [356], [357], [358],

Detailliert folgt beispielsweise

2= dig = 01y = [6 ja js](A) = [635](A) = [356](A),
2= day = 03 = [j1 4 js](A) = [145]
—1=dyr = 857 = [j1 7 js](A) = [L75]

Y

= —[157](A).

==
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Einen Teil, aber nicht alle der verschwindenden Minoren aus (1) kann man auch in
dieser Matrix finden, z.B. an der Position (2,2)

0 = day = 835 = [1243](A4) = [125](4)
oder an Position (3,6)
0 = dgg = 0§ = [j126](4) = [136](A).

Der Minor [126](A) = 0 hat dagegen keine Darstellung der Form 6%‘:), er befindet sich
also nicht in der Diagonalmatrix D.

Ersetzt man in der Matrix B aus Schritt (1) die Spalte j3; = 5 durch 0, so erhélt man
die Zeilenstufenmatrix

_ 1 110 0 1 2 1
B=|10 0 1 1 0 0 -2 0
000 000 1 1

Ihre Zeilenstufen liegen bei j; = 1, jo = 3 und j3 = j32 = 7. An dieser Matrix kann
man keine weiteren verschwindenden Minoren mehr ablesen, die man nicht schon
aus (1) kennt.

Mit der Backup-Prozedur ergibt sich die Diagonalmatrix D = (32(33)) mit

)

o o 0 ey 0 &g 0 o

D=| o 0 WA 0 0 |-

)

0 0 0 0 0 0 &2 5
110 -1010 -3

=10 01 1 O 0 0 2

000 0 O0O0OT1T 1

Sie enthélt bis aufs Vorzeichen maximale Minoren von A, die sich aus mindestens
zweien der drei Spalten j3 = 1,72 = 3,73 = 7 ergeben, nicht aber die Spalte 5 ent-
halten. Noch nicht bekannt aus fritheren Schritten sind die folgenden 6 Minoren, die
man ablesen kann in der

zweiten Zeile [147], [178],
ersten Zeile [237],[347], [367], [378].

Ersetzt man in der Matrix B aus Schritt (3) die Spalte jzo = 7 durch 0, so erhdlt man
die Zeilenstufenmatrix

1110 0 1 0 1
B={0 01 1 0 0 0 O
0 000 0 0 01
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mit den Zeilenstufen j; = 1, jo = 3 und j3 = j33 = 8.

(6) Fithrt man die Backup-Prozedur durch, erhilt man die Diagonalmatrix D = (6123))
mit .. . . ..
33 53 0 5% 0 5 0 o
D= 0o o &) 5 05 0o o |=

0o 0 0 0 0 0 0 &2

1 10 -1 01 0 O
=10 01 1 O0 0 0 O

0 00 0 00 01

Diese Matrix besteht bis aufs Vorzeichen aus maximalen Minoren von A, die sich aus
mindestens zweien der drei Spalten j; = 1, jo = 3, j3 = 8 ergeben, ohne die Spalten 5
und 7 zu enthalten. Zusatzlich zu den bereits bekannten Minoren erhalt man 4 weitere
Minoren, namlich aus der

zweiten Zeile [148],
ersten Zeile [238],[348], [368].

(7) Mit AllSubsets({1,...,8},3) erhélt man die lexikographisch geordnete Menge aller
Klammerausdriicke [I; I3 [3] mit paarweise verschiedenen [y, 15,103 € {1,...,8}. Schreibt

man unter jeden Klammerausdruck den Wert des zugehorigen Minors, so folgt aus den
Schritten (1) bis (6)

[123], [124], [125], [126], [127], [128], [134], [135], [136], [137],

0 0 0 0 0 0 0 2 0 1
138], [145], [146], [147], [148], [156], [157], [158], [167], [168],
1 2 0 1 1 0 1 -3 0 0
178, [234], [235], [236], [237], [238], [245], [246], [247], [248],
-2 0 2 0 1 1 0
256], [257), [258], [267], [268], [278], [345], [346], [347], [348],
0 0 0 2 0 1 1
3561, [357), [358], [367], [368], [378], [456], [457], [458], [467],
2 2 —4 -1 -1 -3

[468], [478], [567], [568], [578], [678].

Bis jetzt hat man schon 40 der 56 maximalen Minoren von A berechnet. Es bestatigt sich
Lemma 21.4b), d.h. man kennt alle Minoren, die die Spalte j; = 1 bzw. js = 3 beinhalten,
und auflerdem kennt man eine betrachtliche Anzahl verschwindender Minoren.

Da alle Minoren [1 Iy I3](A) mit paarweise verschiedenen lo,l3 € {2,...,m} zur
Verfiigung stehen, kann man die 16 noch fehlenden Minoren mit Hilfe der linearen Re-
lationen aus Lemma 20.7 berechnen, siehe Schritt (8a). Als zweite Moglichkeit wiederholt
man einfach die Schritte (1) bis (6), also die Backup-Prozedur, solange an geeigneten
Matrizen, bis alle Minoren ermittelt sind, siehe weiter unten die Schritte (8b) bis (12b).
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(8a) (Lineare Relationen) Unter Verwendung der Formel

3
Z >\+1 CLUA []1 l1 e lg](A)

A=1

[l 1213](A

a’lh
aus Lemma 20.7a) ergibt sich mit j; = 1 und a;; = 1 beispielsweise
[245](A) = a12 - [145](A) — a14 - [125](A) + a15 - [124] =1-2—-0-0+3-0= 2.
Insgesamt erhalt man damit alle maximalen Minoren:

[123], [124], [125], [126], [127], [128], [134], [135], [136], [137],

0 0 0 0 0 0 0 2 0 1
138], [145], [146], [147], [148], [156], [157], [158], [167]. [168],
1 2 0 1 1 0 1 -3 0 0
178], [234], [235], [236], [237], [238], [245], [246], [247], [248],
-2 0 2 0 1 1 2 0 1 1
256], [257), [258], [267], [268], [278], [345], [346], [347], [348],
0 1 -3 0 0 -2 2 0 1 1
3561, [357), [358], [367], [368], [378], [456], [457], [458]. [467],
2 2 —4 —1 —1 -3 2 1 —1 —1
468], [478], [567], [568], [578], [678].

-1 -1 -1 3 1 -2

(8b) Alternativ zu Schritt (8a) wiederholt man einfach die Schritte (1) bis (6), also die
Backup-Prozedur, indem man oben in Schritt (7) den ersten noch nicht berechneten
Klammerausdruck sucht, in diesem Falle [245], und dann in der Matrix A die nicht
benotigten Spalten 1 und 3 gleich 0 setzt. Man erhilt also aus A die Matrix

01 00 3 1 21
E=10 1 0 1 0 1 0 1
01 01 2 1 1 2
und daraus wiederum die Zeilenstufenmatrix
O 1 00 3 1 2 1
F=10 0 01 -3 0 -2 0
O 000 2 0 1 1
und die Diagonalmatrix
0O 2 0 00 2 1 -1
G=10 0 0 2 0 0 -1 3
0O 0 00 2 0 1 1

(9b) Anhand der Zeilenstufenmatrix F' kann man offenbar keine weiteren Minoren entlar-
ven, die die Spalten 1 und 3 nicht enthalten und die verschwinden. Die Diagonal-
matrix G enthalt bis aufs Vorzeichen Minoren, die aus mindestens zweien der drei
Zeilenstufenspalten j; = 2, jo = 4 und j3 = 5 bestehen, namlich in der

dritten Zeile [245],[247], [248],
zweiten Zeile [257], [258]
ersten Zeile [456], [457], [458].
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(10b) Ersetzt man in der Zeilenstufenmatrix F' aus Schritt (9a) die fiinfte Spalte durch 0,
so erhalt man zunachst die Matrix

/010001 2 1
F={000 100 —2 0
000000 1 1

mit den Zeilenstufen j; = 2, jo =4 und j3 = 7 und daraus die Diagonalmatrix

/0100010 —1
G=10001000 2],
00000GO0T1 1

aus der man die folgenden Minoren erhalten kann aus der
zweiten Zeile [278]
ersten Zeile [467],[478].

(11b) Setzt man in der Zeilenstufenmatrix F aus Schritt, (10a) die siebte Spalte gleich 0, so
erhalt man zunachst die Matrix

/010001 2 1
F=[0o 00100 -2 0
00000O0 1 1

mit den Zeilenstufen j; = 2, jo = 4 und j3 = 8 und daraus die Diagonalmatrix

G =

o O O
o O =
oSO O

0
1
0

o O O
o O =
oSO O
_ o O

aus der man aus der ersten Zeile den Minor [468] gewinnt.
(12b) Es fehlen nur noch die Minoren in den Spalten [567], [568], [578], [678]. Dazu setzt man
in A die ersten vier Spalten gleich 0 und erhalt schliellich die zugehorige Diagonal-

matrix
0O 000 -1 0 0o -2

o oo0o0o o -1 0 -1],
oo o000 o o0 -1 3

die die fehlenden vier Minoren erhalt. Insgesamt ergibt sich dasselbe Endergebnis,

wie in (8a) angegeben ist.

Nimmt man die linearen Relationen in Schritt (8a) in Anspruch, mufi man A einmal trigo-
nalisieren in Schritt (1) und dreimal in den Schritten (2), (4) und (6) die Backup-Prozedur
verwenden. Im Laufe der Backup-Prozedur hat man bereits einige Minoren ermittelt, die
man in Schritt (8a) auch mit den linearen Relationen erhalten kann, beispielsweise [238].
Allgemein gesprochen betrifft dies all die Minoren, die man jeweils aus der ersten Zeile der
Diagonalmatrizen abliest. Nach Lemma 20.7 (lineare Relationen) sind fiir diese Minoren
die Backup-Formel und die Relationenformel aquivalent.

Verzichtet man auf die linearen Relationen, so mufl man nochmals in Schritt (8b) eine
Matrix trigonalisieren und in den Schritten (9b), (10b) und (11b) die Backup-Prozedur
sukzessive durchfithren. Anschliefend wird in Schritt (12b) eine Trigonalisierung und eine
Backup-Prozedur notig.
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Als Erganzung zu dem eher einfachen Beispiel 21.7 einer dreizeiligen Matrix verschafft man
sich nun noch einmal Klarheit dariiber, welche maximalen Minoren sich mit den linearen
Relationen (Lemma 20.7) und der wiederholten Backup-Prozedur (Lemma 21.4) gewinnen
lassen, vor allem auch fiir grofflere Matrizen.

21.8 Bemerkungen (lineare Relationen, Backup-Prozedur)
Sei A eine n x m-Matrix mit n < m und rang A = n. Zudem bezeichne B die zu A
aquivalente Zeilenstufenmatrix, die man bei der Trigonalisierung mit Division erhalt.

a)

(Lineare Relationen) Wenn a;, # 0 fiir ein ¢ € {1,...,n} und ein [y € {1,...,m} gilt
und wenn man alle maximalen Minoren von A kennt, die die Spalte [y enthalten, so
kann man nach Lemma 20.7a) (Lineare Relationen) alle anderen Minoren [l; ...1,](A)

mit Iy,...,0, € {1,...,m} und [} < ... <[, berechnen, und zwar mit der Formel
R ~
[ D] (A) = — ) (=DM vay, < [lo b - Dy 1] (A). (%)
Gilo 5
Unabhéngig davon, welche Spalte aus {1,..., m} die Variable [y bezeichnet, existieren

stets (7;”__11) maximale Minoren, die die Spalte /g beinhalten. Beispielsweise kann man

unter Verwendung der Zeilenstufenmatrix B
lo=y51 und a4y, =by,, A=0,...,n,

wahlen. Dabei ist insbesondere sichergestellt, dafl a;, = b1;, # 0 gilt, denn dies
wird bei der Trigonalisierung durch eventuellen Zeilentausch erzwungen. Damit folgt
aus (x) die Formel
1 - A1 . T

D =DM by [l ) (A). ()
A=1

b1,

(Backup-Prozedur) Im Laufe der Trigonalisierung mit einem Bareiss-Verfahren wird
bei jedem Zeilentausch der Vorzeichenwechsel der Determinante beriicksichtigt, so
dafl am Ende die durch die Backup-Prozedur erzeugte Diagonalmatrix immer aus

den Koeffizienten 55;7) = [1...n][j1--.Ji j---jn](A) besteht. Fiir die Koeflizien-

ten 6%?), die sich in der Diagonalmatrix in der ersten Zeile befinden, ist die Backup-
Rekursionsformel identisch mit der in a) angegebenen Relationenformel (xx), verglei-
che dazu Lemma 20.7c).

21.9 Beispiele (wiederholte Backup-Prozedur)
Sei A eine n x m-Matrix mit n < m und rang A = n. Zudem bezeichne B die zu A
aquivalente Zeilenstufenmatrix, die man bei der Trigonalisierung mit Division erhalt.

a)

(Dreizeilige Matrizen) Sei A eine 3 x m-Matrix. Fiihrt man an der Zeilenstufen-
matrix B mit den potentiellen n-ten Zeilenstufen j,1,..., j,, die Backup-Prozedur
sukzessive p-mal durch, so erhalt man aus den jeweiligen Diagonalmatrizen einen Teil
der folgenden Determinanten aus der

3. und 2. Zeile []1 Iy lg](A) mit lz,lg € {1, . .,m} \ {jl}, Iy 7é l3,
1. Zeile []2 lg lg](A) mit 12,13 € {]_, . .,m} \ {jl,jg}, lg §£ l3.
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Diejenigen der oben aufgefiihrten Determinanten, die man nicht an den Diagonalma-
trizen ablesen kann, und weitere verschwindende Minoren erhalt man aus der trigona-
lisierten Matrix B mit dem Algorithmus FindZeroMaxMinors aus Satz 21.5. So sind
etwa alle Minoren [l; [ [3](A) = 0, fiir die I; < j; oder I < jy oder I3 < j3 gilt.

Ist beispielsweise j; = 1 und jo = 2, so kennt man alle maximalen Minoren mit den
Spalten [1 % x] und [2 % x|, wobei % beliebige Spalten symbolisiere. Insbesondere stehen
damit alle nétigen Minoren [1%x|(A) zur Verfiigung, um nach Bemerkung 21.8a) die im
Fall m > 5 eventuell noch fehlenden Minoren mittels linearer Relationen berechnen
zu konnen. Alternativ kann man diese auch dadurch gewinnen, daff man in A die
Spalten 1 und 2 durch 0 ersetzt, die so erhaltene Matrix A dann trigonalisiert und,
falls rang A = 3 gilt, mit der Backup-Prozedur diagonalisiert. Analog erhalt man
dann die Minoren mit den Spalten (71 %] und [jo % #], wobei j; und ja die Zeilenstufen
von A bezeichnen und 3 < J1 < j2 gilt. Fir den Fall ]1 = 3 und j> = 4 kennt man
also alle Minoren mit den Spalten [3 % %] und [4 x|, fiir den Fall j3 > 3 verschwinden

alle Minoren mit den Spalten [3 % x],...,[j3 — 1 * x|, usw.

b) (Vierzeilige Matrizen) Ist A eine 4 x m-Matrix, so erhilt man aus B mit der wie-
derholten Backup-Prozedur und mit FindZeroMaxMinors alle Minoren, die zwei der
drei Spalten ji, j» und j3 enthalten, also alle unten angefiithrten Determinanten. In
den entsprechenden Diagonalmatrizen kann man zumindest die nichtverschwindenden
Minoren bis aufs Vorzeichen ablesen in der

4. und 3. Zeile []1 jg 13 l4](A) mit lg,l4 € {]_, .. .,m} \ {jl,jg}, 13 §£ l4
2. Zeile []1 j3 13 l4](A) mit lg,l4 S {]_, . .,m} \ {jl,jg}, 13 §£ l4,
1. Zeile []2 73 I3 l4](A) mit [3,1l4 € {1, . .,m} \ {jg,jg}, I3 7é ly.

Angenommen A ist eine 4 x 7-Matrix, deren (Z) = 35 maximale Minoren einfachheits-
halber alle ungleich 0 sein sollen. Insbesondere gilt also j; = 1, jo = 2, j3 = 3, j41 = 4,
Jaz =5, jaz =6 und jyu = 7.

(1) Aus A erhélt man mit der wiederholten Backup-Prozedur zunéchst alle Minoren,
die aus zweien der drei Spalten 1, 2 und 3 bestehen, also alle maximalen Minoren
mit den Spalten [12xx], [13%x] und [23%], wobei * wieder beliebige Spaltenindizes
symbolisiere. Insgesamt kennt man nun die unterstrichenen Minoren:

[1234] [1235] [1236] [1237] [1245] [1246] [1247] [1256] [1257] [1267]
[1345] [1346] [1347] [1356] [1357] [1367] [1456] [1457] [1467] [1567]
[2345] [2346] [2347] [2356] [2357] [2367] [2456] [2457] [2467] [2567]
[3456] [3457] [3467] [3567]

[4567]

(2) Der néchste noch nicht berechnete Minor besteht aus den Spalten [1456]. Setzt
man in A die beiden nicht benotigten Spalten 2 und 3 beide gleich 0, so erhalt
man schliellich mit der wiederholten Backup-Prozedur alle Minoren [14xx], [15xx]
und [45 * *], also

[1234] [1235] [1236] [1237] [1245] [1246] [1247] [1256] [1257] [1267]
[1345] [1346] [1347] [1356] [1357] [1367] [1456] [1457] [1467] [1567]
[2345] [2346] [2347] [2356] [2357] [2367] [2456] [2457] [2467] [2567]
[3456] [3457] [3467] [3567]

[4567]
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Soweit sind nun alle Minoren mit der Spalte 1 bekannt, d.h. aus ihnen konnte
man die noch fehlenden mit geeigneten linearen Relationen berechnen. Man kann
aber auch wie folgt fortfahren.

Als néchstes fehlt der maximale Minor mit den Spalten [2456]. Ersetzt man in A
die beiden Spalten 1 und 3 durch 0, so bekommt man mit der Backup-Prozedur
alle Minoren [24 x ], [25 * x| und [45 * x|, also

[1234] [1235] [1236] [1237] [1245] [1246] [1247] [1256] [1257] [1267]
[1345] [1346] [1347] [1356] [1357] [1367] [1456] [1457] [1467] [1567]
[2345] [2346] [2347] [2356] [2357] [2367] [2456] [2457] [2467] [2567]
[3456] [3457] [3467] [3567]

[4567]

Den Minor [45 % *](A) = [4567](A) kennt man bereits aus Schritt (2). Diese
Doppelberechnung kann vermieden werden, wenn man die Backup-Prozedur vor
der obersten Zeile, in der dieser Minor bekanntlich abzulesen ist, stoppt.

Zuletzt berechnet man den maximalen Minor mit den Spalten [3456]. Ersetzt
man in A die beiden Spalten 1 und 2 durch 0, so bekommt man mit der Backup-
Prozedur alle Minoren [34 x x|, [35 * %] und [45 % %], d.h. jetzt sind alle maxima-
len Minoren erfalt. Den Minor [45 x x|(A) = [4567](A) kennt man schon aus
Schritt (2) bzw. Schritt (3).

c¢) (Fiinfzeilige Matrizen) Sei A nun eine 5 x m-Matrix. Man erhélt aus der Zeilenstu-
fenmatrix B mit FindZeroMaxMinors und mit der wiederholten Backup-Prozedur aus
den zugehorigen Diagonalmatrizen alle Minoren, die drei der vier Spalten j1, j2, J3, J4
enthalten, also die unten angegeben Minoren, die zum Teil in den Diagonalmatrizen
in der

stehen. Angenommen A ist eine 5 x 8-Matrix, deren (

5. und 4. Zeile  [j1 j2 js la I5](A) mit ly,15 € {1,...,m}\ {41, 72,73}, la # 5,
3. Zeile  [j1 jo ja lg I5](A) mit Iy, 15 € {1,...,m}\ {Jj1,72, 44}, la # 5,
2. Zeile  [j1 J3 ja U I5](A) mit Iy, 15 € {1,...,m}\ {j1,73, 44}, la # I35,
1. Zeile  [j2 j3 Ja lg I5](A) mit Iy, 15 € {1,...,m} \ {J2, 43,74}, la # 5

8

5) = 56 maximale Minoren

einfachheitshalber alle ungleich 0 sein sollen. Insbesondere gilt also j; = 1, j» = 2,
J3 =3, Ja =4, Js1 =9, js2 =6, js3 = 7 und js4 = 8.

(1)

Aus A erhalt man mit der 3-maligen Backup-Prozedur zunéchst alle Minoren, die
drei der vier Spalten 1, 2, 3, 4 enthalten, also alle unterstrichenen Minoren der
Form [123 % x|, [124 %], [134 x %], [234 % ], wobei * einen beliebigen Spaltenindex
ersetze.

[12345), [12346), [12347], [12348], [12356], [12357], [12358], [12367],
[12368], [12378], [12456], [12457], [12458], [12467], [12468], [12478],
[12567], [12568], [12578], [12678], [13456], [13457], [13458], [13467],
[13468], [13478], [13567], [13568], [13578], [13678], [14567], [14568],
[14578], [14678], [15678],

[23456), [23457), [23458), [23467]), [23468], [23478], [23567], [23568],
[23578], [23678], [24567], [24568], [24578], [24678], [25678],

[34567], [34568], [34578], [34678], [35678],

[45678]
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(2) Der erste noch nicht berechnete Minor besteht aus den Spalten [12567]. Setzt man
in A die beiden nicht benotigten Spalten 3 und 4 gleich 0, so erhalt man mit der
wiederholten Backup-Prozedur alle Minoren [125 ], [126 ], [156 % %], [256 * x]:

[12345), [12346], [12347], [12348], [12356], [12357], [12358], [12367],
[12368], [12378], [12456], [12457], [12458], [12467], [12468], [12478],
[12567), [12568]), [12578], [12678], [13456], [13457], [13458], [13467],
[13468], [13478], [13567], [13568], [13578], [13678], [14567], [14568],
[14578], [14678], [15678],

[23456], [23457], [23458], [23467], [23468], [23478], [23567], [23568],
[23578], [23678], [24567], [24568], [24578], [24678], [25678],

[34567], [34568], [34578], [34678], [35678],

[45678]

(3) Der néchste noch nicht berechnete Minor besteht aus den Spalten [13567]. Setzt
man in der urspringlichen Matrix A die beiden Spalten 2 und 4 gleich 0, so erhalt
man die Minoren [135 x x], [136 % x|, [156 * %], [356 * %]:

[12345), [12346), [12347], [12348], [12356], [12357], [12358], [12367],
[12368]), [12378], [12456], [12457]), [12458], [12467], [12468], [12478],
[12567], [12568], [12578], [12678], [13456], [13457], [13458], [13467],
[13468], [13478], [13567], [13568], [13578], [13678], [14567], [14568],
[14578], [14678], [15678],

[23456], [23457], [23458], [23467], [23468], [23478], [23567], [23568],
[23578], [23678], [24567], [24568], [24578], [24678], [25678],

(34567, [34568], [34578], [34678], [35678],

[45678]

Hier tritt offensichtlich eine Uberschneidung mit (2) auf, denn die maximalen
Minoren [156 * %] kennt man schon. Mochte man sie nicht doppelt berechnen,
bleiben zwei Moglichkeiten. Entweder man stoppt die Backup-Prozedur recht-
zeitig und verzichtet darauf, die beiden obersten Zeilen fertig zu diagonalisie-
ren. Dann entfillt zwar die Berechnung von [156 x %], aber man verzichtet auch
darauf, [356 * %] zu ermitteln. Letzteres kann man dann allerdings mit linearen
Relationen erhalten, vgl. Bemerkung 21.8a). Oder man diagonalisiert mit der
Backup-Prozedur ganz normal die drei untersten Zeilen, holt dann die bereits
berechneten [156 * x| mit dem richtigen Vorzeichen aus dem Speicher in die zweite
Zeile und berechnet wie iiblich die erste Zeile, also die Minoren [356 * %], mit der
Backup-Formel.

Als néchstes benétigt man [14567]. Setzt man in der Matrix A die beiden Spal-
ten 2 und 3 gleich 0, so erhélt man die Minoren [145x%x], [146%x], [156xx%], [456%x]:

[12345), [12346), [12347], [12348], [12356], [12357], [12358], [12367],
[12368], [12378], [12456], [12457], [12458], [12467], [12468], [12478],
[12567], [12568], [12578], [12678], [13456], [13457], [13458], [13467],
[13468], [13478], [13567], [13568], [13578], [13678], [14567], [14568],
[14578], [14678], [15678],

[23456), [23457), [23458), [23467]), [23468], [23478], [23567], [23568],
[23578], [23678], [24567], [24568], [24578], [24678], [25678],

[34567], [34568], [34578], [34678], [35678],

[45678)]
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Wie schon in Schritt (3) ist [156 % %] bereits bekannt. Insgesamt sind nun alle
Minoren ermittelt, die die Spalte 1 beinhalten.

d) (Sechszeilige Matrizen) Es kann noch schlimmer kommen: sei A eine 6 x 9-Matrix,
deren (2) = 84 maximale Minoren nicht verschwinden sollen.

(1) Aus A bzw. B erhilt man mit der 3-maligen Backup-Prozedur zunichst einmal
alle Minoren, die vier der fiinf Spalten 1, 2, 3, 4, 5 enthalten, also die unterstri-

chenen Minoren der Form [1234 %], [1235 % x|, [1245 x x|, [1345 * %], [2345 % x]:

[123456], [123457], [123458], [123459], [123467], [123468], [123469],
[123478], [123479], [123489], [123567], [123568], [123569], [123578],
[123579], [123589], [123678], [123679], [123689], [123789], [124567],
[124568], [124569], [124578], [124579], [124589], [124678], [124679),
[124689], [124789], [125678], [125679], [125689], [125789], [126789),
[134567], [134568], [134569], [134578], [134579], [134589], [134678],
[134679], [134689], [134789], [135678], [135679], [135689], [135789),
[136789], [145678], [145679], [145689], [145789], [146789], [156789),
[234567], [234568], [234569], [234578], [234579], [234589], [234678],
[234679], [234689], [234789], [235678], [235679], [235689], [235789),
[236789], [245678], [245679], [245689], [245789], [246789], [256789),
[345678], [345679], [345689], [345789], [346789], [356789],

[456789)]

(2) Um [123678] zu berechnen, setzt man in A die Spalten 4 und 5 gleich 0 und
erhélt [1236 x|, [1237 % x|, [1267 x x|, [1367 x x|, [2367 % x|. Ubernimmt man aus
Schritt (1) nur die noch nicht berechneten Minoren, so folgt also

[123678], [123679], [123689], [123789], [124678], [124679], [124689),
[124789], [125678], [125679], [125689], [125789], [126789], [134678],
[134679], [134689], [134789], [135678], [135679], [135689], [135789),
[136789], [145678], [145679], [145689], [145789], [146789], [156789),
[234678], [234679], [234689], [234789], [235678], [235679], [235689),
[235789], [236789], [245678], [245679], [245689], [245789], [246789),
[256789],

[345678], [345679], [345689], [345789], [346789], [356789),

[456789]

(3) Um [124678] zu berechnen, setzt man in der urspriinglichen Matrix A die Spalten 3
und 5 gleich 0 und erhalt [1246 * %], [1247 * x|, [1267 x|, [1467 x ], [2467 * x].
Ubernimmt man aus Schritt (2) nur die noch nicht berechneten Minoren, so folgt

[124678], [124679], [124689], [124789], [125678], [125679], [125689),
[125789], [134678], [134679], [134689], [134789], [135678], [135679),
[135689], [135789], [145678], [145679], [145689], [145789], [146789],
[156789],
[
[
[

234678], [234679], [234689], [234789], [235678], [235679], [235689),
235789], [245678], [245679], [245689], [245789], [246789], [256789),
345678], [345679], [345689], [345789], [346789], [356789],

[456789]

Den Minor [1267 x %] = [126789], der in der zugehorigen Diagonalmatrix in der
dritten Zeile zu finden ist, hat man bereits in Schritt (2) ermittelt. Mchte man
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diese Doppelberechnung vermeiden, kann man entweder die Backup-Prozedur an
dieser Stelle abbrechen. In diesem Falle muffl man [1467 * x| = [146789] und
[2467 * ] = [246789] bei einer spiteren Gelegenheit berechnen. Oder man holt
sich den bereits berechneten Minor [1267 * x| = [126789] mit dem passenden
Vorzeichen aus dem Speicher.

Als néchstes wird [125678] anvisiert. Dazu setzt man in der urspriinglichen Ma-
trix A die beiden nicht benotigten Spalten 3 und 4 gleich 0 und erhélt dann
[1256 * ], [1257 * x|, [1267 * x|, [1567 * x|, [2567 * *]:

125678, [125679], [125689], [125789], [134678], [134679], [134689],
134789], [135678], [135679], [135689], [135789], [145678], [145679],
145689], [145789], [156789

[ [ [ ]
Lisono]. [1t5mao) 150750
[234678], [234679], [234689], [234789], [235678], [235679], [235689),
[ [ I, | ]
[ [ | ]

235789], [245678], [245679], [245689], [245789], [256789],
345678], [345679], [345689], [345789], [346789], [356789),
[456789)]

Den Minor [1267 x x] = [126789)], der sich in der zugehorigen Diagonalmatrix in
der dritten Zeile befindet, hat man bereits in Schritt (2) bzw. (3) ermittelt.
Nun soll [134678] berechnet werden, indem man in A die nicht bendtigten Spal-
ten 2 und 5 durch 0 ersetzt. Es ergeben sich dann die unterstrichenen Minoren
[1346 = %], [1347 % %], [1367 * |, [1467 * x|, [3467 * x]:

[134678], [134679], [134689], [134789], [135678], [135679], [135689],
[135789], [145678], [145679], [145689], [145789], [156789],

[234678], [234679], [234689], [234789], [235678], [235679], [235689),
[235789], [245678], [245679], [245689], [245789],

[345678], [345679], [345689], [345789], [346789], [356789],

[456789)]

Der Minor [1367 %] = [136789], der in der zugehorigen Diagonalmatrix in der
dritten Zeile steht, ist bereits in Schritt (2) ermittelt worden, und den Minor
[1467 % ] = [146789], der in der zugehorigen Diagonalmatrix in der zweiten Zeile
zu finden ist, kennt man aus Schritt (3).

Es wird als néichstes [135678] ermittelt. Zu diesem Zweck ersetzt man in der
Matrix A die beiden Spalten 2 und 4 durch 0. Es ergeben sich dann die Minoren
[1356 * %], [1357 % %], [1367 * x|, [1567 * x|, [3567 * x|:

[135678], [135679], [135689], [135789], [145678], [145679], [145689],
[145789],

[234678], [234679], [234689], [234789], [235678], [235679], [235689),
[

[

235789], [245678], [245679], [245689], [245789],
345678], [345679], [345689], [345789], [356789],
[456789]

Den Minor [1367 % x] = [136789], der in der zugehdrigen Diagonalmatrix in der
dritten Zeile zu finden ist, hat man bereits in Schritt (2) bzw. (5) berechnet, und
den Minor [1567 % x] = [156789], der in der zugehdrigen Diagonalmatrix in der
zweiten Zeile steht, kennt man schon aus Schritt (4).



VI Weitere Anwendungen 173

(7) Zuletzt wird [145678] gesucht. Daher ersetzt man in A die Spalten 2, 3 durch 0. Es
ergeben sich dann die Minoren [1456 %], [1457 %], [1467 x|, [1567 ], [4567 % x]:

[145678], [145679], [145689], [145789],

[234678], [234679], [234689], [234789], [235678], [235679], [235689),
[235789], [245678], [245679], [245689], [245789],

[345678], [345679], [345689], [345789], [356789],

[456789)]

Den Minor [1467 % %] = [146789], der in der zugehdrigen Diagonalmatrix in der
dritten Zeile steht, hat man bereits in Schritt (3) bzw. (5) ermittelt, und den
Minor [1567 % %] = [156789], der in der zugehdrigen Diagonalmatrix in der zwei-
ten Zeile steht, kennt man schon aus Schritt (4) bzw. (6). Damit sind nun alle
maximalen Minoren von A gefunden, die die erste Spalte enthalten. Entweder
man ermittelt die noch fehlenden nicht unterstrichenen Minoren nun mit Hilfe
linearer Relationen, oder man fahrt an geeigneten Matrizen mit der wiederholten
Backup-Prozedur fort. Wahrend man in Schritt (1) allerdings noch sehr viele Mi-
noren auf einen Schlag hat berechnen konnen, wird es zum Schlufl hin zusehends
miuhsamer, die vereinzelt fehlenden Minoren zu berechnen.

21.10 Bemerkungen (Doppelberechnungen)

a)

(Backup-Prozedur) Wie man im vorangegangenen Beispiel 21.9 sieht, kann bei n x m-
Matrizen mit 4 < n < m der Fall eintreten, dafl bei der Backup-Prozedur mehrmals
dieselben maximalen Minoren auftreten. Um eine Doppelberechnung zu vermeiden,
kann man entweder die Backup-Prozedur rechtzeitig stoppen und die dadurch ent-
gehenden Minoren bei einer spateren Gelegenheit nachholen. Dabei konnen keine
Minoren unter den Tisch fallen, denn man hat stets im Auge, welche Minoren noch
fehlen. Oder man holt sich fiir die Backup-Prozedur die bereits berechneten Minoren
mit dem richtigen Vorzeichen in die Zeilen zuriick.

(Trigonalisierung) Sei A eine n x m-Matrix mit n < m und rang A = n. Trigonalisiert
man A mit dem Bareiss-1-Schritt-Verfahren, so erhilt man (bis auf Zeilentausch)
bekanntlich die Matrizenfolge (B(k))kzlmn_l, wobel

o (G P

k
(@)icks1.n

eine Matrix ist, in der unterhalb der Diagonalen die ersten k Zeilenstufenspalten
J1,92,---,Jr und somit die Spalten 1,..., 7,41 — 1 ausgeraumt sind. Es bezeichne
B := B 1 die zu A #quivalente Zeilenstufenmatrix.

(1) Denkt man zuriick an Beispiel 21.9d), so ist A dort eine 6 x9-Matrix, die keine ver-
schwindenden Minoren besitzt und zur Vereinfachung ohne Zeilentausch auskom-
men soll. In Schritt (1) wird zur Trigonalisierung die Matrizenfolge (B™)),—; 5
erzeugt. In Schritt (2) werden dann in A die beiden Spalten 3 und 4 durch 0
ersetzt. Die entstehende Matrix werde mit A bezeichnet. Auch diese Matrix
muf} trigonalisiert werden, wobei man die Matrizenfolge (B (k)) k=1..5 konstruiert.
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da es bei diesen Matrizen nur darum geht, die ersten beiden Spalten auszuraumen.
Fiir die Matrizen B%*) mit 3 < k < 5 gilt diese Beziehung nicht mehr, denn hier
sollen die Spalten 3, 4 und 5 ausgeriumt werden, wihrend bei den Matrizen B(*)
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mit 3 < k <5 die Spalten 5, 6 und 7 eliminiert werden miissen. Hatte man sich
die Matrizenfolge (B*)) gemerkt, hiitte man sich also fiir die Folge (B®*)) die
Berechnung der ersten Glieder sparen konnen. Der Einsparungseffekt geht aber
offenbar auf Kosten des Speicherplatzes.

(2) Allgemein liege nun die Matrizenfolge (B(k))kzl___n_l vor, wobei die Zeilenstufen-
indizes ji1,J2,...,Jn_1 zugrunde liegen und wobei mit der wiederholten Backup-
Prozedur bereits eine Reihe maximaler Minoren berechnet worden ist. Maochte
man nun den in der Menge L nachsten noch unbekannten maximalen Minor
[l1 l5...1,](A) berechnen, dann ersetzt man alle nicht bendtigten Spalten aus
{1,..., L, }\{l1,l2,...,1,} durch 0 und trigonalisiert die so entstandene Matrix E,
indem man entsprechend die Matrizenfolge (E(k))kzl___n_l konstruiert. Sucht
man das grofite v € {1,2,...,n},sodaB j; ={; fir i = 1,...v gilt und setzt man
in den Matrizen B*®), 1 < k < v, dieselben Spalten wie in A gleich 0, so erhalt
man offensichtlich die Matrizen B(k), 1 <k <wv. Man muf} folglich nur noch die
Matrizen B%*), v +1 < k < n— 1, neu berechnen, die man dann wiederum in den
Speicher legen kann. Die Matrizen B*) mit v + 1 < k < n — 1 darf man dafiir
aus dem Speicher werfen, denn da [j; l2 .. .[,] aus der lexikographisch geordneten
Menge L den ersten noch nicht berechneten Minor bezeichnet, sind schon alle
Minoren berechnet worden, fiir die man eine dieser Matrizen gebrauchen konnte.

c¢) Bei einer Vorgehensweise wie in a) kann man zwischen der Belegung von Speicherplatz
und der Vermeidung von Doppelberechnungen abwagen. So braucht man sich die
Matrizen B*) mit relativ kleinen k nicht unbedingt zu merken, denn sie enthalten nur
Determinanten niedriger Ordnung, die man sich in geringfiigiger Rechenzeit wieder
beschaffen kann. Fiir sehr grofle Matrizen ist es dagegen durchaus vorteilhaft, sich
bestimmte letzte Glieder solcher Folgen (B(®)) zu merken.
Ist A beispielsweise eine 15 x 20-Matrix, wobei einfachheitshalber keiner ihrer ma-
ximalen Minoren verschwinden soll, so erzeugt man mit der ersten Trigonalisierung
(bis auf Zeilentausch) die Matrizenfolge (B(k))kzomM und erhilt dann aus B4 mit
der wiederholten Backup-Prozedur alle Minoren mit den Spalten [1.. .. 14 % *],
1 = 1,...,14, wobei *x beliebige Spaltenindizes bezeichne. In lexikographischer Rei-
henfolge erhélt man somit alle [1...13 % x|, [1...12 14 % x|, [1...11 13 14 % %] usw.
Deprimierenderweise sind dies aber erst 231 von insgesamt 15.504 maximalen Minoren
bzw. 216 von 11.628 maximalen Minoren mit der Spalte 1. Geht man wie tblich in
lexikographischer Reihenfolge vor, so miissen als néchstes alle [1...12 15%x| berechnet,
werden, wozu man die Spalten 13 und 14 in A durch 0 ersetzt und die entstehende Ma-
trix A durch Konstruktion der Matrizenfolge (B (k)) k—0...14 trigonalisiert. Dabei kann
man auf die Matrix B1?) zuriickgreifen, in der die ersten 12 Spalten schon ausgeriumt
sind. Ersetzt man in dieser Matrix die beiden Spalten 13 und 14 durch 0, so mufl man
anschliefend nur noch die beiden Spalten 15 und 16 eliminieren, um die gewiinschte
Zeilenstufenmatrix B(**) zu erhalten. Die Matrizen B(**) und B('*) werden nie mehr
bendtigt, denn es sind bereits alle [1...13 % %] bekannt.

Der Gedanke aus Bemerkung 21.8a), bereits berechnete Minoren fiir die Backup-Prozedur
aus dem Speicher in die Matrix zuriickzuholen, ist bei dem in Satz 22.2 beschriebenen
Algorithmus BackupMaxMinors verwirklicht. Die anderen Vorschlage werden im folgenden
nicht beriicksichtigt.

22 Maximale Minoren

Sei A eine n x m-Matrix mit n < m iiber einem Integritatsring R. Um alle maximalen Mi-
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noren von A zu berechnen, kann man dem vorangegangenen Abschnitt zufolge verschiedene
Ansatze verfolgen:
a) Man wendet die wiederholte Backup-Prozedur solange auf geeignete Matrizen an, bis
alle maximalen Minoren von A berechnet sind. Dies ist beim Algorithmus MaxMinors
in Satz 22.2 verwirklicht.

b) Die Backup-Prozedur wird solange an geeigneten Matrizen wiederholt, bis alle ma-
ximalen Minoren von A berechnet sind, die die erste Zeilenstufenspalte j; enthal-
ten. Die fehlenden Minoren ermittelt man anschlieSend mit linearen Relationen
(Lemma 20.7a). Diese Vorgehensweise verfolgt der Algorithmus MaxMinorsLR, siche
Satz 22.5.

c¢) Speziell fiir n x m-Matrizen mit m = n + 1 genligt es, diese ein einziges Mal mit
einem (nahezu beliebigen) Divisionsverfahren zu diagonalisieren, weil man damit be-
reits sdmtliche (n + 1) maximalen Minoren gewinnt. Auf diese Art erhilt man den
Algorithmus MaxMinors_2 aus Satz 22.9.

In den Féllen a) und b) miissen also zumindest die Minoren mit der Spalte j; moglichst
geschickt berechnet werden, wobei einige technische Probleme zu bewaltigen sind:

22.1 Bemerkungen (technische Probleme)
a) Die Verwaltung der Minoren wird so gehandhabt, daf eine Liste L; = L die Klam-
merausdriicke in lexikographischer Ordnung enthéalt, und die gleich lange Liste Lo die
zugehorigen Minoren.

b) Die Liste Ly = L7 = AllSubsets({l,...,m},n) laBt sich mit dem Algorithmus
A11Subsets aus Satz 20.4 bestimmen, und Ly wird mit 0 vorbesetzt. Aus L; wer-
den fortlaufend diejenigen Klammerausdriicke gestrichen, deren zugehorige Minoren
ermittelt sind. Um diese in Ly an die richtige Position zu bringen, steht der Algo-
rithmus PosMinor aus Satz 20.3 zur Verfiigung. Fiir die linearen Relationen ist es
schliefllich wichtig, dafl die benotigten Minoren in Ly genau lokalisierbar sind.

c¢) Verschwindende Minoren werden mit FindZeroMaxMinors aus Satz 21.5 aufgespiirt,
sonstige Minoren werden bei dem in Satz 22.2 beschriebenen Algorithmus BackupMax-
Minors aus den jeweiligen Diagonalmatrizen mit dem richtigen Vorzeichen nach L,
transportiert. Dieses Vorzeichen bestimmt man mit dem Algorithmus Signum aus
Satz 20.5.

d) Bei der Ermittlung der Minoren ist zu beachten, dafl man nicht falschlich die durch 0
ersetzten Spalten miteinbezieht. Deren Spaltenindizes merkt man sich daher in der
Menge A. Im tbrigen konnte man, statt Spalten gleich 0 zu setzen, diese ebensogut
streichen. Allerdings miiite man dann fiir FindZeroMaxMinors und BackupMaxMinors
beachten, dafl die vorhandenen Spalten in der Numerierung i.a. nicht mit denen der
urspringlichen Matrix iibereinstimmen.

e) Der Vorzeichenwechsel bei einem Zeilentausch ist bekanntlich bereits in den Trigo-
nalisierungsalgorithmen integriert, namlich in den Zeilentauschalgorithmen Pivot,
COPivot und MaliPivot.

f) Bemerkung 21.10 zeigt verschiedene Wege auf, wie man Doppelberechnungen vermei-
den kann, wobei im folgenden nur einer dieser Vorschlage verwirklicht wird. Im Rah-
men des Unteralgorithmus BackupMaxMinors werden dort bei der Diagonalisierung
mit der Backup-Prozedur nur solche Koeffizienten berechnet, die noch nicht bekannt
sind. Andernfalls werden sie mit dem richtigen Vorzeichen aus der Liste Lo in die
Matrix gebracht.
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22.2 Satz (Algorithmus MaxMinors)

Sei A eine beliebige n X m-Matrix uber einem Integritatsring R. Der Algorithmus A11Sub-

sets sei wie in Satz 20.4, B2TMDMD wie in Satz 4.6, FindZeroMaxMinors wie in Satz 21.5

und BackupMaxMinors wie nachfolgend definiert, wobei die Algorithmen PosMinor und

Signum wie in Satz 20.3 bzw. 20.5 seien.

Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) Falls n > m ist, ersetze A durch die transponierte Matriz *A und vertausche n und m.

(2) Erhalte mit A11Subsets({1,...,m},n) als Ergebnis die geordnete Menge L, = L.
Setze Lo := {0, ...,0} fir die geordnete Menge, die ebensoviele Elemente wie Ly besitzt
und nur aus 0 besteht. Setze A := ().

(3) Falls Ly leer ist, dann gib das Ergebnis Lo aus. Andernfalls bezeichne | = [l; ...1,]
das erste Element von Ly, und C sei die Matriz, die man aus A durch Nullsetzen aller
Spalten j € {1,..., I} \{li,1la,...,1,} erhdlt.

(4) Fiihre B2TMDMD(C') durch und nenne das Ergebnis B.

(5) Falls A leer ist und rang B < n gilt, ersetze Ly durch die leere Menge und fahre fort
bei Schritt (3).

(6) Fiihre FindZeroMaxMinors (B, Ly, A) aus.

(7) Bestimme die aufsteigend geordnete Indexmenge Hy, = {jn1, jn2,-..,Jnp} aller Spal-
ten von B, die auf der Héhe n liegen. Falls Hy, leer ist, fahre fort bei Schritt (3),
andernfalls setze p:= 1.

(8) Falls > p ist, fahre fort bei Schritt (3).

(9) Fihre BackupMaxMinors(B, L1, Ly, A) durch, ersetze in B die jy,,-te Spalte durch 0,
ersetze A durch AU {j,,}, erhohe p wm 1 und fahre fort bei Schritt (8).

Dies ist ein mit MaxMinors(A) bezeichneter Algorithmus, dessen Ergebnis die Menge der

maximalen Minoren von A ist.

Dabei werden unter der Bezeichnung BackupMaxMinors (B, Ly, L2, A) die folgenden

Instruktionen zusammengefafst:

(B1) Setze D := B, ermittle die Zeilenstufen ji, jo,...,Jn von D, setze z := [j1 j2...Jn]
und k :=n.

(B2) Falls z in Ly liegt, streiche es aus Ly und ersetze in Ly das Element an der Position
PosMinor(z,m) durch dy;, .

(B3) Falls k =1 gilt, gib als Ergebnis D, Ly und Ly aus.

(B4) Setze J :={1,....,m}\ (AU {jk—1,7k>-->Jn})-

(B5) Falls J leer ist, fahre fort bei Schritt (B10). Andernfalls wihle ein j € J und setze
D= [j1. k=1 J - Jnl

(B6) Fiihre Signum(l) durch und nenne das Ergebnis s. Ersetze | durch die aufsteigend
geordnete Permutation von l. Fihre PosMinor (I, m) durch und nenne das Ergebnis p.

(B7) Liegtl in Ly, so ersetze den alten Koeffizienten dy_q ; zundchst durch
dnjn . dk—l,j — <(dk—1,jk , dk—l,jk+17 ceey dk—l,jn)v (dkj; dk—i—l,ja ceey dnj)>. FErsetze dann

dr—1,5
di—1,5,_1

Element von Ly durch s - diy_1 j und fahre fort bei Schritt (B9).

(B8) Falls | nicht in Ly liegt, dann ersetze dy_1 j durch das Produkt aus s und dem p-ten
Element von Ls.

(BY) Streiche j aus J und fahre fort bei Schritt (B5).

(B10) Setze den Zeilenstufenkoeffizienten di_1 j, , := dy;, . Setze fir A = k,...,n jeweils

dr—1,j, = 0. Verkleinere k um 1 und fahre fort bei Schritt (B3).

Dies ist ein Algorithmus mit der Bezeichnung BackupMaxMinors(B, Ly, Ly, A), der als

Ergebnis die zu B aquivalente, mit der Backup-Prozedur hergestellte Diagonalmatriz D

den neuen Koeffizienten dy—y ; durch . Streiche | aus Ly, ersetze das p-te
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ausqibt und die Mengen Ly und Lo abandert. FEinerseits werden aus Li solche Klam-
merausdricke [ly ...l,] gestrichen, deren zugehdrige Minoren [l; ...1,](A) in der Diago-
nalmatriz D als Zeilenstufenkoeffizient oder in den ersten (n — 1) Zeilen abgelesen werden
konnen. Andererseits werden diese Minoren in Lo an die entsprechende Position gebracht.
Dabei enthalt keiner dieser Minoren eine Spalte aus A.

Beweis:

Die fiir MaxMinors angegebenen Schritte konnen nur endlich oft durchlaufen werden, denn
in den Schritten (5), (6) und (9) wird die endliche Menge L; solange verkleinert, bis sie
leer ist. AuBlerdem 148t sich Schritt (9) nur endlich oft wiederholen, da die Menge H,, aus
Schritt (7) endlich ist. Was BackupMaxMinors betrifft, so werden auch hier die angegebenen
Schritte nur endlich oft repetiert, denn J kann in Schritt (B9) und & kann in Schritt (B10)
nur endlich oft verkleinert werden, bis schliellich J = () bzw. k = 1 gilt.

Bei dem Algorithmus BackupMaxMinors iibernimmt man in Schritt (B8) fiir £ =
n,...2 den Koeffizienten d;_; ; mit dem Vorzeichen s aus der Menge L, falls der entspre-
chende Minor bereits bekannt ist. Andernfalls wird der Koeffizient dj_; ; in Schritt (B7)
mit der bekannten Backup-Rekursionsformel berechnet und mit dem Vorzeichen s an
die richtige Position p in L, gebracht. Den zugehorigen Klammerausdruck entfernt man
aus L;. Somit werden L; und L, wie behauptet abgeindert. Mit Schritt (B4) wird da-
bei sichergestellt, dal Spalten aus A nicht beriicksichtigt werden. (Zu den Schritten (B5)
bis (B10) vergleiche auch Satz 7.5, insbesondere den Algorithmus BackupRow.)

Auch wenn bei BackupMaxMinors nur der Zeilenstufenkoeffizient und die geeigneten
Koeffizienten der ersten (n — 1) Zeilen aus der Diagonalmatrix D in die Liste Ly trans-
portiert werden, so werden im Endeffekt trotzdem auch die fiir Ly in Frage kommenden
Koeffizienten der n-ten Zeile von D erfafit. Diese Koeffizienten sind namlich identisch mit
den Koeffizienten aus der n-ten Zeile der Zeilenstufenmatrix B. Nimmt einer dieser Ko-
effizienten den Wert 0 an, ist er bereits mit FindZeroMaxMinors in Schritt (6) erwischt
worden; andernfalls tritt er bei irgendeiner Wiederholung von Schritt (9) zwangslaufig als
Zeilenstufenkoeffizient einer Diagonalmatrix auf, sobald alle seine Vorganger durch 0 er-
setzt sind.

Dafl das Endergebnis L, von MaxMinors alle maximalen Minoren von A enthalt,
folgt fiir den Fall 3 < n,m sofort aus den vorangegangenen Betrachtungen (Abschnitt 20
und 21). Sind n oder m gleich 1 oder 2, so fithren die angegebenen Instruktionen ebenfalls
zum gewiinschten Ergebnis, denn die wiederholte Backup-Prozedur ist auch dann wie in
Abschnitt 31 beschrieben durchfiihrbar mit dem Ergebnis, daf man nach der ersten (ein-
zigen) Trigonalisierung mit anschlieBender wiederholter Diagonalisierung alle maximalen
Minoren kennt. Ist speziell der Rang von A nicht maximal, so fithrt Schritt (5) sofort zum
Endergebnis Ly = {0,...,0}. O

22.3 Bemerkungen (Komplexitdt von MaxMinors)
Sei A eine n x m-Matrix mit n < m, deren maximale Minoren alle ungleich 0 seien.

a) (Algorithmus B2TMDMD) Nach Bemerkung 4.7 ben6tigt man mit B2TMDMD fiir eine n X m-

Matrix mit n < m
~ %an — %n3 Additionen

~ 3mn? — in3 Multiplikationen

1 1
~ ymn? — {5n® Divisionen.
b) (wiederholte Backup-Prozedur) Wiederholt man die Backup-Prozedur an einer n x m-
Matrix, so werden nacheinander die Spalten n,n +1,...,m — 1 durch 0 ersetzt. Weil

fiir die 0-Spalten keine Berechnungenen anfallen, ist dies gleichbedeutend damit, die
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Backup-Prozedur der Reihe nach an n x m-, n x (m — 1)-, ..., n x (n + 1)-Matrizen
durchzufiihren. Somit ergeben sich insgesamt fiir die wiederholte Backup-Prozedur
~ %7712712 — %mn?’ — %n‘l Additionen
~ ianQ — %mn3 — %n‘l Multiplikationen
~ im2n — Lmn? Divisionen,

2 2
vergleiche Bemerkung 7.6a) (Komplexitat der Backup-Prozedur).

c¢) (Algorithmus MaxMinors) Wie oft mufl man im Laufe des Algorithmus MaxMinors
Matrizen welcher Grofle trigonalisieren und anschliefend mit der Backup-Prozedur
wiederholt diagonalisieren? Sei i = l,_2» € {n — 2,...,m — 2} beliebig und seien
li,...,l,—3 beliebige Spaltenindizes aus {1,...,m} mit [ < ... <lp_3 < l,—5. Um
alle maximalen Minoren von A mit den Spalten [l ...[,_2*%] zu erhalten, wobei * be-
liebige Spaltenindizes symbolisiere, mufi man in A (i —n+2) Spalten durch 0 ersetzen,
also eine n x (m+n—i—2)-Matrix trigonalisieren und mit der Backup-Prozedur wieder-
holt diagonalisieren. Da fiir : =n—2,...,m — 2 jeweils (i_l) verschiedene Vorgéanger
lh <...<lp_3 von i =1[,_» existieren, wird daher schlimmstenfalls (;:é)—mal eine
n X (m + n — i — 2)-Matrix trigonalisiert und mit der Backup-Prozedur wiederholt
diagonalisiert, fiir i =n —2,...,m — 2. Mit den obigen Abschéitzungen aus a) und b)
und mit (C’Z) ~ m" fir grole n,m mit n < m ergeben sich folglich als Abschatzung
fiir MaxMinors

~ O(m™n?) Additionen
~ O(m™n?) Multiplikationen

n—3

~ O(m™n) Divisionen,

um alle (7:) ~ m" maximale Minoren zu berechnen. Die bei den Unteralgorithmen
(PosMinor etc.) anfallenden Rechenoperationen sind dabei nicht beriicksichtigt.

22.4 Bemerkungen zur Implementierung (MaxMinors)

In Bemerkung 22.1 (technische Probleme) sind bereits einige Schwierigkeiten vorwegge-
nommen, die man bei der Implementierung des Algorithmus MaxMinors aus Satz 22.2
beachten mufl. Anzumerken ist noch:

a) Die Anpassung der Listen Ly und Lo erfolgt bei FindZeroMaxMinors und BackupMax-
Minors, indem bei der Definition dieser beiden CoCoA-Funktionen die Argumente L
und L, mit Var deklariert und daher automatisch aktualisiert werden.

b) Dadurch, dafi die Minorenliste Lo mit 0 vorbesetzt ist, erspart man es sich bei dem Al-
gorithmus FindZeroMaxMinors, in der Liste Lo den verschwindenden Minoren eigens
den Wert 0 zuzuweisen. Die Gefahr, dafl beim Endergebnis L, irrtiimlich Minoren den
Wert 0 haben, besteht nicht, denn zur Kontrolle wird in der Liste L; Buch gefiihrt,
welche Minoren noch zu berechnen sind.

¢) Der Algorithmus BackupMaxMinors ist so programmiert, daf analog zu fritheren Algo-
rithmen die Schritte (B4) bis (B10) zu einer eigenen Unterfunktion BackupMaxMinors-
Row(B, Z, k,Var Li,Var Ly, A) zusammengefaft sind, wobei Z = {j1, j2, ..., jn} gilt.
Um Doppelberechnungen zu vermeiden, werden dabei nur solche Koeffizienten tat-
sachlich neu berechnet, die noch nicht aus L, bekannt sind, wahrend die bekannten
Koeffizienten aus Lo iibernommen werden (mit dem richtigen Vorzeichen.)

d) In Schritt (7) wird die Menge H,, mit der Funktion Height(B,n) berechnet, vgl. Be-
merkung 21.6¢ (Implementierung von FindZeroMaxMinors).
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e) Bei der wiederholten Backup-Prozedur trigonalisiert bzw. diagonalisiert man Matri-
zen, in denen eventuell bestimmte Spalten durch 0 ersetzt worden sind. Diese eigent-
lich iiberfliissigen Spalten haben aber keine Auswirkung auf die Rechenzeit. Ebenso-
gut konnte man sie streichen und miifite sich dann aber merken, welche Spalten der
urspriinglichen Matrix die verbleibenden Spalten tatsachlich bezeichnen.

22.5 Satz (Algorithmus MaxMinorsLR)

Sei A eine beliebige n X m-Matrix uber einem Integritatsring R. Der Algorithmus A11Sub-

sets sei wie in Satz 20.4, B2TMDMD wie in Satz 4.6, FindZeroMaxMinors wie in Satz 21.5,

BackupMaxMinors wie in Satz 22.2 und LinRelMaxMinors wie nachfolgend definiert.
Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) Falls n > m ist, ersetze A durch die transponierte Matriz A und vertausche n und m.

(2) Erhalte mit A11Subsets({1,...,m},n) als Ergebnis die geordnete Menge L, = L.
Setze Lo := {0, ...,0} fiir die geordnete Menge, die ebensoviele Elemente wie Ly besitzt
und nur aus 0 besteht. Setze A := () und j; := 1.

(3) Falls Ly leer ist, dann gib das Ergebnis Lo aus. Andernfalls bezeichne | = [l; ...1,]
das erste Blement von L.

(4) Falls Iy > jy gilt, fahre fort bei Schritt (12).

(5) Es sei C die Matriz, die man aus A durch Nullsetzen aller Spalten j € {1,...,1,}\
{l1,12,...,1,,} erhdlt. Fihre B2TMDMD(C') durch und nenne das Ergebnis B.

(6) Falls A leer ist und rang B < n gilt, ersetze Ly durch die leere Menge und fahre fort
bei Schritt (3).

(7) Falls A leer ist, setze P := by fiir die erste Zeile von B und ersetze j; durch den
Spaltenindex, der den ersten Koeffizienten ungleich 0 in P anzeigt.

(8) Fiihre FindZeroMaxMinors(B, L1, A) aus.

(9) Bestimme die aufsteigend geordnete Indexmenge H,, = {jn1,Jn2,---,Jnp} aller Spal-
ten von B, die auf der Héohe n liegen. Falls Hy leer ist, fahre fort bei Schritt (3),
andernfalls setze y := 1.

(10) Falls > p ist, fahre fort bei Schritt (3).

(11) Fihre BackupMaxMinors (B, L1, Ly, A) durch, ersetze in B die jp,-te Spalte durch 0,
ersetze A durch AU {j,,}, erhohe p wm 1 und fahre fort bei Schritt (10).

(12) Fihre fir jedes | € Ly den Algorithmus LinRelMaxMinors (P, Ly, 1) durch und gib als
Ergebnis Lo aus.

Dies ist ein mit MaxMinorsLR(A) bezeichneter Algorithmus, dessen Ergebnis die Menge der

mazximalen Minoren von A ist.

Dabei bedeute LinRelMaxMinors (P, Lo, 1) den folgenden Algorithmus, der den durch
Il = [ly...1,] definierten maximalen Minor von A aus Lo und aus P = (p1...pm) =
(0...0 pj, ...pm) mit pj, # 0 berechnet und in der geordneten Minorenliste Ly an die
richtige Position schreibt. Hierfiur sei der Algorithmus PosMinor wie in Satz 20.3.
(P1) Fir A=1,...,n setze hy :=[j1 Iy la...Ix...1,].
(P2) Ersetze dann hy fir X = 1,...,n durch das FElement, das in Lo an der Position
PosMinor(hy, m) steht.
(P3) Berechne zuerst s := Y 5_ (=) 1 - p,, - hy. Ersetze anschliefend s durch s/p;, und
gib als Ergebnis s, Ly und Lo aus.
Beweis:
Die angegebenen Schritten sind im wesentlichen mit denen von MaxMinors aus Satz 22.2
identisch. Zu beachten ist nur, da§ Schritt (4) das Abbruchkriterium beinhaltet, um mit
den linearen Relationen in Schritt (12) fortzufahren. Fiir diese verwendet man geméafl Be-
merkung 21.8 die in Schritt (7) gefundene erste Zeile der allerersten Zeilenstufenmatrix B,
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also P = (p1...pm) = (b11...b1m), und alle Minoren, die die erste Zeilenstufenspalte j;
enthalten. Somit ist der Algorithmus LinRe1lMaxMinors die direkte Anwendung der Formel

n

1

1. 1,)(A) = b STEDM by [ b ](A) =
J1a=1
_ pi SOy [ b L(A).

A=1

22.6 Bemerkungen (Komplexitdt von MaxMinorsLR)
Sei A eine n X m-Matrix mit n < m, deren maximale Minoren alle ungleich 0 seien.

a) (B2TMDMD, wiederholte Backup-Prozedur) Um mit Hilfe von B2TMDMD und der wieder-

holten Backup-Prozedur alle (27’__11 ) maximalen Minoren mit der Spalte 7; zu ermitteln,

benétigt man nach Bemerkung 22.3 (Komplexitat von MaxMinors)
~ O(m"~'n?) Additionen
~ O(m™~1'n?) Multiplikationen
~ O(m"™~1n) Divisionen.
b) (Lineare Relationen) Um einen maximalen Minor mittels einer geeigneten linearen
Relation zu berechnen, benotigt man fiir den Algorithmus LinRelMaxMinors
n — 1 Additionen
n Multiplikationen
1 Division.

Fir (mn_l) ~ m™ maximale Minoren, die die Spalte j; nicht enthalten, ergeben sich

somit insgesamt
~ O(m"n) Additionen
~ O(m"n) Multiplikationen
~ O(m™) Divisionen.
c¢) (Algorithmus MaxMinorsLR) Mit den Abschétzungen aus a) und b) benétigt man folg-
lich fiir MaxMinorsLR

~ O(m"n) Additionen

~ O(m™n) Multiplikationen

~ O(m™) Divisionen,
um alle (:’;‘) ~ m" maximalen Minoren von A zu berechnen. Die bei den Unteralgorith-
men (PosMinor etc.) anfallenden Rechenoperationen sind dabei nicht beriicksichtigt.

22.7 Bemerkungen zur Implementierung (MaxMinorsLR)

In Ergdnzung zu Bemerkung 22.1 (technische Probleme) und Bemerkung 22.4 (Imple-
mentierung von MaxMinors) bleibt zum Algorithmus MaxMinorsLR aus Satz 22.5 noch zu
bemerken:

a) Die Anpassung der Liste Ly erfolgt bei LinRelMaxMinors wieder dadurch, daf bei der
Definition dieser CoCoA-Funktion das Argument L, mit Var deklariert ist und daher
automatisch aktualisiert wird. Daneben gibt die Funktion LinRelMaxMinors (P, Lo, ()
auch das Ergebnis s aus. Dies ist zwar nicht unbedingt notig, da die Minorenliste Lo
diesen Wert schon an die richtige Position zugewiesen bekommen hat, aber auf diese
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Art kann man den durch [ definierten Minor auch explizit erhalten, wenn man dies
wiinscht.

Der Algorithmus MaxMinorsLR aus Satz 22.5 ist im wesentlichen genauso wie MaxMi-
nors aus Satz 22.2 aufgebaut. Es mufl nur mit Schritt (4) das Abbruchkriterium ein-
gefiigt werden, um dann in Schritt (12) mit der Funktion LinRelMaxMinors (P, L,,!)
die iibrigen Minoren zu berechnen. Fiir die linearen Relationen mufl man sich aufler-
dem in Schritt (7) die erste Zeile der allerersten Zeilenstufenmatrix merken, also P,
vgl. Bemerkung 21.8.

Insbesondere fiir n x m-Matrizen A € Mat,, x,, (R) mit m = n+1 geniigt bereits eine einzige
Diagonalisierung mit einem (nahezu beliebigen) Divisionsverfahren, um am Endergebnis

(52(;.1)) alle maximalen Minoren von A ablesen zu kénnen. Fiir diesen Spezialfall existiert

ein
22.
Ses

eigener Algorithmus:

8 Satz (Algorithmus MaxMinors_2)
A eine beliebige n X m-Matriz aus Mat,xp, (R) mit m € {n+ 1,n — 1}, ferner sei

der Algorithmus B2DMDMDFB wie in Satz 7.5. Der Algorithmus Update sei wie nachfolgend
in a) definiert.
a) Betrachte die folgenden Instruktionen:

b)

c)

(1) Falls n > m ist, ersetze A durch die transponierte Matriz ‘A und vertausche n
und m.

(2) Fiihre B2DMDMDFB(A) aus und nenne das Ergebnis D. Setze L := {0,...,0} fir
die geordnete (n + 1)-elementige Menge, die nur aus 0 besteht.

(3) Falls rang D = n gilt, fihre Update(D, L) durch.

(4) Gib als Ergebnis L aus.

Dies ist ein Algorithmus mit der Bezeichnung MaxMinors_2(A), der als Ergebnis die

Menge aller mazimalen Minoren von A ausqibt.

Dabei bezeichne Update(D, L) den folgenden Algorithmus, der die Minorenliste L mit
Koeffizienten aus der nxm-Diagonalmatriz D aktualisiert. Die Algorithmen PosMinor
und Signum seien wie in Satz 20.3 bzw. 20.5.

(U1) Ermittle die Zeilenstufen j1, ja, ..., Jn von D.

(U2) Ersetze firl := [j1 j2...jn] das Element von L an der Position PosMinor(l,m)
durch den Koeffizienten d,j,. Setze i := 1.

(U3) Falls i > n gilt, gib als Ergebnis L aus.

(U4) Setze fiir alle Spaltenindizes j € {1,...,m} \ {j1,J2,---,Jn} mit j > j; jeweils
hj :==[j1 j2-- 3\2 J--Jjn] und iNLj fir die aufsteigend sortierte Permutation von h;
mit hy < ...< hy. Ersetze in L das Element an Position PosMinor(fNLj, m) durch
Signum(hj) . d”

(U5) Erhéhe i um 1 und fahre fort bei Schritt (U3).

Aussage a) gilt auch dann, wenn man in Schritt (2) den Algorithmus B2DMDMDFB
durch einen der Algorithmen B1DMD (Satz 5.6), B2DMD (Satz 6.3), B2DMDMD (Satz 6.6),
B1DMDFB, B2DMDFB (Satz 7.5) oder MaliDMD (Satz 8.4) ersetzt.

Die n x m-Matriz A erfille nun die zusdtzlichen Voraussetzungen, daff m = n + 1
sei, daf$ ihr Rang gleich n und daf$ Zeilentausch nicht notig sei. Die obige Aussage a)
ist weiterhin giltig, wenn man dort in Schritt (2) statt des Algorithmus B2DMDMDFB
einen der Algorithmen MalDichHR (Satz 10.2), MalDichHM (Satz 10.4), MalDichVR
(Satz 10.6), MalDichVM (Satz 10.8), BIDMDSM (Satz 14.2), B2DMDMDSM (Satz 15.2),
B1DMDSMFB, B2DMDMDSMFB (Satz 16.1), B1DMDFBSM, B2DMDMDFBSM (Satz 15.3) oder
MaliDMDSM (Satz 17.2) verwendet.
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Beweis:
Offensichtlich konnen die fiir MaxMinors_2 angegebenen Instruktionen nur endlich oft
durchlaufen werden, da Update und da die zugrundeliegenden Diagonalisierungsverfahren
nur aus endlich vielen Schritten bestehen.

Sei 0.E. m = n+ 1. Diagonalisiert man A mit einem der in a), b) oder c¢) angegebenen

Verfahren, so erhilt man die Diagonalmatrix D = (52(;1)) Gilt rang A = rang D < n,

so ist L = {0,...,0} die Menge aller maximalen Minoren von A, andernfalls enthéilt die

Diagonalmatrix D alle maximalen Minoren von A, namlich die Minoren
(sign [j1 . Ji G- dnl) - [j1---Ji G- Gn)(A) = sign 8 - 6 = sign &0 - "

firi e {1,...,n} und j € {1,...,m} mit j > j; und j # jix1, jiz2,--.,jn- Diese Minoren

werden mit Update aus der Diagonalmatrix nach L gebracht. O

22.9 Bemerkungen zur Implementierung (MaxMinors_2)

a) (Optionen) Der Algorithmus MaxMinors_2 aus Satz 22.8 ist so programmiert, daf§ als
Voreinstellung, wie in Satz 22.8a) beschrieben, der Algorithmus B2DMDMDFB verwendet
wird. Optional lafit sich stattdessen ein beliebiger anderer Algorithmus auswéahlen,
der als zusétzliches Argument eingegeben wird, siehe 22.8b) und c). Eine gute Al-
ternative bietet oft der Algorithmus B2DMDMDFBSM. In speziellen Féllen kann auch
ein anderes Diagonalisierungsverfahren die schnellsten Ergebnisse erzielen, z.B. Mal-
DichHM. (Dichotomie- oder Sasaki-Murao-Verfahren diirfen aber nur unter bestimmten
Voraussetzungen verwendet werden, vgl. 22.8c.)

b) MaxMinors._2 gilt ausdriicklich nur fiir nx (n+1)- oder nx (n—1)-Matrizen. Verwendet
man dabei den Algorithmus B2DMDMDFB, so ist MaxMinors_2 praktisch identisch mit den
Algorithmen MaxMinors und MaxMinorsLR, denn es muf} in jedem Fall nur eine einzige
Diagonalisierung (mit B2DMDMDFB) vorgenommen werden, um simtliche maximalen
Minoren zu erhalten.

c¢) (Algorithmus Update) Die Anpassung der Liste L erfolgt bei Update(D, L) wie iiblich
dadurch, dal das Argument L mit Var deklariert wird.

Neben den bisher vorgeschlagenen Methoden zur Berechnung maximaler Minoren gibt es
sicherlich noch andere, die hier aber nicht mehr weiter ausgefithrt werden sollen, beispiels-
weise die folgende:

22.10 Bemerkung (Entwicklung der maximalen Minoren)
Sei A eine n x m-Matrix mit n < m iiber einem Integritatsring R.

a) Kennt man alle Minoren (n — 1)-ter Ordnung in den Zeilen 1,...,n — 1, also alle
Minoren [1...n — 1][l; ...l,_1](A) mit beliebigen [;,...,l,_1 € {1,...,m}, so kann
man daraus sofort alle Minoren n-ter Ordnung berechnen, indem man sie nach der
letzten Zeile entwickelt.

Wie erhélt man all diese Minoren [1...n—1][ly ...l,—1](A)? Entweder man berechnet
sie rekursiv aus den Minoren (n — 2)-ter Ordnung in den Zeilen 1,...,n — 2, oder mit
einem anderen Verfahren. ..

b) Entwickelt man einen maximalen Minor nach der n-ten Zeile, so fallen dabei (n — 1)
Additionen und n Multiplikationen an, wobei der erste Faktor ein Koeffizient von A
und der zweite Faktor eine Determinante (n — 1)-ter Ordnung ist. Berechnet man
denselben Minor mit Hilfe einer geeigneten linearen Relation, so benotigt man dazu
ebenfalls (n — 1) Additionen und n Multiplikationen, dariiberhinaus aber auch eine
Division. Bei den Multiplikationen ist stets ein Faktor ein Koeffizient von A und der
andere eine Determinante n-ter Ordnung.
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23 Vergleich der Verfahren (maximale Minoren)

Den Komplexititen zufolge sollte unter den selbstgeschriebenen Funktionen der Algorith-
mus MaxMinorsLR (Satz 22.5) mit den linearen Relationen besser abschneiden als Max-
Minors (Satz 22.2), siehe die Tabelle unten. In speziellen Fiallen von n x (n + 1)-bzw.
n %X (n — 1)-Matrizen kann aber MaxMinors_2 (Satz 22.8) in Verbindung mit einem geeig-
neten Diagonalisierungsverfahren giinstiger sein, vergleiche Kapitel IV.

Maximale Minoren von n x m-Matrizen mit n < m

Quellen Algorithmus | Additionen | Multiplikationen | Divisionen

22.2, 22.3 | MaxMinors O(m"n?) O(m™n?) O(m™n)
22.5,22.6 |MaxMinorsLR | O(m"n) O(m"n) o(m")
Tabelle 23

23.1 Zusammenfassung (Berechnung maximaler Minoren)

a) (Testsieger) Unter den selbstgeschriebenen Funktionen ist MaxMinorsLR umso giinstiger
als MaxMinors, je grofler der Unterschied zwischen n und m ist (n < m, ansonsten
betrachtet man die transponierte Matrix). In speziellen Fillen ist MaxMinors_2 in Ver-
bindung mit einem geeigneten Diagonalisierungsverfahren empfehlenswert, vergleiche
Kapitel TV.

b) (Optimierungen) Die selbstgeschriebenen Funktionen lielen sich noch weiter optimie-
ren, wenn man mehr Zwischenergebnisse speichern wiirde, siehe Bemerkung 21.10b)
und ¢) (Doppelberechnungen). Dazu miifite man sich die Matrizenfolgen, die bei den
jeweils notigen Trigonalisierungen anfallen, bzw. bestimmte Matrizen davon merken.

24 Beliebige Minoren

Sei im folgenden £ € N;, und A bezeichne eine beliebige n x m-Matrix iiber einem Inte-
gritatsring R. Wie kann man fiir diese Matrix moéglichst effektiv alle (’) - (}}) Minoren
k-ter Ordnung mit 1 < k < n,m bestimmen?

Eine Moglichkeit besteht offensichtlich darin, jeweils k paarweise verschiedene Zeilen
11 < ... < i3 aus A auszuwahlen und dann mit den bereits bekannten Verfahren aus
Abschnitt 32 alle maximalen Minoren in diesen k Zeilen zu bestimmen, also alle Mino-
ren [iy...i.][l1 ... lg](A). Fihrt man dies fiir alle [i;...i;] € LY durch, so erhélt man
schliefllich samtliche Minoren k-ter Ordnung.

24.1 Satz (Algorithmen MyMinors, MyMinorsLR)

Sei A eine beliebige n x m-Matrixz uber R, und sei k € Ny mit 1 < k < n,m. Der Algo-
rithmus Al1Subsets sei wie in Satz 20.4, die Algorithmen MaxMinors und MaxMinorsLR
wie in Satz 22.2 bzw. 22.5.

a) (Algorithmus MyMinors) Betrachte die folgenden Instruktionen:
(1) Fihre A11Subsets({1,...,n}, k) durch und nenne das Ergebnis L. Setze Lo := ).
(2) Falls Ly = 0 gilt, dann gib das Ergebnis Lo aus. Andernfalls bestimme fir das
erste Element [iy ...ix| € L1 die Teilmatrix B von A in den Zeilen iy, ..., i und
den Spalten 1,...,m.
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(3) Erhalte mit MaxMinors(B) das Ergebnis M und ersetze Ly durch Lo U M. Strei-
che [iy .. .ix] aus Ly und fahre fort bei Schritt (2).

Dies ist ein Algorithmus mit der Bezeichnung MyMinors(k, A), der alle Minoren k-ter

Ordnung von A berechnet.

b) (Algorithmus MyMinorsLR) Behauptung a) gilt auch, wenn man dort in Schritt (3)
den Algorithmus MaxMinors durch MaxMinorsLR ersetzt. In diesem Falle bezeichnet
man den entsprechenden Algorithmus als MyMinorsLR(k, A).

Beweis:

Es ist klar, dal man nach endlich vielen Schritten alle Minoren k-ter Ordnung von A erhalt,
wenn man fiir jede Zeilenauswahl [iy ...4] € L} = AllSubsets({1,...,n}, k) jeweils alle
maximalen Minoren in diesen Zeilen berechnet. 0J

24.2 Bemerkungen (Komplexitdt von MyMinors, MyMinorsLR)
Sei k € N4 und sei A eine n x m-Matrix mit 1 < k£ < n,m. Ferner soll kein Minor der
Ordnung k von A verschwinden.

a) (Algorithmus MyMinors) Um mit dem Verfahren MyMinors aus Satz 24.1a) sdmtliche
(2) - (%) = nfFmF Minoren k-ter Ordnung zu berechnen, muf man (})-mal fiir eine
k x m-Matrix den Algorithmus MaxMinors durchfithren. Insgesamt ergeben sich daher

fiir MyMinors
~ O(k*n*m*) Additionen
~ O(k*>n*m*) Multiplikationen
~ O(kn*m*) Divisionen,
vergleiche Bemerkung 22.3 (Komplexitiat von MaxMinors). Die bei den Unteralgorith-
men (AllSubsets etc.) anfallenden Operationen sind dabei nicht beriicksichtigt.
b) (Algorithmus MyMinorsLR) Analog zu a) bendtigt man insgesamt fiir den Algorithmus
MyMinorsLR aus Satz 24.1b)
~ O(kn*m*) Additionen
~ O(kn*m*) Multiplikationen
~ O(n*m*) Divisionen,
vergleiche Bemerkung 22.6 (Komplexitit von MaxMinorsLR).

24.3 Bemerkung zur Implementierung (MyMinors, MyMinorsLR)

Arbeitet man bei den Algorithmen MyMinors bzw. MyMinorsLR (Satz 24.1) wie beschrieben
die Liste L; = L} ab, indem man zu jedem Element [i1...4] € L1 die maximalen Minoren
in diesen Zeilen mit MaxMinors bzw. MaxMinorsLR bestimmt, so enthalt das Endergebnis Lo
automatisch die Minoren k-ter Ordnung in der Reihenfolge der lexikographisch geordneten
Menge L™ ={[1...k][1...k],....,[n—k+1...n]m—k+1...m]}.

Lineare Relationen sind nicht nur innerhalb des Verfahrens MaxMinorsLR von Nut-
zen, indem dort aus allen maximalen Minoren mit einer bestimmten Spalte die iibrigen
berechnet werden. Man kann schliefilich auch aus den Minoren k-ter Ordnung, die eine
bestimmte Zeile enthalten, andere Minoren k-ter Ordnung bestimmen. Zur Erinnerung:

24.4 Bemerkungen (lineare Relationen)
Sei A eine beliebige n x m-Matrix aus Mat,, x, (R), und sei k € Ny mit 1 < k < n,m.
a) (Lineare Relationen) Wenn a;y, # 0 fiir ein ip € {1,...,n} und ein [, € {1,...,m}
gilt und wenn man alle Minoren k-ter Ordnung von A kennt, die die Zeile g enthalten,
so kann man daraus nach Lemma 20.7b) (lineare Relationen) alle anderen Minoren
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[i1 .- ig][l1--.lg](A) mit beliebigen iy,... i € {1,...,n} und l;,...,lx € {1,...,m}
berechnen, die die Spalte [, enthalten, und zwar mit der Formel

k

Biol 32

Gilt a;;; = 0 fir hochstens (k — 1) Spalten | € {1,...,m}, so kann man offen-
sichtlich aus den Minoren mit der Zeile ig alle tubrigen Minoren gewinnen. Un-
abhéngig davon, welche Zeile aus {1,...,n} die Variable ig bezeichnet, existieren stets
(’Zj) . (7,:”) Minoren k-ter Ordnung, die die Zeile i beinhalten. Gilt dabei ig > i1,
so mufl man in (x) auf der rechten Seite zusatzlich beachten, dafi die Determinante
lig i1 - -x..-ix][l1 - 1;](A) sich durch das Vorzeichen sign [iq i .. .3y . .. i) von dem
entsprechenden Minor in den Zeilen g, 21, ... ,/i\)\, ...,1x und den Spalten [, ..., [ un-
terscheiden kann. Ist speziell 49 = 1 und ay;, # 0 fiir ein [, € {l,,...,I;}, so folgt
aus (x) die Formel

k
[lek][lllk](A) = L Z(—l))\+1 -aikl“ : [1 il ;Azk][lllk](A), (**)

ati, et

um aus den Minoren mit der Zeile 1 alle anderen zu erhalten.

b) Gesetzt den Fall, jede Zeile ¢ von A enthélt mindestens k-mal 0 als Koeffizienten. Sei
o.E. i = 1, und seien l,...,l; € {1,...,m} paarweise verschiedene Spaltenindizes
mit ay;, = ... = ay;, = 0. Wie kann man nun mittels geeigneter linearer Relationen
aus den Minoren mit der Zeile 1 die Minoren [iq ...dg|[l1 ...l;](A) mit beliebigen
i1,...,0 € {2,...,n} berechnen? In diesem Fall lassen sie sich nicht direkt mit der
Formel (#x) aus den Minoren mit der Zeile 1 erhalten, aber moglicherweise iiber einen
Umweg. Berechnet man zunachst alle Minoren in den Zeilen 74, ..., if, die man mit der
Formel (*x) schaffen kann, so kann man aus diesen Minoren eventuell den gewiinschten
Minor [iy ...0g][l1 ... 1] (A) erhalten, indem man wie bei den maximalen Minoren die
lineare Relation aus Lemma 20.7a) anwendet. Gelingt dies nicht, so mufl man diesen
Minor wohl oder iibel ohne lineare Relationen anderweitig ermitteln.

Als Anwendung von Bemerkung 24.4a) folgt nun eine weitere Methode, um alle Mi-
noren einer Matrix zu berechnen.

24.5 Satz (Algorithmen MyMinors_2, MyMinorsLR_2)

Sei A eine beliebige n X m-Matrixz uber R, ferner sei k € Ny mit 1 < k < n,m, und
die erste Zeile von A enthalte héchstens (k — 1)-mal 0 als Koeffizienten. Der Algorithmus
Al1Subsets sei wie in Satz 20.4, die Algorithmen MaxMinors und MaxMinorsLR seien wie
in Satz 22.2 bzw. 22.5, und LinRelMinors sei wie nachfolgend definiert.

a) (Algorithmus MyMinors_2) Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) Fiihre A11Subsets({1,...,n}, k) bzw. A11Subsets({1,...,m}, k) durch und nen-
ne das Ergebnis Ly bzw. Ly. Setze Lz := ().

(2) Falls Ly =0 gilt, dann gib das Ergebnis L3 aus.

(3) Falls das erste Element [iy .. .1x] € L1 mit einem Index iy > 1 beginnt, fahre fort
bei Schritt (5), andernfalls bestimme fiir das erste Element [iy ... € Ly die
Teilmatriz B von A in den Zeilen iy,...,1; und den Spalten 1,...,m.

(4) Erhalte mit MaxMinors(B) das Ergebnis M und ersetze Ls durch Ls U M. Strei-
che [iy . ..i] aus Ly und fahre fort bei Schritt (2).
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(5) Fiihre der Reihe nach fir jede Spaltenauswahl [ly ...l;] € Lo den Algorithmus
LinRelMinors(A, Lz, [i1 . . .ix],[l1 .. .lx]) durch und erginze Ls mit dem jeweili-
gen Ergebnis. Streiche [iy .. .1;] aus Ly und fahre fort bei Schritt (2).

Dies ist ein mit MyMinors_2(k, A) bezeichneter Algorithmus, dessen Ergebnis die Men-

ge der Minoren k-ter Ordnung von A ist.

Dabei bedeute LinRelMinors(A, Lo, [i1...1i],[l1...lx]) den nachfolgenden Algorith-
mus, der den durch [iy ...ig][l1 . ..lx] definierten Minor von A aus den Minoren in L
und aus der ersten Zeile von A berechnet. Hierfir sei der Algorithmus PosMinor wie
in Satz 20.5.
(P1) Fir A=1,...,k setze hy :=[1 4 22/z\>\zk]
(P2) Ersetze dann hy fir A =1,...,k durch das Element, das in Lz an der Position
PosMinor(hy,[ly ...lk],n,m) steht.
(P3) Finde den ersten Spaltenindex [, aus {l1,...,l}, der ungleich 0 ist.
(P4) Berechne zuerst s := 2:'7;:1(—1))‘Jrl “ @iy 1, - ha. Ersetze anschliefend s durch
s/ay,, und gib als Ergebnis s aus.

b) (Algorithmus MyMinorsLR_2) Behauptung a) gilt auch, wenn man dort in Schritt (4)
den Algorithmus MaxMinors durch MaxMinorsLR ersetzt. In diesem Falle bezeichnet
man den entsprechenden Algorithmus als MyMinorsLR_2(k, A).

Beweis:

Es ist klar nach der vorangegangenen Bemerkung 24.4 (lineare Relationen), dal man nach
endlich vielen Schritten alle Minoren k-ter Ordnung von A erhalt, wenn man fiir jede Zei-
lenauswahl [1 iy ...4;] € L} = Al1Subsets({1,...,n}, k) jeweils alle maximalen Minoren
in diesen Zeilen berechnet und anschlieflend in Schritt (5) mit LinRelMinors die iibrigen
Minoren von A. Hierbei ist der Unteralgorithmus LinRelMinors die direkte Anwendung
der Formel (#x) aus der obigen Bemerkung 24.4a). O

24.6 Bemerkungen (Komplexitidt von MyMinors 2, MyMinorsLR _2)

Sei k € N, und sei A eine n x m-Matrix mit 1 < k < n,m. Ferner soll kein Minor der
Ordnung k von A verschwinden, und die erste Zeile von A soll 0 hichstens (k — 1)-mal
enthalten.

a) Um alle (Zj) (7:) ~ n*~'m* Minoren k-ter Ordnung mit der Zeile 1 zu berechnen,

bendtigt man nach Bemerkung 22.3 (Komplexitét von MaxMinors)
~ O(k*n*~1m*) Additionen
~ O(k?n*—1m*) Multiplikationen
~ O(kn*—1m*) Divisionen
bzw. nach Bemerkung 22.6 (Komplexitit von MaxMinorsLR)
~ O(kn*~1m*) Additionen
~ O(kn*~'m*) Multiplikationen
~ O(n*~1m*) Divisionen.
b) Um einen Minor k-ter Ordnung mittels einer geeigneten linearen Relation zu berech-
nen, benotigt man genau

k — 1 Additionen
k Multiplikationen

1 Division.
Fiir die (2) (T’) — (Z:i) (T) ~ n*m* Minoren, die die Zeile 1 nicht enthalten, ergeben

sich somit insgesamt
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~ O(kn*m*) Additionen
~ O(kn*m*) Multiplikationen
~ O(n*m*) Divisionen.

c¢) (Algorithmus MyMinors_2) Mit den Abschitzungen aus a) und b) folgt, dal man fiir
den Algorithmus MyMinors_2 aus Satz 24.5a) insgesamt

~ O(kn*m*) Additionen
~ O(kn*m*) Multiplikationen
~ O(n*m*) Divisionen

benoétigt. Die bei den Unteralgorithmen (A11Subsets etc.) anfallenden Operationen
sind dabei nicht berticksichtigt.

d) (Algorithmus MyMinorsLR_2) Analog zu c) bendtigt man insgesamt fiir den Algorith-
mus MyMinorsLR_2 aus Satz 24.5b)

~ O(kn*m*) Additionen
~ O(kn*m*) Multiplikationen

~ O(n*m*) Divisionen.

24.7 Bemerkungen zur Implementierung (MyMinors_2, MyMinorsLR_2)

a) Die Algorithmen MyMinors_2 und MyMinorsLR_2 aus Satz 24.5 sind nur fiir Matrizen
programmiert, deren erste Zeile 0 hochstens (k — 1)-mal enthélt, denn sonst konnte
man nicht die Relationenformel (xx) aus Bemerkung 24.4a) anwenden. Erfiillt eine
Matrix diese Voraussetzung nicht, so kann man moglicherweise eine entsprechende
Zeile nach oben tauschen. Gelingt auch dies nicht, zeigt Bemerkung 24.4b) weitere
Alternativen auf, die hier bei der Implementierung jedoch nicht beriicksichtigt sind.

b) Fiigt man an die Minorenliste Lz immer die jeweiligen Ergebnisse an, die man in
Schritt (4) bzw. (5) mit MaxMinors, MaxMinorsLR oder LinRelMinors bekommt, so
enthalt L3 am Ende alle Minoren in der Reihenfolge der lexikographisch geordneten
Menge L;""™.

25 Weitere ﬂ'berlegungen zur Berechnung beliebiger Minoren

Sei im folgenden k£ € N, und A bezeichne eine n x m-Matrix iiber einem Integritatsring R.
Wie kann man fiir diese Matrix méglichst effektiv alle (77) - (}) Minoren k-ter Ordnung
mit 1 < k < n,m bestimmen? Im vorangegangenen Abschnitt hat man bereits einige
Methoden kennengelernt. Dabei ermittelt man alle Minoren oder zumindest diejenigen
mit der ersten Zeile sukzessive, indem man fiir jede in Frage kommende Zeilenauswahl
die maximalen Minoren in diesen Zeilen bestimmt. Bei dieser Vorgehensweise nimmt man
allerdings unnotige Berechnungen in Kauf, zum einen bei der Ermittlung der maximalen
Minoren, vergleiche Bemerkung 21.10 (Doppelberechnungen), zum anderen dadurch, daf}
Zwischenergebnisse einer Zeilenauswahl sich auch fiir eine andere Zeilenauswahl verwerten
lielen. Wie kann man letzteres vermeiden? Fiir die folgenden Uberlegungen gelte zunachst

(V1) 3<k<n<m,

(V2) rang A > k,

(V3) Zeilentausch sei nicht notig.
Diese Voraussetzungen wahlt man aus ahnlichen Griinden wie bei der Berechnung maxi-
maler Minoren, die sich hier als Spezialfall fiir & = n ergibt, vgl. Bemerkung 21.2 (Vor-
aussetzungen). Als Fundament der Minorenberechnung dient im folgenden wieder das
Forward-Backup-Verfahren.
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Trigonalisiert man A mit einem Divisionsverfahren, so erhalt man die bekannte Ma-
trizenfolge (B(A))Azomn_l, wobei sich insbesondere fiir A = k£ — 1 die Matrix

(O{E;_l))zzl...kfl
B . B(k_l) . j=1l...m _
(k—1)y.
(aij Dizkeom,
0 0
PP )
(1) (1)
a2‘]2 .- .. .- .. .. .. .- e .- e .- e an
(k—2) (k 2)
ak 1"7k1 .. .. .- e .- e .- e ak 1m
B (k—1) SED)
hir Ce e e ap
(k—1) (k—1)
0 P T R o A
TP QD)
ergibt. In dieser Matrix sind die Zeilenstufenspalten ji, jo2, ..., Jk_1, somit also die Spalten

1

k,...,n die Koeflizienten agj V= =[1...k—14][j1-.-jr—1 7](A), welche Determinanten

k- ter Ordnung sind. Da man an den Minoren k-ter Ordnung von A interessiert ist, geniigt
es offenbar, bei der Trigonalisierung nur die vordere Teilfolge (BM)y_o.. x—1 zu erzeugen.

,---yJk — 1 unter der Diagonalen ausgeraumt. Insbesondere enthalten die unteren Zeilen

Die partiell trigonalisierte Matrix B = B*~1 dient nun als Augangspunkt fiir die
Backup-Prozedur. Dazu betrachtet man zunéichst nur die Teilmatrix C*) von B, die aus
den obersten k Zeilen by, ..., b, besteht, also die Matrix

(0) .. (0)

aljl ... ... .. .. .. .. .. alm

b, O (1)

a2]2 Xom,

' C (k-2 (k=2)
bk 0 1,5 1 . . . . ak—l,m

k-1 k—1
(=) g

Diagonalisiert man diese Zeilenstufenmatrix C*) mit der Backup-Prozedur, so erhilt man
in gewohnter Weise die Diagonalmatrix (5( ))z —1..& , deren Koeffizienten Determinanten

k-ter Ordnung sind. Mit der wiederholten Backup Prozedur aus Abschnitt 21 erhiilt man
aus C'F) weitere Determinanten k-ter Ordnung, vgl. Lemma 21.4. Auferdem lassen sich
anhand von C*) gewisse verschwindende Minoren enttarnen.
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Betrachtet man statt der Matrix C*) allgemein fiir v = k, ..., n die Matrizen
0 0
A e Q®)
b.l ag;i agv)l
o) = ) :
br—1 ' k—2 k=2
- 0 s TN )
B=D o gkl
V]k 9
die jeweils aus den ersten (k—1) Zeilen by, ..., by_1 und der v-ten Zeile b, von B bestehen,

so sind dies ebenfalls Zeilenstufenmatrizen. Gilt dabei rang C*) = k — 1, so verschwin-
den offensichtlich alle Minoren k-ter Ordnung in den Zeilen 1,...,k — 1,v. Ist dagegen
rang C*) = k, so bestimmt man alle Indizes j,1 < juo < ... < Jvp der Spalten, die in der
Matrix C*) auf der Hohe v liegen, p € N, . Damit 1a8t sich die Matrix C") genau wie
zuvor die Matrix C®) mit der wiederholten Backup-Prozedur aus Abschnitt 21 diagonali-
sieren, und auBerdem lassen sich an C'*) bestimmte verschwindende Minoren erkennen.

Insgesamt wiederholt man die Forward-Backup-Prozedur nun also nicht nur, indem
man wie bei den maximalen Minoren spaltenweise nach rechts fortschreitet, sondern mit
den Matrizen C"), v = k. ..., n, auch zusétzlich zeilenweise nach unten. Welche Minoren
kann man damit alles in allem gewinnen?

25.1 Lemma (zeilen- und spaltenweise wiederholte Backup-Prozedur)

Es liege die obige Situation vor, wobei rang C*) = k fir alle v € {k,...,n} sei. Wiederholt

man wie beschrieben die Backup-Prozedur solange spalten- und zeilenweise, bis in allen Zei-

lenstufenmatrizen C™*), v =k, ..., n, die letzte Zeile gleich 0 gesetzt ist, so kennt man auf-

grund der zugehorigen Diagonalmatrizen bis aufs Vorzeichen insbesondere die Determinan-

ten [iy ...igx][l1 - . . lx](A) mit paarweise verschiedenen Zeilenindizes iy, ..., i € {1,...,n}

und paarweise verschiedenen Spaltenindizes ly, ...l € {1,...,m}, fir die gilt:

(1) Esist [iy...i ] =[1...k —1v] mitv e {k,...,n}.

(2) Die ersten (k —2) Indizes ly,...,lx—2 sind Zeilenstufenindizes aus {ji, o, .-, jr—1}-

(3) Die beiden letzten Indizes ly—; und Iy, sind beliebig. Bezeichnen insbesondere lj_q
und ly, Nichtzeilenstufenspalten aus {1,...,m} \ {j1,J2, -, Jk—1, k1, Jk2s - - -, Jkp}s SO
gilt [i1 .. .ig][ly .. . 1] (A) = 0.

Beweis:
Die Behauptung folgt sofort, wenn man Lemma 21.4 (wiederholte Backup-Prozedur) fiir
v==k,...,n auf die Matrizen C*) anwendet. OJ

Die Matrix A erfiille nach wie vor die beiden Voraussetzungen

(V1) 3<k<n<m,

(V2) rang A > k,
jedoch wird nun die Voraussetzung (V3) fallengelassen, d.h. ein Zeilentausch ist jetzt
zulissig. Welche Auswirkungen hat dies auf die bisherigen Uberlegungen?

Bei der Bestimmung aller maximalen Minoren braucht man nicht darauf zu achten,
ob ein Zeilentausch stattfindet oder nicht. Denn da bei der Trigonalisierung jeder Zei-
lentausch und der damit verbundene Vorzeichenwechsel der betreffenden Determinanten
beriicksichtigt wird, erhalt man mit dem Backup-Verfahren am Ende stets die Determinan-
ten n-ter Ordnung 621). Wie verhéalt es sich aber bei den Minoren beliebiger Ordnung k?
Hier wird es in der Tat unangenehm, weil man sich nun im Fall £ < n die Permutation der
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Zeilen merken muf}, um hinterher zu wissen, welche Minoren [iy ...4g][l1 ...{x](A) sich in
den jeweiligen Zeilenstufen- bzw. Diagonalmatrizen an welcher Position befinden.

25.2 Bemerkung (Zeilentausch)
Bezeichnet in der obigen Situation B die zu A aquivalente Matrix, die man erhalt, wenn
man in A mit einem Trigonalisierungsverfahren mit Division die ersten (k — 1) Zeilenstu-

fenspalten ji, ja,...,jkx—1 ausrdumt, und stellt 7 = [4; ...4,] die Permutation der Zeilen
[1...n] mit n(1) =iy, 7(2) =is,...,m(n) = i, dar, die dazu nétig ist, so gilt

1/] 1:1 —1
~(k=1)y
(@ij " )izten,
~(0 ~(0
ayy o
~(1 ~(1
) o)
~(k—2 ~ k:—2
DL )

- ~(k=1) ~(k-1)
akjk .- .. .- .. .- .. O{k7m
~(k—1 ~(k—1

0 o TR ()
~(k—1) ~(k:—1)
n7jk .- .. .- .. .- .. anm
mit den Koeffizienten
&t =sign(r(l)...w(i— 1) 7(@)] - [7(1)...7w(@— 1) 7@l ---jimr 4)(A) und
&t =sign[r(1)...w(k—1) 7())] - [7(1)...7(k—1) 7(@)][j1 .. k-1 J)(A).
Der Faktor sign [...] rithrt daher, da bei den Zeilentauschalgorithmen Pivot und COPivot
jeder Vorzeichenwechsel registriert wird.
Benennt man dhnlich wie zuvor fir v = k,...,n die Matrizen, die aus den ersten

(k — 1) Zeilen und der v-ten Zeile von B bestehen, mit

by

cw) = | _ ,
bl‘i_l
by

so kann man einerseits anhand ihrer Zeilenstufenverteilung genau wie beim Algorithmus
FindZeroMaxMinors aus Satz 21.5 bestimmte verschwindende Minoren aussieben. Fiihrt
man andererseits an diesen Matrizen wie gehabt die wiederholte Backup-Prozedur durch,
so folgt aus Lemma 25.1 (Backup-Prozedur) sofort
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25.3 Korollar (Zeilentausch und wiederholte Backup-Prozedur)

Es liege die obige Situation vor, wobei rang cw =k fir allev € {k,...,n} sei. Wiederholt

man wie beschrieben die Backup-Prozedur solange spalten- und zeilenweise, bis in allen Zei-

lenstufenmatrizen C), v =k, ..., n, die letzte Zeile gleich 0 gesetzt ist, so kennt man auf-

grund der zugehorigen Diagonalmatrizen bis aufs Vorzeichen insbesondere die Determinan-

ten [iy ...ig][l1 - . . lx|(A) mit paarweise verschiedenen Zeilenindizes iy, ..., i € {1,...,n}

und paarweise verschiedenen Spaltenindizes lq, ...l € {1,...,m}, fir die gilt:

(1) Esist[iy...ig) =[7(1)...7w(k—1) n(v)] mit v e {k,...,n}.

(2) Die ersten (k —2) Indizes ly,...,lx—2 sind Zeilenstufenindizes aus {ji, o, .-, jk—1}-

(3) Die beiden letzten Indizes ly—; und Iy, sind beliebig. Bezeichnen insbesondere lj_q
und ly, Nichtzeilenstufenspalten aus {1,...,m} \ {j1,J2, -, Jk—1, k1, Jk2s - - - Jkp}s SO
gilt [i1 .. .ig][ly .. . 1] (A) = 0.

Beweis:
Die Behauptung folgt sofort aus Lemma 25.1 (zeilen- und spaltenweise wiederholte Backup-
Prozedur), wenn man die Zeilenpermutation m miteinbezieht. 0

Da man die Trigonalisierung nur bis zur partiellen Zeilenstufenmatrix B*=1) aus
Bemerkung 25.2 durchzufiihren braucht und da man sich dabei auch die Zeilenpermuta-
tion 7 = [7(1)...7(n)] merken muB, folgt nun eine Version des Algorithmus B2TMDMD aus
Satz 4.6, in der dies beriicksichtigt ist. Um der Variablenbezeichnung aus Satz 4.6 treu zu
bleiben, wird B*~1) voriibergehend durch B~ ersetzt. Gilt insbesondere rang A < p,
so kommt die partielle Trigonalisierung der vollstandigen Trigonalisierung gleich.

25.4 Satz (Algorithmus PartialB2TMDMD)

Sei A eine beliebige n X m-Matriz tuber einem Integritatsring R mit n < m, und sei

p € Ny mit 1 <p <n. Die Unteralgorithmen PartialPivot und PartialCOPivot seien

wie anschlieffend definiert, BITMDRow und B2TMDMDRow seiten wie in Satz 3.7 bzw. 4.6.

Betrachte die folgenden Instruktionen:

(1) Setze k=1, A\:=1,t:=1, 7:=[1...n] und Z := .

(2) (Evtl. Zeilentausch) Falls X > m oder k > p ist, gib als Ergebnis A, © und Z aus.
Andernfalls ersetze A und 7 durch das Ergebnis von PartialPivot (A, A\, k, ).

(3) (Lange Zeilenstufe) Ist axy = 0, dann erhéhe A um 1 und fahre fort bei Schritt (2).

(4) Falls k = p gilt, dann ersetze Z durch Z U {\}, erhéhe k um 1 und fahre fort bei
Schritt (2).

(5) Setze ji := A.

(6) (Letzte Spalte ausrdumen) Falls j, = m oder k = p — 1 ist, dann ersetze die unteren
Zeilen i =k +1,...,n von A jeweils durch das Ergebnis von BITMDRow(A, i, ji, k,t).
Ersetze dann Z durch Z U {ji}, erhéhe k und X jeweils um 1 und fahre fort bei
Schritt (2).

(7) (Evtl. Zeilentausch) Fiihre PartialCOPivot(A, ji,k, ) aus und erhalte daraus als
Ergebnis A, cg und .

(8) (Lange Zeilenstufe, Spalten ji,jr + 1 ausrdumen) Falls ¢cg = 0 ist, dann ersetze
die unteren Zeilen i = k + 1,...,n von A jeweils durch das Ergebnis von B1TMD-
Row(A, i, ji, k,t). Ersetze Z durch Z U {ji}, setze dann t := ayj, , erhéhe k um 1, A
um 2 und fahre bei Schritt (2) fort.

(9) (Spalten ji,jx + 1 ausrdumen) Setze jri1 = jx + 1 und ty = t*>. Ersetze fer-
ner die unteren Zeilen 1 = k + 2,...,n von A durch das jeweilige Ergebnis von
B2TMDMDRow(A, i, ji, k, co, t2). Ersetze auferdem die Zeile (k + 1) durch das Ergebnis
von B1TMDRow (A, k + 1, ji, k,t). Ersetze Z durch Z U {ji, jr+1}, setze t := apy1 jo+1,
erhohe k und A jeweils um 2 und fahre bei Schritt (2) fort.
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Dies ist ein mit PartialB2TMDMD(A, p) bezeichneter Algorithmus, der als Ergebnis die
Menge der Zeilenstufenspalten Z = {j : 1 < k < p und k < rang A} ausgibt und ferner
eine zu A dquivalente partielle Zeilenstufenmatriz Matriz, in der die Zeilenstufenspalten
aus {jr : 1 < k < p und k < rang A} ausgerdumt sind. Auferdem wird als Ergebnis die
Permutation ™ ausgegeben, die anzeigt, welche Zeilen im Laufe der partiellen Trigonalisie-
rung vertauscht worden sind.

Hierbei bedeute PartialPivot(A, A\, k,m) den folgenden Zeilentauschalgorithmus:

(P1) Falls agy = 0 ist, suche die ndchste Zeile | mit k <1 < n, fir die a;y # 0 gilt. Falls
etne solche Zeile | existiert, dann multipliziere sie mit —1 und vertausche die Zeilen |
und k. Vertausche ebenfalls in w die Komponenten an den Position | und k.

(P2) Gib das Ergebnis A aus.

Der zweite Zeilentauschalgorithmus PartialCOPivot(A, ji, k, m) ist gegeben mit:

(P1) Berechne co := [k k+1][jr jr +1](A) = arjy, - Qht1 ji+1 — Okt1,4x Ok, jr+1- Falls co =0
ist, suche die nachste Zeile | mit k+ 1 <1 < n, fir die co := [k l][jr jr + 1](A) # 0
gilt. Falls eine solche Zeile | existiert, dann multipliziere sie mit —1 und vertausche
die Zeilen | und (k + 1). Vertausche dann ebenfalls in w die Komponenten an den
Positionen | und (k + 1).

(P2) Gib als Ergebnis A, co und 7 aus.

Beweis:
Die Instruktionen (P1) und (P2) sind jeweils genau wie bei bei den Algorithmen Pivot
(Satz 3.7) und COPivot (Satz 4.3), bis auf den Umstand, dal nun die Zeilenvertauschung
bei der Matrix A auch an 7 nachvollzogen wird. Somit erhalt man als ein Endergebnis von
PartialB2TMDMD explizit die zur Trigonalisierung nétige Permutation 7 der Zeilen [1...n].
Die angegeben Schritte (1) bis (9) sind fast genauso wie bei B2TMDMD (Satz 4.7), wobei
nun die Trigonalisierung abgebrochen wird, sobald k£ > p gilt, d.h. sobald wie behauptet
die Zeilenstufenspalten aus {j; : 1 < k < p und k < rang A} ausgerdumt sind. Da bei
jeder Wiederholung von Schritt (4), (6), (8) oder (9) Zeilenstufenspalten zu Z hinzugefiigt
werden, gilt am Ende offensichtlich wie behauptet Z = {ji : 1 <k < p und k < rang A}.
O

25.5 Bemerkungen zur Implementierung (PartialB2TMDMD)
Wie im Beweis von Satz 25.4 (PartialB2TMDMD) bereits ausgefiithrt worden ist, geniigt es,
die Funktionen Pivot, COPivot und B2TMDMD leicht abzuandern.

a) (Zeilentausch) Die Funktionen PartialPivot und PartialCOPivot erhalten neben
den tiblichen Argumenten A, j und k als viertes Argument 7, welches zuséatzlich als Var
deklariert ist und daher automatisch aktualisiert wird. Daneben wird wie sonst auch
eine der beiden vertauschten Zeilen mit —1 multipliziert, um den Vorzeichenwechsel
der Determinante zu berticksichtigen.

b) (PartialB2TMDMD) Bei der Uménderung von B2TMDMD ist im Grunde nur zu beachten,
dafl sich bei PartialB2TMDMD(A, p) die Abbruchkriterien nun auf p und nicht mehr
auf n beziehen, vgl. Satz 25.4, Schritt (2), (4), (6). Falls rang A < p gilt, wird A mit
PartialB2TMDMD(A, p) nicht nur partiell, sondern sogar vollstiandig trigonalisiert.

Ein (mehrfacher) Zeilentausch und das zahlreiche Vorkommen verschwindender Minoren
kann sehr viel Verwirrung stiften, vor allem bei groleren Matrizen und Minoren hoherer
Ordnung, die eine haufigere Trigonalisierung erfordern. In der Hinsicht ist es also sehr viel
einfacher, wie in Abschnitt 24 die Minoren einfach in der Reihenfolge der Zeilenauswahl
mit Hilfe der Algorithmen fiir maximale Minoren zu berechnen. Aus diesem Grund wird



194 VI Weitere Anwendungen

der Leser (und die Autorin) damit verschont, dal auf der Grundlage der zeilen- und spal-
tenweise wiederholte Backup-Prozedur ein weiterer Algorithmus zur Minorenberechnung
formuliert wird.

Neben den bis dato vorgeschlagenen Methoden zur Berechnung aller Minoren einer
bestimmten Ordnung gibt es sicherlich noch andere, beispielsweise die folgende (vgl. dazu
auch Bemerkung 22.10 zur Entwicklung maximaler Minoren).

25.6 Bemerkung (Entwicklung der Minoren)
Sei k € Ni, und sei A eine n x m-Matrix iiber einem Integritatsring R mit £ < n < m.
Kennt man alle Minoren (k — 1)-ter Ordnung von A, die nur Zeilen aus {1,...,n — 1}
enthalten, so kann man daraus sofort alle Minoren k-ter Ordnung berechnen, indem man
sie nach der letzten Zeile entwickelt.

Wie erhélt man all diese Minoren (k—1)-ter Ordnung, die die Zeile n nicht beinhalten?
Entweder man berechnet sie rekursiv aus den Minoren (k — 2)-ter Ordnung mit Zeilen aus
{1,...,n — 2}, oder mit einem anderen Verfahren...

25.7 Bemerkung (Fittingideale)

Sei k € N4, und sei ferner A eine beliebige n x m-Matrix iiber einem Integritatsring R
mit £ < n,m. Wenn man sich damit zufriedengibt, statt aller (unter Umsténden sehr
zahlreicher) Minoren k-ter Ordnung nur das davon erzeugte Ideal (Fittingideal, vgl. [K])
zu kennen, so kann man die vorgestellten Algorithmen sicher noch weiter optimieren. Dies
wird hier aber nicht mehr weiter ausgefiihrt.

26 Vergleich der Verfahren (beliebige Minoren)

Aufgrund der Komplexitéiten sollte der Algorithmus MyMinors (Satz 24.1) schlechter ab-
schneiden als die gleich guten Verfahren MyMinorsLR (Satz 24.1), MyMinors_2 (Satz 24.5)
und MyMinorsLR_2 (Satz 24.5), siehe die folgende Tabelle. Um noch einmal Klarheit zu
schaffen: die beiden erstgenannten Verfahren berechnen alle Minoren in der Reihenfolge
der Zeilenauswahl mit MaxMinors bzw. MaxMinorsLR, die beiden nachstgenannten ermit-
teln dagegen nur die Minoren mit der Zeile 1 mit MaxMinors bzw. MaxMinorsLR und die
ubrigen mittels geeigneter linearer Relationen.

Minoren k-ter Ordnung von n x m-Matrizen

Quellen Algorithmus Additionen | Multiplikationen | Divisionen
24.1a, 24.2a | MyMinors O(k>m*nk) O(k?m*nk) O (kmknk)
24.1b, 24.2b | MyMinorsLR O (km*n*) O(km*n*) O(mkn*)

24.5a, 24.6c |MyMinors_2 ” ” ”

24.5b, 24.6c | MyMinorsLR_2 ” » ”

Tabelle 26

26.1 Zusammenfassung (Berechnung beliebiger Minoren)
a) (Testsieger) Unter den selbstgeschriebenen Funktionen sind fiir generische Matrizen
die Verfahren MyMinors oder MyMinorsLR giinstig. Bei anderen Matrizen erweist sich
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oft das Verfahren MyMinorsLR_2 als das beste, welches im Vergleich zu den ande-
ren Verfahren die meisten Minoren mit linearen Relationen berechnet. Es mag oft
auch vorteilhaft sein, statt einer n x m-Matrix mit n < m die transponierte Matrix
zu behandeln, siehe auch Kapitel IV (Vergleiche der Trigonalisierungs- und Diago-
nalisierungsverfahren) oder Abschnitt 23 (Vergleich der Verfahren zur Berechnung
maximaler Minoren).

(Optimierungen) Die selbstgeschriebenen Funktionen lieBen sich noch weiter optimie-
ren, wenn man mehr Zwischenergebnisse speichern wiirde, siche Bemerkung 21.10b)
und c) (Doppelberechnungen) und die Ausfiihrungen in Abschnitt 25. Dazu miifite
man sich die Matrizenfolgen, die bei den jeweils notigen Trigonalisierungen anfallen,
bzw. bestimmte Matrizen davon merken.
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