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Zusammenfassung

Im RahmendieserArbeit wurde theoretischuntersucht,inwieweit an einzelnengespei-
chertenIonenGrundlagenexperimentezu Quanteneffektendurchgef̈uhrt werdenkönnen
und mit welchen Resultatendabei zu rechnenist. Angeregt von Untersuchungenan
Atomstrahlen[1] konntenkonkreteVorhersagen̈uberdenEinflusseinesResonatorsauf
die Energieniveauverschiebungen eines gespeichertenIn

�
-Ions getroffen werden. Bei

realistisch angenommenenexperimentellenParameternwurde zum einen numerisch
gezeigt,dassdiese Verschiebung sehr gut nachgewiesen werden kann. Zum anderen
wurdenaberauchdie bisherverwendetenanalytischenNäherungweiter verfeinert.Das
zugeḧorigeExperimentbefindetsichgeradeim Aufbau.

Im Rahmender Untersuchungvon Kohärenzeffektender innerenFreiheitsgradekonnten
bislang nicht bekannteZusammenḧangezwischen

”
Autler-Townes-Splitting“ und dem

geradein jüngsterZeit vielfachdiskutiertem
”
Coherent-Population-Trapping“ hergestellt

werden.Dieseermöglichenein tieferesVersẗandnisder Natur der beidenEffekte, sowie
eine klare Trennungder jeweiligen Parameterr̈aume.Hierbei stellte sich heraus,dass
geradedasgespeicherteIn

�
-Ion ein idealesSystemzumexperimentellenNachweisdieser

Zusammenḧangedarstellt.

Im weiterenVerlaufderArbeit wurdenstetsSystemeauszweiodermehrIonenbetrachtet.
Die Frage inwieweit Wechselwirkungen von einzelnenIonen die im Fluoreszenzlicht
derartigerSystemebeobachtetenHell- und Dunkelphasenbeeinflusst,wurdehier unter-
sucht.Dabeiwurdenachgewiesen,dassdieseWechselwirkungengeradedannbeobachtet
werdenkönnen,wenndasFluoreszenzlichtder Ionenderartaufgel̈ost wird, dassesden
einzelnenIonenzugeordnetwerdenkann.Im gegenteiligenFall konntegezeigtwerden,
dassals Konsequenzdes Quanten-Zeno-Effekts der Nachweisder Wechselwirkungen
unmöglich wird. DieserZusammenhangzwischender Dipol-Dipol Wechselwirkung und
der optischenAuflösungdes Fluoreszenzlichtswurde hier zum erstenMal theoretisch
nachgewiesen.

DarüberhinauswurdenauchInterferenzeffektein derEinzelphotonenstatistikvon anzwei
odermehr IonengestreutemLaserlichtgefunden.Diesewurdenanalytischfür beliebige
Laserintensiẗaten und Einfallswinkel, bei frei wählbarerPosition des betrachtetenDe-
tektors,berechnet.DieseRechnungenzeigendie sehrweitreichendeAnalogiezwischen
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Young’schenDoppelspaltexperimentunddemhier untersuchtenSystem,wobeiaberauch
die Quantennaturder berechnetenEffekte bewiesenwerdenkonnte.Erstaunlicherweise
besitztdasgestreuteLicht je nachStreuwinkel völlig unterschiedlichestatistischeEigen-
schaften,wozueskein klassischesAnalogongibt. Die Ursachefür dieseEffekte,welche
ohneWechselwirkung der einzelnenIonenzustandekommen,ist die Verschr̈ankungder
Ionendurchdie ReduktiondesSystemzustandsalsFolgederDetektion.Die Erweiterung
dieser Rechnungenauf Ionenketten zeigt ebenfalls sehr starke Quanteninterferenzen.
Dabeiwurdenachgewiesen,dassesalsFolgevon geeigneterDetektionmöglich ist auch
mehreregespeicherteIonensehreinfachin einenverschr̈anktenZustandzubringen.

Sämtliche im RahmendieserArbeit untersuchtenEffekte sind auch im experimentell
zug̈anglichenBereich.Die konkreteUmsetzungist bereitsam Max-Planck-Institutfür
Quantenoptikin Vorbereitung.
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3 Quantenspr üng e in Ionenpaaren 41
3.1 Dipol-Dipol-Wechselwirkung in Ionenpaaren . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2 Mastergleichungfür Ionenpaare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.1 Symmetrisierung. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2.2 Ratengleichungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.2.3 Fluoreszenzphasen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.2.4 Erweiterungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.3 Quanten-Zeno-Effekt für dieDipol-Dipol Wechselwirkung . . . . . . . . 48
3.3.1 EntwicklungdesZustandsvektors . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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1
Innere Dynamik gespeic her ter Ionen

1.1 Ionenfallen

Die TechnologiedesSpeichernsundKühlenseinzelnerIonenhatsichin denletztenJahren
mit sehrgroßenSchrittenweiterentwickelt.SeitzumerstenMal 1958dieSpeicherungvon
Ionenin einemmit RadiofrequenzoszillierendemQuadrupolfelddemonstriertwurde[2],
gab es immer wieder grundlegendeExperimente,welchedieseTechnik benutzten,um
Zugangzu denEigenschafteneinzelnerAtome zu finden[3–6]. Die Ionenkönnendabei

Ionenfalle

Kühllaser

Abbildung 1.1: Ionenfalle undLaserk̈uhlung

überTagean ihrem Ort festgehaltenwerden.Am Max-Planck-Institutfür Quantenoptik
werdenseitJahrenEffekteanMagnesium-,Kalzium-undIndiumionenuntersucht[7–11],
wobei es auch möglich ist, die Ionen in den Grundzustanddes sie einschließenden
Potentialszu kühlen [12]. Da diesesPotentialin guter Näherungdem einesdreidimen-
sionalenharmonischenOszillators entspricht,sind dessenEigenschaftengut bekannt,

1



2 1 Innere Dynamik gespeicherter Ionen

die TemperatureinesIons liegt dort im Bereich von unter 100 ��� . Derartig niedrige
Temperaturenkönnennurmit Laserk̈uhlung[13–15]erzeugtwerden.Dieseberuhtdarauf,
dassbei der Wechselwirkung einesIons mit LaserlichtgeeigneterWellenl̈angePhotonen
absorbiertwerden,derenEnergieniedrigerist alsdiejenigedervomIon wiederemittierten
Photonen.DieseEnergiedifferenzwird derkinetischenEnergiedesIonsentzogen,dasIon
wird gek̈uhlt.

In einemderartigenSystemkönnendie Ionen als gut lokalisiert angenommenwerden,
die äußerenFreiheitsgradedesSystemssind dabeistabil. Geradesolche

”
Modellsyste-

me“ sindjedocherforderlich,umdie innere,dieelektronischenFreiheitsgradebetreffende,
Dynamik von Ionenzu betrachten.Insofernsind gespeichertegek̈uhlte Ionenein ideales
Systemum Quanteneffekte auf unmittelbareWeisesichtbarzu machen.So wurdenauch
Quantenspr̈ungevon einzelnenIonennachgewiesen,welchevorhernur in theoretischen
Modellenangenommenwurden[16–23]. Allgemein zeigt sich, dassmit dieserTechno-
logie die grundlegenden

”
Gedankenexperimente“ derQuantenmechanikder Überpr̈ufung

durchein
”
Laborexperiment“ zug̈anglichgemachtwerdenkönnen.

1.2 Hamiltonoperator

Für die Analyseder innerenDynamik von gespeichertenIonen ist esnötig, denHamil-
tonoperatordesSystemszu kennen.Die Betrachtungkannunterder Annahme,dassdie
äußerenFreiheitsgradestabil sind, auf denWechselwirkungshamiltonoperatorder Ionen
mit demelektromagnetischemStrahlungsfeldreduziertwerden.Dabeiwerdendie Ionen
alsfestlokalisiertangenommen.

NachdervonPowerundZienaufür ein SystemvonAtomenim Strahlungsfeldeingef̈uhr-
tenTransformation[24,25] lässtsichderHamiltonoperatorin Dipolnäherungin derForm�����	��
������� ������������� �"! #%$'&)(*! +-,/.0& �1� � �32

(1.1)

darstellen[26,27], wobei�4�	��
5� ��� � �6�7���78 �92:� ��� � ! #%$'&)(*! +;,/.0&*8 #%$'&)( � � � �=<�$'& � &0�=(?>
(1.2)��


ist dabeiderungesẗorteHamiltonoperatordereinzelnenAtomesowie desStrahlungs-
feldes,

���
ist der transversaleAnteil deselektromagnetischenFeldesamOrt @ � des A -ten

Atomsmit Dipolmoment
� �

.
Bei denweiterenUmformungensoll zun̈achstvon2-Niveau-Atomenausgegangenwerden,
die Erweiterungauf mehrereNiveauserfolgt amEndedurchSummationüberdie Einzel-
terme.Die Modenexpansion

2



1.2 Hamiltonoperator 3

B-C DFEG=HJI
Abbildung 1.2: Ansammlungvon Atomenim Strahlungsfeld

��� � � K �ML� ��� KON L� �QP�� R SUT�)V 
?WYX[Z=\ V Z]\;^=_ Z*` a � h.c. (1.3)

deselektromagnetischenFeldessowie folgendeForm desDipoloperators� � �	� K � Lb'ceddgf)h �;��i0j dd � h.c. (1.4)

ermöglichendie weitereVereinfachungdesHamiltonoperators.Hierbei ist

V Z]\ derPolari-
sationsvektorund X�Z 2 derVernichtungsoperatordesFeldes,ddgf h � ist derangeregteund dd j h �
derGrundzustanddesA -tenAtoms.Definiertmanweiterhin

k ��ml � ddgf)h �-�*i0j dd 8 k N�ml � dd j h �-�*i f dd 8 und kon�3l � ddpf)h �;�qi f dd � dd j h �;��i0j dd 8 (1.5)

sofindetmanunterVerwendungderRotating-Wave-Approximation1:�4� S)T �sr k nr � S � Z]\ T Z=\-X[tZ=\ X�Z=\ � S � Z=\vu j Z]\;X�Z]\ k �Z � h.c.w (1.6)

mit k�xZ l � �sr k�xr ^ x _ Z*` a und

j Z=\ l �y�zP R T� S V 
{W $ � �*V Z=\ (|> (1.7)

1Im vorliegendenFall wurdendie Terme }=~0���q� und }��~0� ���� vernachl̈assigt.EinedetaillierteAnalyseder
Rotating-Wave-Approximationfindetmanin [26], AppendixA.

3



4 1 Innere Dynamik gespeicherter Ionen

DieseDarstellung(1.6),welcheauchdieDipol-Dipol-Wechselwirkungbeinhaltet,soll die
Grundlagealler weiterenBerechnungensein.Im Besonderensollendabeidie spontanen
EmissionendesSystemsbehandeltwerden.

Zumeinensoll eineDarstellungfür dieZeitentwicklungeinesbeliebigenZustandsvektors
unterder Bedingung,dassim SystemkeinespontaneEmissionvon Photonenstattfindet,
gefundenwerden.Dieseist die Grundlagefür die durchgef̈uhrtenQuanten-Monte-Carlo-
Simulationen,welcheeineAnalyseder innerenDynamikdesSystemsermöglichen.Zum
anderensoll die Dynamik der atomarenFreiheitsgradeaberauchmit Hilfe der Master-
gleichungfür denDichteoperatorbetrachtetwerden.Damit wird die quantenstatistische
BehandlungdesvorliegendenSystemsauchohnenumerischenSimulationenermöglicht.

1.3 Master gleic hung

Um die EigenschaftenderspontanenEmissioneneinesSystemsausmehrerenAtomenzu
betrachten,ist essinnvoll, die von der Mastergleichungfür denDichteoperatorgegebene
Quantenstatistikzu analysieren[28–31]. Deshalbsoll nebendemHamiltonoperator(1.6)
auchdie MastergleichungdesSystemsbestimmtwerden.

Der DichteoperatordesgesamtenSystemsausAtomenundelektromagnetischemFeld ist
gerade[26,27] ���/� l � �sr1� $'��( ddJ� r h i � r dd 8 (1.8)

wobeiüberalle Anteile � dd � r h�� r desGesamtzustandsmit jeweiligenstatistischenGewich-
ten

� $���(
summiertwird. Interessiertmansich für die EigenschafteneinesTeils desGe-

samtsystems,sobildet mandie Spurüberdie FreiheitsgradedesanderenTeils underḧalt
damitdie reduziertenDichteoperatoren.In hier betrachtetenFall sinddiesderAtomanteil
���

undderFeldanteil

�[�
. Sodefiniertman��� l �1��� �����/� 8 �/�/, �[� l �Q��� �����/� >

(1.9)

DerDichteoperatorerfüllt die Schr̈odingergleichungundsofolgt

����/� �y� PS�� � 8
���/�M� >

(1.10)

Diesführt im Wechselwirkungsbildfür denlaplace-transformiertenDichteoperator����� wei-
ter zu [26]

4



1.3 Mastergleichung 5

� �� $'��( ��� �� �� � � �?r�� �� �r��6� k �r k N� � �� � � k N� � �� k �r � � �� k �r k N�¡  ��¢�?r�� �� Nr�� � k Nr k �� � �� � � k �� � �� k Nr � � �� k Nr k ��   ��£P �{r¤� �¥ r��§¦ k �r k N� 8 � ��©¨ (1.11)

mit

�� xr¤� $ � ( � � Z=\ j Z]\ rªj�«Z]\ � � � � +��Q$ T Z]\o¬ T ( +   (1.12)�¥ r��q$ � ( � � � Z=\ j Z]\ rªj�«Z]\ �� $ T Z=\ � T ( ¦ � +®�	$ T Z=\ � T ( +
¨ NM¯ �Q$ � (;°�± ²:$ Tv³ � T (*´µ>(1.13)

Gehtmanweiterhindavon aus,dassfür die betrachtetenZeitskalenundAtomabsẗande

&]r¤�
gilt: ¶¸· T , ¹»º�¼ $'&]r��?½)¾=(À¿ Á ¶ , dannlässtsich die Markov-Approximationanwenden.
Damit könnensowohl �� xr¤� $ � ( als auch �¥ r��q$ � ( durchihre Grenzwertefür

� ³ � �
ersetzt

werden.

Man findet

� r�� � ÂÃP ¹n;Ä 
ÆÅ �� xr�� $ � ( � � � Z]\ j Z]\ rÃjÇ«Z=\ � <È$ T � T Z=\ ( (1.14)¥ r¤� � ÂÃP ¹n;Ä 
ÆÅ �¥ r��q$ � ( �É� � Z]\ j Z=\ rÃjÇ«Z=\ � ¦ $ T Z]\ � T ( NM¯ �	$ � (;°�± ²�$ T Z=\ � T ( NM¯
¨

(1.15)

Nimmt manweiterhindenGrenzwertfür beliebiggroßeÊ sokanndie Summation̈uber Ë
durchIntegrationüberein Modenkontinuumersetztwerden2:

� Z=\ ³ W$Ì����( . �Í,/.?Î � \ (1.16)

Damit folgt3:

2Die hier entstehendenIntegrationen,welcheauchüberPoleführen,sind im weiterenVerlauf stetsals
Hauptwertintegralezu verstehen.

3Hier wurdenochderAnteil desHamiltonoperatorsdesfreienElektrons[24] ber̈ucksichtigt.Außerdem
wurdendiejenigenTermevernachl̈assigt,derenBeitragproportionalzu Ï7ÐÒÑÓ�¤ÔÖÕ ist [32].

5



6 1 Innere Dynamik gespeicherter Ionen

� r�� � ¾× � S V 
 � Î�.0,©Î�, ¥ � <Ç$ T � ÎÇ¾](7!¤Øo! +�$;Ù �vÚ]Û)Ü©Ý�� ( ^=_ Z*` a ± ² (1.17)¥ rJr � � ��! Ø�! + Î .
Þ � S V 
 �Í,©Î¸¦�$ßÎ¡�àÎ 
 ( NM¯ �Q$ßÎ � Î 
 ( NM¯
¨

(1.18)¥ r�� � � ��! Ø�! + Î +
Þ � S V 
 � Î�,©Î ¦ $ÌÎ � Î 
 ( NM¯ �	$ÌÎ � Î 
 ( NM¯
¨âá¦ A 
 $ÌÎ�&]r��?(ã� u .+ Ú]ÛUÜ + Ýä� ¯+ w A + $ßÎå&]r��?(

¨
für

�£æ� A (1.19)

wobei
Ý

gleichdemWinkel zwischen
�

unddemRaumwinkel ç und

Î 
 l �éè ê
ist. Hierbei

wurdeangenommen,dassdieDipolmomentedereinzelnenAtomegleichausgerichtetsind.

DieseAusdr̈ucke können,wie im weiterenVerlaufdieserArbeit nochausgef̈uhrt werden
wird, leicht auchanver̈anderteRandbedingungenangepasstwerden.Diesist etwa bei der
Modifikation desSystemdurcheineCavity erforderlich.Der Ausdruck

¥ rJr
stehtgerade

für dieLambshift,welcheweiternurdurchRenormierung[33] oderdurchEinführeneiner
Abschneidefrequenz[34,35] bestimmtwerdenkann.Hier soll im folgenden

¥ r��
nur für�£æ� A betrachtetwerden.

GehtmanvomnichtmodifiziertenVakuumaus,solassensichdieverbleibendenIntegrale
analytischlösen,worausfolgt:

� r�� � �%ë Ü-P �ã$ÌÎ�&]r��?(Î�&]r�� � u .+ Ú]ÛUÜ + Ýä� ¯+ w
á

ìUí Þ$ßÎå&]r��=( . � Ù$ßÎ�&=r��?(qî ÜÓP �ã$ßÎå&]r��?( � Þ$ßÎ�&=r��?( + Ú]ÛUÜ $ßÎ�&]r¤�=(Fï�ð
(1.20)

¥ r�� � .+ ��ë u Ù � Þ Ú]ÛUÜ + Ý w ì ÜÓP
��$ßÎå&]r��=($ßÎ�&=r��?( + � Ú]Û)Ü $ßÎå&]r��=($ßÎå&]r��=( . ï � u Ù �ñÚ]Û)Ü + Ý w Ú]ÛUÜ

$ÌÎ�&]r��=($ÌÎ�&]r��?( ð
(1.21)

mit � l � +. !¤Øo! +óòÖôõÓöª÷ .
Sowohl � r�� alsauch

¥ r��
weisenmit demAtomabstand

&]r��
oszillierendesVerhaltenauf.Die

Periodiziẗat ist geradedie Übergangswellenl̈angezwischen ddpf)h und dd j h . Die Einhüllende
desBetragsfällt für größereAtomabsẗandewie

¯ø ± ² ab,weshalbfür großeAtomabsẗande
dieseWechselwirkungenfür dieDynamikkeineRolle mehrspielen.

Währendaberfür sehrkleineAtomabsẗande� r�� gegen

Ù
konvergiert, sodivergiert

¥ r��
für

geeignete
Ý
. Allerdings sei daraufhingewiesen,dassdie Näherungen,welchezu (1.19)

geführt habenfür beliebigkleine

&]r¤�
ungültig werden,insbesondereist esdannnicht mehr

gerechtfertigtdieAtomewie Punktdipolezubehandeln.
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1.3 Mastergleichung 7
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Abbildung 1.3: Abstandsabḧangigkeit desParameters. r�� ( /10�243 5 r�� 3 )
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8 1 Innere Dynamik gespeicherter Ionen

Für diegesamteMastergleichungfolgt damitnachRücktransformationinsSchr̈odingerbild

���� � P T 
 �sr � konr 8
����� � P � rgfh � ¥ r�� ¦ k �r k N� 8

��� ¨
� � r�� � r�� u k �r k N�

��� � � k N� ��� k �r � ��� k �r k N� w (1.22)

wobeidie urspr̈unglicheÜbergangsfrequenzT durch T 
 � T � ¥ rJr , alsoder Übergangs-
frequenzmit Lambshift,ersetztwurde.

DieseForm derMastergleichunglässtsichauchsehrgut für ein SystemausMultilevela-
tomenverallgemeinern,dazumüssendie auftretendenSummennur überalle möglichen
Übergängegebildetwerden,der Restder Rechnungwird dadurchnicht ber̈uhrt. Mit den
Definitionen

kQi�jr�� l � dd�kh rJ��iml dd 8 � i�jr¤� l � � r��U! ò Ä òonqp 8 und
¥ i�jr�� l � ¥ r¤�[! ò Ä òrnqp 8 (1.23)

sowie denrenormalisiertenEnergieniveausvon T i ( T its T jvu k s l
) für denZustanddd k h findetman:

���� � �zP �Fr i � T i k iwir
8 ���©� �vP �rgfh � x i�y�j ¥ i�jr��{z k i�j� k j�ir 8 ���}|� �r�� x i�y�j � i�jr¤�{~ ��� kQi�j� k�j�ir � k�j�ir ��� kQi�j� �

h.c.� (1.24)

DieseMastergleichungbeschreibtdiegesamteDynamikderatomarenFreiheitsgradeunter
der Voraussetzung,dasssich daselektromagnetischeFeld zur Zeit ¶ � � im Vakuumzu-
standbefindet.Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung wird durch die Koeffizienten � i�jr�� und¥ i�jr�� für

�»æ� A beschriebenwährend

� � i�jrJr geradedie Zerfallsratevon dd k h ³ dd l h ist und

”
FermisGoldenerRegel“ entspricht.

1.4 Atom-Laser -Wechsel wirkung

Im Gegensatzzu den vorhergehendenAbschnitten soll sich das elektromagnetische
Feld im Weiterennicht mehr im Vakuumzustandbefinden.Es wird angenommen,dass
sich die Atome in einemLaserfeldbefindenwelchesresonantzu einemder atomaren
Übergänge ist. Da die Atom-Laser-Wechselwirkung für jedesAtom von den anderen
Atomenunabḧangigist, kannsieauchnur für ein einzelnesAtom betrachtetwerdenund
dannals Summeder einzelnenWechselwirkungen in die bisherigenFormeln integriert

8



1.4 Atom-Laser-Wechselwirkung 9

werden.

Wie schonin (1.1) so wird auchhier die Wechselwirkung deseinzelnenAtoms mit dem
elektromagnetischemFelddurchdenWechselwirkungshamiltonoperator� � � �y�§� � ��� � (1.25)

beschrieben,wobeidasFeldauseinerModedesFeldesin (1.3)besteht.NachWahlgeeig-
neterKoordinaten4 gilt nun[36,37]:� � � b'c u k � � k N w 8 sowie (1.26)��� � R SUT�)V 
?W V Z=\ ~ X�Z]\ � X tZ]\ � > (1.27)Ë und � beschreibenhier die vom LaserangeregteMode,

� bÌc ist dasDipolmatrixelement
derZusẗande ddgf)h und dd j h .
Befindetsichdie Lasermodein einemkohärentenZustandmit großermittlererPhotonen-
zahl(

i�� h · Ù
), solässtsichderHamiltonoperator(1.25)mit� ¥ � l ��� � l �y� � � b'c V Z]\ R T �� S V 
?W�� i � h (1.28)

zu � � � � S ¥ � u k � � k N w (1.29)

vereinfachen.
� �

heißtdie Rabifrequenz5 desAtom-Laser-Systems,undwird im Folgen-
denalseinzigerParameterfür dieLeistungdesLaserangesehen.

Um die Wirkung einesLasersauf ein Atom zu verstehenist essinnvoll die zeitlicheEnt-
wicklung einesAtoms unterVernachl̈assigungdesspontanenZerfalls zu betrachten.Für
ein Atom im Zustand� $ ¶ ( � ¾ b $ ¶ ( ddpf h ��¾ c $ ¶ ( dd j h gilt mit derSchr̈odingergleichung:�¾ b $ ¶ ( � �£P ¥ � ¾ c $ ¶ ( und

�¾ c $ ¶ ( � �£P ¥ � ¾ b $ ¶ ( (1.30)

4Hierbeiwird implizit angenommen,dassessichbeidemangenommenLaserfeldnichtumeinstehendes
Feldhandelt.

5Wie in derLiteratur, sowird auchim weiterenText dieserArbeit auch �Q� alsRabifrequenzbezeichnet,
dieNotationbleibt jedocheindeutig.

9



10 1 Innere Dynamik gespeicherter Ionen

Offensichtlichwird diesesSystemunterder Annahme,dassdasAtom zur Zeit ¶ � � im
Grundzustandist, durch¾ b $ ¶ ( � �£P7ÜÓP �¡$ ¥ � ¶ ( und

¾ c $ ¶ ( �1Ú]ÛUÜ $ ¥ � ¶ ( (1.31)

gelöst.Für die Populationengilt damit

� bÌb � ÜÓP � + $ ¥ � ¶ ( sowie

� cÆc � Ú]ÛUÜ + $ ¥ � ¶ ( . Dieses
oszillatorischeVerhaltender Populationenmit der Periode

� �
nenntmanRabioszillatio-

nen.

0.5 1 1.5 2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

� � � �
������� ���'���

���m�����w�' �¡

¢¤£�¥�¦
Abbildung 1.5: RabioszillationenderatomarenFreiheitsgrade

In derMastergleichungeinesSystemsvonAtomen(1.24)führteinLaser, welcherresonant
zumatomarenÜbergang dd�§ b h ³ dd�§ c h mit obenangenommenenEigenschafteneingestrahlt
wird, einfachzuzus̈atzlichenTermen,sodassgilt [38]:

���� � �£P �ßr i � T i k iwir
8 ����� �vP �rgfh � x i�y�j ¥ i�jr��{z k i�j� k j�ir 8 ���¨|� �r�� x i�y�j � i�jr��©~ ��� kQi�j� k�j�ir � k�j�ir ��� kQi�j� �

h.c.��zP S �©r ¥ � r z ^=_ K Z�ª)` a ± N è ª�« L kQ¬�®¬�¯r �
h.c.

8 ��� | >
(1.32)

Bei gleichzeitigerEinstrahlungmehrererLaser, derenWellenl̈angeausreichendunter-
schiedlichist, wird obigeSummationin der Mastergleichungeinfachübertragen.Damit
lassensich nun allgemeinMehratomsystemebeschreiben,welchemit resonantenLasern
wechselwirken.

10



1.5 Spontanemission und Resonanzfluoreszenz 11

1.5 Spontanemission und Resonanzfluoresz enz

Die DiskussionüberQuantenspr̈ungewurdeviele Jahregeführt, zeitlich nichtstetigePro-
zesseentsprechennicht der menschlichenIntuition und wurdendeshalbvielfachals Ar-
gumentfür die Unvollständigkeit derQuantentheorieverwendet.Erstseitvon derTheorie
mit Quanten-Monte-Carlo-SimulationenvorhergesagteEffekte[16–20]auchameinzelnen
Atom nachgewiesenwurden[21–23], scheinenQuantenspr̈ungeauchvon Kritik ern der
Quantentheorieakzeptiertzu werden.UnterderspontanenEmissioneinesPhotonsdurch
ein Atom verstehtmaneinenÜbergangdesAtoms in denelektronischenFreiheitsgraden
beigleichzeitigerAnregungdesStrahlungsfeldes.DabeikönnenauchandereFreiheitsgra-
de desAtoms, wie etwa der Impuls, ver̈andertwerden,im Allgemeinenhandeltessich
dabeijedochimmerumProzessederForm

dd X h
�v° dd ��± � h

� ³ dd�² h
�v° dd ��± �1Ù � Z h

� 8
(1.33)

wobeidie Indizes ³ und ´ die ZusẗandedesAtomsbzw. desStrahlungsfeldeskennzeich-
nen.Für die Beschreibung der im WeiterenuntersuchtenEffekte ist es ausreichenddie
Emissioneines2-NiveauAtomsohneBerücksichtigungnicht-elektronischerFreiheitsgra-
dedesAtomszu betrachten.Die zeitlicheEntwicklungderWahrscheinlichkeit dasAtom,
ohneWechselwirkungmit einemLaserfeld,im angeregtenZustandddJf)h zufinden,lässtsich
leichtausderMastergleichung(1.24)bestimmen.Man findet[38,39]� bßb $ ¶ ( � ^ N +¶µ « � bÌb $'��(?8 (1.34)

wasauchdemexponentiellenZerfallsgesetzvon Weisskopf und Wigner [40] entspricht.
Um dasSpektrumdesspontanenZerfalls zu bestimmen,löst man die Schr̈odingerglei-
chung(1.6) für denAnsatz

dd �µh $ ¶ ( � ¾ b $ ¶ ( ddpf 8 � � � h � � Z ¾ Zc|dd j�8 � Ù � Z h 8 dd � h $Ì�U( � ddgf 8 � � � h (1.35)

undfindetunterVernachl̈assigungderauftretendenLevelshifts6!¤¾ Zc $¶·m(*! + � � T Z� T +bÌc ¦'$ T Z � T bÌc ( + � � +
¨ NM¯

(1.36)

Darausfolgt die Energieverteilungder emittiertenStrahlung,es handeltsich dabeium
eineLorentzfunktionmit der Linienbreite � , welcheauchals die naẗurliche Linienbreite
desÜbergangsbezeichnetwird. Auf die weiterenspektralenEigenschaften,wie sieetwa
bei Wechselwirkungmit LaserlichtoderunterVer̈anderungderkinetischenFreiheitsgrade
auftreten,soll im weiterenVerlaufdieserArbeit jedochnichteingegangenwerden7

6Die Rolle derLevelshiftswird eingehendin [41] diskutiert
7Emissions-und Absorptionsspektrenwurdenin der Literatur vielfachuntersucht,deshalbsei hier auf

[37] verwiesen.
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12 1 Innere Dynamik gespeicherter Ionen
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Abbildung 1.6: Die Energieverteilungvon spontanemittiertenPhotonenwird durcheineLorentz-
funktionbeschrieben,derenBreitevon derSpontanemissionsrateÅÆ. abḧangt.

Die hier als kurzeAbleitung desHamiltonoperatorsund der Mastergleichungangegebe-
nenFormeln für die Wechselwirkung von Atomenmit demquantisiertenStrahlungsfeld
könnenebensomit einerklassischenBehandlungdesFeldesgefundenwerden.Insbeson-
dereist dasZerfallsgesetzkeineFolgederFeldquantisierung.Aus(1.33)wird jedochauch
klar, dasssichein 2-Niveau-Atom,welchesein Photonemittierthatsichim Grundzustand
befindetunddeshalbkeineweitereEmissionmehrstattfindenkann.Diesist mit klassischer
Elektrodynamikjedochnicht zuerklären.

Betrachtetmannunein2-Niveau-Atom,welchesvoneinemLaserresonantgetriebenwird
unddabeispontanemittiert,sofolgt nachLösungvon(1.32)für dieEntwicklungvon

� bÌb $ ¶ (� bßb $ ¶ ( � ¥ + �$ � + �à� ¥ +� ( ë Ù � ^ N .+ µ « ¦ Ú]ÛUÜ u «+�Ç w � Þ µ È ÜÓP � u «+�Ç w
¨ ð >

(1.37)

Hier wurdeangenommen,dass
Ç �ÊÉ ÙwË ¥ + � � � + s � gilt und

� bÌb $'��( � � ist.

OffenbarstrebtdasSystemausAtom undLasereinemGleichgewichtszustand,dem
”
sta-

tionärenZustand“ desSystems,zu für welchengilt:��Ì�ÌbÌb l � Â P ¹« Ä¤Í
� bÌb $ ¶ ( � ¥ + �$ � + �à� ¥ +� ( (1.38)

Befindetsichein Systemin einemreinenZustanddd � h sofolgt aus(1.8):�)Î�� � dd �µh i � dd �µh i � dd � dd � h Ù i � dd � dd �µh i � dd �
� 8

(1.39)
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1.6 Strahlungsintensität und Photonenkorrelationen 13
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Abbildung 1.7: AnregungeinesAtomsin Abhängigkeit derLeistungdesresonanttreibendenLa-
sers

Für obigenstation̈arenZustandgilt jedoch

� Ì�Ì Î©� Ì�Ì æ� � Ì�Ì
. DamitbeschreibtdessenDich-

teoperatoreinstatistischesGemischvon ddpf)h und dd j h , obwohl sichdasAtom zurZeit ¶ � �
in demreinenZustand dd j h befand.DiesesAuftretenvon statistischenGemischenist eine
KonsequenzdesspontanenZerfalls. In einemSystem,in welchemdieservernachl̈assigt
wird, entwickelt sichein reinerAusgangszustandauchzu einemreinenEndzustand(siehe
(1.31)).

1.6 Strahlungsintensit ät und Photonenk orrelationen

Die IntensiẗatamOrt Ú dervoneinemSystemvon2-Niveau-AtomenemittiertenStrahlung
wird gewöhnlicherweisealsErwartungswertdesPhotonenflussespro Einheitsraumwinkel
um denOrt Ú angegeben.Dieserlässtsich mit denzugeḧorigenE-Feld-Operatorenaus
(1.3)beschreiben,wobeiausschließlichderAnteil derpositivenFrequenzenÛ K �ML betrach-
tet wird. Mandefiniert[37]:

Ü $ Ú 8 ¶ ( l � Ù
SUT i Û KÃN L $ Ú 8 ¶ ( Û K �ML $ Ú 8 ¶ ( h (1.40)

Hierbeiwurde Û KÃN L $ Ú 8 ¶ ( l � u Û K �ML $ Ú 8 ¶ ( w
«

verwendet.

Mit derFernfeldn̈aherungfür denDipoloperatorlässtsichdie Intensiẗat auchauf die ato-
marenOperatorenk xr zurückführen[26,42], für die Intensiẗat findetmandamit:

13



14 1 Innere Dynamik gespeicherter Ionen

Ü $ Ú 8 ¶ ( l � Þ �× � ÜÓP � + Ý �'r x � ^ _ ò ÷ÞÝ ` K a ± N a ² L i k �r $ ¶ �àß ê ( k N� $ ¶ �áß ê ( h (1.41)Ý
soll hierbeiderWinkel zwischenÚ und

�
sein.

Interessiertmansich hingegenfür die statistischenEigenschaftender emittiertenPhoto-
nen,sovernachl̈assigtmanRetardierungseffekte undverwendetdie dimensionsloseKor-
relationsfunktionersterOrdnung.DieseunterscheidetsichnurumeinenVorfaktorvonder
Intensiẗatundwird als

â KO¯ L $ Ú 8 ¶ ( l � �'r x � ^=_ ò ÷¶Ý ` K a ± N a ² L i k �r $ ¶ ( k N� $ ¶ ( h (1.42)

definiert.

Für einetieferestatistischeBetrachtungderemittiertenPhotonenist esweiterhinsinnvoll
auchbedingteWahrscheinlichkeitenmiteinzubeziehen.Diesewerdenvon der Korrelati-
onsfunktionzweiterOrdnungbeschrieben,welchemit

â K + L $ Ú ¯ 8 ¶mã�Ú + 8 ¶ ��ä©( l � �r x � x åæx ç ^?_ ò ÷éè Ý�ê ` K a®ë N a ² L � Ý�ì ` K a®í N a ± Lïî i k �å $ ¶ ( k �ç $ ¶ ��ä©( k Nr $ ¶ ��äM( k N� $ ¶ ( h
(1.43)

definiertist [37]. Da für die weiterenÜberlegungendie absolutenPhotonenz̈ahlratenvon
untergeordneterBedeutungsind, soll nur die normalisierteKorrelationsfunktionzweiter
Ordnung j K + L $ Ú ¯ 8 ¶mã�Ú + 8 ¶ ��ä©( l � â K + L $ Ú ¯ 8 ¶mã�Ú + 8 ¶ ��äM(â KÃ¯ L $ Ú ¯ 8 ¶ ( â KÃ¯ L $ Ú + 8 ¶ ( (1.44)

verwendetwerden.Dieselässtsich unter VerwendungdesQuantenregressionstheorems
[43,44] direkt in denAusdruckj K + L $ Ú ¯ 8 ¶mã�Ú + 8 ¶ ��äM( � � $ Ú + 8 ¶ ��äó! Ú ¯ 8 ¶ (� $ Ú + 8 ¶ ( (1.45)

überf̈uhren.
� $ Ú 8 ¶ ( ist die Wahrscheinlichkeit derDetektioneinesPhotonszur Zeit ¶ am

Ort Ú und
� $ Ú + 8 ¶ ��äó! Ú ¯ 8 ¶ ( die bedingteWahrscheinlichkeit derDetektionzur Zeit ¶ ��ä

am Ort Ú + unterder BedingungeinerDetektionzur Zeit ¶ am Ort Ú ¯ . DieseDarstellung

14



1.7 Quantensprungmethode 15

liefert damitunmittelbardie Bedeutungvon

j K + L
.

Benutztmanzur AnalysedesemittiertenLichts nur einenDetektor, so nenntmanLicht
mit der Eigenschaft

j K + L $ Ú 80� ã�Ú 80��( s Ù
gebuncht und mit

j K + L $ Ú 80� ã�Ú 80��(ñð Ù
antige-

buncht. Dieseintuitive Namensgebung liefert aucheineanschaulicheInterpretationderj K + L
-Funktion, welche mit Ergebnissenvon Experimenten[9, 45] und Quanten-Monte-

Carlo-Simulationen[14,46] untermauertwird (Abb. 1.8).

a) b)

t t

Abbildung 1.8: Photonendetektionszeitenvon(a)antigebunchtem(b) undgebunchtemLicht in der
Emissionvon 2 Atomen

Ein einzelnesvoneinemLasergetriebenes2-NiveauAtom zeigtoffensichtlichtotalesAn-
tibunching(

j K + L $ Ú 8Ö� ã�Ú 80�U( � �óò Ú ), danacheinerEmissionzurZeit ¶ � � für jedeweitere
EmissioneineneueAnregungdurchdenLasernötig ist. Dies wurdeaucham einzelnen
Atom bereitsvon Diedrichet al. 1987[9] experimentellgezeigt.Die Messungvon Photo-
nenkorrelationenist jedochimmernocheineschwierigeexperimentelleAufgabe,welche
abervonderEntwicklungimmereffizientererDetektorenzunehmenderleichtertwird. Für
2 Atomegibt esbereitsMessungenvon Winelandet al. [45], allerdingswerdendabeidie
Emissionen̈uberdengesamtenRaumwinkel aufaddiert,waszueinemVerlustanInforma-
tion überdasSystemführt.Diessoll in Kapitel 4 nochausf̈uhrlicherbehandeltwerden.

1.7 Quantensprungmethode

Die spontanenEmissioneneinesSystemssind nicht exakt zeitlich vorherzusagen.Diese
grundlegendeFolge der Quantenmechanikhat naẗurlich zur Folge, dassdie Theorienur
Aussagenüber Wahrscheinlichkeiten machenkann. Die Verfügbarkeit von gen̈ugend
leistungsf̈ahigenComputernlegt jedoch eine Simulation des Systemsnahe,in der ein
Zufallsgeneratordie fehlendeLücke schließt.DerartigeSimulationenwerdentreffender-
weiseQuanten-Monte-Carlo-Simulationengenannt[47–51].

15



16 1 Innere Dynamik gespeicherter Ionen

Die im RahmendieserArbeit erstelltenProgrammeverfolgenalle die selbeGrundidee.
Ausgehendvon einem reinen Zustanddes simuliertenSystemswird die Entwicklung
desZustandsunter der Voraussetzungberechnet,dasskeine Emissionstattfindet.Nach
jedemSchritt dieserBerechnungwird die Wahrscheinlichkeit einer Emissionbestimmt
und mit dem Zufallsgeneratorentschieden,ob ein weiterer Zeitschritt ohne Emission
berechnetwird, odereine,derjeweiligenEmissionentsprechende,ReduktiondesZustands
durchgef̈uhrtwird.

Die EntwicklungdesatomarenZustandesdd � h unterderVoraussetzung,dasskeineEmis-
sion stattfindet,wird von einermodifiziertenSchr̈odingergleichungbeschrieben,welche
statt desvollständigenHamiltonoperatorsnur einenbedingtenHamiltonoperator

�
cond

beinhaltet.Dieswird in [47] im Detail diskutiert.Esgiltôô ¶ dd � h �
�
S � conddd � h (1.46)

Der bedingteHamiltonoperatorbeschreibtdie EntwicklungeinesUnterraumsdesgesam-
tenZustandsraums,in demdasStrahlungsfeldkonstantist. Für die hier auftretendenFra-
gestellungengehtmanvom Vakuumaus,welcheserhaltenbleibensoll. Für ein System,
welchesdurchdenHamiltonoperator(1.6) beschriebenwird, findet manim Wechselwir-
kungsbild[48]: �

cond
� S P � õ�ö ÷ùø ên�ú�p � i�j_ û kQi�j_ k�j�iû (1.47)

Die Indizesi,j kennzeichnendabeidie Atome und k 8él die Niveaus,wobei geltensollk s l u Û iÕs Û j , � i�j_ û sindwie in (1.24)definiert.Soll dasSystemauchnochvoneinem
odermehrerenLaserngetriebenwerden,so wird zum bedingtenHamiltonoperatornoch
derjeweiligeWechselwirkungshamiltonoperatordesAtomsmit demLaserfeldaddiert.Mit
Wechselwirkungmit LasernschreibtsichderbedingteHamiltonianfolgendermaßen[52]:

�
cond

� S P üýþ � õ�ö ÷ùø ên�ú�p � i�j_ û k�i�j_ k�j�iû � �óõÿ�� ö ��� P ¥����� ~ k ���_ � k ���_ � 	�
� > (1.48)

Die Übergänge,auf deneneineWechselwirkung mit einemLaserfeldstattfindet,werden
hier mit  und � indiziert.

Die typischenZeitskalenderEntwicklungdesSystemssindnach(1.46)und(1.48)durch¯µ nqpõ ÷
und

¯� � �� gegeben.Da die Zeitschrittein denverwendetenSimulationenohnehinviel

16



1.8 Verschränkung von Ionenpaaren 17

kleinerseinmüssen,ist esin jedemFalle ausreichendfür die Zeitentwicklungdie lineare
Approximation

dd � $ ¶ ��Á ¶ ( h � u Ù � _õ � cond

Á ¶;w dd � $ ¶ ( h (1.49)

zuverwenden.

Darüberhinausben̈otigt mannochdie Wahrscheinlichkeitenfür die jeweils angenommene
Detektion.Diesehängenabervom gewähltenSchemader Detektionab und werdenin
densp̈aterenAbschnittenvon Fall zu Fall bestimmt.Die Übereinstimmungvon Quanten-
Monte-Carlo-Simulationenmit experimentellenDatenwurdeschonvielfachgezeigt[51],
so dassman hier ein theoretischesHilfsmittel zur Verfügunghat, welchesdie Analyse
derzu untersuchendenSystemegrundlegendvereinfacht.Für eineweitereAnalysedieses
Verfahrensseihier zudemnochauf [53] verwiesen.

1.8 Verschr änkung von Ionenpaaren

Die möglichenQuantenzuständevonIonenpaarenliegenim Tensorprodukt� l � � ¯ ° � +
der Zustandsr̈aumeder einzelnenIonen [54]. Aus den diskretengebundenenelektroni-
schenZusẗandender einzelnenIonenmit den zugeḧorigen vollständigenBasen

� dd ± h ¯  
und

� dd ± h +   ) lässtsich eineBasisdesProduktraumesdefinierenund jeder Zustand dd �µh
darinhatfolglich die Darstellung:

dd � h � � ç�x å ¾ çÆå dd ± h ¯
° dd�� h + � l � ç�x å ¾ çÆå dd ± 8 � h (1.50)

DieseKonstruktiondesZustandsraumsbeinhaltetjedochauchdieExistenzvonZusẗanden,
welchenichtalsProduktderZusẗandedereinzelnenIonendargestelltwerdenkönnen[54].
DerZustand

dd�� ¯ + h l � Ù� � u dd ÙU8{� h � dd �å8�Ù h w (1.51)

ist nur einesdereinfachstenBeispieledafür. DerartigeZusẗande dd �µh , für diegilt

dd � h æ� dd � h ¯
° dd � h + ò dd � h r�� � r (1.52)

nennt man
”
verschr̈ankte“ Zusẗande8 [55]. Die selbstversẗandliche Existenz von Ver-

schr̈ankung in der Quantentheoriehat seit deren Entwicklung zu einer intensiven
8Im Allgemeinenist die Bedingungder Verschr̈ankungvon denFreiheitsgradenabḧangig,welchever-

schr̈anktwerdensollen.Im RahmendieserArbeit sollenjedochausschließlichdie diskretenelektronischen
Freiheitsgradevon Ionenbetrachtetwerden.

17



18 1 Innere Dynamik gespeicherter Ionen

Diskussionüber die Richtigkeit einer derartigenTheorie,weit über die Physik hinaus,
geführt. Die Entwicklung der BellschenUngleichungen[56] und derenÜberpr̈ufung,
sowie die Erzeugungvon verschr̈anktenZusẗandenim Allgemeinen,sind sehr intensiv
bearbeitetelaufendeForschungsprojekte[57–64].

In der konkretenBehandlungvon Ionenpaarengeht man vielfach zum Dichteopera-
torkalkül über, welcher für die Produktzusẗande von 2-Niveau-Ionenpaarenfolgende
Darstellungliefert:� � dd � h i � dd � u f ¯ ddJf)h ¯ ��j ¯ dd j h ¯ w

°
u f + ddJf)h + ��j + dd j h + wu f « ¯ i f dd ¯ ��j�«¯ i0j dd ¯ w

°
u f «+ i f dd + ��j�«+ i0j dd + w� ! f ¯ ! +U! f + ! + ddpf 8 f)h i f 8 f dd �! f ¯ ! +U! j + ! + ddgf 8Ój h i f 8Ój dd �É! j ¯ ! +)! f + ! + dd j�8 f h i j�8 f dd �! j ¯ ! + ! j + ! + dd j�8Ój h i j�8Ój dd �¦ ! f ¯ ! + f + j «+ ddJf 8 f h i f 8Ój dd �É! f + ! + f ¯ j «¯ ddpf 8 f h i j�8 f dd �f ¯ f + j «¯ j «+ ddpf 8 f h i j�8Ój dd � f ¯ j + j «¯ f «+ ddpf 8Ój h i j�8 f dd �! j + ! + f ¯ j «¯ ddJf 8Ój h i0js8-j dd �É! j ¯ ! + f + j «+ dd j�8 f�h i0j�8Ój dd � h.c.̈ (1.53)

Die Separabiliẗat9 einesbeliebigenZustandsdiesesSystemskannmit dieserDarstellung
sehrgut überpr̈uft werden,wasim weiterenVerlaufdieserArbeit nötig seinwird.

Die Verschr̈ankungvon Systemenkann auchzu nichtklassischenKorrelationenführen.
Betrachtetmanetwa einenZustand dd�� ¯ + h wie in (1.51),so findet man jedesIon mit der
Wahrscheinlichkeit

¯+
im angeregtenZustand.NacheinerMessungvonIon 1 im angeregten

Zustandhinterl̈asstmanIon 2 mit Wahrscheinlichkeit

Ù
im Grundzustand.Da diesnicht

vom AbstandderIonenabḧangigist, sondernausschließlichvom Ausgangszustanddd�� ¯ + h ,
existierenfür diesenZustandnicht-lokaleKorrelationenzwischendenbeidenIonen.Die
UntersuchungvonsolchenKorrelationenwird in denAbschnitten3und4 nochdetaillierter
durchgef̈uhrtwerden.

9Unter Separabiliẗat verstehtmandie Darstellbarkeit einesDichteoperatorsTensorproduktvon Dichte-
operatorenausdenzugrundeliegendeneinzelnenZustandsr̈aumen
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2
Effekte von Einzelionen

2.1 Modendic hte in der Resonator -QED

Im vorherigenKapitelwurdeimmerdavonausgegangen,dasssichdiebetrachtetenAtome
im freien,unendlichausgedehntenRaumbefinden.DiessindspezielleRandbedingungen,
die entsprechendeAuswirkungeauf die Energieniveausunddie Emissionsratenvon Ato-
menhaben.WerdennundieseRandbedingungengëandert,sover̈andernsichauchdie zu-
geḧorigenspektralenEigenschaftenderAtome.Dies ist eineFolgederQuantisierungdes
Vakuumfeldes,weshalbdie UntersuchungdieserAbhängigkeiteneinenTestderQuanten-
elektrodynamikliefert.

Abbildung 2.1: Ion in einemkonfokalenResonator

Will manein Systemunterver̈andertenRandbedingungen,wie etwa in einemResonator
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20 2 Effekte von Einzelionen

untersuchen,so ist esnaheliegend,denÜbergangvon der diskretenzur kontinuierlichen
Modenstruktur(1.16)näherzu betrachten.Im allgemeinstenFall von beliebigenRandbe-
dingungenist dieserÜbergangnur numerischzu beschreiben,im Fall von planparallelen
Oberfl̈achendes Resonatorgibt es jedoch auch sehr aufwendigeanalytischeBetrach-
tungen[65,66]. Für dieseArbeit soll jedochnur der Fall eineskonfokalenResonators
diskutiert werden,was eine weitgehendanalytischeTheorie ermöglicht. Zudem sorgt
die, bei dieserGeometrieauftretende,Modenentartung[67–70] für eineVersẗarkungder
untersuchtenProzesse,wasdie experimentelleDurchführbarkeit erleichtert.

Der Übergangzum Modenkontinuumwird unter ver̈andertenRandbedingungenfür die
hier betrachteteResonatorgeometriemit� Z]\ ³ W$ß�*��( . ��� $ÌÎ/(;,Ç.?Î � \ (2.1)

beschrieben,wobei

� $ßÎ/(
dieModifikationderModendichteim Resonatorbeschreibt.

KenntmandenReflexionskoeffizienten ´ desResonatorspiegels,so kannmit Hilfe der
Finesse� l ����� �¯�N �

folgenderAusdruckfür denkonfokalenResonatormit SpiegelabstandÊ gefundenwerden[71].� $ßÎ/( � � "! � ¯ � K +$#&% � L ì¯ � K +$#&% � L ì(' _*) ì K + ò � L für Ë in

Á ¥
cavÙ

sonst
(2.2)Á ¥

cav ist derdurchdenResonatorabgedeckteRaumwinkel, wobeioffensichtlichist, dass
für Ë außerhalb

Á ¥
cav keineModifikationstattfindetund

� $ßÎ/(
dortgleich

Ù
ist.

Die vorliegendeArbeit befasstsichausschließlichmit Übergängenim optischenBereich,
deshalbsollen nur Resonatorenmit Finessen� ð Ù��,+

betrachtetwerden.Weiterhin
wird im Experiment,aufgrundder Positionierungin der Ionenfalle, ein Resonatorhoher
Ordnungins Auge gefasst,bei dem Ê � ±- mit ±/. Ù7� . � Ù7�,0

. Aus diesemGrundist
dasModenvolumen im Resonatorrelativ groß und die Kopplung

j
(1.7) entsprechend

klein. Für typischeexperimentelleParameterist esdamit gut gerechtfertigt,dasFeld im
Resonatorim Vakuumzustandanzunehmen.Für höhereFinessenundkleinereModenvo-
lumina,wie dieseim Mikrowellenbereichzur Verfügungstehen,ist diesnaẗurlich falsch.
Dort beruheninteressanteEffekte geradedaraufberuhen,dassPhotonenim Resonator
zirkulierenund vom Atom reabsorbiertwerdenkönnen.An dieserStellesei nur auf die
Mikromaser-ExperimenteamMax-Planck-Institutfür Quantenoptikverwiesen[61].

Für die spontanenEmissioneneinesAtoms,welchessich im ZentrumdesResonatorsbe-
findet,lässtsichderenModifikationdurchdiever̈andertenRandbedingungenim Resonator
mit derver̈andertenModendichtefunktionunddemAnteil 1 $ÌÁ ¥ cav

(
derSpontanemissio-

nenin denResonatorraumwinkel beschreiben.Dieserist in Abhängigkeit desWinkels
Ý

zwischendemDipolmomentdesAtomsund
¥

gerade
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Abbildung 2.2: ModendichteeineskonfokalenResonatormit Finesse@ 2BA�CDCDC

1 $'Á ¥ cav

( ��E5F � cav

ÜÓP � + Ý , ¥G ÜÓP � + Ý , ¥ � ÞH � � F � cav

Ü-P � + Ý , ¥
(2.3)

Aus der Herleitungder Spontanemissionsrate(1.17) folgt damit für einenÜbergangmit
derWellenzahl

Î
unmittelbardie Modifikation

� �
cav derselben:

�
cav
� �

vac � Ù6� � � $ßÎ/( � Ù � 1 $'Á ¥ cav

( � (2.4)

Damit kanndiespontaneEmissionje nachAbstandderSpiegel versẗarktoderunterdr̈uckt
werden[1,72,73]

Verstehtmandie spontanenEmissionenals Konsequenzder Vakuumoszillationen,so ist
nurfolgerichtig,dasseineVer̈anderungderStrukturdesVakuumsauchdieEmissionenbe-
einflusst.Die statistischenEigenschaftendiesermodifiziertenSpontanemissionenwurden
im Detail von von Zanthieret al. analysiert[71], ein experimentellerNachweisdiesesEf-
fekts,allerdingsaneinemdurchdenResonatorgeführtenIonenstrahl,wurdevon Heinzen
undFeld [1] geliefert.Die ExperimenteangespeichertenIonenstehenin diesemBereich
nochaus.
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22 2 Effekte von Einzelionen

2.2 Modifizier te Lambshift

2.2.1 Grundla gen

Das Auftaucheneiner Niveauverschiebung im Vakuum scheint in Kapitel 1.3 selbst-
versẗandlich.Die DiskussiondieserVerschiebung, welchenachW. E. Lamb Lambshift
benanntwurde,hat jedocheinelangeGeschichte.Da ein Elektrondie Fähigkeit zur Ab-
sorptionundEmissioneinesPhotonsbesitzt,sindauchdie in denFeynman-Diagrammen
( Abb. 2.3) dargestelltenProzessein die BetrachtungendesenergetischenZustandseines
Elektronsmiteinzubeziehen[74].

a) b)

A

A

A

I

A

Abbildung 2.3: (a) InstantaneEmissionundAbsorptioneinesPhotonsund(b) EmissionundAb-
sorptioneinesPhotonsmit Zeitverz̈ogerung

Dabei stößt man auf die sogenannteSelbstenergie des Elektrons,welche in verschie-
denenStandardlehrb̈uchernfür Quantenmechanikbehandeltwird und für elektronische
Übergängezu einer der Gleichung(1.18) äquivalentenForm führt [33, 74]. Von Inter-
esseist dabeiauch,dasserstdie Massen-und Ladungsrenormalisierungder kovarianten
Störungstheoriedie HerleitungeinesendlichenWertesfür die Lambshiftermöglicht. Da
hier jedochnichtdieabsoluten̈Ubergangsfrequenzenbestimmtwerdensollen,sondernnur
die,durchdenResonatorins SystemeingebrachteModifikation derselben,ist esin jedem
Falleausreichend,dienichtrelativistischeDarstellungwie in Kapitel1.3zuverwenden.Im
LaufederRechnungensoll diesnochnähergezeigtwerden.Die Lambshiftinnerhalbeines
ResonatorslässtsichnachGleichung(1.18)und(2.1) folgendermaßendarstellen:I�JLKNMOQP RTS JVUJXWZY[J]\_^ J (2.5)
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2.2 Modifizierte Lambshift 23

Für die Modifikation durchdenResonator̀
JaKbI�J

cav
YcIDJ

cav findetmandamitunmit-
telbar ` JLKdMOfe S `hg cav

U PiRTS JVUjYBkJlWZY[J ^ Jfm (2.6)

Das ist geradedie nichtrelativistisch massenrenormalisierteForm des Ausdrucks,den
Heinzenund Feld für den Vergleich zwischenTheorieund Experimentverwenden[1].e S `hg cav

U
soll im Folgendenals EigenschaftdeseinzusetzendenResonatorsbehandelt

werdenundwird deshalbtheoretischnichtweiterbetrachtet.

Esbleibt jedochnochdasIntegralP n o kqp Ssrutwv O Uyxk=p Ssrutwv O Uyx{z}|�~ x S�r J=� v,� U YBk�� kJlWZY[J ^ J (2.7)

zubestimmen,was,wie bereitsin Kapitel 1.3erwähnt,alsHauptwertintegralzuverstehen
ist. Diessoll im Weiterendiskutiertwerden.

2.2.2 Numerisc he Betrac htung

Da die StrukturdesIntegrandenwegenderPeriodiziẗat von RTS JVU keineVergrößerungder
Intervallbreitefür einenumerischeIntegrationzulässt,ist esnötig,einigeVorüberlegungen
in die Numerikeinzubringen.DazudefiniertmandieLösungenderGleichungo k=p Ssr,tfv O U�xkVp Ssr,tfv O Uyx�z�|�~ x Ssr J=� vu� U K�k

(2.8)

der Größenachgeordnetals Reihe ��� . Daszu bestimmendeIntegral lässtsich damit in
eineSummeausEinzelintegralenPiRTS JVUlY�kJlWqY[J ^ JLK �� �D��� P��}��� �� � RTS JVUjYBkJlWZY[J ^ J�K����� �D� W�� S�� U (2.9)

zerlegen.Klarerweisehandeltessichbei � S�� U umeinealternierendeFolgewelcheschließ-
lich monotonfällt. Dasheisst:�¡ 

sodass¢ �¤£  
gilt:

z}¥�~ S � S¦� U}UqK§Ywz}¥�~ S � S¦� p/k5U}U©¨«ª � S¦� p/k5UDª¬�ª � S¦� U5ª (2.10)

Diese Bedingungist hinreichendfür die Endlichkeit des Gesamtintegrals und liefert
zudemeineAbscḧatzungderGenauigkeit derangestelltenBerechnungen.
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24 2 Effekte von Einzelionen

Die in (2.9)verwendetenFolgenglieder��� könnenausderGleichung(2.8)analytischmit�_� K �r � n O Floor ® � rl¯ Y S Y?k5U �±°,²�³ z�|�~µ´ o Y O xXp Ol¶ · t xlp O xr,t ¸ � (2.11)

bestimmtwerden,wobeisichfür großeFinessendasArgumentdes
°,²�³ z�|�~

nochweiterzuo ¹x$º vereinfacht.Damit ist die restlicheNumerik auf EinzelintegraleeinfacherStruktur
reduziert.

-3 -2 -1 1 2 3

-2·10-10

-1·10-10

1·10-10

2·10-10

»½¼ ¾�¿�ÀÁÃÂÅÄ
Abbildung 2.4: Integrand ÆÈÇÊÉ5Ë �¡Ì É,ÍÏÎ �Ì É für Ð WqÑLÒ,ÓÕÔÕÖDÒ�×uØÚÙ5Ô�Û ��ÜÞÝqß und à Ñ àjá�â¦ã{ä Û�å"Û_Ôæ×5çè

Die verbleibendenBerechnungender einzelnenReihengliederkönnenmit gewöhnlichen
Integrationsroutinen,wie diese in Computeralgebraprogrammenenthaltensind, durch-
geführtwerden.In diesemFall wurdendiesemit Mathematicaberechnetundmit denNag-
Routinenin Fortrangegengetestet.In denAbbildungenwerdenimmerErgebnissefür die
Finessent K«kDéêm�kDé,é�éêmÕë,é,é�éêm�kDé,é�é�é

angegeben,um zu zeigen,dassdie hier verwendete
Numerik auf einemgroßemParameterbereichsehrgut funktioniert. Die geplottetenEr-
gebnissenergebensich ausden jeweils 5 erstenIntegrationsintervallen um den Pol des
Integranden.Die Genauigkeit dieserAngabensoll im folgendennäheruntersuchtwerden.

2.2.3 Fehleranal yse

Im angewandtenVerfahrensind zwei Sortenvon Fehlernzu ber̈ucksichtigen,zum einen
die Fehler der verwendetenRoutinen,welche nur endliche Genauigkeit liefern, zum
anderendie Fehler, welchedurchdie BerücksichtigungeinerendlichenZahl von in (2.9)
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Abbildung 2.5: ErgebnissedernumerischenBerechnungfür dasIntegral (2.7)

definiertenReihengliedernentstehen.Der ersterekannalsParameterin denverwendeten
Programmengewählt werden.Der zum Ergebnisrelative Fehler wurde dort auf

kDé Î Ü
gesetzt,wasdie nötigenexperimentellenAnforderungenvoll erfüllt. Die Ergebnisseder
verwendetenRoutinenwarenunterdiesenAnforderungenidentisch,so dassdieserWert
alsgesichertangenommenwerdenkann.

Der durchdie Berücksichtigungvon nur endlichvielenReihengliedernenstehendeFehler
kannmit (2.10)abgescḧatztwerden.Seidazu

 
derartgewählt,dassgilt:� S   U £ é ¨ ª � S   UDª £ ª � S � U5ª ¢ � £  

(2.12)

Damit folgt weitermit (2.10)

sgn S � S   p��¡U�p � S   p�� p/kDU�UZK S Y7k5U�� ¢ � £ é
(2.13)

Aus der urspr̈unglichenReihelassensich alsozwei Reihenextrahieren,welchesich nur
durchdasGlied � S   U unddasVorzeichenunterscheiden:���D��� � S�� U £ é ¨ ������� � � � S¦� UV¬�é

(2.14)
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26 2 Effekte von Einzelionen

Weiterhingilt also ���D��� � S�� UXY � S   UÚ¬Bé \ (2.15)

SomitkanndiegesamteReihewegen

� S   U £ ���D��� � S�� U £ é
(2.16)

unterBestimmungdeserstenGliedesabgescḧatztwerden.
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Abbildung 2.6: Für dieFehlerabscḧatzungben̈otigteSummengliederderalternierendenFolge &('*),+
für - ÑBÔ�ÛDÛDÛ

, Ð WqÑLÒ,ÓÕÔÕÖDÒ�×uØñÙ5Ô�Û ��Ü Ý=ß und à Ñ à�á�â¦ã¡ä Û�å"Û_Ôæ×5ç&è
Damit ist klar, dassesausreichendist, wie in 2.5,nur die erstenIntegrationsintervalle zu
ber̈ucksichtigen,dadiesbereitseinenrelativenFehlervon unter

kDé Î/. liefert.

DieseBetrachtungliefert nebenbeiauchnochdenBeweisfür die Bedeutungslosigkeit der
HochenergieanteilederbetrachtetenModifikationderLambshift.Esist alsovöllig gerecht-
fertigt dieDarstellung(2.6)für dieLambshiftim Resonatorzuwählen,dadieUnterschiede
zueinerrenormalisiertenBetrachtung1 für die relevantenTermeim Niedrigenergiebereich
keineRollespielen.

1Für einekorrekteBetrachtungdesHochenergieanteilsderLambshiftseihier auf [33] verwiesen.
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2.2 Modifizierte Lambshift 27

2.2.4 Anal ytisc he Appr oximationen

Da sich obengezeigthat, dassdie für die Numerik zu ber̈ucksichtigendenTermevon
verḧaltnissm̈aßig einfacherStruktur sind, scheintes auchnaheliegend,eine analytische
Approximationvon (2.6) zu versuchen.Dies wurde für den BereichniedrigerFinessen
bereitsvonHeinzenet al. [1] getan,waszumAusdruckP R S JVUlYBkJlWZY[J ^ J10 r O t x z�|�~ S · JXWæ� vu� UO x p · t x z�|�~ x S�r JlW�� v,� U (2.17)

führt.Allerdingsgibt eszudiesemAusdruckkeinerleiFehlerbetrachtung,sodassdietheo-
retischeLegitimationdieserNäherungerstdurchdenVergleichmit derobeneingef̈uhrten
Numerikerbrachtwerdenkann.
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Abbildung 2.7: Vergleich der numerischbestimmtenWertemit der analytischenApproximation
von HeinzenundFeld

Der VergleichzeigtsehrguteÜbereinstimmungfür Resonatorl̈angen,welchenaheander
Resonanzzur atomarenÜbergangsfrequenzliegen.Dasbesẗatigt,dassderHauptanteilder
Niveauverschiebungvon derWechselwirkung mit demVakuumfeldin derNähedesPols
von (2.7) stammt.Um also die maximal messbareVerschiebung zu bestimmen,ist die
Näherunggutzugebrauchen.Manfindet:
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28 2 Effekte von Einzelionen

` J[Z � \ KdMO e S `]g cav
U t xo t xqY S O v�r U�x 0 MO e S `]g cav

U t ¢ t^] O (2.18)

Die analytischeBeschreibung lässtsich jedochfür diejenigenBereiche,welcheweit von
der Resonanzentfernt sind, noch weiter verfeinern.Durch Anpassender analytischen
Näherungandie numerischerhobenenDaten,lässtsicheineneueNäherungfinden,wel-
chefür verstimmteResonatorenbesserëUbereinstimmungzeigt, jedoch2 ausschließlich
numerischzubestimmendeKonstantenentḧalt. Man findet:` JLK MOfe S `]g cav

U e �e x`_ · t O Ü�a x ¶ · t xXp O x{z}|�~ S · JXWæ� vu� Ub O xXp · t x{z�|�~ x Ssr JlW�� v,� U�c x (2.19)

mit: e � S�t m��qU ��K kr ´ � � ped � x t �f W�g x ¸ (2.20)e x S�t m��qU ��K kñY d · Iu�f Whgji (2.21)

Fü die verbleibendennumerischenKonstanten
� � und

� x findetman
� � K é \ ·lk�m kon kDé Îqp

und
� x K r \ m�m�k n kDé Î/.
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Abbildung 2.8: Die PunktedernumerischenBerechnungliegenexaktaufderKurvederverfeiner-
tenanalytischenApproximation,währenddieApproximation(2.17)davonabweicht.DieParameter
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2.3 Quantenk ohärenzen im Einzelion

2.3.1 Grundla gen

Im RahmenderUntersuchungenameinzelnenIn � -Ion [7,12] stelltsichauchdieFrage,in-
wieweit dort Möglichkeitenzur kohärentenBeeinflussungderBesetzungswahrscheinlich-
keitender einzelneninternenZusẗanderealisiertwerdenkönnen.In � stellt in sehrguter
Näherungein V-Systemdar, welchesdurchdieZusẗande

ë�x x �zy W alsGrund,und
ë�x(ë|{ .~} �

sowie
ë�x5ë�{ .�} W alsersteangeregteZusẗanderepr̈asentiertwird.

Abbildung 2.9: Niveauschemavon In � ; hier sind nur die in derweiterenBerechnungrelevanten
Zusẗandeaufgef̈uhrt.

Seit der erstenBeobachtungvon
”
CoherentPopulationTrapping“ (CPT) [75–78] hat

dieser Effekt experimentelle wie auch theoretischeArbeiten angeregt. Sowohl die

”
Dunklen Resonanzen“ in R -Systemen,in denenzwei Grundzusẗandemit kohärenten

Lichtfeldern an ein gemeinsamesangeregtes Niveau gekoppelt werden [77], als auch
neuereEffekte wie die

”
ElectromagneticallyInducedTransparency“ (EIT) [79] wurden

sehr detailliert untersucht.Die Erhöhung des Brechungsindex ohne Absorption [80]
oder auch

”
Lasing Without Inversion“ (LWI) [81–84] sind in diesemZusammenhang
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30 2 Effekte von Einzelionen

ebenfalls zu nennen.Durch die extrem starke Dispersionan der CPT-Resonanzwurden
kürzlich Gruppengeschwindigkeitengemessen,welchemehrereGrößenordnungenunter
derVakuumlichtgeschwindigkeit liegen[85,86].

In einem R -Systemtritt CPT genaudannauf, wenn die Kohärenzzwischenden zwei
GrundzusẗandendurcheinennichtlinearenProzessangeregt wird. Experimentellkanndas
durchgleichzeitigesAnlegenvonzweiLasernerreichtwerden,wobeijedervoneinemder
GrundzusẗandenahezuresonantandasgemeinsameangeregteNiveaukoppelt.Wenndie
Energiedifferenzder beidenLasergleichder Energiedifferenzder beidenGrundzusẗande
ist, wird das Atom optisch in eine kohärenteÜberlagerungder beidenGrundzusẗande
gepumpt.In diesemFall wird kein weiteresLicht absorbiert[78]. Da die beidenGrund-
zusẗandestabil sind, kann dieseGrundzustandskohärenzein langeLebensdauerhaben,
waszuextremschmalenResonanzenführt.

Es wurdenjedochin der VergangenheitauchSystememit anderenNiveauschemata,wie
etwa V-, oder Kaskadensysteme,untersucht,wobei viele Effekte sowohl experimentell,
alsauchtheoretischsehrdetailliertausgeleuchtetwurden[78]. Hier soll dasV-Systemvon
In � analysiertwerden,welches,wie dasIn � , überextremunterschiedlicheLebensdauern
des angeregten Zustandsverfügt. Die

ë�x x � y W -
ë�x5ë�{ . } W Interkombinationslinie(Uh-

ren̈ubergang)wird durch die magnetischeHyperfeinwechselwirkung induziert,weshalb
die LebensdauerdiesesZustandsmit � S .|} WÕU��

195 ms ( �4��� Ë � r O _ 0.82 Hz) sehr
lang ist. Dies entsprichteinemFaktor von � k�é Ü im Vergleich zum

ë�x x � y W -
ë�x(ë|{ . } �

(Kühl)übergangmit � S . } � U�� 440ns( �4� ��� � r O _ 360kHz). Dahererlaubtesderschmaleë�x x �zy W -
ë�x5ë�{ .�} W Übergangverḧaltnissm̈aßigungewöhnlicheEigenschaftenzustudieren.

Auch in diesemZusammenhangzeigt sich der in 1 bereitserwähnteVorteil der Ver-
wendungvon einzelnengespeichertenIonen. Nachdemdas Ion sich im Grundzustand
des Fallenfeldesbefindet, kann es als gut lokalisiert und insbesonderein Ruhe [87]
angenommenwerden.Deshalbspielt für die Messungvon Spektrender Doppler-Effekt
ersterOrdnungkeineRolle, in zweiterOrdnungwird der Effekt vernachl̈assigbarklein.
AuchdieKollisionsverbreiterungwird durchhinreichendniedrigeDrücke in derVakuum-
kammerunterdr̈uckt. Die räumlicheVarianzdesLaserfeldesoderder Atomdichtespielt
beiderWechselwirkungmit einemeinzelnenIon ebenfalls keineRolle.Die Untersuchung
mit In � liefert zudemden Vorteil, dasswegender fehlendenHyperfeinaufspaltungund
der Metastabiliẗat des

ë�x5ë�{ . } W -Niveauskeinerlei
”
Repumping“ -Effekte oder Zeeman-

Substrukturenin die theoretischeBeschreibung integriert werdenmüssen.In diesemFall
ist ein echtesgeschlossenes3-Niveau-Systemrealisiert.Kohärenzeffekte in R -Systemen
wurdenbislangin Ba� untersucht[88–92],wobeiessichbei denbeteiligtenÜbergängen
um Dipolübergängehandelte,welchevon vergleichbarerLebensdauerwaren.In In � ist
dasgeradenichtderFall, wasin dieserArbeit zuweiterenÜberlegungenAnlassgab.
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2.3.2 Uhrenlaserinduzier te Kohärenz

Um ein V-Systemzu modellieren,definiertmandie Zusẗande �� k�� , �� r � , welchean einen
gemeinsamenGrundzustand�� k � gekoppeltsind (sieheAbb. 2.9). Wir nehmenweiterhin
an, dasswie in In � der Zustand �� k � energetischhöher liegt als �� r � und die Übergänge�� k � Y �� k � und �� r � Y �� k � vonLasernmit denFrequenzen

J�� � und
J�� x sowie denzugeḧorigen

Rabifrequenzen�Þ� und � x getriebenwerden.DasAtom kannspontanvon �� k � nach �� k � mit
derRate r � � undvon �� r � nach �� k � mit derRate r�� zerfallen,wobeiwir denÜbergangvon�� k � nach �� r � vernachl̈assigen(obwohl dieserin In � mit derRate � �������o��� Ë � r O _ k \ ë������vorkommt).DadieLebensdauervon �� r � derartlangeist, kanndieserÜbergangnichtdirekt
durchgestreutePhotonendetektiertwerden;stattdessenwird die Besetzungvon �� r � durch
eineUnterbrechungderFluoreszenzaufdemschnellen�� k � Y �� r � Übergangbestimmt[93].
Die Besetzungswahrscheinlichkeit desZustands �� k�� bei Durchstimmendes LasersmitJ�� x wird alsoüberdie Intensiẗat der Fluoreszenzauf demschnellenÜbergangbestimmt.
In diesemPunktunterscheidetsich diesesSchemagrundlegendvon denbisherigen,bei
denendieFluoreszenzaufdemÜbergangdesdurchgestimmtenLasersgemessenwurde.

Die MastergleichungdesuntersuchtenSystemsresultiertausder Gleichung(1.24),wo-
bei die Modifikation für die Wechselwirkung mit nicht resonantenLasernleicht integriert
werdenkann.Esfolgt:

�� �$� K Y r � � � �$� p | �Þ� � . � YL| ��� � � � . (2.22)�� � x K Y S �X� p � p�| S I � Y�I x U}U � � x p | �Õ� � . x YL| ���x � � . (2.23)�� � . K Y S �X� p M ��p |�I � U � � . Y | � x � � x YL| �Þ� S � �$� Y � .�. U (2.24)�� x$x K Y r�� � x$x p�| � x � . x YL| � �x � x . (2.25)�� x . K Y S�� p�| I x p M ��U � x . Y[| �Þ� � x � YL| � x S � x$x Y � .�. U (2.26)� .�. K kñY � �$� Y � x$x (2.27)

Die Verstimmungder Laservon der Resonanzfrequenzwerdenmit
I|�QK J�� �qY J[�

für¡ K�k�m r bezeichnetund M � ist die LinienbreitedesUhrenlasers.Da M � im Allgemeinenviel
größerals � seinkannwird dieshier ber̈ucksichtigt.

Der station̈are Zustandlässtsich aus obigem Gleichungssystemvollständig analytisch
bestimmen,für die weiterenUntersuchungensollen dabei die Population � �$� und die
Kohärenz� � x betrachtetwerden,welcheinteressantesVerhaltenzeigen.

Die Population � �$� des station̈aren Zustandsist bei resonantemKühllaser (
I � K é

)
in Abb. 2.11 geplottet.Bei schwacherAnregung des �� k �QY �� r � Übergangszeigt das
Anregungsspektrumzweiklar getrenntegutaufgel̈ostePeaks.In diesemParameterbereich
testet der schwache Laser die Anregungwahrscheinlichkeit der

”
dressedstates“ des

Kühllasersaus einer Art Zuschauerposition,welche das Systemnicht beeinflusst.Das
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Abbildung 2.10: Population̄ �$� in Abhängigkeit von der Verstimmung° x und Intensiẗat ± x des
Uhrenlasersfür ° � Ñ Û
beobachteteAnregungsspektrumwelchesdurch DurchstimmendesUhrenlasersgewon-
nen wird, zeigt deshalbdie doppeltgepeakteStruktur, welcheauchals

”
Autler-Townes

splitting“ bekanntist [94].

Wird dieLeistungdesUhrenlaserserḧoht,ver̈andertdasSpektrumseineFormgrundlegend
(Abb. 2.11(b)). Für denGrenzfall, in dembeideLaserdie zugeḧorigenÜbergängesätti-
gen,erscheintinnerhalbeinerbreitenResonanzein scharferPeak,andem � �$� ann̈ahernd
seinenAusgangswert(für sehrstarkverstimmtenoderabgeschaltetenUhrenlaser)erreicht.
Für

I x K é
sind beideLaser in Resonanz,was zum Aufbau einer Kohärenzzwischen

denbeidenangeregtenZusẗanden �� k � und �� r � führt. Dieseerḧoht die Emissionsrateauf
dem �� k � Y �� k � Übergangund unterdr̈uckt die AbsorptiondesLasers

J¥� x [95]. Es wurde
im R -Systemfrüher bereitsgezeigt,dassstarkes Pumpenauf einem der metastabilen
Übergänge zu einer Stabilisierungder Quantenfluktuationenim Fluoreszenzspektrum
führenkann[96–98]. Bemerkenswertist weiterhin,dassdie erḧohteFluoreszenz,welche
zwischenden beidenATS-Peaksliegt, deutlich vom Anstieg im Zentrum beim CIC-
Regimeunterscheidbarist. Im ATS-RegimeohneVerstimmungdesKühllasers(

I � K é
) ist

dasAnregungsspektrumdurchzwei Lorentzkurven mit gleicherBreite gegeben,welche
um die gleiche Frequenzrot- bzw. blauverschobenum die Resonanzdes Uhrenlasers
liegen.Im Fall von CIC handeltessichebenfalls um zwei Lorentzkurven,welchejedoch
beide an der Resonanz(

I x K é
) liegen, und unterschiedlicheAmplitude, Breite und
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Abbildung 2.11: Population̄ �$� in Abhängigkeit von derVerstimmung° x im ATS- (a) undCIC-
Regime(b)

In den hier angestelltenBetrachtungensoll dasVerhaltenin beidenGrenzf̈allen gekl̈art
werden,wobeiauchinsbesondereder Übergangvon einemins andereRegimeanalysiert
wird. Dabeizeigt sich,dassesklar definierteBedingungenfür daseineoderdasandere
Regimegibt, undeineklareTrennliniegezogenwerdenkann.DieseTrennliniewird durch
eineneinzigenKontrollparameter, welcherdurchdasVerḧaltnisderRabifrequenzen�Þ� v � xder beidenLasergegebenist, bestimmt.DiesesVerḧaltnissgibt, überdie Populationdes
oberenNiveaus�� k � , denGradanLaserinduzierterKohärenzzwischendenbeidenangereg-
tenZusẗandenan.

2.3.3 Kühllaser in Resonanz

Im diesemAbschnittwird angenommen,dassder Kühllaserin Resonanzzum �� k��TY �� k �
Übergang(

I � K é
) ist. Im weiterenwird ausder Mastergleichung(2.22) der station̈are

ZustandbestimmtundanhandderbesonderenEigenschaftendesNiveauschemasvon In �vereinfacht.Hierbei ist esvon besonderemNutzen,dasssichdie Lebensdauerderbeiden
angeregtenZusẗandeumdenFaktor �X� v�� 0 kDé Ü unterscheiden.Wir gehenfolglich von

�X� ] � (2.28)

aus.Obwohlwir annehmen,dassderUhrenlaserspektralviel breiteralsderUhren̈ubergang
ist, gilt für dieseBreite M � :

�X� ] M � ] � (2.29)

Insgesamtbefindenwir unsaberauchbei starkerSättigungdesUhren̈ubergangsim Limit
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34 2 Effekte von Einzelionen

�X� m �Þ� ] M �¦m � x ] � (2.30)

Unter diesenVoraussetzungenist esmöglich die Lösungvon (2.22) für denstation̈aren
Zustandsehrweitgehendzu vereinfachen,unddamit auchdasVerhaltendesSystemszu
verstehen.UnterVerwendungvon (2.30)ergibt sichfür die PopulationdesoberenZustan-
des �� k � : � �$� K � x �r � x � p � x � _ d kfY � x � � xx �X� S I xx p � x � US�r � x � p � x � U � _ kS I xx Y f x � U S I xx Y f xx UÀg (2.31)

Die Parameter
f �

sinddurch f ��Á x K ¶ � nÃÂDm
(2.32)

mit � K S · � p � Y � p � U � Y � x � � xx �X�r¡Ssr � x � p � x � U � (2.33)

Â K S � x � � xx �X� Y Ssr � x � p � x � U �ÅÄ � U S � x � � xx �X� Y S�r � x � p � x � U �/Ä x US�r¡Ssr � x � p � x � U � U�x (2.34)

und

Ä ��Á x K k Ssr � x � p � x � U4n r	Æ Ç � p � p/kDé � x � � x � p r � p � (2.35)

gegeben.

Der gesamteAusdruck für (2.31) ist unabḧangig von der LinienbreitedesUhrenlasersM � . Dasist eineKonsequenzdesLimits (2.30): Termevon M � , welcheim urspr̈unglichen
Ausdrucknur als Summenmit �Þ� , �X� auftreten,werdenin der Ableitung von (2.31)ver-
nachl̈assigt.Dasbedeutet,dassauchein instabilerUhrenlaserdie Form der in Glg. (2.31)
angegebenenPopulationnichtbeeinflusst.

Da � für beliebige�Þ� , � x reell ist, folgt ausGlg. (2.31)und(2.32),dassdasVerhaltendes
Systemkritisch vomWert von

Â
abḧangt.Ist

Â
rein imagin̈ar, sogiltf ��Á x K o � n ¡ ªÈÂ�ª�m

(2.36)
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waszu f � K f �x K f Wlp ¡ � W (2.37)

führt,undschließlichdenAusdruck

� �$� K � x �r � x � p � x � _ d kñY � x � � xx �X� S I xx p � x � US�r � x � p � x � U � _ kÉ S I x Y f WÕUyxXp � xW~Ê _ É S I x p f WÕUyxXp � xW~Ê g (2.38)

für die obenberechnetePopulationliefert.
OffenbarkanndasAnregungsspektrumfür reinimagin̈ares

Â
durchzweiLorentzfunktionen

mit gleicherBreite an denPositionen
n f W

beschriebenwerden.Dasentsprichtnaẗurlich
demgut bekanntemAutler-TownesDoublet.Im Limit (2.30)kanndie PositionderPeaks
mit

f WVK �Þ�ÌËÍÍÎ kqp r d �X��Þ� g x p d � x�Õ� g x �X�� Y M ��X� Y d �X��Þ� g x (2.39)

angegebenwerden. Wie erwartet hängt dieser Term auch von der Rabifrequenzdes
Uhrenlasersab.

Ist
Â

reell,sofolgt aus(2.33)und(2.34):� n�Â ¬�é
(2.40)

Deshalbgilt: f � K ¡ o ª � pÏÂ�ª�m f x K ¡ o ª � Y1Â�ª
(2.41)

In diesemFall kann � �$� weiterzu

� �$� K � x �r � x � p � x � _ d kñY � x � � xx �X� S I xx p � x � US�r � x � p � x � U � _ kS I xx p§ª f � ª x U _ S I xx p ª f x ª x U g (2.42)

umgeformtwerden.Wiederumfindet man zwei Lorentzkurven, welche aber beide am
Zentrumder Linie bei

I x K é
liegen.Die beidenPeakshabenjedochunterschiedliche

Breiten
ª f � ª und

ª f x ª .
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Abbildung 2.12: Position(a) und Breite (b) der Lorentzpeaksin Abhängigkeit von der Rabifre-
quenzdesUhrenlasers

Aus denPlotsvon Real-undImagin̈arteil von
f ��Á x in Abb. 2.12gehthervor, dasseseinen

kritischenWert �zìx gibt, anwelchemderRealteilvon
f ��Á x verschwindet,undsichderIma-

ginärteil in zwei Ästeaufspaltet.Unterhalbvon � ìx gilt genaudasumgekehrte,dort unter-
scheidensich die Positionender Peaksgeradeum dasVorzeichen,aberdie Breitensind
gleich. DiesebeidenStrukturenlassensich durcheineklare Linie voneinandertrennen.
Die Bedingungdafür lautet

ÂÚK é
undführt zu:

� ìx K �Þ� _ ËÍÍÍÎ ´ r p d �X��Þ� g x ¸ íî m p k d �X��Þ� g x p r Ç p/kDé d �X��Þ� g x p r d �X��Þ� g p|ïð ��X�
(2.43)

DieseTrennlinieist in Abb. 2.13aufgetragen.Wie aus(2.43) folgt, hängtdie Grenzlinie
sowohl von derSättigungdesKühlübergangs ñ �ò � wie auchdemVerḧaltnisdernaẗurlichen
LinienbreitenderbeidenangeregtenZusẗande

ò �ó ab. Für starke Sättigungvereinfachtsich
Glg. 2.43zu:

� ìx K �Þ� _ ¶ r ·,ô ��X� (2.44)
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Abbildung 2.13: TrennliniezwischenATSundCIC Regime

Bemerkenswertist, dasssich die CIC-Resonanzenan der gleichenStelle (bei
I x K é

)
befinden,aberumgekehrteVorzeichenhaben.Dies ist im Ausdruck(Glg. 2.38)nicht un-
mittelbar zu erkennen,deshalbsoll dieseDarstellungunter der Voraussetzung� x £ � ìx
weitervereinfachtwerden.Man betrachtetdazuzuerstdenGrenzwertfür �þý é

(wasim
CIC-Regimewegen � x ] � ann̈aherndgegebenist) um die verbleibendeDifferenzweiter
zuvereinfachen.DieseMethodeführt auf:

� �$� K � x �r � x � p � x � p � x �I xx p r¡S � x � p � x � U Y � p � � xx �X�S�r � x � p � x � Uyx S I xx p ñ ÿ � ñ ÿÿ ò �Ç x ñ ÿ � � ò ÿ � Í ó U � (2.45)

Der ersteTerm in (2.45) ist geradedie Fluoreszenz,welcheauchohneden Uhrenlaser
beobachtetwürde,wasidentischmit demLimesfür beliebiggroßeVerstimmungen

I x ist.
Die beidennächstenTermeresultierenauseinemstarken Uhrenlaser, der abertrotzdem
demLimit (2.30)gen̈ugt.DerzweiteTermhängtnichtexplizit vonderUhrenlaserintensität
ab. Die Breite diesesPeakswird von der LinienbreitedesÜbergangs �� k � Y �� k � und der
Leistungdeszugeḧorigen Lasersvollständig bestimmt.Der letzte Term wird hingegen
durch eine Erhöhungder Uhrenlaserleistungverbreitert,dar̈uberhinaushängt die Breite
auchvon der naẗurlichenLinienbreitedesÜbergangs �� r � Y �� k � ab. Bei starker Sättigung
desKühlübergangs( �Þ� v � � ] k

) ist dasVerḧaltnisderBreitenderbeidenPeaksin (2.45)
ann̈aherndgleich: ¶ m � x� ìx (2.46)
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Die Reduktionder Fluoreszenzauf dem �� k���Y �� k � Übergang,welchedurchdendritten
Term in (2.45) beschriebenwird, ist eine Folge der ErhöhungdesPopulationstransfers
in denZustand �� r � bei größererUhrenlaserleistung.Deshalbist derpositive Lorentzpeak
(zweiterTermin (2.45))eineKonsequenzvon KohärenzenzwischendenZusẗanden[99].
Um diesauchexplizit zu zeigen,ist der Aufbau der Kohärenz � � x zwischendenoberen
beidenNiveausin Abb. 2.14in Abhängigkeit derLaserverstimmung

I x dargestellt.
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Abbildung 2.14: Kohärenz̄���� in Abhängigkeit von °��

2.3.4 Allg emeiner Fall

Für denallgemeinenFall einesnichtresonantenKühllasers� ������ kanndie Masterglei-
chung(2.22)ebenfallsanalytischgelöstwerden.AllerdingssinddieseLösungextremlang
undunübersichtlich,sodassdiesehier nur graphischvorgestelltwerden.

Im ATS-Regime � � � � ì� befindensich die beidenPeaksan Positionenwelcheasymme-
trischzu � � �!� sind.Dies ist eineKonsequenzder2-Photonen-Resonanz-Bedingungfür
die beidenLaser. Im CIC-Regime hingegen wird nur der scharfePeakverschoben,die
breiteResonanzderreduziertenFluoreszenzbleibt im Frequenzraumann̈aherndkonstant.
Um diesesVerhaltenzu verstehen,ist esnötig, denPol von � �"� als Funktionvon � � zu
betrachten.Die komplexen NullstellendesNennersvon � �"� sollenwie obenmit # � und# � gekennzeichnetwerden.In denAbb. 2.15 und 2.16 wird der Real- und Imagin̈arteil
von # � , ¡ � $&%(' als Funktion von � � in den beidenGrenzf̈allen � �)� � ì� und � �+* � ì�
gezeigt.Im Fall von ATS werdendie beidenResonanzenum einenungleichenAnteil von
der Resonanzweg (bzw. zu ihr hin) verschobenund die Breiten beginnenauseinander
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Abbildung 2.15: BreiteundPositionderATS-Peaksin Abhängigkeit von °M�
zu laufen.DerjenigePeakwelcherzur Resonanzhin verschobenwird, wird scḧarferund
umgekehrt.

Im Fall von N �D* N;O� wird die CIC-Resonanzblauverschobenfür � �P* � undrotverschoben
für � �Q� � . Die breiteResonanzwird dagegenkaumverschoben,allerdingnimmt deren
Breiterapidefür größereVerstimmungenvon � � ab.
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Abbildung 2.16: BreiteundPositionderCIC-Peaksin Abhängigkeit von °M�

Insgesamtwurdemit obigerRechnungein V-Systemmit sehrunterschiedlichenLebens-
dauernder angeregtenZusẗandeuntersucht,welchevon einemLaserauf demschnellen
Übergangkontinuierlichgepumptwird undeinemzweitenLasermit unterschiedlicherIn-
tensiẗat auf dem langsamenÜbergangausgesetztist. Dabei konntenzwei Grenzf̈alle in
Abhängigkeit der Laserintensiẗat desUhrenlasersklar voneinanderabgegrenztwerden.
Im ATS-Regime erfüllt der Uhrenlaserdie Funktion einesDetektors,der die Populati-
on der gesplittetendressed-statesdesschnellenÜbergangsmisst.Das führt auf die gut
bekannteDoppelpeakstrukturdesAutler-Townessplitting. Im Gegensatzdazuverursacht
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40 2 Effekte von Einzelionen

derUhrenlaserim CIC-Regime einenPopulationstransferin denZustand rr 'ts . Die ander
2-PhotonenresonanzentstehendeKohärenzunterdr̈uckt die AbsorptiondesUhrenlasers
und fördert damit die Emissionvon Fluoreszenzlichtauf dem schnellenÜbergang.Für� � � � wurdeneinfacheanalytischeFormeln gefunden,welchedasVerhaltendesSy-
stemsvollständigbeschreibenundBreiteundPositionderauftretendenLorentzpeaksan-
geben.DarüberhinauskonnteeinescharfeTrennliniezwischendenbeidenRegimesgezo-
genwerden,welcheeinenZusammenhangzwischendenbeidenLaserleistungenangibt.
Für denFall derSättigungdesKühlübergangskonntedieserZusammenhangsehrweit ver-
einfachtwerden(Glg. 2.44).Für gegebeneLaserintensiẗatenkanndamit unmittelbardas
zu beobachtendeRegime angegebenwerden.KonkreteExperimentedazusind in Vorbe-
reitung[100].
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3
Quantenspr üng e in Ionenpaaren

3.1 Dipol-Dipol-W echsel wirkung in Ionenpaaren

Die Diskussion, inwieweit die Dipol-Dipol-Wechselwirkung die Quantenstatistikvon
Ionenpaarenbeeinflusst,wird seit langerZeit unterimmerneuenAspektendiskutiert.Es
gibt dazueineReihean theoretischenArbeiten[52,101–112], aberauchexperimentelle
Ergebnisse,welchesichzuwidersprechenscheinen[21,113–115].

75
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1000 2000 3000 4000

Abbildung 3.1: StatistischeFluoreszenzphasenvon 2 Ionen.Hier wird die Anzahlpro Zeiteinheit
gez̈ahlterPhotonengeplottet.Die FluoreszenzderIonenwechseltdabeizwischenPhasenin denen
beide,nureines,oderkeinesderbeidenIonenemittieren.

Dabeiwerdendie Quantenspr̈ungevon zwei odermehreren3-Niveau-Atomenuntersucht
welcheaufeinem(schnellen)Übergangmit einemLaserwechselwirken,sichaberauchin
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42 3 Quantensprünge in Ionenpaaren

einemmetastabilenZustandbefindenkönnen.AnhanddesdetektiertenFluoreszenzlichts
dieserAtomelässtsich feststellen,wannsichwelchesAtom im metastabilenZustandbe-
findet.ManfindetdeutlichunterscheidbareHell- undDunkelphasendereinzelnenAtome,
welcheeindeutigalsQuantenspr̈ungezu interpretierensind..Die AnalysedieserHell- und
Dunkelphasender einzelnenAtome soll hier auchKlarheit über die Konsequenzender
Dipol-Dipol-Wechselwirkung, oderauchallgemeinerüberbeliebigekooperative Effekte
in derartigenSystemenliefern.

Sauteret al. [21] habenexperimentelleErgebnissevorgelegt, welche in Gruppenvon
Bau -Ionen eine Ratean simultanenÜbergängenzeigen,die von den statistischenVor-
hersagenfür nicht wechselwirkendeAtome abweicht.In einem weiteremExperiment
von Itanoet al. [116] konntediesjedochnicht besẗatigt werden.Dort wurdenHgu -Ionen
untersucht,welche nur Bruchteile einer Übergangswellenl̈ange voneinanderentfernt
waren, und keinerlei Abweichung von der Statistik unabḧangig strahlenderAtome
festgestellt.NeuereErgebnissevon Block et al. [114, 117] zeigen in einer linearen
Kette von Kalziumionen allerdings wieder erḧohte Raten für Mehrfachspr̈unge. Die
Autoren schlagenals Erklärungnicht weiter spezifiziertelangreichweitigeWechselwir-
kungenfür Ionenkristallevor. Esscheintalsoimmernochungekl̈art,welcheParameterdie
ErgebnissedereinzelnenExperimentebedingenundwie diesekontrolliertwerdenkönnen.

Prinzipiell müssendabeizwei Arten von Systemenunterschiedenwerden,zumeinendie-
jenigen,in denendie AtomedurchspontaneZerfälle in dasmetastabileNiveaugelangen,
zum anderendie, in denenein zweiter Laserverwendetwird, welcherdie Atome (ent-
wederdurch v -Pulseoder auchkontinuierlich) dorthin befördert.Um die Dipol-Dipol-
Wechselwirkung zu analysierenist eshilfreich, beideSchematazu betrachten,dasich in
jedemder der jeweilgenSystemeneueAspekteherausarbeitenlassen.Im weiterenVer-
lauf diesesKapitels,sollendie theoretischenVorhersagenfür derartigeSystemeanhand
vonMaster-Gleichungen,RatengleichungenundQuanten-Monte-Carlo-Simulationenana-
lysiertwerden.DabeiwerdenauchdieErgebnissedesMastergleichungsansatzesvonJava-
nainen[110] undAgarwal [107,109], sowie die Quanten-Monte-Carlo-Simulationenvon
Beige[52] vorgestelltundweiterentwickelt.

3.2 Master gleic hung für Ionenpaare

3.2.1 Symmetrisierung

Die Mastergleichung(1.32)soll nunfür denbetrachtetenFall vereinfachtwerden.Um die
AnalysenachFluoreszenzphasenzu ermöglichen,ist essinnvoll, die reineZustandsbasis
zuverlassenundeinesymmetrisierteBasis,welcheausden

”
DressedStates“ dereinzelnen

Atomeaufgebautist, zuverwenden.
Der Grundzustandsoll dabei(wie im vorhergehendenAbschnitt)mit rrxw sMy bezeichnetwer-
den.DerangeregteZustandfür dasi-te Atom ist rr $�s y unddermetastabilerr '�s y . Die dressed
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Abbildung 3.2: Zwei wechselwirkende3-Niveau-Systeme

statesfür dasi-te Atom sindunterAnnahmederLaserwechselwirkung auf demÜbergangrr $ s® rrhw s definiertals:

rr°¯ s �®± � $² '´³ rr $�s � ¯ rrhw s �8µrr  s ��± � $² '	³ rr $ s �  rrhw s � µrr°¯ s �D± � $² ' ³ rr $ s � ¯ rrhw s � µrr  s �¶± � $² '	³ rr $ sM·  rrhw sM· µ
(3.1)

Siehabendie Eigenschaftfür das2-Niveau-Subsystemaus rr $ s  rrhw s im Grenzfall starker
Laserleistungstation̈arzuwerden.Alle weiterenWechselwirkungensindebenfallssymme-
trisch in denbeidenIonen,alsoversprichteineSymmetrisierungderDressed-State-Basis
aus rr°¯ sMy , rr ¸s�y und rr ' s�y die größteVereinfachungder innerenDynamikdesSystems.Für
ein 3-Niveau-Ionenpaardefiniertmandemzufolgedie neueunitäreBasis:
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44 3 Quantensprünge in Ionenpaaren

rrB¯ s ± � rrB¯ % ¯ srr ¸s ± � rr  % ¹srr°º¼» s ± � $² ' ³ rrB¯ % ¸s ¯ rr  % ¯ s µrrBº¼½ s ± � $² '	³ rrB¯ % ¸sP rr  % ¯ s µrr u ' » s ± � $² ' ³ rrB¯ %(' s ¯ rr '\% ¯ s µrr u ' ½ s ± � $² '	³ rrB¯ %(' s® rr '\% ¯ s µrr¿¾' » s ± � $² '	³ rr  %(' s ¯ rr '\% �s µrr ¾ ' ½ s ± � $² '	³ rr  %(' sP rr '\% ¸s µrr ' s ± � rr '\%À' s (3.2)

DieseBasishat zwei grundlegendeEigenschaften,welchefür die BetrachtungdesGe-
samtproblemsvon großemNutzensind.Zum erstenlassensich Unterr̈aume,welcheden
FluoreszenzphasendesSystemsentsprechen,geradedurchdie VektorendieserBasisauf-
spannen(s.u.).ZumzweitenerzeugtderLaser, welchermit demÜbergang rrhw s� rr $ s wech-
selwirkt, keinerleiKohärenzenzwischendenso definiertenBasiszusẗanden.Unter dieser
Symmetrisierungsoll die MastergleichungdesSystembetrachtetwerden.

3.2.2 Ratengleic hung en

Die Mastergleichung(1.32) wurdevon Javanainenund Lewenstein[110] analysiert.Es
wurde gezeigt,dasssich die vereinfachteMastergleichung für den Grenzwertstarker
Laserintensiẗat (RabifrequenzÁ jede der beteiligtenRaten)zu einem geschlossenem
Systemvon Ratengleichungenumformenlässt.

Mit derDefinition Â y �ÄÃ yBy ergibt sich:
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ÅÂ u � ��ÇÆ�È4É � · ¯ É � · È�Ê¸Ë;Ë ³ Â u ¯ �� ÂÍÌaÎ µ ¯ ��ÏÈ4É � ·  É � · ÈÐÊ¸ËeË ÂÑÌ0Ò ¯)¯ ÈÓÉ � · ¯ É � · ÈÐÊ¸Ë;Ë ÂÍÔ �ÖÕ¯ ÈÓÉ � ·  É � · È�Ê¸Ë;Ë Â Ô �Ö×  È ' É � · ¯ É � · ÈÐÊ¸Ë ¯ ' É ��� Ë Â u�ØÅÂ ¾ � ��ÇÆ È4É � · ¯ É � · È�Ê¸Ë;Ë ³ Â ¾ ¯ �� ÂÍÌaÎ µ ¯ �� È4É � ·  É � · ÈÐÊ¸ËeË ÂÑÌ0Ò ¯)¯ ÈÓÉ � · ¯ É � · ÈÐÊ¸Ë;Ë ÂÚÙ�MÕ¯ ÈÓÉ � ·  É � · È�Ê¸Ë;Ë ÂÛÙ� ×  È ' É � · ¯ É � · È�Ê¸Ë ¯ ' É ��� Ë Â ¾ ØÅÂÍÌaÎ � ��ÇÆ �� È4É � · ¯ É � · ÈÐÊ¸ËeËÜÈ Â u ¯ Â ¾ Ë ¯ È4É � ·  É � · ÈÐÊ¸Ë;Ë ÂÑÌ0Ò ¯ �� ÈÝÉ � · ¯ É � · È�Ê¸Ë;ËÏÞ ÂÍÔ �ÖÕ ¯ ÂÛÙ��Õàß���ÈÝÉ � ·  É � · È�Ê¸Ë;Ë Þ ÂÍÔ � × ¯ ÂÛÙ� × ß  ' ÈÓÉ � · ¯ É ��� Ë ÂÑÌaÎ ØÅÂÑÌ Ò � ��ÇÆ ���È4É � ·  É � · È�Ê¸Ë;ËÜÈ Â u ¯ Â ¾ ¯ ' ÂÍÌ Î Ë ¯ ���ÈÝÉ � · ¯ É � · È�Ê¸Ë;Ë Þ Â Ô �Ö× ¯ Â Ù ��× ß¯ �� ÈÝÉ � ·  É � · ÈÐÊ¸ËeË Þ ÂÑÔ � Õ ¯ ÂÛÙ� Õ ß  ' ÈÓÉ � ·  É � · ÈÐÊ¸Ë ¯ É ��� Ë ÂÍÌ0Ò ØÅÂ Ô �ÖÕ � ��ÇÆ �á È4É � · ¯ É � · ÈÐÊ¸ËeË Þ Â Ô �ÖÕ ¯ Â Ù �MÕ ß ¯ �á ÈÝÉ � ·  É � · È�Ê¸Ë;Ë Þ Â Ô ��× ¯ Â Ù �M× ß¯ ��ÏÈÝÉ ��� ¯ É ��� È�Ê¸Ë;ËÜÈ ' Â u ¯ ÂÑÌ Î Ë ¯ ���È4É ���  É ��� È�Ê¸Ë;Ë ÂÍÌ Ò ¯ ÈÝÉ � · ¯ É � · ÈÐÊ¸Ë;Ë Â � È4É � · ¯ É ��� ¯ É ��� ÈÐÊ¸Ë ¯ ' É � · ¯ É � · ÈÐÊ¸ËeË ÂÑÔ � Õ ØÅÂ Ô �(× � ��ÇÆ �á È4É � · ¯ É � · ÈÐÊ¸ËeË Þ Â Ô �Ö× ¯ Â Ù ��×Öß ¯ �á È4É � ·  É � · ÈÐÊ¸ËeË Þ Â Ô �ÖÕ ¯ Â Ù �MÕÐß¯ �� ÈÝÉ ��� ¯ É ��� È�Ê¸Ë;Ë ÂÍÌ Ò ¯ �� È4É ���  É ��� ÈÐÊ¸ËeËâÈ ' Â u ¯ ÂÑÌ Î Ë ¯ ÈÝÉ � ·  É � · È�Ê¸Ë;Ë Â � È4É � · ¯ É ���  É ��� ÈÐÊ¸Ë ¯ ' É � ·  É � · È�Ê¸Ë;Ë ÂÍÔ � × ØÅÂ Ù ��Õ � ��ÇÆ �á È4É � · ¯ É � · ÈÐÊ¸ËeË Þ Â Ô �ÖÕ ¯ Â Ù �MÕàß ¯ �á ÈÝÉ � ·  É � · È�Ê¸Ë;Ë Þ Â Ô ��× ¯ Â Ù �M×;ß¯ �� ÈÝÉ ��� ¯ É ��� È�Ê¸Ë;ËÜÈ ' Â ¾ ¯ ÂÑÌaÎ Ë ¯ �� È4É ���  É ��� È�Ê¸Ë;Ë ÂÍÌ0Ò ¯ ÈÝÉ � · ¯ É � · ÈÐÊ¸Ë;Ë Â � È4É � · ¯ É ��� ¯ É ��� ÈÐÊ¸Ë ¯ ' É � · ¯ É � · ÈÐÊ¸ËeË ÂÛÙ��Õ ØÅÂÛÙ� × � ��ÇÆ �á È4É � · ¯ É � · ÈÐÊ¸ËeË Þ ÂÑÔ � × ¯ ÂÚÙ � × ß ¯ �á È4É � ·  É � · ÈÐÊ¸ËeË Þ ÂÑÔ � Õ ¯ ÂÚÙ � Õ ß¯ ��ÏÈÝÉ ��� ¯ É ��� È�Ê¸Ë;Ë ÂÍÌ0Ò ¯ ���È4É ���  É ��� ÈÐÊ¸ËeËâÈ ' Â ¾ ¯ ÂÑÌaÎ Ë ¯ ÈÝÉ � ·  É � · È�Ê¸Ë;Ë Â � È4É � · ¯ É ���  É ��� ÈÐÊ¸Ë ¯ ' É � ·  É � · È�Ê¸Ë;Ë Â Ù ��× ØÅÂ � � ��ÇÆ È4É ��� ¯ É ��� È�Ê¸Ë;Ë Þ ÂÍÔ � Õ ¯ ÂÛÙ� Õ ß ¯ ÈÝÉ ���  É ��� ÈÐÊ¸ËeË Þ ÂÑÔ � × ¯ ÂÚÙ � × ß äã É � · Â � Ø (3.3)
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46 3 Quantensprünge in Ionenpaaren

DieseRatengleichungenermöglichenim Folgendendie FluoreszenzphasendesSystems
analytischzubetrachten.

3.2.3 Fluoresz enzphasen

Da im Zusammenhangmit der Detektionvon Fluoreszenzphasennur typischeQuanten-
sprungkonfigurationeninteressantsind,kannmanvomLimit

É � · º É � · ÈÐÊ¸Ë Á É ��� º É ��� ÈÐÊ¸Ë % É � · º É � · È�Ê¸Ë (3.4)

ausgehen,welchesetwaauchvomIn u Ion sehrguterfüllt wird. Zu betrachtendeAbsẗande
zwischenden Ionen sollen in jedemFall mehr als 2 Wellenl̈angendeslasergetriebenen
Übergangs(für In u sogarmehrals10-malsoviel) betragen.Damit gilt:

É � · ¯ É � · È�Ê¸ËÉ � ·  É � · ÈÐÊ¸Ë � ' (3.5)

Bei derDetektionvonFluoreszenzphasenwird prinzipiell überZeitintervallegemittelt,die
erheblichlängersindalsdie schnellsteRate,aberaucherheblichkürzeralsalle weiteren.
Aus(3.4)folgt aber, dasshiernur überbeideZerfallszeitenÉ � · ¯ É � · È�Ê¸Ë und É � ·  É � · È�Ê¸Ë
gemitteltwerdenkann.Sehrwohl könnenaberÜbergänge,welcheauf der Zeitskalader
weiterenRatenstattfinden,aufgel̈ostwerden.

Die FluoreszenzphasenlassensichalsodurchUnterr̈aumeå � , å � und æ folgendermaßen
beschreiben:

å � � ç rrB¯ s&% rr  sè% rrBº » s�% rrhº ½ sté ê� DoppelteFluoreszenzå � � ë rr u ' » s % rr u ' ½ s rrì¾' » s % rr¿¾' ½ s\í ê� EinfacheFluoreszenz

æ � ç rr ' sté ê� KeineFluoreszenz (3.6)

Für die Aufenthaltswahrscheinlichkeitenin diesenUnterr̈aumenfolgt unmittelbar:

Â � � Â u ¯ Â ¾ ¯ ÂÑÌ Õ ¯ ÂÑÌ ×Â � � ÂÑÔ � Õ ¯ ÂÍÔ � × ¯ ÂÛÙ� Õ ¯ ÂÛÙ� ×ÂÍî � Â � (3.7)

Damit könnenfür die Übergängezwischenden FluoreszenzphasenfolgendeRatenglei-
chungenverwendetwerden,welchedirektaus(3.3)abgeleitetsind.
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ÅÂ � � É � · Â �  É ��� Â �ÅÂ � � É ��� Â � ¯ ' É � · ÂÑî  ³ �� É ��� ¯ É � · µïÂ �ÅÂÑî � �� É ��� Â �  ' É � · Âïð (3.8)

Dabeizeigtsich überaschenderweise,dassdie ÜbergängezwischendenFluoreszenzpha-
sennicht vom Abstandder beidenAtome abḧangen.SolangeGlg. (3.5) erfüllt ist taucht
derAbstandsparamterÊ in (3.8) nicht auf.Da diesaberfür jedesexperimentelleSystem,
welchesbislangbetrachtetwurde,gilt, ist obigeAussagederTheoriein diesemPunktein-
deutig1.

3.2.4 Erweiterung en

Um alsoDipol-Dipol-Wechselwirkung von zwei Ionensichtbarzu machen,ist esprimär
nötig, diesesErgebnis richtig zu interpretierenund auch im Rahmender zeitlichen
Entwicklungvon einzelnenZusẗandenzu verstehen.Dieskann,wie im Weiterengezeigt
wird, durch die Auswertungvon Quanten-Monte-Carlo-Simulationeneines derartigen
Systemsgeschehen.EssollenaberaucherweiterteSystemeuntersuchtwerden.Zumeinen
kannnochein zweiterLaserintegriert werden,welcherebenfalls denÜbergang rrBw sP rr ' s
treibt und damit zusammenmit dem 1. Laserein ñ -Systembildet. Wie von Beige et
al. [52] gezeigtwurde,könnendamitDipol-Dipol-WechselwirkungenüberIonenabsẗande
von mehrerenWellenl̈angendesÜbergangs rr $�s  rrxw s sichtbargemachtwerden.Diessoll
im Folgendenauchin für gespeicherteIn u IonenerreichbarenParameterbereichen(siehe
(3.4))untersuchtwerden.

Eine weitereBeschr̈ankung,welchebishernicht diskutiertwurde,stecktin der prinzipi-
ellenArt der theoretischenBehandlung.Durchdie BetrachtungderRatengleichung(3.3)
bzgl. dersymmetrisiertenBasis (3.2) ist esnur möglich, Detektionsschematazu untersu-
chen,dienichtunterscheiden,welchesAtom eindetektiertesPhotonemittierthat.Definiert
mannunabereinenDetektorò y , welcherdieEmissioneinesPhotonsvom ó -tenAtomsauf
demÜbergang rr $ s® rrxw s misst:

ò y � rrhw s�y"ô $ rr % (3.9)

so resultiert aus jeder Detektion ein Zustand,welcher sich nur als Superpositionder
symmetrisiertenBasiszusẗandeausdr̈ucken lässt.Damit kann aberdie Entwicklung der
Kohärenzenauchim Limit starker Sättigungnicht mehr vernachl̈assigtwerdenund die
Behandlungmit Ratengleichungenaus(3.3)wird ungültig.

1In [110] werdennochweitereLimites untersucht,welcheaberim weiterenVerlaufdieserArbeit nicht
von Bedeutungsind
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48 3 Quantensprünge in Ionenpaaren

Da die bereitsin LaborseingesetztenCCD-Kamerassehrwohl eineortsaufgel̈osteDetek-
tion desFluoreszenzlichtsermöglichen,soll aucheineSimulationmit solchenDetektoren
durchgef̈uhrt werden. Wie gezeigt wird, kann auch in diesem Fall die Dipol-Dipol
Wechselwirkungsichtbargemachtwerden.

3.3 Quanten-Zeno-Eff ekt für die Dipol-Dipol Wech-
selwirkung

3.3.1 Entwic klung des Zustandsvektor s

Geht man davon aus,dasbetrachteteSystemin einemreinenZustandvorzufinden,so
kanndie EntwicklungdesZustandsvektorsmit Hilfe der Schr̈odingergleichungund dem
Hamiltonoperator(1.29) untersuchtwerden.Für die Analyse der Quantenspr̈unge des
Systemsmussdann,wie in Abschnitt 1.7 dargelegt, zun̈achstdie zeitlicheEntwicklung
unterderBedingung,dasskein Photonemittiertwird, untersuchtwerden.
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Abbildung 3.3: 9-Niveau-System,dieLaserwechselwirkungensindmit Doppelpfeilen,diesponta-
nenZerfällemit Einfachpfeilengekennzeichnet
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3.3 Quanten-Zeno-Effekt für die Dipol-Dipol Wechselwirkung 49

Für dasin 3.2diskutierteSystemlässtsichderbedingteHamiltonianaus(1.48)schreiben
als:

.0/2143,5 � 6 798 É;: · ³ ò : ·:4: ò · ::4: ¯ ò : ·<4< ò · :<4< µ ¯ É;: · ÈÐÊ¸Ë ³ ò : ·:4: ò · :<4< ¯ ò : ·<4< ò · ::4: µ¯ É;: < ³ ò : <:4: ò < ::4: ¯ ò : <<4< ò < :<4< µ ¯ É;: < ÈÐÊ¸Ë ³ ò : <:4: ò < :<4< ¯ ò : <<4< ò < ::4: µ¯ É < · ³ ò < ·:4: ò · <:4: ¯ ò < ·<4< ò · <<4< µ ¯ É < · ÈÐÊ¸Ë ³ ò < ·:4: ò · <<4< ¯ ò < ·<4< ò · <:4: µ>=@?BA ³ ò : ·:4: ¯ ò · ::4: ¯ ò : ·<4< ¯ ò · :<4< µDC (3.10)

Zusammenmit densechszugeḧorigenQuantensprungoperatoren[49]

EGF· : � ò · ::4: ¯ ò · :<4<EIH· : � ò · ::4:  ò · :<4<E F< : � ò < ::4: ¯ ò < :<4<EGF< : � ò < ::4:  ò < :<4<EGF< · � ò · <:4: ¯ ò · <<4<EGF< · � ò · <:4:  ò · <<4< (3.11)

unddenzugeḧorigenRatenfür einenbeliebigenZustandsvektor rrKJ s
Â È E FyML Ë � ' ÈÝÉ yML ¯ É yML ÈÐÊ¸ËeË ô J rr E F�NyML E FyML rrKJ s (3.12)Â È E HyML Ë � ' ÈÝÉ yMLÏ É yML ÈÐÊ¸Ë;Ë ô J rr E HONyPL E HyML rr�J s (3.13)

kanndieDynamikdiesesSystemsvollständitbeschriebenwerden.

3.3.2 Übergang vom doppelt hellen in den einfac h hellen Unter -
raum

JederbeliebigeZustandsvektor rrKJ s È2QeË dersichzur Zeit Q im doppeltfluoreszentenUnter-
raum å < befindet,kannin derreinenZustandsbasisfolgendermaßenbeschriebenwerden:

rr�J s È2QeË �SR : rr $&%>$ s ¯ R < rr $&% w s ¯ R · rrhw %>$ s ¯ R á rrxw % w s (3.14)

Für denZustand
.0/2143,5 rr�J s È	QeË gilt folglich:76 .0/2143,5 rr�J s È2QeË � T ' È4É;: · ¯ É;: < Ë R : U=@?BA È R < ¯ R · Ë$V rr $&%>$ s¯ T ÈÝÉ;: · ¯ É;: < Ë R < ¯ É;: · È�Ê¸Ë R · U=@?BA È R : ¯ R á Ë$V rr $&% w s¯ T ÈÝÉ;: · ¯ É;: < Ë R · ¯ É;: · È�Ê¸Ë R < U=@?BA È R : ¯ R á Ë$V rrBw %>$ s>=@?BA È R < ¯ R · Ë rr w % w s (3.15)
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50 3 Quantensprünge in Ionenpaaren

Für Zeiten Q ¯XW , für die im Intervall T Q % Q ¯UW V keineEmissionstattfand,gilt somit

rr�J s È	Q ¯UW ËZY å <�[ (3.16)

Also ist es auch bei beliebig starker Dipol-Dipol-Wechselwirkung nur durch spontane
Zerfälle möglich,dendoppeltfluoreszentenUnterraumå < zuverlassen.

Die Wahrscheinlichkeit für einenspontanenÜbergangin dendunklenUnterraum æ ist
null. Für einenZerfall desZustandsrr�J s aus(3.14)in deneinfachfluoreszentenRaum å :
gilt:

Â È å <]\ å :;Ë � Â È E^F: < Ë ¯ Â È EGH: < Ë� È4É;: < ¯ É;: < È�Ê¸Ë;Ë ³ '`_ R : _ < ¯ _PR < _ < ¯ _PR · _ < µ¯ ÈÓÉ;: <  É;: < È�Ê¸Ë;Ë ³ '`_ R : _ < ¯ _PR < _ < ¯ _PR · _ < µ� É;: < ³ '�_PR : _ < ¯ _ R < _ < ¯ _PR · _ < µ (3.17)

Dieser Übergang ist auch hier völlig unabḧangig vom Abstand der Ionen Ê . Durch
(3.17) wird also auf einfache Weise erklärt, wieso auch im Mastergleichungskalk̈ul
von Javanainenund Lewensteinkein abstandsabḧangigerEffekt nachgewiesenwerden
kann. Natürlich können trotzdem Effekte wie Sub- und Superradianz[118] auf dem
schnellenrr $ sD rrxw s Übergangauftreten;diesist jedochkeinebesondereEigenschaftvon
3-Niveausystemen.Zudemnehmenwir mit (3.5) an,dassÉ;: · È�Ê¸Ë klein gegen É;: · ist und
deshalbderartigeEffektefür diesenÜbergangohnehinkeineRolle spielen.

3.3.3 Übergang in den dunklen Zustand

Die Betrachtungenaus3.3.1tragenfür denFall, dasssichdasSystemim einfachfluores-
zentenUnterraumå : befindet,nicht mehr. Zwar verbleibt,nachanalogerRechnungwie
in (3.15)derZustandim Unterraumå : , soweit kein spontanerZerfall eintritt. Die Raten
müssenim folgendenjedochneubetrachtetwerden.Für denZustandrrKJ s mit

rrKJ s �aR : rr $&%(' s ¯ R < rr '\%>$ s ¯ R · rrhw %(' s ¯ R á rr '\% w s (3.18)

aus å : gilt für denÜbergangin dendunklenZustandrr '\%(' sÂ È å : \ æ Ë � Â È E F: < Ë ¯ Â È E H: < Ë� ÈÓÉ�: < ¯ É;: < È�Ê¸Ë;Ë _ R : ¯ R < _ <
¯ ÈÓÉ;: <  É�: < ÈÐÊ¸Ë;Ë _ R :  R < _ <� ' É;: < ³ _PR : _ < ¯ _PR < _ < µ ¯ ã É;: < È�Ê¸Ë _ R : _b_PR < _$cedgf È ��h : < Ë [ (3.19)
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3.3 Quanten-Zeno-Effekt für die Dipol-Dipol Wechselwirkung 51

Dabeiist i�h : < derPhasenunterschiedzwischenR : und R < . OffensichtlichkanndieseÜber-
gangsratenicht unabḧangigvon Ê ausgedr̈uckt werden.Demzufolgeist ein Einflussder
Dipol-Dipol-Wechselwirkung auf diesenÜbergangprinzipiell möglich.

.0/2143,5
ist jedoch

bzgl.seinerWirkungauf rr $&%(' s und rr '\%X$ s völlig symmetrisch;R : und R < werdenalsoin der
durch

.j/2143,5
beschriebenenDynamikaufderZeitskala :kmlbn�o A*p gleichenodergegengleichen

Wertenzustreben.Damit werdendie RabioszillationenderbeidenIonendurchdie Dipol-
Dipol-Wechselwirkung mit Phasenfaktor q oder v synchronisiert2 [46]. Dasbedeutetaber
gerade,dassdie Dipol-Dipol-Wechselwirkung in denÜbergangsratenin dendunklenZu-
standKonsequenzenzeigenmüsste.

5 10 15 20

0.2

0.4

0.6

0.8

1

rtsvuwOx2y{z

|~}"�D���*�����D�

Abbildung 3.4: SynchronisierungderRabioszillationen

Als gegenl̈aufigerProzesszeigt sich der spontaneZerfall rrb� s \ rr w s auf der Zeitskala:kml�� . Da bei der Betrachtungdes Übergangsdie Emissionenin beliebigeRaumwinkel
ber̈ucksichtigtwerdenmüssen,wird dierelativePhasei�h von R : und R < nachjedemZerfallrr � s \ rrxw s zufällig verteilt.

DamithatmaneinetypischeQuanten-Zeno-Konfiguration,wie sieschonmehrfachexperi-
mentellundtheoretischuntersuchtwurde[119–126].Ein spontanerProzessbeeinflusstdie
Dynamik eineskontinuierlichenProzessesund friert diesedurchsẗandigesZurücksetzen
desZustandsvektorsein.

2Hier sei nochangemerkt,dassdiesesVerhaltenin völliger AnalogiezumVerhaltenzweierklassischer
rotierenderDipole ist.
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52 3 Quantensprünge in Ionenpaaren

Für dasbetrachteteSystem,welchessichim Regime(3.4)befindetergibt sichsomit,dass
die AuswirkungderDipol-Dipol-Wechselwirkungender IonendurchdenQuanten-Zeno-
Effekt unterbundenwird. Die Ver̈anderungder Übergangsratenfindetauf einererheblich
längerenZeitskalastatt,alsdie spontanenZerfälle, ein AufbauderDipol-Dipol Wechsel-
wirkungenist alsonicht möglich.

3.3.4 Verbleibende Übergänge

Die verbleibendenÜbergängekönnenanalogder obenbetrachtetenuntersuchtwerden.
Dies ist zumeinender Übergangvom dunklenin deneinfachhellenUnterraumundzum
anderenderÜbergangvomeinfachhellenin dendoppelthellenUnterraum.

AusgehendvomdunklenZustandfolgt unmittelbar

Â È æ \ å :;Ë�� Â È E^F< · Ë ¯ Â È EIH< · Ë�� ã É < ·D� (3.20)

dieserÜbergangist alsonicht vonderDipol-Dipol-Wechselwirkungabḧangig.

Für die Ratevom einfach hellen in dendoppelthellen Unterraumfindet man für einen
ZustandrrKJ s wie in (3.18)

Â È å : \ å < Ë�� Â È EGF< · Ë ¯ Â È EGH< · Ë� É < · ³ _PR : _ < ¯ _PR < _ < µ ¯ ÈÓÉ < · ¯ É < · È�Ê¸Ë;Ë _ R · ¯ R á _ <
¯ ÈÝÉ < ·  É < · ÈÐÊ¸ËeË _PR ·  R á _ <� �2É < · ³ _PR : _ < ¯ _PR < _ < ¯ _ R · _ < ¯ _ R á _ < µ¯ ã É < · È�Ê¸Ë _PR · _b_PR á _$cedgf È i�h · á Ë � (3.21)

allerdings werden auch hier, wie in 3.3.3, jegliche weitere Konsequenzendurch den
Quanten-Zeno-Effekt zersẗort.

Insgesamtzeigt sich, dassdie überraschendenErgebnisseder Ratengleichungen(3.2.2)
auchmit der Dynamik der Zustandsvektorenverstandenwerdenkönnen.Insbesondere
folgt ausdieserBetrachtung,dassnicht die mit der Sättigungdes rr � s  rrhw s Übergangs
einhergehendeDämpfungderKohärenzenderGrundfür dieseErgebnisseist.DieVer̈ande-
rungderQuantensprungratendurchdieDipol-Dipol Wechselwirkungwird vielmehrdurch
denQuanten-Zeno-Effekt unterdr̈uckt.
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3.4 Dipol-Dipol-Wechselwirkung im V-System mit zwei Lasern 53

3.4 Dipol-Dipol-W echsel wirkung im V-System mit
zwei Lasern

3.4.1 Grundla gen

Wie in 3.2.4 diskutiert, ist eine der naheliegendenErweiterungendesobigenSystems,
einenzweitenLaserauf demÜbergang rr � s  rrxw s einzustrahlen.Damit kannzum einen
die AbgeschlossenheitderUnterr̈aume å < , å : und æ überwundenwerden,zumanderen
aberauchdie Zeitskalader Wechselwirkung mit demdunklenZustandsehrstarkbeein-
flusstwerden.
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Abbildung 3.5: Wechselwirkung zweierV-Systememit 2-Lasern

Um daszu erreichen,ist es,wegendesLimits (3.4), welchesauchhier nicht verlassen
wird, nötig, den Übergang rr � s  rrxw s stark zu sättigen. Damit ist für den Übergang
zwischenden Unterr̈aumenkein Zerfall von rr � s nach rr � s bzw. von rr � s nach rrhw s mehr
nötig. Trotzdembeobachtetman auch in derartigenSystemenein so genanntes

”
Tele-

graphensignal“ [16,17]. Dies wurdefür Einzelionenvielfachuntersucht[20,21,23] und
lieferte auchdie Besẗatigungfür die Richtigkeit der Theorieder Quanten-Monte-Carlo
Simulationen[47,48,51].

DerbedingteHamiltonian
.0/2143,5

kannoffensichtlichals
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54 3 Quantensprünge in Ionenpaaren

.0/2143,5 � 6 7 8 É;: · ³ ò : ·:4: ò · ::4: ¯ ò : ·<4< ò · :<4< µ ¯ É;: · ÈÐÊ¸Ë ³ ò : ·:4: ò · :<4< ¯ ò : ·<4< ò · ::4: µ¯ É;: < ³ ò : <:4: ò < ::4: ¯ ò : <<4< ò < :<4< µ ¯ É;: < ÈÐÊ¸Ë ³ ò : <:4: ò < :<4< ¯ ò : <<4< ò < ::4: µ¯ É < · ³ ò < ·:4: ò · <:4: ¯ ò < ·<4< ò · <<4< µ ¯ É < · ÈÐÊ¸Ë ³ ò < ·:4: ò · <<4< ¯ ò < ·<4< ò · <:4: µ>=@? : ·A ³ ò : ·:4: ¯ ò · ::4: ¯ ò : ·<4< ¯ ò · :<4< µ>=@? < ·A ³ ò < ·:4: ¯ ò · <:4: ¯ ò < ·<4< ¯ ò · <<4< µ�C (3.22)

geschriebenwerden.

DasneueRegime

É;: · º É;: · È�Ê¸Ë � ? : ·A Á ? < ·A Á É;: < º É;: < ÈÐÊ¸Ë � É < · º É < · ÈÐÊ¸Ë (3.23)

erlaubtes jedoch,sämtlichevon É;: < , É;: < ÈÐÊ¸Ë , É < · und É < · È�Ê¸Ë abḧangigenTermezu ver-
nachl̈assigen,da jegliche von diesenverursachteProzessevon der Laserwechselwirkung
aufderZeitskala :¿ n@�À überlagertwerden.Esbleibt

.0/2143,5 � 6 7 8 É;: · ³ ò : ·:4: ò · ::4: ¯ ò : ·<4< ò · :<4< µ ¯ É;: · ÈÐÊ¸Ë ³ ò : ·:4: ò · :<4< ¯ ò : ·<4< ò · ::4: µ>=@? : ·A ³ ò : ·:4: ¯ ò · ::4: ¯ ò : ·<4< ¯ ò · :<4< µ>=@? < ·A ³ ò < ·:4: ¯ ò · <:4: ¯ ò < ·<4< ¯ ò · <<4< µ�C (3.24)

Der einzigehier verbleibendeabstandsabḧangigeTermzeigt,dassmanin diesemSystem
die Möglichkeit gewinnt, die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zweier 2-Niveau-Systeme
(bestehendaus rr � s und rrBw s ) zuuntersuchen.DerdunkleZustandrr � s dientdabeizusammen
mit demLaserauf rr � s  rr w s lediglich alsIndikator.

3.4.2 Quanten-Monte-Carlo Simulationen

Die Quanten-Monte-CarloSimulationenvon Beige [52] zeigen,dassdie Längender
einzelnenFluoreszenzphasensẗarker alserwartetvon É;: · ÈÐÊ¸Ë abḧangen.Interessantdabei
ist, dassdieseAbhängigkeit auchfür verḧaltnism̈aßiggroßeIonenabsẗandevon bis zu 10
Wellenl̈angendes rr � s  rrhw s Übergangsnochnachzuweisenist. Deshalbsoll im Rahmen
dieser Arbeit besondersder Bereich großer (mit Ionenfallen für In u realisierbarer)
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3.4 Dipol-Dipol-Wechselwirkung im V-System mit zwei Lasern 55

Absẗandegenauerbetrachtetwerden.

Obwohl esfür dieErgebnissederSimulationennichtvonBedeutungist,welcheBasisman
dafür verwendet,ist estrotzdemeinfacher, eineSymmetrisierungdurchzuf̈uhren,dadies
die explizite Angabeder auftretendenRatenam bestenermöglicht. Man verwendetdie
Basis

rr ó s � rr ó � ó s ó YÂÁ � � � � w*Ãrr�Ä yPL s � �² � ³ rr ó �ÆÅ s ¯ rr Å"� ó s µ È ó �4Å Ë]YÂÁ\È � � �&Ë � È � � w Ë � È�� � w Ë ÃrrÈÇ yPL^s � �² � ³ rr ó �ÆÅ s� rr Å"� ó s µ È ó �4Å ËBYÉÁ\È � � ��Ë � È � � w Ë � ÈÊ� � w Ë Ã (3.25)

Damit ist es einfach die zugeḧorigen Ratenanzugeben,welche von der Dipol-Dipol-
Wechselwirkungabḧangen.AusGlg. (3.12)folgenfür einenbeliebigenZustandrrKJ s mit

ËËbÌÎÍ{Ï*ÐÑÑ�ÒÔÓ�Õ×Ö Ø@ÙZÚ

Û4Ü�Ý

ÞÞ�ßÔà,áãâ ääbåÎæ�ç×è

éé�ê`ë~ì×í

îðïBñ

òòbóOôöõ*÷

Abbildung 3.6: 9-Niveau-System,die Kennzeichnungensindanalogzu Abb. 3.3.Der Laserwel-
cheraufdem øøÈùgú�û øøMügú Übergangwechselwirkt, ist durchdie gepunktetenDoppelpfeileerkennbar
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56 3 Quantensprünge in Ionenpaaren

rrKJ s � R : rr � s ¯ R < rrKÄ : · s ¯ R · rr�Ç : · s ¯ R á rrhw s ¯ Rmý rrKÄ : < s ¯ Röþ rrÈÇ : < sRöÿ rr�Ä < · s ¯ R�� rr�Ç < · s ¯ R�� rr � s (3.26)

die Raten

Â È E^F: · Ë�� ÈÝÉ;: · ¯ É�: · ÈÐÊ¸Ë;Ë ³ � _PR : _ < ¯ � _PR < _ < ¯ _ Röý"_ < ¯ _PRmþg_ < µÂ È EGH: · Ë�� ÈÝÉ;: · ¯ É�: · ÈÐÊ¸Ë;Ë ³ � _PR : _ < ¯ � _PR · _ < ¯ _ Röý"_ < ¯ _PRmþg_ < µ (3.27)

Um zu verdeutlichen,welchespontanen̈Ubergängedasfür die einzelnenBasiszusẗande
mit sichbringt,sinddiesehiernochmalaufgef̈uhrt:

Ausgangszustand \ Endzustand Raterr � s \ rrKÄ : · s �PÈÓÉ;: · ¯ É�: · ÈÐÊ¸Ë;Ërr � s \ rr�Ç : · s �¶ÈÓÉ;: ·  É;: · È�Ê¸Ë;ËrrKÄ : · s \ rrhw s �PÈÓÉ;: · ¯ É�: · ÈÐÊ¸Ë;ËrrKÇ : · s \ rrhw s �¶ÈÓÉ;: ·  É;: · È�Ê¸Ë;ËrrKÄ : < s \ rrKÄ < · s �PÈÓÉ;: · ¯ É�: · ÈÐÊ¸Ë;ËrrKÄ : < s \ rr�Ç < · s �¶ÈÓÉ;: ·  É;: · È�Ê¸Ë;Ërr Ç : < s \ rr Ç < · s �PÈÓÉ;: · ¯ É�: · ÈÐÊ¸Ë;ËrrKÇ : < s \ rrKÄ < · s �¶ÈÓÉ;: ·  É;: · È�Ê¸Ë;Ë
Aus Abb. 3.6 folgt, dassdie einzige Möglichkeit, die Dipol-Dipol-Wechselwirkung in
diesemSystemsichtbarzumachen,darinbesteht,einUngleichgewicht in derBesetzungs-
wahrscheinlichkeit zwischenrrKÄ : · s und rr�Ç : · s zu erzeugen,waswiederumdie auftretenden
Übergangsratenmodifiziert.GenaudasleistetaberderLaseraufdem rr � sÛ rrhw s Übergang,
welchermit demZustandrrKÇ : · s keinerleiWechselwirkungzeigt(sieheAbb. 3.6).

Ausgehendvon dieserAnalysebesẗatigendie Quanten-Monte-CarloSimulationen,dass
dieLängederFluoreszenzphasenstarkvomAbstandderIonenabḧangen.DieseAbhängig-
keit ist auchim Bereichvon20Wellenl̈angendesÜbergangsrr � sÀ rrBw s nochin derGrößen-
ordnungvon º � � , wasexperimentellmessbarseinsollte.Für In u Paarewürdedaseinem
Ionenabstandvon ã �����	� entsprechen;auchdasist mit modernerIonenfallentechniker-
reichbar[127,128].
Die hier gelieferteBetrachtungkannauchnochanalytischverfeinertwerden[129,130],
wasjedocheinenalternativenZugangmittelsDichteoperatorkalk̈ul voraussetzt.

3.4.3 Anal yse des Dichteoperator s

Die von Addicks et al. [130] durchgef̈uhrte Analyse der für diesesSystemgeltenden
Mastergleichungzeigt, dassfür Systemeim Limit (3.4) im wesentlichen2 Zeitskalen
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Abbildung 3.7: Quanten-Monte-CarloDatendermittlerenLängederdoppelthellenFluoreszenz-
phase

2.5 5 7.5 10 12.5 15 17.5 20

10.25

10.5

10.75

11

11.25

11.5

11.75

12 Einfach helle Fluoreszenzphase

 "!$#&%('*)

+, -. /02143 567

Abbildung 3.8: Quanten-Monte-CarloDatendermittlerenLängedereinfachhellenFluoreszenz-
phase
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58 3 Quantensprünge in Ionenpaaren

betrachtetwerdenmüssen.Zum einendie
”
schnelle“ Zeitskalader Größenordnung :k l�� ,

auf der die Populationender Zusẗandeder einzelnenUnterr̈aumeeinemGleichgewicht
zustreben,zum zweitendie

”
langsame“ Zeitskala :¿ �2nÀ , auf welcherdie Übergängezwi-

schendenFluoreszenzphasenstattfinden.VergleichbarderAnalysein 3.3könnenauchfür
diesesProblemdie Übergangsratenbestimmtwerden.

UnterderAnnahme8 :49;: ? : <A findetmanfür die einzelnenUnterr̈aumefolgende
”
stati-

onäre“ Zusẗande3 [130]:

<>=?=@ n A BDCFEHG 8JI 9�KMLON EHGQP I 9R KML�S L N � � G 8JI 9�KTL�U 8JI 9 GQV KWNYX P I 9 GQV KZU L\[&]]�^`_�a�^ ]]N B X E`b � 8JI 9 P I 9R C EJG 8JI 9�KTLcN EJGQP I 9R KTL�NE 8JI 9 G 8JI 9 GQV KdNeX P I 9 G4V K\K�KO]]�^`_�a Ä I 9f]] N h.c.gNih � � 8JI 9 GQP I 9R KML G 8JI 9ON 8JI 9 GQV KdNeX P I 9 GQV K�K ]]�^ _*a � ]] N h.c.gN EHG4P I 9R KTL CkjJG 8JI 9�KMLlN EHG4P I 9R KTL�Sm]] Ä I 9 _*a Ä I 9>]] N � � GQP I 9R KMn B ]] � _*a � ]] ]] Ç I 9 _*a Ç I 9>]] [N B X@� b � 8JI 9 EHGQP I 9R K L ]] Ä I 9 _�a � ]] N h.c.[ (3.28)

<>=?=@Ho � �E �� G 8HI 9pK L N EHG4P I 9R K L q �� C EHG 8JI 9�KMLcN EHGQP I 9R KML S h ]] Ä L 9 _�a Ä L 9 ]] N ]] Ç L 9 _�a Ç L 9 ]] gN � G4P I 9R K Lrh ]] Ä I L _*a Ä I L ]] Ni]] Ç I L _�a Ç I L ]] gN E X 8HI 9 P I 9R h ]] Ä L 9 _�a Ä I L ]] Ns]] Ç L 9 _*a Ç I L ]] N h.c.gut (3.29)<>=?=v � ]] � _�a � ]]xw (3.30)

Damit könnenzusammenmit der aus(3.24) folgendenzeitlichenEntwicklungdie Über-
gangsratenin zweiterOrdnungin P L 9R bestimmtwerden4. Diesführt auf:

3Bei derBestimmungwird nur derjenigeAnteil derDynamikbetrachtet,welcherdasSystemim jeweili-
genUnterraumbel̈asst.

4Die DetailsdieserumfangreichenanalytischenRechnungensindin [130] zufinden,wobeidortdar̈uber-
hinausauchdieVerstimmungdesLaserauf dem yy{z(|W} yy ~Z| betrachtetwird
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� G4� Lu� � I K���� � L I � � 8HI 9�� P L 9RP I 9R�� L � G 8JI 9�K LG 8JI 9�K L N�� GQP I 9R K L���D� N�� 8JI 9 GQV K 8HI 9 G�G 8JI 9�K L N EHGQP I 9R K L KG�G 8JI 9�K L N�� GQP I 9R K L K L�� (3.31)� G4� I � � L K���� � I L � � 8HI 9 � P L 9RP I 9R � L�� � N�� 8HI 9 GQV K 8JI 9G 8JI 9pK L N�� G4P I 9R K L?� (3.32)� G4� I � ��� K���� � I � � � 8HI 9 � P L 9RP I 9R � L G 8JI 9�K LG 8JI 9�K L N�� GQP I 9R K L (3.33)� G4��� � � I K���� � � I � � 8HI 9�� P L 9RP I 9R�� L (3.34)

(3.35)

Vom IonenabstandV hängennur die beidenRaten
� L I und

� I L ab, die Übergängeaus
demund in dendunklenZustand ]] � _ werdendurchdie Dipol-Dipol Wechselwirkung auf
dem ]] � _r� ]]�^`_ Übergangnicht ber̈uhrt.DieseAusdr̈uckewerdennaẗurlich für P L 9R��: 8 L 9ungültig, da ansonstendie Übergängenicht durch den Laser, sonderndurch spontane
Übergänge ]] � _ � ]]�^�_ dominiertwerden.Wie in Abb. 3.9 dargestellt,verschwindetder
Einflussder Dipol-Dipol Wechselwirkung in diesemFall. Die jeweiligen Dipolmomente
dereinzelnenAtomewerdendannvomLaserfeldüberlagert.

DerVergleichmit denDatenderQuanten-Monte-CarloSimulationenzeigtauchfür große
IonenabsẗandeguteÜbereinstimmung,wobeigeradefür sẗarkereLaserleistungenaufdem]] � _�� ]]2^`_ Übergangnoch sẗarkere Auswirkungensichtbarwerden(sieheAbb. 3.7 u.
3.8) . Diesfällt jedochnicht mehrin denGültigkeitsbereichderanalytischenBetrachtung,
ein VersẗandnisdiesesMechanismuskonnteaufgrundderKomplexität dererforderlichen
Mathematikbislangnichtgewonnenwerden.

In jedemFalle zeigtdieseBetrachtung,dassauchüberIonenabsẗandevon mehrerenWel-
lenlängen��I 9 , nochAuswirkungender Dipol-Dipol Wechselwirkung beobachtetwerden
können.Die PraxisderVernachl̈assigungdieserTermesolltedaherin jedemeinzelnenFall
gutgerechtfertigtsein.Für dieamMax-Planck-Institutfür QuantenoptikverwendetenIn �
Ionenfallen solltenmit dieserKonfigurationnochVariationender Fluoreszenzphasenum� �*  festzustellensein.Da die LängedieserPhasensehrgenaubestimmtwerdenkann,
ist die experimentelleHerausforderungim minimal möglichenAbstandder Ionen,sowie
derenKühlungzusehen[12].
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Abbildung 3.9: Modifikation derÜbergangsratenin Abhängigkeit derRabifrequenz½ I 9
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Abbildung 3.10: LebensdauerderdoppelthellenFluoreszenzphase,VergleichzwischenQuanten-
Monte-CarloDatenundanalytischenTermen
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Abbildung 3.11: LebensdauerdereinfachhellenFluoreszenzphase,VergleichzwischenQuanten-
Monte-CarloDatenundanalytischenTermen

3.5 Ortsaufg elöste Detektion

3.5.1 Grundla gen

Im Gegensatzzum vorherigenAbschnitt sollenbei denwechselwirkendenAtomennun
wieder (wie in 3.3) sämtlicheÜbergängeber̈ucksichtigtwerden.Allerdings in Wechsel-
wirkungmit nureinemLaseraufdemschnellen]] � _r� ]]�^`_ Übergang.

Zu klären ist in diesemAbschnitt, inwieweit die Quantensprungstatistikder einzelnen
Ionenvon der Dipol-Dipol Wechselwirkung beeinflusstist. Die bisherigentheoretischen
Analysen [52, 101–112] beruhenauf dem Dichteoperatorformalismusund enthalten
implizit die Annahme,dassdie Fluoreszenzder beiden Ionen aufaddiert wird. Diese
kommenzum Ergebnis,dasssich die Dipol-Dipol Wechselwirkung auf die Dauer der
Fluoreszenzphasennicht auswirkt.In Abschnitt3.3 wurdegezeigt,dassessichdabeium
eineKonsequenzdesZenoeffekts handelt.ExperimentelleArbeiten liefern dazubislang
keineeindeutigeAussage[21,113–115]. Um dieseBegrenzungderUnunterscheidbarkeit
der Ionen zu überwinden,ist es entwedernötig die Kohärenzenim Dichteoperatorzu
ber̈ucksichtigen,wasfür dasangegebeneSystemnur mit sehrgroßemAufwandmöglich
ist, oderabereineQuanten-Monte-CarloSimulationdurchzuf̈uhren.In derTat erweistes
sich als erheblicheffizienter, dasSystemmit einerQuanten-Monte-CarloSimulationzu
behandeln.DerdazunötigebedingteHamiltonianwurdebereitsin Glg. (1.48)angegeben.
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Abbildung 3.12: Dipol-Dipol wechselwirkendeIonenim Abstand� mit sämtlichenber̈ucksichtig-
tenRaten

WeitereNäherungen,wie etwadie Vernachl̈assigungvoneinzelnenTermen,wie in (3.24),
sindin diesemFall nichtgerechtfertigt.

Auch hier gehtmanvon einertypischenQuantensprungkonfigurationmitP R���� I�� � � I L"! � L � (3.36)

aus,wobei man dar̈uberhinausnoch einenAtomabstandannimmt,welcherder Unglei-
chung ��I�� ! � L �$# V&% ��I L (3.37)

entspricht.Für In � -Ionen sind dieseBedingungen( �	I L � ' ! ^)(+* , sieheAbb. 2.9) gut
erfüllt. Im Folgendenwird, wie bereitsobenerwähnt,bei derDetektiondasFluoreszenz-
licht derbeidenIonenjeweilsgetrenntbetrachtet.

Um nundielangreichweitigsteDipol-Dipol WechselwirkungaufdemÜbergang ]] � _ � ]] � _sichtbarzumachen,ist eserforderlich,einesderbeidenIonen(o.E.Ion 1) in denmetasta-
bilen Zustand ]] � _ zu bringen.Dies folgt unmittelbarausder Darstellungdesbedingten
Hamiltonoperators(3.10). Mittels selektiver Anregungdurchentsprechende,sehrgut fo-
kussierte,Laserpulseauf Ion 1 ist esmöglich diesenZustandzu präparieren[127,128].
Befindetsichnun Ion 2 im fluoreszentenUnterraum, ]] � _ ! ]]2^ _.- , sosiehtmanim Fluores-
zenzbildIon 2 leuchten,währendIon 1 dunkel ist. Im Folgendenwird gezeigt,dassdie
EntwicklungdiesesAusgangszustandsEffektezeigt,welcheeindeutigaufdieDipol-Dipol
Wechselwirkungzurückzuf̈uhrensind.
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3.5 Ortsaufgelöste Detektion 63

3.5.2 Spr üng e und Raten

DasSystemsoll sich zur Zeit / �10 in einemseparablenZustandbefinden,in welchem
Ion 1 in Zustand ]] � _ ist. Ein Ver̈anderungderFluoreszenzdereinzelnenIonenkann,wie
in Abschnitt3.3,nur durcheinenspontanenZerfall verursachtwerden.Die dafür nötigen
Sprungoperatorensinddurch

2+3�\I � 4 �\I353 (3.38)2 3I L � 4 I L353 (3.39)2 3L � � 4 L �353 (3.40)

(3.41)

gegeben.Die zugeḧorigenRatensind:� G 2 3�\I ! ]]76 _ K � � � �\I a86 ]] 2 3�\I:9 2 3�\I ]]56�_ � � � �\I U 3 a � ]]76 _ U L (3.42)� G 2 3L I ! ]]76 _ K � � � L I a86 ]] 2 3L I 9 2 3L I ]]56�_ � � � L I U 3 a � ]]76 _ U L (3.43)� G 2 3� L ! ]]76 _ K � � � � L a86 ]] 2 3� L 9 2 3� L ]]56�_ � � � � L U 3 a � ]]76 _ U L (3.44)

Bei derBerechnungderDetektionsratenwerdennaẗurlich nur die Zerfälle von ]]2^`_ � ]] � _ber̈ucksichtigt,alle anderenZerfälle könnenohnehinnichtgemessenwerden.

KlarerweisehängendieseRatenim Gegensatzzu (3.12) nicht vom Abstandder Atome
ab,da sich jederderSprungoperatorennur auf einesderbeidenIonenbezieht.Dasheißt
jedochkeinesfalls, dassder Einflussder Dipol-Dipol-Wechselwirkung nicht durchMes-
sungenan deneinzelnenIonennachgewiesenwerdenkönnte.Die Dipol-Dipol Wechsel-
wirkung führt in derkohärentenEntwicklungdesGesamtzustandszu einerVerschiebung
derWahrscheinlichkeitsamplitudenfür dieeinzelnenIonenundgenaudieskanndetektiert
werden.

3.5.3 Dipol-Dipol Wechsel wirkung und Verschr änkung

EineKonsequenzderSeparabiliẗat von Ionenpaarzuständenist, dassjederOperator, wel-
chersichnur auf einesder Ionenbezieht,die Wahrscheinlichkeitsamplitudender jeweils
anderenIonenunber̈uhrt lässt.Darausfolgt, dassseparableZusẗandekeineKorrelationen
zwischenden einzelnenIonen zeigenkönnen,sofern die Detektion nur jeweils eines
der beidenIonenbetrifft. Umgekehrt heißtdieswiederum,dassZusẗandebei denendie
DetektioneineseinzelnenIonsKonsequenzenfür dasandereIon zeigt,verschr̈anktsind.

Für die durcheinenLaserpulsauf Ion 1 präpariertenseparablenZusẗande

;; 6=< 0?>A@r�CBED ;; � ! � @GFHBJI ;; � !AK @m� ;; �L@MD	NPOQBRD ;;
�
@8ISFHBJI ;; K @JIUT (3.45)
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64 3 Quantensprünge in Ionenpaaren

folgt ausder Zeitentwicklung(1.49) mit dem bedingtenHamiltonian(3.10) für sp̈atere
ZeitpunktedieDarstellung5

;; 6V< / >U@r�CBED ;; � ! � @�FHBJI ;; � !AK @�F�B � ;; � ! �W@GFHBUX ;; KY! �W@ (3.46)

mit BRD ! BJI ! B � ! BUX ��Z0 . DasAuftretenderWahrscheinlichkeitsamplitudeB � ist ausschließlich
eineFolgederDipol-Dipol Wechselwirkung auf demÜbergang

;; � @ � ;; � @ , daohnediese
Wechselwirkungaus(3.10)sofort B � �ZBAX �Z0�[ / folgt.

Für einenbeliebigenseparablenZustand
;;7\ @ mit

;;5\ @ � ]YD ;;
�
!
�
@ FH]LI ;;

�
! � @ F�] � ;; � !AK @F^]?X ;; � ! � @GF�]`_ ;; � ! �`@�F�]`a ;; � !AK @F^]Lb ;; KY!

�
@ F�]`c ;; KY! � @ F�]`d ;; Ke!AK @ (3.47)

gilt jedochnach(1.53)unmittelbardie Aussage:

]`I ��Z0gfh]?X ��Z0 i ]YD ��C0 (3.48)

Damit ist gezeigt6, dassderZustand
;; 6=< / > @ nicht separabelist, die Dipol-Dipol Wechsel-

wirkungsorgt alsofür eineVerschr̈ankungderelektronischenFreiheitsgradederIonen.

DerNachweisvonDipol-Dipol Wechselwirkung ist also,wegenderVerschr̈ankung,durch
die Detektionvon KorrelationenzwischendenEmissionenderbeidenIonenmöglich.

3.5.4 Signatur der Dipol-Dipol Wechsel wirkung

EineSignaturderDipol-Dipol Wechselwirkung 7, in denFluoreszenzphasenderIonen,ist
also in denKorrelationender Emissionswahrscheinlichkeitenfür die einzelnenIonenzu
suchen.

Für denpräpariertenAusgangzustand
;; 6 @ aus(3.45)könnennacheinerZeitentwicklung

mit denBezeichnungaus(3.46)folgendeEreignissemit entsprechendenRatenauftreten.

5Die Dipol-Dipol Wechselwirkungenauf denÜbergängenjjlkJmon jj pRm und jj qRmon jj prm wurdenwegendes
Limits (3.37)vernachl̈assigt

6Der Beweis für Verschr̈ankungdurch Dipol-Dipol Wechselwirkung ohneVernachl̈assigungeinzelner
Termeder Zeitentwicklungist analogzum hier demonstrierten,allerdingserheblichaufwendiger, da die
Verschiedenheitvon Null für einzelneWahrscheinlichkeitsamplitudenkeinhinreichendesKriterium für Ver-
schr̈ankungmehrdarstellt.

7Im weiterenist damitimmerdieeinzigrelevanteWechselwirkungaufdem jj k m n jj q m Überganggemeint
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Abbildung 3.13: Flip in der Fluoreszenzphase.Die Anzahl der detektiertenPhotonenfür Ion 1
ist mit positivem, die für Ion 2 mit negativem Vorzeichenaufgetragen.Das Zeitintervall für die
SummationderDetektionenist _Q��U��� beiderRabifrequenz½������8� D � .

Zerfall Rate Endzustand;;�� @ I�� ;; K @ I � � D �)� BED � I ;; � !AK @;;�� @ I�� ;; � @ I � � D�I � BED � I ;; � ! � @;; � @ I�� ;; K @ I � � I � < � B �)� I F � BAX � I > D� O B � ;;�� ! K @ F�BAX ;; KY!AK @"T;; �W@RDG� ;; K @rD � � I � < � BED � I F � BUI � I > D� OQBED ;; KY! � @GF�BUI ;; KY!AK @"T;;�� @RDG� ;; �W@rD � � D�I � B �)� I ;; � ! �L@;;�� @ DG� ;; K @ D � � D�I � B �)� I ;; KY! � @

Damit folgt für die Ver̈anderungderFluoreszenzphasen:
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FluoreszenzphasenachdemZerfall Rate
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Abbildung 3.14: Quanten-Monte-CarloDatenderFlips pro Zeiteinheit D�U��� für
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I
mit �H�¯��� und ��� ���
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Da die Ionen in einemZustandpräpariertwerden,in dem Ion 1 dunkel und Ion 2 hell
ist, kann mit der Rate � � D �)� B �)� I ein Flip in der Fluoreszenzphaseauftreten.Ion 2 wird
dunkel, währendgleichzeitigIon 1 hell wird. Dies ist eineKonsequenzder Dipol-Dipol
Wechselwirkungsowie derdadurchhervorgerufenenVerschr̈ankungderIonen.

��������4� ���������,�j����0�e��  $¡(¢¡&¢ � ¢

£(���H¤(�¦¥�§&�����/¨L�ª©2«�¬ ¡&¢

® ¯ °± °
² ³´¯ µ
²¶·B¸
¹º

»¼*½ ¾¼¿�½ ¾¿

¾ �L¤ÁÀ�Â
Ã ½ ¾ �L¤ÁÀ�Â
Ã��L¤ÁÀ�Â

»*½ ¾ �L¤ÁÀ�Â
» �L¤ÁÀ�Â

¼H½ ¾ �L¤ÁÀ�Â
¼ �L¤ÁÀ�Â

¿�½ ¾ �L¤ÁÀ�Â
¿ �L¤ÁÀ�Â
¾ �L¤ÁÀ�Ä

À
ÅÆ ÇwÈÉ
ÈÊ
ËÌÎÍ
Ç Ï
ÐÑjÒ ÓÔ

Õ ÖÁ×ÙØÛÚÝÜ

Þ(ß�à�á â�ã(ãäBå á åæÝç�è&éBêwëoìíÎî�ï çñð~í&éBê�è

Abbildung 3.15: Quanten-Monte-CarloDatenderFlips pro Zeiteinheit D� ��� für
�U�(�� ��� ��ò����H� � ó im

Vergleichzu ���
�U�(� � ����J��� ���

I
mit �H�¯��� und ��� ���

Für die durchgef̈uhrten Quanten-Monte-Carlo-Simulationenwurde angenommen,dass
nachjedemZerfall, welcherbeideIonenin einemdunklenoderhellenZustandhinterl̈asst,
die Ionenneupräpariertwerden.Damit werdennur diejenigenZeitintervalle gez̈ahlt, in
denenjeweils ein Ion leuchtetunddasanderedunkel ist. Ausgewertetwerdenmussdann
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lediglich die Anzahl der Flips pro Zeiteinheit.Der Vergleich mit demdurch die Dipol-

Dipol Wechselwirkung gegebenenParametern
;;; �U�(� � �ô��U��� ;;; I ergibt einesehrgutefunktionale

Übereinstimmung.Sowohl Abb. 3.14alsauchAbb. 3.15zeigendieseAbhängigkeit bisauf
einenSkalierungsfaktor B �öõ � .
Um dieseAbhängigkeit weiterzuuntersuchen,wurdenmehrereSimulationenim Parame-
terbereichvon

�U�(��U��� õ �ø÷ �úù � X�ûýü ÷ �þù � I durchgef̈uhrt unddie dort gewonnenenDatenan

denanalytischenAusdruck
;;; �J�(� � ����U��� ;;; I gefittet8.

Abbildung 3.16: Skalierungsfaktor �H� für verschiedeneRelationen
�U�(��U���

Das Ergebnis dieses Verfahrens ergibt für sämtliche ParameterbereicheWerte vonB �ÿõ ��� ù���� , wasdie vorangegangeneAnalysebesẗatigt.Flips in denFluoreszenzphasen
könneneindeutigaufdie Dipol-Dipol Wechselwirkungzurückgef̈uhrt werden.Angemerkt
seinsoll hierauchnoch,dassbeiderUntersuchungdiesesEffektskeineDekohärenzeffekte
ber̈ucksichtigtwerdenmüssen,daeszu keinemZeitpunktnötig ist KohärenzenlängeralsD�U��� aufrechtzuerhalten.

Zusammenfassendlässtsich sagen,dassdiesesVerfahreneine neueMöglichkeit bietet
Dipol-Dipol Wechselwirkung in denQuantenspr̈ungennachzuweisen.Unter Ausnutzung
der, durchdie Wechselwirkung induzierten,Verschr̈ankungderbeidenIonenkönnenKor-
relationenin denFluoreszenzphasender beidenIonengefundenwerden,welchesich als
Flips im Photonenstromderindividuell detektiertenFluoreszenzphotonendarstellenlassen
(Abb. 3.13)[46].

8Dazuwurdendie in Mathematicaintegrierten
”
Least-Square-Fit“ - Routinenverwendet.
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4
Photonenk orrelationen

4.1 Korrelationsfunktionen für 2-Niveau Systeme

Im folgendenAbschnitt soll eine weitereKlassevon kooperativen Effekten untersucht
werden. Während in Abschnitt 3 ausschließlichAuswirkungen der Wechselwirkung
zwischenIonen auf die Fluoreszenzphasendes Systemsuntersuchtwurden,sollen im
WeiterenQuanteninterferenzenaufEinzelphotonenebenebetrachtetwerden.������
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Abbildung 4.1: Ionenketteausäquidistanten2-Niveau-Ionenin einerIonenfalle

Die Analysewird dabeinicht auf Ionenpaarebeschr̈ankt,essollenauchIonenkettenaus
äquidistanten2-Niveau-Ionenbetrachtetwerden.In jedemFall wird von einerkohärenten
Anregungdurchein resonantesLaserfeldausgegangen,wobei alle Ionenmit demselben
Feld wechselwirken. Die PhasendifferenzdesFeldesam Ort der Ionen ist demzufolge
konstant.
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70 4 Photonenkorrelationen

Wie in 1.6 gezeigt,könnenInterferenzeffekte einzelnerPhotonenmit Hilfe der Korrela-
tionsfunktionen1. und 2. Ordnunguntersuchtwerden.Aus (1.42)und (1.43) folgt, dass
diesevom Ort der Ionen "$# , sowie dem Ort der Detektoren%&# abḧangen.Wie sich im
Verlaufder nachfolgendenRechnungzeigenwird, bestehteinezus̈atzlicheAbhängigkeit
von der Phasenlageder Ionen im eingestrahltenLaserlicht. Diese Phasenlagekann
über die Positionender Ionen, sowie dem Einfallswinkel des Laserfeldesmit dem
Verbindungsvektor der Ionen kontrolliert werden.Im Gegensatzzu Abschnitt 3 ist es
hier nötig die Abhängigkeit vom Ort desDetektorsexplizit zu ber̈ucksichtigen,da auf
Einzelphotonenebenedie Mittelung der Fluoreszenzüber verschiedeneRaumrichtung
nicht mehr gerechtfertigtist. Diese Art der Behandlungder Detektion ermöglicht es,
wie in anderenZusammenḧangen bereits untersucht[26, 112,131, 132], zus̈atzliche
InformationenüberdasSystemdurchdie Detektorpositionzu gewinnen.Damit werden
auch Verschr̈ankungseffekte, welche durch die Zustandsreduktionbei der Detektion
hervorgerufenwerden,sichtbar.

Im Gegensatzzu früherenArbeiten[101,133] werdendie Ionennicht vor der Detektion
in einembekanntenZustandpräpariert,manüberl̈asstdie Entwicklungder Ionen,bis auf
die Detektion,sichselbst.Daserfordertjedochdie Berücksichtigungder, durchspontane
Zerfälle verursachten,Dissipation.Deshalbwird die gesamteAnalysemit dem Dichte-
operatorkalk̈ul durchgef̈uhrt, welchersich in diesemFall als sehrleistungsf̈ahig erweist.
Darüberhinaussoll zur Interpretationder theoretischenErgebnissedie Analogiezum be-
kanntenDoppelspaltexperimentherangezogenwerden.Als erstessoll ein

”
Doppelspalt“

mit 2 unabḧangigenIonenuntersuchtwerdenum sp̈aterdie Wechselwirkungenzu inte-
grierenunddie Rechnungauf Ionenkettenauszudehnen.

4.2 Interf erenzeffekte zweier unabh ängig er Ionen

4.2.1 Master gleic hung und station äre Zust ände

Die identischen2-Niveau-Ionenmit den Zusẗanden '')(+* und ''-,�* sollen hier weit genug
voneinanderentferntsein,umDipol-Dipol-Wechselwirkungenvernachl̈assigenzukönnen.
Esgilt also:

.0/ õ21 "4365 1�õ71 "85:9;"43 1=< > ? @A<B@DC .FE (4.1)

für @ / õG@IHKJ .
Damit vereinfachtsichdie Mastergleichung(1.22)zu:
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LM õ 9ONQPSR 5T UWV 3 X�Y8Z [ ��\W]_^ `ba �_c ]$d �fehgjiUlk h.c.m M4n
9 5T UWV 3 @po g iU g �U M k M g iU g �U 9rq g �U M g iUts m (4.2)q+Pvu ist dabei,wie in Kapitel1.4,die Rabifrequenzbzgl. des ''�(+* 9w''-,�* Übergangsund q @

dessenZerfallsrate.

Für zwei 2-Niveau-Atomeergibt dies ein linearesDif- xzy|{
}�~I� �-���

� ���
Abbildung 4.2: Zwei 2-Niveau-
Ionen in der modifizierten
Dicke-Basis

ferentialgleichungssystemaus 16 gekoppelten reellen
Gleichungen, welches jedoch weitgehende Symme-
trieeigenschaftenbzgl. der beiden Ionen aufweist.
Diese können sehr gut durch die Konstruktion einer
neuen Basis ausgenutztwerden. Ausgehendvon der
Mastergleichung(4.2) kann ein Zustandgefundenwer-
den, welcher nicht mit dem eingestrahltenLaserfeld
wechselwirkt. Dieser wird im weiteren als antisym-
metrischer Zustand '')� * bezeichnet. Zusammen mit
dem angeregtem Zustand '')( m (_* , dem Grundzustand''-, m , * und einem symmetrischen,zu '')� * orthogo-
nalem Zustand '')� * findet man folgende unitäre Ba-
sis:

1 (�� / õ 1 ( m (�� (4.3)1 ��� / õ �� q o Y � [�� 1 ( m ,�� k Y�[�� 1 , m (�� s (4.4)1 �I� / õ �� q o Y � [�� 1 ( m ,�� 9 Y [�� 1 , m (�� s (4.5)1 ,�� / õ 1 , m ,�� (4.6)

mit � / õ �q���� ÷ "4365
DieseBasisstellteineErweiterungdergewöhnlichverwendetenDicke-Basis[42,134]dar,
dahiernebendemIonenabstand"4365 auchdiePhasendifferenz� derbeidenIonenbzgl.des
eingestrahltenLasers��� integriertwird. Auchdie Bezeichnungendessymmetrischenund
antisymmetrischenZustandsweichenvondenendergewöhnlichenDicke-Basisab. Jenach
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72 4 Photonenkorrelationen

EinstrahlrichtungdesLaserskannder antisymmetrischeZustanddieserBasissogarzum
symmetrischenderDicke-Basisundumgekehrtwerden.In Abb. 4.2 ist dasNiveauschema
desSystembzgl. derneuenBasisdargestellt.die geradenLinien sinddabeidie Wechsel-
wirkungenmit demLaser, die gewellten Linien die spontanenZerfälle. Die Masterglei-
chungvereinfachtsich mit dieserBasiszu einemSystemaus � k�� jeweils gekoppelten
Gleichungen.Mit � / õ �I�� 5�� , M4� ¢¡ / õ�£ Y C M  ¤¡ E und M #  ¤¡ / õ¦¥¨§©C M  ¤¡ E findetman:LM H�H õ ª�C � M # H�� 9 M HKH ELM �0� õ q C M HKH 9 M �0� k q+� C M # �6J 9 M # H0� E«ELM_¬«¬ õ q C M HKH 9 M_¬¬ ELM # H�� õ 9 � M # H0� 9rq+� C M H�H 9 M �0� k M � HKJ ELM # �6J õ q M # H�� 9 M # �6J k q+� C � 9 M H�H 9 M_¬«¬ 9®q M �0� k M � HKJ ELM � HKJ õ 9¯q C M � HKJ k � C M # �6J 9 M # H�� E¢E (4.7)LM � H ¬ õ 9 � M � H ¬ 9rq+� M # � ¬LM # � ¬ õ q C � C M � H ¬ k M � ¬ J E 9 M # � ¬ ELM � ¬ J õ 9¯q M � H ¬ 9rq+� M # � ¬ 9 M � ¬ J (4.8)

Dies stellt im Vergleich zum urspr̈unglichenSystemeinebedeutendeErleichterungdar.
Derstation̈areZustanddesSystemlässtin dieserBasisfolgendermaßendarstellen:

M±°=° õ �C²@ 5 k q+P 5R E 5j³ Pµ´R ''z( *4¶ ( '' k P 5R o P 5R k q @ 5 s ''�� *+¶ � '' kP ´ R ''z� *4¶ � '' k obP 5R k @ 5 s 5 ''-, *+¶ , '' k· N � q=P óR @ '')( *+¶ � '' k P 5R @ 5 '')( *4¶ , '' kN � q+PSR @DC P 5R k @ 5 E '')� *+¶ , '' k h.c.̧º¹ (4.9)

Offensichtlichgilt damitfür die Populationenbei beliebigstarkerLaserstrahlung:

M °8°HKH õ M °8°�L� õ M °=°¬«¬ õ M °=°J»J õ 3´M °=°H�� õ M °=°H ¬ õ M °8°HKJ õ M °8°� ¬ õ M °8°�²J õ M °=°¬ J õ ù�¼�½¾ für PSRÀ¿ Á (4.10)
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4.2 Interferenzeffekte zweier unabhängiger Ionen 73

DasentsprichtgeradedemstatistischemGemischanZusẗanden,in demsichbeideIonen
mit derWahrscheinlichkeit 35 im angeregtenZustandbefinden.Für einzelneIonenist das
die üblicheSättigungmit demLaser, KohärenzeffektederemittiertenStrahlungsinddabei
nichtmehrzuerwarten[135].
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Abbildung 4.3: PopulationenÏ °8°�0� und Ï °=°¬«¬ desstation̈arenZustandsÏ °8° in Abhängigkeit derRa-
bifrequenz� R
Bei schwacherLaserintensiẗat entstehtjedoch,wie in Abb. 4.3 erkennbar, ein Ungleich-
gewicht zwischensymmetrischemundantisymmetrischemZustand.DieseDifferenzwird
sichim WeiterengeradealsVoraussetzungfür kooperativeEffekteherausstellen.

4.2.2 Dynamik des Systems und Detektionssc hema

Mit Hilfe der Mastergleichungin der Darstellung(4.7) kannnicht nur der station̈areZu-
standberechnetwerden,eslässtsichaucheinezeitabḧangigeLösungfinden.Dasheisst,
der Liouville-Operatordes Systemskann vollständig analytischbestimmtwerden.Da
jedochderAusdruckdafür sehrlangundunübersichtlichist, sollennurdiezeitabḧangigen,
für die KorrelationsfunktionenrelevantenTermedesDichteoperatorsangegebenwerden.
Dazu ist es nötig die Form desDichteoperatorsnacheiner DetektioneinesPhotonszu
kennen.

Vor derDetektionbefindetsichdasSystemim station̈arenZustand,denZustandnachder
DetektionfindetmandurchdieReduktionmit demzugeḧorigenOperatorÐ C²Ñ E desDetek-
torsamOrt Ñ . Als vomDetektionsortabḧangigerAusgangszustandfür dieZeitentwicklung
folgt damit:
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74 4 Photonenkorrelationen

M C²Ñ E õ Ð C²Ñ E M °=° ÐpÒ CÓÑ E¶ Ð Ò C²Ñ E Ð CÓÑ E * (4.11)

Um InterferenzeffektederStrahlungbeiderIonenbeobachtenzu können,ist es,wie beim
klassischenDoppelspalt,nötig keinerlei

”
Welcher-Weg-Information“ zu detektieren.Der

Detektordarf alsonicht unterscheiden,welchesIon dasdetektiertePhotonemittiert hat.
Die zugeḧorige ZustandsreduktioneinerderartigenDetektionam Ort Ñ lässtsich gerade
durchdenOperator

Ð C²Ñ E õ g �3 k Y [�� g �5 (4.12)

mit � / õÕÔ � Ñ ÷ "4365 beschreiben[26].

Für denAusgangszustandM CÓÑ E nachderDetektionfolgt somit

M C²Ñ E õ �q+P 5R k @ 5 C � k®ÖW×4Ø�Ù C²Ñ E«E�Ú P 5R ÖW×4Ø 5 C Ù CÓÑ E¢Û q E ''f� *+¶ � '' kP 5R Ø N�Ü 5 C Ù C²Ñ E¢Û q E ''�� *4¶ � '' k X P 5R k @ 5 C � k®ÖW×4Ø�Ù C²Ñ E«E n ''�, *+¶ , '' kÝ Nq P 5R Ø N�Ü Ù CÓÑ E '')� *+¶ � '' k N � q+PSR @ ÖW×+Ø C Ù C²Ñ E«Û q E 5 '')� *+¶ , '' k�� q C PSR @ Ø N�Ü Ù CÓÑ E¢E '')� *4¶ , '' k h.c.Þ:ß (4.13)

mit Ù CÓÑ E õàC ��� 9©á � Ñ E ÷ "4365 . AusderDarstellung(1.53)für denseparablenDichteoperator
folgt sofortdie Verschr̈ankungsbedingung:

Ù CÓÑ EºâõÕãåä m (4.14)

Für alle IonenabsẗandeundDetektionspunkte,welchedieseBedingungerfüllen, befinden
sich die beidenIonen nach der Detektion in einem verschr̈anktemZustand.Damit ist
gezeigt,dassdie beidenIonendesSystemsdurchdieDetektioneinesPhotonsverschr̈ankt
werdenkönnen,wennnicht bekanntist, von welchemIon dasdetektiertePhotonemittiert
wurde. Dieses Konzept der

”
Verschr̈ankung durch Detektion“ wurde auch schon in

anderemZusammenhang,sowohl in der Theorieals auchim Experimentuntersuchtund
angewandt[136].
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Bevor nun die zeitabḧangigenTerme des Dichteoperatorsbetrachtetwerden,sei noch
daraufhingewiesen,dassdie Laserrichtungin (4.13) ausschliesslicḧuberdenoptischen
WegunterschiedzwischendenbeidenoptischenWegenvon derLaserquellezumDetektor
über je einesder beidenIonen eingeht.Dies ensprichtgenauder Abhängigkeit beim
gewöhnlichenYoung’schenDoppelspaltexperiment.

Nun sollen die für die Korrelationsfunktionennötigen Elementedes Dichteoperators
zeitabḧangig bestimmt werden; dies sind gerade M H�HWC²Ñ m¢æ E , M �0�çCÓÑ m¢æ E , M_¬¬ CÓÑ m¢æ E sowieM � ¬ C²Ñ m¢æ E [111]. Nach Lösungder Mastergleichung(4.2) folgt mit � / õ qéè �I��ëê 5 k � ,ì / õ 35 � í � 9®î und ï / õð@ æ :
M H�HWC²Ñ m¢æ E õ

Y � óbñ C � 9 � E 5� q � 5òì ó C � k®ÖW×4Ø�Ù C²Ñ E«E�ó í Y óbñ ì ó C � krÖW×+Ø�Ù CÓÑ E¢E 9ª Y�ô � ñ ì 5Dõ q ì Ö�×4Ø C ì ï E C � k q Ö�×4Ø C Ù CÓÑ E¢E«E k C � � k C �º9 ª � E ÖW×4Ø C Ù C²Ñ E¢E¢E Ø NöÜ C ì ï E¨÷ kÖW×4Ø�Ù C²Ñ E õ ª�C � 9 � E � ì 9rq C î k q C � 9 ü E � E ì Ö�×4Ø C q ì ï E 9k C � � � 5 9 ª q � k q+ø E Ø N�Ü C q�ï ì E nSù (4.15)
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76 4 Photonenkorrelationen

M���� CÓÑ m¢æ E õ
Y�� ó d C � 9 � E� � � 5 ì C � k®ÖW×4Ø�Ù C²Ñ E¢E�ó q Y d � 5 ì ÖW×4Ø�Ù C²Ñ E k ª Y ó d C � k � E ì C � krÖ�×4Ø�Ù C²Ñ E«E kq Y|ô � d õ q ì ÖW×4Ø C ì æ E C 9 � � k q C 9 � k � E ÖW×4Ø Ù C²Ñ E¢E kC � C6ª � 9®î E k q C ø � 9®î E ÖW×4Ø Ù CÓÑ E¢E Ø NöÜ C ì æ E»÷ kÖW×+ØåÙ C²Ñ E C õ q C � k C � 9®� E � E ì Ö�×4Ø C q ì æ E kC � í k � C î � 9®q+� E¢E Ø N�Ü C q ì æ E»÷ ù (4.16)
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M_¬¬ CÓÑ m¢æ E õ
Y�� ó d C � 9 � E� q � 5òìI5 C � k®ÖW×4Ø�Ù C²Ñ E¢E�C 9 ª Y d � 5 ì 5 ÖW×4Ø C Ù C²Ñ E«E k í Y ó d C � 9 � E ì 5 C � k®ÖW×4Ø�Ù C²Ñ E«E kª Y ô � d ì õ q ì ÖW×4Ø C ì æ E C � 9rq C � 9 � E ÖW×4Ø Ù C²Ñ E¢E kC¢C � 9 ª � E � 9 � C 9 � k � E ÖW×4Ø Ù CÓÑ E¢E Ø NöÜ C æ ì E»÷ kÖW×4Ø C Ù C²Ñ E«E X 9 í C � 9 � E 5 � k C � í k � C î � 9®q=� E¢E Ö�×4Ø C q ì æ E 9q C � k C � 9®� E � E ì Ø NöÜ C q ì æ E¨÷²E (4.17)
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M��K¬ C²Ñ m¢æ E õ N Y32� d C � 9 � E Ø NöÜ Ù C²Ñ Eí � ì C � krÖ�×4Ø�Ù CÓÑ E¢E54ó ª Y|ô � d ì k q C � 9rq E ì ÖW×4Ø C ì æ E k C �F9 ü � E Ø NöÜ C ì æ E ù (4.18)

DieseAusdr̈ucke liefern sämtlicheInformationenfür die weitereBetrachtungder Korre-
lationsfunktionen1. und 2. Ordnung.DerenInterpretationsoll sp̈aterzusammenmit der
InterpretationderKorrelationsfunktionenerfolgen.

4.2.3 Intensit ät

Die theoretischeBerechnungder Intensiẗat an einembestimmtenDetektionspunktwur-
de bereitsmehrfachdurchgef̈uhrt [131,137,138]. Ausgehendvon der Darstellung(1.42)
bleibt die Aufgabe,die dort enthaltenenErwartungswerteexplizit zu ermitteln.Unterder
Annahme,dasssichdasSystemim station̈arenZustandbefinden,gilt für unserenFall:

6 gji3 g �3 � õ 6 gji5 g �5 � õ M±°=°H�H k �q o M±°8°�%� k M±°8°¬¬ s (4.19)6 g i3 g �5 � õ 6 g i5 g �3 �87 õ �q Y 5 [�� o M °=°�%� 9 M °=°¬«¬ s m (4.20)
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Damit folgt für die Korrelationsfunktion1. Ordnung:

MON 3�P CÓÑ E õ C � k®ÖW×4Ø�Ù C²Ñ E«E X M °=°H�H k M °8°�%� n k C � 9 Ö�×4Ø�Ù C²Ñ E«E X M °8°HKH k M °=°¬«¬ n
õ q+P 5R õ P 5R k @ 5 C � krÖ�×4Ø�Ù C²Ñ E«E»÷CÓ@ 5 k q+P 5R E 5 (4.21)

ManfindetalsoInterferenzstreifenin derIntensiẗatdesemittiertenLichts,welchegeringer
werden,je größerdie RabifrequenzdeseinstrahlendenLasersist. DieserEffekt ist gut
bekanntundwurdeauchexperimentellbereitsuntersucht[138].

Die Interferenzstreifenmachenndie Analogie diesesSystemszum gewöhnlichenDop-
pelspaltversuchdeutlich. Allerdings mit dem Unterschied,dassdie Interferenzstreifen
dort nicht bei höhererIntensiẗat desgestreutenLichts verschwinden.Dies ist aberbei
der Wechselwirkung von Laserlicht mit Ionen sehr gut verstanden,da dort der Anteil
von kohärent gestreutemLicht zum absolut gestreutemmit der Intensiẗat des Lasers
abnimmt[39,135]
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Abbildung 4.8: Interferenzstreifenin derIntensiẗat desvon2 IonengestreutenLichts in Abhängig-
keit derDetektorpositionundderRabifrequenzdeseinstrahlendenLasers

4.2.4 Bunc hing und Antib unc hing

Um die statistischenEigenschaftendes gestreutenLichts weiterhin zu untersuchen,
soll als nächstesdie Korrelationsfunktion2. Ordnungbetrachtetwerden.Dafür müssen
die in der Darstellung(1.43) auftretendenOperatorprodukteexplizit berechnetwerden.
Nach Anwendung des

”
Quanten-Regressionstheorems“ bleibt davon jedoch nur der

ErwartungswertdesDetektorsam Ort Ñ , unterder VoraussetzungdesAusgangszustands
(4.13),zubestimmen.

Esfolgt:

¶ Ð C²Ñ 5 m¢æ E * j q M H�H�C²Ñ 3çm¢æ E k M���� CÓÑ 3òm¢æ E k M_¬«¬ C²Ñ 3òm«æ E kÖW×4Ø�Ù C²Ñ 5 E C M��%� C²Ñ 3òm¢æ E 9 M_¬¬ CÓÑ 3çm¢æ E¢E kq Ø NöÜ Ù C²Ñ 5 E ¥¨§lC M��6¬ CÓÑ 3òm¢æ E«E (4.22)

NachEinsetzender im vorigenAbschnittbestimmenTermedeszeitabḧangigenDichte-
operatorsunddererforderlichenNormalisierungfolgt für dieKorrelationsfunktionzweiter
Ordnung:
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, N 5�P C²Ñ 3òmlk\m Ñ 5 m¢æ E j � k ( �Zn ñª ìI5 C � krÖW×+ØåÙ C²Ñ 3 E¢E C � k®ÖW×4Ø�Ù C²Ñ 5 E¢Eo4p ª Y 5 ñ ì 5 � Ø N�Ü Ù CÓÑ 3 E Ø N�Ü Ù CÓÑ 5 E k � X Y ñ ì 5 � k C � 9 � E 5 n Ö�×4Ø�Ù C²Ñ 3 E Ö�×4Ø�Ù C²Ñ 5 E9 Y n ñrq 5 ì � 5�õ q ì Ö�×4Ø C ì ï E k �Ø NöÜ C ì ï E¨÷k q Y n ñlq 5 ì � C ÖW×4Ø�Ù C²Ñ 3 E krÖW×+ØåÙ C²Ñ 5 E¢E õ C q � 9 � E Ø NöÜ C ì ï E 9rq ì Ö�×4Ø C ì ï E¨÷k Y ñrq 5 ì C q Y ñ Ö�×4Ø�Ù CÓÑ 3 E Ö�×4Ø�Ù CÓÑ 5 E k � Ø N�Ü Ù CÓÑ 3 E Ø N�Ü Ù CÓÑ 5 E«Eõ q ì C � 9rq E Ö�×4Ø C ì ï E k C�s � 9;� E Ø N�Ü C ì ï E»÷k �ª ÖW×4Ø�Ù C²Ñ 3 E ÖW×4Ø Ù C²Ñ 5 E õ C � C � C6ª � 9 �4� E k � ª E 9 � � E ÖW×4Ø C q ì ï Ek q ì C � 9®q E C%s � 9®� E Ø N�Ü C q ì ï E¨÷\t (4.23)

DieseDarstellungträgt sämtlicheInformationenüber Zwei-Photonen-Korrelationenfür
beliebigeDetektorpositionenbei beliebigenZeitabsẗandensowie beliebigerLaserinten-
sität.

t=0:

Für die Wahrscheinlichkeit 2 Photonengleichzeitigzudetektieren,folgt daraus:

, N 5�P C²Ñ 3òmlk\m Ñ 5 mlk E j � 5 Ö�×4Ø 5 èvu Nxw�y P � u Nzw � P5 êC � k®ÖW×4Ø�Ù C²Ñ 3 E¢E C � k®ÖW×4Ø�Ù C²Ñ 5 E«E (4.24)

Verwendetmannur einenDetektor( Ù CÓÑ 3 E j Ù C²Ñ 5 E j Ù C²Ñ E ) findetmansofort

, N 5�P CÓÑ mlk\m Ñ mlk E j � 5C � k®ÖW×4Ø�Ù C²Ñ E«E 5 (4.25)

unddamitdie Existenzvon Detektionspunkten,andenengebunchtesundsolcheandenen
antigebunchtesLicht detektiert wird. Dies gilt hier, obwohl nur eine Laserquellezur
AnregungderbeidenIonenverwendetwird.
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Abbildung 4.9: Interferenzstreifenin der normalisiertenKorrelationsfunktion2. Ordnung in
Abhängigkeit derDetektorpositionen��	�� 3 � und ��	�� 5 � für � R}�5�G�����
Wie schonbei BetrachtungderKorrelationsfunktion1. Ordnungzeigtsichauchhier, dass
die Interferenzenmit steigenderLaserleistungverschwinden.Die Kohärenzdesgestreuten
Lichts ist auchhier einenotwendigeVoraussetzungfür dieBeobachtungdiesesEffekts.

t
âj 0:

Die zeitliche Entwicklung von , N 5�P CÓÑ 3çmlk\m Ñ 5 m¢æ E geht für beliebige Detektorpositionen
gegen � . Diesist eineFolgederNormalisierungundbesẗatigtnurdiewahrscheinlichkeits-
theoretischeDeutungdieserKorrelationsfunktion.Die ZeitskaladieserKonvergenz ist
typischerweise� Û @ . JenachPositiondes1. Detektors1 zeigtsichallerdingsein qualitativ
unterschiedlicherVerlaufderKorrelationsfunktion.

Im Fall eineseinzigenDetektorssiehtmanje nachPositiondesDetektorseinenÜbergang
zwischenBunching( Ù CÓÑ E j C q ã k � E ä ) und Antibunching( Ù C²Ñ E j q ãåä ). Es ist also
möglichmit diesemSystemgleichzeitiggebunchtesundantigebunchtesLicht zuerzeugen.
In klassischenSystemen,in denendie Ungleichung

1Mit 1. Detektorist immer derjenigeDetektorgemeint,mit welchemzeitlich die 1. Detektiondurch-
geführtwird.
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Abbildung 4.10: Interferenzstreifenin der normalisiertenKorrelationsfunktion2. Ordnung in
Abhängigkeit derRabifrequenz� R

5« ¬ V 3 C , N 5�P CÓÑ ¬ m Ñ ¬ E 9 � E� C , N 5�P C²Ñ 3
m Ñ 5 E 9 � E 5 (4.26)

gilt [42] ist dies nicht möglich. Es gibt folglicherweisekein klassischesAnalogon zu
diesemEffekt.

Die Zeitskala� Û @ ist in jedemFall gutauflösbar, sodassdieserEffekt auchim experimen-
tell zug̈anglichenBereichliegt.

Bei derVerwendungvon2 Detektorenist esnichtmehrmöglich,vonBunchingundAnti-
bunchingzusprechen;diedabeiauftretendenEffektesindjedochnichtminderinteressant.
Die Abbildungen4.12und 4.13zeigen,dasssich, je nachPositiondeserstenDetektors,
dasVerhaltenstarkunterscheidet.In jedemFall gilt:

, N 5�P C²Ñ 3çmlk\m Ñ 5�mlk E j k ® Ù CÓÑ 5 E ¯�° Ù C²Ñ 3 E�± C q ã k � E ä³² (4.27)

DamitsindgleichzeitigeDetektionenanDetektorenbeidenensich Ù C²Ñ 3 E und Ù C²Ñ 5 E gerade
um C q ã k � E ä unterscheidenverboten,wasklassischebenfalls nicht zuerklärenist.
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Abbildung 4.11: Interferenzstreifenin der normalisiertenKorrelationsfunktion2. Ordnungfür
einenDetektorin Abhängigkeit derZeit Ä �Å� �
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Abbildung 4.12: Interferenzstreifenin der normalisiertenKorrelationsfunktion2. Ordnung in
Abhängigkeit derZeit Ä �Å� � , wobeifür denerstenDetektor �Ö	��¼×l� �ÙØÛÚ�Ü gilt.

83



84 4 Photonenkorrelationen

0

2

4

6 0

0.5

1

1.5

2

2.5

0

1

2

3

0

2

4

6

Ý Þ
ß

àÂá8â�ã

äÐå�æÓçZè
é

Abbildung 4.13: Interferenzstreifenin der normalisiertenKorrelationsfunktion2. Ordnung in
Abhängigkeit derZeit Ä �Å� � , wobeifür denerstenDetektor �Ö	�� × � � 	 ØÛÚ�ê5ë � Ü gilt.

4.2.5 Interpretation

Die InterpretationdervorangegangenenErgebnisseberuht ìzíïî
ðòñZó ô�õ�ö

÷ øIù
Abbildung 4.14: Modifizierte
Dicke-Basis

auf der Analyseder PopulationendesDichteoperatorin
derBasis(4.3).ManunterscheidetzweiEmissionskan̈ale:

symmetrischerKanal: úúxû�üþý úú ÿ�ü ý úú � ü
antisymmetrischerKanal: úúxû�üþý úú � üþý úú � ü

Aus der Darstellung(4.21) der Korrelationsfunktion1.
Ordnungfolgt, dassje nachDetektorpositionZerfälleüber
deneinenbzw. denanderenKanaldetektiertwerden.Die
beidenZerfallskan̈alekönnenvomDetektoralsoräumlich
aufgel̈ostundgetrenntwerden.WegenderLaserwechsel-
wirkung ist dar̈uberhinausdieWahrscheinlichkeit für eine
Emissionauf demsymmetrischenKanalhöheralsauf demantisymmetrischen;diesführt
zu räumlichenInterferenzstreifenin der Intensiẗat. Das resultierendeUngleichgewicht
in den Zerfallswahrscheinlichkeiten hängt auch von der Intensiẗat des eingestrahlten
Lasersab;für beliebigstarke Anregungexistiert esnicht mehr. Die sichdarausergebende
Abhängigkeit findetsichauchin denInterferenzstreifenwieder.
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4.3 Korrelationsfunktionen und Dipol-Dipol Wechselwirkung 85

Da der Lasernur mit denZusẗanden úú � ü , úú ÿ ü und úú û ü wechselwirkt, ist die Besetzungs-
wahrscheinlichkeit im antisymmetrischenZustandausschließlichaufspontaneEmissionen
zurückzuf̈uhren.Um alsoeinenZerfall von úú � ü nach úú � ü detektierenzukönnen,musseine
spontaneEmission úúzû�ü nach úú � ü vorangegangensein. Photonenauf dem antisymmetri-
schenKanal werdendaherpaarweiseemittiert. Der symmetrischeKanal zeigt dagegen
ein völlig anderesVerhalten.Die Besetzungswahrscheinlichkeit von úúòÿ ü ist in jedem
Fall höher als die von úúzû�ü , deshalbist das Systemnach einer Emissionmit grösserer
Wahrscheinlichkeit in úú � ü als in úúxÿ�ü . Damit ist die Wahrscheinlichkeit für eine weitere
Emissionabergeringerals für die erste,manfindet alsoAntibunching.Dies erklärt die
von ��� abḧangigenInterferenzstreifenin Abb. 4.11.

Das Auftreten von verbotenenRichtungenfür gleichzeitige Detektion folgt aus der
Tatsache,dassnacheinerDetektionauf dem(o.E.)symmetrischenKanaldie Besetzungs-
wahrscheinlichkeitenfür úúzû ü und úú � ü gleich 0 sind. Damit kannaberunmittelbardarauf
kein Zerfall aufdemantisymmetrischenKanaldetektiertwerden.Diesdrückt sichauchin
derGleichung(4.25)aus.

4.3 Korrelationsfunktionen und Dipol-Dipol Wechsel-
wirkung

4.3.1 Sub- und Superradianz

Die im vorhergehendenAbschnitt untersuchtenEffekte, ���
	���� �����
� ���

��������� �"!�#$#
%�&�'�(�' &")�*$*

+�,�-/.0-�,13242
5�6�7/807�693:4:

Abbildung 4.15: Modifizierte
Dicke-Basis mit modifizierten
Raten

können auch unter Berücksichtigungder Dipol-Dipol-
Wechselwirkung der Ionen betrachtet werden. Man
untersuchtnachwievor ein Paar von 2-Niveau-Atomen,
jedoch ist ist es in diesemFall nicht mehr möglich die
Mastergleichung (1.32) des Systemsweiter zu verein-
fachen,da diesenicht mehr in den Freiheitsgradender
individuellenIonensepariert.Trotzdemgibt esverschie-
dene Möglichkeiten Wechselwirkungseffekte zwischen
denIonentheoretischzuanalysieren[52,102,139].
Für die weiterenRechnungensoll die beidenIonenstets
auf einer Phasenoberfl̈ache des Lasers liegen. Die in
(4.3) definierteBasiswird also zur gewöhnlichenDicke
Basis. Die Spontanemissionsratendes symmetrischenund antisymmetrischenKanals
unterscheidensichjedochumdie SẗarkederDipol-Dipol-Wechselwirkung.Esgilt:
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86 4 Photonenkorrelationen

Zerfall: Rate:úúzû ü ý úúxÿ üúúxÿ ü ý úú � ü ;=<?>A@B>C<EDGFHF
úúzû ü ý úú � üúú � ü ý úú � ü ;=<I>KJL>C<EDGFHF

Diesever̈andertenRatenkönnennunaufverschiedeneArtensichtbargemachtwerden.Die
naheliegendstedavon ist, mit demLaserdenZustand úú ÿ�ü zu präparierenunddie Zerfalls-
zeitenin denGrundzustandzu messen.EineandereMöglichkeit ist, dasSystemkontinu-
ierlich mit demLaserzu treiben.Der station̈areZustanddesDichteoperatorsmit Dipol-
Dipol-Wechselwirkungkanndannanalogzu (4.9)gefundenwerden.Esfolgt:MON
N j PQ �SR� @ Q ��T� > T @B> T <?>U@B>C<VDGFWF T X � R � úúxû ü�Y û úú @ � T�KZ � T� @[;\> T^] úúxÿ ü�Y ÿ úú @� R � úú � ü�Y � úú @`_ � R� @[; � T� > T @a> T <b>U@a>C<EDGFWF Tdc úú � ü
Y � úú @egfVh ; � n� > úúxû ü�Y ÿ úú J � T� >�<?>U@a>�<VDGFWF úúxû ü�Y � úú Jf h ; ��� >C< � T� @B>C<b>A@B>C<EDGFHFWF úúòÿ üiY � úú @ h.c.jlk (4.28)

Für die StrahlungsintensitätdesSystemsfindetmandamit:mon ×Ep <bqrF j ; � T� <b>C<s; � T� @B>C<b>A@B>C<EDGFHFWFt@u<E; � T� >C<EDGFt@B> T <?>U@B>C<VDGFWFWFwvyxiz3{�<bqrFHFQ � R � >U@ Q � T� > n @a> n <?>U@a>�<VDGFWF T
(4.29)

DaderLaser, wie im vorigenAbschittbeschrieben,ein Übergewicht derBesetzungswahr-
scheinlichtkeit auf dem symmetrischenZustandgegen̈uber dem antisymmetrischenZu-
standerzeugt,findet man damit die ebenfalls höherenbzw. niedrigerenEmissionsraten
auf diesemKanal in denInterferenzstreifenwieder4.16.Darüberhinausbleibt aberauch
zus̈atzlichderEinflussderDipol-Dipol Wechselwirkung auf die Gesamtemissionsratedes
Systems.DieserEffekt dererniedrigtenbzw. erḧohtenGesamtemissionsratewird auchals
Sub- bzw. Superradianzbezeichnet.Wie schonim vorhergehendenAbschnitt dargelegt
verschwindenauchin diesemFall die Interferenzenmit steigenderLaserleistung,auchdie
AuswirkungenderDipol-Dipol Wechselwirkungsinddannebenfalls nichtmehrexistent.

4.3.2 Bunc hing und Antib unc hing

AusdemAusdruck(4.28)lässtsichunmittelbarauchdieKorrelationsfunktion2. Ordnung

für die Zeit |o}0~�� herleiten.Esfolgt mit dendimensionslosenGrößenÿ�� ~ ;A�w������ T @�P
und

>O�d� ~ � n�� p� :
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Abbildung 4.16: EinflussderDipol-Dipol Wechselwirkung aufdie Interferenzstreifen

� n T p <bqC¤�¥ ��¦ q T ¥ �w¦ F ~ ÿ T @B>O�d�O<s;§@B>O�d��F;�< ÿ @Bv¨xiz©{�<bqC¤WFHF¨< ÿ @B>O�d�ª@�<«Pª@ ÿ >O�d� Fwv¨xiz©{�<bq T FWFo¬ PS@a>O�d�O<bv¨xiz©{�<bqC¤WFt@Bv¨xiz©{�<bq T FWFt@Bv¨xiz®{�<bqC¤HFwvyxiz©{�<bq T Ft@¯ P=JL> T�d� z f±° {w<?qC¤HFwz f±° {�<bq T F�² (4.30)

Selbstbei sehrkleinenAtomabsẗandenim Bereicheiner Übergangswellenl̈angewerden
die Interferenzenin den 2-Photonenkorrelationennicht sehr stark beeinflusst.Es zeigt
sich zwar, dasssich die Form der Interferenzstreifenmit der Sẗarke der Dipol-Dipol-
Wechselwirkung ver̈andert,die GrößenordnungdesGesamteffekts variert jedochkaum.
Für größereAtomabsẗandeist der Einflussder Wechselwirkung zwischenden Ionen im
Vergleichzu denInterferenzenvon völlig untergeordneterBedeutung.Die Zeitabḧangig-
keit,welchefür diesenFall nurnumerischbestimmtwerdenkann,zeigtebenfallsnurgerin-
geAbhängigkeit von derDipol-Dipol-Wechselwirkung.Die wesentlichenEffektewerden
davonnicht ber̈uhrt.
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Abbildung 4.17: EinflussderDipol-Dipol Wechselwirkung auf die Interferenzstreifenin derKor-
relationsfunktion2. Ordnungfür einenDetektor

4.4 2-Niveau-Ionenketten

4.4.1 Vom Doppelspalt zum Gitter

Die Analogie vom Doppelspaltexperimentzu den Interferenzeffekten in der Resonanz-
fluoreszenzzweier Atome soll nun auch auf mehrereAtome ausgedehntwerden.Da
in Ionenfallen inzwischen nicht nur Paare, sondernauch eine grössereAnzahl von
Ionen (aufgereiht in kristalliner Form entlang einer Achse) stabil beobachtetwerden
können[12,128], ist esauchexperimentellinteressant,inwieweit sichdie Resonanzfluo-
reszenzeinerIonenkettemit denInterferenzeneinesGittersvergleichenlässt.

Die Reduktionsoperatorenfür einen Detektor an der Position
q

werden dann analog
zu (4.12)als Operatorsummeder Reduktionsoperatorenfür die einzelnenIonenkonstru-
iert. Für ein SystemausN Ionenfindetman2:Æ <bqrF ~�Ç0È ¤É Ê Ë�ÌrÍyÎ Ê¨Ï\Ð ÈÊ (4.31)

UnterAusnutzungderErwartungswerte
2wie in (4.12)nimmt manauchhier an,dassderAbstandderIonenzuDetektorerheblichgrößerist, als

derIonenabstand,d.h.dasFernfelddesFluoreszenzlichteswird betrachtet.
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Y ÐtÑÎ Ð ÈÎ ü ~ � T�; � T� @a> T ÒÔÓ (4.32)Y ÐtÑÎ Ð ÈÕ ü ~ � T� > T<s; ��T� @B> T F T ÒÔÓ×Ö~[Ø (4.33)

(4.34)

findetmandurchInduktionfür die Korrelationsfunktion1. Ordnung:m n ¤ p <bq/F ~ <sÙ=JÚP�FtÛ�PS@ÝÜÞ<EÙßJàP�Fy<«P=Jav¨xiz©{�<bq/FWFCJÞvyxizá<EÜâ{�<bq/FWF¹ãQ Ù T z f±° T <E{�<bq/FWäi;iF«F (4.35)

Die AnalogiedesÜbergangsvom DoppelspaltzumGitter auf Ionenkettenzu übertragen,
ist also für die Intensiẗatsverteilung sehr naheliegend.Für mehrereIonen zeigensich
augepr̈agte Haupt, sowie Nebenmaxima,welche exakt deneneines optischenGitters
entsprechen.

Wie schonbei2 Atomensinkt jedochderKontrastderInterferenzstreifenmit zunehmender
Intensiẗat deseingestrahltenLasers;auchbei mehrerenAtomenist dieseineunmittelbare
KonsequenzdeshöherenAnteils inkohärentgestreutenFluoreszenzlichts.

4.4.2 Korrelationen 2. Ordnung

Zur Berechnungder Korrelationsfunktion2. Ordnungsind die in der Definition (1.43)
auftretendenOperatorproduktezu bestimmen.Da die Berechnunghier nur für |o}å~æ�
ausgef̈uhrtwerdensoll, reichtesaus,dieErwartungswerte

Y ÐtÑç ÐtÑè Ð Èé Ð ÈÊSê ~ ë � T� > T<s; � T� @B> T F Tíì T
für îðï
ñ ¥óòô¥dõö¥d÷áø î
~ Q

(4.36)Y ÐtÑç ÐtÑè Ð Èé ÐtÑÊ ê ~ � R � > T<s; ��T� @B> T F«ù für ñ Ö~ ò�ú¿õ Ö~ ÷�ú î"ï
ñ ¥óòô¥dõö¥d÷rø î
~�û (4.37)Y Ð Ñç Ð Ñè Ð Èé Ð ÈÊ ê ~ � R �<s; ��T� @B> T F T für ñ Ö~ ò�ú¿õ Ö~ ÷�ú î"ï
ñ ¥óòô¥dõö¥d÷rø î
~ ;
(4.38)Y Ð Ñç Ð Ñè Ð Èé Ð ÈÊSê ~ � für ñü~ ò3ýÔõ ~ ÷
(4.39)

(4.40)

zu kennen.Damit kann die Korrelationsfunktion2. Ordnungauchfür beliebigeAtom-
zahlen analytischberechnetwerden. Es war jedoch bislang nicht möglich, eine der
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Abbildung 4.18: AuftretenvonHauptundNebenmaximain derIntensiẗat desvoneinerIonenkette
emittiertenLichts.
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4.4 2-Niveau-Ionenketten 91

Intensiẗatsverteilung(4.35) vergleichbaregeschlossene,explizit von der Ionenanzahl
Ü

abḧangigeForm zu finden3. Zudem ist die analytischeForm von M�NPORQ für Atomzahlen
größerals 4 sehrumfangreich,weshalbhier nur die Ergebnissefür drei und vier Ionen
angegebenwerden.

Man findet:

Ü ~uû �M NPORQTSVU ¤^¥ ��¦ U O ¥ �XW ~ YiÙ
Z OÎ Ë ¤ Û û Ù\[^]`_�aXb SdceSfU Î WTW [gYh_iaXb S Y ceSfU Î WTW ã ¬ï\û Ù\[gYh_iaXb SjckSVU ¤ Wml Y ceSfU O WTW [nY�Ùo_ia�b SdceSfU ¤ Wml ckSVU O WTW [Ùo_�aXb S Y SjckSVU ¤ Wml ceSfU O WTWTW [gYh_iaXb S Y ckSVU ¤ Wml ceSfU O WTW [Yh_iaXb SjckSVU ¤ W [ ceSfU O WTW ø (4.41)

M NPORQpSfU ¥ �w¦ U ¥ �XW ~ ]OÙªÛ û Ù\[gYq_�aXb SdceSfU WTW [r_�aXb S Y ckSVU WTW ã
S û Ùs[r]t_ia�b SjceSfU WuW [nYh_iaXb S Y ceSfU WuWTW O (4.42)

3Die dafür nötigeKombinatorikist trotzderscheinbarenmathematischenEinfachheitdesProblemsnicht
trivial
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Ü ~ ] �
M NPORQ SVU ¤^¥ �w¦ U O ¥ �vW ~ wqbTx ° SfceSfU ¤ W äXY W O bux ° SdceSfU O W äXY W OZ OÎ Ë ¤ Û û�l ]OÙs[r] S lzy [[Ù W _�aXb SdceSfU ¤ WTW [^_iaXb S ] ckSVU ¤ WTW ã ¬

{}| Ù O [ S y [gYiÙ W _iaXb SjckSVU ¤ Wmlaû ceSfU O WTW [gYq_�aXb S Y ckSVU ¤ Wml Y ceSfU O WTW[~Yh_�aXb SdceSfU ¤ Wml ckSVU O WTW [^_iaXb S û ckSVU ¤ Wml ceSfU O WTW[~Yh_�aXb SdceSfU ¤ W [ ceSfU O WuW [nYh_iaXb S Y SjckSVU ¤ W [ ceSfU O WTWTW[�_ia�b S û ceSfU ¤ W [ ceSfU O WuW [ ÙSÛ�Yh_ia�b S Y ceSfU ¤ WmlBû ckSVU O WuW[ ÙªÛ�_�aXb S û ckSVU ¤ WmlBû ceSfU O WTW [nYh_�aXb S Y ceSfU ¤ Wml Y ceSfU O WuW[ û _�aXb SdceSfU ¤ Wml ckSVU O WTWuW [nY S Yh_iaXb SfckSVU ¤ Wml Y ceSfU O WTW[�_ia�b S û ceSfU ¤ Wml Y ckSVU O WuW [nYh_iaXb S Y ceSfU ¤ Wml ceSfU O WTW[�_ia�b S û ceSfU ¤ Wml ckSVU O WTW [gYh_iaXb SjckSVU ¤ W [ ceSfU O WTW[�_ia�b S Y ceSfU ¤ W [ ceSfU O WuW [r_ia�b SdceSfU ¤ W [gY ceSfU O WuWTW ã ã[�_ia�b SdceSfU ¤ W [ û ceSfU O WuW ø (4.43)

M NPORQTSVU ¥ �w¦ U ¥ �vW ~ YÛ û _ia�b SdceSfU WuW [nY S Ù\[r_�aXb S Y ckSVU WTWuW [r_ia�b S û ceSfU WuW ã O ¬
{ y [ û Ù O [ û Ù�_iaXb SdceSfU WuW [ S y [gYiÙ W _iaXb S Y ckSVU WTW[ Ù�_iaXb S û ceSfU WuW [r_ia�b S ] ceSfU WuW ø (4.44)

Wie bei der Korrelationsfunktion1. Ordnungtretenauchin der Korrelationsfunktion2.
OrdnungwiederHaupt- und Nebenmaximaauf. Der Übergangzu komplexerenInterfe-
renzbildernfolgt auchhiererwartungsgem̈aßdemAnalogondesÜbergangaufeinGitter in
derOptik. Darüberhinausfindetman,wie schonbei Ionenpaaren,Raumrichtungen,in die
gebunchtesundsolchein die antigebunchtesLicht emittiertwird, wasdie nichtklassische
Natur diesesEffekts auch für größereTeilchenzahlenunterstreicht.Bemerkenswertist
zudem,dassauchhierwiederdieAtomedurchdieDetektionverschr̈anktwerden,wasauf
verḧaltnissm̈assigeinfacheWeisedie Beobachtungvon Verschr̈ankungseffektenmehrerer
Teilchen ermöglicht. Auch im Hinblick auf die Micromaserphysik,wo ebenfalls die
Verschr̈ankungvieler Atomeuntersuchtwird [140], ist diesein interessanterAspekt.

In Zukunft liegt nahein diesemZusammenhangzu untersuchen,ob dieseArt der Ver-
schr̈ankungnichtauchdie selektiveAnregungvon Bewegungszusẗandenermöglicht.Dies
wäreauchfür die effizienteKühlungvon Ionenkettenbei derRealisierungeinesQuanten-
computersvon Bedeutung[141]. Geradedie hier ausgenutztenSymmetrieeigenschaften
sind den Anforderungan Bewegungszusẗandebeim sympathetischeKühlen sehränlich
[142].
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Abbildung 4.19: AuftretenvonHauptundNebenmaximain derIntensiẗat desvoneinerIonenkette
emittiertenLichts.

ZusammenfassendlässtsichsagendassdiePhoton-Photon-KorrelationenvonIonenketten
eine ReiheinteressanterAspektezeigen,welchegeradebei den aktuellenFortschritten
beimSpeichernundKühlenvon Ionenkettenauchexperimentellzug̈anglichseinsollten.
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[135] J. T. Höffges,H. W. Baldauf,W. Langeund H. Walther, J. Mod. Opt. 44, 1999
(1997).

[136] C. Cabrillo, J. Cirac, P. Garcia-Fernandezund P. Zoller, Phys.Rev. A 59, 1025
(1999).

[137] U. Eichmann,J. Bergquist, J. Bollinger, J. Gilligan, W. Itano, D. Winelandund
M. Raizen,Phys.Rev. Lett. 70, 2359(1993).

[138] W. Itano,J.Bergquist,J.Bollinger, D. Wineland,U. EichmannundM. Raizen,Phys.
Rev. A 57, 4176(1998).

[139] A. BeigeundG. C. Hegerfeldt,Phys.Rev. A 58, 4133(1998).

[140] B. VarcoeundS.Brattke (2000),privateKommunikation.

[141] J. I. CiracundP. Zoller, Phys.Rev. Lett. 74, 4091(1995).

[142] G. Morigi undJ.vonZanthier(2000),privateKommunikation.

100



Danksa gung en
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