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EINFUHRUNG

,Kiinstliche Atome”
in Halbleiter-Nanostrukturen

Die beeindruckende Entwicklung der technologischen Verfahren zur Herstellung von
atomar genauen, nur wenige Nanometer dicken Halbleiter-Schichtstrukturen setzt sich
fort in den jiingsten Erfolgen der modernen Nanotechnologie: Man ist heute in der La-
ge, die Bewegung freier Ladungstrager in allen drei Raumdimensionen auf vergleichbar
kleine Gebiete einzuschrdanken. Charakteristisch fiir die Miniaturisierungsstufe im Na-
nometerbereich ist, daf$ sie mit neuen, quantenmechanischen Phanomenen einhergeht,
die in herkémmlichen, von der klassischen Physik bestimmten Mikrostrukturen noch
weitgehend irrelevant waren. Das Anwendungspotential dieser Strukturen zeigt sich —
abgesehen von der Moglichkeit, ihre grundlegende Physik zu studieren — zum Beispiel
in der Herstellung von Halbleiter-Lasern mit hoher Effizienz (Weisbuch, 1987182, Oga-
wa & Takagahara, 1991'?) und Hochfrequenz-Bauelementen wie dem High-electron-
mobility transistor (HEMT, Abe et al., 19871).

Die Fertigung von Halbleiter-Schichtstrukturen (Heterostrukturen) beruht auf der
Methode, unterschiedliche Materialien in diinnen, wenige Monolagen umfassenden
Schichten moglichst versetzungsfrei aufzuwachsen. Mittlerweile sind Verfahren wie
die Molekularstrahlepitaxie (MBE) oder die metallorganische Gasphasenepitaxie
(MOCVD) soweit gereift, dafl sich mit verschiedenen tetraedrisch koordinierten
Halbleitern beliebige Schichtfolgen realisieren lassen. Um Verspannungseffekte
auszuschlieflen, eignen sich besonders Verbindungen mit nahezu identischer Git-
terkonstante, haufig finden GaAs und AlAs Verwendung. Im folgenden werden
wir uns daher exemplarisch auf Heterostrukturen aus GaAs/Al,Ga;_,As beziehen.
Bewegliche Ladungstrdager werden entweder durch optische Anregung oder aber —in
Form losgeloster Elektronen — durch rdumlich getrennt angeordnete Donator-Atome
bereitgestellt, z.B. durch Silizium, das in Al,Ga;_,As-Strukturen bei Wachstum in
{001}-Richtung als Substituent fiir Gallium oder Aluminium ins Kristallgitter einge-
baut wird. Durch den raumlichen Abstand von den ionisierten Storstellen wird die
Beweglichkeit der Ladungstrager sehr hoch, etwa einige 100 m?/Vs.

Die Bandliicke in der Al,Ga;_,As-Schicht kann durch das Mischungsverhiltnis x
eingestellt werden (Landolt-Bornstein, 1987°"). Es liegt typischerweise zwischen 20
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ABBILDUNG E.1: Schematische Darstellung einer GaAs/Al,Gaj_,As-
Heterostruktur: (a) Schichtabfolge mit Lage des 2DEG. (b) Bandkantenver-
lauf mit ionisierten Donatoren (o) oberhalb der Fermi-Energie. Das System
befindet sich im elektrischen Quantenlimes, wenn nur das unterste Sub-
bandkontinuum mit der Enveloppe (y(z) besetzt ist. (c) AFM-Bild (links)
mit Schnittprofil und REM-Bild (rechts) einer gedtzten Quantenpunkt-Probe
mit Gitterperiode 2 = 800 nm und einer geometrischen Breite der Quanten-
punkte von b = 240nm (aus Biese, 199713).

und 30 %. Die unterschiedlichen Bandliicken in den Schichten fithren zu Unstetigkei-
ten der Bandkanten als Funktion der Koordinate z in Wachstumsrichtung. Die Wech-
selwirkung der Ladungstrdger untereinander und mit den ionisierten, rdumlich fixier-
ten Donator-Ionen erzeugt schliefdlich ein selbstkonsistentes Potential V(z), das die Be-
wegung der Teilchen auf einen schmalen Bereich einschrankt — man spricht von einem
Quantenfilm. Wenn bei entsprechend tiefer Temperatur (einige Kelvin) nur das unterste
der durch das Einschlufipotential V(z) hervorgerufenen Subband-Kontinua E, (k) (mit
einem Wellenvektor k| in der Filmebene) besetzt ist, befindet sich das System im sog.
elektrischen Quantenlimes und man erhélt ein zweidimensionales Elektronengas (2DEG)
im engeren Sinn. Die Ausdehnung der Wellenfunktion (y(z) ist auf wenige Nanometer
begrenzt und kann ndherungsweise als 6-Funktion betrachtet werden, die im GaAs-
Bereich nahe der Grenzschicht lokalisiert ist [Abb. E.1 (a, b)].

Das 2DEG in einem dazu senkrecht angelegten Magnetfeld B zeigt bereits hochin-
teressante Phanomene wie den ganz- und gebrochenzahligen Quanten-Hall-Effekt, die
von v. Klitzing et al. (19803!) bzw. Tsui et al. (1982!'7*) entdeckt wurden. Diesem Sy-
stem lassen sich nun weitere, laterale Strukturen aufpragen: Durch Atzverfahren oder
geeignete Metall-Gate-Strukturen mit negativer Spannung kann die Dichte des dar-
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unterliegenden Elektronengases gezielt verarmt werden. So kdnnen langgestreckte,
quasi-eindimensionale Bereiche definiert werden, die man Quantendrdhte nennt, oder
sogar Sdulen gedtzt werden, in welchen die Ladungstrdger in punktférmige, ,, null-
dimensionale” Gebiete eingesperrt sind [Abb. E.1 (c)]. Die Herstellung von Quan-
tendrihten und -punkten kann auch durch geeignetes Uberwachsen der — in {110}-
Kristallrichtung atomar genauen — Bruchkante einer Schichtstruktur mit einer neuen
Heterostruktur realisiert werden (cleaved-edge overgrowth, erstmals durchgefiihrt von
Pfeiffer et al., 1990'3%; siehe auch Wegscheider et al., 1996'8"). Diese lassen sich nach
optischer Anregung von Exzitonen spektroskopisch untersuchen.

Eine Besonderheit von Feldeffekt-induzierten Quantenpunkten in dotierten Struk-
turen ist, dafs sie sukzessive mit Elektronen geladen werden kénnen, indem die steu-
ernde Gate-Spannung variiert wird. Dies wurde erstmals von Meurer et al. (1992117),
Ashoori et al. (19928) und McEuen et al. (1992'%) voneinander unabhingig demon-
striert. Diese Systeme werden hiufig als ,kiinstliche Atome” (Kastner, 199377) um-
schrieben (das variable elektrostatische Einschlufipotential iibernimmt dabei die Rolle
eines effektiven Kernladungspotentials) und sind Gegenstand der vorliegenden theo-
retischen Arbeit.

In der Tat weisen Halbleiter-Quantenpunkte starke Parallelen zu natiirlichen Ato-
men auf:* Das Energiespektrum der Elektronen hat wie in echten Atomen Schalen-
Charakter, und es wird sich zeigen, daf8 eine zur Atomphysik analoge Hundsche Regel
existiert, die die Spinkonfiguration eines N-Elektronen-Quantenpunktes festlegt.

Ein grofier Vorteil der kiinstlichen Quantenstrukturen gegeniiber echten Atomen
besteht allerdings in dem Umstand, dafs aufgrund der kleinen effektiven Masse
der Elektronen im Leitungsband und der schwachen Bindungsenergie (einige meV)
durch das Einschlufipotential bereits kleine Magnetfelder unter B = 10T ausreichen,
um interessante Effekte zu sehen, die sich aus dem Zusammenspiel von Coulomb-
Wechselwirkung, Landau-Quantisierung und Einschlufipotential ergeben. In Atomen
sind z.B. Niveaukreuzungen infolge eines Magnetfeldes erst bei einigen tausend Tesla
zu erwarten. Dies macht die Quantenpunkte zu einem faszinierenden Studienobjekt,
in dem die charakteristischen Langenskalen — diejenige des EinschlufSpotentials, die
magnetische Lange und der effektive Bohrsche Radius — alle in der gleichen Grofien-
ordnung liegen. Gerade die Auswirkungen der Elektron-Elektron-Wechselwirkung
im endlichen Magnetfeld weisen eine unerwartete Komplexitit auf.

In dieser Arbeit soll insbesondere dem Aspekt der Austausch-Korrelation im
Magnetfeld durch Einsatz eines erweiterten Dichtefunktional-Zugangs Rechnung
getragen werden. Bisherige Ansitze, z.B. von Darnhofer (1996*), haben Spin- und
Magnetfeldabhédngigkeit der Wechselwirkung nur unzureichend berticksichtigt. Mit
dem Konzept der Strom-Spin-Dichtefunktional-Theorie von Vignale & Rasolt (1988'77)
wollen wir diese Liicke schliefSen.

*Selbstverstandlich gibt es auch signifikante Unterschiede: So sind die Quantenpunkte sind in ei-
nem zweidimensionalen Raum eingebettet, der durch das 2DEG gegeben ist; dartiber hinaus ist das
Bindungspotential in echten Atomen im Zentrum divergent, wihrend die Elektronen in Halbleiter-
Quantenpunkten typischerweise durch ein harmonisches Oszillatorpotential gebunden werden.
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Additionsspektren kiinstlicher Atome

Die , Additionsenergie”, die benétigt wird, um ein weiteres Elektron in einen
Halbleiter-Quantenpunkt zu setzen, ist verwandt zur Elektronen-Affinitdt von Ato-
men (Ashoori, 1996°). Bei festgehaltener Elektronenzahl kénnen die Elektronen durch
Einteilchen-Anregungen in hohere Zustinde gehoben werden. Allerdings bewirkt
die Coulomb-Wechselwirkung eine erhchte Additionsenergie verglichen mit den
entsprechenden zu besetzenden Einteilchen-Niveaus. Diese Coulomb-Barriere erlaubt
schliefslich das separate ,Laden” einzelner Elektronen in den Quantenpunkt.

Die Rolle der Coulomb-Wechselwirkung wird von theoretischer Seite in vielféltiger
Weise diskutiert. Bereits das einfache, spiter genauer erlduterte constant-interaction-
Modell (McEuen et al., 1991'%) kann manche Merkmale der Additionsspektren qua-
litativ gut beschreiben, aber besonders der Ubergang zu hohen Magnetfeldern of-
fenbart die vom Magnetfeld beeinflufite Inhomogenitit des Systems und Austausch-
Korrelations-Effekte beim Ubergang in einen spinpolarisierten Zustand. Nach Ashoori
et al. (19937) sind zudem Probeninhomogenititen, aber auch unzureichend bekann-
te Modellparameter verantwortlich fiir die bis heute nicht erzielte quantitative Uber-
einstimmung berechneter Spektren mit den beobachteten Additions- und Anregungs-
energien.

Wir versuchen im Rahmen der numerischen Studien in dieser Arbeit zumindest
ein semiquantitatives Verstdndnis fiir die Ergebnisse jlingerer Experimente von
Tarucha et al. (1996'7°) zu gewinnen. Diese wurden an vertikalen Quantenpunkten
ausgefiihrt, die von einer ringférmigen Gate-Elektrode umgeben sind, mithilfe derer
das chemische Potential des Systems durchgestimmt werden kann (Abb. E.2). Der
Quantenpunkt wird in senkrechter Richtung durch eine Doppelbarrieren-Struktur
(DBH) aus 12.0nm Ing ¢sGag.95As zwischen zwei 7.5 und 9.0 nm dicken Barrieren aus
Aly»Gag7sAs definiert. Die Zumischung von In zu GaAs verschiebt den Leitungs-
bandboden unter das Fermi-Niveau der Kontakte, so dafs nichtlinearer Transport
durch die Doppelbarriere studiert werden kann. Das laterale Confinement ergibt
sich aus der herausgedtzten sdulenformigen Struktur. Wie spater (in Abschnitt 3.5)
genauer beschrieben, konnen die Elektronen resonant durch die Barriere tunneln
(erkennbar durch einen starken Anstieg des Stromes), wenn sich das chemische
Potential — eingestellt durch die Spannung an der Gate-Elektrode — in Resonanz mit
den Additionsenergien des Quantenpunktes befindet. Dies eroffnet eine Moglichkeit,
Additionsspektren wie in Abb. E.2 (a) zu messen.

Eine alternative Methode zur Bestimmung der Additionsenergien besteht in der
Kapazitits-Spektroskopie von Quantenpunkten. Miller et al. (1997"?) haben durch
Messung der differentiellen Kapazitdt von Quantenpunkt-Ensembles in einer Barrie-
renstruktur aus GaAs/AlGa;_,As ebenfalls die Schalenstruktur des Einteilchenspek-
trums demonstriert. Die Quantenpunkte entstehen hier durch selbstorganisiertes Wachs-
tum (Stranski & Krastanov, 19371¢°; Goldstein et al., 1985%*; Marzin et al., 1994!'!) von
InAs-Inseln auf einer GaAs-Schicht. Durch die etwas grofiere Gitterkonstante von InAs
kommt es zu Verspannungen, die die Ausbildung von flachen Inseln auf einer diinnen
Benetzungssschicht begiinstigt. Die diskreten Niveaus der Leitungselektronen, die in
den Inseln lokalisiert sind, liegen energetisch tiefer als in der iibrigen Schicht, wes-
halb die durch die Inseln gebildeten Quantenpunkte noch vor Besetzung der anderen
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ABBILDUNG E.2: (a) Oszillationen in der Strom-Gate-Spannungs-
Charakteristik bei B = 0T in einem Quantenpunkt mit einem geometrischen
Durchmesser D = 0.5um. Die Gate-Spannung an den Peakpositionen
entspricht der Additionsenergie py fiir ein weiteres Elektron zu einem
N-Elektronen-System. (b) Differenzen der Additionsenergien p — g1 in
Abhéngigkeit der Elektronenzahl N fiir unterschiedliche Durchmesser mit
einer schematischen Zeichnung der untersuchten Struktur. Man sieht, daf3
zur Addition eines dritten Elektrons zu einem System mit N = 2 Elektronen
die Gate-Spannung wesentlich mehr erhoht werden muf8 als zur Addition
des vierten Elektrons bei N = 3. Dies lafst sich mit der Schalenstruktur des
Einteilchenspektrums begriinden, die zu ,magischen” Elektronenzahlen
N =2, 6, 12, etc. fithrt. Austauschbedingte Spineffekte verursachen aufSer-
dem deutliche Zwischenminima fiir N =3 und N = 8.

(Nach Tarucha et al., 1996170)

Zustdnde geladen werden. Erstaunlicherweise sind die so gefertigten Quantenpunkt-
Ensembles extrem homogen, so dafs sie sich fiir die Beobachtung einer gut aufgeldsten
spektralen Schalenstruktur eignen.

Im endlichen Magnetfeld findet man neben typischen Niveaukreuzungen des
Einteilchenspektrums wechselwirkungsbedingte Modifikationen, zu denen auch
Austausch-Korrelations-Effekte gehoren, die durch eine Hundsche Regel im Magnet-
feld beschrieben werden kénnen. Wéhrend in den Experimenten von Miller (19981%)
Spineffekte im Magnetfeld nicht erkennbar sind, bestdtigt Tarucha (1998'¢°) die
Beobachtung von charakteristischen Strukturen, die auf spinpolarisierte Elektronen
an der Fermikante hindeuten.

Raman-Spektroskopie

Die Untersuchung von kollektiven Anregqungen in Quantenpunkten mithilfe von reso-
nanter Raman-Lichtstreuung ist erst in den letzten Jahren realisiert worden. Die Er-
zeugung von Teilchen-Loch-Anregungen zwischen Valenz- und Leitungsband durch
Absorption von Laserlicht mit einer Photonen-Energie in der Ndhe der fundamenta-
len Bandliicke, gefolgt von einem Rekombinationsprozefs mit Photonen-Emission, lafst
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das Valenzband unverdndert, kann aber durch Energie- und Impulsiibertrag zu ei-
ner Reihe von elektronischen Anregungen der Leitungselektronen fiithren. Die fiir die
Messung des Streuquerschnitts nétige Intensitét erzielt man durch ein Ensemble von
Quantenpunkten. Diese werden durch sog. holographische Lithographie als periodische
Muster in einen Photolack geschrieben; diese Maske wird durch ein geeignetes Atz-
verfahren (z.B. reaktives lonendtzen) auf das 2DEG {ibertragen. In Abb. E.1 (c) ist eine
auf diese Weise praparierte Probe zu sehen.

Bereits aus Ferninfrarot-Absorptionsmessungen an Quantenpunkt-Ensembles (Si-
korski & Merkt, 19891%%; Demel et al., 199038; Lorke & Kotthaus, 1990%; Meurer et al.,
199217) weifl man, dafl die kollektiven Ladungsdichteanregungen, die aus der An-
kopplung der Dichte an den Dipoloperator des langwelligen Lichtfeldes entstehen, im
Fall eines parabolischen Einschlufipotentials aufgrund des Verallgemeinerten Kohnschen
Theorems (Brey et al., 1989'”) denjenigen eines nichtwechselwirkenden Systems ent-
sprechen — der Dipoloperator kann nur Schwerpunktsbewegungen der Ladungsdichte
anregen. Die Beobachtung von Wechselwirkungseffekten ist daher nur méglich, wenn
die Anharmonizitidt des Confinements ausreichend stark ist (Gudmundsson & Ger-
hardts, 1991%°; Pfannkuche et al., 1994'3?; Gudmundsson et al., 1995%), oder im Fall
einer nichtparabolischen Leitungsbanddispersion (Darnhofer & Réssler, 1993%) bzw.
unterschiedlicher effektiver Massen in 2D-Lochgasen (Darnhofer, 1996%*).

Bei kleinem Impulsiibertrag gilt das Kohnsche Theorem auch fiir die Anregung
durch inelastische Lichtstreuung mit sichtbarem Licht; der Impulsiibertrag auf das
Elektronensystem kann aber durch Verwendung einer Riickstreugeometrie auch
wesentlich grofler sein, wodurch hchere Multipolmomente angeregt werden, deren
Spektren durch die internen Freiheitsgrade mitbestimmt sind.

Lockwood et al. (1996%) vergleichen Experimente an Quantenpunkten mit N > 100
Elektronen mit dem Einteilchenspektrum einer Hartree-Rechnung und interpretieren
die Ergebnisse als Manifestation einer Schalenstruktur, die sich im endlichen Magnet-
feld auflost und dadurch zu einer Aufspaltung der Intensititsmaxima fithrt. Zum
vollstandigen Verstandnis wiinschen sich die Autoren jedoch eine realistische Berech-
nung der kollektiven Ladungs- und Spindichteanregungen.

Schiiller et al. (1996'*) berichten {iiber Experimente an Quantenpunkten und
-drdhten, die sowohl Einteilchen-Anregungen (SPE) wie kollektive Ladungs- und
Spindichteanregungen (CDE und SDE) zeigen (Abb. E.3). Dabei ist entscheidend, daf3
sich die letzteren durch die Wahl der Polarisationsrichtungen des einfallenden und
detektierten Lichtes — zueinander parallel (polarisiert) oder senkrecht (depolarisiert) —
selektiv untersuchen lassen, wahrend SPE von der Streugeometrie unabhédngig sind
und daher in beiden Mefivarianten auftreten. Resonante Raman-Streuung begiinstigt
die Beobachtung unabgeschirmter Einteilchen-Anregungen (Klein, 1975%), da sie
durch Pole im Raman-Streuquerschnitt verstirkt werden. Diese Pole entsprechen
Teilchen-Loch-Anregungen zwischen Valenz- und Leitungsbandzustinden; Reso-
nanz entsteht, wenn die Frequenz des einfallenden Laser-Lichts mit deren Energie
tibereinstimmt.

Die Experimente wurden an tief-gedtzten Proben [siehe Abb. E.1 (c)] durchgefiihrt,
in denen Bereiche des 2DEG tatsdchlich entfernt werden. Flach-gedtzte Proben ha-
ben nach Strenz et al. (1994'%) den Vorteil einer hohen optischen Giite, da das 2DEG
unversehrt bleibt und die Entstehung von Zentren fiir nichtstrahlende Rekombina-
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ABBILDUNG E.3: Depolarisierte (a) und polarisierte (b) Raman-Spektren ei-
ner Quantenpunkt-Probe mit 240 nm Durchmesser fiir unterschiedliche Im-
pulstibertrége g bei einer Laser-Energie E; = 1600.7 meV. Der Index an den
kollektiven Moden SDE/CDE gibt die Anderungen N der Quantenzahlen
durch das laterale Confinement fiir diejenigen Ubergénge an, die die domi-
nanten Beitrdge zur beobachteten Anregung leisten (kleine Bilder). In (c) ist
die Resonanzverstarkung der Einteilchen-Anregungen (SPE) bei verdnder-
ter Laser-Energie sehr deutlich zu sehen. (Aus Schiiller et al., 1996'%%)

tion vermieden wird. Frithe Raman-Experimente von Goii et al. (1991°%) an flach-
gedtzten Quantendrihten zeigen eine lineare Dispersion der CDE beziiglich des Im-
pulstibertrags g (1ID-Plasmonen), wenn ¢q in Richtung des Drahtes (x) weist; diese Plas-
monen entsprechen Anregungen innerhalb der durch die laterale 1D-Strukturierung
geschaffenen Subbédnder E,(k,). Schmeller et al. (1994'%%) beobachten auflerdem in
den depolarisierten Spektren — sowohl fiir Intra- als auch Inter-Subband-Anregungen
vom SDE-Typ — deutliche Austausch-Korrelations-Effekte, die die Resonanzpositio-
nen zu niedrigeren Energien, verglichen mit den nackten SPE, verschieben. In ei-
nem weicheren Quantendraht-Confinement mit mehreren besetzten Subbandern fin-
den Strenz et al. (1994'%) eine g-Dispersion der Intra-Subband-Plasmonen, die der 2D-
Plasmondispersion dhnelt. Beziiglich des Impulsiibertrags senkrecht zur Drahtrich-
tung sind alle Spektren dispersionslos (Gofii et al., 1991°%), man spricht von lokalisierten
Plasmonen.

Fir Quantenpunkte erwartet man schliefllich tiberhaupt keine g-Abhdngigkeit der
energetischen Position der einzelnen Moden. Dies wird von den bisherigen Experi-
menten (Schiiller et al., 1996'>*; Biese, 1997'3; Schiiller et al., 1998'%°) auch bestitigt,
wie in Abb. E.3 (a, b) gezeigt.

Wahrend die zitierten Experimente an Quantenpunkten mit einigen hundert
Elektronen durchgefiihrt wurden, konzentriert sich meine Arbeit auf die Berechnung
der kollektiven Anregungen von Wenig-Elektronen-Quantenpunkten mit beliebiger
Spinpolarisation. Diese sind numerisch im Rahmen der hier vorgestellten Konzepte
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behandelbar und zeichnen sich dadurch aus, dafs schon wenige spinpolarisierte Elek-
tronen zu einer signifikanten Spindichte (verglichen mit der Gesamtdichte) fithren.
Bei endlicher Spindichte im Grundzustand verliert die Polarisations-Auswahlregel
ihre Giiltigkeit und Ladungs- und Spindichteanregungen kénnen simultan auftreten.
In Abhéngigkeit des angelegten Magnetfeldes lassen sich deshalb Spineffekte durch
die Wechselwirkung im Raman-Streuquerschnitt identifizieren. Raman-Experimente
mit dieser Zielsetzung sind noch nicht bekannt, weshalb wir praktische Realisie-
rungsmoglichkeiten diskutieren werden.

Aufbau der vorliegenden Arbeit

Diese Studie widmet sich der theoretischen Beschreibung der Grundzustandseigen-
schaften und der Raman-Spektroskopie von Quantenpunkten mit wenigen Elektronen
in einem dufieren Magnetfeld. Insbesondere der Spinfreiheitsgrad wird durch das von
uns angewandte Konzept der Strom-Spin-Dichtefunktional-Theorie zur Beschreibung
korrelierter Elektronen explizit berticksichtigt. Dazu gehort auch eine entsprechende
Erweiterung der Responserechnung fiir Raman-Streuung an spinpolarisierten Syste-
men.
Die fiinf Kapitel der Arbeit sind wie folgt gegliedert:

e KAPITEL 1 enthélt eine ausfiihrliche Ubersicht iiber die Konzepte der Strom-
Spin-Dichtefunktional-Theorie, die wir zur Beschreibung der Wechselwirkung
in einem inhomogenen Elektronensystem mit externem Magnetfeld verwenden.
Damit ist es moglich, im Rahmen eines erweiterten Kohn-Sham-Verfahrens die
Ladungs- und Spindichte des Grundzustandes zu berechnen.

e In KAPITEL 2 stellen wir die Grundlagen der k - p-Methode und der Enveloppen-
funktions-Naherung mit Hinblick auf die Halbleiter-Bandstruktur von GaAs zu-
sammengefafit dar. Dies fithrt auf die Effektiv-Massen-Naherung fiir die elektro-
nischen Zustdnde in Quantenpunkten. Die Enveloppenfunktions-Ndherung ist
auflerdem zur Behandlung von inelastischer Lichtstreuung in Quantenstruktu-
ren sehr niitzlich.

e Die numerischen Ergebnisse der Grundzustandsrechnungen fiir Halbleiter-
Quantenpunkte in GaAs werden im KAPITEL 3 diskutiert. Wir vergleichen
berechnete Additionsspektren mit dem Experiment und diskutieren die Aus-
wirkungen einer verallgemeinerten Hundschen Regel im Magnetfeld sowie das
Phanomen spontaner, korrelationsbedingter Strome ohne dufSeres Magnetfeld.

e Die Grundlagen der theoretischen Beschreibung von inelastischer Lichtstreu-
ung an Quantenstrukturen enthdlt KAPITEL 4. Darin gehen die Konzepte aus
dem zweiten Kapitel wieder ein. Auch die oben angesprochene Polarisations-
Auswahlregel wird im Detail diskutiert.

e KAPITEL 5 beschiftigt sich schliefslich mit der von uns verwendeten Methode
zur Berechnung der Raman-Spektren. Die Behandlung von Systemen mit be-
liebiger Spinpolarisation beinhaltet einen Mechanismus, der zur Aufhebung der



EINFUHRUNG 13

Polarisations-Auswahlregel fiithrt. Daneben diskutieren wir die Implikationen
des Verallgemeinerten Kohnschen Theorems sowie die Methode der Summenre-
geln, die ein Testverfahren der numerischen Resultate bereitstellt.

e Mit der Diskussion der numerischen Ergebnisse schliefist KAPITEL 6 die Arbeit ab.
Im Rahmen der Resultate fiir Wenig-Elektronen-Quantenpunkte versuchen wir,
eine Moglichkeit aufzuzeigen, wie magnetfeldabhédngige Spin-Effekte in zukiinf-
tigen Raman-Experimenten identifiziert werden kénnen.

Oliver Steffens Regensburg 1999
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KAPITEL 1

Strom-Spin-Dichtefunktional-Theorie

Ein praktikables und vielfach bewé&hrtes Verfahren zur Behandlung von wechselwir-
kenden Vielteilchensystemen stellt die Dichtefunktional-Theorie (DFT) dar, deren fun-
damentales Konzept in der Abbildung des wechselwirkenden Systems auf ein nicht-
wechselwirkendes Hilfssystem besteht. Zentral ist dabei die Erkenntnis von Hohen-
berg & Kohn (1964%), dafl die Grundzustandswellenfunktion des Vielteilchensystems
unter einfachen Voraussetzungen durch eine umkehrbare Abbildung mit der Grund-
zustandsdichte verkniipft ist. Damit sind alle Erwartungswerte beziiglich des Grund-
zustandes Funktionale der Dichte, die nun anstelle der Wellenfunktion zur Beschrei-
bung des N-Teilchen-Grundzustands verwendet wird. Infolgedessen reduziert sich
das 3N-dimensionale Problem auf ein dreidimensionales; dies macht die numerische
Losung auch fiir grofie Teilchenzahlen N realisierbar.

In diesem Kapitel soll die von Vignale & Rasolt (1987'76) entwickelte Erwei-
terung fiir Vielteilchensysteme im Magnetfeld dargestellt werden. Die Moti-
vation fiir eine derartige Erweiterung findet sich in der Vielzahl von Effekten,
die sich aus der Kopplung eines externen Vektorpotentials an die orbitale Be-
wegung ableiten. Das einfachste Beispiel ist die Landau-Quantisierung fiir ein
homogenes Elektronengas (Landau & Lifshitz, 1965%°), dazu z#hlen aber auch
der Aharonov-Bohm-Effekt (1959%) oder der de Haas-van Alphen-Effekt (siehe
Ashcroft & Mermin, 1976°); des weiteren wurden speziell in mesoskopischen Sy-
stemen Phdnomene wie persistent currents (Cheung et al., 1988%°; Lévy et al., 1990%;
Chandrasekhar et al., 1991%) sowie charakteristische Magnetfeldabhingigkeiten von
Magnetisierung (Oosterkamp et al., 19981%), Warmekapazitit (Maksym & Chakra-
borty, 1990'%) oder Transportverhalten (Imamura et al, 1998%) untersucht, die
mafigeblich durch die Wechselwirkung beeinflufit werden.

Notwendig ist die Neuformulierung der DFT mit Magnetfeld aber nicht etwa, weil
das Hohenberg-Kohn-Theorem® nicht linger anwendbar wire, sondern um eine
explizite Abhédngigkeit der auftretenden Funktionale vom externen Vektorpotential
zu vermeiden. Dann lassen sich die {iiblichen Verfahren der DFT (Kohn-Sham-
Gleichungen,® Lokale-Dichte-Ndherung*') zur Berechnung der Grundzustandsei-
genschaften in analoger Form anwenden.
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1.1 Das verallgemeinerte Hohenberg-Kohn-Theorem
Wir betrachten den Vielteilchen-Hamiltonoperator

H=T+W+7, (1.1)

wobei, ausgedriickt durch die Feldoperatoren '(Apl(r) und {ba(f) fur die Spinzustidnde
o = 1 bzw. | und die zugehdorigen Dichteoperatoren A, (r) = ¥ (r),(r),

=15 [@rdlmvi,m, (12)
W=2 3 [ [@r We OB, )b, 13)
=3 U,ZU, , i of o +(1), .
V= / Lrvae) [mit i) = 3 )] (1.4)

den Operator der kinetischen Energie, die interne Wechselwirkung und die Kopplung
an das externe Potential bezeichnen. In der Arbeit von Hohenberg & Kohn (1964)
wird fiir eine festgelegte Teilchenzahl N die Umkehrbarkeit der nach Konstruktion
surjektiven Abbildung

Vo>GoN, Ve |V —n, (1.5)

bewiesen, die jedes externe Potential V € 1/ auf seinen (nach Voraussetzung nicht ent-
arteten) Grundzustand |W) € G und letzteren auf die Grundzustandsdichte n(r) = (V|
5, [ &3 i), (r) |¥) € N abbildet. Dabei werden Potentiale, die sich nur um einen
konstanten Term unterscheiden, als dquivalent betrachtet.

Im Fall entarteter Grundzustdnde kann man zwar eine dhnliche Abbildung (nun je-
weils auf die Mengen der entarteten Grundzustdnde und deren Dichten) formulieren,
man verliert aber die eindeutige Beziehung zwischen dem externen Potential und einer
speziellen Grundzustandsdichte (siehe Dreizler & Gross, 1990*").

Die besondere Bedeutung des Hohenberg-Kohn-Theorems liegt darin, dafs sich alle
Erwartungswerte beziiglich eines Grundzustandes |W[n]) als Funktional der Grund-
zustandsdichte 7(r) schreiben lassen. Insbesondere kann man fiir jedes V € % und
n' € N\ folgendes Energiefunktional definieren:

Ey[n'] = (W' I[(T+ W + V)|W[r']) = Fux[n'] + / dBr V(' (r), (1.6)

welches aufgrund des Variationsprinzips fiir die Grundzustandswellenfunktion |W[n])
genau fiir n’ = n minimiert wird (wobei n die Grundzustandsdichte des Potentials
V sein soll). Das Hohenberg-Kohn-Funktional Fk[n'] ist universell (d.h. es ist von
V unabhingig) und nur durch die Art der internen Wechselwirkung festgelegt. In
Gegenwart eines externen Vektorpotentials A hdngt Fik[n'] jedoch parametrisch von
A ab, da nun der kinetische Operator T durch ﬁ S, Jd3r {ﬁ};(r) [h' % + %A(r)]2 zApU(r) zu
ersetzen ist. Dartiber hinaus wollen wir den Spinfreiheitsgrad explizit berticksichtigen.
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Nur so konnen spinabhédngige Austausch-Effekte im Rahmen des Dichtefunktional-
Konzeptes untersucht werden, wie sich im folgenden Abschnitt zeigen wird.

Nach Vignale & Rasolt (1988'77) schreiben wir den Hamiltonoperator mit Magnet-
feld in der Form

— T4 3 5 € [ 43,7 ¢’ 3,5 2
H=T+W+ Z/d PV, (), () + E/d 77,0 A+ 5 Z/d r iy (1) A%(P),
(1.7)
mit dem Operator der paramagnetischen Stromdichte*
: n < (2t yod 2t (1)
1,0 = 5= 3 { DOV, () VLD, } (18)

g

Das spinabhiéngige Potential V3, (r) = V(r) & % gupB(r) enthélt sowohl das skalare Po-
tential V(r) als auch die Ankopplung an die Spindichte §(r) = 7i4(r) — 71 (r) durch den
Zeeman-Term H; = % gupB(r)3(r) mit dem Bohrschen Magneton pg = fie/(2mc). Dabei
setzen wir der Einfachheit halber voraus, dafs das Magnetfeld B(r) nur in eine Raum-
richtung zeige. [Eine Erweiterung fiir den Fall rdumlich variabler Magnetfeldrichtung
findet man bei Vignale & Rasolt (1988'77).]

Die physikalische (orbitale) Stromdichte j(r), deren Heisenberg-Darstellung die Kon-
tinuitdtsgleichung o7 (r,t)/0t + V - j(r,t) = 0 erfiillt, ist die Summe aus paramagneti-
scher und diamagnetischer Stromdichte:

f0) =7, +7,0) =1, + ~—A()AG). (L9)

Die Erwartungswerte der Operatoren werden im folgenden ohne das Symbol ,"” ge-
schrieben. Der Beitrag j(r) = 3¢ V X s(r) des Spins zum Gesamtstrom ist durch die
Spindichte s(r) = s(r)B (in Richtung des Magnetfeldes B) vollstindig festgelegt und
muf nicht extra behandelt werden.

Analog zur urspriinglichen DFT erhdlt man ein verallgemeinertes Hohenberg-
Kohn-Theorem (Vignale & Rasolt, 1988'77) der Strom-Spin-Dichtefunktional-Theorie
(CSDFT), welches besagt, daf8 Vi(r), V| (r) und A(r), sowie der zugehorige (nicht-
entartete) Grundzustand |W), eindeutig durch die Grundzustandsdichten n+(r), n,(r)
und j,(r) bestimmt sind. Die Abbildung

{VT X % Pz g — NT X N¢ X ]P/ (VT’ Vi,A) — |L|J> — (m,ni,jp) (110)

ist also umkehrbar.! (Wiederum werden Potentiale, die sich nur um eine additi-
ve Konstante unterscheiden, nicht unterschieden.) Man erkennt nun, warum die
Einfiihrung von j, notwendig war: Mit jeder Eichtransformation des Vektorpotentials

*Der etwas irrefithrende Name geht auf Vignale & Rasolt (198717%) zurtick; der Index ,,p” kann alter-
nativ als Erinnerung an den kanonischen Impuls gedeutet werden, der in der Definition (1.8) auftritt.

THier wird vorausgesetzt, dafl die Dichtetupel (ny,ny, jp) - in der Sprechweise der DFT — (V;,, A)-
darstellbar” sind, d.h. als Grundzustandsdichten physikalischer Potentiale {iberhaupt auftreten. Eine
Diskussion der Darstellbarkeit findet sich in dem Buch von Dreizler & Gross (1990).
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muf sich auch j, (im Gegensatz zu j) transformieren.t Der Beweis des Theorems
erfolgt iiber einen Widerspruch: Angenommen, zwei verschiedene Potentialtupel
(Vy, Vy, A) # (V4, V], A') hitten identische Grundzustandsdichten; seien ferner H und
H' die entsprechenden Hamiltonoperatoren, und |W) # |¥') die zwei Grundzustinde
mit den Energien E und E'! Wenden wir das Variationsprinzip fiir die beiden
Hamiltonoperatoren an, so folgt:

E=(Y|H|V) <(V|H|V) = (VI[[H + (H - H)]|W)
—E'+Y / &1, (r) [Vo(r) — V(1))

.
2mc?

+: / & )[40 = A0 + 515 / drn,(r) [A%0) - A%@)] . (1.11)

Eine zweite Abschitzung erhilt man fiir E’ durch Vertauschen der gestrichenen und
ungestrichenen Variablen. Addiert man beide Seiten und setzt (n+, 1y, j,) = (n4, 1}, ),
resultiert der Widerspruch E + E’ < E' 4 E. Damit ist die Injektivitdt bewiesen.

Somit konnen wir wieder ein Energiefunktional definieren, dessen Minimum durch
Einsetzen der Grundzustandsdichten (n4,1,, j,) erreicht wird:

Ev,aliy,ml, jy1 = i, i1+ 5 [drm, V)

62

=Y / &ril (1) AX(r) (1.12)

e [arji(o).
+4 [&rim-An+ 5

mit dem universellen Funktional F[n}, ], j,] = (W[}, n}, j,] (T + W)|LIJ[n’T, n|, j,l), das
nicht von den externen Potentialen abhédngt [beachte die Definition (1.2) von T ohne
Vektorpotential!].

Eine Bemerkung am Rande: Aus der Dirac-Gleichung erhélt man relativistische Kor-
rekturen, zu denen neben dem Zeeman-Term u.a. auch der Spin-Bahn-Kopplungsterm

_n

H. —
T 2m2e2

6 (Vv x (p - SA) (1.13)

*Eine Formulierung basierend auf ny,; und j wurde von Diener (1991%) vorgeschlagen; fiir diese
existiert ebenfalls ein Hohenberg-Kohn-Theorem, nach welchem die Grundzustandsdichten 7/, und j
die externen Potentiale eindeutig bis auf eine Eichtransformation bestimmen. Allerdings eignet sich dieser
Zugang weniger fiir lokale Naherungen (siehe Abschnitt 1.4), da in einem quasi-homogenen System die
physikalische Stromdichte im Zentrum, wo die Dichte konstant ist, verschwindet; infolgedessen muf3
die gesamte Information tiber das externe Magnetfeld in den Randstromen enthalten sein (siehe Vignale,
199517%) — eine ausgesprochen nicht-lokale Beziehung!

$Im Fall des einfachen Hohenberg-Kohn-Theorems folgt aus der Annahme |W) = |W') sofort der Wi-
derspruch (H — H')|W) = (E — E")|¥) = V(r) — V'(r) = E — E’' = const, was die Injektivitdt der ersten
Teilabbildung beweist. Diese miissen wir an dieser Stelle leider voraussetzen, da die analoge Betrach-
tung aufgrund des vorhandenen Vektorpotentials nicht zum Widerspruch fiihrt. Der Fall, daf} zwei
unterschiedliche Potentialtupel zu identischen Grundzustédnden fiihren, scheint allerdings dufSerst un-
wahrscheinlich.
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mit dem Spinoperator /ig zdhlt. Schon unter der Beschrankung auf eine Spinkom-
ponente (in Richtung des Magnetfeldes) wird die Erweiterung des Hohenberg-Kohn-
Theorems auf die neuen Observablen

h n o o o
L T _ i
fre = 5= { BUOVo ) = [V DD (1) | (1.14)
erforderlich, da die Spin—Bahn—Energiekorrektur

Eso /df‘

eine entgegengesetzte Kopplung an die verschiedenen Spinstromdichten beinhaltet.
Nimmt man an, daf$ in realistischen Situationen auch die anderen Spinkomponenten
senkrecht zum Magnetfeld wichtig werden, mufS man zu einer allgemeineren Beschrei-
bung in den Variablen

Map(r) = <zz;<r>zza<r>> = n,(r),
Jrap(r) = <w5<r>wa<r> [VE0IPa(r) = fisa(r) (1.16)

tibergehen (Vlgnale & Rasolt, 1988'7). Dies wird hier jedoch nicht weiter verfolgt.

Die Relation B = V x A fiihrt zu einer gewissen Redundanz in der Beschreibung
des Grundzustandes als Funktional von (13,7, j,). In der Tat sind in dieser Formu-
lierung auch Systeme, in denen B und A unabhingig sind, zugelassen, sofern wir sie
in die Menge 74 x V] x 4 aufnehmen. Wird B =V x A aber sinnvollerweise voraus-
gesetzt, so kann die CSDFT auf eine Formulierung reduziert werden, in der nur noch
die Grundzustandsdichte n und die Summe der paramagnetischen und Spin-Strome
jp + js als unabhingige Bestimmungsgrofien auftreten (Capelle & Gross, 1997%).

VV(r) X (jpr — ]m)} — % [VV(r) x A(r)]g [n4(r) — m(r)]}
(1.15)

1.2 Kohn-Sham-Formalismus

Das Hohenberg-Kohn-Theorem ermdglicht die eindeutige Konstruktion eines nicht-
wechselwirkenden Hilfssystems (Kohn & Sham, 1965%), das die gleichen Grundzu-
standsdichten (14,7, j,) wie das physikalische Vielteilchensystem aufweist.! Dazu
zerlegen wir das Funktional F[n}, n, j;] in Gl. (1.12) wie folgt:

1
Flig, ), ] = Ty, i+ 5 [ & [ Wer o' () + Exclint, o, 7,
(1.17)

das Funktional T, bezeichnet hier den Erwartungswert des Operators T fiir ein wech-
selwirkungsfreies System,

Ts[ana Tli, ]Ip] = <L|J0[7’lfr, i’li, ];7” T |L|J0[7’lfr, Tli, ];7]>/ (118)

YHier setzen wir die Darstellbarkeit der Dichten durch ein nichtwechselwirkendes System, also durch
eine Slater-Determinante, stillschweigend voraus. Die Bedeutung sog. ,Ensemble-reprasentierbarer”
Dichten*! wird im Zusammenhang mit der Arbeit von Lubin et al. (1997'%") an anderer Stelle (S. 69)
diskutiert.
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mit dem Grundzustand |Wo[n},n], f,]); der zweite Term beinhaltet die klassische
elektrostatische Wechselwirkung, und E,. enthilt sdamtliche Korrekturen durch Aus-
tausch und Korrelation. Wir suchen V,(r) und As(r) fiir ein nichtwechselwirkendes
N-Teilchen-System, das sog. Kohn-Sham- oder KS-System, dessen Dichten

ny(r) = z Fao|Paoc(®)]? (fao: Besetzungsfaktor, s.u.), (1.19)

e

Jo(r) = 2—511 S fao {PasMVPao(1) = [V, (N]lpa, (1)} (1.20)

sich aus den normierten Losungen der Schrodinger-Gleichung

HKSUSDaU(r) = [% (P + SAS(T'))Z + Vso(r):| (pow(r) = 50{0@&0(1’) (121)

1 fureg, < p

.. sind durch das chemische
0 flireqg, > p

berechnen. Die Besetzungsfaktoren f,, = {

Potential p bzw. durch die Nebenbedingung z fae =N = / d’r n(r) festgelegt.

Das Energiefunktional fiir das Kohn-Sham-System Hksg lautet:

BV, oalih il = Tl i1+ 5 [ e n)Veo(r)

e 1 ).
+2 [drjyn-am+ 5o

2
3 Z / d®rn (r)A%(r) (1.22)
und soll nach Konstruktion ebenfalls durch (14,1, j,) minimiert werden:

6 (Evypa — BN = [&rn'(n)]) 5 (EY, .0, — WIN = [Srr'@)])

= O = ’
on!, on!,

(4/457p) (11117p)

(1.23)
0
OEv,,.a —0= 6EV-T/¢’AS (1.24)
5 -I t, .
Ty (14737 Ty (14/1,7p)

Nach Einsetzen von (1.12,1.22) und Ausfiihren der Variationsableitungen erhalt man:

0E e2 2
3.1 ! ! Xc A2 — AZ
[ & wemne)+ 5 AV g A0 = Vel + A
o 15 ,LJ}J)(")
(1.25)

O0E, e e

= +-A®r) = -Adr). (1.26)
] . C [
Pl (g, my, 7))

Damit sind die (nach dem Hohenberg-Kohn-Theorem eindeutigen) effektiven Einteil-
chenpotentiale V,, und A, gefunden.
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Wir definieren das Hartreepotential Vy(r) fiir die Coulomb-Wechselwirkung
W(r,r') = k1e*|r — #/|"! (mit einer relativen Dielektrizititskonstanten x) , die
skalaren Austausch-Korrelations-Potentiale V,.,(r) und das Austausch-Korrelations-
Vektorpotential A,.(r) als

_ 62 3.1 n(rl)
Vi) == /d grast (1.27)
0E, [n},n, 1
Vol = T ] : (1.28)
" (11,14,7)0)
OEy[ni,n), §!
pln) = S (129
C 0 7 ,
(nTﬂlJ,a]V)(r)
Damit erhalten wir die Schrodinger-Gleichung

2 2
!% {% +5140)+ Axc(r)l} + o {70~ 140 + AT}

+ Vo (r) + Viu(r) + Vieo () | ac(r) = €aoPas(r), (1.30)

die zusammen mit den Gln. (1.19,1.20) eine Verallgemeinerung der KS-Gleichungen®
darstellt, deren selbstkonsistente Losung (14,7, j,) die gesuchten, physikalischen
Grundzustandsdichten sind. Man beachte, dafs A; = A + A, in GL (1.30) nur
linear erscheint!

Die Grundzustandsenergie des wechselwirkenden Systems ist nach Einsetzen von
(1.22) in (1.12) gegeben durch:

_ é , n(en(r)
E= ;faaaag - E/d3r/d3r =7
=3 [drngVieor) = [, Aclr) + Exclng,m, 1 (1.31)

Abschlieflend sei noch erwahnt, daff die Formulierung der Selbstkonsistenz-
Gleichungen ohne A,. dem Konzept der Spin-Dichtefunktional-Theorie [SDFT,
siche von Barth & Hedin (1972°), Rajagopal & Callaway (1973'%) und andere
Referenzen®**'8] entspricht, das in magnetischen Systemen Anwendung findet. In
dieser Formulierung, die die Kopplung der orbitalen Strome an das Vektorpotential
vernachléssigt, ist es moglich, durch die Losung der KS-Gleichungen die physikalische
Spindichte s(r) zu berechnen, die an das Zeeman-Feld 3¢ B(r) koppelt und in der ein-
fachen DFT nicht explizit in Erscheinung tritt (infolge des Hohenberg-Kohn-Theorems
aber eindeutig definiert ist). Die dazu notigen Informationen miissen allerdings in
Néherungen der (exakt nicht bekannten) Austausch-Korrelations-Energie enthalten
sein (vgl. Abschnitt 1.4). Letztere ist nun ein Funktional von 74 und 1}, das nicht mehr
parametrisch von B abhdngt. Auf diese Weise konnen spontane Symmetriebriiche,
wie sie in ferromagnetischen Substanzen auftreten, beschrieben werden. Nimmt
man a priori an, dafl der Grundzustand stets unpolarisiert ist, kann man auf die
Spinabhdngigkeit von V; verzichten.
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1.3 Eichinvarianz

Wahrend die physikalische Stromdichte j(r) bei einer Eichtransformation des Vektor-
potentials A(r) — A(r) — VA(r) (mit einer beliebigen skalaren Funktion A) invariant
bleibt, transformiert sich ],,(r) gemdfs Gl. (1.8) nach j,(r) + . —n(r)V/A(r).

Die Eichinvarianz des im letzten Abschnitt dargelegten Verfahrens tiberpriift man,
indem die Eigenschaften aller Funktionale unter der Transformation j;,(r) — j’p(r) +
- n'(r)V/A(r) untersucht werden. Die Wellenfunktionen verdndern sich wie folgt:

., N
W, i, 7, + nVMGnD—enarizAmwﬂ
=1

Wlni, n, j;]({ri}); (1.32)

g; ist hier der Spin-Projektionsoperator mit den Eigenwerten %1 fiir 1/]. Damit ermit-
telt man das Transformationsverhalten des Funktionals F:'7”7

F[ni,n, ]p + n 'VA] =

Flnf, ], ]+ /d3r]p(r) VA®) + 5 z /d3rn{,(r)|w\(r)|2. (1.33)

Diese Transformation hangt nicht von der Grundzustands-Wellenfunktion |W) selbst
ab und gilt gleichermafien fiir das Funktional T; ohne Wechselwirkung. Daraus fol-
gern wir:

Ed%%%+£%WM
= P[nT, ni, ]p ptl 'VA] — [”T’ ni, ]p ol 'VA]
-5 / &r / d3r' W(r, ) (1)’ ()

= F[nl, ), j,] = T, ), ] — 2/d3 /d3r’W(r (' (¢

= Exc[nm n¢7 ]p]- (1.34)
Aus dieser Gleichung kann man die komplette Eichinvarianz des Kohn-Sham-
Formalismus ableiten (Vignale & Rasolt, 1988'77). Eine wichtige Konsequenz ist
schlieflich, daf das Austausch-Korrelations-Funktional nicht explizit von jj, abhéngt,

sondern nur tiber die Kombination v’ =V x (j;,/n), die als Vortizitit'’® bezeichnet
wird. Wir kénnen also ein neues Funktional

Exe[ni,n), 0"l = Exlng, nl, 7] (1.35)

einfithren, wobei die Tilde iiber E,. im folgenden weggelassen wird.

1.4 Lokale Naherungen

Um mithilfe der KS-Gleichungen tatsachlich die Grundzustandsdichten und -energien
berechnen zu kénnen, bedarf es freilich noch gewisser Naherungen. Da in E,. die ge-
samte Vielteilcheninformation enthalten ist, bedeutet das Wissen um das exakte Funk-
tional bereits die vollstdndige Losung des Problems. Um dennoch einen brauchba-
ren Ausgangspunkt fiir ein ndherungsweises Losungsverfahren zu bekommen, wurde
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im Rahmen der einfachen DFT die Lokale-Dichte-Niherung (local density approximation,
LDA,; siehe Dreizler & Gross, 1990*!) vorgeschlagen: Man approximiert E,.[n'] durch

E.[n'] ~ / Sre (') n'(@), (1.36)

wobei £,.(n°) die Austausch-Korrelations-Energie pro Teilchen eines homogenen Sy-
stems mit der vorgegebenen Dichte ist.

Der Giiltigkeitsbereich der LDA geht nach praktischen Erfahrungen weit iiber
diejenigen Systeme hinaus, deren Grundzustandsdichte nur schwach auf der
Langenskala der Vielteilchenkorrelationen variiert. Dreizler & Gross (1990*!) ar-
gumentieren folgendermaflen im Rahmen einer Diskussion, die auf der Technik
der Kopplungskonstanten-Integration beruht: Die Grundzustandsenergie E fiir
eine festgehaltene Dichte n 1aft sich mithilfe des Hellmann-Feynman-Theorems in
Abhiangigkeit der Kopplungskonstanten A = 0...1, die als Vorfaktor das Zuschalten
der Wechselwirkung steuert, schreiben als

= T.[n] + / &r Vn(r) + - / &r / & W(r, ¥)nrn') + Exln]

dH)

_E()\_l)—E(O)—I—/ dAdE(/\)_E(OH—/ <;1A<L|JA s

LIJA> ; (1.37)

durch Identifikation des Integrals {iber Al mit den entsprechenden Termen der ersten
Zeile kann man die Austausch-Korrelations-Energie ermitteln:*!

1
E[n] = % /0 dA / &r / & Wir, )

x [(Wa](A(r) = n(m)(A@") = n())|Wx) = n@)d(r — )]
1 1
=5 [&r [&r W rmem() [ dX g, ln) -1, (138)

welche als die Wechselwirkungsenergie der Elektronen mit dem Austausch-
Korrelations-Loch  py(r, 7', [n]) = n(#')[g(r,7',[n]) — 1] interpretiert werden kann
(Perdew & Langreth, 1975'%; Gunnarsson & Lundqvist, 1976°').  Dabei ist

Q(r, 7', [n]) = fol dAgx(r, 7', [n]) die Mittelung der Paar-Korrelationsfunktion

(Wala(na(r)|W,) _ (=1
n(r)n(r') n(r)

tiber die Kopplungskonstante A. Die exakte Austausch-Korrelations-Energie pro Teil-
chen fiir eine Wechselwirkung der Form W(r, ') = W(|r —#/|) ist dann (mit y = ' — r)

ga(r, 7', [n]) = (1.39)

ewlr,ln) = 5 [dydm Wppetr,y, [ (1.40)

IDazu ist zu beachten, da Hy = T + AW + V, ein A-abhingiges Potential enthalt, welches fiir jedes
A die geforderte Grundzustandsdichte 7 liefert!
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mit dem sphérisch-gemittelten Austausch-Korrelations-Loch py(r, y, [n]) = (4m)~* [dQ,
Pxc(r, 7+ y,[n]). Der Vergleich mit der LDA (1.36) zeigt, dafd dieser Ausdruck bereits
dann gut mit demjenigen fiir ein homogenes System,

1
eln’) = 5 [dyamP W@y, '), (1.41)

tibereinstimmt, wenn das sphirisch-gemittelte Austausch-Korrelations-Loch gut durch
phom(y, n(r)) beschrieben wird. Fiir Wasserstoff-artige Atome wurde diese Vor-
aussetzung von Gunnarsson, Jonson & Lundqvist (1979%°) numerisch verifiziert.
Sie tbertragt sich direkt auf die CSDFI-Erweiterung mit (n4,7,, j,)-abhéngiger
Austausch-Korrelations-Energie. Unsere Rechnungen fiir mesoskopische Quanten-
punkte zeigen eine gute Ubereinstimmung mit Ergebnissen exakter Diagonalisierung
(siehe Abschnitt 3.3), was die Verwendung der lokalen Ndherung auch in diesen
Systemen rechtfertigt.

Die Verallgemeinerung der LDA innerhalb der CSDFT lautet (Vignale, Rasolt &
Geldart, 1990'7)

Euclith, o1 % [ drese (i), my(r),2'() () (1.42)

und erlaubt eine magnetfeld- und spinabhdngige Beschreibung der Austausch-
Korrelations-Energie. Wie in der Arbeit von Vignale & Rasolt (1988'77) betont wird,
liefert eine lokale Néherung unter expliziter Benutzung von j,(r) keine neue Infor-
mation, da fiir Systeme mit homogener paramagnetischer Stromdichte die Vortizitat
stets verschwindet. Damit schrankt man die Klasse der homogenen Systeme auf
diejenigen mit ©° = 0 ein. Die Verwendung der lokalen Vortizitit, v° = v'(r), gestattet
jedoch tatsdchlich eine Erweiterung: Aufgrund der Translationsinvarianz und der
Stromerhaltung gilt in homogenen, abgeschlossenen Systemen jom = 0, und damit:

. e
Jphom = _%noAhom- (143)

Fiir das Magnetfeld des homogenen Systems folgt daraus sofort:

mc f phom mc
Bhom =V X Apom = —7V X ]p;lg = —77)0 = const; (1.44)

es ist also durch die lokale Vortizitdit des inhomogenen Systems definiert. Die
Austausch-Korrelations-Energie pro Teilchen

exc (n3,1],0°) = exc (n%, 1), Bhom) (1.45)

wird analog zur LDA mit der lokalen Dichte gewichtet und integriert. Wie in Vigna-
le (1995'7) dargelegt darf Bpom nicht mit dem externen Magnetfeld B =V x A ver-
wechselt werden, obwohl im Fall |j| < |j,| das Feld des homogenen Systems durch
B approximiert werden kann.

Die Austausch-Korrelations-Energie der einfachen LDA ist wie Fyx explizit vom ex-
ternen Vektorpotential abhiangig. Eine Beschreibung von E,. gemafs Gl. (1.36) setzt vor-
aus, dafS das zugrundeliegende homogene System unpolarisiert und keinem dufSeren
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Magnetfeld unterworfen ist. Damit wird die Magnetfeldabhidngigkeit von Austausch
und Korrelation nur bedingt beriicksichtigt (ndmlich in Form der selbstkonsistenten
Grundzustandsdichte). Ferner werden Spineffekte unterschlagen, da E,. keinerlei In-
formation tiber den Einfluf$ einer lokalen Spindichte enthalt. Letzteres kann bereits im
Rahmen der SDFT behoben werden, wenn man anstelle €,.(1") die Energie fiir ein ho-
mogenes System mit beliebiger Spinpolarisation einsetzt, £,.(n], n). Dies entspricht ei-
nem homogenen System mit Zeeman-Feld, das nach dem Hohenberg-Kohn-Theorem
der SDFT (von Barth & Hedin, 1972°) durch (n{, n) eindeutig festgelegt ist (der Einfluf3
des Vektorpotentials Anom wird dabei aber immer noch vernachldssigt).

Wir bezeichnen die erweiterte LDA mit variabler Spindichte (aber Apom = 0)
als Lokale-Spindichte-Niherung (LSDA), und die allgemeine Form (1.42) als Lokale-
Vortizitits-Spindichte-Niherung (LVSDA).

Aus der Verkniipfung von Zeeman-Feld und Vektorpotential, B =V x A, leiten Ca-
pelle & Gross (1997%) die Beziehung

Exlnt,my, o' = B,V x (G, + 0/n')1, (1.46)

ab, wobei fiir eine konstante Spindichte s” der Beitrag von j’ verschwindet. Damit ist
Exc in Gl. (1.45) nur noch eine Funktion von n° und v° = —eBpom/(1mc), die s° festle-
gen. Fiir die Beschreibung inhomogener Systeme mithilfe der LVSDA schopfen wir
dennoch den formalen Spielraum der CSDFT voll aus (vgl. Abschnitt 1.1): Die Spin-
polarisation des (fiktiven) homogenen Systems sei also im folgenden unabhingig von
dem Vektorpotential Ay, an das die orbitalen Strome koppeln.

Ein bedeutender Aspekt der LVSDA betrifft den erweiterten Giiltigkeitsbereich
im Vergleich zur LDA und LSDA: Da die charakteristische Linge eines homoge-
nen Systems im Magnetfeld Bp,yn bestimmt wird durch die magnetische Ladnge
¢ = \/hc/(eBhom), mit welcher die Ausdehnung der Einteilchen-Wellenfunktionen
skaliert, gibt es neben dem Grenzfall n(r) — n° auch noch einen anderen exakten
Limes der LVSDA, der durch die Bedingung £5|Vn(r)|/n(r) < 1 gegeben ist. Fiir grofe
Byom gewinnt die LVSDA also an Signifikanz, selbst wenn die physikalische Dichte
n(r) sehr inhomogen ist (Rasolt & Perrot, 1992'%3; Vignale, 1995'7).

1.5 Austausch-Korrelation homogener Systeme

Das dreidimensionale Elektronengas

Dem Problem der Austausch-Korrelations-Energie wurden in den letzten Jahrzehnten
viele Studien gewidmet, insbesondere natiirlich dem Fall dreidimensionaler homo-
gener Elektronengase ohne Vektorpotential, der fiir die meisten LDA-Berechnungen
relevant ist. Neben den klassischen Pionierarbeiten von Wigner (1934'%*) (Grenz-
fall niedriger Dichte) und Gell-Mann & Brueckner (1957°%) (hohe Dichte) wurden
Parametrisierungen von Singwi et al. (1968'%), Hedin & Lundqvist (1971%), Gun-
narsson & Lundqvist (1976°'), Vosko et al. (1980'%°) und Perdew & Zunger (1981'%)
erarbeitet, die teilweise auf analytischer Betrachtung bestimmter Approximationen
[z.B. ,Ring-Diagramm-Summation” (random-phase approximation, RPA'™!)] beru-
hen, aber auch Quanten-Monte-Carlo-Rechnungen von Ceperley & Alder (1980%)
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beriicksichtigen. Diese und eine Reihe weiterer Arbeiten werden von Dreizler &
Gross (1990*) diskutiert.

Ausgehend von der Hartree-Fock-Energie eines homogenen Elektronensystems mit
beliebiger Spinpolarisation £ = (n+ — n})/(n+ + n;) (Index 0 weggelassen),

2/3 5/3 _ £\5/3
gHF(rs,g)/Ry:i(%> 1+ 67 +(1-¢)

10 \ 4 12
3 (97 1+9+1 -9
el b - (1.47)

in Einheiten von Rydberg, 1Ry = ¢?/(24¢), und in Abhingigkeit des dimensionslosen

Dichteparameters r, = (3ma3n) -3 [mit dem Bohr-Radius ay = h”/(me?)], haben von
Barth & Hedin (1972°) vorgeschlagen, die Korrelationsenergie pro Teilchen mithilfe der
Funktion f(¢) = [(1 +&)*° + (1 — &)*° — 2] (2*/° — 2) zwischen den Grenzfillen £ = 0
und ¢ =1 zu interpolieren. Die resultierende Formel fiir Austausch und Korrelation

gxc(rsa f) = 5xc(rs,€ = 0) + [5xc(rsa€ = 1) - Exc(rsa€ = O)] f(f)/ (1-48)

reproduziert so den bekannten Austausch-Anteil (Thomas, 1927'"!; Fermi, 1928%°) in
der zweiten Zeile von Gl. (1.47) exakt. Fiir die Grenzfalle (75, = 0) und e.(rs, & =
1) kénnen dann Parametrisierungen wie oben erw&hnt®** verwendet werden.** Im
Wechselspiel mit dem kinetischen Term reproduziert ¢,. den Ubergang zu spinpola-
risierten (£ = 1) Grundzustdnden bei hinreichend kleiner Dichte; Korrelationen ver-
schieben die kritische Dichte allerdings von dem bereits von Bloch (1929'%) aus dem
Austausch-Term abgeschitzten Wert nach unten.

Vosko, Wiek & Nusair (1980'%) kritisieren, daf# die von Barth-Hedin-Interpolation
der {-Abhéngigkeit der Korrelation nur bedingt gerecht wird; unter Einbeziehung von
Monte-Carlo-Rechnungen (Ceperley, 19782; Ceperley & Alder, 1980%°) geben die Au-
toren Korrekturen fiir e.(n, ) an, die iiber die einfache Interpolation (1.48) hinausge-
hen.

Speziell fiir drei Dimensionen wurden des weiteren Verbesserungen der LDA im
Kontext der Generalized Gradient Approximation (Perdew et al., 1996'%) und des Kon-
zepts der Optimized Effective Potentials (Sharp & Horton, 1953'°%; Talman & Shadwick,
1976'%”) entwickelt, auf die wir hier nicht eingehen.

Eine Reihe von Autoren hat sich dariiber hinaus mit Austausch-Korrelation in 3D-
Systemen unter Beriicksichtigung der Kopplung der orbitalen Strome an ein endliches
Vektorpotential beschaftigt. Ausgangspunkt ist dabei ein nichtwechselwirkendes Elek-
tronengas mit Landau-Quantisierung (Landau & Lifshitz, 1965%),

212

hk
Euo(kz) = hwe(n + 3) + Zmz + 1ghw,o (Spino =1/} =1, (1.49)

mit der Zyklotronenergie fiw, = fieB/(mc), die durch das Magnetfeld B in z-Richtung
gegeben ist. Das chemische Potential ist definiert durch die Situation, in der die Fermi-

**Das analytische Ergebnis fiir £ = 0 lautet e(rs,0)/Ry = 0.0622 Inrs — 0.096 + O(r;) (Gell-Mann &
Brueckner, 195752).
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Wellenvektoren kg, fiir alle besetzten Landau-Subbénder (Index n1) dieselbe Energie
haben [hier mit neuem Energienullpunkt Ey(0) = O]:

ke Tk ki
o = ZHI;O = 2;1 L+ nphw, = 2;1 L+ nmhw, — %gﬁwc. (1.50)

Danz & Glasser (1971%) berechnen die Austausch-Energie fiir ein spinpolarisier-
tes Elektronengas im untersten Landau-Subband analytisch, in einer spéateren Arbeit
(Morgenstern Horing, Danz & Glasser, 1972'?') wird der Korrelationsanteil unter Ver-
wendung der RPA (siehe Pines, 1963'*") bestimmt. Ein dhnliches Resultat ermitteln
Keldysh & Onishchenko (19767°) mit Korrekturen, die iiber die RPA hinausgehen.

Skudlarski & Vignale (1993'¢1) finden mithilfe der Kopplungskonstanten-
Integrationstechnik und der RPA einen Ausdruck fiir E,. bei beliebigem Magnetfeld,
der jedoch noch einige Integrale enthilt, die numerisch ausgewertet werden miissen.
Fiir verschiedene Wertebereiche des Parameters A\ = puo/(fiw.) zeigen die Autoren
explizite Ergebnisse fiir E,.; sie erhalten fiir A < 1 (im extrem hohen Magnet-
feldbereich, wenn hohere Landau-Subbénder vernachldssigt werden konnen) die
Parametrisierung:

A, 7)/R 1345)‘2/31 A
ex(A,75) /Ry = 1. - n<1.679>,

ec(\, 75) /Ry = —1.60677%/4(1 — 1.009 A1/4). (1.51)

Im Bereich mittlerer Felder (A > 0.3), wenn immer mehr Landau-Subbander besetzt
werden, wird die Situation komplizierter und eine einfache Parametrisierung durch A
und 7, ist nicht mehr allgemein moglich.

Die Korrekturen zur Austausch-Korrelations-Energie eines homogenen, unpolari-
sierten Elektronengases durch kleine paramagnetische Strome geben Vignale & Rasolt
(1987'76) durch Stérungstheorie erster Ordnung an als

2
s

Exc[nT,nL)]‘P] - Exc[nT,TlL,O] = /dsr mkF <% - > ‘V X JPT(T) (152)

2472 L

wobei die orbitale Landau-Suszeptibilitidt x; des wechselwirkenden Systems im Limes
rs — 0 bei Vignale et al. (1988'7%) zu finden ist. Der entsprechende Ausdruck fiir ein
wechselwirkungsfreies System lautet x) = —e?kg/(12m2mc?).

Schliellich existiert noch eine Studie von Mazzolo et al. (1995!'?), die eine Gradien-
tenkorrektur zur LDA unter Berticksichtigung inhomogener Stromdichten formuliert,
deren numerische Realisierung jedoch hochst aufwendig ist.

Austausch-Korrelation in zwei Dimensionen

Fiir zweidimensionale Systeme wie das Elektronengas in einer Halbleiter-Heterostruk-
tur gibt es leider nur relativ wenige Ergebnisse, die in einer LVSDA-Rechnung ver-
wendet werden konnten.

Zunichst folgt ein Uberblick iiber Systeme ohne dufleres Magnetfeld:

Jonson (19767%) vergleicht RPA und die genauere STLS-Néherung (Singwi et al.,
19681°) fiir ein echtes zweidimensionales Elektronengas (2DEG) mit den Ergebnissen
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fiir ein Quasi-2DEG mit endlicher Ausdehnung in der dritten Dimension. In beiden
Fillen stellt sich die RPA als schlechtere Ndherung heraus, als aus 3D-Systemen
bekannt ist. Da die Korrelationen infolge der abgeschwéchten kurzreichweitigen
Coulomb-Wechselwirkung im Fall eines Quasi-2DEG an Bedeutung verlieren, fallen
hier die Diskrepanzen zwischen RPA und STLS-Ndherung nicht so grofs aus. Eine
jingere Studie zum dem Problem eines 2DEG mit endlicher Dicke findet sich in
Betbeder-Matibet et al. (1996'2).

Die Ring-Diagramm-Summation von Gell-Mann & Brueckner (1957°%) wenden Raja-
gopal & Kimball (1977'%7) auf zwei Dimensionen an und erhalten fiir die Gesamtener-
gie pro Teilchen eines 2DEG mit Polarisation ¢:

cun/Ry = =1+~ 22 (14 24 (1— ] + [ED + Exr, OUN, (150
wobei der erste Term die kinetische Energie der nicht wechselwirkenden Teilchen, der
zweite den Hartree-Fock-Beitrag und der dritte, konstante Term E® einen Austausch-
Beitrag zweiter Ordnung darstellt. Der letzte Ausdruck E! ist eine Korrektur, die sich
aus der Summation aller ,Ring-Diagramme” *? ergibt und den restlichen Korrelations-
anteil definiert. Er enthélt aufSer dem Ring-Diagramm niedrigster Ordnung ebenfalls
einen von 7; unabhidngigen Term. Hier ist 7y = (mng)~1/2 /ao die zweidimensionale Vari-
ante des Dichteparameters. Interessanterweise gibt es eine Skalen-Beziehung zwischen
den Grenzfillen EX(rs,1) und EX(rs, 0):

T r T's
Ei(re,1) = LE (W()) . (1.54)

Fiir den Spezialfall £ = 0 erhalten die Autoren:

1 1.20
Etot/Ry = ﬁ —

S S

—0.38 = 0.1727sIn7s + O(ry). (1.55)

Die konstanten Beitrdge aus der zweiten Ordnung der direkten Coulomb-
Wechselwirkung (die auch in der RPA enthalten sind) sowie diejenigen aus dem
Austauschterm E® werden im Limes 7, — 0 besonders interessant, weil — im Un-
terschied zum 3D-Fall — ein Faktor r; vor dem Logarithmus steht. Eine genauere
Berechnung unter Hinzunahme weiterer Austausch-Graphen zweiter Ordnung fiihrt
zu dem besseren Wert von —0.2287 (Isihara & Ioratti, 1980%°).

Einen numerischen Zugang benutzen Tanatar & Ceperley (TC) (1989'%%) zur Berech-
nung der Austausch-Korrelations-Energie fiir die Grenzfille £ = 0 und £ = 1. Mithilfe
der Methoden des Variational Monte Carlo und des Fixed-Node Green’s-Function Monte
Carlo bestimmen sie die Korrelationsenergie fiir verschiedene 7, (1, 5, 10, 15, 20 usw.)
und parametrisieren die Ergebnisse in der Form:

1+ax
1+ ayx + a,x? + azx®

e1(r,, €) /Ry = ag (mit x = r1/?). (1.56)

Tabelle I zeigt die konkreten Werte der Parameter, die aus einer Anpassung an die
berechneten Energien ermittelt wurden. Fiir r, — 0 liefert dies das asymptotische Ver-

halten a, [1 +brs+ O (r‘;'/ 2) ] , wobei allerdings der Term r;Inr, aus Gl. (1.55) fehlt. Die
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ag ap ar as
£E=0 —0.3568 1.1300 0.9052 0.4165
E=1 —0.0515 340.5813 75.2293 37.0170

TABELLE I: Parameter der Padé-Approximation (1.56) fiir ein unpolarisier-
tes (¢ = 0) und ein vollstandig polarisiertes (¢ = 1) 2D-Elektronengas.
(Aus Tanatar & Ceperley, 1989168)

Austausch-Korrelations-Energie fiir beliebige Polarisation 1463t sich analog zu GL. (1.48)
durch eine an den zweidimensionalen Austausch angepafite Interpolation anndhern:

exc (r+,€)/Ry = —;L;/f A+ 41— 2] +el(n, € = /Ry

+ [el(rs, £ = 0) — el°(rs, € = D] £(£)/Ry, (1.57)

mit einer entsprechenden Interpolationsfunktion f(£) = [(1 + £)*2 + (1 — £)*/2 — 23/2] /
(2 — 2%/2). Diese Parametrisierung dient in den folgenden Kapiteln als Grundlage fiir
die Berechnung des LSDA-Energiefunktionals. Die spinunabhédngige LDA realisieren
wir auf der Basis von £]S(r,, € = 0), also unter Verwendung eines unpolarisierten ho-
mogenen Systems. Die so gewonnenen LDA-Ergebnisse unterscheiden sich kaum von
denjenigen aus einer Parametrisierung nach Jonson (19767%).

Den Einfluf$ kleiner Magnetfelder auf ein unpolarisiertes 2DEG haben Isihara et al.
(19797°) analytisch untersucht; sie finden in linearer Ordnung des Parameters o =

[Hw, /(4 Ry)}2 die Korrektur [bis O(r2)]:

1 2
A& ot /Ry = ar? [(— - 3—) + (—5.540 x 107 — 0.1125¢) s + 0.037 51 75 In 7| .

374
(1.58)

Fiir den Limes hoher Magnetfelder, wenn alle Elektronen die Zustinde des un-
tersten, spinpolarisierten Landau-Niveaus besetzen und die Beimischung hoherer
Landau-Niveaus zum korrelierten Grundzustand vernachldssigbar sind, schla-
gen Levesque, Weis & MacDonald (LWM) (1984%) eine geglittete Formel fiir die
Abhingigkeit der Austausch-Korrelation vom Fiillfaktor v = n2mf,” vor. Letzterer
gibt die Zahl besetzter Landau-Niveaus im Magnetfeld B bei einer Flachendichte
an. Die Entartung pro Fliche eines jeden Landau-Niveaus betragt (27¢%)~!, wobei
¢g = y/hc/(eB) die magnetische Linge ist. Die LWM-Formel stellt eine Interpo-
lation zwischen diskreten Fiillfaktoren dar, fiir die e explizit berechnet wurde.
Dazu mufite die Paarkorrelationsfunktion g,(r) eines klassischen 2D-Plasmas mit
der Dichte n = v/(2n¢3) unter Verwendung statistischer Methoden (Caillol et al.,
1982%2) ermittelt werden. Fiir die Vielteilchen-Grundzustandswellenfunktion, die
von Laughlin (1983) fiir die Fiillfaktoren v = m™' < 1 (m ungerade Zahl) postuliert
wurde, gilt dann die Beziehung:*?

exe(v=m") =

© [ e e(xly) — 1 1
o /0 x[g(xts) —11. (1.59)
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Dabei entspricht der Limes B — oo bei endlichem v dem Grenzfall hoher Dichten (r; —
0). Angepafit an die numerischen Werte fiir v = %, % und andere Werte erhilt man die
Naherung (giiltig fiir v < 1):

2V/2

T's

"My, v) /Ry = —0.782133 (1-0.2110%7*+0.0120'7) . (1.60)
Dabei gilt der Zusammenhang v = 2(£g/ap)*r;?, liber welchen die Magnetfeld- bzw.
Vortizitatsabhdangigkeit von e,. festgelegt ist. An dieser Stelle ist jedoch anzumer-
ken, dafs die LWM-Formel nur eine Nédherung fiir den glatten Anteil der Austausch-
Korrelations-Energie ist. Es wurde sogar die Idee vorgebracht, dafs das exakte &,.(v)
in der Tat hochst irreguldr und an keiner Stelle differenzierbar sein kdnnte (Vignale,
1995'7). Trotzdem erfafit die Formel zumindest einen Teil der Physik fiir hohe Ma-
gnetfelder.

Eine alternative Parametrisierung findet man bei Fano & Ortolani (FO) (1988%),
die die Teilchen-Loch-Symmetrie fiir Elektronen im untersten Landau-Niveau bei sehr
groflen Magnetfeldern widerspiegelt und das analytisch bekannte Ergebnis fiir v =1
(Yoshioka & Lee, 1983'%) exakt reproduziert:

22
exc(rs,v)[Ry = V2 {—\/gﬁ —0.7821331%2(1 — v)*/?

v3/2r,

+ 0.683%(1 — v)? — 0.806 2 (1 — v)*/? | . (1.61)

Wenn wir im folgenden den Grundzustand von 2D-Systemen mit beliebiger lokaler
Vortizitat berechnen wollen, benétigt die LVSDA ¢, fiir ein 2DEG in beliebigern Ma-
gnetfeld. Diese Grofie kann nur ndherungsweise angegeben werden. Wie sich im
dritten Kapitel jedoch zeigen wird, rechtfertigen Vergleiche mit anderen Methoden
wie exakter Diagonalisierung und Quanten-Monte-Carlo-Rechnungen die nachstehen-
den Approximationen. Wir folgen einem Vorschlag von Rasolt & Perrot (1992'%) und
schreiben

_ e Or, v) + vPe (1, €)
Exc(ts,&,v) = T : (1.62)
Diese Padé-Approximation interpoliert zwischen v — oo (B = 0) und dem Hochfeld-
Limes (v < 1). Wir wihlen in Anlehnung an frithere Arbeiten (Rasolt & Perrot, 1992'%;
Ferconi & Vignale, 1994*) als Exponenten p = 4. Es hat sich jedoch in verschiedenen
Testrechnungen kein starker Unterschied in den Ergebnissen fiir p = 4, 8 oder 10 ge-
zeigt. Dies wurde bereits auch von Rasolt & Perrot (19921%%) gepriift. In Abb. 1.1 sind
die Interpolationen fiir verschiedene r; dargestellt. Strenggenommen gelten die LWM-
und FO-Parametrisierungen allerdings nur fiir 7, — 0.

Eine speziellere Form der Austausch-Korrelations-Energie im Regime des Fraktio-
nierten Quanten-Hall-Effekts (FQHE) haben Price & Das Sarma (1996'%°) entwickelt,
die die Knicke von ¢,. bei den Fiillfaktoren v = 2, 1, %, % und % berticksichtigt.
Diese entstehen aufgrund der endlichen Energieliicke Eg, die den jeweiligen FQHE-
Grundzustand von den angeregten Zustinden trennt. Price & Das Sarma (PD)
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ABBILDUNG 1.1: Interpolation der Austausch-Korrelations-Energie eines
spinpolarisierten 2DEG (£ = 1) nach Gl. (1.62) fiir verschiedene Dichtepa-
rameter r;, jeweils unter Verwendung der Parametrisierungen von Fano-
Ortolani*® und Levesque-Weis-MacDonald **. Die Kreise markieren die ex-

akten Ergebnisse fiir v = %, % und 1 im Limes r; — 0.

berechnen &,(v) = Eg(v)/N mittels Variational Monte Carlo. Unter Ausnutzung der
Beziehung (MacDonald & Girvin, 1986'®)

O€xc _ Oex ) (163)

_ 2
e = v < v v

kann man &,.(v) durch eine kubische Spline-Interpolation (siehe Press et al., 1989'4)
beschreiben, die bei den betrachteten Fiillfaktoren die durch (1.63) gegebenen Unste-
tigkeiten in der Ableitung nach v aufweist. Die Autoren geben aufierdem eine Padé-

Interpolation fiir die rs-Abhéngigkeit von &,.(rs, ) und £4(rs,v) zu jedem der berech-
neten Fiillfaktoren an, z.B.

v=vt

PD 2ap+ayrs + a27’§
er(rs,v) /Ry = 14 i G bor? (1.64)
(vgl. Tabelle II). Mit dieser Parametrisierung kénnen prinzipiell die Haupteffekte des
FQHE-Regimes beriicksichtigt werden, jedoch ist bei der Anwendung dieser Ergebnis-
se auf inhomogene, endliche Systeme wie Quantenpunkte Vorsicht geboten, da diese
unter Umstidnden vollig anders geartete Korrelationseffekte beinhalten als das homo-
gene 2DEG.
In Abb. 1.2 sieht man die Unterschiede der besprochenen Formeln fiir die Austausch-
Korrelations-Energie. Die Unstetigkeiten der Ableitung det> (75, v)/Ov haben wir unter
Berticksichtigung der Teilchen-Loch-Symmetrie im untersten Landau-Niveau,

v [gxc(fsv V) - exc(?sa 1)/\/;] = (1 - V) [sxc(rsa 1- V) - €xc(rsa 1)/ \% 1- V] s (165)
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ap a b] ay X 1073 bz x 1073
v=2 —0.8642 —0.3883 0.4221 —19.85 18.97
v=1 —0.8882 —0.7518 0.8281 —41.28 39.52

v=1/3 —1.0041 —0.01561 0.01466
v=1/5 —1.03558 —0.007768 0.007241
v=1/7 —1.05075 —0.004958 0.004602

TABELLE II: Parameter der Padé-Approximation (1.64) fiir ein spinpolari-
siertes 2D-Elektronengas im FQHE-Regime.
(Aus Price & Das Sarma, 1996 '4%)

7s = rs/(1 —v)/v, mithilfe der erwdhnten Spline-Interpolation an die Monte-
Carlo-Ergebnisse von Price-Das Sarma angepafst. Die Teilchen-Loch-Symmetrie im
Hochfeldlimes wird iiblicherweise in Einheiten von e?//; anstelle von Ry ausge-
driickt [Ex.(v) = ex(ts,V)Ry/ (%) = %EXC(T’S, v)]; dann lautet sie (nach Tossati et al.,
1985173): v[Ex(V) — Exc(1)] = (1 — V)[Ex(1 — v) — Exc(1)]. Man erkennt, dafl die glatten
Interpolationen von Levesque et al. sowie von Fano & Ortolani recht gut mit den
Monte-Carlo-Werten von Price-Das Sarma tibereinstimmen. Die Spline-Interpolation
fithrt hingegen zu starken Diskrepanzen in den Bereichen dazwischen, wo kei-
ne genaueren Informationen vorliegen. Wir bevorzugen daher fiir die spateren
Berechnungen die LWM- oder die FO-Formel.

Zum Abschlufl weisen wir noch auf einen interessanten Ansatz von Farid (19974°)
hin, der die selbstkonsistente Losung der KS-Gleichungen mit einer stérungstheoreti-
schen Beschreibung des wechselwirkenden Systems verbindet, indem als nichtwech-
selwirkendes System nicht der Hamilton-Operator Hy = H — W, sondern Hys betrach-
tet wird. Die diagrammatische Entwicklung der entsprechenden Greenschen Funktio-
nen fiihrt — durch Identifikation der jeweiligen Grundzustandsdichten des wechsel-
wirkenden und des KS-Systems — zu homogenen nichtlinearen Gleichungen fiir die
Austausch-Korrelations-Potentiale, deren numerische Losung jedoch noch so aufwen-
dig ist, dafs nur kleine Systeme tatsdchlich behandelt werden konnen (z.B. zwei Elek-
tronen in einem Quantenpunkt). Vorteil der Methode ist, dafs die in der lokalen Nahe-
rung auftretenden Selbstwechselwirkungs-Beitrdge vermieden werden.

1.6 Zeitabhingige Dichtefunktional-Theorie

Die rigorose Formulierung einer zeitabhingigen Dichtefunktional-Theorie wurde
erstmals von Deb & Ghosh (19823%”) und Bartolotti (1981'%), Bartolotti (1982') vor-
gestellt. Mit der Ableitung des Runge-Gross-Theorems (Runge & Gross, 1984'")
gelang schliefllich eine Theorie, die auf eine grofiere Klasse von zeitabhdngigen
Potentialen anwendbar ist. Hier skizzieren wir eine Formulierung nach Gross & Kohn
(1990%) ohne externes Vektorpotential, die auf die Situation mit Spinfreiheitsgrad
erweitert wurde.
Ausgehend von der Schrodinger-Gleichung

hi% |W(t)) = H()|W(t)) (1.66)
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ABBILDUNG 1.2: Vergleich der Interpolationsformeln e.(rs, v) fiir ein spin-
polarisiertes 2DEG in Abhéngigkeit des Fiillfaktors v fiir rs — 0. Gezeigt
werden die Formeln von Levesque et al. (LWM)? (- - -) und Fano-Ortolani
(FO)® (—) im Regime v < 1 neben einer kubischen Spline-Interpolation
nach Price-Das Sarma (PD)!*® (—). Letztere hat unstetige Ableitungen
(Kuspen) bei den Fiillfaktoren v = %, %, % bzw. %, %, %, die den Ener-
gieliicken der FQHE-Zustdnde entsprechen. Das kleine Bild zeigt die Ab-
leitung r,0efP /Ov. Die gestrichelte Gerade gibt die Austausch-Korrelation
nach Tanatar-Ceperley (TC)'®® an, die in die Interpolationsformel (1.62) als
Limes fiir grofe Fiillfaktoren eingeht.

betrachten wir die Dichten n,(rt), die sich aus einem festgelegten Vielteilchenzustand
Wy (ty)) = |Wo) unter dem EinfluB8 unterschiedlicher externer Potentiale der Form

() = / Er (1) Vo (rt)do (1) (1.67)

entwickeln. Dazu setzen wir voraus, daf8 sich die Potentiale V,(rt) in einer Taylor-
Reihe darstellen lassen:

[e.9]

Vy(rt) = ]ZO %v,,j(r)(t — o). (1.68)

Der Konvergenzradius dieser Entwicklung darf dabei beliebig klein sein. Es kann
nun zwar kein Extremalprinzip wie im Beweis des Hohenberg-Kohn-Theorems an-
gewandt werden, aber wir werden zeigen, dafs zwei Dichtetupel (n+(rt), n;(rt)) und
(n(rt), n|(rt)), die sich unter dem Einfluf8 der Potentiale (V4, V) bzw. (V{, V) aus |W)
entwickeln, stets verschieden sind, wenn sich die Potentialtupel um mehr als eine rein
zeitabhdangige Funktion (c4(t), c)(t)) unterscheiden.
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Nach Voraussetzung gibt es in der Taylorentwicklung dann ein kleinstes k > 0, so
dafs fiir mindestens eine der beiden Spinrichtungen o gilt:

k
Voi(r) — vl (1) = % [0,(rt) — 0L (rt)] |12ty = Wok(r) # const. (1.69)

Wir zeigen nun zunéchst, dafs die spinabhédngigen paramagnetischen Stromdichten

jolrt) = (WO LB D, 0] - (VL0190 } 1 900) (1.70)

mit j,(rtg) = ji(rty) fiir t = ¢y + 0t unterschiedlich sind. Nach k + 1-maligem Ableiten
der Differenz j,(rt) — j'(rt) zur Zeit t, erhdlt man iterativ aus der Bewegungsgleichung
%(‘P(t)|0(t)|‘+’(t)) = (W(t)|%0(t) —ili '[O®), H(t)]|W(t)) die Gleichung

k+1

W[ia(”t) — Jo(rt)]|i=t, = =15 (rte) Vwei(r) # 0. (1.71)

Das beweist die Behauptung. Um eine dhnliche Aussage iiber die Dichtekomponenten
zu machen, verwenden wir die Kontinuitdtsgleichung

%[na(rt) —nl(rt)] = =V - [j,(rt) — f.(rb)]. (1.72)
Daraus folgt, dafs

ak+2 .

e (tt) = ng(rD]|i=s, = V- [ (rto) Voi(1)]. (1.73)

Angenommen, die rechte Seite dieser Gleichung wiirde identisch verschwinden; dann
miifite gelten:

/ &1 1, (rt) [V (r)] = — / &1 o1V - [11, (1) V(7))
+ 74 dS - [1, (rto) W (F) V()] = 0. (1.74)

-~

—0

Der nichtnegative Integrand auf der linken Seite miifste also ebenfalls verschwinden.
Falls n,(rty) = 0 nur auf einem Gebiet vom Mafs 0 gilt (wie dies normalerweise der Fall
ist, wenn keine unendlichen Potentialbarrieren auftreten), mufSste Vw,(r) = 0 sein, im
Widerspruch zu Bedingung (1.69).

Folglich erhalt man aus Gl. (1.73) n,(rty + dt) # nl(rty + 6t). Nach diesem Theo-
rem von Runge & Gross (1984°!) gibt es also eine umkehrbare Abbildung, die die
Dichtetupel (n4+(rt), n,(rt)) mit einem externen Potential (V;(rt), V| (rt)) verkniipft, wel-
ches bis auf eine rein zeitabhdngige Funktion (c+(t),c (t)) festgelegt ist. Fiir ein ge-
gebenes |W) ist der zeitentwickelte Zustand |W(t)) dann ein Funktional der Dichten,

|W(t)) = |WIns, n ](t)).
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Variationsprinzip und zeitabhingige Kohn-Sham-Gleichungen

Die Losung der zeitabhdngigen Schrodinger-Gleichung (1.66) mit der Anfangsbedin-
gung |W(tp)) = |Wo) entspricht einem stationdren Wirkungsintegral

t .
/Ql[?’lT, ni] = ,/t dt <L|J[1’ZT, ni](t)|h1% — H(t)|LP[1’ZT, Tld(t» (175)

8%[1’1@ n¢] .

= 0. (1.76)

Dieses Funktional kénnen wir wieder zerlegen,
5]
Alny, ] = Blne,ny] — / dt / &r S no(r)V, (), (1.77)
in einen universellen (aber |W,)-abhédngigen) Teil B[ns, n;], definiert als

t o
Bl ml = [ dt (Wm0l — T = WIWDn, n, 1), (L.78)
0

und einen Anteil, der die Wechselwirkung mit dem externen Potential widerspiegelt.
Analog zum Kohn-Sham-Formalismus der zeitunabhéngigen SDFT konstruiert man

nun ein nichtwechselwirkendes Hilfssystem mit denselben Dichten; die Variations-

ableitungen des entsprechenden Wirkungsfunktionals 4, liefern dann das effektive

Einteilchenpotential

n(r't) 0 Aye

_ e? 3.1
Veolrt) = Vo(rt) + = / e (1.79)
mit dem Austausch-Korrelations-Funktional
f
ﬂlxc[nT,ni] = / dt [( 1’l¢,1’l¢](t)|hl— — T|¢[1’l¢,ﬂ¢](t)>
n(rt)n(r't) )
_e /ds /d3 y - Blns,n,1; (1.80)

dabei ist |®P[ns,n;]) die nichtwechselwirkende Wellenfunktion im Potential
(Vsa(rt), Vs (rt)) mit Anfangsbedingung |®y) zur Zeit ¢, dergestalt, dafl sich die
Dichten (n4(rty), n(rty)) ergeben. Daraus lassen sich wieder KS-Gleichungen formu-
lieren, die analog zum stationdren Fall sind.

Lineare Antwort
Wir betrachten nun die Antwort eines stationdren Grundzustandes |W) auf eine

zeitabhdngige Storung in linearer Naherung. Die Storung Vi,(rt) setze zum Zeitpunkt
to ein; die lineare Antwort der Dichte ausgedriickt durch die Antwortfunktionen

1 X1t Xw)
Xoo! (1t rt)_ (LIJ| Ay (rt), A (FH]|W), x = ( X xu (1.81)
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ergibt sich als

(51’l¢(1’t) / 3 *° VlT(T’tl)
= [ d | dt x(rt,r't) - . 1.82
(5n () T, AEXCETE -y oy (182
Da die Losung der zeitabhdngigen KS-Gleichungen formal die exakten Dichtednderun-
gen beschreibt, kann dn,(rt) auch aus der linearen Antwort des nichtwechselwirken-
den Systems auf die Storung Vs(ll)a(rt) berechnet werden, die das externe Stérpotential
Vie in erster Ordnung enthilt. Sie a3t sich schreiben als

2 1
(1) — 6_/3,51’1(1”t) /3// / ) I (!
Vsla(rt) Vla(ft)-f- o d’r |1‘—1"’| + d’r dt ;fxcaa (rt,rt)(sna (Tt),
(1.83)
mit dem Integralkern der Austausch-Korrelations-Wechselwirkung
0 04,
PN XC
freoo(rt,r't') = S <5n0(rt)) . (1.84)

Losen wir Gl. (1.82) nach V;,(rt) auf und setzen in Gl. (1.83) ein, konnen wir den Inte-
gralkern durch die inversen Antwortfunktionen x ' (rt, #'t') und x3(rt, +'t') des wech-
selwirkenden und des KS-Systems ausdriicken:

ot —t)

K r—r|

frcoo(r,7't) = (Xis) yor = (X 7)o (1.85)
Das Runge-Gross-Theorem sorgt unter den geforderten Voraussetzungen fiir die In-
vertierbarkeit der Antwortfunktionen. Denn in GI. (1.73) tritt die Storung in erster
Ordnung auf, so dafs schon die lineare Naherung der Dichteantwort verschieden sein
mufS, wenn sich die Storpotentiale um mehr als eine rein zeitabhdngige Funktion c,(t)
unterscheiden.

Leider ist das Runge-Gross-Theorem fiir eine adiabatisch eingeschaltete, zeitlich pe-
riodische Stérung der Form

Vig(rt) = Vig(rw)e @M (n = 07) (1.86)

nicht giiltig [Gl. (1.68)]. Wir miissen zur Berechnung der linearen Antwort auf periodi-
sche Storungen daher ad hoc die Invertierbarkeit der Antwortfunktionen voraussetzen.

Im speziellen Fall, daf8 n,(rt) = 7i,(r) die Grundzustandsdichten des wechselwir-
kenden und des KS-Systems mit zeitunabhédngigen Potentialen darstellen (und damit
|Wo) und |®y) aufgrund des Hohenberg-Kohn-Theorems die jeweiligen nicht entar-
teten Grundzustiande sein miissen), reduziert sich der Austausch-Korrelations-Anteil
des Wirkungsfunktionals auf

/qxc[ﬁ‘ra ﬁ.l.] = (tl - tO)Exc[ﬁT, ﬁi]- (187)

Eine Approximation des Funktionals, die diese Bedingung erfiillt und lokal in der Zeit
ist, muf$ deshalb zwangslaufig die Form

Alng,n] = / LAt Exclna(t), ny ()] (1.88)
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haben. Das fiihrt direkt auf eine niitzliche Naherung, die adiabatische LSDA (ALSDA;
Zangwill & Soven, 1980'):

ALSDA[. ] = / "t / d’r n(rt)exe[ns(rt), ny(rb)] (1.89)

mit dem Kern

1yt ! ’ 0?
fxcaa’(rta rt ) = 6(t —t )6(1’ —r )81’1 on ’[7’18(7’11~, ni)”ng:ﬁa(rt)- (190)
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KAPITEL 2

Von der Bandstruktur zur
Enveloppenfunktions-Naherung

Die optischen und elektronischen Eigenschaften von Halbleiter-Strukturen werden im
wesentlichen von den bandkantennahen Zustdnden im Bereich des Leitungsbandmi-
nimums und Valenzbandmaximums bestimmt. Daher kann der relevante Bereich im
k-Raum in guter Naherung durch eine Entwicklung um die k-Punkte der Bandextre-
ma beschrieben werden, in GaAs und anderen Halbleitern mit direkter Bandliicke also
um den I-Punkt (k = 0). Dies 1d8t sich mithilfe der k - p-Methode (Kane, 19567*; Ka-
ne, 19577°) fiir Volumenmaterial und im Rahmen der Enveloppenfunktions-Naherung
(Luttinger & Kohn, 1955'%%) auch fiir strukturierte Halbleiter bewerkstelligen.

2.1 Die k - p-Methode

Die Eigenfunktionen % (r) von Elektronen in einem gitterperiodischen Potential U(r)
sind Bloch-Funktionen mit der Gestalt ¥ (r) = e*"u,,(r) mit gitterperiodischen Funk-
tionen u,(r). Fiir freie Teilchen lautet die entsprechende Schrodinger-Gleichung:

2

Pt e = (T8 L By s 7))t
2m P)er tudr) =¢ om T m P om ") | tnkiT

= eik.rEn(k)unk(r)/ (21)

und fiir den gitterperiodischen Anteil 1,o(r) am [-Punkt gilt speziell:

P
(ﬂ + U(ﬁ) tno(t) = En(0)itno(r)- (2.2

Der Index n kennzeichnet die Energiebédnder E, (k). Wir stellen nun fiir jedes k die
Funktionen u,(r) in der Orthonormal-Basis der u,,o(r) mit [, d3r 1o (XY, (r) = 6, dar:

unk(r) = Z Cnn’(k)un’o(r); (23)
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Vp ist das Volumen einer Gitter-Einheitszelle. Eingesetzt in Gl. (2.1) erhédlt man nach
Multiplikation mit u}4(r) und anschlieSender Integration tiber die Einheitszelle fiir die
Entwicklungskoeftizienten c,,(k) das Gleichungssystem

5

Sind die materialspezifischen Parameter E,(0) sowie die Impuls-Matrixelemente
P, = (h/m) Jv, d3ruso(r)puwo(r) bekannt, 146t sich die Dispersion E,(k) jedes Bandes
aus dem Gleichungssystem (2.4) bestimmen. In der Praxis ist die Losung dieses
Problems natiirlich nur unter Beriicksichtigung einer endlichen Zahl von Bandern
moglich. Dadurch sind die erhaltenen Losungen nur noch ndherungsweise um den
Punkt k = 0 giiltig. Das Verfahren lafit sich durch Entwicklung um einen Punkt
ko # 0 auch auf Halbleiter mit indirekter Bandliicke anwenden, um eine gendherte
Beschreibung des Bandverlaufes um die Extrema zu gewinnen.*

Fir kleine k kann H; = (fi/m)k - p als Storung in erster Ordnung von k betrachtet
werden, H, = hzkz/ (2m) als Korrektur zweiter Ordnung. Die Wellenfunktionen und
Energien ergeben sich dann aus den ,, ungestorten” Groflen u,,o und E,(0) fiir nichtent-
artete Zustdnde aus der Rayleigh-Schrodinger-Storungstheorie:

G
.t E.(0)

51171’ + %(1’10“( ' P|Tl'0>} Cnn’(k) = En(k)cnn’(k)- (2-4)

h 0|k -
unk(r) = unO(r) + E %%'0(1’)/ (25)

h 7o (w0l plno)? | 1K
Eull) = Ea0) + 2 (n0lk-pln0) 25 > B @) — Ey@) T 2m

(2.6)

Die in k lineare Energiekorrektur verschwindet in Materialien mit Inversionssymme-
trie (in Materialien wie Wurtzit fiihrt der lineare Term u.a. fiir einzelne Bander zu einer
Verschiebung der Bandextrema). Durch die Schreibweise

EZ
1,] ij

fithren wir eine effektive Masse m* ein:
1 _ 52 0?E, (k)

mi " Okiok;

_ 05 2 < (n0[pi|n'0)(n'0|p;|n0)
k=0 m m? nZn E.(0) — Ex(0)

(2.8)

Alternativ kann zur Losung des Gleichungssystems (2.4) bei entarteten oder
fast-entarteten Zustdnden die Beimischung energetisch weiter entfernt liegender
Béander vernachldssigt werden. Im einfachsten Fall eines Zweiband-Modells mit

*Von Léwdin (1951%’) stammt die Methode des partitioning. Sie ist geeignet, den EinfluB weiterer
Bénder, die in einem endlichen k - p-Hamiltonoperator nicht enthalten sind, durch Hinzunahme von
effektiven Termen hoherer Ordnung in k zu berticksichtigen, ohne die Matrixgréfle zu verdndern (siehe
auch Lowdin, 19621%),
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einem Leitungs- (c) und einem Valenzband (v) erhidlt man die Losung aus der
Sakulargleichung
K
o+ [Ec(0) — E(K)] kP
det| 2m 2
n°k?

k- PVC ﬁ + [EV(O) - E(k)]

— 0. (2.9)

Fiir E.(0) = 3E,, E.(0) = —1E, und bei sphérischer Symmetrie im k-Raum (k - Pe, =
k - Py. = kP) folgt

72 K2
Eop(k) = £1/(REg? + k2P2, + o (2.10)

Hier sind auch Terme hoherer Ordnung in k enthalten (Nichtparabolizitdten). Durch
Entwicklung der Wurzel erhilt man fiir kleine k:

K2P% 1K S

E.(k)=lE o T T 1lp 4T 2.11
(k) T T L ST (2.11)

mit der (isotropen) effektiven Masse

-1

2m P2 W’E
m=m|l+"—"S| ~_——_8. (2.12)

( n°E, ) 2P

Analog ergibt sich E, (k) = —%Eg — hzkz/(Zm*) = —E.(k).

2.2 Kanesche Wellenfunktionen

Die freien Atome der Halbleiter mit Diamant- bzw. Zinkblende-, sowie Sphalerit- und
Waurtzit-Struktur besitzen Valenzelektronen in atomaren s- und p-Zustdnden (Ridley,
19931°0). Durch sp?-Hybridisierung entstehen aus den s- und p-Elektronen der zwei
Atome in jeder Einheitszelle bindende und antibindende Orbitale mit hoher Elektro-
nendichte zwischen bzw. an den Orten der Atomriimpfe. Am I'-Punkt erhilt man so
einen bindenden Valenzzustand mit s-Wellencharakteristik und drei bindende p-artige
Valenzzustdnde. Das unterste Leitungsband hat s-antibindenden Charakter. Die be-
setzten p-Valenzzustdnde und das unbesetzte s-Leitungsband sind entscheidend fiir
die elektronischen und optischen Eigenschaften des Halbleiters bzw. Verbindungs-
halbleiters (z.B. GaAs).
Der Spin-Bahn-Kopplungsterm

i .
mit dem dimensionslosen Spin-Operator 6 = %T (7: Pauli-Spinmatrizen) sorgt fiir ei-
ne Aufhebung von Entartungen in der Bandstruktur wie sie zunédchst an den Punkten
hoher Symmetrie auftreten. Durch Ubergang von der Basis aus Spin- uncAi Bahndrehim-
pulseigenzustinden zur |jm j¢)-Darstellung mit Gesamtdrehimpuls j =1+ /16 148t sich



42 2. VON DER BANDSTRUKTUR ZUR ENVELOPPENFUNKTIONS-NAHERUNG

n Uy j m; £
<t [iST) 12 1/2 0
el [iS{) 1/2 -1/2 0
hhy  |[(X+iY)1)/V2 32 3/2 1
hh (X —iY){)/V2 3/2 -3/2 1
hy |(=X—=iN4)/V6++/2/3]Z1) 3/2 1/2 1
h- [ X-iV)N/V6+2/3|1Z4) 3/2 -1/2 1
so+  |[(=X—-iV)P/V3-]zH)/Vv3 1/2 1/2 1
so- | X=iNN/V3-1zL)/V3 1/2 -1/2 1

TABELLE III: Wellenfunktionen u,(r) nach Kane (19577°), die den Kristall-
Hamiltonoperator inklusive Spin-Bahn-Wechselwirkung Hg, diagonalisie-
ren. Man beachte, dafy die z-Komponente des Spins fiir die Valenz-
bandzustidnde aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung keine gute Quantenzahl
mehr ist. Die Eigenfunktionen (in tight-binding-Naherung aus atomaren
s- und p-Orbitalen) sind vielmehr Eigenzustinde des Gesamtdrehimpuls-
Operators j = [ + lig [mit <]m1|f2|]m]) = 1%j(j + 1)] sowie seiner z-
Komponente (jm;|j.|jm;) = fim;. Die Leitungsbandzustinde (c) haben s-
artigen (Bahndrehimpuls-Quantenzahl £ = 0), die Valenzzustdnde p-artigen
(¢ = 1) Charakter. Die Entwicklungskoeffizienten fiir die letzteren sind
die Clebsch-Gordan-Koeffizienten beim Ubergang zur |jm if)-Darstellung,
M5(3) ® M(2) = g(4) @ I'7(2) (siehe Ridley, 19931%0).

H,, diagonalisieren und man erhilt die von Kane (19577°) berechneten Wellenfunktio-
nen (Tabelle III). Die Eigenzustidnde sind gekennzeichnet durch ein s-Leitungsband (c)
und zwei am I-Punkt entartete Valenzbander [heavy hole (hh) und light hole (1h)] sowie
ein split-off-Band (so) (Abb. 2.1). Alle diese Bander sind jeweils zweifach entartet. Fiir
die Bandstruktur um den I'-Punkt ergibt sich:”

mk2 P2 [ 2 1 k2
AR A L

2k2 P22 k2 222
Eo(k) = —A+ o " AE, 10 En(k) = o T 3E, (2.14)

Dabeiist 2 = (1i/m)(iS|p«| X) das Kanesche Matrixelement und A = 3fii/ (4m?*c?)(X| %< p, —
%—lylpxw) eine Energieverschiebung durch die Spin-Bahn-Kopplung (vgl. Abb. 2.1).

2.3 Enveloppenfunktions-Niherung

Die Abfolge unterschiedlicher Halbleitermaterialien (z.B. GaAs/Al,Ga;_,As) in einer
Schichtstruktur, wie in Abb. E.1 (a) gezeigt, bricht die Gitter-Translationssymmetrie
in Wachstumsrichtung. In Verbindung mit ionisierten Storstellen kommt es zu einer
,Bandverbiegung” in der Néhe der Grenzfliche, die im Leitungsband zu einem Po-
tentialgraben fiihrt, dessen quantisierte Zustdnde (Subbdnder) teilweise besetzt sind

[siche Abb. E.1 (b)].
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ABBILDUNG 2.1: Elektronische Bandstruktur von GaAs mit Kennzeichnung
der relevanten Bander um den I'-Punkt (¢, hh, 1h, so). Die einzelnen Bander
sind entsprechend ihrer Symmetrie nach den irreduziblen Darstellungen der
Symmetriegruppe T,; des Zinkblendegitters benannt.

(Nach Chelikowsky & Cohen, 1976%°)

In lateraler Richtung (senkrecht zur Wachstumsrichtung) wird die Symmetrie gebro-
chen, wenn durch Atzprozesse oder Gate-Strukturen ein zusétzliches Potential aufge-
préagt wird. Die Situation eines solchen auf der Skala der Gitterkonstanten schwach va-
rilerenden Potentials V(r) kann innerhalb der Enveloppenfunktions-Ndherung (Luttin-
ger & Kohn, 1955'%?) behandelt werden. Dazu stellen wir die Wellenfunktionen dar als

¢a(1’) = \/VO Z <pn’a(r)un’(r)- (215)

Hier sind die u,/(r) = u,y(r) wieder die gitterperiodischen Eigenfunktionen des reinen
Halbleiters, wiahrend ¢,,(r) langwellige Funktionen darstellen, die innerhalb einer
Einheitszelle nahezu konstant sind, weshalb sie als , Enveloppenfunktionen” bezeich-
net werden. Thre Ortsabhédngigkeit rithrt von V(r) her. Aus der Schrodinger-Gleichung

2
HUu) = | 24U+ Hat V0| 0000) = Eavnr) @16
folgt:
E”/(()J)Ii”/(r)

7~ ™~

2

B = r »
(1 = Ealra = VT 3 { a0 o+ U0 + Ho 1at0) 4 1000) | 224V )

_|_

S|~

[pewa(m] - [puw(r)] — Ea%fa(r)unr(r)} = 0. (2.17)
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Dabei haben wir die Spin-Bahn-Kopplung nur beziiglich des Gitterpotentials U(r)
berticksichtigt. Durch Multiplikation mit u}(r) und Integration iiber eine Einheitszelle
um den Gitterpunkt R erhilt man

2
5 { |+ B0 Ea ot VIR 8o P | R0 =0 .18)
der Impulsoperator wirkt hier auf die Variable R. Dieses homogene Gleichungssy-
stem laf3t sich speziell im Zweiband-Modell durch Eliminieren von ¢y, (R) = —hp,. -
p©ea(R)/(Ey(0) — E,) 16sen. Dabei wird der Term /°k?/(2m) + V(R) gegeniiber E, (0) —
E, vernachlassigt. Solange die Energien E, noch in der Nihe der urspriinglichen
Bandkantenenergien E,(0) liegen, ist diese Approximation gerechtfertigt, und fiir lei-
tungsbandartige Zustande « liegt E,(0) — E, in der Nédhe der Bandliicke E;. Damit
folgt fiir das Leitungsband:

E0) - E,+ 2w - %W} fealR) = 0. (2.19)
Fiir isotrope Bander ergibt sich die Bestimmungsgleichung
L0 Eut (g + ) 74 VR pualR) =0, 2.20)
i 2m  p° Eg
Daraus erkennt man, daf8 ¢.,(r) der Schrodingergleichung
L4 V0] a0 = [0~ £l @21

geniigt mit derselben effektiven Masse wie in der k - p-Theorie. Aus der Normierungs-
forderung fiir die Gesamtwellenfunktionen 1), folgt:

VoY [ &0 (n0pns(r)un® = Vo 53 haRpns(R) =1 (222)

n,m

Falls o und 3 reine Leitungsbandzustdande sind, bedeutet dies:
VoY @e(Rpes(R) = [ d'r ol (Mpes() = 1. (2.23)
R

Matrixelemente von langsam variierenden Groflen O(r) sind dann gegeben durch:
(el O)1b5) = (palOW25).

Fir V(r) = 0 findet man erwartungsgeméfs die (unnormierte) Enveloppe . (r) =
e*" (o = k) mit E.(k) = E.(0) + h°K2/(2m*).

In Gegenwart eines langsam verdnderlichen Vektorpotentials A(r) ist der Impuls-
operator durch p + (¢/c)A(r) zu ersetzen. Da A(r) iiber eine Einheitszelle nahezu kon-
stant ist, hat dies keine Auswirkungen auf die Kaneschen Impuls-Matrixelemente zwi-
schen den gitterperiodischen Funktionen.

Auf diese Weise lassen sich die Leitungsbandzustinde aus der Schrodinger-
Gleichung fiir Teilchen mit effektiver Masse m* in einem Potential V(r) berechnen.
Solange die Quantisierungsenergien dieses Potentials bzw. des Vektorpotentials A(r)
wesentlich kleiner als die Breite des urspriinglichen Leitungsbandes sind, stellt dieses
Verfahren eine niitzliche Naherung dar.
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KAPITEL 3

Grundzustandsrechnungen fiir
Quantenpunkte im Magnetfeld

In diesem Kapitel wenden wir die Konzepte der CSDFT fiir laterale Halbleiter-
Quantenpunkte im Magnetfeld an. Dabei betrachten wir die Dimension in Wachs-
tumsrichtung der Halbleiter-Schichtstruktur (z-Richtung) als separates Problem,
das z.B. durch eine selbstkonsistente Hartree-Rechnung (Winkler, 1994'%) gelost
werden kann. Aufgrund der hohen Quantisierungsenergien durch das effektive
Einschlufipotential (typischerweise ca. 20 bis 100 meV bei modulationsdotierten
Heterostrukturen auf GaAs/Al,Ga;_,As-Basis) darf davon ausgegangen werden, dafs
bei den hier interessierenden Temperaturen T < 1K der ,elektrische Quantenlimes”
erreicht ist, in dem alle Elektronen lediglich das unterste Subband der Heterostruktur
bevolkern. Die Ausdehnung der Elektronen in z-Richtung, gegeben durch die Wel-
lenfunktion (y(z) des untersten Subbandes, ist dabei viel kleiner (einige Nanometer)
als diejenige in den lateralen Richtungen. Im folgenden interessiert uns ausschliefSlich
die Wechselwirkung innerhalb dieses zweidimensionalen Elektronensystems, dessen
laterale Strukturierung durch ein Einschlufipotential Vj(x,y) modelliert wird. Die
Hinzunahme eines dufleren Magnetfeldes erweist sich als interessanter Parameter in
einer tiefergehenden Analyse der Eigenschaften dieser Systeme.

3.1 Der harmonische Oszillator im Magnetfeld

Bevor wir mit der Formulierung des wechselwirkenden Systems beginnen, betrach-
ten wir zundchst das Problem freier Elektronen (mit effektiver Masse m*) in einem
parabolischen Potential Vy(r) = }m*w3r?, die sich in einem homogenen Magnetfeld B
senkrecht zur Systemebene bewegen. Die Beschreibung des elektrostatischen Confi-
nements durch eine harmonische Ndherung um das Potentialminimum stellt in vielen
Fillen eine gute Ndherung dar.

Bereits im Friihstadium der modernen Quantenmechanik wurde dieses Modell ei-
nes zweidimensionalen harmonischen Oszillators im Magnetfeld von Fock (1928)
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ABBILDUNG 3.1: (a) Fock-Darwin-Wellenfunktionen Ry, (r) fiir ausgewahl-
te n, m. (b) Eigenwerte des Hamilton-Operators Hj (3.2) in Abhédngigkeit
von we. Die grauen Linien markieren die Landau-Niveaus, denen sich die
Eigenwerte fiir w./wp — oo asymptotisch ndhern. (c) Mittlere Energie pro
Elektron Eg(N)/N im Grundzustand fiir N =4, 6, 10.

und Darwin (1931%) analytisch behandelt. Ausgangspunkt ist der Effektiv-Massen-
Hamiltonian

1

H, =
0 2m*

e 2
[P+ 240)] + Vo). (3.1)

Fiir das Vektorpotential wéhlen wir die symmetrische Eichung A(x,y) = (~y, x)B/2.
Nach dem Ubergang zu polaren Koordinaten r = (7, ) erhalten wir

— hz 12 rﬁ _|_ l 82 _l_ 62 B_zrz _1 heB i _l_ lm* 2r2
0 2m* |rOr \ Or r2 02 2m*c? 4 2m*cOp 2 “o
B [10 [ 8 1021 1, ,, .hw O

Dabei wurde die Hybridfrequenz wn = y/w? + w?/4 aus der charakeristischen Fre-
quenz wy des Confinement und der Zyklotronfrequenz w. = eB/(m*c) gebildet. Die
Eigenfunktionen dieses axialsymmetrischen Hamilton-Operators haben die Form

Yum(r) = Ry ()€™, n=0,12,..., m=0,£1,%+2,..., (3.3)
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mit radialer Quantenzahl n und Winkelquantenzahl m, welche die Drehimpulskom-
ponente fim in z-Richtung angibt. Die Radialfunktionen ergeben sich als (Fock, 1928°;
Darwin, 19313)

G e (N
Rn|1n|(r)_ Kh 7T(7’l—|— |m|)'e gh Ly (7’ /Eh)/ (34)

mit den verallgemeinerten Laguerre-Polynomen (siehe Gradshteyn & Ryzhik, 1980°°)

«a _ - (_1)l (n—|—0[)' i
Ln(x)—g0 il (n_i)!(a+i)!x

und der charakteristischen Hybrid-Oszillatorlinge ¢, = \//i/(m*wy,). Diese als Fock-
Darwin-Zustdnde bezeichneten Losungen haben das Eigenwertspektrum

(3.5)

hAw.

> m. (3.6)
Abbildung 3.1 zeigt einige der Wellenfunktionen R,,,(r) (a) sowie das Spektrum 9
(b). In verschwindendem Magnetfeld weist dieses Spektrum eine Schalenstruktur auf.
Sie ist das Ergebnis von Zeitumkehr-Symmetrie (Entartung beziiglich +m) und der
Entartung von Zustdnden mit gleichem 2n + |m|, eine Besonderheit des parabolischen
Potentials. Die i-fach entarteten Zustande der i-ten Schale (i =2n + |m|+1=1,2,...)
besitzen die Energie &; = fiwyi.

Fir grofle Magnetfelder, w./wy > 1, konvergieren die Einteilchen-Niveaus zu den

Landau-Niveaus

E,, = hw(n + 3), (3.7)

mit der Landau-Quantenzahl n;, = n + (|m| 4+ m)/2.
Wir erganzen den Hamiltonian Hy noch um den Zeeman-Term

Hz = ¢"upBo, (3.8)

e = hw(n + |m| + 1)+

wobei o = +1 die Spinkomponente in z-Richtung angibt, um die Spinaufspaltung im
endlichen Magnetfeld zu berticksichtigen.

3.2 Kohn-Sham-Formalismus fiir Quantenpunkte

Die Berechnung des Grundzustandes fiir wechselwirkende Elektronen beruht auf den
Konzepten der CSDFT aus Kapitel 1. Die Rotationssymmetrie des Grundzustandes
und aller im KS-Hamiltonian auftretenden Potentiale, die wir im folgenden vorausset-
zen wollen, fithrt dabei zu einer erheblichen Vereinfachung des Hamilton-Operators.
Der Losungsansatz 171,1,,10(1’) = Pumo(r)e™? erlaubt die Separation von Radial- und Win-
kelproblem. Man erhélt folgenden effektiven Hamiltonian fiir die radiale Bewegung;:

B [10 [ 0 m*] 1, fiwe  Fe Axo,(r)
HKSZ‘%[?@(’@)‘?}*E’“ “’ﬁ“’”( RRr—
+ 5 (§'usBo + Vieo()) o) {a]. (3.9)
1

O'Z:i:E

) + Vi(r)
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(Die Bezeichnungen 1/] und =+ fiir die z-Komponente des Spins werden hier syn-
onym verwendet.) Das Austausch-Korrelations-Vektorpotential Ay (1) = Ay o (r)e, hat
dabei die Form eines Wirbelfeldes um das Zentrum des Quantenpunktes. Diese Form
ist konsistent mit einem winkelunabhingigen Stromdichteprofﬂ ] p(r)

Ein steileres, anharmonisches Einschlufipotential Vj(r) = —m wir? + agrt + agr® + .
kann man behandeln, indem im Rahmen der numerischen Diagonalisierung des
KS-Hamiltonians die zusitzlichen Terme der Ordnung r* und héher zum Hartree-
Potential addiert werden. In dieser Arbeit wurde der Effekt anharmonischer Terme
nur in speziellen Féllen untersucht, da er bereits hdufig Gegenstand friiherer Arbeiten
(z.B. Darnhofer, 1996%*) war.

Zur Konstruktion der Austausch-Korrelations-Potentiale in LVSDA betrachten wir
zundchst die lokale Vortizitét. Sie hat in der vorliegenden Symmetrie die Form

_ () Jp(1)
v(r)=V x <e¢ n(r)) e: (9r (r ) (3.10)
Fiir festgehaltene Dichten n, gilt 0v(r)|,, = V x (§j,/n). Identifiziert man iiber die Va-

riation §E,|, die Definitionsgleichungen der Variationsableitungen beziiglich v bzw.
jp, findet man

0Ex|, = /dzr&- V x % part:'lnt'/dzr V x 0Ex 5]p + Rand-Integral
" ov n 0v n ——

SE
— 2 X . 55 .
= / & i 3.11)

analog gilt bei festgehaltener Stromdichte j, mit §v[; =V x (—j,dn/ n?):

=3 / d2r [ . g0, (r)}
- Z/d2 [5EXC % (v x 5;)] S, (r)
=3 / &2r Vi o () 614 (r) d2r; (3.12)

Damit folgt fiir die Austausch-Korrelations-Potentiale in lokaler Ndherung:

E. 1 Ec 1 xc
AL = 55, — ~V x 55_ - —ew—g ( ) a; ) (3.13)
I lemom ™ v n(r) or v <nT,m,v)<r>
6 Exc Dexc Jp(r)
cha = = E:xc(nT(r), Tli(f’), '0(1’)) +n XC,(p( ) .
6”“ (n4,n,0)(r) 0 T |(ng,m,0)(r) 7’1( )
(3.14)

Hier verwenden wir konkret die im Kapitel 1 angefiihrte Parametrisierung von
Exc(Ts, &, v) [Gl. (1.62), mit der Formel von Levesque et al. (1984%), falls nicht anders
angegeben]. Es sei noch einmal bemerkt, daf$ €,. die Austausch-Korrelations-Energie
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pro Teilchen eines homogenen Systems mit Dichte n(r) = n4(r) 4+ ny(r) und Spin-
dichte s(r) = n4(r) — ny(r) im Magnetfeld Bpom = —m*co(r)/e darstellt. Die ibliche
Parametrisierung erfolgt in den GroBen 7, = (wn)~"/2/ay, € = n/s und v = 2rnlp mit
dem effektiven Bohrschen Radius a4y des Materials (hier durchwegs GaAs) und der
magnetischen Lange £ = /fic/(eBhom)-

Die selbstkonsistente Losung wird in einem iterativen Verfahren durch numerische
Diagonalisierung von Hgs bestimmt. Der Vergleich mit Rechnungen in LSDA und
LDA gestattet es, Wechselwirkungseffekte durch Strom und Spin zu identifizieren.

In Abb. 3.2 sind die Grundzustands-Dichteprofile fiir einen GaAs-Quantenpunkt mit
N = 8 Elektronen (m* = 0.067 m,, m. = Elektronen-Ruhemasse) bei B = 0 gezeigt, wo-
bei wir die Wechselwirkung zunédchst vernachlédssigen (a), dann durch eine Hartree-
Néherung beschreiben (b) und schliellich inklusive Austausch-Korrelation in LDA
(c) und LSDA (d) behandeln. Die LVSDA liefert hier dasselbe Ergebnis wie die LS-
DA, da fiir erhaltene Zeitumkehr-Symmetrie die Stromdichte, und damit die Vorti-
zitdt, verschwindet. Dann reduziert sich die Berechnung der Austausch-Korrelations-
Energie auf den LSDA-Ausdruck [siehe Gl. (1.62)]. Die Confinement-Energie betragt
fiwy = 3meV, die dielektrische Konstante (DK) x = 12.4. Im Vergleich zum nichtwech-
selwirkenden System zeigt sich eine deutliche Modifikation der Grundzustandsdichte,
wenn die Abschirmung des Confinements durch das Hartree-Potential beriicksichtigt
wird. Letzteres fiihrt zu einem flachen Potentialverlauf im Zentrum des Quantenpunk-
tes; die Form des effektiven Gesamtpotentials hat also einen stark anharmonischen
Verlauf mit steilen Randflanken. Folglich erhélt man ein Einteilchenspektrum, das nur
noch ndherungsweise schalenartig aufgebaut ist. Die Hinzunahme von Austausch-
Korrelation resultiert in einer Absenkung der physikalischen Grundzustandsenergie
Ey, berechnet nach Gl. (1.31), die sich im Dichteprofil ebenfalls bemerkbar macht.

Der Grundzustand 14fst sich durch die Quantenzahlen M und S charakterisieren:

N N
M = I; m;, S = I; i, (315)

sie geben die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses bzw. Gesamtspins an und
sind auch im wechselwirkenden System gute Quantenzahlen. Folglich kann man die
Konzepte der CSDFT (Variationsprinzip und Hohenberg-Kohn-Theorem, Kohn-Sham-
Formalismus) auf die entsprechenden Vielteilchen-Hilbert-Unterrdume zu festem M
und S anwenden. In der Praxis bedeutet dies, daff die Konfiguration (M,2S) des
Kohn-Sham-Grundzustandes mit derjenigen des physikalischen Systems identisch
ist, also auch physikalische Relevanz besitzt.

Ohne spinabhédngiges Austausch-Korrelationspotential werden fiir gerade Elektro-
nenzahlen alle rdumlichen Orbitale paarweise besetzt. Solange der Zeeman-Effekt
nicht zu grof$ wird, gilt dies auch in einem endlichen Magnetfeld. Anders verhilt
sich die Situation in LSDA, also wenn E,. auch von der Spindichte abhdngt: Die
Schalenstruktur des Einteilchenspektrums begiinstigt einen spontanen Symmetrie-
bruch beziiglich der beiden Spinrichtungen und analog zur Hundschen Spinregel
fiir natiirliche Atome (vgl. Weissbluth, 1978'%) weisen die Elektronen in den fast-
entarteten Schalen bis zur Halbbesetzung den gleichen Spin auf. Dadurch kann
Austausch-Energie gewonnen und die Grundzustandenergie gesenkt werden. Dies
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ABBILDUNG 3.2: Profile der Ladungs- und Spindichte des Grundzustandes,
n(r) = ny(r) + ny(r) und s(r) = n4(r) — ny(r), fiir einen GaAs-Quantenpunkt
mit N = 8 Elektronen und einer Confinement-Energie von fiwg = 3meV, oh-
ne dufieres Magnetfeld. Der effektive Bohrsche Radius von GaAs betrdgt
a9 = 9.794nm. Die KS-Einteilchen-Potentiale sind rechts dargestellt, Vi (r)
ist das effektive Gesamtpotential. (a) Ohne Wechselwirkung. (b) Hartree-
Rechnung. (c) LDA mit Vi(r) = Vi (r) = Vi (7). (d) LSDA/LVSDA.
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ABBILDUNG 3.3: Profile der Ladungs- und Spindichte des Grundzustandes
mit den effektiven Einteilchen-Potentialen fiir einen GaAs-Quantenpunkt
mit N = 8 Elektronen und /iwy = 3meV im Magnetfeld B = 3T. (a) LDA.
(b) LSDA. (c) LVSDA. Der Unterschied in Vi (r) fur LSDA und LVS-
DA kommt unter anderem durch den Einflufs des Austausch-Korrelations-
Vektorpotentials zustande, das gemafs Gl. (3.14) in das skalare Potential ein-
geht. (d) Radiale Profile der physikalischen Stromdichte j(r) (durchgezogene
Linie) und der paramagnetischen Stromdichte j,(r) (gestrichelt), jeweils fiir
LVSDA (schwarz) und LSDA (grau). Im rechten Teil sieht man das effek-
tive Zeeman-Feld By.(r) = [Vyt(r) — Vi ()]/(g* 1p), das durch Austausch-
Korrelation hervorgerufen wird.
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wird spédter im Bild der KS-Einteilchen-Niveaus noch ausfiihrlicher diskutiert. Im
Beispiel N = 8 [Abb. 3.2 (d)] sind die beiden Elektronen der dritten Schale im selben
Spinzustand (25 = 2).

Im endlichen Magnetfeld treten infolge der gebrochenen Zeitumkehr-Symmetrie
grofe orbitale Strome auf. Genau fiir diesen Fall wurde die CSDFT entwickelt: Durch
die — zumindest modellhafte — Berticksichtigung der lokalen Stréme bei der Berech-
nung von E,. erhdlt man modifizierte Ergebnisse fiir die Grundzustandenergie und
-konfiguration. Ein Beispiel ist in Abb. 3.3 zu sehen: Bei B = 3T liefert die LSDA als
Grundzustand ein maximum density droplet (MDD), eine vollstandig spinpolarisierte
Konfiguration, deren Drehimpuls durch die sukzessive Besetzung aufeinanderfolgen-
der Zustande (0,m), m=0,—-1, —2,... gebildet wird [d.h. M = —%N(N —1)] und die
durch eine maximale Dichte im Zentrum des Quantenpunktes gekennzeichnet ist. Sie
entspricht der Grundzustandskonfiguration eines nichtwechselwirkenden Systems im
Grenzfall starker Magnetfelder (mit ausreichend hoher Zeeman-Aufspaltung, so dafs
alle Elektronen spinpolarisiert sind), deren zugehorige Dichte nach Gl. (3.4) gegeben
ist durch (MacDonald et al., 19931%4):

1 Nzl 1 r 2m 2 2
nvop(r) = o > — ( ) e /) (3.16)

B m=0 \/EEB

Die Austausch-Wechselwirkung erhéht einerseits die Spinaufspaltung, was den Uber-
gang zu einem spinpolarisierten System begiinstigt, andererseits zeigt die LVSDA-
Rechnung, dafs die MDD-Bildung zunédchst durch die strombedingten Korrelations-
effekte gehemmt wird: Nicht alle Spins sind ausgerichtet und durch die paarweise Be-
setzung des orbitalen Zustands (0, 0) bleibt der Gesamtdrehimpuls kleiner. Die spin-
unabhédngige LDA-Rechnung in Abb. 3.3 (a) kann die physikalische Situation nicht
mehr gut beschreiben: Lediglich aufgrund des Zeeman-Terms (mit ¢* = —0.44) erhalt
man eine partielle Spinausrichtung (25 = 2). Die Grundzustandsenergie féllt auch viel
zu hoch aus.

Die Unterschiede der Grundzustandsenergien in LSDA und LVSDA befinden sich
immerhin im Prozentbereich, sind also nicht v6llig unbedeutend. Wesentlich interes-
santer ist allerdings, daf$ die Grundzustandskonfigurationen (M, 25) verschieden sind.
Der Wechsel der Konfiguration in Abhédngigkeit des dufferen Magnetfeldes wird also
von der Art und Weise, wie man die Wechselwirkung im System behandelt, beeinflufst.

3.3 Vergleiche mit exakter Diagonalisierung

Wir zeigen zundchst, wie der Vergleich unserer CSDFT-Ergebnisse mit denjenigen,
die aus einer exakten Diagonalisierung (ED) des Vielteilchen-Hamiltonians hervorge-
hen, ausfillt. Diese Methode erlaubt zwar eine wesentlich genauere Behandlung der
Wechselwirkung, ist aber aus technischen Griinden auf Wenig-Elektronen-Systeme be-
schrankt. Moderne Hochleistungs-Computer sind in der Lage, eine exakte Diagona-
lisierung etwa bis zu acht Elektronen (Eto, 1997%) auszufiihren. Ein Vorteil der ED-
Methode besteht darin, dafs man neben der Grundzustandswellenfunktion auch ange-
regte Zustande erhilt [Messungen angeregter Vielteilchen-Zustdnde mittels Transport-
Spektroskopie an einem Quantenpunkt mit bis zu zwolf Elektronen werden in einem
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ABBILDUNG 3.4: Magnetfeldabhidngigkeit der Grundzustandsenergie von
GaAs-Quantenpunkten (ohne Zeeman-Energie) fiir N = 2 und 3. Das Con-
finement betrdgt fiwy = 3.37 meV. In (a) sind die niedrigsten Zweiteilchenni-
veaus zum Gesamtspin S = 0 und S = 1 grau eingezeichnet (exakte Diago-
nalisierung von Pfannkuche et al., 1993!3). Den Grundzustandsiibergang
von (M, 25) = (0,0) nach (—1, 2) findet man in LVSDA und ED nahezu beim
gleichen Magnetfeldwert (Pfeile). Das eingesetzte Bild demonstriert die
gute Ubereinstimmung der exakten Grundzustandsdichte mit LVSDA. (b)
ED-Grundzustandkonfigurationen (M, 2S) (graue Linien) des 3-Elektronen-
Systems (mit S = % oder S = % ; nach Hawrylak & Pfannkuche, 1993%3) im
Vergleich zur LVSDA und LSDA.

neueren Artikel von Kouwenhoven et al. (1997%) beschrieben]. Hohere Teilchenzah-
len (bisher N < 10) kdnnen nur noch unter bestimmten Einschrankungen diagonali-
siert werden, z.B. fiir spinpolarisierte Systeme wie in der Pionierarbeit von Maksym &
Chakraborty (19901%) oder durch Projektion ins unterste Landau-Niveau (Hochfeld-
Limes, siehe Yang et al., 1993'%).

Fiir B = 0 haben bereits Merkt et al. (1991'°) die Coulomb-Energie von Quanten-
punkt-,Helium” (N = 2) in erster Ordnung Storungstheorie berechnet. Eine exakte
Diagonalisierung fiir dieses System (in GaAs) bei beliebigen Magnetfeldern wird von
Pfannkuche et al. (1993'%) prisentiert. Bei Hawrylak & Pfannkuche (1993%%) findet
man eine dhnliche Rechnung fiir N = 3 Elektronen. Charakteristisch fiir diese Studi-
en ist die Trennung der elektronischen Bewegung in einen freien Schwerpunktsanteil
und einen Anteil, der die durch die Wechselwirkung beeinflufiten inneren Freiheits-
grade beschreibt. Aufgrund des Pauli-Prinzips konnen die Werte fiir Gesamtspin S
in z-Richtung und relativer Drehimpuls m nicht in beliebigen Kombinationen auftre-
ten. So erzwingt die spinpolarisierte Triplett-Konfiguration mit S = 1 eine ungera-
de Form fiir die Ortswellenfunktion der Relativbewegung r = r; — r,, weshalb nur
ungerade Relativ-Drehimpulse m erlaubt sind. Im Grundzustand mit verschwinden-
dem Schwerpunkts-Drehimpuls bedeutet dies, dafs der Gesamtdrehimpuls m; + m,
ungerade sein mufS. Bei drei Elektronen wird die Situation komplizierter (Hawrylak
& Pfannkuche, 1993%%); so fordert das Pauli-Prinzip fiir polarisierte Zustinde mit Ge-
samtspin S = % einen Gesamtdrehimpuls |m; + my +m3| =3, 6,9, ... (entsprechend
muB |my +my+m3|=1,2,4,5,7, ... sein fiir S = %) Die Erftillung dieser Bedingun-
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gen kann von einer CSDFT-Rechnung natiirlich nicht garantiert werden. Sie miifiten
vielmehr als Randbedingung bei der Minimierung des Energiefunktionals eingefiihrt
werden.

In Abb. 3.4 sehen wir die magnetfeldabhéngige Grundzustandsenergie fiir Quanten-
punkte mit N = 2 bzw. 3 Elektronen im Vergleich mit ED-Rechnungen.®'3 Fiir sehr
kleine N stof3t das Konzept der Lokalen-Dichte-N&dherung natiirlich an seine Grenzen:
Das sog. Selbstwechselwirkungsproblem, das aus der Wechselwirkung jedes Teilchens
mit seinem eigenen Hartree-Potential herriihrt, gewinnt an Bedeutung. In einer exak-
ten Theorie wird dieser Anteil des Hartree-Potentials vom (nichtlokalen) Austausch-
Korrelations-Potential kompensiert. Stark vereinfacht liefle sich der Beitrag in lokaler
Naherung durch eine Korrektur des Hartreefunktionals in der Form E{{""[n] = Ey[n] —
NEy[n/N] teilweise kompensieren. Der Ausdruck liefert fiir N = 1 und N — oo das
korrekte Resultat. Deutlich bessere Verfahren zur self-interaction correction findet man
in der Literatur, z.B. bei Perdew (1983'%) oder Krieger & Li (1989%).

Je mehr Teilchen im System sind (also je homogener die Dichte ist), umso leichter
kann dieser Effekt vernachldssigt werden. Wir finden dennoch eine erstaunlich gute
Ubereinstimmung der LVSDA-Ergebnisse mit exakter Diagonalisierung. Wechsel
in der Grundzustandskonfiguration (M,2S) machen sich als Knicke (Kuspen) in
der Gesamtenergie bemerkbar. Fiir N = 2 geschieht dies z.B. bei ca. 2T, wo ein
Singulett-Triplett-Ubergang stattfindet. LVSDA und ED stimmen hierbei sehr gut
{iberein, wihrend die LSDA diesen Ubergang schon bei einem niedrigeren Magnetfeld
aufweist. Die grofiten Abweichungen zwischen ED und LVSDA liegen bei kleinen
Magnetfeldern. Hier betrdagt der relative Fehler aber immer noch weniger als 2.5 %.
Fir N = 3 gibt es Magnetfeldbereiche, in welchen die korrekte Grundzustandskon-
figuration in LSDA nicht reproduziert wird. Dies ist insbesondere um B = 2T der
Fall, wo der LSDA-Grundzustand von (M, 2S) = (—1,1) sofort nach (-3, 3) springt,
wohingegen sich der exakte Grundzustand dazwischen in der Konfiguration (—2,1)
befindet. Die LVSDA beschreibt die Konfigurationsdnderungen richtig, wenn die
Magnetfeldauflsung fein genug gerastert ist.* Uber 5T treten groflere Abweichungen
auf; der ED-Grundzustand wechselt von (-3, 3) iiber (—4, 1) nach (-5, 1), die LVSDA
liefert einen Wechsel von (—3, 3) direkt nach (-6, 3). Die Energie ist dabei nahe an dem
exakten Ergebnis fiir diese Konfiguration; im gesamten untersuchten Bereich liegt der
Unterschied der renormierten Energien Eg/N — fiw, zwischen ED und LVSDA bei
gleicher Konfiguration stets unterhalb von 1%.f

In Abb. 3.5 sieht man den Vergleich mit ED-Rechnungen von Eto (1997%) fiir
N > 4. Fir den Fall schwacher [¢?/(kfy) = hiwy/2] bzw. starker [e?/(kly) = Hwy]

*An dieser Stelle sollte ein technisches Detail erwdhnt werden: Um die Berechnung der Ma-
gnetfeldabhingigkeit zu beschleunigen, wurde als Ausgangspunkt fiir die iterative Losung der KS-
Gleichungen der selbstkonsistente Grundzustand des benachbarten Magnetfeldwertes verwendet. Da-
durch kann man allerdings infolge einer numerischen ,Hysterese” in einem metastabilen Zustand
hédngenbleiben, der nicht dem Grundzustand entspricht. Um diesen unerwiinschten Effekt zu vermei-
den, wurde die Rechnung einmal von kleinen zu grofSen Feldern und zurtick durchgefiihrt, und jeweils
die energetisch tiefer liegende Losung ausgewdhlt. Aber auch dann kann bei zu grober Rasterung in
schmalen Ubergangsbereichen eine Zwischenkonfiguration iibersprungen werden.

t Ahnliche Vergleichsrechnungen fiir zwei und drei Elektronen wurden auch von Ferconi et al.
(1995%) durchgefiihrt.
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ABBILDUNG 3.5: Vergleich mit exakter Diagonalisierung von Eto (1997%):
Grundzustandsenergien fiir N = 6, 5, 4 (a—) bei schwacher Coulomb-
Wechselwirkung [e? /(k£g) = Hwg/2] ohne Zeeman-Term. Neben den Kurven
steht die Grundzustandskonfiguration (M,2S). Die LVSDA-Kurven sind
fett gestrichelt (- - -) eingezeichnet. (d, e) Additionsenergien py fiir N = 0
bis 7, jeweils mit schwacher (d) bzw. starker (e) Coulomb-Wechselwirkung
[e? /(k£y) = iwo] aus LVSDA (- - -) und ED (—). In (e) wurde die ED zusitz-
lich mit Zeeman-Feld ausgefiihrt (- -).
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Coulomb-Wechselwirkung wurde eine Produktbasis aus allen Eigenzustinden des
harmonischen Oszillators im Magnetfeld mit 21 + |m| < 4 bzw. 5 zur Diagonalisierung
des Vielteilchensystems verwendet; £y = /fi/(m*wy) ist dabei die charakteristische Os-
zillatorldnge. Driickt man das Magnetfeld durch w. in Einheiten von wy aus, lassen sich
alle Grofien (aufier dem Zeeman-Term) materialunabhédngig in Einheiten von wy und
¢y schreiben. Ein Confinement von /iwy = 3.37meV wie in Abb. 3.4 entspricht in GaAs
tibrigens genau der Situation starker Wechselwirkung. Die Magnetfeldabhédngigkeit
der LVSDA-Grundzustandsenergie E, zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung mit
Etos Ergebnissen; selbst die Grundzustandsiibergdange werden fiir N = 4 und 5 von
der LVSDA nahezu an denselben Magnetfeldwerten reproduziert. Fiir N = 6 findet
man allerdings Abweichungen von ca. 1%, die im Ubergangsbereich w. = 0.6wy
mit einem Zwischenzustand (M, 2S) = (-3, 2) beginnen, der in der LVSDA nur iiber
einen viel kleineren Magnetfeldbereich erscheint. Fiir groffe Magnetfelder werden
die Unterschiede wieder kleiner. Abbildung 3.5 (d, e) zeigt die Additionsenergien
pun = Eo(N 4 1) — Eo(N), also die Differenzen der Vielteilchen-Grundzustandsenergien
fir N bzw. N + 1 Elektronen. Diese konnen mittels Tunnelstrom- oder Kapazitéts-
Spektroskopie experimentell gemessen werden; darauf wird im Abschnitt 3.5 noch
ausfiihrlicher eingegangen. Die ED-Rechnungen offenbaren zunéchst die charakteri-
stischen Knicke in der Magnetfeldabangigkeit von uy [z.B. in (d) fiir N =4, 5, 6 bei
0.5wy oder fiir N = 6 bei 0.9w], deren Ursprung man auf eine Umkonfiguration des
Grundzustandes infolge einer Niveaukreuzung des einfachen Einteilchenspektrums
zurtickfithren kann. Typisch ist dabei der paarweise-parallele Verlauf der Kurven
aufgrund der Spinentartung. Die Wechselwirkung fiihrt zu einer modifizierten
Position der Strukturen sowie zu einer — ndherungsweise konstanten — Verschiebung
der Linien durch das Hartree-Potential. Im nichtwechselwirkenden Fall [vgl. Abb.
3.1 (c)] findet man ein qualitativ d4hnliches Bild, in welchem die Linien fiir die beiden
Spinrichtungen aufeinanderfallen.

Eto betont die Bedeutung des Zeeman-Terms im Bereich grofler Magnetfelder, wenn
der Grundzustand in (e) fiir N = 2 den bereits erwihnten Singulett-Triplett-Ubergang
vollzieht. Seine Rechnungen (fiir GaAs) belegen, dafi in Gegenwart der Zeeman-
Aufspaltung dieser Ubergang bereits bei kleineren Magnetfeldern (w. = 1.3wy statt
1.5wy) auftritt. Er erscheint in den LVSDA-Rechnungen (ohne Zeeman-Term) schon
bei ca. 1.0wp. Analoge Effekte durch sukzessive Spinausrichtung im Hochfeld-Limes
lassen sich in ED und LVSDA fiir N = 3 und 4 erkennen. Im Gegensatz dazu zeigen
die Additionsspektren fiir schwache Wechselwirkung (d) keine Spinpolarisation. Sie
ist hier erst bei hoheren Magnetfeldern zu erwarten.

Dem soweit diskutierten Kurvenverlauf sind Anomalien {iberlagert, die um B =0
zu einer geringeren Additionsenergie fiir das vierte und einer erhchten fiir das fiinfte
Elektron fiihren. Fiir schwache (d) und starke Wechselwirkung (e) findet man dies
sowohl in ED als auch in LVSDA. [Im Fall (d) wurde die Additionsenergie aus ED
fiir N = 6 diinn gestrichelt eingezeichnet, da die Konvergenz des Grundzustandes in
der eingeschrankten Produktbasis hier nicht gesichert ist.] Man erkennt eine weitere
Besonderheit bei etwa 0.6 wy, die zu einer ,blasenartigen” Struktur fithrt. In LVSDA
ist diese erst im Fall starker Wechselwirkung (e) erkennbar, wo leider keine ED-Daten
mehr vorliegen. Ahnliche Bereiche finden sich auch bei hoheren Feldern ab 2 wy fiir
N > 4. Die durch diese Anomalien unterbrochene Parallelitét je zweier Linien deutet
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auf einen spinabhdngigen Effekt hin. In der Tat handelt es sich dabei um Austausch-
Korrelations-Effekte, die im nachsten Abschnitt ausfiithrlich behandelt werden.

Schliefillich weisen wir auch auf Vergleiche mit Ergebnissen aus Quanten-Monte-
Carlo-Rechnungen fiir N < 10 von Bolton (1994') hin, die hier allerdings nicht gezeigt
werden. Die betrachtete Methode startet von einem Variationsansatz fiir die Grundzu-
standswellenfunktion, der sich ,diffusiv” im Laufe einer imagindren Zeit der wahren
Grundzustandswellenfunktion anndhert (siehe Reynolds et al., 1982'*; Bolton, 19941¢,
1994'). Die Gegeniiberstellungen weisen eine gute Ubereinstimmung im hsheren Ma-
gnetfeld auf, wo die von Bolton angewandte Projektion ins unterste Landau-Niveau
gerechtfertigt ist.

3.4 Spin-Effekte: Hundsche Regel im Magnetfeld

Wie bereits in fritheren LSDA-Rechnungen von Koskinen et al. (1997%) gezeigt
wurde, kann die Grundzustandsenergie bei verschwindendem Magnetfeld im
Fall (fast) entarteter Einteilchen-Niveaus dadurch minimiert werden, dafi sich
die Elektronenspins ausrichten. Der dadurch vergroferte Austausch-Beitrag der
Coulomb-Wechselwirkung senkt die Gesamtenergie ab. Die energetische Néahe
der beteiligten Einteilchen-Zustdnde ist dabei ganz wesentlich, weil aufgrund des
Pauli-Prinzips mehr orbitale Zustande besetzt werden miissen. Infolgedessen konnen
die Spins auch nur bis zur Halbfiillung der obersten besetzten Schale ausgerichtet
werden. Ungeachtet der Spin-Bahn-Kopplung, die zu weitaus komplexeren Szenarien
fithrt (Kutzelnigg & Morgan, 1996%), entspricht dieser Mechanismus der Hundschen
Spinregel fiir natiirliche Atome: In partiell besetzten Schalen sind unter Beachtung
des Pauli-Prinzips so viele Elektronen wie moglich in identischen Spinzustdnden.

Die Dispersion der FEinteilchen-Niveaus im endlichen Magnetfeld fiithrt zur
Aufldsung der Schalenstruktur, weshalb ab einer kritischen Feldstdrke keine Spin-
ausrichtung mehr auftritt. Dennoch kann auch im endlichen Magnetfeld eine
,verallgemeinerte Hundsche Regel” abgeleitet werden: Treffen zwei (spinentartete)
Einteilchen-Niveaus an der Fermi-Kante zusammen, bilden diese vier Zustinde
wiederum eine ,Schale”, deren Gesamtspin durch die Besetzung zweier identischer
Spinzustdnde maximiert werden kann.

Abbildung 3.6 zeigt die KS-Energien ¢,,,,(B) fiir N = 10 Elektronen in LVSDA (a),
LSDA (b) und LDA (c) im Vergleich. Fiir B = 0 befinden sich vier Elektronen in der
dritten, ohne Wechselwirkung sechsfach entarteten Schale. Im LDA-Grundzustand
werden die (durch die Wechselwirkung zwar modifizierten, aber dennoch fast ent-
arteten) Zustdnde der dritten Schale jeweils paarweise besetzt; infolgedessen treffen
die besetzten und unbesetzten Zustdnde an der Fermi-Energie zusammen. Dagegen
wird durch spontane Bevorzugung einer Spinrichtung in der LSDA-Rechnung eine
endliche Spindichte aufgebaut, die die Spinentartung der Einteilchen-Niveaus auf-
hebt. Dies geschieht in selbstkonsistenter Weise durch ein endliches ,Zeeman-Feld”
3 By = Vit — V. Dadurch entsteht eine Energieliicke an der Fermi-Kante, die

'Die in der Arbeit von Koskinen et al. (1997%) gefundenen Spindichtewellen in azimutaler Richtung
konnen im hier angewandten Formalismus aufgrund der zugrundeliegenden Rotationssymmetrie nicht
reproduziert werden. Dies ist Gegenstand einer weiterfiihrenden Arbeit.
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ABBILDUNG 3.6: KS-Energiespektrum €, (inkl. Zeeman-Effekt) fiir N =
10 in LVSDA (a), LSDA (b) und LDA (c) (GaAs, fiwy = 3meV, 1Ry* =
5.929 meV). Austausch-Korrelation fiihrt in LSDA und LVSDA zu einer
Spinaufspaltung (1 —, | —). Die gestrichelte Kurve markiert den héchsten
besetzten KS-Zustand. Die Insets zeigen tiber dem gleichen Magnetfeldbe-
reich einen grofseren Teil des Spektrums, um die Landau-Niveaus sowie die
wechselwirkungsinduzierte Zeeman-Auspaltung herauszustellen.

die besetzten von den unbesetzten Zustdnden trennt (markiert durch die gestrichelte
Linie in Abb. 3.7). Sie stabilisiert den Grundzustand beziiglich des néchstliegenden
angeregten, spinlosen Zustands und 16st die Frustration durch entartete Zustande an
der Fermi-Kante auf. Ein nahezu identisches Ergebnis erhdlt man in LVSDA.

Die Spinaufspaltung bricht ab einem kritischen Magnetfeld zusammen, wenn die
Energie zur Besetzung unterschiedlicher orbitaler Zustande mit gleichem Spin grofier
ist als die Energie bei paarweiser Besetzung von entsprechend weniger orbitalen
Zustinden. Dies tritt hier bei ca. 0.7 T auf. Ein zweiter Abschnitt mit endlicher
Spinaufspaltung liegt zwischen 1.0 und 1.2T. Er kann auf eine Kreuzung von KS-
Niveaus an der Fermi-Kante zuriickgefiihrt werden, wodurch in analoger Weise wie
fiir kleine Magnetfelder eine Art ,Schale” aufgebaut wird, die bis zur Halbftillung mit
spinpolarisierten Elektronen besetzt werden kann.

Ab 2.0 T beginnt die sukzessive Ausrichtung aller Spins, die aus der zunehmenden
Zahl fast-entarteter Niveaus beim Ubergang zu hohen Magnetfeldern ermoglicht wird.
Auch hier kann durch Spinpolarisation die Gesamtenergie minimiert werden. Folglich
erhilt man einen giant Zeeman effect, der viel grofer ist als in der spinunabhéngigen
LDA-Rechnung und bei vollstandiger Polarisation in eine Sittigung tibergeht [Inset in
Abb. 3.6 (b)]. Allerdings produziert die LVSDA ein Artefakt: Da in der Formel (1.62)
im Limes v < 1 keine Information {iber die Polarisationsabhdngigkeit der Austausch-
Korrelations-Energie enthalten ist, schlieft sich die Liicke zwischen den Spins wieder
und wird nur noch vom normalen Zeeman-Term bestimmt. Eine Korrektur der Ap-
proximation (1.62) erhalten wir durch den Ansatz

e (15, €, v) = exc(rs, € = 1,v) + f(E)Dec(rs, v), (3.17)
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ABBILDUNG 3.7: Grundzustandsenergie fiir N = 10 (GaAs, fiwy = 3meV,
1Ry* = 5.929meV) in LDA, LSDA und LVSDA. Die Klammerpaare kenn-
zeichnen die jeweiligen Grundzustandskonfigurationen [| M|, 25].

wobei Aey. (s, V) = [exc(rs, & = 0, 1) — ex(rs, & = 1, )] exakt nicht bekannt ist. Die Inter-
polationsfunktion f(£) ist dieselbe wie im magnetfeldfreien Fall [siehe Gl. (1.57)]; dies
148t sich aus einer Dimensionsbetrachtung ableiten (Oliver & Perdew, 1979'?*). Die
konkrete Modellierung von Ae,(rs,v) haben Lubin et al. (1997'%!) verwirklicht durch
eine komplizierte Spline-Interpolation zwischen speziellen Fiillfaktoren, fiir welche
Chakraborty & Zhang (1984%) numerische Diagonalisierungen durchgefiihrt haben.
Eigene Testrechnungen mit dieser Modifikation weisen zwar Unterschiede in der ma-
gnetfeldabhdngigen Gesamtenergie im Vergleich mit der urspriinglichen Beschreibung
der Austausch-Korrelations-Energie auf, aber angesichts der guten Ubereinstimmung
mit exakter Diagonalisierung auch bei hohen Magnetfeldern beschranken sich die wei-
teren Rechnungen in diesem Kapitel auf die Fassung (1.62).

Abbildung 3.7 stellt die Gesamtenergie des wechselwirkenden Systems im Vergleich
zwischen LDA, LSDA und LVSDA dar. Im niedrigen und mittleren Magnetfeldbereich
(linkes Bild) erkennt man klar die energetischen Minima infolge der Hundschen Spin-
ausrichtung in LSDA /LVSDA. Wie bereits in den KS-Spektren sichtbar wird, wirken
sich die Approximationen unterschiedlich auf die relative energetische Position und
die Besetzung der Einteilchen-Zustande aus. Bei hohen Feldern (rechts) fdllt insbe-
sondere auf, dafd die LVSDA hohere Drehimpulse favorisiert als die strom- bzw. vor-
tizitatsunabhdngige LSDA [dies ist jedoch keine feste Regel, vgl. Abb. 3.3 (b) und (c)].
Interessanterweise bevorzugt auch die LDA hohe Drehimpulse, selbst wenn der einfa-
che Zeeman-Effekt noch nicht ausreicht, um alle Elektronen zu polarisieren. Aufgrund
der unberticksichtigten Energieabsenkung durch Spinausrichtung im Energiefunktio-
nal der LDA, fallt deren Gesamtenergie deutlich hoher aus. Insgesamt stellt man fest,
dafs gerade im Hochfeldbereich die zunehmende Zahl an Niveaukreuzungen zu ei-
ner hiufigen Anderung der Grundzustandskonfiguration fiithrt. Allerdings sticht der
MDD-Zustand (M, 2S) = (—45,10) sowohl in LSDA als auch in LVSDA durch seine
hohe Stabilitdt beziiglich Magnetfeldanderungen hervor.
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ABBILDUNG 3.8: (a) Grundzustandsenergie fiir N = 2 bis 7 (GaAs, fiwy =
3.37meV) in LSDA und LVSDA. Die Klammerpaare [|M]|,25] geben
die Grundzustandskonfiguration der LVSDA-Rechnung wieder. (b) KS-
Einteilchenniveaus €, in LVSDA fiir N =18 ( —, | ). Die Zustinde
unterhalb der gestrichelten Linie sind besetzt.

In Abb. 3.8 (a) zeigen wir die systematische Berechnung aller Grundzustandsenergi-
en von N = 2 bis 7 im Bereich 0 bis 6 T. Im Vergleich mit der LSDA-Rechnung erhilt
man in LVSDA durchwegs niedrigere Grundzustandsenergien. Auch sind die Magnet-
tfeldpositionen, an welchen Anderungen der Konfiguration eintreten, in LSDA zu klei-
neren Felder verschoben. Der Ubersichtlichkeit halber sind in Abb. 3.8 nur die LVSDA-
Ubergangspositionen mit Kreisen markiert. Eine besonders auffillige Illustration der
Hundschen Regel im Magnetfeld ist Abb. 3.8 (b): Fiir hohere Elektronenzahlen (hier
N = 18) treten infolge zahlreicherer Niveaukreuzungen des Einteilchenspektrums ent-
lang der Fermi-Energie immer wieder Grundzustandkonfigurationen mit endlichem
Gesamtspin auf, lange bevor der spinpolarisierte Limes des untersten Landau-Niveaus
erreicht wird. Wie wir im ndchsten Abschnitt sehen werden, sind diese Strukturen
auch im Experiment zu identifizieren.

3.5 Additionsspektren

Der experimentelle Nachweis der Schalenstruktur des Energiespektrums wurde
moglich mit der Herstellung von Quantenpunktstrukturen, deren Elektronenzahl
mithilfe einer Gate-Elektrode von 0 beginnend eingestellt werden kann. Nach den
Pionierarbeiten von McEuen et al. (1992!3) und Ashoori et al. (19937) (siehe auch
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Ashoori, 1996°), denen mittels Einzel-Elektronen-Kapazititsspektroskopie die Mes-
sung der Additionsenergien von Wenig-Elektronen-Quantenpunkten gelang, ist vor
allem ein jiingeres Experiment von Tarucha et al. (1996'"°) interessant, in dem erstmals
die Hundschen Spinregeln erkennbar wurden. Der experimentelle Aufbau wurde
bereits in der Einleitung (Abb. E.2) gezeigt.

Durch das Anlegen einer Gate-Spannung kann das chemische Potential des Systems
variiert werden. Man beobachtet resonantes Tunneln von einzelnen Elektronen
durch die Struktur, wenn das chemische Potential des N-Elektronen-Quantenpunktes
un = Eo(N 4+ 1) — Eo(N) (wie schon zuvor auch Additionsenergie genannt) iiber-
einstimmt mit demjenigen in den Source- und Drain-Kontakten, die der Zu- und
Ableitung der Elektronen dienen. Im einfachsten Fall sind jene nur durch eine kleine
Wechselspannung gegeneinander verstimmt. Das resonante Tunneln des N + 1-ten
Elektrons dufiert sich in einem starken Anstieg des gemessenen Wechselstroms. Im
Bereich zwischen den Resonanzsituationen ist die Elektronenzahl wohldefiniert.
Durch Verschieben des chemischen Potentials mithilfe der Gate-Spannung kann der
Quantenpunkt also sukzessive mit Elektronen geladen werden. Die von der ange-
legten Gate-Spannung abhédngige Zu- und Abnahme des Tunnelstroms bezeichnet
man als Coulomb-Oszillationen.

Selbstverstdandlich spielt hier die Wechselwirkung der Elektronen untereinander ei-
ne wichtige Rolle; ein simples Bild beschreibt sie im sog. constant-interaction model
(McEuen et al., 1991'4; siehe auch van Houten et al., 1991%). Hier wird die Wech-
selwirkung im Quantenpunkt durch einen Plattenkondensator mit der Kapazitdt C =
e?/U modelliert. Die Ladungsenergie U entspricht im wesentlichen einer konstanten
Wechselwirkungsenergie des hinzugefiigten Elektrons mit jedem anderen, das bereits
im System enthalten ist. Ausgehend von der Coulomb-Energie Ec(N) = %(Ne)2 /C =
IN2U fiir N Elektronen im Kondensator, erhilt man als Additionsenergie fiir das N-te
Elektron pn_1 = Eo(N) — Eo(N — 1) = [Ec(N) — Ec(N = D] 4+€ = (N = hu + £, die
sich aus einer durch das EinschluBpotential festgelegten Einteilchenenergie £ und
der Coulomb-Energie AEc(N) = (N — 1)U zusammensetzt. McEuen et al. (1992'3)
haben die Giiltigkeit dieses Modells fiir hohe Magnetfelder durch ihre Experimente
widerlegt; die Coulomb-Wechselwirkung modifiziert die Additionsspektren so sehr,
dafd eine selbstkonsistente Behandlung zur Erklarung des experimentellen Befundes
unerldfllich ist.

Falls die Einteilchenniveaus 65\0]) innerhalb einer Schale liegen, werden die Additions-

energien nur durch die Coulomb-Wechselwirkung gegeneinander verschoben. Die-
ser unter dem Stichwort ,,Coulomb-Blockade” (Kastner, 199377) bekannte Effekt be-
wirkt, daf’ bei einer festen, resonanten Gate-Spannung immer nur ein Elektron in das
Quantenpunkt-System hinein- und hinaustunneln kann. Daher nennt man ein solches
System auch single-electron transistor (SET).

In Abb. 39 (a) sind die experimentellen Gate-Spannungswerte, fiir welche
Tunnelstrom-Maxima gemessen werden, in Abhidngigkeit des Magnetfeldes aufgetra-
gen (nach Tarucha et al., 1996'7?). Zum Vergleich haben wir die Additionsenergien
fur einen GaAs-Quantenpunkt mit bis zu 20 Elektronen in einem EinschluSpotential
von fiwy = 5meV berechnet (b). Die Experimentatoren erkldren die von ihnen beob-
achteten ,Schaleneffekte” durch ein wechselwirkungsfreies Quantenpunkt-Modell
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ABBILDUNG 3.9: (a) Experimentelles Additionsspektrum fiir N = 2 bis 22
(GaAs) nach Tarucha et al. (1996'79). (b) LVSDA-Rechnung mit fiwy = 5meV.
Aufgrund der experimentellen Unwigbarkeiten ist eine direkte Uberset-
zung der Gate-Spannung in eine Energie nicht moglich. Auf ein sehr un-
genaues Umrechnungsverfahren wurde hier deshalb verzichtet.

mit iwy = 3meV. Dieses reproduziert das gemessene Minimum der Additionsenergie
fiir das siebte Elektron bei B ~ 1.3T, das der Kreuzung des sechsten und siebten
Einteilchen-Niveaus zugeordnet werden kann [vgl. Abb. 3.11 (a)]. Spineffekte bei
B = 0 werden von Tarucha et al. im Rahmen des constant-interaction-Modells durch
Hinzunahme von Fitparametern, die die Austausch-Energie parallelorientierter
Spins enthalten, beschrieben. Dieses einfache Modell liefert bereits eine qualitative
Begriindung der Hundschen Regel. Wie bereits erwdhnt, konnten Koskinen et al.
(1997%) diesen Befund fiir B = 0 im Rahmen der SDFT theoretisch belegen. Hier wird
dieses Konzept nun konsistent auf den Bereich endlicher Felder erweitert.

Die Ubereinstimmung zwischen Experiment und unserer auf lokalen Niherungen
beruhenden Rechnung ist insofern beachtlich, dafi keine Fitparameter aufler der
Confinement-Energie fiwy benutzt werden. Der hohere Wert von 5meV erklart sich
dabei aus der Abschirmung des nackten EinschlufSpotentials. Um daher dieselben
Magnetfeldpositionen fiir die Niveaukreuzungen zu erhalten wie im Experiment, muf3
ein stirkeres Confinement zugrundegelegt werden als im nichtwechselwirkenden
Modell. Dies wirft auch ein Licht auf das ,,wahre” Einschluflpotential im Experiment.

Aufgrund der Wechselwirkung bleibt die Schalenstruktur des nichtwechselwirken-
den Modells bei B = 0 nur ndherungsweise erhalten; nur die Zustande (11, £m, o) sind
infolge der Zeitumkehr-Symmetrie exakt entartet. Diese Quasi-Schalenstruktur spie-
gelt sich in den erhShten Additionsenergien fiir Elektronen wider, die eine neue, bisher
unbesetzte Schale bevolkern miissen. Mit anderen Worten, die Zustande mit N = 2, 6,
12,20, usw. sind besonders stabil und entsprechen ,magischen” Elektronenzahlen. Be-
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ABBILDUNG 3.10: Additionsspektrum fiir N = 2 bis 19 (GaAs, lwy =
5meV), jeweils in LVSDA und LDA. Links ist der im Text diskutierte, schat-
tierte Bereich vergroflert abgebildet (LVSDA —, LDA —). ,H” und ,S”
markieren die Stellen bei B = 0, an denen die Hundsche Regel und die Scha-
lenstruktur des Einteilchenspektrums erkennbar sind (siehe Text).

sonders deutlich wird dies fiir die Additionsenergien des siebten und 13. Elektrons
(vgl. auch Abb. 3.10, wo die entsprechenden Stellen mit ,5” markiert sind). Die Hund-
sche Regel fithrt aufSerdem zu einer erh6hten Additionsenergie fiir Elektronen, die
einer halbgefiillten, spinpolarisierten Schale zugefiigt werden, z.B. fiir N = 4 oder 9
(,H”). Bei grofleren N verliert sich der Effekt, da die Schalenstruktur des Spektrums
durch die Wechselwirkung mehr und mehr verwischt wird. Abbildung 3.10 stellt den
Vergleich mit LDA-Ergebnissen dar, in welchen die Spineffekte nicht auftreten und die
Additionsenergien infolge der Spinentartung paarweise parallel verlaufen.®

Im endlichen Magnetfeld trifft man wieder auf die verallgemeinerte Hundsche Re-
gel. Obwohl die effektiven KS-Energieniveaus selbst keine physikalische Bedeutung
haben, geben sie ein eingédngiges intuitives Bild vom zugrundeliegenden Mechanis-
mus. So ist die Addition des sechsten Elektrons um B = 1.2 T giinstiger aufgrund der
grofien Austausch-Liicke zwischen den besetzten und unbesetzten Niveaus [Abb. 3.11
(b)]. Entsprechend verlaufen die Additionsenergien fiir das fiinfte und sechste Elek-
tron, die nun im selben Spinzustand sind, nicht mehr parallel. Umgekehrt ist nun
die Addition des siebten Elektrons energetisch aufwendiger. Fiir N = 5 und 7 ist die
Spinaufspaltung kleiner (gegeben nur durch die endliche Spindichte des einzelnen un-

$Cum grano salis: Natiirlich wird durch die Addition eines weiteren Elektrons das selbstkonsistente
Spektrum verdndert, so dafs — obwohl im N + 1-Elektronen-System bei geradem N + 1 die Spinrich-
tungen (ohne Zeeman-Term) entartet sind — das Additionsspektrum als Differenz Eo(N + 1) — Ex(N)
strukturelle Unterschiede der beiden Einteilchenspektren enthalten kann. Diese sind aber langst nicht
so ausgepragt wie diejenigen aufgrund polarisierter Spinzustande.
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ABBILDUNG 3.11: (a) Einteilchenniveaus eines nichtwechselwirkenden

GaAs-Quantenpunkt-Systems mit fiwy = 3 meV. (b—d) KS-Niveaus fiir N =5,
6, 7 mit iwyg = 5meV.

gepaarten Elektronenspins), und an der Fermi-Energie gibt es keine Energieliicke. Die
sich kreuzenden Einteilchen-Niveaus gehoren zum gleichen Spinzustand. Dieser Ef-
fekt wurde von Tarucha et al. (1996'”°) nicht diskutiert, obwohl er in Abb. 3.9 fiir N = 6
bei B ~ 1.3T schwach sichtbar ist und nach personlicher Mitteilung in anderen Mes-
sungen noch deutlicher wurde. In unseren Rechnungen wiederholt sich dieses Szena-
rio fiir N =7, 8 und 9 bei B = 1.8 T, wo der Grundzustand fiir N = 8 zwei polarisierte
Spins aufweist. Interessanterweise lafst sich die Hundsche Regel auch fiir grofiere N
gelegentlich ziemlich klar an den ,eingedellten” Maxima der Additionsenergien pn-_4
tiir gerade N identifizieren, so z.B. fiir N = 10, 12 und 14 (in Abb. 3.10 grau unterlegt),
wo im Experiment keine besonderen Strukturen mehr erkennbar sind. Verfolgt man
die Additionsenergien im Magnetfeld, kann man die Sequenz der berechneten Struktu-
ren jedoch sehr gut den beobachteten zuordnen. Die Diskrepanzen beziiglich der Ma-
gnetfeldwerte liegen vermutlich in Unwégbarkeiten begriindet, die die Art und Starke
des tatsdchlichen Confinements sowie seine Abhdngigkeit von der Gate-Spannung
bzw. Elektronenzahl betreffen.

Da die zu erwartenden Austauschliicken relativ grof$ sind (ca. 1 meV), sind sie auch
bei Temperaturen von einigen Kelvin stabil. Der Einfluff von Verunreinigungen im
Quantenpunkt ist schwieriger einzuschétzen. Storstellen im System verschieben die
Einteilchen-Niveaus und brechen die Rotationssymmetrie. Der hier vorgestellte Ef-
fekt ist jedoch generischer Natur und nicht vom spezifischen Einschlufipotential, son-
dern nur von der Existenz irgendwie gearteter symmetriebedingter Niveaukreuzun-
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ABBILDUNG 3.12: Hochfeld-Limes der KS-Niveaus (a) und Grundzu-
standsenergie (b) fiir N = 6 in GaAs mit fiwy = 5meV. Bei B = 8T zeichnet
sich ein Ubergang vom MDD-Zustand (M, 2S) = (—15,6) zu héheren Dreh-
impulskonfigurationen ab, der durch die energetische Umverteilung der KS-
Niveaus in der Nédhe der Fermi-Kante zustande kommt.

gen abhdngig. Eine gebrochene Rotationssymmetrie fithrt zwar zu Niveauabstofiun-
gen anstatt -kreuzungen, falls diese Aufspaltung jedoch kleiner als die Austauschliicke
ist, sollte die Spinausrichtung immer noch beobachtbar sein. Im Hinblick auf ellipti-
sche Quantenpunkte ist dies ein interessanter Aspekt, der bereits experimentell unter-
sucht wird (Sasaki et al., 1998'°?). Neuere Rechnungen mit exakter Diagonalisierung
bei B = 0 von Ezaki et al. (1998*) zeigen, daf bei hinreichend grofler Aufspaltung die
S = 1-Konfiguration fiir N = 4 oder N = 8 in der Tat instabil wird. In dreiecksférmi-
gen Quantenpunkten bewirken geometrische Effekte eine besonders hohe Stabilitét
der Zustinde mit N = 3, 6 und 9 Elektronen.

An dieser Stelle sollte man betonen, dafl das Konzept der CSDFT gegeniiber
einer Hartree-Fock-Rechnung den Vorteil hat, daf8 Korrelationseffekte nicht ganzlich
vernachldssigt werden. Die exponentielle Ddmpfung der Austausch-Korrelations-
Potentiale im KS-Hamiltonian simulieren Kompensationseffekte zwischen Austausch
und Korrelation. In einer nicht-abgeschirmten Hartree-Fock-Rechnung kann dies nicht
beschrieben werden. Daher iiberschitzt diese Methode haufig die Austausch-Energie
und sagt Spinpolarisation auch in Situationen voraus, in denen andere Methoden
gegenteilige Aussagen machen (Manolescu, 1995'%7; Manolescu & Gerhardts, 1995'%;
Manolescu & Gerhardts, 1997'%).
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3.6 Hochfeld-Bereich

Fiir die gezeigten kleinen und mittleren Magnetfelder ist der Unterschied zwischen
LVSDA und LSDA vernachldssigbar klein. Der Einflufs paramagnetischer Strome ist
also gering, wie auch von Ferconi & Vignale (1994%) festgestellt wird. Im hohen Ma-
gnetfeld, wenn die besetzten Einteilchen-Niveaus zum untersten Landau-Niveau kon-
vergieren, ist das Additionsspektrum strukturlos. Dies wird bereits iiber die Experi-
mente von Ashoori et al. (19937) berichtet, in denen noch keine Spineffekte sichtbar
sind. Die Autoren fithren daher den Verlauf im hohen Magnetfeld auf das nicht-
wechselwirkende Einteilchenspektrum 9 (3.6) zuriick. Unsere Berechnungen zei-
gen, daf$ nach vollstdndiger Polarisation der Spins bei weiterer Erthohung des Magnet-
feldes keine wesentliche Vergréfierung der Austausch-Energie mehr eintritt [wobei
wir korrelationsbedingte Energielticken im FQHE-Regime, wie von Price & Das Sar-
ma (1996'*®), aber auch von Lubin et al. (1997'"') ndherungsweise untersucht, nicht
berticksichtigen]. Daher kann die Magnetfelddispersion der um das unterste Landau-
Niveau konzentrierten Einteilchenenergien nur glatte Anderungen der Gesamtener-
gie bewirken. Der komplexe Ubergang in einen spinpolarisierten Grundzustand ist
in Abb. 3.12 noch einmal fiir N = 6 im Detail gezeigt. Mit wachsender Spinpolarisa-
tion durchlduft der Grundzustand unterschiedliche Drehimpulskonfigurationen. Die
Wechselwirkung fiihrt schliefslich zu einer Umsortierung der Drehimpulszustiande, so
dafs Zustande mit hohem Drehimpuls energetisch giinstiger werden. Wie bei B = 8T
noch ansatzweise sichtbar, fithrt dies zu einer Destabilisierung des MDD-Zustands,
hier mit M = —15. Experimentell kénnen die damit verbundenen Knicke in der Addi-
tionsenergie mittlerweile klar beobachtet werden (Tokura et al., 1998172).

Bei weiterer Erhohung des Magnetfeldes ereignet sich schliefdlich eine Umkonfigu-
ration, die als edge reconstruction bezeichnet wird und Gegenstand zahlreicher Studien
ist. Karlhede et al. (19967°) haben beispielsweise mittels Hartree-Fock-Rechnungen das
Entstehen von Spin-Texturen entlang eines semi-infiniten 2DEG (begrenzt durch eine
kastenformige positive Hintergrundladungsverteilung mit einer abgeschréagten Rand-
flanke) untersucht. Diese Phanomene werden durch Wellenfunktionen der Gestalt

k) = [ (pchs +vpch,10) (3.18)
P

beschrieben. |po) sind hier die Eigenfunktionen fiir das homogene 2DEG und liegen
im untersten Landau-Niveau; dabei wurde die Landau-Eichung mit einem Vektorpo-
tential senkrecht zum Rand gewihlt, so daf8 die Eigenfunktionen entlang des Randes
ebene Wellen mit Impuls pi darstellen. Der Wellenvektor k wird so gewéhlt, daf er die
Gesamtenergie minimiert. Wahrend im Inneren des spinpolarisierten Systems 1, — 1
gilt, konnen am Rand ,,skyrmionische” Spintexturen (Sondhi et al., 199316?) auftreten.
In einem weichen Confinement mit breiter Randflanke wird bei zunehmendem Ma-
gnetfeld und schwacher Zeeman-Aufspaltung die Ausbildung spintexturierter Rand-
zonen energetisch begiinstigt, bevor eine polarisierte Rekonstruktion geschieht, wie
sie unsere Rechnungen fiir Quantenpunkte liefern (siehe Abb. 3.13).

Bei Randrekonstruktionen von Wenig-Elektronen-Quantenpunkten handelt es sich
eigentlich um keinen Randeffekt im engeren Sinn, sondern um einen Prozefs, der auch
den inneren Teil der Grundzustandsdichte stark beeinflufst. Ausgehend vom MDD-
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ABBILDUNG 3.13: Randrekonstruktion durch Anderung des Grundzu-
standsdrehimpulses fiir N = 6 und hiwy = 5meV (a9 = 9.794nm, GaAs).
(a) MDD-Konfiguration bei B = 7.5T. (b—d) Ausbildung von Seitenmaxima
im Dichteprofil durch Randzustiande mit hohem Drehimpuls (LVSDA —,
LSDA —). Die gestrichelte Linie markiert die Dichte, die einem Fiillfaktor
v =1 im externen Magnetfeld entspricht.

Dichteprofil, das einer bulk-artigen Dichte am néchsten liegt, entstehen Rekonstruktio-
nen sowohl unterhalb eines kritischen Magnetfeldes (begleitet von den Strukturen, die
im Zusammenhang mit den experimentellen Additionsspektren diskutiert wurden)
als auch fiir hohere Magnetfelder.

Wir driicken die Starke des EinschlufSpotentials relativ zur Wechselwirkungsenergie
e’/ (k) aus durch den Parameter

*, 4202 2 3
= 0B woly _ 1 <@> <€—B> , (3.19)
e / (K«E B) 4 Ry ap

wobei £y = /hic/(eB); ay ist der effektive Bohrsche Radius im Material und
Ry = /i*/(2ma3). Chamon & Wen (1994%) haben im Rahmen der Hartree-Fock-
Naherung gezeigt, dafi das Wechselspiel zwischen der langreichweitigen direkten
und der kurzreichweitigen Austausch-Wechselwirkung ein Fenster fiir o festlegt, in
welchem der kompakte spinpolarisierte MDD-Zustand stabil ist. (Eine Verringerung
von ap bedeutet ein schwicheres Confinement oder ein hoheres Magnetfeld.) Sie
schidtzen die minimale Stiarke des Einschlufipotentials, die zur Aufrechterhaltung der
MDD-Konfiguration nétig ist, ab, indem das radiale elektrische Feld aufgrund der
elektrostatischen AbstoSung der Elektronen, E, ~ [e/(k¢3)] In(R/)), gleichgesetzt

wird mit dem Feld des externen Potentials E, = — [e/(k€%)] agR /5. Dabei ist R der
Radius des kompakten , Dichte-Tropfchens” und A eine Abschneideldnge, die aus
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numerischen Rechnungen fiir N = 20 bis 70 bestimmt wurde. Durch Anpassung an
Ergebnisse in Hartree-Ndherung erhélt man?’

. N . N
min _, \7—1/2 min __ -1/2
o N~™/“In (7)\2/(2%)) — o 0.118 N~ /“In <—0.16) , (3.20)

unterhalb dessen es aus elektrostatischen Griinden fiir das System giinstiger ist, die
MDD-Konfiguration zugunsten einer Konfiguration mit hoherem Drehimpuls aufzu-
geben. Die attraktive Austausch-Wechselwirkung fiihrt zu einer dhnlichen funktio-
nalen Abhéngigkeit, allerdings mit den numerischen Konstanten 0.083 und 0.21, die
insgesamt einen kleineren Wert fiir o' ergeben.

Die obere Grenze o™ folgt aus einer Abschitzung des Energiegewinns, wenn ein
Teilchen vom Rand in die Mitte des Quantenpunkts umgesetzt wird. Dieser betrdgt
nach Chamon & Wen (1994%) AE = [¢?/(k¢5)] [aoN — V2N(m — 2)/x]. Er mu8 klei-
ner sein als die effektive Zeeman-Aufspaltung zwischen den Spinrichtungen AE zeeman.
Anderenfalls gelangt man in ein Regime, in welchem die paarweise Besetzung einiger
orbitaler Zustande favorisiert wird und die vollstdindige Spinpolarisation zusammen-
bricht. Aus dem Einteilchenspektrum in Abb. 3.12 schédtzen wir diese fiir N = 6 auf
etwa 5meV. Damit erhélt man

2

Elol

-2 AE eeman
apx = D22 /g N2 SEeeman 021 40,07

- ZTnl (3.21)

Vergleichen wir das Fenster fiir oy mit unseren Rechnungen, indem wir in Gl. (3.21)
lg/ag =~ 1.14 (dem Wert fiir B = 5T) setzen, finden wir fiir fiwy = 5meV

0.114 < ap < 0.29 (3.22)
oder
Ly
0.86 < . < 1.18. (3.23)
0

Damit erhalten wir fiir den Bereich des MDD-Zustands: 4.8 T < B < 9.1T, was inner-
halb der numerischen Fehlergrenzen von etwa 10 % recht gut mit Abb. 3.12 und dem
Beginn der edge reconstruction in Abb. 3.13 iibereinstimmt.

Austausch-Korrelation bewirkt als attraktive Wechselwirkung eine Dichtevertei-
lung, die moglichst nahe bei einem lokalen Fiillfaktor v = n(r)2n¢3 = 1 liegt. Bei
vollstandiger Entkopplung der Landau-Niveaus im Hochfeldlimes ist dies die maxi-
male Dichte, die durch spinpolarisierte Besetzung von Zustanden (0,m), m < 0, des
untersten Landau-Niveaus realisiert werden kann. Auf diese Weise wird die lokale
Austausch-Wechselwirkung maximiert, was im MDD-Zustand durch Wahl der Kon-
figuration mit minimalem Drehimpuls geschieht. Um die direkte, langreichweitige
elektrostatische Coulomb-Wechselwirkung zu minimieren, wird es bei ausreichend
hohem Magnetfeld energetisch vorteilhafter, die Ladungsdichte in Blocke zu zerle-
gen, die weit auseinander liegen, was die Besetzung hoherer Drehimpulszustdnde
erfordert. Dies beschreibt anschaulich die Destabilisierung der MDD-Konfiguration,
wie in Abb. 3.13 zu beobachten.
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Aufgrund der ganzzahligen Besetzung von Einteilchenzustianden (0,) in einem
Hartree-Fock- oder Dichtefunktional-Ansatz mit einfachen Slater-Determinanten zur
Beschreibung der Grundzustandsdichte kann diese nur auf der Skala von 2 bis 4 /5 von
v =1 auf v = 0 abfallen, bestimmt durch die Lokalisierungslangen der Wellenfunk-
tionen. Eine rein elektrostatische Beschreibung von Randzustinden durch Chklov-
skii et al. (1992°!) kommt jedoch zu dem SchluB, daf der Randbereich eines 2DEG
durch eine Abfolge von compressible und incompressible strips (v gebrochenzahlig bzw. v
ganzzahlig) gekennzeichnet ist. In den kompressiblen Streifen ist das Landau-Niveau
an der Fermi-Kante nur teilweise besetzt, und die Elektronen koénnen sich so vertei-
len, dafs das lokale elektrische Feld verschwindet. In den inkompressiblen Gebieten
mit ganzzahligem Fiillfaktor ist die Elektronendichte fixiert und das dufere Feld wird
tiberhaupt nicht abgeschirmt. Eine solche Dichteverteilung mit Plateaus und breiten
kompressiblen Streifen, in denen sich die Dichte auf der Skala von vielen magneti-
schen Langen verdndert, kann im Hochfeldlimes nur durch partielle Besetzung der
Einteilchenzustdnde (0, m) beschrieben werden; sie ist also — in der Terminologie der
Dichtefunktionaltheorie — nicht mehr non-interacting pure-state v-representable (Dreizler
& Gross, 1990%!). Stoof & Bauer (1995'%*) haben fiir Viel-Elektronen-Quantenpunkte
(N = 40) die Dichteprofile in einem modifizierten Dichtefunktionalansatz berechnet,
der eine glatte Variation der Grundzustandsdichte ermdglicht. Tatsdchlich konnen die
Autoren auf diese Art die Ausbildung von breiten kompressiblen Streifen reprodu-
zieren.

Lubin et al. (19971°!) 16sen das Problem fraktionierter Besetzung im Rahmen der
Ensemble-CSDFT. In diesem Konzept wird die Grundzustandsdichte n(r) aus einer Su-
perposition von entarteten Grundzustdanden W; (i = 1...q) gebildet:

n(r) = Tr { Dn(r)} mit D= %dﬂ%)(qﬂ, (3.24)

di=d; >0, y;d; = 1. Dies ergibt sich aus einer Verallgemeinerung des Hohenberg-
Kohn-Theorems fiir entartete Grundzustande. Im Fall, dafd die Einteilchenzustinde
im Kohn-Sham-Formalismus an der Fermi-Energie ¢ entartet sind, muf§ die Grund-
zustandsdichte des wechselwirkenden Systems im allgemeinen aus einer Linearkom-
bination von (entarteten) Slater-Determinanten bestimmt werden, bzw. durch fraktio-
nierte Besetzungszahlen f,:

n) =3 falpa®P, Y fa=N. (3.25)

Generell sind die f, bei ef nicht alle identisch, dagegen gilt f, = 0(1) fiir e, > (<) er.
Dabei bleibt prinzipiell unbekannt, wie die gebrochenzahligen Werte zu wéahlen
sind.Y Die Verwendung eines Temperatur-abhingigen CSDFT-Ansatzes, bei wel-
chem das Grundzustands-Energiefunktional durch das grofskanonische Funktional
Q ersetzt wird (Mermin, 1965'6), erlaubt auf natiirliche Weise eine partielle Be-
setzung der Einteilchen-Niveaus entsprechend der Fermi-Verteilungsfunktion

ILubin et al. (1997'°") haben in ihrer Arbeit die fraktionierten Besetzungszahlen aus einem gleiten-
den Durchschnitt {iber die Iterationen der KS-Lésungsprozedur berechnet. Das ist zwar praktikabel, es
existiert aber keine rigorose Begriindung ftir dieses Vorgehen.



70 3. GRUNDZUSTANDSRECHNUNGEN FUR QUANTENPUNKTE IM MAGNETFELD

fe) = (1+expl(e — p)/(ksT)]) !, Dieser Zugang wurde kiirzlich von Pi et al.
(19981%%) zur Beschreibung kompressibler und inkompressibler Streifen in Quanten-
punkten mit vielen Elektronen (N = 200) benutzt.

Die Grenzen der pure-state CSDFT lassen sich an einem einfachen Beispiel in Form ei-
nes axialsymmetrischen Systems mit lokalem Fiillfaktor v(r) = n(r)2m¢% = 1/3 im Zen-
trum aufzeigen: Offenbar kann die homogene Ladungsdichte nicht durch eine einzige
Slater-Determinante aus Zustdnden im untersten Landau-Niveau beschrieben werden.
Denn es gilt 7(0) = |¢o0(0)|* = (27¢p)~" [also v(0) = 1], falls der Zustand (1, m) = (0, 0)
besetzt ist, und 7(0) = 0 sonst (alle anderen Wellenfunktionen verschwinden bei r = 0).
Die gewdiinschte Dichte kann dagegen leicht durch eine Linearkombination der Gestalt

1

V3

realisiert werden, deren Slater-Determinanten aus den Zustinden (0,m) mit
me{0,-3,-6,...}, {-1,—-4,-7,...} bzw. {-2,-5,-8, ...} gebildet sind.

W) (1W1) + |Wy) + |W3)) (3.26)

3.7 Gebrochene Zeitumkehrsymmetrie: Korrelationseffekte bei B=0

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der — zunéachst spekulativen — Idee spontaner
Zeitumkehr-Symmetriebrechnung durch die Gegenwart des Austausch-Korrelations-
Vektorpotentials A,.. Austausch-Korrelation konnte nicht nur Anlaf$ geben zu spinpo-
larisierten Grundzustdnden (auch ohne Magnetfeld), sondern zudem die Ausbildung
spontaner Strome begiinstigen, die die Gesamtenergie des Systems minimieren. Die Exi-
stenz solcher stromtragender Grundzustdnde mit gebrochener Zeitumkehr-Symmetrie
(symmetry-broken current-carrying states, SBCCS) wird in einer Arbeit von Rasolt & Per-
rot (199218) fiir zweidimensionale periodische Systeme vorhergesagt, endliche Syste-
me wie Quantenpunkte wurden bisher aber noch nicht untersucht.
Ausgehend von der radialen KS-Schrédinger-Gleichung fiir B =0,

oo 10 m\ 1 ., ,, fie Axe,(7)
!_27}1* (ﬁ + ;E - _) + Em Wt + m%T + VH(r) + cha(r) ¢nma(r)

= gnmagbnma(r) (327)

mit VYe(r) = dume(r)e™?, ist eine endliche Stromdichte

)= 7= ey S mlune 0 (3.28)

{nma}
besetzt

mit Ay ,(r) # 0 verkniipft; dadurch wird die Zeitumkehr-Symmetrie des KS-
Hamiltonians gebrochen. Er hidngt dann nicht nur von m?, sondern explizit von
m ab. Dies fiithrt zu einer Verzerrung der radialen Wellenfunktionen ¢,1,,(r) ge-
geneinander, die die endliche Stromdichte bewirkt. In der Praxis fixieren wir das
Anfangsvektorpotential in symmetrischer Eichung durch ein sehr kleines (infinite-
simales) Magnetfeld, dessen Grofle keinen Einflufs auf die selbstkonsistente Losung
der KS-Gleichungen hat. Nach einigen Iterationen des Losungsverfahrens wird dieses
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ABBILDUNG 3.14: Radiale Stromdichteprofile j,(r) fiir unterschiedliche
Elektronenzahlen N. (a) Grundzustdnde mit M = 0 (LSDA: j,(r) = 0). (b)
M # 0 (vgl. Tabelle IV) in LVSDA (—) und LSDA (- -). g9 = 9.794nm ist der
effektive Bohrsche Radius in GaAs.

duflere Magnetfeld abgeschaltet. In einigen Féllen konvergiert die selbstkonsistente
Losung dann tatsdchlich zu stromtragenden Grundzustinden, selbst wenn der
Gesamtdrehimpuls verschwindet.

Die Grundzustandsstromdichten fiir verschiedene Elektronenzahlen N sind in
Abb. 3.14 dargestellt. Um den zugrundeliegenden Mechanismus, der zu den
Stromen fiihrt, zu illustrieren, zeigen wir in Abb. 3.15 und 3.16 die effektiven
KS-Energieniveaus.

In Grundzustdnden mit verschwindendem Gesamtdrehimpuls |M|fi [Abb. 3.14 (a)],
wenn also alle KS-Niveaus mit endlichen Drehimpulsen +mfi paarweise besetzt oder
leer sind, finden wir Stromprofile, die analog sind zu ,Spindichtewellen” fiir S = 0-
Grundzusténde, wie sie von Koskinen et al. (1997%) theoretisch postuliert werden (in
diesen Fdllen ist allerdings die Rotationssymmetrie spontan gebrochen; dagegen ha-
ben wir Grundzustdnde mit Spindichtewellen in radialer Richtung bisher nicht erhal-
ten). Durch die Deformation der Wellenfunktionen wird die Entartung der Niveaus
€ntmo aufgehoben, wie in Abb. 3.15 zu sehen ist. Der Betrag der relativen Niveau-
verschiebung ist in der Grofienordnung von 0.1 bis 1 Prozent von fiwy und numerisch
signifikant. Grundzustdnde ohne Drehimpuls sind typisch fiir die ,magischen” N =2,
6, 12. Andere Beispiele sind N = 8 und 9; hier besetzen die Elektronen der teilweise
gefiillten dritten Schale alle denselben Spinzustand [Abb. 3.15 (b, c)].

Man konnte vermuten, dafs der Gesamtstrom der SBCCS mit M = 0 verschwindet.
Tatséachlich betrdgt der Strom in azimutaler Richtung dagegen etwa 15nA fiir N = 6.
Weitere Zahlenwerte finden sich in Tabelle IV. Interessanterweise erhdlt man nicht fiir
alle N ausgeprégte Stromtexturen (z.B. N = 4).

Wenn der Gesamtdrehimpuls |M|/i infolge einer Entartung an der Fermi-Kante
endlich ist, erhdlt man zwei Grundzustinde mit entgegengesetzten Drehimpul-
sen (£MF), deren Stromdichten im wesentlichen von dem jeweiligen besetzten
Einteilchen-Drehimpulszustand an der Fermi-Kante bestimmt werden. In Abb. 3.14
(b) sieht man den Unterschied zwischen der stromunabhédngigen SDFI-Rechnung in
LSDA und die Korrekturen durch A,.. Es ergeben sich leichte Modifikationen der
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ABBILDUNG 3.15: KS-Niveaus fiir N = 5, 8, 9 bei B = 0 mit fiwg = 3meV.
Die Fermi-Energie ist gestrichelt eingezeichnet.

Stromdichten, die in der Gréflenordnung den Stromen fiir M = 0 entsprechen und
auch mit Vorzeichenwechseln verbunden sein konnen (N = 15).

Die Gegenwart des Austausch-Korrelations-Vektorpotentials schafft einen Mecha-
nismus, um eine Energieliicke zwischen entarteten Drehimpulszustdnden +m an der
Fermi-Kante zu 6ffnen. Das stabilisiert die SBCCS-Konfiguration. Ein dafiir typisches
Beispiel ist N = 5 in Abb. 3.15 (a) mit einer winzigen Energieliicke von 0.006(0) meV.
Auf dhnliche Weise wird nach Hinzuftigen eines Elektrons zu einer bereits halbgefiill-
ten, spinpolarisierten Schale eine Liicke zwischen den verfiigbaren £m-Zustdnden
geoffnet, so dafl wiederum eine energetische Trennung von besetzten und unbesetzten
Zustanden stattfindet. Diese Situation liegt fiir N = 10 vor; hier stabilisiert die Ener-
gieliicke an der Fermi-Kante eine Konfiguration, in der die KS-Zustande (n,m, o) 4
(0, —2,1) besetzt sind, wahrend (0,+2,1) frei bleibt. In der LSDA-Rechnung ohne
Ay bleiben die beiden Zustdnde entartet. Den Vergleich zwischen LDA, LSDA und
LVSDA fiir diesen Fall zeigt Abb. 3.16.

Es ist wichtig festzuhalten, dafd die Symmetriebrechung durch Strome ein wesent-
lich schwiécherer Effekt ist als der Spin-Austausch-Effekt. Die Korrekturen sind um

LDA LSDA LVSDA (|M],28)
41.528 41.078 (0.0pnA) 41.078 (InA) 0,2)
61252 61160 (0.9pA) 61157 (0.9 uA) (1,1)
83.942 83942 (0.0pA) 83.933 (15nA) 0,0)

110.854 110.782 (1.4pA) 110.770 (1.3 pA) (2,1)
140.344 140.051 (0.0pxA) 140.016 (32nA) 0,2)
172.356 171.956 (0.0 nA) 171.947 (13nA) 0,3)

10 206.855 206.655 (1.3pA) 206.625 (1.2 pA) (2,2)
TABELLE IV: Grundzustandsenergien (in meV) fiir unterschiedliche N in
LDA, LSDA und LVSDA (mit numerischen Unsicherheiten von weniger als
0.001meV). Die letzte Spalte bezeichnet die Grundzustandskonfiguration.
Fiir LSDA und LVSDA ist zusitzlich der integrierte Gesamtstrom angege-
ben.

O 0N U2
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ABBILDUNG 3.16: KS-Niveaus fiir N = 10 in LDA, LSDA und LVSDA bei
B = 0 mit fiwy = 3meV. Die Fermi-Energie ist gestrichelt eingezeichnet.

Groflenordnungen kleiner. Daher bleibt die Hundsche Regel giiltig und bestimmt den
Gesamtspin des Grundzustandes. Anhand von Abb. 3.15 143t sich die Hierarchie der
Effekte noch einmal zusammenfassen: Die Coulomb-Wechselwirkung bricht die Scha-
lenstruktur des Spektrums auf; dadurch kommt die Energieliicke an der Fermi-Kante
in (b) zustande. Die Hundsche Regel stabilisiert den Grundzustand in (c), und sym-
metriebrechende Strome sorgen fiir die Liicke im Fall (a).

Die SBCCS werden insbesondere bei tiefen Temperaturen interessant, da sie durch
eine Liicke von den angeregten Zustdnden getrennt sind. Um eine Orientierung fiir
die Auswirkung auf die Grundzustandsenergie zu erhalten, vergleichen wir diese fiir
die (spinentartete) LDA, LSDA und LVSDA (Tabelle IV). Obwohl der Unterschied
von den letzten beiden Naherungen nicht grof$ ist, erkennt man doch die Tendenz
der LVSDA, die Energie weiter zu minimieren. Im Fall N = 4 liefern beide Losungen
dieselbe Energie.

Wir haben die CSDFT-Ergebnisse beziiglich der Beschreibung der Magnet-
feldabhdngigkeit von Austausch und Korrelation durch Testrechnungen mit ab-
gednderten Interpolationsverfahren sowie unter Verwendung der Parametrisierung
(1.61) von Fano & Ortolani (1988%) iiberpriift. Die Resultate sehen zwar quantitativ
anders aus (mit Unterschieden im peV-Bereich fiir die Grundzustandsenergien),
die qualitativen Aussagen reproduzieren sich aber. In allen Fillen finden wir
Grundzustdnde mit verringerter Energie verglichen mit LSDA.

Die Existenz spontaner Strome fiir ausgedehnte 2D-Elektronensysteme haben Rasolt
& Perrot (1992'%%) untersucht. Sie zeigen, da8 eine wichtige Voraussetzung fiir einen
Ubergang zu SBCCS die Inhomogenitit des Systems ist. Das Energiefunktional fiir ein
wechselwirkendes System mit homogener Dichte n° lautet!*

E[n°,5(r), jp] = T[n",5(r), jpl + Exc[n®,s(r), 7,1

= %/dzr d2r'

(st (r = ¥)s(") + 00 r = )0 + 8 = )35 ] - (3.29)
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Dabei wurde der Hartree-Beitrag weggelassen, der zur Erhaltung der Ladungsneu-
tralitit von einer positiven, homogen verteilten Hintergrundladung kompensiert
werde. o(r) bezeichnet die Vortizitdt, gegeben durch die planare Stromverteilung.
Die Grofsen Xp,. sind mit der inversen Pauli- bzw. Landau-Suszeptibilitat xp,r
verkniipft, aus denen sich die Spin- und orbitale Magnetisierung bei Anlegen eines
Magnetfeldes in linearer Ndherung bestimmt. Ein Phaseniibergang zweiter Ordnung,
wie er durch diese Gleichung beschrieben wird, zu einem symmetriegebroche-
nen Zustand erfordert s(g)’Yp(q) < 0 zur Ausbildung von Spindichtewellen bzw.
v(q)*%1.(q) + 3(m/n°)|j,(9))* < 0 zur Bildung eines SBCCS. Offensichtlich kann die
letzte Bedingung nur durch eine stark inhomogene Stromverteilung erfiillt werden.
Wie von Rasolt & Perrot (1992'*%) numerisch gezeigt wird, bilden sich stabile spontane
Strome schliefSlich erst bei hinreichend inhomogener Ladungsdichte aus. Durch
die Inhomogenitdt des Systems spielen die Details (z.B. Kuspen) der Austausch-
Korrelations-Energie fiir das homogene 2DEG keine Rolle. Dies rechtfertigt die glatte
Interpolation, die in dieser Arbeit als auch bei Rasolt et al. Anwendung fand.

Eine Studie von Ebert et al. (1997%?), die sich mit spontanem orbitalen Magnetis-
mus in dreidimensionalen Festkorpern befafit, kommt zu dem Schluf3, daf§ A,. allein
einen orbitalen Strom nicht aufrechterhalten kann. Erst unter Hinzunahme von Spin-
Bahn-Kopplung kann der orbitale Magnetismus von Eisen, Nickel und Kobalt erklart
werden. Offenbar besteht hierin ein wesentlicher Unterschied zwischen zwei und drei
Dimensionen (eine Bemerkung dazu findet man schon bei Rasolt & Perrot, 19921%).

Schliefllich wenden wir uns noch der Frage der Stabilitdt der SBCCS zu. Die kriti-
schen Faktoren in einem Experiment zur Beobachtung von spontanen Strémen stellen
Temperatur und Unordnung in dem System dar. Die Magnetisierung mesoskopischer
Ringe wurde bei endlichem Magnetfeld im mK-Bereich untersucht. Sie dufsert sich in
persistent currents von einigen Nano-Ampere, die tatsdchlich gemessen werden kénnen
(Chandrasekhar et al., 19912®). In der Arbeit von Mailly et al. (1993'%°) wird sogar iiber
Strommessungen an einem einzelnen Quantenring mit einer Genauigkeit von 4 &= 2nA
berichtet. Wie wir aus Tabelle IV ersehen, betrédgt der energetische Abstand zwischen
dem stromtragenden LVSDA- und dem stromlosen LSDA-Grundzustand fiir N = 8
ca. 0.035meV, was etwa der thermischen Verbreiterung kg T bei T = 0.4 K entspricht. In
einem realistischen System beeinflussen aufSerdem Verunreinigungen die tatsachliche
Abfolge der effektiven Einteilchenniveaus. Es spricht aber nichts gegen eine spon-
tane Magnetisierung infolge der hier diskutierten Mechanismen. Zur Messung von
SBCCS ist also vor allem eine niedrige Temperatur und eine verlédfiliche Praparation
von Quantenpunkten mit exakt einstellbarer Elektronenzahl vonnéten. Entsprechen-
de experimentelle Ansétze auf der Basis von selbstorganisierten Quantenpunkten sind
heute schon ziemlich erfolgversprechend (Miller et al., 19971).

Ein spontaner Symmetriebruch geschieht in realen Systemen immer durch eine
duflere Storung, die aus der Menge der — im ungestorten System entarteten — Grund-
zustdnde einen speziellen auszeichnet. Der Bruch der Zeitumkehr-Symmetrie kann
experimentell durch ein endliches Magnetfeld ausgelost werden. Wenn der so préapa-
rierte, stromtragende Grundzustand |I) nicht ohne weiteres in den zeitinvertierten
Zustand |—1I) tibergehen kann, verharrt das System nach Abschalten des Magnetfeldes
in diesem Zustand. Eine Uberlagerung der entarteten Zustinde |+I) in der Gestalt
(II) & |-1))/v/2, deren Gesamtstrom verschwindet, ist dann ausgeschlossen. (Auf
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analoge Weise kann auch ein Zustand mit Spin S = 1 in z-Richtung bei B = 0 erzeugt
werden, wie ihn die Hundsche Regel z.B. fiir N = 4 vorhersagt.) Wird das Magnetfeld
schliefllich weiter abgesenkt, also im Vorzeichen umgekehrt, sollte man im Experiment
einen Hysterese-Effekt beobachten, dessen ,Koerzitiv-Feldstiarke” von der energeti-
schen Aufspaltung der beiden Zustinde |£I) im endlichen Magnetfeld abhangt.

In diesem Sinne erlaubt die CSDFT einen Einblick in die innere Struktur des System:s,
wie sie im Rahmen einer exakten Diagonalisierung allgemein durch Korrelationsfunk-
tionen beschrieben wird. Durch Betrachten des Grenzfalls B — 0 (anstelle B = 0) konnte
in einer exakten Diagonalisierung unabhéngig von der verwendeten Vielteilchen-Basis
ein Grundzustand ermittelt werden, der Spin- und Stromdichten aufweist, die den
CSDFT-Ergebnissen entsprechen.
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KAPITEL 4

Theorie der inelastischen Lichtstreuung
in Halbleitern

Inelastische Lichtstreuung an elektronischen Anregungen ist eine sehr erfolgreiche Me-
thode, um bewegliche Ladungstrdager im Leitungsband von Halbleitern zu untersu-
chen. Nach ersten Experimenten an Volumenmaterial durch Mooradian (1968'%) wur-
de von Burstein et al. (1979%°) erstmals die Untersuchung zweidimensionaler Elektro-
nensysteme vorgeschlagen. Kurz darauf wurde bereits {iber die ersten Experimente
an 2DEG berichtet (Abstreiter & Ploog, 19793, Pinczuk et al., 1979%). Mittlerweile
gibt es eine Vielzahl an Experimenten, die der Aufkldarung kollektiver Phdnomene in
niedrigdimensionalen Systemen gewidmet sind.

Bei der inelastischen Lichtstreuung (oder Raman-Streuung) wird nach Absorpti-
on eines Lichtquants ein Elektron-Loch-Paar zwischen Valenz- und Leitungsband
erzeugt, das an kollektiven Anregungen des Elektronensystems streuen kann und
schliefslich rekombiniert, wobei die dabei freiwerdende Energie als zweites, gestreutes
Photon emittiert wird. Der Vorteil einer Interband-Anregung besteht darin, daf3
die Energien der beteiligten Photonen in der Grofienordnung der fundamentalen
Bandliicke des Halbleiters liegen und im Fall einer Riickstreugeometrie variable Im-
pulse auf das Elektronensystem tibertragen werden. Zudem begiinstigt die resonante
Lichtstreuung eine Erhohung des Streuquerschnitts, so dafs die Raman-Spektroskopie
an mesoskopischen Systemen tiberhaupt erst moglich wird.

Nach urspriinglichen Uberlegungen von Hamilton & McWorther (1969%?) und de-
ren Ubertragung auf zweidimensionale Elektronensysteme an Halbleitergrenzflichen
oder in Ubergittern durch Burstein et al. (1980%'), lassen sich zwei dominante Streume-
chanismen unterscheiden, die zu Einteilchen-Anregungen (SPE) mit und ohne Spinflip
sowie zu kollektiven Ladungsdichteanrequngen (CDE) fithren; die Mechanismen wer-
den als Zwei-Stufen- bzw. Drei-Stufen-ProzefS bezeichnet (siehe Abb. 4.1). In 2DEG-
Experimenten von Pinczuk et al. (1989'%) und von Gammon et al. (1990°!) werden
schliefSlich Spindichteanregungen (SDE) beobachtet, die bezogen auf die SPE zu kleine-
ren Energien verschoben liegen. Dies wird auf Austausch-Effekte zuriickgefiihrt, die
in einer RPA-Behandlung nicht erfafst werden. Wie bereits von Hamilton & McWor-
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LB LB ‘-’\

ABBILDUNG 4.1: (a) Zwei-Stufen-Prozef3 fiir inelastische Lichtstreuung
an SPE (schematisch): Ein Elektron wird aus einem Valenzzustand ins
Leitungsband (LB) — hier bestehend aus den diskreten Niveaus eines
Quantenpunkt-Systems — angehoben (1). Ein energetisch niedrigerer, be-
setzter Zustand wird geleert, um mit dem Loch im Valenzband (VB) zu
rekombinieren (2). Bei diesem Vorgang kann aufgrund der Spin-Bahn-
Wechselwirkung, die die Spinzustdnde im Valenzband mischt, der Spin des
Elektrons im Leitungsband erhalten oder invertiert werden. (b) Drei-Stufen-
Prozefd (abgeschirmte, kollektive Anregungen): Die ersten beiden Schrit-
te entsprechen Prozefd (a), allerdings rekombiniert das Elektron tiber der
Fermi-Energie im letzten Schritt mit dem in der zweiten Stufe entstande-
nen Loch. Die Anregungsenergie wird durch die Coulomb-Wechselwirkung
an das Gesamtsystem weitergegeben, dargestellt durch eine zusétzliche
Teilchen-Loch-Anregung (3). Ohne Austausch-Korrelation kann dieser Pro-
ze nicht zu Spinflip-Anregungen fiihren. (Nach Burstein et al., 1980%!)

ther (1969%) fiir Kristalle mit Zinkblendestruktur abgeleitet wird, sind diese Anre-
gungsphdnomene durch Auswahlregeln unterscheidbar. Sie lassen durch geeignete
Wahl der Polarisationsrichtungen von einfallendem und detektiertem Licht eine selek-
tive Untersuchung von SDE bzw. CDE zu. Damit stellt die inelastische Lichtstreuung
ein vielseitiges Verfahren zur Bestimmung der komplexen Eigenschaften eines wech-
selwirkenden Systems dar. Jiingere Experimente an Quantendridhten (Schmeller et al.,
1994"%) und Quantenpunkten (Schiiller et al., 1996'>*) zeigen, dafl neben den kollek-
tiven Anregungen in der Situation extrem resonanter Raman-Streuung auch polarisa-
tionsunabhéngige, unabgeschirmte SPE beobachtbar sind.

Wie sich in diesem und dem néchsten Kapitel zeigen wird, hdngt die Natur der kol-
lektiven Anregungen auch wesentlich von der Spinkonfiguration des Grundzustan-
des ab. Vor der Diskussion konkreter Ergebnisse fiir Quantenpunkte mochten wir
hier zunéchst die theoretische Beschreibung von inelastischer Lichtstreuung skizzie-
ren. Hier halten wir uns hauptséchlich an eine Arbeit von Blum (1970'°), der den
Streuquerschnitt in Gegenwart eines endlichen Magnetfeldes behandelt, sowie an den
Artikel von Hamilton & McWorther (1969¢%). Grundlagen zur Wechselwirkung von
Licht und Materie findet man auch bei in Jha (196972), Platzman & Wolff (1973'4?)
oder Klein (1975%).
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4.1 Zeitabhingige Storungstheorie

Wir beginnen mit einem Einteilchen-Hamilton-Operator ohne Strahlungsfeld, der ein
skalares Potential Vi (r) und ein externes, statisches Vektorpotential A((r) enthélt (den
Zeeman-Term gugB - o lassen wir zundchst weg):

1

Hy'= 5

e 2 h e
[P = 2A0r)]| 4+ Vialr) + 55 | i = ZAo(r)] - [0 x TVialr)]. (@1)
Der letzte Ausdruck stellt den Spin-Bahn-Wechselwirkungsterm dar. Vi (r) wird
spater die Summe von einem Kristallpotential U(r) und einer Nanostrukturie-
rung V(r) sein.

Ein Strahlungsfeld A, (r, t) fithrt auf den erweiterten Hamiltonian:

() _ 0 62 2 1 e e
HY =Hy + wAw(”ia t) — pon [Pi - EAO(ri)] : EAw(riy t)

h e
C2m2c? EAw(ri, t) - [oi X VVig(r:)]
2
CHO 4 a2 = T Cas] - A
0' + szZ w(1’ ’t) mc [77 c 0(1’1)] Aw(rzat)
= HY + HY, (4.2)

wobei = p + io X VViu(r)/(2mc?). H{i) ist der Elektron-Photon-Wechselwirkungs-
operator mit

. [2mhc
Aw(ra t) = kz Nk (akuskuel(k.riw’(t) + hC) s Nk = kV . (43)

€w (v =1, 2) sind die beiden Polarisationsrichtungen senkrecht zu k. Die
Zeitabhdngigkeit des Operators A, wurde hier im Heisenberg-Bild beziiglich
des Photonen-Hamiltonians H, = ¥, hwial a,, angegeben.* In Erzeuger-Vernichter-
Darstellung lautet H; = S, Hii):

Hl:%

Hier bezeichnen |a), 3) einen vollstindigen Satz von elektronischen Einteilchen-
zustdanden.

Wir fithren nun eine zeitabhingige Storungsrechnung fiir das Vielteilchensystem Hj +
H, = 5;HY + W + H,, (mit Coulomb-Wechselwirkung W) beziiglich des Stéropera-
tors H; durch. Zur Zeit t = 0 sei das Gesamtsystem im Eigenzustand |I) = |I, (k;, &))
mit einem Photon (k;,&;) und der Energie E; = E; 4+ hw;, d.h. Ho|I) = E,|I). Aus
dem Uberlapp des zeitentwickelten Ausgangszustands mit |F(t)) = |F, (ks,&s)(t)) =

2
5 (alAZr, lB)che, — %%m 7= SAm)] - Aur, DB, (44)

*Die Nullpunktsenergie 1 5 , fiwy haben wir zur einfacheren Notation als neuen Energienullpunkt
gewdhlt.
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e ot/ F, (ks, €5)), dessen Energie E; = Er + hws betrégt, erhdlt man bis zur zweiten
Ordnung in H; die Ubergangsrate

F|H1 {) |H1|I
— E-

1

. d 2
Wi = lim a|cﬂ(t)|2 — %5(& — E; — hw) |(F|H;|I) + z . (45)

Dabei bezeichnet fiw = liw; — iws den Unterschied zwischen eingestrahlter und detek-
tierter Photonenenergie, der als Raman-Verschiebung bezeichnet wird.

Wie in Anhang A ausfiihrlicher beschrieben, liefert nur der A2-Term in H; nichtver-
schwindende Korrekturen in erster Ordnung. Bei der Berechnung des Terms zweiter
Ordnung vernachléssigen wir die aus A2 resultierenden Beitrdge, da sie mehr als zwei
Photonen involvieren (also Terme, die die Erzeugung und Vernichtung von weiteren,
virtuellen Photonen beinhalten).

Die Ubergangsrate ist dann nach Einsetzen der Konstanten A(; /s (Blum, 1970 15)

.
2mhc ) 1 46)

2 \°2
WpI = <w) %(5(EF — EI — hw)|Mp[|2 ( %

WiWsg

mit dem Matrixelement

Mp=¢€;-€s %<a|elqr|ﬁ><1‘"|ca w1
<< |che Co i) (i |C5 5'|I> n <P|C,3 gl| /) (ilche a’|I)>

+S S (aliile)(817518)

1 aal

86!

E; — E; — hwg E; — Ei+ hw
4.7)

{ ;é } B { . } (7= A exp (1{ _k;is }r) : (4.8)

Die Zustande |I), |F) und i) sind Vielteilchen-Eigenzustidnde des ungestorten, wech-
selwirkenden Elektronensystems H, (ohne Lichtfeld). Die mit griechischen Buchsta-
ben bezeichneten Einteilchenzustidnde |a) seien im folgenden die Eigenzustinde des
nichtwechselwirkenden Hamiltonians (4.1), der auch ein Kohn-Sham-Hamiltonian mit
effektiven Einteilchenpotentialen sein kann, zum Eigenwert E,.

Wir betrachten nun konkret ein Halbleitersystem mit Valenz- und Leitungsbandern,
die durch eine Energieliicke getrennt sind. Ein eventuelles Strukturierungspotential
wird dabei als kleine Stérung der Bandstruktur betrachtet (im Sinne der Enveloppen-
funktionsndherung). Unter der Annahme, daf$ sich Anfangs- und Endzustand von den
Zwischenzustdnden [i) nur jeweils um eine Einteilchen-Anregung unterscheiden (al-
so etwa |i) = cl,c,|I)), kann man die Energiedifferenz E; — E; in den beiden Nennern
approximieren durch Eg — Eg bzw. E, — E, (das bedeutet, wir vernachldssigen die
Coulomb-Wechselwirkung bei der Berechnung der Energienenner). Dann wird der
numerische Ausdruck in der Summe unabhéngig von i und die Summe ¥, |i)(i| 148t
sich als Identitdtsoperator herausstreichen. Sei ferner wg ~ w;. Nimmt man aufierdem

wobei
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an, daf$ fiw; viel groBler ist als die Intra-Band-Anregungsenergien (Eg — Eg fiir 3,8’
im gleichen Band), so folgt, daS nur Inter-Band-Anregungen zwischen Anfangs- bzw.
Endzustand und den Zwischenzustdnden einen wesentlichen Beitrag leisten; fiir Licht-
streuung an Einteilchen-Anregungen (SPE) innerhalb eines einzigen teilweise besetzten
Bandes — hier das Leitungsband (LB) — muf8 der Vernichtungsoperator vor |I) daher
einen Valenzbandzustand 16schen, weil nur im Leitungsband ein Zustand neu besetzt
werden kann. Analoges gilt fiir den Ubergang |i) — |F), wenn |F) ebenfalls ein voll
besetztes Valenzband (VB) hat. Damit vereinfacht sich der Ausdruck in Mg; zu

(Flchegli)(ilchealT)  (Flchegli)(ilche,|1)
ZZ (aljile’)(Bl7s]8) ( —Es — hw; t T E. —E o+ hw
55’

Fle,,chIT) (FlegiekII)
_ . Y (VB) < o' B (VB) Ca
= 2 {aljile’){(Bljs|8") (5aﬁ' Eo— By — Ty T 0 By~ By +

a,of

8.4

_ (alfs|B)B'17118) | (aljilB){B'js|B)
= 3 (ride i g (LRI (SR ) 9

LB
und man erhélt Mg = % 'yaﬁ(F|c‘;c5|I) mit!
o,f

VB . ! I . ' ey
Yag = (ale]B)e; €5+ - ;(@é'js_wg[ji'%f) + <OI‘_:|ZI|_ﬁE>;ﬁ_|%SLL?>>. (4.10)

|a) und |B) sind Leitungsbandzustidnde. Die Auswertung der Formel (4.10) ist in der
Praxis sehr komplex. Fiir die Beschreibung von Resonanzphdnomenen, die zur Be-
obachtung unabgeschirmter SPE fiihren (im Fall E, — Ej; = fiwy), ist die Verwendung
der individuellen Energienenner' unerliflich, da sie zum sog. resonance enhancement
fithren. Zur Beschreibung der Streuung an kollektiven Anregungen innerhalb eines ein-
zigen Bandes (hier LB) geht man mit den Naherungen noch einen Schritt weiter, in-
dem man E; — E; & E; durch die entsprechenden Bandliicken annédhert und wie in
Gl. (4.9), alle Intra-Band-Anregungen vernachldssigt. Das ist erlaubt, wenn alle An-
regungsenergien wesentlich kleiner als |E, — /iw,| sind (also im nichtresonanten Fall)
und |w| € w;. Dann folgt!

igr {aljslB)(B'1j1lB) , (alilB){B'js|B)
Yap = (ale"|B)er €5+ — ;( EB) +hwr T Ey(@)—fer ) (4.11)

E;(8') ist die Bandliicke zwischen dem betrachteten Leitungsband und dem Valenz-
band, in welchem der Zustand |3') liegt. Bei fast-resonanter Raman-Streuung (im
Bereich der Bandliickenenergie) sorgt der Energienenner immer noch fiir eine starke
Erhshung der Ubergangsrate, die die Durchfithrung von Experimenten an Quanten-
strukturen praktisch erst moglich macht.

fIn diese geht die k-Abhéngigkeit der Bander ein (Klein, 1975%). Daraus resultierende unabge-
schirmte Einteilchen-Anregungen wurden bereits von Pinczuk et al. (1971'¥) beobachtet und teilweise
durch eine Theorie von Wolff (1968'%) erklirt, in der auch die Nichtparabolizitit des Leitungsbandes
berticksichtigt wird.
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4.2 Streuquerschnitt

Der totale Streuquerschnitt o fiir die inelastische Lichtstreuung ist definiert als Anzahl
der gestreuten Photonen pro Zeit, dividiert durch die einfallende Photonenstromdichte
Jph = CNph /V. Nph bezeichnet die Zahl der Photonen im Zustand (k;, €;) im Streuvolu-
men V. o errechnet sich aus den Ubergangsraten fiir alle moglichen Streuprozesse:

U:%;pl[wﬁ(l},w) phl/ jph = /(2 )3dk5k2szp1Wp1(q,w) oh/ Joh

V2
= Gy / dww?dQ Z i Wei(q, w); (4.12)

dabei wurde benutzt, dal ws = w; — w = cks und ks = k; — g = €,(Q)ws/c, mit dem
Raumwinkel Q (Streuwinkel) gemessen beziiglich k;. p; sind die thermischen Beset-
zungszahlen der Zustiande |I). Daraus liest man den differentiellen Wirkungsquerschnitt
ab (vgl. Blum, 1970%; Jha, 19697%):

d?o 2\ w
d0dw (mCZ) b 2, PP aE: =By =) &

Die Matrixelemente Mp; aus Gl. (4.7) und (4.10) ergeben sich formal aus einem zeit-
lich periodischen, effektiven Stéroperator

e? 2whc® | .
— t —iwt
Heff mc2 V WIWs %Vaﬁcacﬂ . (414)

Ausgedriickt durch den verallgemeinerten Paaroperator

N(t) = elfot/" %fyaﬁcj,cﬁe—”fof/ﬁ (4.15)

erhalten wir damit als Streuquerschnitt (van Hove, 1954¢)

d?o Zws
10do = o ;PIH(S(EF — E; — hw)|Mp)?
w dt ol ;
= f%ws et pr Yy ETEN ke, |F)(FIchcal ) Vas Yo
I F op
—00 of ﬂ’
w dt
=2 ws et z pi(IINT(HR()|1). (4.16)
I

Wir haben dabei den klassischen Elektronenradius ry = €% /(mc?) eingefiihrt; im folgen-
den kiirzen wir den thermischen Erwartungswert 5, p;(I|...|I) durch (...) ab. Das
Fluktuations-Dissipations-Theorem (Zubarev, 1960'%%),

(A(t)B(0)) = — /_Z d%e_i‘”tGﬁB(w)(nw +1), Ghzw)=1ImGypw), (4.17)
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mit 1, = [exp(fiw /ksT) — 1171, liefert fiir Gap(t) = Gyix(t) = —1OH)([N(t), N(0)]):

d?c _ 2aWs dt 1wt t 2(4)5 ny + 1
30dw =" | 2 (NT(t)N(0)) = Im Gy (w)
= Rt i / dtei*! (—iO(t)([N'(t), N(O)])) - (4.18)
1

Blum (1970%°) hat im Rahmen der RPA-N&herung (ohne Austausch-Korrelations-
Korrekturen) eine Losung fiir die Greensche Funktion im Integral gefunden, die auf
die allgemeine Streuquerschnitt-Formel

d?o yws N, +1 4me? L1 L}
= _pYs L
dQdw Yo wy w Im( 2+ 7? € ) ’

_ 2 fﬂ_fa _ —ig-r fﬂ_fa
L, = %Waﬂ <m) , L= %’Yaﬁ(ﬂe ") (m) )

4 a
e(w,q) = il (ale""]6) (hwaﬁf—E)

(4.19)

fiihrt. Hier tragen die Interband-Ubergéinge in der Summe iiber o und B zur longitudi-
nalen dielektrischen Funktion e mafigeblich bei, diirfen bei der Berechnung von € also
nicht weggelassen werden. Dies macht die Formel (4.19) sehr kompliziert. Der erste
Term in der Klammer entspricht dem Zwei-Stufen-Prozefs (a) in Abb. 4.1, der zwei-
te dem Drei-Stufen-Prozef3 (b). Durch diesen werden nicht nur die SPE abgeschirmt,
sondern auch neue, kollektive Moden bei €(w, g) = 0 (Plasmonen) beschrieben.

Fiir effektive Ladungstrager muB ¢? durch ¢?/k ersetzt werden. Als DK des Materials
kann dabei anstelle der statischen DK der frequenzabhédngige Ausdruck

(4.20)

verwendet werden, um die Wechselwirkung mit dem longitudinal-optischen Phonon
(LO) am I'-Punkt zu beriicksichtigen. Anstelle €(w, q) direkt zu berechnen, werden wir
allerdings fiir endliche Quantenpunktstrukturen spéter eine selbstkonsistente Berech-
nung des Streuquerschnitts vornehmen.

4.3 Beschreibung mit Enveloppenfunktionen

In Analogie zu Hamilton & McWorther (1969%?) berechnen wir Mg, mit den Einteil-
chenzustinden |a), die Eigenzustinde des Hamiltonoperators H (4.1) sind, wobei
wir fiir das Gesamtpotential Viy(r) = U(r) + V(r) schreiben, das sich aus Kristall-
potential und Uberstruktur zusammensetzt. Im Rahmen der Enveloppenfunktions-
Naherung (Abschnitt 2.3) lassen sich die zugehorigen Wellenfunktionen schreiben
als ¥a(r) = VoS, Pna(r)ity(r). Die Blochfunktionen am [-Punkt u,o(r) = u,(r)
sollen dabei die von Kane (19577°) berechneten Wellenfunktionen sein, die sich
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aus Diagonalisierung des Hamiltonoperators H(()i) mit Vi (r) = U(r) und Ao(r) =0
ergeben. Die fiir die Zinkblende-Struktur des GaAs relevanten Bander sind in Kapitel
2 (Tabelle III) aufgefiihrt.

Aufgrund der relativ grofsen Energieliicke in GaAs (E; = 1.519eV) vernachlassigen
wir die Beimischung von Valenzzustinden zu den Leitungsbandzustidnden,
d.h. wir beschreiben die leitungsbandartigen Zustinde n&dherungsweise durch
Yea(r) = v/ Vopea()ics, (r), wihrend die Valenzbandzustinde (VB) als Linearkom-
binationen

Ya(r) = Vo z ©o,5 Py, (r) mitov € {hhlh,so} (4.21)

0, T=%

dargestellt werden. Wir setzen dies in GI. (4.11) mit Ay(r) = 0 und unter Vernachléssi-
gung des Spin-Bahn-Terms im Operator 7 ein. Dann benutzt man, dafy die Envelop-
penfunktionen ¢ als auch die Exponentialfaktoren auf der Skala der Gitterperiode na-
hezu konstant sind, so daf8 z.B. fiir das Matrixelement (a|js|3') folgt:

Vo / &1 @l (), (e "y g (N, (1) = Vo § 9Za(R)
R

X {eiks-f%rﬂ,(R) / d’rus, F)pis, () + [pe ™" 0o 5(R)] / d37u?aa(?)“vf(7)}
Vo Vo

_ / Er ot (e o, 5(r) / &SF, (7)pus, (), (4.22)
Vo

-’

= <Caa|p|07)

wegen der Orthogonalitdt der Blochwellen. Analog vereinfachen sich die anderen Ma-
trixelemente in (4.11). Diese Ndherung behalt ihre Giiltigkeit auch in Gegenwart eines
langsam verdnderlichen Vektorpotentials Ay(r). Damit erhadlt man aus GI. (4.11):

. 18
g = ig-r . = EZ —(h 21-1
s = (el B)er €55 3 (B~
X {(Egv — hwy) €5 - /darwza(ﬁ)e_iks'”<Pvfﬁ'(1’1)<CUa|P|UT>
% /d37290;,ﬂ'(1’2)eik”2%ﬁ("z)@T|P|C0ﬁ> "€l

+ (Ego + iwy)es - / d’ript,(m)e* M gy (1) {coa|plor)

X / d’ra0} g(r2)e 52 pup(r) (- pleog) - 65}

—elqr

. 1 —
= <0l|elq'r|ﬂ>€1 - € + E z [Eév _ (th)Z]—l /dSHP:a(r) e—1k5~re1k1~f (Pcﬁ(r) X

0, T=%
{(Bgo = ) €5 (el plo-) (0r]plcas) - €1 + (Ego + eor) €1 - (caalplos)(or |pleos) - €5}
(4.23)
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K(hh)/_{lﬂ K(m)/(_PZ K (SO)/sz
1 s A 1 ina 2i A 1 2i A 2i A
55%0[3 —-i6, 0 gaoaaﬁ 30z 30y gaoaaﬁ 30z —30y
i6 L isg 1 2i A 2iA 1 -
10, 2 50005 0 _230-2 ggaaaﬁ 2_ 3Vx _23 z gégaaﬁ . gax
ia ia i A i
0 0 0 —30'}/ gO’x §60’ao'ﬂ 30'}/ —go'x 360a05

TABELLE V: Elemente2 der Tensoren
hi
K= (1) 3 (colpfordorlpileon) (o {hiIn,soh
T==%
in Einheiten des Kaneschen Matrixelementes P = (iSo|p,|Xo) € R. 6;
steht dabei fiir die Spin-Projektionsoperatoren, d.h. 6| 1) = 1[1), 6| ) =

%((ﬂ +6)) = %|T) usw. (Siehe Anhang B)

Dabei wurde die Energie E4(8'), die durch die Mischung der Valenzbandzustidnde in-
folge der Uberstruktur nicht mehr wohldefiniert ist, in den einzelnen Summanden je-
weils durch Eg, ersetzt, so dafs die Energieliicken der Bander geméfs ihrer Beimischung
gewichtet werden. (Noch genauer wire, anstelle E;, die Liicke zwischen dem ober-
sten Valenzbandzustand und dem untersten Leitungsbandzustand, wie sie sich aus der
Strukturierung ergeben, einzusetzen.) Auflerdem wurde im letzten Schritt angenom-
men, daf$ die Valenz-Enveloppenfunktionen ¢,_g(r) fiir jedes v, ein vollstandiges Or-
thonormalsystem bilden: § 4 |¢, ) (@0, 5| = 1. Fiir die Matrixelemente tiber die Kri-
stalleinheitszellen V,; verwenden wir nun die Kaneschen Wellenfunktionen aus Tabel-
le TII. Die Tensoren X ), deren Elemente mit den entsprechenden Komponenten des
Impulsoperators gebildet werden, sind in Tabelle V fiir jedes der interessierenden Va-
lenzbénder zusammengestellt. Unter der Annahme, daf$ Eg, — fiwr < Egp + fiw; & 2E,,,
1af3t sich der Tensor v, schreiben als

Yos = (ale?|B)er es+ Y A, (4.24)
ve{hh,lh,so}

wobei die folgenden Einzelbeitrdge nur noch Matrixelemente beziiglich der
Einteilchen-Leitungsband-Enveloppen (mit Spin) beinhalten:

mfp2 E hh ig-r . N
’)’éh;) =7 B _g ()’ (ale17] e - €5 — 2i(e] X €5).6:] |B), (4.25)
ghh
(th) __ m?z Eglh

Yo =
A hz Eélh - (hwl)z
X (a|ei‘7"% [€[H * €5 +4€1Z€SZ — 4:i(€1 X €S)H OA'H +21(€[ X €S)Z6Zi| |,8>, (426)
’Y(SO) _ miP2 Egso
ap B2 E2. — (Hwr)?

gso

(ale7i[e; €5+ 2i(e; x €5) - 61]0). (4.27)

Hier bezeichnet P das Kanesche Matrixelement aus Tabelle V und der Index || die
Projektion in die xy-Ebene (senkrecht zur Schichtstruktur). Ein dquivalenter Ausdruck
(ohne Herleitung) findet sich in der Arbeit von Govorov & Magarill (1994°).
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Konkret betrachten wir nun eine Riickstreugeometrie mit k; ~ —ks ~ e, d.h. €, €5
liegen in x-y-Ebene. In dieser Situation werden die Spinzustinde | 1) und |J) nicht
gemischt, da nur der Projektionsoperator &, {ibrigbleibt.}

Des weiteren unterscheiden wir zwei spezielle Fille, namlich g,||es (polarisierte
Streuung) bzw. €; L €5 (depolarisierte Streuung). Die Summe der drei Interband-
Ubergiinge ergibt dann jeweils:

(a) Polarisierte Streuung (P):

1 mP? 3E E 2E .
1+ " ( shh sh 4 80 )](a|e“’”|ﬁ>

YaB =

6 72 \E2y —(w)? ' Bl — (iwif " EZ., — (fwiP
= Fo(ale'T"|B). (4.28)
(b) Depolarisierte Streuung (D):
. imfP2 3Eghh Eglh 2Egso igr A
T <_ E2pn — (Aw)* — EZy, — (Mwy)? * E% o — (Hwr)? (ale"a:10)
=2 Jo(ale”s:|B). (4.29)

Man beachte, dafs fiir am '-Punkt entartete Valenzbander (d.h. ohne Spin-Bahn-Auf-
spaltung) v,4 im Fall (b) verschwindet! Die Beitrdge zur depolarisierten Lichtstreu-
ung kommen im {ibrigen ausschliellich aus dem A,-Term in Stérungstheorie zweiter
Ordnung.

4.4 Ladungs- und Spindichte-Anregungen

Der durch (g,w) festgelegte inelastische Streuprozefs entspricht nach GIn. (4.18) und
(4.14) formal einer periodischen Storung Heg ~ Ne ! die sich gemafs GIn. (4.28) und
(4.29) wie folgt deuten laft:

(a) Polarisierte Streuung:

N/Fo = Zﬂ(a|ei‘7"|ﬁ)c‘;cﬁ - / Prefrr zﬂ Sanos P (Pa(r)Cke,
= / dPre [y (r) + Ay(r)] = / d;rei""ﬁ(r) = fi(q). (4.30)
(b) Depolarisierte Streuung:
N/ F = %2<alew"6z|ﬁ>czcﬁ = / d’re'” ;5aaaﬁ205soz<r>m<r>czcﬁ

- / Ere (i) — ()] = / Bre8(r) = §(q). (4.31)

Die Ausdriicke mit 6| beschreiben die im Kontext zu Abb. 4.1 erwéhnten Spinflip-Anregungen. Sie
stellen die sog. transversale Response des Systems dar [eine neuere Arbeit dazu stammt von Lipparini &
Serra (1998%°)] im Gegensatz zur longitudinalen Response, auf die wir uns im folgenden konzentrieren.
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Im Fall (a) koppelt die externe Storung e" an die Ladungsdichte, im Fall (b) an die
Spindichte s(r) = n4(r) — ny(r). Fiir ein spinentartetes System gilt ([7i(g),3(q)]) = 0,
so daf3 eine Kopplung von Spin- und Ladungsdichteanregungen unterbleibt. Daher
lassen sich Ladungsdichteanregungen (CDE) und Spindichteanregungen (SDE) nach der
jeweiligen Streugeometrie selektiv anregen. Diese Auswahlregeln wurden erstmals
von Hamilton & McWorther (1969%%) abgeleitet und zur Interpretation zahlreicher
Experimente an Volumenhalbleitern (Abstreiter et al., 1984%), spdter auch an 2D-
Elektronensystemen in geschichteten Halbleiterstrukturen herangezogen (Pinczuk &
Abstreiter, 1988'%; Pinczuk et al., 1994138).

In einem wechselwirkenden System ist die Korrelationsfunktion bzw. Antwortfunk-
tion ([N f(t), N (0)]) im Streuquerschnitt eine komplizierte Grofle, da Abschirmeffekte
und Austausch-Korrelation die Antwort des Systems modifizieren. Nur im Fall extrem
resonanter Raman-Streuung treten infolge des resonance enhancement unabgeschirm-
te Einteilchen-Anregungen (in beiden Streugeometrien) auf, die sich durch geeignete
Wahl der Frequenz des einfallenden Laserlichtes gezielt detektieren lassen (Abstrei-
ter et al., 19842).

Die Berechnung von Ladungs- und Spindichte-Anregungen in GaAs/Al,Ga;_,As-
Ubergittern wurde erstmals von Katayama & Ando (19857%) durchgefiihrt. Mittlerwei-
le existieren mehrere theoretische Arbeiten zur nichtresonanten Raman-Streuung an
Quantenfilmen und -dréhten (z.B. Chuang et al., 19923%; Marmorkos & Sarma, 1993';
Schiiller et al., 1996'>*; Brataas et al., 1997'8), die aber alle von den diskutierten Aus-
wahlregeln Gebrauch machen.

Hat das System im Grundzustand eine endliche Spindichte, fithrt die unterschied-
liche Anderung der Spindichtekomponenten infolge einer Storung, die beispielswei-
se an die Ladungsdichte koppelt, unter Umstdnden auch zu einer zusétzlichen Spin-
dichteanregung. Die Auswahlregeln, in deren Rahmen die Experimente von Pinczuk
et al. (19941%), Schiiller et al. (1996'*) und anderer interpretiert werden, sind dann
nicht mehr streng anwendbar. Dieser Aspekt ist Gegenstand der Untersuchungen im
nédchsten Kapitel.
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KAPITEL 5

Die Berechnung des Raman-Streuquerschnitts

Zur Berechnung des Raman-Streuquerschnitts fiir kollektive Anregungen wenden
wir die zeitabhdngige (adiabatische) LSDA aus Abschnitt 1.6 fiir Quantenpunkte
an. Stromdichteabhidngige Korrelationseffekte werden vernachlédssigt, da wir von
ihnen mit Blick auf die Grundzustandsrechnungen in Kapitel 3 nur eine geringfiigige
Modifikation der Ergebnisse erwarten. Durch eine selbstkonsistente Response-
Rechnung wird die Dyson-Gleichung fiir das wechselwirkende System gelost; aus der
erhaltenen Ladungs- und Spindichte-Anderung kann schliellich das Ramanspektrum
bestimmt werden. Im Anschluf§ daran diskutieren wir noch wichtige Summenregeln
tiir den Streuquerschnitt.
Die Berechnung des Raman-Streuquerschnitts

d?o __rZEnw—I—l
dQdw =~ Yw;

Im /_ " dre (—ion (INH(t), KO)D)) . G.1)

involviert die Auswertung des Kommutators ([N (), N (0)]) fir das wechselwirkende
Elektronensystem. Je nach Streugeometrie (P/D) gilt:

P ([N'(5), NO)])/|%|* = ([7'(q,t), (q,0)])
= Z([ﬁi(q,t),ﬁa(q,O)H[ﬁi(q,t),ﬁ—a(q,O)D, (5.2)
=

(I5'(q,1),5(g,0)])
= Z ([ (q,1), As(q,00] — [Al(q, 1), _o(q,0)]).  (5.3)
=T,

D: ([N(t), NO))/|Fol?

Wir definieren die Responsefunktion (Suszeptibilitat)

Kooty ) = o [ At (Wil (r, ), (0, 01| ), 64
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wobei wir den Erwartungswert bei T = 0 beziiglich des wechselwirkenden Grundzu-
stands |¥) zu bilden haben. Damit 148t sich der Streuquerschnitt mit 7,, — 0 schreiben
als

do __ plws 1 g /d3 /d3r v ewl(r’—r){ | Fel"Oct 4 +xn )
dQdw O w; mop | Fol*Oer + Xuw — X0 — Xur)
(5.5)

Das Doppelintegral entspricht der Fourier-transformierten Ladungsdichte- (Spindich-
te-) Antwort dn(q,w) [ds(q,w)] auf eine externe Stérung v0e”, die an die Ladungs-
dichte (Spindichte) koppellt.

5.1 Adiabatische LSDA

Die lineare Antwortfunktion eines wechselwirkungsfreien Systems Hy = ¥, , €a0ClysC oo
ist (siehe Anhang C)

0
an);’(ra rla (.U) = 6(717’

S 00O D). (59

[Dabei wurde eine phanomenologische Dampfung (Linienbreite) " eingefiihrt.] Bis auf
den Faktor %p/p ist damit der Streuquerschnitt (5.5) fiir P- und D-Streuung identisch
und enthdlt keine kollektiven Anregungen.

Kollektive Phdnomene entstehen durch die Antwort des Systems auf die mit einer
Ladungs- bzw. Spindichtefluktuation verkniipfte Anderung der internen Felder. Dazu
gehoren neben dem klassischen elektrostatischen Abschirmverhalten auch Austausch-
Korrelations-Effekte, die das gesamte Anregungsspektrum renormieren.

Die Abschirmung einer externen Stérung in einem wechselwirkenden System zeigt,
dafl die Verwendung von XEIO();' zur Berechnung des induzierten Potentials infolge der
externen Stérung keine gute Ndherung ist. In der Tat divergiert in einem homogenen
System das induzierte elektrostatische Potential

fep) — f(Epsq)
— 6P+q -I—hw—l—ll'

4T 8m
v, w) = 7 S X4, w)ve(q,w) = % Veu(g,w)  (5.7)
o p ~P

im statischen Grenzfall (§ =+ 0, w — 0); in Wahrheit erwartet man jedoch eine
vollstandige Abschirmung, vin4(0,0) = —0ex(0,0). Das korrekte Resultat erzielt man,
wenn in (5.7) anstelle von ve das Gesamtpotential vey + ving €ingesetzt wird, also die
Responsefunktion des wechselwirkenden Systems bezogen auf das Gesamtpotential
durch Xgo()ﬂ approximiert wird.

In der selbstkonsistenten linearen Antwort-Theorie des Kohn-Sham-Formalismus
(Abschnitt 1.6) unter Verwendung der adiabatischen LSDA (ALSDA) geschieht diese
Behandlung auf dhnliche Weise. (Wie bereits erwdhnt, vernachldssigen wir hier
die Vortizitdtsabhdngigkeit der Austausch-Korrelations-Energie und beschrdanken
uns auf eine Formulierung ohne Stréme.) Es wird beriicksichtigt, dafd sich sowohl
Hartree- als auch Austausch-Korrelations-Potentiale durch endliche Dichteanregun-
gen 01,(r) verdndern; diese Anderungen ¢Vy(r) und §V,.,(r) sind als zusitzliche
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Storung zum externen Storpotential zu addieren. Dann kann die Antwort des wech-
selwirkenden Systems mithilfe der KS-Responsefunktion ng_ , (unter Verwendung der
KS-Wellenfunktionen und KS-Energien) berechnet werden aus

S, (r, w) = / dte“tn, (r,t) = / B O (1,7, 0)0eeo (F), (5.8)

Wobei Uge 5 (1) = 09,€7 + 6 Vis(r) + § Vi (r) das selbstkonsistente Storpotential darstellt
(man beachte, dafs in linearer Naherung die Response, und daher auch das selbstkonsi-
stente Potential proportional zur Amplitude der externen Stérung ist). Wir haben x©.
mit x© abgekiirzt. Je nach Streugeometrie (P/D) besteht mit Gl. (5.5) der Zusammen-
hang vy = vy+ = £vy,. Die entsprechende Dyson-Gleichung fiir die Suszeptibilitdt des
wechselwirkenden Systems, die sich durch Einsetzen von (1.90) in (1.85) ergibt, lautet:

Xaa’(r7 rla (.U) (0)(1‘ 1" w)(saa

/d3r1/d3r2 ZX(O)(r,rl,w)KMu(rl,rz)xguaz(rz,r',w) (5.9)

0"

mit dem Kern K, ,», der die Anderungen der effektiven Potentiale in linearisierter Form
enthélt und in welchen die ALSDA (1.90) eingeht:

2
e _ oV,

Koygn(ri,12) = ;|”1 -+ 3nxw

U"

(5(1’1 — 1’2). (510)

n ol (7'2)

Ohne die xc-Terme stellt Gl. (5.9) eine Form der RPA-Néaherung (vgl. Platzman & Wollff,
197314?) dar. Austausch-Korrelation wirkt nun als weiterer Mechanismus, um kollek-
tive Anregungen zu vermitteln. Dabei kdnnen wir zwischen einer spinunabhingi-
gen LDA-Rechnung (adiabatische LDA, ALDA) und der ALSDA unterscheiden. Fiir
verschwindende Spindichte gilt x4+, = xy+, x4 = x++," weshalb in Systemen mit ver-
nachléssigbarer Spindichte keine gekoppelten Spin- und Ladungsdichte-Anregungen
in P- oder D-Streuung beobachtbar sind.

Erst wenn eine endliche Spindichte dn4(r) — dny(r) # 0 die Spinkomponen-
ten der Suszeptilibitdit mischt, kann eine Storung, die an die Ladungsdichte
koppelt (P-Streuung), auch Spindichtefluktuationen anregen, und umgekehrt in

— Vo — Oexc Oexe aZExc —
* Dies spiegelt sich in der Symmetrie von exc(rs,£) um = 0 wider: o = G T s T e =

Z—rm +n [852“ % + 3%‘“ (‘3;) + 622 gf a?f,] unter Verwendung von 3{ = 0 bei £ = 0. Der letzte

Summand in der eckigen Klammer liefert bei { = 0 fiir o = ¢’ den Beitrag 1 8822 und _Z 3{2 firo # o'.
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D-Streugeometrie.  Wir formulieren nun ein Gleichungssystem fiir die gesuchten
Dichtednderungen d1,(r), indem wir vy, in (5.8) einsetzen:

omo(r,w) = [ & X0 (r, )0
— /d3r' XSTO)(T,VI,LU) {voaeiq.ﬂ 4 /d31”” Z [KJUI(TI,T")(SHU/(T”)]}
= [&r X0, w)

: !
X { vp,e7" +
{ 2

/dBrII 6_2 5”0’ (1"") 8VXCO’

Kl =" Ong

6nar(r’)] } . (5.11)
1y ()

Dies ist simultan fiir dn+ und dn zu l6sen, was konkret durch eine Diskretisierung
der Integration im Ortsraum geschieht; das resultierende inhomogene lineare Glei-
chungssystem der Form (1 — M)dn,,) = by wird dann durch eine Matrixinversion
numerisch gelost.

Im Spezialfall s(r) = 0 gilt aufgrund der identischen Ortswellenfunktionen,
Einteilchen-Energiedifferenzen und Besetzungszahlen fiir beide Spinrichtungen in
Gl (5.6) X(TO) = Xio) = x©; man findet auSerdem (siehe Fufinote * auf S. 91):

OViet  OVyiy  OVip  OViy
(9TZ¢ - 8”1“’ BnT o 81% '

(5.12)

Durch Ubergang zu 0n = dn4 4+ dn, und ds = dny — dny lassen sich in diesem Fall die
Gleichungen (5.11) entkoppeln:

. 2 §n(r"
on(r,w) = / &' xOr, 7', w) [(Uo¢+vo¢)el"" +2/ d3r"%|rfn£rr')'|

OVier OV, ,
n ( ot o )511(1*)], (5.13)

Ss(r,w) = /d3r’ XO(r, ¥, w) [(UOT — v, )e” + (3ch¢ - aVXC‘L) 55(1*’)} . (5.14)
87’% 81’l¢

Dies zeigt nun ganz offensichtlich, daf$ in P-Streugeometrie (v = v ) stets ds(r,w) =0
ist und nur Ladungsdichteanregungen moglich sind. In D-Streuung hat man analog
on(r,w) = 0. Man beachte, dafi in der Gleichung fiir Js kein Hartree-Term erscheint.
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5.2 Berechnung fiir ein 2D-System mit zylindrischer Symmetrie

Wir betrachten nun ein zweidimensionales System, d.h. alle Wellenfunktionen seien lo-
kalisiert um z = 0. Dann erlaubt eine Fourier-Bessel-Entwicklung in Polarkoordinaten
(r, ) die Zerlegung der Integralgleichungen (5.11):

ng(r) = gén(,g(r)ew“’, (5.15)

KO w) = ;X@(r P w)elle—e), (5.16)

A Z Vo o(r)e'’? = % 051" g (gr)e™*?, (5.17)
{=—00 {=—00

" ! =y [ dalarar Gackson, 19757 (5.18)

wobei 0.B.d.A. g = (4,0, 0) angenommen wurde. Eingesetzt in (5.11) ergibt sich:
génag(r)ew“’ = g/dr’r’/dd X0, 7', w)eite= “’){v o(r)ell'?

+Z |:/d1’" ”/d(p"—én(,rg:(r )elltp Zeif"(wl‘P")/dqhu(qu)]gn(qru)

+%5n0, v (r')eif’«a’] } , (5.19)

und nach Integration iiber ¢’ und ¢" fiir die einzelnen Moden ¢:

g (r) = Zvr/r’dr’ Xffoé(r ' w) {v(,g(r’)

2 Ild 11625 1! R /! " aVXCU(S ! 5 20
+; ﬂ/r 1 0mer ()R(r', 17) + o, nere(r)| o, (5.20)

mit Ry(r',r") = [dq J«(gr')](gr"). Die Komponenten der KS-Suszeptibilitat lauten:

(0)(1, / W) = ‘Z_ f(€”1m10) - f(enzmsz)

1) 511271120 - snlmla + hw + ir
my —mpy=~

X (pnﬂnlo'(r)so;le?ﬂzU(r)(lo::llmlo'(rl)son2m20'(rl) * (5'2]‘)

Fiir Ry(r',r") gilt wegen Jy(z) = (—1)]_¢(2): Ry(r',7") = R_¢(r',7"). Nach Gradshteyn
& Ryzhik (1980°°), Integral 6.512 Nr. 1, erhilt man:

2|1¢/+1
s (257

PP+ DI (R)

| das@ @ = Fll+ 15140 +1,) (522)
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mit k = r./rs, r<« = min(r', "), > = max(r',r"), ' # v". F ist die hypergeometrische
Funktion. Ferner gilt nach Integral 3.671 Nr. 2 in Gradshteyn & Ryzhik (1980°°):

smo‘(x) _1r(ehra) (a—l—l L a+2 2)
dx - 5 Nl (5.23)
/ Vi—esindx) 2 T () 2 ¥ 2

Mit o = 2|¢| folgt damit:

Rg(i”' rll |£| / sinzm(X) )
’ |Z|H rG; riy \/ 1 — k2 sin®(x)

Nach Gradshteyn & Ryzhik (1980%), Integral 2.584 Nr. 1, 4, 11 und 22 erhilt man fiir
4] < 3:

(5.24)

Ro(, ") = ziK(k),

Raa(r', ") = %Z[K"‘) - E@),

1o _27’2< 2+ Kk 2(1—|—k2)
Raalr, ) =233 [ s Ko - 371500]
_2 1 SO
= 3k (@4 K)K(K) — 2(1 + KO)E®)], (5.25)
ooy _ 273 [4K4 43K +8 8k* +7k2 + 8
Raa(r',r") = ;% [TK(k) - TIs(k)] (5.26)
2 01 . .
= 5y [4K + 3K+ 8)K(K) — (8k* + 7K + 8)E(K)] (5.27)

Die kompletten elliptischen Integrale erster und zweiter Art sind hier definiert als

/2 dx /2
_ — 2 qin2
K(k) = / —_, E(= / dxy/1 — K2 sin®(x). (5.28)
0 1 — k% sin”(x) 0

Hat man die selbstkonsistente lineare Antwort dn, ,(r) fiir alle £ gefunden, ergibt sich
der differentielle Streuquerschnitt durch Fourier-Riicktransformation in Gl. (5.5):

d’c _rz@nw +1
dwdQ o 0 Wi TOg

| Foyo* Tm / Lre 7Y [Bnya(r) £ Sy
4

=...Im / dy / dr%(—i)”"fw(qr)[csnﬂ(r, w) % 81y (r, w)]e 0%
— ...Im2r ;(_i)m / dr 1] (@[0ns(r, w) % 611,(r, w)]. (5.29)

Genau der Ausdruck in der letzten Zeile (also ohne die durch Punkte symbolisierten
Vorfaktoren) entspricht der numerischen Grofe, die wir im folgenden als ,Streuquer-
schnitt” darstellen werden.
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5.3 Ferninfrarot-Absorption und das Verallgemeinerte Kohnsche
Theorem

Im Grenzfall kleiner Impulsiibertrage (JR < 1, wobei R die Ausdehnung des Systems
bezeichnet) kann man die Fourier-Bessel-Darstellung von ' linear approximieren:

= Jo(gr) +i1(gr)(e¥ +e7¥) + ... = const + Ligr(e” + e7¥) + O[(gr)*]. (5.30)

Der konstante Term spielt als Storpotential keine Rolle, da er nur die potentielle Ener-
gie verschiebt. Der Dipol-Term gr(e'¥ + e %) ist formal identisch mit dem Stdrpotenti-
al —eEyre*¥ eines elektrischen Feldes, das in der Systemebene zirkular polarisiert ist
und auf der Langenskala der Quantenpunkt-Abmessungen ndherungsweise konstant
ist. Dies trifft auf den Fall eines Ferninfrarot-(FIR-)Feldes zu, dessen Photonenener-
gie vom elektronischen System direkt absorbiert werden kann. Somit lassen sich die
¢ = +1-Beitrage zum Streuquerschnitt in P-Streugeometrie im Dipolgrenzfall g — 0
(bis auf Vorfaktoren) mit der FIR-Absorption

d?c
dwdQ

() = 4% Im { / drrzénil(r,w)} ~ (5.31)

lg|—0

(siehe z.B. Darnhofer, 19963*) identifizieren.

Insbesondere spielt das Verallgemeinerte Kohnsche Theorem (Kohn, 1959%2; Kohn,
1961%; Brey et al., 1989'; Yip, 1991'%) eine wichtige Rolle bei der Diskussion
von Ladungsdichteanregungen in P-Geometrie: Der Hamilton-Operator fiir einen
Quantenpunkt mit N wechselwirkenden Elektronen lafst sich durch Einfithrung von
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten,

1 N
Nzrl’ P= zpl/ LZ_XPY_YPX/

r=ti—tj, Pij=Pi—Pj Lij = XiPyij = YiiPxij, (5.32)
in einen Anteil fiir die Schwerpunktsbewegung und einen fiir die Relativbewegung
separieren:

P P .
:ZNm*_'_ENm wiR? + —LZ Z il -+ mwﬁrlz]-l— zlzij—l—Nu(rij) .

(5.33)

Dabei kommt es nicht auf die genaue Form der Paarwechselwirkung u(r;;) an, son-
dern nur darauf, daf8 das Einschlufipotential parabolisch ist. Dann kann man das ur-
spriingliche Kohnsche Theorem,® welches besagt, da8 die Zyklotronresonanz eines
homogenen Elektronengases (w, = w.) unabhdngig von der Zahl der Elektronen und
der Wechselwirkung ist, verallgemeinern. Weil der Dipoloperator §;er; = NeR nur
von der Schwerpunktskoordinate abhédngig ist, kann ein raumlich konstantes elektri-
sches Feld nicht an die internen Freiheitsgrade koppeln. Infolgedessen findet man die
Dipol-Anregungen bei den Energien

hwl) = khyJw? 4+ w2/4 + %, k ungerade, (5.34)
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die den erlaubten Einteilchen-Anregungen (Am = 1) des Schwerpunkt-Systems ent-
sprechen. Insbesondere die dominanten Moden mit k = 1 werden haufig als Kohnsche
Moden bezeichnet.

Fiir ,,Quantenpunkt-Helium” (N = 2) haben Pfannkuche et al. (1993'%!) das Verall-
gemeinerte Kohnsche Theorem (VKT) diskutiert. Die Autoren zeigen durch Exakte
Diagonalisierung des System-Hamiltonians und Betrachtung der FIR-Absorption, dafs
Korrelationseffekte bei einer Verletzung der Voraussetzungen des VKT wichtig wer-
den.

Entscheidend — und vom konzeptionellen Standpunkt aus ermutigend — ist der Be-
fund von Dobson (1994%), dafl auch das zeitabhidngige Kohn-Sham-Verfahren mit lo-
kalen Naherungen durch ein harmonic potential theorem (HPT) charakterisiert ist. Aus-
gehend vom Hamiltonian'

N ”72
H:HO_F(t)'Zria HOZZ _277’1*
1 =1

V?—i—%Xn-ﬂ(-n + W, (5.35)

der eine zeitabhdngige Ankopplung an die Schwerpunktskoordinate R enthilt und ein
statisches, harmonisches Confinement mit Federkonstantenmatrix X, konstruiert der
Autor aus der Grundzustandsfunktion W, des ungestorten Systems mit Dichte 1(r),

HOLIJ()({TZ'}) = Eowo({ﬁ}), (536)
folgende Vielteilchenwellenfunktion:

Wipr({r;}) = exp [—iEot/h —iNS(t) + iN%*% R| Wo({#}), (5.37)

mit S(t) = i! ftz dt' im*x(t') - K - x(t') und # = r; — x(t). Der Vektor x(f) ist zunéchst
eine beliebige zeitabhdngige Translation. Daraus erhélt man die Gleichung40

55 = HOmh 0| (i}, = =N 05+ K -3 = FOL R ({1
(5.38)

Somit erfiillt Wypr die zeitabhdngige Schrodingergleichung, wenn x(t) der Bewegungs-
gleichung

m*¥ = —%K -x+ F(t) (5.39)

geniigt. Der zeitentwickelte Vielteilchenzustand 14fst sich also direkt aus der Transfor-
mation (5.37) gewinnen, und fiir die Dichte gilt: n(r,t) = ny (#(t)) = no (r — x(t)). Die
Ladungsdichte beschreibt eine starre Bewegung, wie es das VKT vorhersagt.

Die nichtlinearisierten Hartree- und Austausch-Korrelations-Potentiale der
zeitabhdngigen Dichtefunktionaltheorie in lokaler Ndherung sind dann aber ge-
nau gegeben durch Vy(r,t) = Vylng(r' —x(t))I(r,t) = Vo (r — x(t)) und Vi(r,t) =

tLeider hat Dobson sein Theorem nur fiir den Fall B = 0 hergeleitet!
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ABBILDUNG 5.1: Reproduktion des Verallgemeinerten Kohnschen Theo-
rems: FIR-Absorption eines Quantenpunktes mit N = 4 Elektronen im Con-

finement fiwy = 3meV fiir B= 0T, 1T und 3T. Die Berechnung wurde in
ALSDA durchgefiihrt. Bei 3 T ist der Grundzustand vollstandig polarisiert.

Vi (no (r — x(t))). Die Lokalitdt von V. ist hier wichtig! Die entsprechenden KS-
Orbitale lauten ¢;(r,t) = exp [—iS(t) —ig;t/h+ 1'”7x . r} woi(r — x(t)). Linearisieren
wir im Fall kleiner Amplituden x die Wellenfunktion W;, kénnen wir schliefSen,
daf die Linearisierung der adiabatischen LDA um den statischen KS-Grundzustand
auch das HPT erfiillt.

Der SDFT-Zugang mit Spinfreiheitsgrad wird von Dobsons HPT ebenfalls erfafst, da
tiir die Transformation (5.37) gilt:

16 (r, 1) = (Wt ()7 (r)|Prpr(£)) = (Wolfio(r — x(£))[Wo) = noo(r — x(t));  (5.40)

die Austausch-Korrelations-Potentiale sind auch im Fall der adiabatischen LSDA lo-
kal: Vieo(r,t) = Vieo (n4(r, 1), n,(r, 1)) = Vieo (np(r — x(t)), ny(r — x(t))). An keiner an-
deren Stelle des HPT geht der Spinfreiheitsgrad sonst explizit ein. Wir erwarten also,
dafl im Grenzfall kleiner Impulsiibertrage g das VKT auch in unseren numerischen
Ergebnissen in Erscheinung tritt. Das ist auch tatsdchlich der Fall, wie Abb. 5.1 zeigt.

54 Summenregeln

Ein interessantes Konzept zur Analyse von Anregungsspektren ist die Methode der
Summenregeln, die urspriinglich in der Kernphysik zur Berechnung von Riesenreso-
nanzen in Atomkernen erfolgreich eingesetzte wurde. Dazu verweisen wir auf einen
Ubersichstartikel von Lipparini & Stringari (1989%).

Fiir einen Storoperator F definieren wir zunéchst die reellwertige Stirkefunktion

Sw)= 3 (kI F |0)|?0(w —wi)  (hier mit i = 1), (5.41)

k>0

wobei wy = Ex — Ey und E; die Energien der angeregten Zustinde |k) des be-
trachteten Systems mit Hamiltonian H, sind. S(w) ist formal &dquivalent zum
Raman-Streuquerschnitt (4.13).
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Die Methode der Summenregeln benutzt die Momente der Starkefunktion
m, = / dw S’ = 3 |(K| F|0)/w] (5.42)
0 k>0

(deren Summanden oft als , Oszillatorstarken” bezeichnet werden); sie lassen sich fiir
p > 0 auch schreiben als

my = Z(OI Ft{k) (k| F|0)wf — (O] F'|0){0] F|0) w§
jnry
=3 F'[k) (k| (Ho — Eo)"F |0) = (0| F'(Ho — Eo)"F |0). (5.43)

Diese Beziehung gilt auch fiir p = 0, falls (0| F|0) = 0. Kennt man alle Momente von
S(w), so kann die Starkefunktion selbst durch jene dargestellt werden:

o] d . o (_3\P
T giwr 5 ¢ 1')
& P

S(w) = Pm,. (5.44)

00 2T
Dies ergibt sich aus der Fourier-Reziprozitit, wenn die Fourier-Transformierte S(7) als
Exponentialreihe geschrieben wird.

In der Praxis ist die Berechnung aller Momente unmoglich; jedoch gentigen oft schon

ein paar wenige, um charakteristische Eigenschaften des Anregungsspektrums zu er-
mitteln. Sie sind geeignet, mittlere Anregungsenergien der Form

Wp,p—2 = ,/mp/mp,z und Wpp—1= mp/mp,l (545)

zu berechnen, die die Ungleichungen
.. Z Wp,p—1 2 Wp,p—2 Z Wp—1,p-2 Z ... (546)

erfiillen. Das Gleichheitszeichen gilt fiir den Fall, daff die gesamte Stidrke in einem
Ubergang konzentriert ist.

Die Momente 11, mit p > 0 lassen sich durch Kommutatoren und Antikommutatoren
ausdriicken. Gilt Ff = +F, so folgt z.B. fiir p = 1:

my = (0| F'(Hy — Eo)F |0) = (0| F'F(Ho — Eo) |0) + (0| F'[Ho, F1|0)
N e’

FI=£F +1(0| [F, [Ho, F1110). =0 (5.47)

Analog berechnen sich die Momente:

mo = +1(0| {F,F}|0) — (0| F|0)%,  my = £1(0| {[F, Hol, [Ho, F1} |0),

Ahnliche Relationen findet man auch fiir p < 0. Die Berechnung einiger mittlerer An-
regungsenergien (5.45) durch Auswertung der Kommutatoren erlaubt in bestimmten
Fillen die Rekonstruktion experimenteller Anregungsspektren (Lipparini & Stringa-
ri, 1989%),
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Fiir die Raman-Streuung lautet der effektive Storoperator F = YN el =
SN, [Cos(q-ri)+isin(q-ri)]. Er ist zwar nicht hermitesch, aber da S(w) reell ist,
treten z.B. im Moment m; keine Mischterme zwischen Real- und Imaginérteil von F
auf; man darf die Anteile daher separat auswerten:

N H .
my =1y {0l [cos(q - ), TH, cos(q - r)T110) + (0] [sin(q - r), [H{, sin(q - r)11]0) |
=1
_ hqz N ' .5 . _ thZ
=5 ,:1<0| lcosz( q-1) Jf sin’(qg - rl)]J |0) = S N (5.49)

=1

Diese Summenregel gilt sowohl fiir P- wie D-Spektren, da der Spinoperator &, im Fall
der D-Streuung quadriert wird. Gl. (5.49) ist eine wertvolle Information, die u.a. zum
Test der numerischen Genauigkeit bei der Berechnung des Streuquerschnitts verwen-
det werden kann. Die Auswertung des Integrals tiber resonante Moden wy liefert also
einen Wert, den man in einem klassischen Bild interpretieren kann als ,,Anzahl” der an
der jeweiligen Anregung beteiligten Elektronen bzw. als Oszillatorstirke der betrach-
teten Mode.

Interessanterweise erhélt man fiir den Dipoloperator Fpipo = zfil q - r; exakt das-
selbe Resultat:

N 2 2

l. B
m =3 Zl<0| [q-7i,[H,q-r]]|0) = 272*

N. (5.50)

Dies ist eine Formulierung der Thomas-Reiche-Kuhn-Summenregel.
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KAPITEL 6

Der Raman-Streuquerschnitt fiir
Wenig-Elektronen-Quantenpunkte

In diesem Kapitel prédsentieren wir die numerischen Ergebnisse der Response-
Rechnung fiir die (nichtresonante) Raman-Streuung an spinpolarisierten Quanten-
punkten. Von zentralem Interesse ist dabei die Frage, inwiefern sich die endliche
Spinpolarisation des Grundzustandes auf den Streuquerschnitt auswirkt, und auf
welche Weise diese Spin-Effekte im Experiment identifiziert werden kdnnen.

6.1 Vergleich der linearen Antwort in Hartree-Naherung (RPA),
ALDA und ALSDA

Die elektrostatische Abschirmung der elektronischen Anregungen und Austausch-
Korrelations-Effekte beeinflussen das Raman-Spektrum erheblich. Um einen Eindruck
von diesem Effekt zu erhalten, vergleichen wir in Abb. 6.1 Spektren in polarisierter
Streugeometrie bei B = 0T fiir ein System mit N = 4 Elektronen, einmal ohne Wech-
selwirkung (a), eine selbstkonsistente Hartree-RPA-Rechnung (b), in der sowohl in
der Grundzustands- wie in der Response-Berechnung Austausch und Korrelation
unberiicksichtigt bleiben, sowie Spektren in ALDA (c) und ALSDA (d).

In Abb. 6.1 (a) erkennt man fiir einen hohen Impulsiibertrag g die Anregung
vieler Moden, die aus einzelnen Einteilchen—Ubergéingen innerhalb des Oszillator-
Spektrums (3.6) hervorgehen.  Konsequenterweise sind diese Moden alle bei
Vielfachen der Confinement-Energie fiwy zu finden. Die Anderung der Einteilchen-
Drehimpuls-Quantenzahl m ist durch ¢ gegeben. Bei einem kleinen Impulsiibertrag
von g = 0.1a;" = 0.0lnm™" (der Quantenpunktradius betrdgt etwa R &~ 24¢) werden
hauptsdchlich die entarteten Dipol-Moden fiw, = liwy angeregt. In diesem Grenzfall
kann man das Verallgemeinerte Kohnsche Theorem (VKT, Abschnitt 5.3) gut repro-
duzieren: Hartree-RPA, ALDA und ALSDA haben (bis auf eine schwache Anregung
anderer Moden mit £ = +2 und £ = 0) im wesentlichen eine Mode bei fiwg = 3meV, und
das, obwohl durch das Hartree-Potential der mittlere Schalenabstand des effektiven
KS-Spektrums deutlich kleiner (ca. 2 meV) ist!
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ABBILDUNG 6.1: Polarisierte Raman-Spektren fiir N = 4 Elektronen bei B =
0T in einem harmonischen Confinement mit fiwy = 3meV. (a) Nichtwech-
selwirkendes System. (b) Hartree-Rechnung (RPA). (c) ALDA. (d) ALSDA.
— Bei kleinem Impulsiibertrag (7 = 0.1a5?) sind die Voraussetzungen des
VKT nahezu erfiillt und man beobachtet hauptséachlich die Kohnsche Mode
bei hwy. Grofe Impulsiibertrige (g = 1.0a;") fiihren zur Anregung vieler
neuer Moden, die im Fall (a) genau Vielfachen von fiw, entsprechen. Die
grauen Markierungen weisen auf Unterschiede zwischen (c) und (d) hin.
(Die Verbreiterung betrdgt ' = 0.3 meV.)
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Kollektive Phanomene durch die Wechselwirkung werden erst bei grofierem q do-
minant: In Abb. 6.1 (b) fithrt die Hartree-Komponente des selbstkonsistenten Storpo-
tentials 0V zu einer Verschiebung der Modenenergien nach héheren Energien. Die-
se Depolarisations-Verschiebung ist besonders deutlich fiir die vier starksten Moden, die
von 6.0 auf 8.5, von 9.0 auf 10.5 und von 12 auf 12.5 meV verschoben werden. Die Mode
bei 15 meV bleibt nahezu an derselben Stelle. Daneben gibt es eine Vielzahl schwiche-
rer Moden im Bereich um die ehemalige Dipolmode, die sich stark tiberlagern.

Austausch und Korrelationen bewirken theoretisch eine gegenldufige Tendenz: Die
Moden erleiden eine exzitonische Verschiebung hin zu kleineren Energien. In polari-
sierter Streugeometrie ist dies jedoch nur bedingt zu beobachten, da das dominante
Hartree-Potential in der selbstkonsistenten Losung der Responserechnung diesen Ef-
fekt zunichte macht. Exzitonische Verschiebungen sind daher am besten in depolari-
sierten Spektren zu sehen. Trotzdem weisen die ALDA-/ALSDA-Spektren gravieren-
de Unterschiede im Vergleich mit der RPA auf, die einerseits aus den unterschiedlichen
KS-Zustanden, aber auch aus der modifizierten selbstkonsistenten Response erwach-
sen. So sind z.B. die Moden mit £ = 0 und £ = £2 bei einer Energie von ca. 13 meV auf-
gespalten (c,d), wiahrend die entsprechenden Moden in der RPA-Rechnung (b) prak-
tisch aufeinander fallen.

Obwohl die Differenzen zwischen ALDA- und ALSDA-Streuquerschnitten sehr ge-
ring ausfallen, handelt es sich um Korrekturen, die eindeutig auf den Umstand zurtick-
zufiihren sind, daf bei B = 0T der 4-Elektronen-Quantenpunkt zwei ungepaarte Spins
beinhaltet. Die Unterschiede zwischen Abb. 6.1 (c) und (d) stellen also Austausch-
Korrelations-Effekte durch die endliche Spindichte des Grundzustandes dar, die z.B. im
Fall N = 6 nicht auftreten kénnen, weil der zugehorige Grundzustand unpolarisiert ist.

6.2 Raman-Spektren im Magnetfeld

Um spinbezogenen Austausch-Korrelations-Effekten auf die Spur zu kommen, be-
trachten wir nun einen Quantenpunkt mit N = 8 Elektronen in einem variablen Ma-
gnetfeld B zwischen 0 und 3 T. In diesem Bereich kann man sowohl Spineffekte durch
Niveaukreuzungen beobachten als auch den Ubergang zu einem vollstindig spinpo-
larisierten Grundzustand [Abb. 6.2 (a,b)]. Wir konzentrieren uns zunéchst auf den
Bereich um B = 1T, in welchem die Grundzustandskonfiguration (M,2S) = (-8,2)
eine endliche Spindichte und daher eine Spinaufspaltung der KS-Niveaus aufweist
[Abb. 6.2 (c)]. Die Pole der nackten Suszeptibilitét sz sind durch die Uberginge zwi-
schen Zustdnden mit gleichem Spin und einer Anderung der Drehimpulsquantenzahl
m von Am = { gegeben. Betrachten wir den gesamten Streuquerschnitt in Abb. 6.2
(d), der sich aus dieser unrenormierten Responsefunktion ergibt, so kann man jedes
Maximum bestimmten Ubergingen zuordnen, deren Energiedifferenz gerade fiw ent-
spricht. Diese Anregungen bezeichnen wir als Einteilchen-Anregqungen oder SPE. Ihre
Spektren sind identisch fiir P- und D-Geometrie, da

Sny(r) & dn (1) = / &' |, w)oor £ X0, 7wy, | €

= [ @ [0, 0)+ XDl 1 w)] el (6.1)
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ABBILDUNG 6.2: KS-Einteilchenspektrum (a) fiir einen Quantenpunkt mit
N = 8 Elektronen in einem Einschlufspotential fiwy = 3 meV im Magnetfeld
von 0 bis 3 T. Die verallgemeinerte Hundsche Regel fithrt zu spinpolarisier-
ten Grundzustdnden mit 25 = 2 bei B = 0 und bei B =~ 1 T. In diesem Bereich
unterscheiden sich die LDA- und LSDA-Ergebnisse fiir die Grundzustands-
energie und -konfiguration (—M, 2S) (b). In (c) sind die Einteilchen-Niveaus
fiir B =1T nach ihrem Drehimpuls m und Spin (t —, | —) aufgeschliisselt.
Die Pfeile beziehen sich auf beispielhafte Einteilchen-Uberginge, die zu den
mit Nummern markierten Peaks im ,nackten”, also unrenormierten Raman-
Spektrum (d) fithren.

mit vy = vy4+ = %oy, fiir P- bzw. D-Streuung. Dies ist in Gl. (5.29) einzusetzen.”

In Abb. 6.2 sind einige Strukturen im Raman-Spektrum durch Nummern (D-2))
entsprechenden Niveau-Ubergéngen zugewiesen; allerdings kommt es haufig vor, dafl
mehrere Ubergéinge energetisch eng zusammenliegen und kaum aufgeldst werden
konnen, z.B. die Ubergénge @), die Anderungen der Quantenzahlen (Am = 1,An = 1)
bzw. (Am = —3,An = 0) involvieren. Zunéchst stellt man fest, dafl gewisse Ubergénge
aufgrund der asymmetrischen Besetzungsverhéltnisse nur fiir eine Spinrichtung

*Diese SPE sind zu identifizieren mit denjenigen aus Kapitel 4, wir erhalten sie allerdings nur in
der wechselwirkungsfreien Responserechnung, da die Resonanzverstarkung mittels der exakten Ener-
gienenner in GI. (4.10) nicht berticksichtigt wird. Die Wechselwirkung modifiziert das gesamte Anre-
gungsspektrum.
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erlaubt sind; beispielsweise ist der Ubergang D aus dem Drehimpulszustand
m = =2 nur fiir 0 =] moglich, aus dem Zustand m = 1 dagegen nur fiir o =1.
Zum Raman-Peak 2) tragt nur der Ubergang (n,m,0) = (0,—3,1) — (0, —4, 1) etwas
bei. Im Peak 3 sind Uberginge mit (Am = —2,An = 1) (fiir beide Spinrichtungen)
und (Am = 2,An = 0) fiir 0 =/ beteiligt. Aber auch fiir paarweise Uberginge spielt
die Austausch-Energieliicke zwischen den Niveaus eine Rolle: Wahrend fiir die
Ubergénge (B mit Am = 0 kaum ein Unterschied in den Ubergangsenergien fiir
die beiden Spins zu erkennen ist, fithrt die verdnderliche Spinaufspaltung zu einer
Doppelpeak-Struktur ®/@.

Die Kopplung der Spinkomponenten durch die Wechselwirkung hat eine Mischung
der Anregungen zur Folge, die gerade diese Spinaufspaltung im Raman-Spektrum
zu einem Teil wieder aufhebt. Dies wollen wir anhand des direkten Vergleichs ei-
ner spinunabhédngigen LDA /ALDA-Rechnung (also LDA-Grundzustand mit ALDA-
Responserechnung) und der LSDA /ALSDA in diskutieren. Die Aufschliisselung des
Raman-Spektrums in Abb. 6.3 nach den Moden mit ¢ = 0, 1 und +2 (héhere Mo-
den tragen nur noch kaum etwas zum Streuquerschnitt bei) erlaubt eine detaillierte
Analyse der Wechselwirkungseffekte.

Die kollektiven Anregungen in P-Streugeometrie [Abb. 6.3 (a)] sind von der Position
der SPE aus zu hoheren Energien hin verschoben (Depolarisationsverschiebung), was
bereits von unpolarisierten Systemen her wohlbekannt ist. Dies ist konsistent mit An-
regungen, die hauptsdchlich vom CDE-Typ sind, also stark von Hartree-Korrekturen
bestimmt werden. Aufgrund des VKT sind die dominanten Kohnschen Moden (£ =
+1) bei wy = wy + w/2 zu finden, gekennzeichnet durch ,K.”. Da der Impulsiiber-
trag von g = 0.04nm™! in der Gréfenordnung des inversen Quantenpunkt-Radius’
(R =~ 50nm) liegt, treten zuséatzliche Dipol-Moden fiir fiw > 6 meV auf [dies liegt an
der ortlichen Variation der Bessel-Funktion [,(gr) in Gl. (5.17), die im Bereich r < R
bereits deutlich von ihrer linearen Approximation fiir »r —+ 0 abweicht].

Die Moden in den D-Spektren liegen bei etwas kleineren Energien als die entspre-
chenden SPE. Diese bereits erwdhnte exzitonische Verschiebung ist ein Austausch-
Korrelations-Effekt, der auch in den Experimenten von Schiiller et al. (1996'>*) klar
beobachtet wird und auf eine SDE-dominierte Anregungsform hinweist. In Quan-
tenfilmen wurde dieser Unterschied zwischen SPE und SDE erstmals durch Pinczuk
et al. (1989'*) und Gammon et al. (1990°!) experimentell nachgewiesen. Auch in Re-
sponserechnungen fiir Quantendrdhte im Rahmen einer zeitabhdngigen Hartree-Fock-
Methode kénnen diese Korrekturen beschrieben werden (Brataas et al., 1997'%). Die
zusatzliche Austausch-Korrelations-Korrektur durch die Spindichte in der ALSDA-
Rechnung verringert die Energie der Moden in D-Geometrie noch weiter, wie z.B. fiir
¢ = —1in Abb. 6.3 (b), markiert durch einen Stern (x), zu sehen. Die Spinaufspaltung
des Energiespektrums, die an der entsprechenden Stelle in (c) ganz deutlich hervortritt,
ist hier allerdings nur noch schwach erkennbar, da die betreffenden Oszillatorstarken
extrem differieren.

Insbesondere die CDE-dominierten Anregungen haben einen ausgesprochen kollek-
tiven Charakter — sie konnen keiner speziellen SPE zugeordnet werden. Interessanter-
weise sind aber auch die korrespondierenden Peaks des D-Spektrums in ALDA und
ALSDA nicht systematisch mit den zugrundeliegenden Einteilchen-Energieniveaus in
Verbindung zu bringen. So ist in den meisten Féllen die Spinaufspaltung des LSDA-
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ABBILDUNG 6.3: Raman-Spektren fiir N = 8 bei B = 1T, aufgeschliisselt
nach den Multipol-Komponenten ¢, mit einem Impulsiibertrag von g =
0.4ay 1 2~ 0.04nm™~! (I = 0.05meV). Neben den Peaks stehen die Vorzei-
chen der Moden (&£). (a) Polarisiertes Raman-Spektrum in ALDA (—) bzw.
ALSDA (—). (b) Entsprechende depolarisierte Spektren. (c) Einteilchen-
Anregungen gewonnen aus der nackten Suszeptibilitat ijoz.

Fiir die gekoppelten CDE und SDE bei 3.2meV und 5.6 meV (Pfeile) sind
oben die Quadrupolanteile der induzierten Anderungen von Spindichte
(—) und Ladungsdichte (—) in polarisierter und depolarisierter Geometrie

(P/D) abgebildet.
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ABBILDUNG 6.4: Induzierte Ladungs- und Spindichten in polarisierter
Streugeometrie fiir N = 8 und B = 1T bei einer Energie fiw = 5.6 meV und
qg=0.4a, 1. (a) Vergleich der Realteile von dn(r, t) und ds(r, t) zur Zeit t =0
(im Hintergrund die Grundzustands-Dichteprofile). (b) Momentaufnah-
men (Sicht von oben) von s(r, t) (links) und n(r,t) (rechts) zu jedem Vier-
tel einer Periode T. (c) Vergleich der Absolutwerte der induzierten Dichte-
Komponenten §1,(r,w) (—) und dsy(r,w) (—) fiir £ =0, £1 und 2.

Einteilchen-Spektrums im Raman-Spektrum kaum wiederzufinden — dagegen sieht
man neue Strukturen kollektiver Natur.

Unterschiede zwischen ALDA und ALSDA zeigen eine simultane Anregung von
Spin- und Ladungsdichte an. Die relativen Amplituden der simultanen CDE und SDE
in polarisierter Geometrie sind in Abb. 6.4 am Beispiel einer Raman-Verschiebung von
hiw = 5.6meV gegeniibergestellt. Bei einem Impulsiibertrag von g = 0.44a; ! werden
mehrere Multipol-Komponenten angeregt. In Abb. 6.4 (a) sind die Realteile der Dich-
tedinderungen zur Zeit t = 0 dargestellt, die sich aus Uberlagerung der verschiedenen
Multipol-Anteile ergeben. Dabei sind die Amplituden im korrekten Verhiltnis zuein-
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ander dargestellt. Man erkennt, daf§ die Dichtednderungen im Bereich eines hohen
Gradienten der Grundzustandsdichten besonders grof sind. Dies sind Relikte einer
starren Schwerpunktsbewegung, die sich im Grenzfall kleiner Amplituden aus der li-
nearen Ndherung

Snsp(r, ) = —Vn(r) - 6r(t), ssp(r,t) = —Vs(r) - 5¢(t) (6.2)

berechnen 1df3t, wobei dr(t) die Bahn des Schwerpunkts beschreibt. Fiir den Giiltig-
keitsbereich des VKT (g < 0.14;") ergibt der Vergleich der so erhaltenen Dichtednde-
rungen eine sehr gute Ubereinstimmung mit der numerischen Losung.

Vier herausgegriffenene Momentaufnahmen von s(r, t) und n(r, t) zu den Zeiten t =
0T, 0.25T, 0.5T und 0.75T (mit T = 27 /w) sind in Abb. 6.4 (b) zu sehen. Der do-
minanten breathing mode ist eine Dipol- und Quadrupol-Schwingung tiberlagert. Dies
fithrt neben der ,atmenden” Bewegung zu einer asymmetrischen Deformation. Das
endliche Magnetfeld bricht die Symmetrie zwischen +- und —-Moden, weshalb die
Dichte eine rotierende Bewegung ausfiihrt, die haupsachlich durch die £ = +2-Mode
bestimmt ist. Das Verhdltnis der Absolut-Betrdge der (komplexen) induzierten Dich-
teinderungen ds,(r, w) und dn,(r, w) kann bis zu 30 % ausmachen (c). Die Vernachléssi-
gung der Spindichte-Anregung in polarisierter Geometrie ist deshalb nicht mehr zu
rechtfertigen. Ahnliche Ergebnisse finden wir fiir die D-Geometrie mit dominanten
Spindichte-Anregungen.

Waéhrend bei B = 1T zwar eine Kopplung von CDE und SDE in den induzierten
Dichtednderungen klar erkennbar ist, erhédlt man aus den Peakpositionen in Abb. 6.3
nur sehr geringe Hinweise auf eine Modenkopplung: Die £ = —2-Mode in P-Geometrie
(a) bei ca. 3meV ist korreliert mit einer schwachen dquivalenten Anregung derselben
Energie in D-Geometrie (b). Dasselbe gilt fiir die CDE-dominierten Moden unterhalb
von 6meV (¢ =0, 2). Im Gegensatz dazu findet man praktisch keine Anregungen in P-
Geometrie, wo die Hauptmoden des D-Spektrums liegen. Offenbar ist in den meisten
Fallen die Anregung der Ladungsdichte in D-Geometrie wesentlich geringer ausgepragt
als die Anregung der Spindichte in P-Geometrie. Das ist in einem vereinfachten Bild
— bei Vernachldssigung der Unterschiede in den orbitalen Wellenfunktionen fiir die
zwei Spinrichtungen aufgrund der spinabhédngigen Austausch-Korrelations-Potentiale
—plausibel, daja die ungepaarten UberschuB-Spins im System die wesentliche Ursache
fiir Spindichteschwingungen im Fall einer dufieren Ankopplung an die Ladungsdich-
te (P-Geometrie) sind. Thre Spindichte kann von den anderen (gepaarten) Elektronen
nicht kompensiert werden. Umgekehrt kann in D-Geometrie bei Ankopplung an die
Spindichte (vereinfacht gesprochen: an die zwei ungepaarten Elektronen) die Ladung
aller Elektronen zur Kompensation von Ladungsdichteverschiebungen durch innere
Umverteilung beitragen. Das heifst, dafd die Eigenmoden des Systems, die vergleich-
bar starke Spin- und Ladungsdichte-Anregungen beinhalten, hauptsachlich bei den
Peakpositionen des P-Spektrums zu finden sind. Sie erzeugen Nebenmoden im D-
Spektrum, dessen dominante Moden wiederum meist nahezu ,reine” SDE darstellen.
Dies ist konsistent mit unserer Beobachtung, daf} die Kopplungseffekte die D-Spektren
deutlicher modifizieren als die P-Spektren. In Abb. 6.3 sind die Quadrupolmomente
der induzierten Spin- und Ladungsdichteinderungen fiir die gekoppelten Moden bei
3.2meV und 5.6 meV explizit abgebildet, die diesen Sachverhalt veranschaulichen.
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ABBILDUNG 6.5: Graustufen-Plot der Raman-Intensitéten fiir N = 8 im Be-
reich B = 0T bis 3T: (a) P-Spektrum in ALSDA. Die Kohnschen Moden
w+ sind durch Kt markiert. (b) D-Spektrum in ALSDA. (c) Einteilchen-
Spektrum berechnet aus XY, — Darunter sind die Spektren fiir die Magnet-
felder B=2.4T, 2.6 T und 3.0 T abgebildet, in denen die zunehmende Kopp-
lung von CDE und SDE beim Ubergang zum vollstindig spinpolarisierten
Grundzustand ersichtlich wird.
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ABBILDUNG 6.6: Graustufen-Plot der Raman-Intensitdten fiir N = 8 im Be-
reich B =0.7T bis 1.2 T: (a) P-Spektrum in ALDA. (b) D-Spektrum in ALDA.
(c) P-Spektrum in ALSDA. (d) D-Spektrum in ALSDA. Die Pfeile markieren
die im Text diskutierten Grundzustandsiibergdnge.

Durch Angleichen der Ladungs- und Spindichte im Grundzustand verstarkt sich
der Kopplungseffekt beider Anregungsformen. Im Magnetfeldbereich von 0 bis 3T
148t sich der Ubergang in den vollstandig polarisierten Grundzustand, n(r) = s(r),
im Hochfeld-Limes verfolgen. In Abb. 6.5 ist dieser Ubergang fiir die P- (a) und D-
Spektren (b), sowie fiir die nackten Einteilchen-Anregungen aus der freien Respon-
sefunktion x© (c) dargestellt. Wiederum lassen sich Instabilitdtsbereiche erkennen,
die exakt mit den Grundzustandsiibergdngen in Abb. 6.2 (b) zusammenh&ngen. Dar-
unter sieht man die zunehmende Kopplung der Moden in den explizit dargestellten
Raman-Spektren fiir B=2.4T (25=4), B=2.6T(2S=6)und B=3T (25 =8). Im Fall
identischer Spin- und Ladungsdichte stimmen die Raman-Spektren ideal iiberein.

Die P-Spektren (a) belegen noch einmal ganz deutlich die Reproduzierbarkeit des
Kohnschen Theorems in ALSDA; die Moden K. zeigen — im Gegensatz zu der do-
minanten breathing mode £ = 0 und den Quadrupol-Moden - keine Wechselwirkungs-
abhingigkeit. Vergleicht man diese Spektren mit den SPE (c), erkennt man die Depo-
larisationsverschiebung der kollektiven Moden zu hoheren Energien. Dagegen sind
die D-Spektren (b) zu niedrigeren Energien verschoben. Insgesamt sind sie jedoch we-
niger durch die Wechselwirkung beeinflufst, wie man auch daraus ersehen kann, daf3



6.2 RAMAN-SPEKTREN IM MAGNETFELD 111

die vielen £ = 0-Moden des SPE-Spektrums auch in (b) zu sehen sind, wiahrend (a) nur
eine starke Mode aufweist.

Die Spinaufspaltung vieler Moden im SPE-Spektrum um 1T und ab 2T infolge der
endlichen Grundzustands-Spindichte ist in den D-Spektren meist nicht beobachtbar.
Wie bereits in Verbindung mit Abb. 6.3 (b, *) diskutiert, ist die stark unterschiedli-
che Oszillatorstarke der Moden dafiir verantwortlich. In Abschnitt 6.4 wird noch im
Detail gezeigt, dafs die Wechselwirkung tendenziell zu einer Konzentration von Oszil-
latorstarke in wenigen Moden fiihrt.

Abb. 6.6 stellt einen vergrofserten Graustufen-Plot der berechneten Raman-Intensitat
tiir den kritischen Magnetfeldbereich um 1T dar, in welchem die Grundzustandskon-
figuration (M, 2S) wechselt. In ALDA (a, b) findet man einen Ubergangspunkt bei ca.
0.95T, wenn sich die Konfiguration von (—4, 0) nach (=12, 0) dndert [vgl. den schattier-
ten Bereich in Abb. 6.2 (b)]. Dieser Ubergang spiegelt sich in einem kuspenférmigen
Maximum der Moden-Energie fiir £ = —2 in P-Geometrie (a) und fiir £ = —1 in D-
Geometrie (b) wider. Da in der depolarisierten Streugeometrie kein Kohnsches Theo-
rem gilt, zeigen die £ = £1-Moden eine komplizierte Struktur. Die Aufspaltung der
¢ = £2-Moden weist aufierdem auf eine Instabilitdt der Anregungen aus dem Grund-
zustand am Ubergangspunkt (Pfeil) hin. Die ALSDA-Spektren (c, d) enthalten dagegen
zwei Instabilitdatszonen bei 0.75 T und 1.0 T (durch Pfeile markiert), die mit den Grund-
zustandsiibergéngen (M, 2S) = (—4,0) — (—=8,2) — (—12,0) verbunden sind. Die Ab-
bildung zeigt, dafS diese Spinstrukturen in D-Geometrie wesentlich klarer hervortre-
ten, da die Hartree-Korrekturen geringer ausfallen. Hier erkennt man ein , Aufwei-
chen”(softening) der niederenergetischen Dipol-Mode (¢ = —1), also eine Absenkung
ihrer Energie.

Der Effekt des mode softening ist in Abb. 6.5 (b) auch deutlich fiir B=2.3T und 2.5T
zu sehen, wo die Modenenergie géanzlich verschwindet. Diese Magnetfelder entspre-
chen den Grundzustandsiibergiangen (M, 2S) = (12,0) — (17,4) bzw. (17,4) — (21, 6).

Kiirzlich berichteten Pellegrini et al. (1997'%) iiber die experimentelle Beobachtung
eines soft-mode-Verhaltens bei Spindichte-Anregungen in gekoppelten doppellagigen
2DEG-Prédparaten. Durch die Doppel-Quantenfilm-Struktur kénnen Elektronen vom
energetisch tiefsten, in vertikaler Richtung symmetrischen Zustand in den néchstlie-
genden, antisymmetrischen Zustand umverteilt werden (Inter-Subband-Ubergang).
Bei Elektronendichten, die mit einem geraden Fiillfaktor verkniipft sind, geht die
Energie der Inter-Subband-SDE nahezu vollstandig zu Null. Die Autoren fiihren dies
auf die Magnetfeldabhangigkeit des Phasenraumanteils zuriick, der fiir die betrachte-
ten Anregungen zur Verfiigung steht. Fiir v = 2 ist dieser besonders grofs, da sich alle
Elektronen im symmetrischen Zustand befinden und daher alle am Inter-Subband-
Ubergang teilhaben kénnen. Dadurch, so die Autoren, werde die (energieabsenkende)
Austausch-Korrektur erheblich grofier als bei anderen Fiillfaktoren mit partieller
Besetzung des antisymmetrischen Zustands.

Serra et al. (1998') ziehen eine Parallele zu ihrem theoretischen Befund eines mo-
de softening von Spindichte-Dipol-Moden in Quantenpunkten bei v = 2. Der Fiillfak-
tor v = 1 wird dabei mit dem mittleren Magnetfeldwert B;, fiir welchen eine MDD-
Grundzustandskonfiguration vorliegt, assoziiert; die Magnetfelder hoherer Fiillfakto-
ren ergeben sich dann aus der Beziehung B, = B;/v. Im Fall N = 8 kann man B; ~ 4T
setzen. Dann erhdlt man fiir v = 2 das Feld B, ~ 2 T. Wir finden tatsdchlich just in die-
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sem Bereich ein mode softening. Die Ubertragung auf die physikalische Situation eines
(unpolarisierten!) 2D-Systems ist unserer Ansicht nach jedoch sehr fragwiirdig.

6.3 Abhingigkeit der Raman-Spektren vom Impulsiibertrag

In diesem Abschnitt wird die Abhédngigkeit der Raman-Spektren vom Impulsiibertrag
g untersucht. Ein genereller Anstieg der Oszillatorstirken mit wachsendem g ergibt
sich bereits aus der Summenregel (5.49):

2
do )

m1(q) N/o dww—2~ N, 6.3)

Je groBler der Impulsiibertrag, desto mehr Moden werden angeregt (Abb. 6.7).
Wahrend in einem periodischen System (z.B. einem 1D-Quantendraht) der
Einteilchen-Impuls in der betreffenden Richtung eine gute Quantenzahl darstellt
und man daher eine Dispersion der Spektren mit g erwartet, sind die Raman-Spektren
fir die in allen Raumrichtungen endlichen Quantenpunkte dispersionslos. Die
gestrichelten Linien in Abb. 6.7 markieren die unverdnderte energetische Position der
einzelnen Moden, deren Oszillatorstarke bzw. Peakhohe allerdings mit g variiert. Die
gesamte integrierte Oszillatorstdrke verteilt sich unterschiedlich auf die einzelnen
Moden und kann bei Erh6hung von g fiir manche Moden auch abnehmen.

In Abb. 6.7 (a) fallt auf, dafl die P-Spektren nur eine ¢ = 0-Mode aufweisen [siehe
auch Abb. 6.5 (a)]. Die Dipol-Moden in (b) bei Streuung in P-Geometrie illustrieren,
wie der Giiltigkeitsbereich des VKT verlassen wird: Ab g = 0.3a;" treten héherenerge-
tische Moden auf, die den Kohnschen Moden w- bei ca. 2.2 meV und 4.0 meV Oszilla-
torstirke entziehen, was sich in einer reduzierten Peakhéhe fiir g = 0.4a;" bemerkbar
macht.

Je grofier der Impulsiibertrag wird, desto mehr hoherenergetische Anregungen tre-
ten auf. Dies beinhaltet natiirlich auch Multipol-Anregungen héherer Ordnung, die in
unserer numerischen Behandlung mit |¢| < 3 nicht erfait sind. Die Auswertung des
Starkemoments (6.3) erlaubt eine Abschidtzung, wie wichtig diese Beitrdge mit wach-
sendem g werden. Dazu vergleichen wir die Grofe my(q)/g* fiir verschiedene 4. In
Abb. 6.8 (a) ist sie fiir N = 4 und N = 8 abgebildet. Darunter sind die Beitrdge aus den
Dipol-Moden ¢ = +1 separat gezeigt. Bereits fiir 4 = 0.24," sind die Beitrége der an-
deren Multipol-Anregungen nicht mehr vernachldssigbar. Das gesamte Stairkemoment
m1(q)/g* bleibt erwartungsgemidf konstant und ist proportional zur Teilchenzahl N.
Die Abweichungen zwischen den P- und D-Spektren und fiir verschiedene g liegen bis
g = 0.4a;" unter 0.5 %. Die Rechnungen mit g > 0.44;" fiir N = 4 zeigen, daf bei sehr
grofen Impulsiibertrdgen die Naherung |£| < 3 schliefllich zu gréferen Fehlern fiihrt.

Bei hoherem Magnetfeld stellt man eine Abnahme des Starkemoments bei gleichem
q (hier 0.4a,"' fiir N = 8) fest, das ebenfalls auf die zunehmende Oszillatorstérke von
Moden mit |£| > 3 zuriickgefiihrt werden mufl. Insbesondere im Hochfeldregime
kommen sich die Einteilchen-Zustinde (0, m) energetisch so nahe, dal Uberginge mit
groflem ¢ moglich werden. Entsprechend nimmt der Dipol-Anteil am Starkemoment
mit wachsendem Magnetfeld ab, wie bei g = 0.44;" fiir N = 8 zu sehen ist. Dieser Ab-

fall 1488t sich in ein (phdnomenologisches) Potenzgesetz der Form mgézil)(q) ~ ¢" mit
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ABBILDUNG 6.7: Raman-Spektren (ALSDA) fiir N = 8, iwy = 3meV und
B = 1T in Abhéngigkeit vom Impulsiibertrag q: P-Spektren (—, rechte Ska-
le) und D-Spektren (—, linke Skale), ' = 0.05meV. Die Spektren sind um
einen konstanten Vektor gegeneinander verschoben. Die gestrichelten Lini-
en verdeutlichen, da8 die Moden dispersionslos sind. (a) £ =0. (b) £ = +1.
(c) £ = £2. (d) Gesamter Streuquerschnitt (|¢| < 3) in D-Geometrie — bzw.
P-Geometrie im Inset — fiir eine grofiere Verbreiterung I' = 0.3 meV.
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ABBILDUNG 6.8: (a) Werte des Starkemoments 111 (g) fiir verschiedene g mit
N = 4bzw. 8 (P-Spektren; graue Symbole: nur £ = £1). Fiir N =41ist B=0T,
fir N =8 1T (Vergleichswerte bei g = 0.44, L far0T,2T,2.5T und 3T). Das
Absinken der Grofie bei wachsendem Magnetfeld ist auf eine zunehmen-
de Oszillatorstdrke von Moden mit |¢| > 3 zuriickzufiihren, die in unserer
Rechnung nicht berticksichtigt werden. Die Werte stimmen jeweils fiir P-
und D-Streuquerschnitte bis auf 0.5% tiberein. (b) Zur g-Abhédngigkeit des
Dipol-Anteils (¢ = £1; siehe Text).

a =~ 5/4 fassen, wie aus Abb. 6.8 (b) hervorgeht. Eine theoretische Begriindung fiir
diesen Befund ist uns allerdings nicht bekannt.

6.4 Parametrisierung der Wechselwirkung

Eine hochinteressante Fragestellung ist schliefSlich noch, wie sich die Modifizierung
der kollektiven Anregungsspektren abspielt, wenn die Wechselwirkung in der selbst-
konsistenten Responserechnung allméhlich eingeschaltet wird. Dazu parametrisieren
wir den Responsekern (5.10) in der Form

2
A e _ OVieo
wa)"(fl, ) = A P |1’1 — 1’2| 1+ 6nxcu

(6.4)

(5(1’1 — 1’2)] .

1,1 (r2)

Abb. 6.9 zeigt den Ubergang vom reinen SPE-Spektrum (a) zum voll renormierten
Spektrum der kollektiven Anregungen fiir 0 < A < 1. Wir haben drei Gruppen von An-
regungspeaks im SPE-Spektrum herausgegriffen, um deren Entwicklung mit wachsen-
dem A besser verfolgen zu kénnen. Abgesehen von der Depolarisationsverschiebung
der Moden in P-Geometrie (b—e) und der exzitonischen Verschiebung in D-Geometrie
(f-i), die jeweils schrittweise vonstatten gehen, fdllt auf, daff die grobe Struktur des
Spektrums schon bei A = 0.5 dem voll wechselwirkenden Grenzfall d4hnlich sieht. Mit
wachsender Abschirmung l4fst sich die Tendenz erkennen, die stark zersplitterte Os-
zillatorstarke des SPE-Spektrums in einigen Moden zu biindeln — es zeichnet sich eine
,Starke-Konzentration” ab. Dies fiihrt zu etwas schmaéleren Peaks im Vergleich zur
SPE-Rechnung (a).

Bei etwa 5.6meV ist in D-Streuung (i) das Anschwingen der gekoppelten Mode
(Pfeil) zu erkennen, die bereits frither diskutiert wurde. Sie steht in Verbindung mit der
Ladungsdichte-Anregung, die im P-Spektrum (e) zum grofsten Peak (¢ = 0, 2) fiihrt.
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ABBILDUNG 6.9: Raman-Spektren (ALSDA) fiir N =8, B=1T und fiwy =
3meV, bei denen die Wechselwirkung in der Responserechnung allméhlich
eingeschaltet wird (siehe Text): (a) Spektrum der Einteilchen-Anregungen
(Xf,o) ). (b—e) Polarisierte Spektren mit A = 0.3, 0.5, 0.7 und 0.9. (f-i) Entspre-
chende depolarisierte Spektren.
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6.5 AbschliefSende Diskussion

Wir haben gezeigt, wie die Kopplung von Spin- und Ladungsdichte-Anregungen
die Raman-Spektren beeinflufst, wenn der Quantenpunkt-Grundzustand eine end-
liche Spindichte hat. Durch Variation des Magnetfeldes konnten auf diese Weise
Spiniibergdnge in Wenig-Elektronen-Quantenpunkten experimentell beobachtet
werden. Die bisher verdffentlichten Daten zu Raman-Experimenten (Schiiller et al.,
1996'>*; Schiiller et al., 1998'°) beziehen sich allerdings auf viel groBere Elektronen-
zahlen (N > 100). Da in diesem Regime die Anzahl ungepaarter Spins im Bereich der
Fermi-Energie vernachlédssigbar ist im Vergleich zur Gesamtelektronenzahl, wére es
wiinschenswert, homogene Systeme von Wenig-Elektronen-Quantenpunkten zu ferti-
gen, moglicherweise durch selbstorganisiertes Wachstum. Uber Fortschritte in dieser
Richtung wird von Miller et al. (1997'°) berichtet. Der Vorteil dieses experimentellen
Zugangs ist, dafs die Vermessung von Additionsspektren durch Kapazitidtsspektro-
skopie bereits erfolgreich durchgefiihrt wurde; die Additionsspektren konnten daher
zur Interpretation von Raman-Streudaten herangezogen werden.

Die von uns theoretisch diskutierten kollektiven Moden sind beim gegenwartigen
Stand der experimentellen Mdglichkeiten nicht so detailliert aufzuldsen. Auch
aufgrund dieses Problems ist eine sehr homogene Quantenpunkt-Préaparation er-
forderlich. Eine vom harmonischen Einschlufipotential abweichende Form des
Confinements gibt prinzipiell keinen Anlaf8 zu bedeutenden qualitativen Verdnde-
rungen, da die den Spineffekten zugrundeliegenden Mechanismen unabhéngig von
der Confinement-Form sind. Allerdings ist bei anharmonischem EinschlufSpotential
das VKT nicht mehr anwendbar, weshalb die Kohnschen Moden nicht mehr so klar
beobachtet werden kénnen. Experimentell sind die Auswirkungen des VKT jedoch
sehr robust gegen kleine Abweichungen vom harmonischen Confinement.

In den Experimenten von Schiiller et al. (1998'*°) werden auch unabgeschirmte
Einteilchen-Anregungen beobachtet, die in beiden Streugeometrien auftreten. Zwar
sind in einem wechselwirkenden Vielteilchen-System strenggenommen alle Anregun-
gen kollektiv, die Korrekturen durch die Wechselwirkung sind aber unter Umstdnden
sehr klein, wenn der Energienenner im Resonanzfall verschwindet. Unabgeschirmte
SPE sind schon aus den frithen Experimenten von Pinczuk et al. (1971'%) bekannt
und wurden durch Beriicksichtigung der Nichtparabolizitit der Energiebander theo-
retisch erkldrt Wolff (1968'%¢). Auch in p-dotierten GaAs/Al,Ga;_,As-Quantenfilm-
Strukturen werden von Schiiller et al. (1994'°°) unabgeschirmte SPE gemessen.

Neuere, erst kiirzlich erschienene Ansdtze von Steinebach et al. (1998'¢%), die
auf Quantenpunkte mit unpolarisierten Grundzustidnden beschrdnkt sind, zeigen
tatsdchlich Streuquerschnitte mit zusadtzlichen Moden bei den Energien der SPE,
wenn die einfallende Laser-Energie mit Einteilchen-Ubergéngen zwischen Valenz-
und Leitungsbdandern iibereinstimmt. In dieser Rechnung werden explizit die
Schwerloch-Zustdnde (hh) des 's-Valenzbandes beriicksichtigt. Eine Erweiterung des
hier vorgestellten Formalismus auf resonante Raman-Streuung unter Einbeziehung von
Leitungs- und Valenzbandzustédnden erscheint danach sinnvoll und ist unverzichtbar,
um das Auftreten unabgeschirmter Einteilchen-Anregungen korrekt zu beschreiben.
Dies ist jedoch zukiinftigen Arbeiten vorbehalten.
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Zusammenfassung und Ausblick

Im ersten Teil dieser Arbeit werden die Grundzustandseigenschaften von 2D-
Halbleiter-Quantenpunkten auf GaAs-Basis mit wenigen Elektronen (N < 20)
untersucht. Die Behandlung der Coulomb-Wechselwirkung mit dem Konzept
der Strom-Spin-Dichtefunktional-Theorie von Vignale & Rasolt (1988'77) erlaubt
die Beriicksichtigung des Spinfreiheitsgrades sowie magnetfeldabhidngiger Kor-
relationen. Dazu setzen wir die Lokale-Spindichte-Naherung (LSDA) bzw. die
Lokale-Vortizitdts-Spindichte-Ndherung (LVSDA) ein. Durch Abbildung des Vielteil-
chenproblems auf ein Kohn-Sham-System mit effektiven Einteilchen-Potentialen, die
aufler dem Hartree-Potential spinabhédngige Austausch-Korrelations-Potentiale und
ein Austausch-Korrelations-Vektorpotential umfassen, konnen neben der N-Teilchen-
Grundzustandsenergie Ey auch die Ladungs- und Spindichte, n(r) und s(r), sowie
die Stromdichte j(r) berechnet werden.

Bei verschwindendem Magnetfeld fithrt der elektrostatische Hartree-Anteil der
Wechselwirkung zu einer leichten Aufspaltung der Energieschalen des durch ein
harmonisches Einschlufipotential gegebenen, wechselwirkungsfreien Einteilchen-
spektrums. Fiir nicht zu grofie Elektronenzahlen sind daher Schaleneffekte im
Additionsspektrum gy = Eny1 — Ex beobachtbar. Dagegen bewirkt der (attraktive)
Austausch-Korrelations-Anteil eine Aufhebung der Spin-Entartung der effektiven
Kohn-Sham-Einteilchen-Niveaus, wenn die Elektronen die Schale an der Fermi-
Energie nur unvollstindig besetzen; dadurch wird eine Spinrichtung energetisch
begiinstigt. Dieses Verhalten ist aus der Atomphysik unter dem Begriff der ,Hund-
schen Kopplung” bekannt. Die daraus abgeleitete Formulierung der 1. Hundschen
Regel (Spinregel) besagt, dafl Elektronen in teilweise gefiillten Schalen — unter
Beachtung des Pauli-Prinzips — einen moglichst grofien Gesamtspin ausbilden, um
maximale Austausch-Energie zu gewinnen. Einen analogen Effekt findet man auch
in 2D-Quantenpunkten: Im Grundzustand richten sich moglichst viele Elektro-
nenspins innerhalb einer Schale parallel aus. In  kiinstlichen Atomen” mit einer
halbgefiillten Schale an der Fermi-Energie ist die Liicke zwischen besetzten und
unbesetzten Zustdnden daher besonders grofS. Diese Anomalie fiihrt zu erhéhten
Additionsenergien fiir die weiteren Elektronen, was auch experimentell beobachtet
wurde (Tarucha et al., 1996'7).

Wahrend Messungen der Additionsenergien im endlichen Magnetfeld durch ihre
Struktur die Niveaukreuzungen im Einteilchenspektrum deutlich wiedergeben, z.B.
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durch eine reduzierte Additionsenergie des N + 1-ten Elektrons, falls das betreffende
neu zu besetzende Energieniveau die Fermi-Energie des N-Elektronen-Systems schnei-
det, waren Spineffekte im endlichen Magnetfeld zundchst nicht beobachtet worden.
Unsere Rechnungen, die mittlerweile auch experimentell bestdtigt werden konnten
(Tarucha, 1998'%%), zeigen fiir die Situation zweier sich an der Fermi-Kante kreuzen-
der (jeweils spinentarteter) Einteilchen-Niveaus eine analoge Hundsche Kopplung der
Elektronenspins, die zu einer Spinausrichtung fiihrt, wenn die so geformte ,Quasi-
Schale” halbgefiillt ist.

Im hohen Magnetfeld bewirkt diese Austausch-Kopplung den Ubergang in einen
spinpolarisierten Grundzustand, wenn die effektiven Einteilchen-Niveaus im un-
tersten Landau-Niveau kondensieren. Dieser Effekt ist um ein Vielfaches stdrker
als die materialspezifische Zeeman-Aufspaltung in GaAs. Im Vergleich mit LSDA-
Rechnungen, die kein Austausch-Korrelations-Vektorpotential enthalten, wird der
Ubergang durch Hinzunahme strom- bzw. magnetfeldabhéngiger Korrelationen im
Rahmen der LVSDA modifiziert aufgrund unterschiedlicher Drehimpulskonfigu-
rationen des Grundzustandes.

Ein weiterer interessanter Aspekt der Grundzustandseigenschaften ist die Un-
tersuchung spontaner Stromformationen ohne dufieres Magnetfeld nur infolge der
Korrelationen. Ein endliches Austausch-Korrelations-Vektorpotential A,. hebt die
Entartung der stromtragenden Einteilchenzustédnde beziiglich Zeitumkehr-Symmetrie
auf, analog zur spontanen Brechung der Spinentartung durch die Hundsche
Kopplung. Dadurch treten insbesondere stromtragende Grundzustinde mit ver-
schwindendem Gesamtdrehimpuls auf, die aus der Verzerrung der Wellenfunktionen
paarweise entgegengesetzt drehender Einteilchenzustédnde resultieren. Die von uns
gefundenen Grundzustdnde mit spontan gebrochener Zeitumkehr-Symmetrie weisen
allerdings nur geringfiigig kleinere Energien im Vergleich zu Rechnungen ohne A,.
auf. Auch sind die betrachteten Stréme an der Grenze des gegenwartig Mefibaren,
und ihre Detektion stellt eine extreme Anforderung an die Probenpréparation.

Fiir die Zukunft streben wir eine Erweiterung der numerischen Programmstruk-
tur an, um Systeme ohne axiale Symmetrie, z.B. , kiinstliche Molekiile” (Sasaki
et al.,, 1998'2), Quantenpunkte mit Storstellen oder Grundzustinde mit spontan
gebrochener axialer Symmetrie studieren zu kénnen. Die explizite Hinzunahme
des Spin-Bahn-Kopplungsterms/Rashba-Terms (sieche Ohkawa & Uemura, 19741%;
Darnhofer & Réssler, 1993%) ist besonders fiir Materialien wie InSb mit kleiner
Bandliicke (bzw. grofler Aufspaltung der Valenzbander am I-Punkt) von Interesse.
Gerade die Ausbildung spontaner orbitaler Magnetisierung ist eng verkniipft mit
der Spin-Bahn-Kopplung.

Der zweite Teil der Arbeit befaft sich mit den kollektiven Anregungen spinpolari-
sierter Grundzustande und zielt konkret auf die Berechnung von Raman-Spektren ab.
Dazu beschrianken wir uns auf eine selbstkonsistente Beschreibung im Rahmen der
zeitabhdngigen Spin-Dichtefunktional-Theorie (adiabatische LSDA).

Die Messung von Ladungs- bzw. Spindichte-Anregungen des Quantenpunkt-
Systems erfolgt durch geeignete Wahl der relativen Ausrichtung von einfallendem
und detektiertem Photon. Diese als polarisierte bzw. depolarisierte Streuung be-
zeichneten Streugeometrien sind mit einem effektiven Stéroperator verbunden, der
direkt an die Ladungsdichte bzw. Spindichte des Quantenpunktes koppelt. Ist der
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Grundzustand des Systems unpolarisiert, sind die jeweiligen Moden vollstindig
separiert. Eine endliche Spindichte bewirkt jedoch eine Mischung von Ladungs- und
Spindichte-Anregungen, die das Raman-Spektrum entsprechend beeinflufit. Im Ex-
tremfall eines vollstdndig spinpolarisierten Grundzustandes stimmen die induzierten
Anderungen von Spin- und Ladungsdichte, ds(r) und dn(r), exakt iiberein.

Wir diskutieren magnetfeldabhdngige Raman-Spektren am Beispiel eines Quanten-
punktes mit N = 8 Elektronen. Der Ubergang zum spinpolarisierten Grundzustand im
hohen Magnetfeld zeichnet sich deutlich in der Verdnderung des Raman-Spektrums
ab. Insbesondere im Bereich von Einteilchen-Niveaukreuzungen an der Fermi-Kante,
wenn die Hundsche Kopplung zu einer endlichen Spindichte fiihrt, treten neuarti-
ge Strukturen auf. Durch die Kopplung von Spin- und Ladungsdichte-Anregungen
findet man Peaks im Raman-Spektrum der depolarisierten Streugeometrie an Stellen,
wo die polarisierte Streuung besonders hohe Oszillatorstarken aufweist. Die umge-
kehrte Situation ist nur im Fall sehr hoher Spinpolarisation zu sehen. Dies ist mit
dem Umstand vekniipft, dafs nahezu alle Moden mit Ladungsdichtednderungen auch
Spindichtednderungen beinhalten, widhrend Spindichte-Anregungen auch ohne signi-
fikanten Ladungstransfer auftreten. Insbesondere die Dipol-Spektren der polarisierten
Geometrie sind aufgrund des Verallgemeinerten Kohnschen Theorems fiir ein harmo-
nisches EinschlufSpotential wechselwirkungsunabhingig und offenbaren daher auch
keine gemischten Moden. Um die theoretischen Vorhersagen dieser Arbeit experimen-
tell zu priifen, erscheint daher vor allem die depolarisierte Streugeometrie interessant,
in der Spineffekte deutlicher zutage treten sollten. Derartige Raman-Experimente er-
fordern Quantenpunkt-Ensembles hoher Homogenitit, deren Elektronenzahl nicht zu
hoch ist (N < 20) und exakt eingestellt werden kann. Die bisher durchgefiihrten Expe-
rimente haben eine zu grofie Linienverbreiterung und enthalten zu viele Elektronen.

Die experimentelle Beobachtung unabgeschirmter Einteilchen-Anregungen in bei-
den Streuanordnungen kann nur durch ein theoretisches Modell beschrieben werden,
in dem die am inelastischen Streuprozefs beteiligten Valenzbandzustande explizit ent-
halten sind. Der dazu notwendige konzeptionelle, vor allem aber numerische Auf-
wand macht dieses Ziel nicht unmittelbar erreichbar, aber entsprechende Vorarbeiten
zur korrekten Behandlung der resonanten Raman-Streuung erscheinen vielverspre-
chend.

Im Hinblick auf zukiinftige Anwendungen endlicher Quantenstrukturen im Na-
nometerbereich, wie die mittlerweile vielfédltig diskutierten Ausprdgungen eines
,Quantenpunkt-Computers” (siehe z.B. Krasheninnikov & Openov, 1996%7; Porod,
1997'%; Zanardi, 1998™), sind detaillierte Kenntnisse der Systemeigenschaften von
grofier Wichtigkeit. Zwar mag die Wechselwirkung in den momentan denkbaren
Anwendungen noch relativ zweitrangig fiir das Arbeitsprinzip sein (abgesehen vom
funktionell moglicherweise bedeutsamen Coulomb-Blockade-Effekt), aber angesichts
der unterschiedlichen Ansdtze zur Realisierung neuer Instrumente auf Basis von
Halbleiter-Nanostrukturen sind z.B. Spin-Effekte durchaus interessant. Mit Sicherheit
werden die Fertigung und das theoretische Verstindnis mesoskopischer Systeme,
unter denen , kiinstliche Atome”, , Molekiile” oder , Kristalle” nur eine kleine Gruppe
bilden, mafigeblich an den technologischen Innovationen der kommenden Jahre
beteiligt sein.
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ANHANG A

Zeitabhingige Storungstheorie
fiir inelastische Lichtstreuung

Wir fithren eine zeitabhingige Storungsrechnung fiir das Vielteilchensystem Hy + H,, =
5, HY + W 4+ H,, (mit Coulomb-Wechselwirkung W) beziiglich des Stéroperators H;
durch (siehe Abschnitt 4.1, S. 79). Zur Zeit t = 0 sei das Gesamtsystem im Eigen-
zustand |I) = |I,(k;,€;)) mit einem Photon (k;,&;) und der Energie E; = E; + hw,
d.h. Hy|I) = E,|I). Der Uberlapp mit dem Gesamtzustand |F(t)) = |F, (ks,€s)(t)) =
e Mot/"|E (ks, €s)), dessen Energie E; = Er + fiws betragt, ist

cri(t) = (F(D| T (t, 0) 1)

t -
= (F| [11 + — / dt'Hiu(t) + ( ) / dt / dt"Hyg(tYHig (") + .. ] |I),
(A1)
wobei die Heisenberg-Darstellung, Hyy(t) = e'f0!/" Hje H!/" mit ,H” indiziert ist. Dar-

aus ergibt sich bis zur zweiten Ordnung in H; die Ubergangsrate (Landau & Lifshitz,
1965%)

F|H1| D (i) [
E.-— E-

1

Wi = 11m —|cp1(t)|2 —5(Ep — E; — hw) [{F|Hy|I) + Z .(A2)

mit w = w; — ws.

Bei der Behandlung des A2-Term in H; vernachlédssigen wir Prozesse, die mehr
als zwei Photonen involvieren (mit anderen Worten den Term zweiter Ordnung, der
die Erzeugung und Vernichtung von weiteren, virtuellen Photonen beinhaltet); damit
bleibt nur der Beitrag

6‘2

(F| ;2 ehesll) = 5. %(Flcivcﬁ|1><a,(ks,ss)| AL 1B, (ki e0)

e?

. . 2
(F|ctc TN e, (ks,€5)| ( N jare ™™ + Nsa];sse_lks'r |8, (ki1,€1)).
= 2me? P B

El

(A.3)
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In der letzten Zeile in Gl. (A.3) wurde beriicksichtigt, da88 |I) nur ein Photon im Zu-
stand (k;,&;) und |F ) nur eines im Zustand (ks, €5) enthélt, weshalb nur aus den ent-
sprechenden Summanden des Strahlungsfeldes A, (r) (4.3) Beitrdge erwachsen. Von
den vier Termen des Operatorquadrats liefern schliefSlich blofs die zwei Kombina-
tionen a;a, und ala; (identische) Beitrage. Die anderen entsprechen Zwei-Photonen-

Absorption und -Emission (mit verschwindendem Matrixelement). Man erhélt mit
q = k I — k S

IS (ORI = 1 5 (Felegler €52 ALs(ole18). (A

In erster Ordnung verschwindet der Beitrag des A,-Terms in H;, weil hier nur ein
Photon erzeugt oder vernichtet wird. Der Beitrag zweiter Ordnung liefert:

> <P|H1:1|1~{>_<i1|51;{1|1> - (%)2 ;ZJ?I [‘ﬂ' - SAo(r)] €, N <”kueik'r + alue‘""r> 1)

X(Ef - Ef)_l z <1~| [71' — EAO(T’)] : EV’Nk’ (ak:y:eik"r +Ll;r€;l,,e_ik"r> |I~) (A5)
kv

Hier wurde fiir einen elektronischen Einteilchenoperator O die abgekiirzte Schreibwei-
se (F|O|T) anstelle von ¥, 5(F|cfc 1) (@, (ks, €5)|O| B, (ki, €/)) benutzt. |i) sind virtuelle
Vielteilchen-Photon-Zwischenzustdnde. Bedingt durch die Definition der Zustdnde
II) und |F) kénnen nur solche Summanden etwas beitragen, die ein Photon (ki, &)
vernichten (ar) und ein Photon (ks, €5) erzeugen (a];):

(BRI _

; E; —E; mc) Z(E_E)l
[ [ — S 4] - €02 ar €7 (7] [ — S As0)] - essale7]1)
+ (P [~ S40(0)] - essale 7] [ — S Aw)] - €07 ar 07 (1))
= () (GNP S 3 (Flclelililciey 1)

ﬁﬁ’

(alii|leY{(B|7s|B") = (aljs|a){(B|jiB)
X( E;—E; — hws t E; — E; + hw; )/ (A.6)

mit{ ;; }:{ :f; }-(n—ng(r))exp (1{ _k,is }r)

Die Ubergangsrate ist dann nach Einsetzen der Konstanten A/, /s (Blum, 1970")

(A7)

1% WiWs

2 22 2mhc? 2 1
Wi = <_2) —7r5(EF—EI_hw)|MFT|2( - )
mc h
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mit dem Matrixelement
Mp=¢;- €5 %(a|ei‘7"|ﬁ)(P|cTaca,|I)

(Fleheuliiichey 1) | (FIcheslidtleleqD
E[—Ei—th EI—E,-—l—ﬁw[ '

1 1 o
b Z ;(allzla )(Bls|B')

8.6/
(A.8)
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ANHANG B

Berechnung des Tensors X ¥

Die explizite Berechnung des Tensors
0 h ?
5 — <%> 3. {eoulplon)(olpleo) (B.1)

mit v € {hh,lh,so}, erfolgt durch Einsetzen der Kaneschen Wellenfunktionen” (Tabelle
III) unter Bertiicksichtigung der Transformationseigenschaften der Wellenfunktionen
|So), | Xo) usw. mit s- bzw. p-Charakter. Es sei P = L(iSo|p,|Xo) = L(iSo|p,|Yo) =
%(iSa|pZ|Za> € R das Kanesche Matrixelement. Alle anderen Impulsmatrixelemente
verschwinden. Zur vereinfachten Notation fiithren wir den Spinprojektionsoperator 6
ein, der auf den Zustand |0 ) in der spinbehafteten Enveloppenfunktion g, (r) wirkt.

In der Basis {|1), | )} gilt:

N 01 n 0 —1 . 1 0
Ux:%(l 0)’ Jy:%<i 0>, Uz:%<0_1)- (B.Z)

Wir definieren die Leiteroperatoren 6+ = 6, +i6,, 6+ { I ; } { |$> } und umgekehrt.

Beitrige vom heavy-hole-Band (v = hh):

n\?,. . . .
KO =KW =050, | — | (1Soa|pel (X +iY)04) (X +iY)0a|ps]iSoa) /2
m
= 3P 05,04
2 UQU/]I
K =0

2
KON = KO =5, 5, (%) (1S 1 [pel(X +1Y) 1) (X +1) T p, 1S 1)/2

h 2
6By, (—) (1 1 |pol(X — 1Y) 1) (X = 1Y) L [, [iS 1)/2 =~
K (hh) _ 17(: (hh) _ K (hh) _ K (hh) _
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Beitrige vom light-hole-Band (v = Ih):

K =% = (%)2 (iSoalp:l(=X —iY) 1) /V6((=X = iY) | |p:[iSas)/V6
+ (%) (iSaa| P+l (X = 1Y) 1) /VE((X = iY) 1 |psliSos) / V6 = L2264,

1 = 273 (1) soulp2 002 1 pdisony 275
+ \/2% (%)2 (iSoalp:|Z INZ L Ipzlism\/% = 3P 00,0,

) =~ = () sl =X =) )/ VB( X ) L pyfisen) Ve
+(E) isaulpadx—0) VX~ i) V6 = 42

=~ = (1) isaulpult-X 1) /VE2/5(2 1 s
+(B) GSoulpicx —m 1)/V6y 27302 L Ipilisan)

= 5UaT5Uﬁ~L% 50a¢50ﬁT3 = %?2(6+ —6.)= %Tzﬁy;
K = — KW = —6,,40,,, 507 — 6,,106,4 5P2 = —1P*(6, +6.) = 1P,

Beitrige vom split-off-Band (v = so):

(s0) — (s0) — (s0) — 1p2 .
K SO K SO 7(: SO fp 60_“0-[},
K(so) _ K(so) 2i (_;)2 AL
K(SO) = _50aT505¢3fP2 + 5%&%?3 %fPZ(&_ —64)= __szaJ'
K(SO) — K(SO)
K(SO) = 60aT50[5¢3? + 50a¢505T3 %?Z(&+ +6_)= %Tzéx;
(s0) — (s0)
K = —K .
Wir haben hier nicht alle Rechenschritte aufgefiihrt, sondern die Ergebnisse nur fiir
einige Elemente exemplarisch hergeleitet. Die iibrigen erhdlt man auf analoge Wei-

se. Wesentlich ist das Verschwinden von Matrixelementen der Form (iSo|p,|Xo') auf-
grund der Transformationseigenschaften der Blochfunktionen am I'-Punkt.
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Berechnung der freien Responsefunktion Xg,

EsseiHy=3%,, €aoCh Cop = Y 0,0 Eaollas €in wechselwirkungsfreies Fermionen-System
mit Grundzustand |Wp). Wir berechnen die Responsefunktion

X (1, 7', w)

hl/ dte! Z Pac(P) P56 (1) Qo ()00 () (Wol[ Cﬁa(t)caa(t)7 a’U’Cﬁ’ A[Wo)
a’ﬂ’

hl/ dtGWt Z (Paa(r)soﬁa(r)soao (1’ )50,3'0 (1")
a’ﬁ’

(W |eiH°t/h + Con® —iHyt/h T, oot CT, o Care ’eiHot/ﬁCLUCaae—iHof/h|l_|JO>

Fll/ dtGMt Z (paa(r)soﬂa(r)(pa a’(r )30/3' (1")

a’ﬁ’

iHot /h —i(H, t/h
X <LIJ0|e1 0/ nge 1( O+gaa)/ CaO'CL J’CIBIU’

_ CLIO-ICIBIUIeiHOt/h t —1(H0+ea,,)t/h |HJ0>

ﬁl/ dt et Z (paa(r)goﬁa(r)(pa J,(r )50 ()
ol

Hyt ﬁ H, t/h
<LIJ |e1 O/ —i(Hp+€q0— gﬁa)/ ngcaaCLI ’Cﬁ’a"

Hot/li—i(Ho+€a0—€30)t/ 11 -
—C]L, Coo eiHot/g=i(Ho+eao—ego)t/ T CaolWo)

= ) S es 0 (e

of B’

(\P0|Cﬁo o€ L,U,cﬁ, , CL’U’Cﬂ’U’CL’UCCYU|wO>’. (C.1)

dabei haben wir die Kommutatorbeziehungen c, e o/ = e eatHo/lc — und
c%ae_iHOt/ = e~it—ggo+Ho)/ hcga benutzt (Nebenrechnung).
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Nichtverschwindende Beitrdge aus der Summe tiber die Einteilchen-Zustdnde gibt
es nur, falls 0 = ¢’. Anderenfalls miifSte @« = § und o’ = ' sein; das liefert aber
[flao, i o] = 0. Insgesamt erhélt man also nur Beitrédge fiir a =0 und a=d #p=70.
Die Fermionen-Vertauschungsrelationen fiihren dann auf [c! ChoCacr € . Cgo] = fge — Alag.
Damit folgt:

X(O)aa’(r: rla w)
1 oo —il —&go—hw * *
— JUU’E/O dte (Eaoc—Egs—Hw)t /N Z‘Paa(”)9050(1’)90a0(1’l)90,30(1’1)
a,p
X <w0|ﬁga — ﬁaU|LP0>

_ . f(E,Ba) — f(Eaa) * * / /
B D Ny e LU €2

Eine endliche Dampfungskonstante I' im Energienenner bewirkt eine Verbreiterung
der Resonanzen. Genaugenommen tritt sie bei der Behandlung der linearen Antwort
auf eine adiabatisch einsetzende periodische Storung der Form e @' + c.c. (T — 07)
auf, wenn die Responsefunktion xf?f, (r,7',z) als Laplacetransformierte (z = w + il")
der Suszeptibilitdt im Zeitraum eingefiihrt wird.

Nebenrechnung: Kommutatoren

e Ht/M und [}, ,e /"] fiir den ungestorten
o1l = —0ap0o0'Chy

Gesucht ist der Kommutator [c,,,
Hamilton-Operator Hy. Wegen [cyo,figs] = (5aﬁ6wlca(, und [cf
folgt:

ao?

CaoHi = (EaoCao + HoCoo)HE ' = (€ao + Ho)cao HE ' = ... = (€00 + Ho)*Cas. (C.3)

Unter Verwendung der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion erhdlt man:

_1Hol’/ﬁ Z Coo ( tHo) /k'
- z (-it) /K (Eag + Ho)Cas
k=0 h

= e ot/ (C.4)

Analog gilt:

CLUHk = ( 6ao'C + HO )Hk = ( €ao + HO)k Cagr
¢l e it/ — g it(eartHO/ReE (C.5)
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