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Résumé.La géométrie analytique non archimédienne au sens de V. G. Berkovich fournit un cadre
naturel pour formuler les aspects combinatoires de la théorie des variétés toriques et des plongements
toroidaux. Ce point de vue conduit & une preuve conceptuelle et élémentaire du résultat suivant : si
X est un schéma algébrique sur un corps parfait & est le diviseur exceptionnel, & croisements
normaux, d'une résolution des singularitésXde type d’homotopie du complexe d’incidencele

est un invariant d&. Il s’agit d’'une généralisation d’'un théoreme de D. Stepanov.

Abstract. V. G. Berkovich’s Non-Archimedean analytic geometry provides a natural framework to
understand the combinatorial aspects in the theory of toric varities and toroidal embeddings. This
point of view leads to a conceptual and elementary proof of the following resutt isifan algebraic
scheme over a perfect field anddfis the exceptional normal crossing divisor of a resolution of the
singularities ofX, the homotpy type of the incidence complexelpfs an invariant ofX. This is a
generalization of a theorem due to D. Stepanov.
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INTRODUCTION

Ce travail trouve son origine dans un article de D. Stepanbif)([Etant donnés un corgsde
caractéristique nulle, uk-schéma algébriqu¥ et un point singulier isol& de X, le théoréme de
résolution des singularités de Hironaka garantit I'existence d’un [@éalr X, de supporf{x} et
tel que le diviseur exceptionn& de I'éclatement dg soit & croisements normaux simples (ce qui
signifie que ses composantes irréductibles sont sans auto-intersection). La combinatoire des intersec-
tions multiples des composantes irréductible&d®nne naissance a un ensemble simpliti#), le
complexe d’'incidencde ce diviseur, dont on notA(E)| la réalisation géométrique. 8(E) dépend
évidemment du choix de I'ldé&l, Stepanov démontre gqu'’il n’en va pas de méme pour le type d’ho-
motopie de I'espace topologiqui(E)|, qui est un invariant de la singularixéCe résultat est déduit
du théoréme de factorisation faible des applications birationnelles en caractéristique nulle (dont une
démonstration est due a D. Abramovich, D. Karu, K. Matsuki et K. Wiodarczyk, une autre a K. Wio-
darczyk), lequel permet essentiellement, en écrivant I'application birationnelle naturelle entre deux
résolutions dex comme une composée d’applications birationnelles suffisamment élémentaires, de
passer de 'ensemble simplici&(E;) & 'ensemble simpliciab(Ez) par une suite de transformations
simples ne modifiant pas le type d’homotopie de la réalisation géométrique. Pour pouvoir appliquer
ce théoreme de factorisation, il faut préalablement compactifier les schémas en jeu ; on consideére pour
cela un voisinag® dex dansX, que I'on plonge dans uk-schéma propré, régulier en dehors de
x et tel queU — U soit un diviseur a croisements normaux simples. La démonstration de Stepanov
fonctionne de maniére identique siI'on part, plus généralement kdaoméma algébriqueé et d’'une
composante connexgopre de son lieu singulier. Notons en outre que la restriction a la caractéris-
tique nulle est imposée par I'utilisation du théoréme de résolution des singularités de Hironaka pour
établir le théoreme de factorisation et pour construire des compactifications convenables.

Nous proposons dans ce texte une approche conceptuelle et élémentaire d’'une généralisation du
théoréme de Stepanov, n'utilisant pas le théoréme de factorisation faible. Précisément, on établit au
chapitre 4 le résultat suivant.

THEOREME — SoientX un schéma algébrique sur un corps parfaétyY est un sous-schéma fermé
deX. Sif;: X1 — X et fy: Xo — X sont deux morphismes propres tels qgé(Y) soit un diviseur &
croisements normaux simples et guénduise un isomorphisme dg — ffl(Y) surX—-Y,i=12,
alors les espaces topologiquis f; 1(Y))| et |A(f, 1(Y))| sont canoniquement homotopes.

La démonstration est une application des idées introduites par V. G. Berkovigtoerétrie ana-
lytigue non archimédiennet elle procéde en deux étapes.

1. Désignant pak, X; et X, lesk-schémas formels obtenus en complétaniX; et X, le long
deY, f;1(Y) et f,1(Y) respectivement, leufibres générique,, X1, et X, sont par définition
des espaces analytiques sur le cdgpgu comme un corps non archimédien en le munissant de la
valeur absolue triviale. Comme on s’y attend, les morphisfpes f, induisent des isomorphismes
X1q—=X, etXy =Xy ; en particulier, les espaces topologiques sous-jacelts &1 , et X, , sont
canoniguemerttoméomorphes

2. La condition imposée au corps de bas#étre parfait est l1a pour garantir que les immersions
ouvertesXy — f; 1(Y) — Xq etXp — f5 1(Y) — X2 sont deplongements toroidau existe alors des
sous-espaces fermés canonig@¢x 1) et S(X,) deXy , etX,, respectivement ayant les propriétés
suivantesi(e {1,2}) :

— I'espace topologiqué&; , secontractesur&(X;);

— G(%;) s'identifie aucéne épointéur I'espace topologiqu(f,1(Y))|;
et cela permet de conclure que les espaces topologjaués®(Y))| et |A(f,1(Y))| ont le méme
type d’homotopie, a savoir celui de I'espace topologigye



Avant d’aborder le théoréme de Stepanov, on montre dans les pages suivantes que la théorie de
Berkovich fournit un cadre naturel pour formuler la construction, initialement décrite par D. Mumford
dans le deuxiéme chapitre de la monograpBie du complexe polyédrique conigwssocié a un
plongement toroidal. Pour cela, la premiéere étape est de voir @uenkaild’'une variété toriqueX
(sous un tordl) s’identifie & un sous-espace localement fei@éX) de I'espace de BerkovicK-
deX, dont 'adhérences(X) est la réunion des éventails associés aux différentes orbites<daers
outre, 'action deT surX donne naturellement naissance a une contraction de I'edpaser &(X).

Cette construction et ces propriétés s’étendent au cas d’'un plongement toroidal.

Les idées et techniques ici mises en ceuvre proviennent des travaux de Berkovich. Tout d’abord,
I’ espace de Berkovick= d'un k-schéma formel localement algébrigqien’est pas autre chose que
sa « fibre générique » au sens de l'artiéle(Eette construction est essentiellement due a P. Berthelot
[6]). Cet espace analytiqgue n’étant pas invariant relativement aux éclatements centrés dans la fibre
spéciale dex, la terminologie est quelque peu facheuse et nous nous sommes permis de la modifier.
Lafibre génériqueX,, deX considérée dans ce travail, qui posséde la propriété d’invariance recquise,
est un ouvert dé&=. Notre description des variétés toriques du point de vue de la géométrie ana-
lytigue non archimédienne est une version détaillée de la section 61].denfin, I'extension aux
plongements toroidaux suit de prés la construction, par Berkovich, du squelette d’'un schéma formel
pluristable (p]).

Remarque.— L'énonceé du théoréme doit étre valable sans hypothése sur lelcdesnme on I'a
mentionné, c’est le passage par la géométrie toroidale qui nécessite de supptsst gaefait et, si

ce chemin a un intérét intrinséque puisqu’il permet de reformuler la construction du complexe poly-
édral d’'un plongement toroidal dans le cadre de la théorie de Berkovich, il ne devrait pas étre la voie
obligée pour accéder au théoremeXSist le complété formel d’'uk-schéma algébrique le long d'un
diviseur a croisements normaux simples, il est de fait possible (et facile) de définir inconditionnelle-
ment le sous-espace ferr@§X) de X,;, mais il semble que I'on ait besoin de suppdsparfait pour
obtenir, via I'action de tores formels, une preuve aisée de la contractibilitg der S (X).

Il est par ailleurs raisonnable de penser que I'existence d’'un corps de base est superflue et que
I'énoncé du théoréme précédent est vrai sous la seule conditioX goé& un schéma localement
noethérien excellent (il en est alors de méme pouet X,, et le complexe d’incidence d’'un diviseur
a croisements normaux simples sur un schéma localement noethérien excellent est bien défini).

Je suis reconnaissant a Klaus Kiinnemann d’avoir attiré mon attention sur l'article de Stepanov et le
remercie pour ses encouragements a conduire ce travail a son terme. Cela fut fait au cours d’'une année
passée au sein de l'université de Regensburg, que je remercie chaleureusement pour son accueil.

1. L'ESPACE DE BERKOVICH D 'UN k-SCHEMA FORMEL LOCALEMENT
ALGEBRIQUE

Soitk un corps, que I'on voit comme un corps non archimédien en le munissant de la valeur absolue
triviale ; la topologie induite suk est discrete. On désigne pachAlg, la catégorie dont les objets
sont lesk-schémas localement algébriques et dont les fleches sont les morphiskasshéenas.

Un k-schéma formel esbcalement algébrique’il est localement isomorphe au complété formel
d’'un k-schéma algébrique le long d’'un sous-schéma fermé ; il s’agit en particuliekgcinéma for-
mel adique. Lek-schémas formels localement algébriques sont les objets d’une sous-catégorie pleine
de la catégorie ddsschémas formels, noté8chAlg,)”". On définit d’'un foncteur pleinement fidele
de SchAlg, dans(SchAlg,)" en associant a toltschéma localement algébrigiesont complété
le long du sous-schéma fernx& il est équivalent de munir I'anneatix (U) de la topologie discrete
pour tout ouvert quasi-compagtc X.



L'objet essentiel de ce chapitre est la définition d'un foncteur d’'une certaine sous-catégorie de
(SchAlg,)”"* —mémes objets et morphismes adiques — dans la catéguriges espacdsanalytiques,
associant a uk-schema formel localement algébrigiiesafibre génériquenotéeX, ; on introduira
pour cela un foncteur d&SchAlg,)” dansAny, faisant correspondre a irschéma formel localement
algébriquex sonespace de Berkovick=. Par construction, la fibre spéciale d’un k-schéma formel
localement algébriqu# définit un sous-espadeanalytique fermé d&- et la fibre geneériqué, de
X est I'espace analytique induit sur I'ouvert complémentaire.

Il n'y a la rien d'original par rapport aux travaux de V. Berkovich. Il faut en particulier dire dés
maintenant que #space de Berkovick= d’un k-schéma formel localement algébrigiien’est pas
autre chose que sa « fibre générique » définie et étudiée dans I'aflietegue cette construction est
initialement due a P. Bertheld®] Il s’avére cependant que le terme de fibre générique est inadapté
a la situation que nous considérons, I'espace analytifi@'étant pas invariant relativement aux
éclatements centrés dans la fibre spécial& deel est par contre le cas de I'espace analytigjyeet
c’est cette observation que traduit la modification terminologique adoptée dans ce texte. Rappelons
enfin qued est la deuxieme lettre de I'alphabet hébreu, transcrite par les lettres V et B dans 'alphabet
latin.

1.1. Préliminaires

Nous renvoyons au livrel] et au premier chapitre de l'articl@] pour les notions fondamentales
de géométrie analytigue non archimédienne au sens de Berkovich et nous contentons ici de quelques
rappels.

Fixons un corp¥K muni d’une valeur absolue non archimédienngpour laguelle il est complet.

(1.1.1)Quels gue soient les nombres réels strictement positifs. , ry, K{rl‘lTl, T AT L) dé-
signe laK-algébre de Banach des séries formefles S ,cnnay it ... Ty € K[[T1,..., Ty telles que
les nombres réels, |r;*...rJ tendent ver® lorsque|v| = vi + ... + v, tend vers+o, munie de la
norme définie paf{f|| = max, |a,|r;*...r2. Une algebrek-affinoideest uneK-algébre de Banach
quotient d'uneK-algébre de Banach de la forme précédente, et elle estdittement affinoidsi les
ri peuvent étre choisis dans le sous-grojif€| deR- .

(1.1.2)Etant donnée une algébfeaffinoideA, on désigne paw (A) I'ensemble des semi-normes
multiplicatives et bornées suéx. Une telle semi-norme coincide avec la valeur absolue sur le corps
K. Si x est un point de#(A) eta est un élément dé, on note indifféremmena|(x) ou |a(x)|
I'évaluation dex ena.

Comme pour tout anneau de Banachsémni-norme spectrald’une algebreK-affinoide A est
définie par la formule

o T nid
alsp=lim_|la"||" = inf |a"|.
De la commutativité dé se déduit la propriété suivante :

ad|sp = Max|a|(X).
alsp = max(al ()

On noteA° I'ensemble des elémenisde A tels quejalsp < 1; c’est une sous-algebre deA.
Tout K-morphisme bornd : A — B entre algébr&-affinoides induit urK°-homomorphisme*° de
A° dansB° car|f(a)|sp < |a|sp pour touta € A.
(1.1.3)Une partieV de .7 (A) est undomaine affinoidsi le foncteurhy de la catégorie des al-
gébreK-affinoides (et deK-morphismes bornés) dans celle des ensembles, qui a une diyitse-
cie 'ensemble deK-homomorphismes bornésdeA dansB tels que I'image de I'application induite
3 : .4 (B) — .4 (A) soit contenue dang, est représentable. A tout domaine affinoitlde.# (A)
sont donc associés une algeBraffinoideAy et unK-homomorphisme born& — Ay, uniguement
déterminés a un isomorphisme unique pres, et I'on vérifie que I'application inddjfe, ) — .# (A)
est une bijection suv. Parmi les domaines affinoides figurent les domaines rationnels, de la forme



V ={|f1| <ri|fol,...,|fn] < rnlfol}, OU fo,..., f, sONt des éléments de engendrant l'idéal unité
etrq,...,rp, sont des nombres réels strictement positifs ; dans cefsagst I'algébreK-affinoide
A{rIlTl, ey rngn}/(fl —foT1,...,Th— foTn).

(1.1.4)On fait de 'ensembl&X = .#Z(A) unsiteen le munissant de la topologie de Grothendieck
suivante (voir 7] et [6]).

— Les objets, appelé@omaine analytiquesont les partiell deX admettant un recouvremef¥; }

par des domaines affinoides vérifiant la condition suivante : pour toute al§eddfmoideB et
tout K-homomorphisme borng : A — B tel que I'image de I'applicatioA¢ : .# (B) — .# (A)
soit contenue darld, celle-ci est recouverte par un nombre fini 8gs

— Les recouvrements admissibles d’'un domaine analytibgsent les recouvremen{d); } deU par

des domaines analytiqu&s vérifiant la condition suivante : pour toute algéeBraffinoideB et
tout K-homomorphisme borng : A — B tel que I'image de 'applicatiof¢ : .7 (B) — .# (A)
soit contenue danb, il existe un recouvrement de7 (B) par un nombre fini de domaines
affinoides qui raffine le recouvremef —1(U;)}.

Ce site est not&g. D’apres un théoreme de Tate, il existe un et un seul faiscedi+algebres
Ox. surXg satisfaisant aux deux conditions suivantesy; (V) = Ay pour tout domaine affinoide
V C X et, siW,V sont des domaines affinoides tels gieC V, I'homomorphisme de restriction
Ox.(V) — Ox.(W) est leK-homomorphisme borné de, dansAy factorisant la fleche canonique
A — Aw.

(1.1.5) Munissons maintenarX = .#(A) de la topologie engendrée par les évaluatifns-
[f(X)|), f € A;'espace topologique obtenu est compact et les domaines affinoides en sont des parties
compactes, donc fermées. Du fait que tout poinXdemette manifestement un systeme fondamental
de voisinages formé de domaines affinoides, chaque oflvee X est un domaine analytique et
tout recouvrement ouvert d2 est admissible; il existe donc un morphisme évidéndu site Xg
vers le site topologique associé&eet I'image directer’x = IN..(0x,) est un faisceau deé-algébres
sur I'espace topologiquX. Le terme d'« ouvert » n’est employé que pour la topologie qui vient
d’étre définie (dans le cadre de la topologie de Grothendieck sur ¥ sjten parlera de domaines
analytigues ou d’'objets de ce site) ; s’il n'y a pas d’ambiguité, on notera toutefois indistinctément
pour les faisceaux structuraux du sktg et de I'espace topologique.

Pour tout poinx de X, les fibresdx x et Ox. x sont des anneaux locaux; le premier est la limite
du systéme inductif de8y, V parcourant I'ensemble des domaines affinoideX dgui sont des
voisinages dg, tandis que le second est la limite du systéme inductifAlgsW parcourant cette
fois le systéme inductif des domaines affinoitiésle X qui contiennenk.

(1.1.6) En vertu du théoréme de Tate mentionné au point précéderst I'anneau des sec-
tions globales du faisceau structural.@é(A) ; il existe par conséquent un unique morphisme d’es-
pacesk-localement anneléga : .# (A) — Spec¢A) induisant 'homomorphisme identique de Il
est facile de voir que I'application sous-jacente envoie une semi-ngrmeZ (A) sur son noyau
{a> A ||a(x)|0} (il s’agit bien d'un idéal premier d& en vertu de la multiplicativité de).

On dispose également d’'un morphisme de sditexcalement annelés, : .7 (A) — Spf(A°), uni-
quement déterminé par la condition suivante : pour tout élémeietA°, r,*(D(f)) est le domaine
affinoide {|f| = 1} et 'hnomomorphisme dé& (D(f), Ogpeea)) dansr(rgl(D(f)),ﬁi%<A>G) est la
fleche canonique dA?f} dansA{T}/(T f — 1). L'application sous-jacente envoie une semi-norme
multiplicativex € .# (A) sur I'idéal premier ouverfa € A° | |a(x)| < 1} de 'anneau topologiqu&®
et est appeléapplication de réduction

(1.1.7)Etant donné un espa¢e-affinoideX = .#(A), 'ensemble des sous-espaces feriméte
X tels que, pour touf € A,

max| f| = max|f|,
X r

admet un plus petit élément : c’est par définitiorbtad de Shilowde X, que I'on notel” (X) ([1],
corollaire 2.4.5). Ce sous-ensemble est fini, et il est non videesit non vide.



Les deux propriétés fondamentales du bord de Shilov d’un espace affixeide7 (A) sont les
suivantes.

- Si A est strictement affinoidé,(X) est 'image réciproque par I'application de réductian:

A (A) — Spf(A°) de I'ensemble des points génériques (de la fibre spéciale) du schéma formel
Spf(A°).

- Quelle que soit I'extension non archimédiemti¢K, ' (X) est I'image dd (X) par la projection
canonique dXy: = . (A&kK') surX.

(1.1.8)La définition des espacd&-analytiques généraux par recollement d'espacedfinoides
est présentée dans le premier chapitre de I'art@jledJn espace&K-analytiqueX est en particulier un
espace topologique localement compact muni d’'une famille distinguée de sous-espaces compacts, ses
domaines affinoidegout pointx de X posséde un voisinage de la forve...Vy, ouVy,...,V, sont
des domaines affinoides tels gue V1N...NV,. Lensemble sous-jacenb@posséde en outre une
topologie de Grothendieck ainsi définie :

— les objets, appelédomaines analyiqguesont les sous-espaces topologigifede X dont tout
pointy admet un voisinage de laforrvg U...UVy, ouVy,...,V, sont des domaines affinoides
etyeVin...NVy;

— un recouvrement d’'un domaine analytigdepar des domaines analytiques est admissible
s'il admet un raffinemenfU;} tel que tout pointy de Y admette un voisinage de la forme
UiU...uUpavecye UiN...NUp.

On d’esigne paKg le site défini par cette topologie de Grothendieck ; comme les ouveKiaesp.
les recouvrement ouverts) sont des domaines analytiques (resp. des recouvrements admissibles), on
dispose naturellement d’'un morphisme de dilgs Xg — X.

Le site Xg est en outre muni d’ufaisceau structurakn K-algebresdx, dont les tiges en tout
point dex sont des anneaux locaux et tel que, pour tout domaine affindide X, 0x (V) soit la
K-agébre affinoide d¥. On désigne pafx le faisceaullx).0x, sur I'espace topologique (sous-
jacent )X, qui en fait un espack-localement annelé. Pour tout poite X, le corps résiduel de
I'anneau localx x est canoniquement muni d’une valeur absolue prolongeant celleetléon note
A (x) le corps non archimédien obtenu par complétion.

(1.1.9)A tout K-schéma localement algébrig¥est naturellement associé un espéeanalytique,
de la maniére suivante : le foncte@ de la catégorie des espadésanalytiques dans celle des en-
sembles, qui a un espakeanalytiqueY fait correspondre I'ensemble des morphismes d’'espiéees
localement annelés d¢ dansX, est représentable par un espieanalytiqueXa” et un morphisme
d’espaceK-localement annelégy : X" — X. L'espaceX®" estl'espaceK-analytiqueassocié au
K-schémaX. On trouvera au chapitre 3 du livré][la démonstration de cette assertion ainsi que les
principales propriétés du foncteXr~» Xa",

(1.1.10)Larticle [5] contient la définition d’un foncteur « fibre génériqu&»- X, de la catégorie
desK°-schémas formels localement de présentation finie dans celle des eKpanebtiques. Si
X = Spe¢.«/) est affine, o7 @- K est une algebri-affinoide etX, = .# (.« ®k- K).

LeEMME 1.1 — Soient un corps non archimédien &unK°-schéma formel plat et localement de
présentation finie tel que 'espaeanalytiqueX = X, soit un espac&-affinoide. Le bord de Shilov
I (X) est contenu dans I'image réciproque par I'application de réductipnX,, — X de I'ensemble
des points génériques (de la fibre spécialexde

Démonstration. Supposons tout d’abord que soit affine, d’anneau7. Lhomomorphisme cano-
nigue & — A = & Qk- K est injectif, a valeurs dans sols-algébreA° de A et identifie cette
derniére a la fermeture intégrale dédansA ([7], paragraphes 6.1.2 et 6.4.3) ; le morphisme corres-
pondantp : Spf(A°) — Spf(.«/') est donc entier et dominant, et les points générique3pdié\°) sont



exactement les images réciproques des points génériqBs(de). Vu le diagramme commutatif

Spf(A°)

27
X = M () Sl

I'Spf(a)

nous obtenons dans ce cas l'identité eftf¥) et 'image réciproque parsyy /) de 'ensemble des
points génériques depf(.«7).

Pour traiter le cas général, il suffit de considérer un recouvrement de typ# fae X par des
ouverts affines. Pour told € %, ry'(U) = (3€|u),7 est un domaine affinoide de dont le bord de

Shilov est contenu dans le sous-espace fm;ﬁé%éo)) de X d'aprés ce qui précéde. Désignant par
A l'algébre affinoide deX,

max|f]_LrJn%3<rr]ax\f|
71 (V)

et donc
max|f| = max |f|
X r;l( go))
pour tout élément deA ; vu la définition du bord de Shilov @€ rappelée précédemment, I'inclusion

r(x) crytd)

en découle immédiatement. O

1.2. Construction

Rappelons que I'on considére un cokpsnuni de la valeur absolue triviale.

Il existe deux maniéres différentes d’associer un espaamgalytique a urk-schéma localement
algébriqueX.

- La premiére est celle rappelée ci-desslig.9.

- La seconde repose fondamentalement sur la trivialité de la valeur absdiuecdble-ci permet
en effet de voiX comme un schéma formel localement de présentation finie sur 'akhéaik), et
I'on peut alors considérer sa fibre générique au sens de I'ar8c(edir 1.1.10.

La seconde maniéere de procéder s'étend naturellement au cak-dalmema formel localement
algébrique, ce qui est réalisé dans l'artielg Nous reformulons cette construction dans ce qui suit.

(1.2.1) Etant donné uk-schéma formel localement algébrigiieon désigne pawy le foncteur
de la catégorie des espadeanalytiques dans celle des ensembles, qui a tout egpacalytiqueY
associe I'ensemble des morphisnbesnésde sitesk-localement annelés dés dansX, c’'est-a-dire
les morphismed satisfaisant a la condition suivante : pour tout ouvert atfirde X et tout domaine
affinoideV deY avecf(V) C U, 'lhomomorphisme

7.7 (U,0x) = T(V,0,)

est tel qug|f#(a)|| < 1 pour touta € A.

PROPOSITION ET DEFINITION 1.2 — SoitX unk-schéma formel localement algébrique.
Le foncteur¥y est représentable par un espacanalytiqueX- et un morphisme borné de sites
k-localement annelés; : 36% — X. Cet espacé&-analytique est Espace de Berkoviatie X.

Démonstration. Considérons tout d’abord le cas d'un schéma affine Spe¢A) et vérifions que le
couple constitué de I'espag&eaffinoide.# (A) — la k-algebreA étant vue comme unkealgébre de



Banach en la munissant de la norme triviale — et de I'application de rédugtion (A)c — SpecA)
représente le fonctely .

SiY = .#(B) est un espack-affinoide, les morphismes bornés de skdscalement annelés
f : Yg — X sont en correspondance biunivoque avedkiasmomorphismes borndé : A — B qui
leur sont associés, et donc avec les morphismes d’espeaffigoides?(f#) : .7 (B) — .#(A);
on dispose en outre pour tofitd’'un diagramme commutatif (de morphismes bornés de kites
localement annelés)

a f#
#(B)s L #(A)e

L)

Spe¢B) W SpecA)

et I'on obtient ainsi que le coupleZ (A),ra) représente la restriction du fonctétg,e¢a) a la sous-
catégorie pleine dAny dont les objets sont les espaéeaffinoides.

Quel que soit I'espack-analytiqueY et le morphisme borné de sitkdocalement annelé$ :
Ye — X = SpecA), on dispose d’'une famille compatible Bdnvomomorphismes borné§/x A —
Oy (V) pour tout domaind-affinoideV dansY. On en déduit une famille de morphismes d’espaces
k-affinoides?( f@*/x) 'V — Z(A) tels quef =rp oa(f\’f/x)g, et ces derniers se recollent en un mor-
phisme d’espacdsanalytiquest=:Y — .7 (A) tel quef =rpo fé‘. Posank= = .Z(A) etrx =ra,
on établit ainsi que le couplX=, rx ) représente le fonctetiy lorsqueX = SpecA) est urk-schéma
affine.

Considérant toujour’ = Spe¢A), soitY un sous-schéma fermé de défini par un idéali deA ;
on poseA = lim(A/3") et on s'intéresse akischema formel affing = Spf(A). Rappelant que I'on
voit X comme un schéma formel en munissAnde la topologie discréete, ’'homomorphisme cano-
nigueA — A définit une flechg : X — X dans(SchAlg, )", laquelle donne naissance a un morphisme
de foncteursVy — Wx. En vertu de la premiére partie de cette démonstration, le fondtg@st re-
présenté par I'espadeaffinoideX- et le morphismey : Xé — X. Etant donné un espakeaffinoide
Y = .#(B) et un morphisme d’espacésanalytiquesf : Y — X2 défini par un homomorphisme
bornéf#: A — B, image def est contenue dans I'ouvert

1Y) ={xeX?||a(x) <1, ac T}

si et seulement si
|%(a)|sp= mxax]f#(a)| <1

pour touta € J ou, de maniére équivalente, si et seulement si, pourataut, la suite des puissances
de I'élémentf#(a) de B tend versO (voir [1], proposition 2.1.4). Il revient au méme de dire que
I'homomorphismef# est continu relativement a la topologieadique sui car l'idéalJ est de type
fini. Comme la sous-algébre topologiquB° deB est séparée et compléte, les assertions

— limage def est contenue dang*(Y) ;

— le k-homomorphisme# : A — B — qui est & valeurs dar® — se prolonge, nécessairement de

maniére unique, en un homomorphisme contindaansB® :

sont équivalentes. Il en découle immédiatement que le fon&¥guest représenté par I'espake
analytiqueX= induit par X2 sur l'ouvertry*(Y) et par le morphisme borné de sitedocalement
annelés y : ¥7 — X obtenu en restreignan.

Considérons finalement waschéma formel localement algébrigdeguelconque. Etant donné un
espacé-analytiqueY, un morphisme borné de sitkdocalement annelék: Y s — X induit pour tout
ouvert affineU de X un morphisme borné de sitedocalement anneléf, : f~1(U)g — Xy (noter



que f~1(U) est un domaine analytique daxi} et il existe donc un unique morphisme d’espakes

analytiquesfg : f~1(U) — (%‘U)j tel quefy =rx o fg. Les conditions de recollement des schémas
formels affinesX|y en le schéma formet donnent lieu a des conditions de recollement pour les

espacest;<—analytiques(3€|u):l gui sont compatibles avec les réductions : pour tous ouverts affines
U,V deX tels queV C U, le diagramme

() —— (%2

rxvi lrxu

Xy XU

i
dans lequel désigne I'immersion ouverte d&y dansXy, est commutatif. Apres recollement, on

obtient donc un espadeanalytiqueX-= — recouvert par les domaines analytiqt@ﬁ@): —, un mor-
phisme bornés de sitéslocalement annelés; : X2 — X et un morphisme d’espacksanalytiques
f2:Y — %=, le triplet (X2, rx, f=) étant uniquement déterminé par les conditions suivantes : pour

tout ouvert affindJ de X, r;l(U) estle domaine analytiqt(équ):‘ dex- et la restriction de= (resp.

rx) af=1(U) (resp. a(%‘u)é) estle morphismé& (resp.r,). Lidentité f =ryo fg est évidente et
il est facile de vérifier que I'application

Wy (Y) — Homan, (Y, %73), f 2
est une bijection. La démonstration est alors achevée. O

Il découle immédiatement du résultat précédent qué&, ef Q) sont deuxk-schémas formels lo-
calement algébriques, toltmorphisme de schémas formdls X — 2) donne lieu & un morphisme
d’espaces-analytiquesf-= : X= — 9)- tel que le diagramme de morphismes de sites

soit commutatif. L'identité

(gof)? =g of-
est évidente pour tous morphismes X — 9), g: 2 — 3, et I'on a donc défini un foncteur de la
catégorie dek-schémas formels localement algébriques dans celle des egpatalytiques.

Remarque 1.3 — 1) Si X est unk-schéma localement algébrique, des éléments de comparaison
entre les espaces analytique¥ et X2 seront donnés un peu plus loih3.1) On peut toutefois d’ores
et déja remarquer que I'ensemi@’(K) des points deX?" est exactement I'ensemb¥gK) desK-
points deX tandis queX=(K) est le sous-ensemble #&K) formé desK-pointst : Spe¢K) — X
tels que, st est localisé au point € X et U est un voisinage affine dg ’'homomorphismet” :
(U, Ox) — K soit borné :[t*(f)| < 1 pour toutf € (U, &x). De maniére équivalent¥=(K) est
I'ensemble deK-points deX admettant un prolongement en Kfi-point. En guise d’exemple : si
X = A}, 'ensemble sous-jacentd®" est constitué de toutes les semi-normes multiplicatives sur
K[T1,...,Tn] qui prolongent la valeur absolue #etandis que celui sous-jacenté est formé de
toutes les semi-normes multiplicatives &(iFy, ..., Ty)] qui sont majorées pdr(ces derniéres prolon-
geant nécessairement la valeur absoluk)de

2) Considérons un corps non archimédienquel que soit I'espadé-analytiqueY, on désigne par
0y, le faisceau d&°-algébres sur le sitég tel que, pour tout domaine analytiqueC Y, 03 (V) soit
I'ensemble des sectiorfse Oy (V) vérifiant| f(x)| < 1 pour tout poini € V. Si maintenanf est un
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K°-schéma formel localement de présentation finie, la démonstration précédente s’adapte facilement
pour établir que le foncteudPy de la catégorie des espadesnalytiques dans celle des ensembles,

gui a un espack-analytiqueY fait correspondre I'ensemble des morphismes de sites localéfient
annelest — (Yg, 0y ), est représentable. Cela fournit une autre description de I'e¢pacalytique

« fibre générique » d& introduit dans l'article B].

3) Comme cela a déja été dit, la définition/proposition précédente est la reformulation, dans un
cas particulier, de la construction par Berkovich d’une « fibre générigque » pour une certaine classe de
schémas formels4]). Le changement terminologique introduit se justifie par le désir de conserver a
I'expression « fibre générique » une signification adéquate dans la situation ici considérée.&

PrRoOPOSITION 1.4. — Considérons uk-schéma formel localement algébrigiie

1. SiX est le complété formel d’ukrschéma localement algébrigiele long d’un sous-schéma
ferméY et sij: X — X est le morphisme canonique daf&chAlg, )", le morphismej= réalise un
isomorphisme d&= sur 'ouvertry *(Y) deX> et le diagramme de morphisme de sieannelés

i3
j
X3 = x3

X=X

est commutatif.
2. Désignant paiy : X5 X l'immersion fermée canonique, le morphisije X3 — X= est une
immersion fermée d’espacksanalytiques.

Démonstration. 1. Cette assertion a été établie au cours de la démonstration de la proposition 1.2
lorsque le schémA est affine et le cas général s’en déduit tout de suite en considérant un recouvre-
ment deX par des ouverts affines.

2. On se rameéne au cas du complété forihdlun k-schéma algébrique affidé= Spe¢A) le long
du ferméY =V (3J) définit par un idéali deA. La fibre spéciale d& est lek-schéma algébriqué et le
composé des morphismes canoniquels-dehémas formelg = X — X — X est 'immersion fermée
définie par I'épimorphisme : A — A /7. Il en découle que le composé du morphisme: X3 — %
par limmersion ouverté&-= — X= est le morphisme d¥- = .7 (A/J) dansX= = . (A) défini par
I'épimorphismep; c’est une immersion fermée d’'espadeanalytiques et il en est donc de méme
pourix. O

PROPOSITION 1.5, — Etant donné urk-schéma localement algébriqde il existe un morphisme
d’espaces localemeftannelés et un seuy : X= — X qui satisfasse & la condition suivante : quel
que soit 'ouvert affindé) de X la restriction du morphismex au domaine affinoide)= est le mor-
phismepyU= — U.

Démonstration. Il suffit de vérifier que les morphismes d’espakdscalement annelésy : U7 —
U c X associés aux ouverts affines dese recollent, c’est-a-dire que, pour tous ouverts affihds
deX tels queV c U, le diagramme naturel (dans la catégorie des espalmemlement annelés)

2 P
V-—">U

pvl ipu

V—~U
est commutatifj désignant I'immersion ouverte canonique. Tel est bien le cas car les morphismes
d’espacek-localement annelésy o i- etio py de V- dansU induisent le méme homomorphisme
del(U,0y) =T (U,0x) dansl (Vb,0\z) =T (V,0v) =T (V, 0x), a savoir 'Thomomorphisme de
restriction. 0
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(1.2.2) La seconde assertion de la proposition 1.4 conduit naturellement a la définitiorfilee la
génériqued’un k-schéma formel localement algébrique.

DEFINITION ET PROPOSITION 1.6. — Etant donné uk-schéma formel localement algébrigiie
safibre génériquest I'espace-analytique induit patk= sur 'ouvert x= — X3;onla noteXy.

Si X et9) sont deux objets d¢SchAlg,)" et f : X — ) est un morphismadique f=(X,) C 9,
etl'on notef;, le morphisme induit d&, dansQ),.

On dispose ainsi d’un foncteur « fibre générique » de la catég@itAlg)2 — dont les objets
sont lesk-schémas formels localement algébriques et dont les fleches sa&nhiephismes adiques
— dans la catégorie des espadeanalytiques.

Démonstration. Soientf : X — 2) un morphisme adique entre deux objets 8ehAlg)” et J un
Idéal de définition d&)) ; commeJ = f‘l(J) est, par hypothése, un idéal de définition Xlef-

envoie l'ouvertX, = X2 —V(J) dex= dans l'ouvert), = 9= —V(J) de-. O
Remarque 1.7 — Au sens de la définition précédente, la fibre générique kf'schéma localement
algébriqueX estvide O

1.3. Propriétés

(1.3.1)L’espace de BerkovicK- d’un k-schéma localement algébrigdeposseéde un certain nombre
de propriétés élémentaires, regroupées dans la proposition suivante.

PROPOSITION 1.8 — SoitX unk-schéma localement algébrique.

1) Pour toutx € X=, le pointry (x) deX est une spécialisation du poipk (X) : rx(X) € {px(X)}.
Réciproquement, étant donnés des pofnes{ dansX tels quel € {&}, il existe un poink dansX-
tel quepx (x) = & etrx(x) =¢.

2) Etant donné un ouvert affing de X, tout pointx dep;l(u) définit une semi-norme multiplica-
tive surdx (U), bornée si et seulementrsi(x) appartient aU. Le pointx induit en outre une valeur
absolue non archimédienne sur le corpx (X)) qui coincide avec la valeur absolue triviale dur
Le corps non archimédies?’(x) est le complété de(px (X)) pour cette valeur absolue.

3) Quel que soit le poinf de X, lintersection des fibrepy (&) etry (&) est réduite & un point,
notéo (&) auquel correspond la valeur absolue triviale sur le cords ).

Tout pointx de X tel que la valeur absolue du corps non archimédigf{x) soit triviale est de la
formeo (&), & € X.

4) Etant donné un poin§ dansX, le sous-espace topologiqu;@l(f) de X~ est localement com-
pact et son adhérence daKs est

U (@)

&eX
& —é
Démonstration. Il suffit de démontrer ces assertions lorsque le schérast affine, d’anneaA.

1) Puisquepa(X) ={f € A | |T|(X) =0} Cra(x) ={f € A||f|(X) <1}, ra(X) est, pour tout point
xdeX==.#(A), une spécialisation dex (x) dansSpedA).

Considérons réciproquement deux poifit§ dansX tels que € {&} et désignons pa¥ le sous-
schéma fermé integre dede point génériqué. Comme ce schéma est noethérien, il existe un anneau
de valuation discret® et un morphismé&pe¢R) — Y envoyant le point générique séret le point
fermé sur ([EGA], Chap. Il 8 7, proposition (7.1.7)) ; munissant le corps des fractiodeR d’une
valeur absolue associée & la valuation, le morphiSpegK) — Y < X définit un pointx dansX-
tel quepx (x) = & etrx(x) =¢.

2) C’est immédiat.

3) Quel que soit le point deX=, I'égalitéry (x) = px (x) = £ est équivalente a la condition

(VieA), ((f(§)=0 « (fl(x)=0) < (Ifl(x)<1));
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il y a donc, pour tout poin€ € X, un et un seul point dangl(f) mp;l(f), a savoir celui défini
par la semi-norme multiplicative sér provenant, via ’'homomorphisme canonicgfe— k(¢ ), de la
valeur absolue triviale sur le corps résidu¢€ ) du pointé.
Nous pouvons ainsi définir une applicatiorde X dansX= en posanty*(§) Npy (&) = {o(&)}
pour touté € X. Il est clair que I'image de cette application est 'ensemble des pridéesX- tels
que la valeur absolue du corps non archimédi€(x) soit triviale.
4) Ayant muni 'anneawy ¢ de la norme triviale, ’homomorphisme canoniqe— 0 ¢ donne
lieu a une application continue et injective.# (Ox ¢) — X= = .#(A), dont l'image, on le vérifie
facilement, est précisément le sous-espace
U @)
&eX
& —é
deX-=. Lespace topologiqueZ (Ox ¢ ), étant le spectre d’un anneau de Banach commutatif, est com-
pact (1], théoréme 1.2.1) ; il en découle queéalise un homéomorphisme sur son image, qui est en
particulier un sous-espace ferméxfé. La compacité locale du sous-espa;é(é ) deX= est claire :
il s’agit de I'image, par 'lhoméomorphismedu sous-espace

{xeOxe | 1T(X)| <1, fems}

du compact# (0x ¢) et, I'idéal m; étant de type fini, ce sous-espace est ouvert, donc localement
compact.

Pour établir que le sous-espace fermé
U @)
&eX
& —é
deX= est I'adhérence de (&), il reste a vérifier que tout fernfédeX= = .# (A) contenant, (&)
contient égalemerrg;l(u,f), oulUg = {&' € X | &' — &} estI'ensemble des générisationsédddans
X.

CommeF est l'intersection des domaines analytiques compacts le contenant, on est ramené au cas
ou F est un domaine analytigue compact. S6itine extension non archimédienneldsatisfaisant
aux deux conditions suivantes :

- K=Kk;

- Fc = pg/lk(F) est une réunion finie de domaines strictentéraffinoides deX=&yK, Pk dési-

gnant la projection canonique de'®K surX.
L'espaceK-analytiqueX=&K est la fibre générique dd°-schéma formel affine, plat et de présenta-
tion finie
X = X xgpfik) SPAK®) = SplA&KK?)

(2.1.10, dont la fibre spéciale est canoniquement isomorpieZiaprés un théoreme de M. Raynaud
([10], Theorem 1.5), il existe un éclatement admissible) — X et un ouvertU de ) tels que
Fi =1g'(U).

Désignant palJ, I'ensemble des générisations d’un pafntie?), il est facile de vérifier I'égalité

{efs(§)

Linclusion D est claire car, sV est un ouvert d&X contenant le poin€, f;1(V) est un ouvert de
92)s contenant chacun des points de la filige(&). Linclusion réciproque découle de la propreté
du morphismefs : étant donnés une générisatibhde & dansX et un point{’ dansQ)s tel que
fs(¢’) = &', 'image parfs du fermé{{’} de s est un fermé deX contenant le poin€’ et donc
également sa spécialisatién il existe ainsi un poinf dansfs (&) tel quel’ € U,.
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La conclusion s’obtient maintenant aisément en considérant le diagramme commutatif

N r
X:®kK 2. Vs

pK/ki l fs

X3T>

Le ferméFg = pg/lk(F) contient par hypothése

P (T3 (8)) =yt (fs(&)) ;

comme il coincide avec I'image réciproque de l'ouvdrtieJ)s par I'application de réductiony, U
contient donc la fibre dé; au-dessus du poirdt et par conséquent I'ensemble

U Y
Lefst(é)

des générisations des points de celle-ci. Vu I'identité établie au paragraphe prédéderitent ainsi
fs1(Ug) ; on obtient par suite I'inclusion

P (T (Ug)) = 1t (Fs H(Ug)) C Fi,
puis
ryt(Ug) CF.
La démonstration est achevée. O

Disons également un mot sur les relations entre les espaamealytiquesX@" et X= associés & un
k-schéma localement algébrigXe

PROPOSITION 1.9. — Etant donné urk-schéma localement algébriqué, on désigne paix :
X2 — X2 |e morphisme d'espacdsanalytiques défini par le morphisme d’espagescalement
annelésgy : X7 — X.

1) Pour tout ouvert affiné) deX, |a restriction deix au domaine affinoide= est un isomorphisme
sur un domaine affinoide a€™".

2) Le morphisméy réalise un isomorphisme - sur un domaine analytique dé?" (resp. sur
X2a") si et seulement si leschémaX est séparé (resp. propre).

3)Sif : X — Y estun morphisme deschémas localement algébriques, le diagramme naturel

xj iX > Xan

f:l lfan

J—»
Y iY Yan

est commutatif.

Démonstration. 1) SoientU un ouvert affine deX, d’anneauA, et choisissons une présentation
| —K[T4,...,Ty] — A de ce dernier. Le morphisme

g AR = — AR "

réalise un isomorphisme déy’ J= A (K[T1,...,Tpn]) sur le domaine affinoid&(0,1) = {|T1| <
1,...,|Tnl <1} de A} ®"; commeU- (resp.U?") est le sous-espace analytiqueﬁq}): (resp.Ay®")
défini par I'idéall etix estle morphisme induit pagp, il en découle quéx réalise un isomorphisme
deU-= sur le domaine analytiqud®™n E(0,1). Ce dernier est donc en particulier un domaine affinoide
de Xan,



2) Limage deix est un domaine analytique 3" etix réalise un isomorphisme @€ sur son
image si et seulement I'application sous-jacente est injective.

Considérons des poinisety dansX2" et X- respectivement et notons. Spe¢.7#(x)) — X et
y: Spe¢s#(y)°) — X les morphismes qu'il définissent; I'égalitg(y) = x a lieu si et seulement si
A (X) = J(y) et si le diagramme naturel

X

Spe¢A(y)) ——= X

|

Spe¢.#(y)?) — Spedk)

est commutatif. La conclusion découle donc d’une application directe du critere valuatif de séparation
([EGA], Chap. Il 8 7, proposition (7.2.3)) : & est séparé (sW), il existe au plus un poing dans
X tel queix (y) = Xx; réciproquement, si I'applicatioiy est injective, le morphisme structuvél—
Speck) est séparé. Notons que, vu le premier point de la proposition précédente et la démonstration
du critére valuatif de séparation, il est suffisant de considérer les anneaux de valédiigny € X-.

Utilisant le critére valuatif de propreté{GA], Chap. Il § 7, théoréme (7.3.8)), le méme raisonne-
ment permet de montrer qise réalise un isomorphisme g€ surX2" si et seulement si le-schéma
X est propre.

3) Cette assertion est évidente. O

(2.3.2)La notion de fibre générique d'uaschéma formel localement algébrigéegue nous avons
introduite a la définition 1.6 a la propriété fondamentale d’étre invariante relativement aux éclatements
centrés dans la fibre spéciale e

PROPOSITION 1.10. — Soientf : X’ — X un morphisme d&-schémas localement algébriques et
Y un sous-schéma fermé He On désigne paik (resp.X’) le complété formel dX (resp.X’) le long
deY (resp.f~1(Y)) eton notef : X' — X le morphisme (adique) deschémas formels induit pdr.

Si le morphismd est propre et s'il réalise un isomorphisme de I'ouvéft— f~1(Y) sur I'ouvert
X —Y, le morphisme d'espacetsrsanalytiquesﬂ7 : 3617 — X; estun isomorphisme.

Démonstration. Il s’agit de prouver que le morphisme d’espakemalytiquesf- : X'2 — X3 induit
un isomorphisme de I'ouvedt], = ryH(f=1(Y)) — (f71(Y))= sur l'ouvertX, = rg*(Y) —Y=. On se
raméne immédiatement au cas ou le sch&nesst affine, d’annead, et ouY =V(g), g € A; nous
procédons alors en deux étapes.

Premiere étape— L'application sous-jacente au morphisrfAHaest bijective.

Considérons en effet un poixtlansX,, et désignons pat: Spe¢.7Z’(x)°) — X le morphisme qu'il
induit. Lappartenance dea X, se traduit par la propriété suivante : le point fermé du schéma local
Spe¢.7’(x)°) est envoyé dans le fermde X tandis que I'image de son point générique appartient a
I'ouvert X — Y. Puisque le morphismeréalise un isomorphisme d€ — f~1(Y) surX — Y, il existe
un unique morphism8pec.#(x)) — X' localisé danx’ — f~1(Y) tel que le diagramme

Sped. (X)) — X’

R

Spe¢.#(x)°) ——= X

soit commutatif et, comméest en outre propre, il existe alors un unique morphigrde Spe¢.72’(x)°)
dansX’ tel quef o ¢ = x. Le morphismep définit un pointx’ dansX’= — (f~1(Y))? tel querx:(X) €
f-1(Y)etf3(x)=xou, deAmaniére équivalente, un pathtlansX, tel quefy (x') = x. L'application
sous-jacente au morphisnfig est ainsi bijective.
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Notons explicitement le fait suivant, que nous venons de justifier et que I'on utilisera dans la
suite de la démonstration. Etant donné un peirdans X, il existe un unique morphisma :
Spec.#(x)) — X' localisé danX’ — f~1(Y) tel que f oA = x; en outre, pour tout ouvert affine
U de X’ dans lequel est localisé, la semi-norme multiplicative sfig (U) définie par 'homomor-
phismeA* : Oy, (U) — 7 (x) estbornée

Seconde partie— Nous allons maintenant établir I'assertion suivanteV sst un domaine af-
finoide dansxy,, f2(V) est un domaine affinoide dad, et le morphisme induiv — f3(V) est
un isomorphisme. Jointe a la bijectivité de I'application sous-jacente, cette propriété garantit que le
morphismeﬂ7 est un isomorphisme et la proposition sera donc démontrée.

On se raméne tout de suite au cas d’'un domaine affindidentenu dang§)-, U étant un ouvert
affine deX’=, d’anneauA. Désignons pah\, I'algébre affinoide d&/, para le k-homomorphisme
deA dansA/, obtenu en composarit : A — A’ par 'homomorphisme canoniqu€ — A/, et notons
hy (resp.hfg(v)) le foncteur de la catégorie des algébkeaffinoides dans celle des ensembles, qui
a une algebr® associe I'ensemble des morphismg§B) — .# (A’) (resp..# (B) — .# (A)) dont
limage est contenue dais(resp. dandj(V)). Le résultat que nous devons démontrer est équivalent
a chacune des assertions suivantes :

— le couple(Ay, B) représente le fonctetw;s v, ;
— le morphisme de foncteuhy — hysy induit parf#: A — A’ est un isomorphisme.

SoientB une algebrek-affinoide et¢ : A — B un k-homomorphisme borné tel que I'image du
morphisme correspondat : .7 (B) — .#(A) soit contenue dang>(V). Puisquef-(V) est inclus
dans louvertX, = {x € .Z(A) | 0 < |g|(x) < 1} de X= = .Z(A), 0 < |$(g)|(y) < 1 pour tout
pointy de.# (B) ; en particulierg (g) est un élément inversible deet ¢ se factorise donc a travers
I’'homomorphismeA — Ag4. Posanty = f#(g), ’lhomomorphismef# : A — A’ induit par hypothése
un isomorphisme dé g surAé, ; il existe donc urk-homomorphisme et un seyl: A’ — B tel que
Yo f# = ¢. Quel que soit le poiny de .#(B), le morphismeA : Spe¢.#(y)) — U = SpecA’)
déduit dey est localisé dans I'ouveld — V(g') = UN (X' — f~1(Y)) et f o A estle morphisme défini
par le point¢ (y) de.# (A); d’aprés la remarque concluant la premiére étape, le morphisest
bornéet I'on a ainsi|(f)|(y) < 1 pour tousf € A’ ety € .#(B). Ceci implique I'existence d’un
nombre réel strictement positdf tel que||y(f)||g < C pour toutf € A’ ([1], proposition 2.1.4) : le
k-homomorphisma estborné

Nous venons de prouver que, pour toute alg&kaéfinoideB, I'application

hv(B) — h2(yy(B), ¢+ ¢ o £,

est une bijection. Le morphisme de fonctebys— hys ) induit par f# est donc un isomorphisme,
ce gu'il fallait démontrer. O

Remarque 1.11 — Voici une démonstration plus courte de la proposition précédente. S'étant ra-
mené au cas ou le schéaest affine, observons que le schéXiast séparé car le morphisnest

propre — donc séparé. En vertu de la proposition 1.9, on dispose dans ces conditions d'un diagramme
commutatif

/3 X x/an

f:i lfan

a an
X T>X

et les morphismei, ix: réalisent des isomorphismes sur leurs images. Corinduit un isomor-
phisme deQ’ = X’ — f=1(Y) surQ = X — Y, f3induit un isomorphisme de I'ouvert
Q/an _ X/an_ (f_l(Y))an _ X/an_ (fan)—l(Yan)
sur
Qan — Xan_ Yan
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et il en découle qud= induit un isomorphisme d&/, = ry'(f~1(Y)) N Q" sur son image dans
Xy =1 H(Y)NQAn

|l reste & s’assurer de la surjectivité tfé qui découle de la propreté du morphisff. premiére
étape de la démonstration précédente). &

(2.3.3)Nous achevons ce premier chapitre en établissant deux résultats plus techniques dont nous
aurons a nous servir ultérieurement.

PROPOSITION 1.12 — SoientX,Y deuxk-schémas localement algébriquesfetX — Y un mor-
phisme quasi-fini et plat.
1) SoitD ¢ Y- un domaine affinoide. &= (f=)~1(D) ¢ X= est un domaine affinoide,

F(E) c (f9)7H(r(D)).

2) Quel que soit le poinf de X, le morphisme d’espacésanalytiquesf : X= — Y= induit une
application du sous-espace topologiqqé(f) dans le sous-espace topologiquyel(f(f)) qui est
surjective, ouverte, propre et a fibres finies.

Démonstration. Il suffit de démontrer ces assertions lorsguet Y sont quasi-compacts.

1) SoitK une extension non archimédiennekddont la valeur absolue est non triviale et telle que
Dk = D®kK etEx = E®gK soient des espaces strictemBraffinoides. Les espac&sanalytiques
X7 = X7&kK et YR = Y=&kK sont les fibres génériques (au sens de BerkovaihdpsK°-schémas
formels de présentation finke = X&¢K° etQ) = Y ®¢K° respectivement et 'on noteg : Xg — Y
et fgo : X — ) les morphismes induits pdr

En vertu d'un théoréme de Raynaud, Theorem 1.5), il existe un éclatement admissihle—
) ainsi qu'un ouvert affine/ de ) tel queDk soit I'image réciproque d& par I'application de
réductionry: : Y§ =2, — 2. On notefy. : X’ — 2’ le morphisme déduit dé- par le changement
de bas€)’ — 9). Tout commef, fx- et ;. sont des morphismes quasi-finis et plats.

Le domaineK-affinoideEx = (f2) " (E)&xK de X3 est l'image réciproque dBy par f2; vu le
diagramme commutatif

Iy
Xg —— &/

f}%l l fio

YE I'@/ 2)/ ’

c’est donc également 'image réciproque par I'application de réductiate I'ouvertU = (fj.) (V)
du schéma forme})’.

Le morphismef. étant quasi-fini et plat, I’ensembﬂé,o) des points génériques de la fibre spéciale
du schéma formel = xfu estI'image réciproque de I’ensemlﬂéo) des points génériques de la fibre
spéciale du schéma formt®l = 2),,. On a donc :

M(Ex) C rgt(Wd”) = (1) Hrgh(wd)) = r(Dx)

etla conclusion vientde ce qi€D) (respI (E)) estl'image dé (Dk) (resp.I' (Ex)) par la projection
canonique d®k (resp.Ex) surD (resp.E).

2) Le schéma étant noethérien et le morphisnfigdtant de type fini, nous pouvons recourir au
chapitre Il 8 4 de EGA] et appliquer le corollaire (4.4.5) du théoréme (4.4.3) (« Main Theorem »
de Zariski) : il existe un voisinage ouvert dedansX qui est isomorphe a une partie ouverte d’'un
Y-schéma fini suiY. Il est donc loisible, pour démontrer la seconde assertion de la proposition, de
supposer gue le morphisnieestfini; on peut également remplacéretY par des voisinages affines
deé et f(&) respectivement. Sous ces conditions, le morphimex= — Y- est fini et plat en vertu
de la proposition 3.2.1 de2] et I'application continue sous-jacente est donc ouverte (proposition
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3.2.7 du méme article), a fibres finies et surjectiié, Gorollaire 2.1.16). Elle est évidemment propre
puisque les espaces topologigieset Y- sont compacts.

Limage réciproque du sous-espacgh(f(&)) par f= est la réunion des,*(¢’), & parcourant
I'ensemble des points de la fibre fl@u-dessus dé(¢). La topologie induite sur 'image réciproque
Q der, }(f(€)) par f= fait de chacun de ces sous-ensembles une partie ouverte et fermée : en effet,
quel que soit le poinf’ dansf—1(f(&)), les sous-espaces

U @et U (@
(eX {eX
(=& &=

de X~ sont respectivement fermés (proposition 1.8) et ouverts (anti-continuité éetous deux ont
pour tracery*(&’) surQ. Lapplication continue dey (&) dansry!(f(&)) induite parf= est donc
ouverte et a fibres finies; elle est également propre puisque les adhéremgegédeet ry(f(€))
sont des sous-espaces compactX%Ieth.

Pour établir la surjectivité de cette application, il suffit de savoir que I'homomorphi%?ne
Oy t(g) — Ox ¢ induit un homomorphisméni apres passage aux compléteéSGRA], Chap. Il §
6, proposition (6.2.1) et Chap. | § 0, 7.4). Soit en effet un ppitansY- tel query (y) = f(&) et no-
tonsxy : Oy 1(g) — 7 (y) 'homomorphisme qui lui est associe ; celui-ci est a valeurs dans I'anneau
J(y)° des entiers du corps non archimedi#f\(y) et 'homomorphismexy : Oy sy — H(y)° est

local, donc se prolonge au complété s )-adique dedy ¢ s). L’anneau@/’x\g ®m) S (y) est une

A (y)-algébre finie et non nulle ; & est le corps résiduel de I'un des ses idéaux maximausx, il existe
un unique prolongement de la valeur absolueZdéy) aK et, commef induit un morphisme propre

Spec{ﬁ/;(g) — Speogm)), il existe un (unique) homomorphisme locg) : ﬁ/’x\g — K° tel que
X{,o f? = Xy. La semi-norme multiplicative induite pa((, sur Oy ¢ est bornée et elle définit un point
x dansX- tel query (x) = & et f2(x) =Y. O

2. L' ESPACE DE BERKOVICH D 'UNE VARIETE TORIQUE

Dans ce chapitrek est un corps que I'on voit comme un corps non archimédien en le munis-
sant de la valeur absolue triviale. On considerekdare déployérl, de groupe des caractergls=
Homy_g((T,Gm), et unek-variété toriqueX, c’est-a-dire urk-schéma algébrique intégre muni d’'une
action deT et possédant une orbite ouverte.

Les orbites d& dansX sont des sous-schémas integres localement fermés dont les points géné-
riques forment un sous-ensembleXiaoté=(X). Six est un point deX, on désigne pad(x) I'orbite
deT dansX contenank.

Pour tout caracténm: T — Gmy = Speck[S, S™1]), on posexm = n*(S).

Une structure debne rationnelsur un espace topologique est par définition la donnée d’'un
groupe abélien libre de type fii et d’'un homomorphisme injectik : L — C%(C,R~) tel que
I'application tautologique

AY: C— Homap (C,Rx0)

réalise un homéomorphisme sur un sous-cone rationnel de I'espace vectotimréel R~ o), c’est-
a-dire une partie de la forms | u(¢1) < 1,...,u(¢y) <1}, 41,...,4, € L (notation multiplicative).

On dira queC eststrictement convexsi A V(C) ne contient aucune droite. Sous cette condition,
il existe un semi-groupe de type fiic L engendrant. et tel que I'applicatiom v réalise un ho-
meéomorphisme d€ sur I'ensembleHomyon (8,]0,1]) des morphismes de monoides unitairegde
dans|0, 1] muni de la topologie engendrée par les évaluations u(s)), s€ S. La compactification
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canoniqueade C est par définition I'immersion ouverte
C == Homon (S, ]O, 1]) — HomMon (S, [07 1])

2.1. L'éventail d'une k-variété torigue et sa compactification

(2.1.1)L’action de T sur X donne naissance & une actionldgroupe analytiqud- sur X=. Le
groupeT-(k) = T(k) desk-points deT- opére par automorphismes sur I'espealytiqueX- et
I'on dispose en outre d’un endomorphisme remarquglale 'ensemble sous-jacenia
DEFINITION 2.1 — Etant donné un point dansX-=, p(x) est 'image par I'application canonique

T2k (X) = T2 x M (A (X)) — T x X= = X
de I'unique point de Shilov de I'espacé (x)-affinoideT-&y. 7 (X).
Remarque 2.2 — SoitK/k une extension non archimédienne.

1. L'espaceK-affinoide E = T?®K posséde un unique point de Shilov darest leK-schéma
intégreT @k K.

2. Sia:.#(K) — X= est un morphisme localisé au pointle X=, p(x) est limage du point de
Shilov deT-&¢K par le morphisme

TI8K = T x #(K) 2 T2 5 x2 s %3

(oumest I'action deT= surX?). &
La continuité de I'applicatiop sera établie un peu plus loin.
PROPOSITION 2.3. — (i) L’'application p satisfait & la conditiorp? = p ; son imageS (X) est donc
'ensemble de ses points fixes :
S(X) = {xe X7 | p(x) =x}.
ii) Si un poinix deX- est fixé pap, il est fixe sous I'action du groupg(k). L'assertion réciproque
est vraie dés que le corfest infini.
Démonstration. (i) Etant donné un point de X=, considérons les points de Shilov respedfifst z
deT= x . (# (X)) etT= x T2 x .# (7 (x)) et notonsa le morphisme canonique
M(H(2)) — T x T2 x X

défini par le pointz. Nous allons vérifier que les morphismas (mx 1) o o et mo (1 x m)jrca de
M (A (2)) dansX= sont localisés aux poinfs(x) etp?(x) respectivement, de sorte que la conclusion
découlera directement de la commutativité du diagramme

T3 x T3 x X35> T2 x X3

1Xml lm

T x X? —f— X2

Commencons par I'observation préliinaire suivante : quelle que soit I'extension non archimédienne

K/k, le morphisme
mx1: T2 x T2 x.#(K) — T x #(K)

envoie le point de Shilov d&= x T= x .# (K) sur celui deT- x . (K) et, identifiant la fibre de la
projectionpr,g: T= x T= x .# (K) — T= x . (K) au-dessus du point de Shilowde T= x .7 (K) avec
T= x . (' (0)). En vertu de la caractérisation du bord de Shilov d’'un espace strictement affinoide
rappelée erf1.1.8), il s’agit d’'une reformulation des assertions analogues pour les points génériques
des schémas intégr@s< T x SpecK), T x SpedK) etT x Spe¢.#(0)).

Nous pouvons maintenant achever la démonstration.
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- D'aprés ce que I'on vient de dire, le morphismex 1 envoie le poinz de T2 x T7 x X= sur le
pointy de T= x X- et le morphismeno (mx 1) o a est donc localisé au poipix) deX-.

- D’un autre c6té, on sait également que le paiest envoyé swy par la projectiornpr,s : T2 xTAx
X2 — T2 x X= et qu'il s'identifie au point de Shilov der,3 (y) ~ T2 x . (#(y)). Vu le diagramme
commutatif

1
TIx T X2 T T2 X3

Drzsl l pr2

T x X2 —7—> X3,

le morphismepr, o (1 x m) o a est localisé au poinm(y) = p(x) deX= et1 x menvoiez sur le point
de Shilov deT= x . (#(p(x))) ; le morphismemo (1 x m) o a est donc localisé au poip{p(x)) de
X=.

(i) Considérons un point dansX- et un élément de T=(k) = T(k). Lautomorphisme d&- que
définitt est la fleche

X3 = (k) x X3 ZEe T3 xT —= %3
et, désignant également gdtautomorphisme « multiplication par> deT=, le diagramme

TI X M (A (X)) — T2 x XT > X3

v ml lt

T2 X M (A (X)) — T2 x XT > X3

est commutatif. Comme I'automorphisrhe 1 de T= x . (2 (x)) fixe nécessairement le point de
Shilov de cet espace affinoide, nous obtenons l'identité

t(p(x)) = p(x)

et en déduisons que chacun des point&¢¥) = p(X-) est fixé par le group&=(k) = T(K).
Supposons maintenant que le cokmit infini et soitx un point dexX- fixé par le groupd=(k) :
Iapplication T2 x . (2 (x)) — T= x X= — X envoie le sous-ensemble’ (k) x .# (7 (x)) sur
le pointx. Cette application étant continue et le poirgtant fermé, tout point d&= x .# (7 (x))
adhérent &=(k) x . (7 (x)) a pour image. Comme le corpk est infini, le sous-ensemblgk) x

Spe¢.77(x)) deT x Spe¢.7(x)) est dense et il découle alors du lemme suivant que le point de Shilov
deT= x.#(#(x)) est adhérent &=(k) x . (2 (X)), ce qui implique I'égalitép(x) = x. O
LEMME 2.4, — SoientK/k une extension non archimédienne3etin sous-ensemble de@K ;

si image deX par I'application de réduction : T2&K — T @k K est dense, le point de Shilov de
T2&yK est adhérent X.

Démonstration. Le point de Shilowy deT3®kK est 'unique point dont I'image par I'application de
réductionr est le point génériqué du K-schéma integrd ® K. Fixons un voisinage ouvef? de
y; lorsqueU parcourt I'ensemble” des voisinages ouverts dg lesr~1(U) forment une famille
de sous-espaces fermés &K d'intersection vide avec le compat®K — Q et il existe donc
U e % tel quer1(U) c Q. Si le sous-ensembigs) de T K est densex N Q + 0 et le point de
Shilov deT=&yK est adhérent a. O

Quelle que soit I'extension non archimédientgk, le point de Shilov de I'espadé-affinoide
T&kK est 'unique élément de I'image réciproque du point generquIé-duhema integré 2K par
I'application de réductiom= &K — T @ K. Cette observation suggére de considérer I'application
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p: X — X, associant a un point € X I'image du point générique d€ ®k k(x) par I'application
canonique
TRkK(X) = Tx X — X.
PrRoOPOSITION 2.5, — 1. L’application p est un endomorphisme de I'espace topologique sous-
jacent aX, vérifiantp? = p.
2. Six est un point de&X, p(x) est le point générique de 'orbite dedansX contenani.
3, Les diagrammes naturels

%3 —" o %3 et x3 2o ¢
I L

sont commutatifs.

Démonstration. 2. L'orbite d’'un pointx de X sousT est une partie localement fermée Xequi
coincide avec I'image du morphisme

TRK(X) —> T x X > X;

comme le schém@ ®y K (x) est irréductible, cette orbite est irréductiblepgx) en est le point géné-
rique.

3. Fixons un poinx dansX=. Identifiant T= x X= et (T x X)= via I'isomorphisme canonique
(TXX)? — T2 x X3, les diagrammes

T2 x X3 22 %3 et TIxxIT—x3
el b L

sont commutatifs. On déduit du premier quenvoie le point de Shilov d&= x ./ (27 (x)) - identifié
a la fibrepr, *(x) — sur le point générique dex Speck (p(X))), et du second découle alors I'égalité

p(p(x)) = p(P(x)).
On prouve de méme I'égalité(r (x)) = r(p(x)).

1. La continuité de I'applicatiop se déduit facilement du point 2 : étant donné un feF@ X,
p~1(F) est la réunion des orbit&(& ), & € =(X)NF; c’est également la réunion de leurs adhérences,
et il s’agit donc bien d’un sous-ensemble fermédpuisque I'ensemblg(X) NF est fini.

Lidentité p?> = p se démontre de facon analogue a I'idengité= p (proposition 2.3); elle s’en
déduit d’ailleurs directement via le point 3, en vertu de la surjectivité de I'applicati@u de I'ap-
plication de réductiom). O

COROLLAIRE 2.6. — Pour tout pointé € =(X),
&(X)Np~HO(§)) =6(X)Np~H(&) et &(X)Nr H(0(&)) = &(X)Nri(&).

Démonstration. Ce sont des conséquences directes des propositions 2.3 et .8stsin point de
S(X) tel quep(x) appartienne a l'orbit®© (&), x = p(x) etp(p(X)) = p(p(x)) est le point générique
de celle-ci, c'est-a-diré ; on prouve de méme I'égalit®(X)Nr—1(0(&)) = &(X)Nr~1(&). O
Remarque 2.7 — Le point de Shilowg de T~ est « culminant »feakedl au sens de Berkovich —
quelle que soit I'extension non archimédieridek, la norme de l&-algébre de Banach? (x) @K
est multiplicative — ep est I'application

X3—>X:‘, X lg*X

définie au paragraphe 5.2 dg.[ )
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Nous allons maintenant décrire explicitement le sous-ense@iie de X-.

(2.1.2)Désignons paKg I'orbite ouverte deT dansX et soitV un ouvert affine invariant dX ;
Xo est contenue dans et s’identifie a I'orbite ouverte d€ vu comme variété torigue soills Fixons
une immersion ouverte équivariante T — X; j(T) = Xo et 'homomorphisme” : ['(V, 0x) —
(T, 0r) = kM] identifiel" (V, Ox) a I'algébrek[S] d’'un semi-groupe de type fit8 C M engendrant
M. Notons qug* réalise un isomorphisme du groupgXo, & ) sur le groupé (T, 07 ) =k*M, donc
del (Xo, O )/K* surM, et que le semi-groups est I'image dd (V, Ox) NT (Xo, Oy ). Observons
enfin que, vigj#, I'action deT surV provient de 'lhomomorphisme

k(S — k[S| @k Kk[M], Z amXm — z amXm @ Xm-
meS meS
On désigne paHomuon(S, [0, 1]) I'ensemble des morphismes de monoides unitairéS ains|0, 1]
— c'est-a-dire les applications: S — [0, 1] telles queu(s+S) = u(s)u(s’) etu(0) = 1 —, muni de la
topologie engendrée par les évaluations- u(s)) que définissent les éléments$le
LEMME 2.8. — L'application p stabilise le sous-ensemble? de X-= et, quel que soit le point e
V=, p(x) est le point d&/- correspondant & la semi-norme multiplicative

K[S| — R>o, > @mXm— Max|am||Xml(x)-
HiSs meS
Démonstration. La premiére assertion découle simplement de ce que I'actid” derr X stabilise
V-. La seconde est de vérification immédiate : le point de ShiloVtey. /7 (x) = .# (A (x){M})
correspond a la semi-norme

A (X){M} = Rso, S am¥m— max|am|

et la semi-norme induite s#fS| via ’homomorphisme
KIS — k[§ @xk[M] — 2(x){M}, Zgame — Zsame(X)Xma
me me

qui correspond au poimt(x) deV=, est donc :

K[S| = R>0, ) @mXm— Max|amXm(X)| = max/am||Xm|(X)-
meS
O

PROPOSITION 2.9. — 1.L’applicationp est continue ; il s’agit donc d’une rétraction g€ sur le
sous-espace fern@(X).
2. Pour tout élémenti de Homyion(S, [0, 1]), I'application

J(u) :K[S = R=0, H amXm— max|am|u(m)
s meS
est une semi-norme multiplicative bornée et I'applicatiate Homyon(S, [0, 1]) dansV- ainsi obte-
nue réalise un homéomorphisme sur le sous-espace B(Mg= &(X) V- deV-.

Démonstration. 1. SiV C X est un ouvert affine invariant éte I' (U, 0x), la fonction réellg f| o p
surV- est continue en vertu du lemme précédent. La restrictignale ferméVv- est donc continue
et, puisqueX est recouvert par des ouverts affines invariants, I'applicgii@st continue. Comme
I'espace topologique sous-jacenxd est séparé, I'ensembi®(X) des points fixes dp est fermé et
p est une rétraction &= sur&(X) en vertu de l'identitdp? = p.

2. La premiere assertion se verifie facilement : étant donnée une applicat®n- R-o, I'appli-
cation

J(u) : kK[S] — R>o, z amXm — mn?x|am|u(m)

meS
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est une semi-norme multiplicative si et seulementSj C [0, 1]. L'applicationJdeHomyon(S, [0, 1])
ainsi definie est continue car, pour tout elémeeat ¥ .samXm € K[S], la fonction réelle

U+~ max|am|u(m)

surHomyion(S, [0, 1]) est continue ; I'injectivité dd est évidente puisquém) = | xm|(J(u)) pour tout
me M et il s'agit donc d’'un homéomorphisme du compgitimyon(S, [0,1]) sur son image dans
V-. Le lemme précédent montre que celle-ci contiéiiV/) = &(X) NV=, et il fournit également
linclusion réciproque : pour tout € Homyon(S, [0,1]), p(J(u)) est le point d&/= correspondant & la
semi-norme

KIS — R>o, n%Samxm = Max|am | Xm| (J(U)) = max|am|u(m),
doncp(J(u)) = J(u) etJ(u) est ainsi un point d& (V). O

PosonsSo(X) = &(X) N p~1(Xo) et Go(V) = (V)N p~L(Xo) = Go(X) NV-. Lapplication
J i Homuon(S,[0,1]) — &(V) introduite au point 2 de la proposition précédente réalise un homéo-
morphisme de I'ouvertiomyon(S,]0,1]) sur&o(V) — carp—1(Xo) NV- est précisément I'ouvert de
V- défini par les conditiongm # 0, me S — et munit donaS(V) d’une structure naturelle de cone
rationnel strictement convexe. En vertu de la discussion précédant le lemme 2.8, cette structure est,
de maniére équivalente, définie par I'application canonique

[ (Xo, 0%) /K — C¥(Go(V),Rx0), f = |[f]

et elle est donc indépendante du choix de I'immersion ouverte équivaijiante— X. Nous ve-
nons ainsi d’associer a tout ouvert affine invarfnt X un céne rationnel strictement convexe dont
Go(V) = &(V)Np~1(Xo) est 'ensemble sous-jacent .

PROPOSITION 2.10. — SoitV C X un ouvert affine invariant et rappelons qudésigne I'applica-
tion de réductionvV= — V.

1. Pour tout ouvert affine invariar) C V, Go(U) est une face du congo(V), d’ensemble sous-
jacent&o(V)NU-, et la correspondancd — Go(U) réalise une bijection de 'ensemble des ouverts
affines invariants d& sur I'ensemble des faces du c@g(V).

2. La correspondancé — Go(V)Nr~1(&) réalise une bijection de 'ensemdV) = =(X)NV
des points génériques des orbitesTdgansV sur 'ensemble des intérieurs des faces du a6pgV).

3. L'intérieur de Sp(V) correspond a l'unique orbite fermée davis

Démonstration. 1. Toute facd= du coneHomyon(S,]0,1]) s’écrit d’'une maniére et d'une seule sous
la forme

F= {uc Homvon(S,]0,1]) | up. = 1},
ou Pr est une partie d8 contenan® et telle que

(Vs,s €S, s+5 €Pr <55 €P);

de plus,F s’identifie canoniquement au cone rationnel strictement conk®m@von(Se,]0,1]), St
étant le semi-group8 — Pr C M, et la correspondande— Sg réalise une bijection de I'ensemble
des faces délomyion(S,]0,1]) sur 'ensemble des semi-groupes de type fini deinsontenantS.
Ces semi-groupeS' correspondent biunivoquement aux ouverts affines invaridntsV, de telle
sorte que le conGy(U) s'identifie aHomyon(S,]0, 1)) ; on obtient ainsi que la correspondatte-
Go(U) = Go(V) NU- réalise une bijection de 'ensemble des ouverts affines invarianté sler
'ensemble des faces du co6eg (V).

2. SiF est une face du cor®y(V) = Homyon(S,]0, 1)), le sous-schéma localement fermé et intégre
Or deV défini par I'annulation des sections, me S— P, et I'inversibilité des sectiongm, me Pr,
est une orbite souk dansV. LorsqueF parcourt 'ensemble des faces @g(V), les O recouvrent
V et toute orbite dd dand/ est donc de cette forme. L'image réciproqueQiepar I'application de
réductiorr étant définie par les conditiofygy| < 1, me S—Pr, et|xm| = 1, me Pk, Go(V)Nr—1(OF)



23

est précisément l'intérieur de la faEet, vu le corollaire 2.6, la correspondarfce: Go(V)Nr—1(&)
réalise une bijection de I'ensem@&V) = =(X) NV- des points génériques des orbitesTdgansV
sur 'ensemble des intérieurs des faces du g/ ).

3. Si€ € =(V) est le point générique d’une orbite ferméeTagansV, Go(V)Nr—1(&) = So(V)N
r~1(0(&)) est l'intérieur d'une face d&y(V) et il s’agit d’'une partie ouverte d&o(V) en vertu de
I'anti-continuité der ; Go(V) Nr=1(&) est donc l'intérieur deSo(V), lequel correspond bien a une
orbite fermée dd dansV, a savoir le point fermé défini par I'annulation de toutes les secians
m e S. Cela prouve qu& contient une et une seule orbite fermée, laquelle est réduite a un point et
correspond a l'intérieur du cor@y (V). O

LorsqueV parcourt I'ensemble des ouverts affines invariants de la variété toXgles cones
rationnels strictement convex€g (V) recouvrent I'ouvertSy(X) de S(X) et, siU,V sont deux tels
ouverts,

So(U)NGo(V) = So(X) NU=NV= = Sp(UNV)
est une face commune des comegU) etSo(V). Le sous-espad®o(X) deX=, muni de la collection
des cones rationnels strictement conve®eg$V ) associés au ouverts affines invariavtsle X, est
aigsi une réalisation intrinséque déventailde la variété torique&X dans son espace de Berkovich
X-=.

(2.1.3)Le sous-espace fern@(X) de X- est 'adhérence d&y(X) (dansX-) : en effet, comme
Go(X) est l'image de 'ouvert denge 1(X,) par I'application continug : X= — X=, G(X) = p(X=)
est contenu dans 'adhérence@g(X), laquelle est trivialement contenue dahex).

PROPOSITION 2.11 — Quel que soit I'ouvert affine invariart de X, G(U) = &(X) NU- est
I'adhérence deSo(U) dansX- et l'immersion ouvert&o(U) — &(U) est la compactification cano-
nique du cone strictement conveg(U).

Démonstration.On sait quesS (U) est 'adhérence d&y(U) dansU- ; commeU- est un sous-espace
fermé deX=, c’est également son adhérence d4fs
SiSC M est le semi-groupe associ&Jaon a un diagramme commutatif

Homl\/lon(a [07 1]) - 6(U)

Homwon(S,]0,1]) —— Go(U)

dont les fleches verticales sont les inclusions canoniques et dont les fleches horizontales sont des ho-
méomorphismes, celle du bas réalisant en outre un isomorphisme de cones rationnels, et 'immersion
So(U) — &(U) est bien la compactification canonique du cone rationnel strictement cogigée.

O

On voit ainsi queS(X) n'est autre que la compactification canonique de I'éventail de la variété
toriqueX.

La description du bord d&(X) est aisée et refléete la stratification Heen orbites, cette fois

a travers I'applicatiorp. Observons que, pour tout poiite =(X), 'adhérenceO(¢) de l'orbite
O(¢&) C X est une variéte torique sous un quotienflde

PROPOSITION 2.12 — Le sous-espace fern@(X) de X- est la réunion disjointe des éventails

GSo(O(&)) des adhérences des orbitesTddansX :

6(X)= |J So(0(¢)).
&e=(X)

En outre, pour tout poinE dans=(X), Go(0(€)) = &(X) Np~L(O(&)).
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Démonstration. Etant donné un élémeitde =(X), désignons paY I'adhérence de I'orbite(&)
munie de la structure de sous-schéma fermé réduit éesoitT’ le tore quotient dd tel queY soit
une variété torique sous. On dispose d’un diagramme commutatif naturel

IERS GRS

&

T=x Y3

ot 1r: T2 — T'= est la projection canonique est la restriction de I'action d&= surX= etmy est
Iaction de T2 surY=. Pour toute extension non archimédierg, I'application 7k : T2&kK —
T’3<§>kK envoie le point de Shilov de la source sur celui du but. Il en découle que I'endomorphisme
py : Y= — Y- obtenu en considéralttcomme une variété torique soliscoincide avec la restriction
de 'endomorphismey : X2 — X= (considéré jusqu’ici) a limagp—1(Y) de 'immersion canonique
Y- — X=, laquelle réalise donc un homéomorphismesd® ) sur&(X) Np—1(Y).

CommeO(&) = Yo, Go(Y) s'identifie canoniquement &(X) N p~1(O(&)) et, puisqueX est la
réunion disjointe des orbitg3(&), £ € =(X),

6X)= |J &X)np0E)= |J So(O(£)).
Ee=(X Ee=(X

) )

(2.1.4)Nous aurons ultérieurement a utiliser le résultat suivant.

PROPOSITION 2.13 — SoitX unek-variété torique soud, affine et normale. Etant donnée une
demi-droite rationnelleD dans le cone5(X) de X qui n’est contenue dans aucune face stricte, il
existe une variété torigue norma¥ sousT, un morphisme propre et équivariaft X’ — X ainsi
qu’un pointé’ € =(X’) tels que les conditions suivantes soient vérifiées :

- le morphismef= induit un isomorphisme de polyédres coniques ration@g’) — &(X) qui
identifieD & 'adhérence des(X') NryH(&') dans&(X') ;

- le point& = f(&') appartient a=(X) et

& =17
- muni de la structure de sous-schéma fermé réduk'd¢ &’} est normal.

Démonstration. Quelle que soit la face stricté du coneSy(X), on désigne paF’ I'enveloppe
convexe dd=UD dansSg(X) ; c’est un sous-cone d&o(X) contenanf et D, le plus petit satisfai-
sant a cette condition. &, F, sont deux faces strictes @& (X), F;NF, = (F1NF,)’" et 'ensemble
D formé de tous ces con€5ainsi que de leurs faces constitue une décomposition polyédrale ration-
nelle finie du coneSp(X) ([9], Chap. | § 2, définition 3). Par application des théorémes 6, 7 et 8
de [9], Chap. | § 2, il existe uné&-variété toriqgue normalX’ sousT ainsi gu'un morphisme équi-
variant et propref : X’ — X qui satisfont a la condition suivante (et sont uniquement déterminés, a
un isomorphisme preés, par celle-ci) : le morphisfre X' — X3 induit un isomorphisme du cone
polyédral rationne&(X’) sur le coneSp(X) tel que la décompositio de ce dernier corresponde
a la décomposition d&y(X') formée des cones définis par les ouverts affines invariarXs.de

Utilisant la proposition 2.10, il découle immédiatement de cette propriété qu'il existe un point
&’ dans=(X’) tel que la demi-droite rationnell® C Gp(X) soit I'image du sous-céne d&o(X')
dintérieurry H(€'). Si & est I'unique point d&(X) tel queD soit contenue dans la fa@g(X) N
ryX(&) deGo(X), f(&') = & en vertu du point 3 de cette méme proposition.

Nous identifions maintenant les congg(X’) et Go(X), notésSp dans ce qui suit. L'adhérence
du pointé dansX est I'unique orbite fermée cﬁoﬂrgl(f) est I'intérieur du coneéSg et, le mor-
phismef étant équivariantf ~1(&) est la réunion des orbite3({) de X’ telles queSoN r;,l(Z) soit
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contenu dans l'intérieur d&g. D’'un autre coté, I'adhérence dé dansX’ est la réunion des orbites
O({’) telles queD soit une face du cone d'intérie@oNryt({’). Légalité {&'} = f~1({&}) découle
immédiatement de cette description puisqu’elle est équivalente au fait suivant : quel que soit le cone
C figurant danz, C rencontre I'intérieur d& si et seulement €) en est une face.

Enfin, le sous-schéma integ{é’} = O(&’) de X’ est normal car la variété toriqu€ I'est ([9],
Chap. | 8 1, proposition 2). O

2.2. La contraction deX= sur &(X)

(2.2.1)Comme I'a montré Berkovich, I'action du groupeanalytiqueT- surX- conduit naturel-
lement & une contraction &> sur le sous-espace fern@(X), c’est-a-dire une homotopie reliant
I'application identique d&X- a la rétractiorp de X- sur le sous-espace ferrggXx).

LEMME 2.14 — Quels que soient I'élément [0, 1] et 'extension non archimédient&/k, I'es-
paceK-affinoide

Gk(t) = {xe T2&K | [Xm—1| <t, me M}

est un sous-group&-analytique deT-®K possédant un unique point de Shilov, ngi&t). Si
K’/K/k est une tour d’extensions non archimédiennes, la projection canoniqGg /@8 sur Gk (t)
envoiegg (t) surgk(t).

Démonstration. Quelle que soit l&-algébre affinoidd\, 'ensemble deA-points deT- est le groupe
des homomorphismes bornés du groupe ab#ligrans le groupd *. Etant donnés,y € T=(A) tels
que||x(m) — 1], |ly(m) — 1|| <t pour toutm e M, ||x(m)|| = ||y(m)|| = 1 (c’est la condition pour que
X ety soient bornés) et

[Ix(m)y(m)~* — 1| < max(|[x(m) — /|, ly(m) - 1||) <t

pour toutm € M. Cela prouve que I'ensemble daspoints deG(t) est un sous-groupe de*(A), et
donc que le domainke-affinoideG(t) est un sous-grougeanalytique dél=. Il en est de méme apreés
toute extension non archimédienigk.

Choisissons maintenant une base,...,m,) de M. L'homomorphisme¢ : T@xK — A} =
SpecK[Xy,...,Xn]) tel qued*(Xi) = xm — 1, 1, < i < n, induit un isomorphisme dé (t) sur I'es-
paceK-affinoide{|X1| <t,...,|Xn| <t}, plongé dansﬂk[gj. Ce dernier a un unique point de Shilov,
défini par le prolongement de la semi-norme multiplicative

KX, Xn] = Rso, 5 @X” — max]y[t!’],
veNn v

etil en est donc de méme pok (t).
Le comportement des poingi (t) en fonction d&K est évident. O

Remarque 2.15 — Quelle que soit I'extension non archimédienfg, I'applicationgk : [0,1] —
T2®kK, t — gk (t) est continue : en effet, $imy, ..., m,) est une base du groupe abélidnla com-
posée dey par l'immersionT=&yK — . (K{X1,...,Xn}) définie parX; = Xm—1,1<i<n,est
continue car

[f1(9k (1)) = maxjay (f)[t""
pour tout élément = 5, cnay ()XY deK{X4,...,Xn}. <&

L’homotopieH : [0,1] x X= — X= est définie comme suit : étant donnés un élémelet[0, 1] et
un pointx dansX=, H(t,x) est I'image du poin6 (t) de T=®y.2#(x) par I'application canonique

T2@H(X) = T2 X M (A (X)) — T x X= — X=.
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PROPOSITION 2.16 — L'application H : [0,1] x X2 — X= que I'on vient de définir satisfait aux
conditions suivantes :

(i) elle est continue;

(i) H(O,-) =idya, H(1,-) = p et, pour tout € [0, 1], la restriction de I'applicatiorH(t, -) a S(X)
est 'injection canonique d&(X) dansX-;

(iii) pour toutt € [0,1] et tout ouvert affiné) ¢ X, 'application H(t,-) envoieU= dansU-.

Démonstration. (i) Quel que soit I'ouvert affine invariarlt) C X, la stabilité deU= sous chacune
des applicationsl(t,-), t € [0,1], est une conséquence immédiate de la stabilit§®leous I'action
deT= surX-=.

(ii) Les égalitésH(0,-) = idya et H(1,-) = p découlent immédiatement de la définition de I'ap-
plication H. Considérons un ouvert affine invariddtc X, un pointx dansU-= et un élément de
(U, 0x). Comme, pour tout € [0,1], gy (t) est le point de Shilov du domain#’(x)-affinoide
Gr(w(t) de TA&KK,

[F(H(t,x)| = max|m(f)],
A (X)
olimy est le morphism&-=®y. 7 (x) — T= x X — X=. Puisque la famille de () (t) est croissante
avect, nous en déduisons la croissance figd(t,x))| par rapport & et obtenons ainsi les inégalités

001 = [T(H(O,X))] < [F(H(t, %) < [f(H(L,x))] = [f(p()]
pour toutt € [0, 1]. Si le pointx appartient & (X), p(x) = x; on a alors

[F(HEX)] = T3]
pour tousf € I'(U, Ox), t € [0,1], et doncH(t,x) = X pour toutt € [0, 1].

(i) Nous allons enfin établir la continuité d&en vérifiant que la fonction réelld (H(t,x))| est
continue suf0, 1] x U= pour tout ouvert affine invariatd C X et tout élément del" (U, &x). Posons
¢(t,x) = [F(H(,x))].

- La continuité dep par rapport & découle directement de la remarque 2.15.

- Vérifions ensuite la continuité die par rapport &. Les cag = 0 ett = 1 étant déja acquis, nous
pouvons supposeérc]0,1[. Choisissons une basgey,...,m,) deM et notons~ le composé de I'ho-
momorphismer’ : (U, Ox) — (U, Ox)[M] par lel (U, &x)-homomorphismer : I (U, Ox)[M] —
MU, Ox)[[X1,...,Xn]] tel quea(xm) =1+Xi (1 <i<n);

F(f)= Z Fo(F)XTE. . X,
veNn
¢ (t,x) = maxpenn [Fy ()| (0t.
La continuité des fonctiong, (f)| implique trivialement la semi-continuité inférieure diét,-).

Ces fonctions étant de plus majorées batt appartenant &0, 1, il existe, pour tout poinky € U- et
tout nombre réet > 0, un entier nature tel que, pour tout multi-indice € N" de longueufv| > N,

Fo (DIt <t < (1, x0) + €.
On en déduit que
{p(t.) <optxo)+er= () {IFu(f)] <et™}
v, [V|<N

est un voisinage dmy, et donc que la fonctiog (t, -) est semi-continue supérieurement au psgat
Nous avons donc établi la continuité ¢ié, -).

- La continuité dep découle facilement des continuités partielles que I'on vient de vérifier et de
la croissance par rapport 2Considérons en effet un poifth, Xo) dans[0, 1] x U= et un nombre réel
€ > 0. Il existe un nombre réal > 0 tel que

¢ (to, %o) —g < P(t,x) < ¢(to,x0)+g
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pour toutt appartenant au segmdntty] = [to— d,to+ 6] N[0, 1] ; il existe également un voisinage
de X, dansU- tel que

B0 =5 <P et Btz X) < ltzxo)+

pour toutx appartenant &-. Quels que soient alotse [t1,t,] etx € U, la croissance dé (-,x) sur
[0,1] et les inégalités précédentes impliquent :

B(EX) < B(t2.X) < Plta,%0) + 2 < Bllox0) +¢
et

B(LX) 2 9(t1,X) = (1 30) — 5 > dllo.x0) — &.
La fonction¢g est donc continue au poift, Xo). O
Remarque 2.17 — L’homotopieH considérée ici est un cas particulier de la construction effectuée
par Berkovich dans le paragraphe 6.1 tle [ <&

(2.2.2)SoientY le fermé complémentaire de 'orbite ouveXg dansX, X le complété formel de
X le long deY eto I'unique point deX= tel quer (o) soit le point générique dX ; en vertu de la
proposition 2.10p est le sommet commun de chacun des c@gdJ)) associés aux ouverts affines
invariantsU C X. La fibre génériquet, de X est un ouvert de&X= dont la trace sus(X) est le
polyédre conique époint&p(X)* = Go(X) — {0} car

X, = riY)-pXY)
= p (Xo) =1 (Xo).
PROPOSITION 2.18 — L’homotopieH : [0,1] x X= — X= stabilise I'ouvertX, de X et I'appli-
cation induite
H:[0,1] x Xp — X5
contracteX,, surSo(X)*.

Il en découle en particulier que 'espace analytigig est homotope & la sphe&fm*)-1 s je
k-schémaX est propre, contractile sinon.

Démonstration. L'homotopie H stabilisep~1(O(&)) et r—1(O(&)) pour chacun des point& de
=(X); commeX = p~H(O(r(0))) NUscz(x).£4r(0)FH(O(£)), elle stabilise donét,.

La restriction deH a X, relieH(0,-) = idx, ala rétractiorpjx, : X, — So(X)" et contracte donc
X surSp(X)*. On a vu que le polyedre coniq@(X) s'identifie canoniquement a I'éventail de
la variété toriqueX ; I'espace topologique sous-jacen&g(X)* est donc homéomorphe a la sphére
sdim(X)-1 sj cet éventail est complet — c’est-a-diré<sest propre — et il est contractile sinon. O

3. L'ESPACE DE BERKOVICH ASSOCIE A UN PLONGEMENT TOROIDAL

Nous considérons toujours un cotgsnuni de la valeur absolue triviale. Urongement toroidal
est la donnée d'unk-variété normaleX et d’'un ouvert dens&g de X tel que I'immersion ouverte
Xo — X satisfasse a la condition suivante : tout poidie X admet un voisinage ouvet muni d’'un
morphisme étalg vers une variété torigugtel queXonU soit I'image réciproque de l'orbite ouverte
deZ.

Remarque 3.1 — 1) ll est évidemment loisible d’'imposer alwsschémagdJ) et Z d’'étre affines.
2) La normalité deX permet de supposer que toutes les variétés toriques considérées sont normales.
&

Nous allons voir que les résultats du chapitre précédent s'étendent facilement au cas des plonge-
ments toroidaux.
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3.1. L'éventail d'un plongement toroidal et sa compactification

Nous considérons dans ce qui suit Waeariété irréductible et normal€ et un ouvert densig
tels que I'immersion ouvert®y — X soit un plongement toroidal. Nous appeller@aste étalela
donnée d’'un ouvett) deX et d’'un morphisme étalgdeU vers une variété torique normaeel que
XoNU= V_l(Zo).

(3.1.1) Il est facile de voir queX est munie d’'une stratification canonique, coincidant avec la
stratification en orbites 3 est torique.

LEMME 3.2 — SoientU unk-schéma ey: U — Z, y : U — Z’' des morphismes étales vers des
k-variétés toriques ; les conditions suivantes sont équivalentes :

() y*(2Zo) =V (Zp);

(i) y 1(2(2))=v (=)
et, si elles sont vérifiées,

Yy HO((€)) =V O/ (§)))

pour tout pointé appartenant & 1(=(2)) =y 1(2(Z))).
Démonstration. Quel que soit le sous-schéma ferMéle U, I'ensemble des points générigues de
vy 1(Y) est I'image réciproque de I'ensemble des points génériques dar le morphismey est
quasi-fini. Désignons pan’ensemble des composantes irréductibles du fedmé/1(Zo) ; vu I'ob-
servation précédentg; 1(=(2)) est 'ensemble des points génériques des sous-schémas fermés

Yr=[Y,
Yrel
I’ parcourant 'ensemble des partiesidet, pour tout poin€ € y~1(=(2)), 'image réciproque par
y de l'orbite O(y(&)) est le complémentaire da§} des fermég &'}, £’ parcourant 'ensemble des
spécialisations strictes dedansy 1(=(2)).
La méme discussion étant valable pour le morphigfmééquivalence des conditions (i) et (ii)
devient évidente. Il en est de méme pour l'identité

Y HOV(&) =V (OY(§))),
& c y1(Z(2)), si ces conditions sont vérifiées. O

DEFINITION 3.3. — Nous désignerons pat(X) I'ensemble des point§ de X satisfaisant a la
condition suivante :

il existe une carte étalg: U — Z telle queé € U ety(§) € =(Z).

Etant donné un poinf dans=(X), nous noteron& (&) le complémentaire dangf } des fermés
{&'}, & parcourant 'ensemble des spécialisations stricteg dians=(X).

PROPOSITION 3.4, — Les sous-ensemblégé), & € =(X), sont des parties localement fermées
irréductibles et disjointes dx,
X={J Z(¢)
§e=(X)
et

9= U =@
§'e=(X), {—-¢
En outre, quelle que soit la carte étafe U — Z, Z(X)NU = y 1(Z(2)) etZ(&) = y 1(O(y(&))
pour tout pointé € =(X)NU.
Démonstration. C’'est une conséquence évidente du lemme précédent et des propriétés analogues de
la stratification d’une variété torique définie par ses orbites. 0
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Etant donné un poirg dans=(X), nous posons

X@= U 2@
XE€Z(X),§'—¢
Il s’agit d’un ouvert deX — c’est en effet une partie constructible stable par générisation — qui contient
la stratex (&) et dans lequel celle-ci est fermée.

Remarque 3.5 — SiX est unek-variété toriqueX (&) est un ouvert affine invariant pour tout point
& de=(X). Il est en effet invariant puisque réunion d’orbites, et il est affine car

So(X)Nr(X(&))

est I'un des cones figurant dans la décomposition canoniq@& @€) définie par les ouverts affines
invariants.

LEMME 3.6. — Etant donné un poinf dans=(X) et une carte étalg': U — Z telle queé € U C
X(&),
() y(X(&)) C Z(y(&));

(i) yinduit une bijection d&(U) = =(X)NU sur=(Z(y(£))).
Démonstration. (i) Cette assertion découle directement du fait que la stratificatidi el& I'image
récriproque de celle dé par ses orbites.

(ii) Le point précédent permet de suppoget Z(y(&)). Considérons un poird’ dans=(Z) et soitY

le sous-schéma fermé integre déele point génériqué’; la variété toriqueZ étant normale, il en est

de méme pou¥ ([9], Chap. |, Prop. 2). Commginduit un morphisme étale & = y~(Y) surY, Y’

est également normal et ses composantes connexes sont donc irréductibles. Toutes ces composantes
doivent par ailleurs contenir le poidt puisqueU est un voisinage ouvert dedansX (&) etY’ est

ainsi irréductible. Son point générique est I'unique élémentd¢e’). |

(3.1.2)On rappelle que, si cela ne préte pas a confusion, un morphisiksademas et le mor-
phisme qu'il induit entre leurs espaces de Berkovich sont désignés par la méme lettre.

Nous allons maintenant construiréV¥entail compactifi€>(X) du plongement toroidao — X
dans I'espac&-analytiqueX-. Cela découle directement du résultat suivant.

PROPOSITION 3.7. — Soient un pointdang(X) ety: U — Z une carte étale telle qug C X(&).
Posanté’ = y(&), le morphismey induit un homéomorphisme gel(&(Z(&'))) sur&(Z(&)).
Démonstration. Nous procédons en trois étapes.

Premiére étape— Quelques réductions évidentes pour commencer. On peut tout d’abord remplacer
la variété toriquéeZ par I'ouvert invarianZ(&’), qui est affine (lemme 3.6), auquel cas le morphisme

y réalise une bijection d&(U) = y1(Z(2)) sur=(2) (idem).

Notons ensuite qu'il est loisible de supposer I'ouvgraffine : en effet, comme le sous-ensemble
S(Z) dez- estinclus dans~1(=(Z)), son image réciproque pgrest contenue dans(Z(X(£)))
et'ensemble=(X(&)) des générisations du poiitdans=(X) est contenu dans tout voisinage ouvert
affine deé.

Remarquons également qu'il suffit d’établir la bijectivité de I'application(&(Z)) — &(Z) in-
duite pary; vu la continuité dey et la compacité de)2 et Z7, il s’agira alors automatiquement d’un
homéomorphisme.

Nous pouvons enfin nous restreindre a montrer que les fibnesatd réduites a un point au-dessus
de l'intérieur&o(Z) Nr;1(&') du coneSo(Z). En effet :

- comme

&(2)= | Gonrz}(Z),
{'e=(2)
il suffit de remplaceZ par I'ouvertZ({’) pour obtenir que les fibres desont réduites & un point
au-dessus d&o(Z) Nry (') pour le point{’ de=(Z);
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- ayant vérifié que les fibres desont réduites a un point au-dessus du c&gé€zZ), on en déduit
qu’il en est de méme au-dessus@€Z) en remplacant la variété torigdepar les adhérences de ses
orbites puisque

s2)= | &OQ)).

{'e=(2)

Nous établissons finalement dans ce qui suit que les fibres du morph&meréduites a un point
au-dessus de l'intérie@o(Z) Nry*(&') du coneSo(Z).
Deuxiéme étape- Soit D une demi-droite rationnelle dans le c6&g(Z) qui n’est contenue dans
aucune face stricte. En vertu de la proposition 2.13, il existe une variété torique na@'nsalgs le
méme tore qué, un point{ dans=(Z') et un morphismd : Z’' — Z, propre et équivariant, tels que
les conditions suivantes soient vérifiées :

- f induit un isomorphisme (de polyédres coniques rationnelsygl&’) surSo(Z) qui identifie
D & I'adhérence d&o(Z') Nr,*({) dansz'~;

- le pointrt= f({) appartient &(Z) et

{3 =1t"{m});

- muni de sa structure de sous-schéma fermé réduit,de } est normal.
Considérons alors le diagramme cartésien

!

f
Uv——U

)
/
Z — Z.
Le morphismef’, propre et birationnel, induit un isomorphisme de I’ouvyéﬁl(zg) sur I'ouvert
y~1(Zo); f’ réalise alors un isomorphisme de I’ouvy!ﬁl(pz‘/l(zg)) c U7 sur Pouverty(p;1(Zo)) C
U= et, commeSo(Z) C p;1(Zo), Go(Z') C p5*(Z}), ce morphisme induit donc un homéomorphisme
dey H(&o(Z')) sury 1(&o(2)).

L'anneau local d& dansZ’ est de dimensioi (carD est une demi-droite) et il s’agit donc d’un
anneau de valuation discréte puisque le schéma noetl&riest normal. Désignant pard, cette
valuation, la demi-droit® C Go(Z') est image de I'application; deR-q dansz’, qui associe
au pointt la semi-norme multiplicative %" surl (2, 67) (d, (0) est la norme triviale). Limage
réciproque deé pary est la réunion des images des applications analogueR>o — U~ asso-
ciées aux anneaux de valuation discréte ./, {’ € y~({). Les trois assertions suivantes sont donc
équivalentes :

- y réalise une bijection dg (D) surD;

-y réalise une bijection dg (D) surD;

- la fibre dey au-dessus dé est réduite a un point.

C’est cette derniére que nous allons vérifier.

Soit 7' 'unique point deU tel quey(rt') = 17 (on rappelle quet appartient &(Z) et quey réalise
une bijection de&=(U) = y1(Z(2)) sur=(2)); on poseY = {m} etY’ = {17}, de telle sorte que
Y’ = y~1(Y). Le morphismef’ étant propre et birationnel, ses fibres sont connexes en vertu de la
normalité deX ; le fermé
Y=y ) = Ny ) = £NY)

est donc connexe puisqieest irréductible. Munissant” (resp.f~1(Y)) de la structure de sous-
schéma fermé réduit dg’ (resp. del), y induit d’autre part un morphisme étale et dominant de
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Y” sur f~1(Y). Commef~1(Y) est irréductible et normal, de point généricfieY” est également
normal. Nous obtenons ainsi g¥€ est unk-schéma normal et connexe domin&dt ; il s’agit donc
d’'un k-schéma irréductible et son point générique est I'unique élémeyrifa@).

A l'issue de cette étape, nous avons établi que le morphjsréalise une bijection dg1(D) sur
D pour toute droite rationnelld C So(Z) qui n’est contenue dans aucune face stricte.

Troisieme étape— Nous achevons maintenant de prouver que les fibres du morplisinelessus

de l'intérieur&o(Z) Nry1(&’) du coneSo(Z) sont réduites a un point. Ce résultat est acquis, d’aprés
I'étape précédente, au-dessus du sous-ensemble de@g¢)enr;*(&’) constitué des points conte-
nus dans une demi-droite rationnelle.

L'argument est purement topologique. D’apres la proposition 1.12, I'application conpirde
ryt(€) dansrz(&') induite par le morphismgest ouverte, propre et surjective (idem). Ces propriétés
ont la conséquence suivante, qui fait I'objet du lemme ci-dessogsestiune fonction réelle continue
surr;; (&), la fonction réelle\(¢) surr;*(&’) définie par

No($) = max{§(x), xe y ()}

est continue. Quels que soientaifisi..., f, € ' (U, Ox), lafonction/\(| f1... fa|) = A(| f1|) ... A(| fal)
est continue sur; (&) ; comme elle s’annule manifestement sur le sous-ensemigig(@ Nr; (&)
formé des points contenus dans une demi-droite rationnelle, elle est identiquement ngiézsum
r;1(&') par densité.

Considérons finalement un pointdans&o(Z) Nr;*(&'). Siy1(z2) = {z,...,z}, il existe des
élementsfy,..., fo del (U, Ox) tels que|fi(z)| > | fi(z;)| pour tous, j € {1,...,n},i # j; onaalors

N(f1) . N(Fn) = |fr(z)] .- [ Tn(Z0) ],
et I'égalité A,(fy... fn) = Ay(f1)...A(fy) a lieu si et seulement si= 1. La fibre y~1(z) est donc
réduite & un point, quel que s@t &o(Z) Nr;(&’). La démonstration est achevée. O

LEMME 3.8 — SoientX etY deux espaces topologiques localement compacys 8t — Y une
application continue, ouverte et surjective dont les fibres sont finie¢. &t une fonction réelle
continue suiX, la fonction réelley surY, définie par

w(y) =max{$(x); xe y (y)}

pour tout pointy € Y, est continue.

Démonstration. Soienty un point dansy et & > 0 un nombre réel. L'applicatioy étant ouverte, il
existe pour chaque poirtde y~1(y) un voisinage ouvetty dex dansX et un voisinage ouveklty de
y dansY tels quey(Uy) = Vy. Comme la fibreg/~(y) est finie,

V — m V)(
xey 1(y)
est un voisinage ouvert dedansyY et
U= [J Uy (V)

xey 1(y)
est un voisinage ouvert de(y) dansX. Quitte & réduire ces voisinages, on peut en outre supposer
que la majoration

sUup\¢ —o(¥)|<e

est vérifiée pour tout dansy—1(y).

Le pointy admettant un systéme fondamern#alde voisinages compacts, la filbye! (y) est l'inter-
section des compacis (W), W € #, et la compacité locale d¢ garantit I'existence d'un élément
W de? tel quey (W) C U.
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Considérons maintenant un poyitdans le voisinageV NV dey. CommeU est un voisinage de
y~1(y) dansX, il existe pour tout poink’ de y~(y') un pointx dansy—1(y) tel quex’ € Uy, et ceci
implique ¢ (x) —e < ¢(X) < @(x) + £; de ces inégalités découle alors la majoration

w(y)=max(p(x): X ey H(y)} <max{§(x)+&; xey ()} = p(y)+e.

Enfin, puisqueV C y(Uy), chacun des ouvertdy rencontre la fibrg/~1(y') et les inégalités précé-
dentes impliquent également la minoration

W(y) =max{g(x) ;x €y H(y)} <max{§(x)+&; X ey HY)} =) +e

Nous avons établi la continuité de la fonctigren tout pointy de'Y. O
COROLLAIRE 3.9. — Il existe une application continue et une sepje: X= — X= telle que, pour
toute carte étale/: U — Z, px(U-=) c U- et le diagramme
U2 22
Vl iy
1> 73
=7 Z

— dans lequep; est 'endomorphisme d&2 introduit au cours du chapitre précédent — soit commu-
tatif.
Cette application est telle qu§< = px.

Démonstration. Considérons une carte étagle U — Z. Puisque, par définitior&(Z) = pz(Z2), |l
existe en vertu de la proposition 3.7 une application conaueU-= — U- et une seule telle que le
diagramme

U3£>U:‘

/| Y

ZJ?Z:

soit commutatif. L'identitépZ = pz implique immédiatemermﬁ = puy. Comme, pour tout ouvert
affine invariantZ’ de Z, pz est la restriction d@z az- (lemme 2.8), les différentes applications
pu se recollent en un endomorphismge de I'espace topologique sous-jacerX3 satisfaisant aux
conditions de I'énoncé. O

On désigne pa&(X) I'image de I'applicatiorpy ; c’est un sous-espace fermé Xie et I'on pose
Go(X) = &(X)Np~1(Xo). Lapplicationpy est une rétraction - sur&(X).

(3.1.3)La description de5(X) est tout a fait semblable a celle de I'éventail compactifié d’'une
variété torique.

Commencons par introduire I'analogue de I'applicajignau niveau schématique.
LEMME 3.10 — Soit px : X — X l'application associant a tout point de X le point générique

de l'unique strate d&X contenantx. Il s’agit d’'un endomorphisme continu d¢ d'image=(X) et
s'insérant dans les diagrammes commutatifs :

X3 i) X3 et X3 L X3

o]
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Démonstration. Quelle que soit la carte étale: U — Z, px stabilise I'ouvertU et sa restriction

a U est l'applicationpy. La continuité depy s’établit comme celle de; (proposition 2.5) et la
commutativité des deux diagrammes considérés découle directement de I'assertion analogue pour
(idem) et de la proposition 3.7. O

Comme dans le cas torique, nous obtenons que, pour tout painE(X), la trace surS(X)
de 'image réciproque de la stra¥&) de X par I'application de réduction: X= — X (resp. par
I'applicationp : X2 — X) coincide ave&(X) Nr=1(&) (resp. ave&(X) Np~1(£)).

Passons maintenant a la structure naturelle de polyédre conique ration@gl(¥0r Etant don-
nés un point dans=(X) et une carte étalg: U — Z telle queé € U C X(&), nous savons que
I'applicationy réalise un homéomorphisme @ (U) = y1(So(Z)) sur&o(Z) (proposition 3.7), ce
qui permet de transporter la structure de cone rationn&q{&) sur So(U). Comme nous allons le
verifier, la structure de cone rationnel obtenue@y(X(¢)) = So(U) est indépendante du choix de
la carte étale et elle admet une description intrinséque.

DEFINITION 3.11 — Quel que soient le plongement toroidé) — X et I'ouvertU de X, A(U)
(resp.A(U).) désigne le groupe des diviseurs (de Cartier) Budont le support est contenu dans
U—(UNXo).

Remarque 3.12 — SoientT unk-tore déployé, de groupe des caractde®tZ une variété torique
sousT, affine et normale. Quelle que soit I'immersion ouverte équivarignte — Z, I'application
M — Div(X), m+— div(xm) réalise un isomorphisme dé sur le groupe abélien(Z) et le semi-
groupeS C M associés & correspond au semi-groupgZ). C A(Z). O

Si U est un ouvert d&, tout élémenD de A(U) donne naissance a une fonction réelle continue

ID| surUnXo de la maniére suivante. Etant donnés un peigiansU= N X, et une équatiori deD

sur un voisinag®’ der(x) dansU, le nombre réel strictement positif(x)| ne dépend que d@: sig

est une autre équation @esur un ouvert affin@ C V, il existe une unité € (W, Ox)* telle que

g = ufyy; comme chaque élément de 'anndaWw, O ) est, en tout point dev=, de valeur absolue
inférieure &1 (valeur absolue triviale), les unités ont une valeur absolue contante, éyalarav-;

on adondf|(x) = |g|(x) et on poséD|(x) = |f|(X). La fonction|D| est majorée pat si et seulement

si le diviseurD est effectif et I'application

A(U) = C°(UPNp~*(Xo),R=0), D~ |D

est un homomorphisme de groupes abéliens.

Sil'on note=(X, 1) 'ensemble fini des points d&(X) tels quedim(Jx ¢) = 1 (de maniére equi-
valente, ce sont les points génériques<de Xg), la normalité deX implique I'injectivité de 'homo-
morphisme

cyc:A(U) — Hom(=(U,1),Z), D+ (& — multg(D)),

envoyant un diviseub € A(U) sur le cyclel-codimentionnel qui lui est associé : en particulier,
A(U) est un groupe abélien libre de type fini. De la normalitéJdgécoule également le fait que le
semi-groupe\(U) ; C A(U) est de type fini puisqu'il est déterminé par les inéquationdi; (-) > O,

¢ € =Z(U,1), qui sont en nombre fini (appliquer le lemme de Gordan); il s’agit évidemment d’'un
semi-groupe sature.

LEMME 3.13 — Soit§ un point de=(X).

1.Siy: U — Z est une carte étale telle qdec U C X (&), ’lhomomorphisme* : Div(Z(y(¢))) —
Div(U) induit un isomorphisme d&(Z(&)) sur A(U). Le méme résultat est valable pour les semi-
groupes des diviseurs effectifs.

2. L'application de restriction\(X(&)) — A(Spe¢Ox ¢)) est un isomorphisme.
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Démonstration. Considérons une carte étaleU — Z telle que € U C X(&) et posong’ = y(&),
Xf = Spe¢ﬁx7f), ZE’ = SpE(ﬁﬁzf/).

Linjectivité de I'application de restrictioM(U) — A(Ug/) découle directement de celle de I'ho-
momorphismeyc :A(U) — Hom(=(U, 1), Z) et I'on sait déja que I'application de restrictidiZ) —
N(Zg/) est unisomorphisme. En vertu du lemme 3.6, le morphiguhenne naissance a une bijection
y deHom(=(U,1),Z) surHom(=(Z,1),Z) et le diagramme

AU) —% Hom(Z(U,1),2)

v TV

A(Z) —= Hom(Z(U,1),Z)

cyc

est commutatif cay est un morphisme étale. Vu les informations dont on dispose, le point 2 et la
premiere assertion du point 1 seront démontrés si I'on établit que la flgch®(Z;/) — A(U;) est
un isomorphisme.

Le morphisme de schémas locaux noethérienXs — Z, est étale efini (de degrédeg y); on
dispose donc d’'un homomorphismermeN : A(Xg) — A(Zg/), vérifiant

cyc(y"(N(D))) = (deg y)cyc(D)
et donc
y'(N(D)) = (deg y)D

pour tout diviseuD € A(Ug), en vertu du fait qug réalise une bijection d&(U, 1) = y1(=(Z,1))
sur=(Z,1) (lemme 3.6). On en déduit que I'homomorphisme de groupes abéfiens(Xs) —
A(Ug/) induit un isomorphisme entre |g3-espaces vectoriels associés, puis finalementyt|lei-
méme est un isomorphisme car un éléniente \(Z;/) @7z Q appartient au sous-groupeZ;/) si et
seulement styc(D) appartient au sous-grouptom(=(Z,1),7Z) deHom(=(Z,1),Q).

Observons enfin que I'isomorphismre de A(Ug) sur/A(Zg/) envoie le semi-groupA(Ug ). sur
le semi-groupé\(Z; ), car ceux-ci sont caractérisés par la conditgn> 0. 0

Le premier point du lemme précédent a une conséquence immédiate que nous utiliserons ultérieu-
rement.

COROLLAIRE 3.14 — Soité un point danss(X).

Siyi: Ui — Zg ety : Up — Z, sont deux cartes étales telles gfie U, U, C X(&), il existe un
isomorphisme équivariant canonique entrelkegariétés torique&; etZ».
Démonstration. Il est loisible de supposéet; = Z;i(yi(£)) (i = 1,2). SoitU l'intersection des ouverts
U1 et Uso. VU le premier point du lemme précédent, les morphispaesd) — Z; ety : U — Z5 in-
duisent des isomorphismes de semi-grouged\(Z1(yi(&)))+ —=AU) etys :A(Z2(ya(€)))+—=AU) 1 ;
on dispose donc d’un isomorphisme canonique de semi-groupes

D= ()/{)_lo Vo : \(Z2(y2(€)))+ — NZ1(va(€)))+,

lequel, en vertu de laremarque 3.12, détermine un isomorphisme équivaraiyde )) surZa(y(€)).
]

PROPOSITION 3.15 — Soité un point dans(X).
1. L’application
A(SpegX(&)) — C%(So(X(£)),R=0), D+ [D|
muniGo(X(€)) = Go(X)Nr~1(X(&)) d’une structure de cone rationnel strictement convexe.

Pour toute carte étale/: U — Z telle queé € U C X(&), y induit un isomorphisme de cones
rationnels entreSq(X(&)) et So(Z(y(€)))-
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2. Quel que soit la générisatiofl de & dans=(X),
So(X(&)) = Go(X(£)) NX(&)?

est une face du cor®@y(X(£)) et la correspondance
&' Go(X(§"))
réalise une bijection de I'ensemble des générisationg dans=(X) sur I'ensemble des faces du
coneSp(X(€)).
3. L'application
& So(X(&)Nr(E)
réalise une bijection de I'ensemble des générisation§ dans=(X) sur 'ensemble des intérieurs
des faces du con®o(X(§)).

Démonstration. Ayant rappelé que, pour toute variété torique affirdéorbite ouverteZg, la structure
de cOne rationnel su(Z) est définie par le morphisme canonique

/\(Z) = r(ZO7 ﬁZX)/kX - CO(GOaR>O)7 D ’D‘v

le premier point est une conséquence directe de la proposition 3.7 du lemme 3.13. Via la proposition
3.7, les deux points suivants se déduisent immédiatement des assertions analogues dans le cas torique,
démontrées a la proposition 2.10. O

Ainsi que nous venons de I'établir, le sous-esp&e¢X) de X est naturellement muni d’une
structure de polyédre conique rationnel et la stratification canoniqxedtnne naissance a un re-
couvrement deSq(X) par des cones rationnels strictement convexgsX(€)) (& € =(X)) tel que,
pour tous pointg’, &" € =(X),

Go(X(§)) NGo(X(£"))
soit la réunion des faces communeS# X (&)) etSo(X(€”)). Par analogie avec le cas torique, nous
dirons queSo(X) est I'éventaildu plongement toroida{o <— X.

La description du sous-espace fer@éX) deX- se déduit facilement de celle d&(X).

LEMME 3.16. — Soité un point dans=(X) ; munissant 'adhérence de la strai¢¢ ) de sa struc-
ture canonique de sous-schéma fermé réduX ddmmersion ouverte

2(¢) = 2(¢)
est un plongement toroidal.

Démonstration. Modulo la proposition 3.4, cette assertion est une conséquence immédiate du fait
que, dans toute variété toriqnermaleZ, 'adhérenceD d’une orbiteO est une variété torique nor-
male dontO est 'orbite ouverte. O
PROPOSITION 3.17. — 1.Le sous-ensemble fernggX) de X~ est I'adhérence d&q(X) et I'im-
mersion ouvert&Sy(X) — &(X) est la compactification canonique provenant du recouvrement par
les cones strictement convex@g(X) N X (&), & € Z(X).

2. Soité un point dans(X). L'immersion fermée canonique

S(E) s X7
induit un homéomorphisme @@= ()) sur&(X)Np~1(Z(&)).
3. Le bord de la compactificatio® (X) de So(X) reflete la stratification d& :
6(X)= |J &(=(&)).
§e=(X)

Démonstration. Modulo le lemme précédent, ces résultats découlent directement des énoncés ana-
logues dans le cas torique (proposition 2.12). O
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3.2. La contraction deX= sur &(X)

Comme dans le cas torique, nous allons maintenant voir qu'il existe une maniére naturelle de définir
une contraction d&-= sur§(X). La construction qui suit est essentiellement celle de Berkovich au
paragraphe 5 de l'articlé].

(2.2.1)L'applicationH va étre obtenue en recollant des applications construites localement a partir
des cartes étales.

DEFINITION 3.18 — Etant donné uk-groupe algébriqués, on désigne pa@l le complété formel
deG au point unitél.

On rappelle que la catégorie deschémas s’identifie naturellement a une sous-catégorie pleine

de la catégorie ddsschémas formels, duschéma affiné = Spec¢A) correspondant l&-schéma
formel affineSpf(A) obtenu en munissant 'anne&ude la topologie discréte. En particulier,rsi:
G x Z — Z est l'action d'unk-groupeG sur unk-schémaz, le morphisme dé&-schémas formels
obtenu en composant aveci x idz : @1 x Z — G x Z, oui est le morphisme canonique &Q dans
G, est une action dél sur lek-schéma formeX.

L'observation suivante se trouve dans l'articié dle V. Berkovich (Lemma 5.5).

LEMME 3.19 — SoientG un k-groupe,Z un k-schéma em: G x Z — Z une action deG sur Z.
Quel que soit le morphisme étaje U — Z, il existe un uniqgue morphisme #eschémas formels
m : G; x U — U définissant une action d8; et tel que le diagramme

~ m
GixU——=U

= Ly

éle?Z

soit commutatif.

Démonstration. Notonsi I'immersion ferméeSpf(k) — G; définissant lé-point 1 deG; et considé-
rons le diagramme cartésien suivant dans la catégorik-geisémas formels :

f
\%

) l

GleidélfyGle? .

Le diagramme

idu

U

ixy
{UxU—+G xZw—

est commutatif puisqueno (i x idz) est I'identité dez = {1} x Z; il détermine donc une sectiamn
deg au-dessus de la fibre spécidte x U duk-schéma forme6; x U. Le morphisme étant étale,
0y se prolonge de maniére unigue en une sedfiate g. Par construction, le morphisnné = f o o
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deG; x U s’insére alors dans le diagramme commutatif

~ m
G;LXU4>U

Idél X Y\L ‘( y

Gi—m—>2Z

etmf o (i x idy) = f o gy est l'identité deU = {1} x U. Pour établir quen’ définit une action d&;
surU, il reste a vérifier que le diagramme suivant,

~ ~ [J><idU ~
GixG xU—>=G;xU

idéan"{i \Ln{

élXU U7

m

dans lequelt : G; x G1 — G; est la loi de groupe d€,, est commutatif. Ceci découle du fait que
chacun des morphismeso (u x idy) etm' o (idg, x m') fait commuter le diagramme

élxélxu——>U

idxidxyl ly

@1><(§1><ZTZ7

ou

m’ = mo (i x idz) = mo (idg_x m),
le méme raisonnement que précédemment montrant en effet qu'il existe un unique morphisme ayant
cette propriété. O

(3.2.2)Considérons maintenant une carte étalé) — Z et notonsT le tore deZ, de groupe des

caractered/. Posant7 = 'Al'l, I'espace de Berkovich
T3={xeT>||x(M-1(X) <1, me M}

du k-schéma formelZ est un sous-groupe-analytique deT=, réunion des sous-group€st), t €
[0, 1], définis dans (2.2.1).
Remarque 3.20 — Quelle que soit I'extension non archimédiemtidek, I'ensemble de&-points
de 7= est le groupe des élémentsie Homap (M, K*) tels quelx(m) — 1| < 1 pour toutme M. <&

Le morphisme dé&-schémas formelsY : 7 x U — U, déduit a l'aide du lemme précédent de
I'action deT surZ, induit un morphisme d’espacksanalytiquest : T2 x U= — U= qui définit une
action duk-groupe analytiqueZ - surU- telle que le morphisme : U= — Z- soit équivariant.

Tout pointx de U= définit tautologiquement ug?’ (x)-pointx : ./ (.7 (x)) — U= et donne lieu au
morphisme canonique

W2 T = T2 x M (A (X)) — U7,

composé pan de 'homomorphisméd ;3 x x: 7= x .4 (A (X)) — T= x U=,

La définition suivante s'impose d’elle-méme.
DEFINITION 3.21 — Etant donnée une carte étaje U — Z sur X, on définit une applicatiohi,
de[0,1] x U= dansU- en posant, pour tout pointe U= :

- Hy(t,x) est Iimage parmi du point de Shilovg ,+(x (t) de I'espaces”(x)-affinoideG .y Si
te[0,1];

- Hy(1,X) = px(%).
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Remarque 3.22 — 1) Quel que soit dans|0, 1], I'applicationH,(t,-) stabilise chacune des fibres
de I'application de réduction: U7 — U.

2) Soienty : U — Z une carte étale suX et x un point deU-. Désignant pam’ : .7 x U — U
I'action de.Z surU fournie par le lemme 3.19, le morphismg: .7-= — U=&,.#(x) se factorise par
la projection canonique dg-®y.7#(x) surU=. Pour toutt € [0,1[, 'image G(t,x) du sous-groupe
analytiques  ( (t) C T2&y. 7 (x) dansU-&y. 7 (x) estl'orbite du 72 (x)-pointX SOUSG (x (t).

3) SoitK une extension du corpgs également munie de la valeur absolue triviale. Ayant observé
gue toutek-variété torique normale est géométriguement normale (cela se vérifie localement, un ou-
vert affine invariant de semi-groupe assdgitant normal si et seulement$est saturé€), on constate
que 'immersion ouvertX Rk K — X @k K est toujours un plongement toroidal et quep s — X
est une carte étale s, px = pRid: URkK — Z®kK est une carte étale sirey K. Désignant par
T le tore deZ, on vérifie immédiatement que I'action tﬂ@/@@k\K)l surU ®k K est celle déduite par
changement de base de I'actionTdesurU ; en découle en particulier la commutativité du diagramme
naturel

~ H ~
[0,1] x UF& K —= UEK

| |

0.1 x U —— .

<

PrRoPoOsITION 3.23 — Quelle que soit la carte étalg: U — Z sur X, I'application Hy : [0, 1] x
U7 — U7 satisfait aux propriétés suivantes :

(i) elle est continue;

(i) Hy(0, .- est l'identité deU- etH,(1,-) est la rétractionpy deU-= sur&(U);

(iii) Hy(t,- induit I'identité sur&(U) pour toutt € [0, 1].

Démonstration. Désignant paHz I’'homomotopie[0, 1] x Z= — Z- construite & la section 2.2 du
chapitre précédent, le diagramme

H
0,1] x U2 —= 2

idjo,1) Xyi ly

[O, l] X Z:l TZ> Z:l

est commutatif.

(il) Ces deux assertions sont trivialement vérifiées.

(iii) Modulo le diagramme commutatif que I'on vient d’écrire, cette assertion découle directement
du résultat analogue pokty (proposition 2.16) et du fait queréalise une bijection dg1(&(Z)) =
S(U) sur le sous-ensembigS (U)) deS(2).

(i) La continuité deH, s’établit exactement comme dans le cas torique (proposition 2.16).0

La derniére étape consiste a s’assurer que les homotopies Ibtafesivent se recoller en une
homotopie globaléd.
LEMME 3.24 — Etant données deux cartes étalesU — Z ety : U’ — Z' sur X, H, et Hy
stabilisent(UN U’)2 = U2 N U= et leurs restrictions 30, 1] x (UNU’)> coincident.
Démonstration. Les application$d(t,-) etH, (t,-) stabilisent les fibres de I'application de réduction

r: X2 — X pour toutt € [0,1[; elles stabilisent donc le sous-espace fetiré U= (Unu )2 =
r-1(UnU’) deX=, et ceci est vrai pour todte [0, 1] par un argument de continuité.
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Nous allons maintenant établir I'égalité
Hy(t,X) = Hy(t,x)

pour tout pointx € U= N U~ et toutt € [0,1]. Notons d’emblée qu'il suffit de se restreindre au cas
t €]0,1] puisque le résultat est déja acquis siOout = 1.

Premiére étape— On peut supposéd = U’. On peut également supposer qu'il existe un pdint
dans=(X) tel queé € U C X(&) car les ouvertX(¢), & € =(X), recouvreni. Sous ces conditions,
les variétés toriques etZ’ peuvent étre remplacées [#Eiy(&)) etZ'(y'(§)) respectivement (lemme
3.6), auquel cas les homomorphismés A(Z) — A(U) ety™ : A(Z') — A(U') sont des isomor-
phismes. Il existe en outre un isomorphisme équivagang’ — Z tel que¢* = (y*) Lo y* et on
déduit enfin du diagramme commutatif

T x U U
~ N
ey Txz ——2 z
|d><¢ /
<7><Z Z

I'identité Hy., = Hy/, qui permet de remplaceyf pargoy.

On s’est ainsi ramené a établir I'assertion suivantg: 8] — Z etd : U — Z sont deux cartes étales
affines telles que les homomorphismgsd™ : A(Z) — A(U) soient des isomorphismes et coincident,
Hy(t,-) =Hs(t,-) pour toutt €]0,1]. Notons que, comme les morphismest 6 deU dansZ induisent
le méme homomorphisme @€Z) dansA(U), y~1(0) = 6-1(O) pour toute orbited de Z.

Nous fixons maintenant un poirtdansU- et désignerons indistinctement pales morphismes
Spe¢.#(x)°) — U etSpe¢.# (x)) — U qu'il induit, ainsi que les’(x)-point deU,,,, = U=&x#"(x)
qu’il détermine.

Deuxiéme étape— Quitte a remplacer le corgspar une extension munie de la valeur absolue
triviale, nous pouvons supposer quyg) est unk-point deU. En réduisantl, nous pouvons également
supposer que(x) est 'unique point des fibreg 1 (y(r(x))) etd=2(d(r(x))).

Du fait quey et § induisent les mémes isomorphismes/A&Z) sur A(U), y(0) = 6-1(0)
pour toute orbiteD de Z; lesk-pointsy(r(x)) et &(r(x)) de Z appartiennent ainsi a la méme orbite
et il existe en conséquence un élémerde T (k) tel que I'automorphisméx| deZ auquela donne
naissance envoigr(x)) surd(r(x)). Comme au cours de la réduction préliminaire, on vérifie I'égalité
Hajoy = Hy, qui permet de remplacer le morphismpar[a]oy.

Au terme de cette seconde réduction, nous sommes ramenés a démontrer I'assertion suivante :
soienty,d : U — Z des cartes étales affinesxetin point deU- tels quer (x) soit unk-point deU,

y(r(x)) = o(r(x)) et
yHy(r(x)) = 871(8(r(x))) = {x};
alorsHy(t,x) = H(t,x) pour toutt €]0, 1].
SiI'on voit les .77 (x)°-points deU @y 77 (X)° etZ @k 7 (X)° comme des sous-schémas fermés, la
condition précédente sur les fibresydet 6 implique les égalités

x=y Hy(x) =3 1(8(x)
car les morphismeg o : U @ 7 (X)° — Z .7 (X)° sont étales.

Troisieme étape Nous considérons maintenant les orbiEs y(x)) et G(t, d(x)) des points/(Xx)
etd(x) deZ x) = Z&y A (X) sous le group&(t) ,(x et allons prouver l'identité

yH(G(t v(x)) = 6 H(G(t, 5(x))
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dansU, -

Choisissons une immersion ouverte équivaridinte> Z et notonsS le semi-groupe dank! qui
correspond &. Les morphismeg et d induisant le méme homomorphismeAl&Z) = M dansA(U),
les éléments”x (m) et % x(m) de Ox (U) ont le méme diviseur quel que saitc S et il existe donc
des unitésiy € Ox (U)* telles que

& (m) = umy”’x (m)
pour toutm € S. On posedy, = 8”x(m) etym = yx(m) (me 9).
CommeG(t, y(x)) et G(t,d(x)) sont respectivement les domaines affinoides
{Ix(m) —yx)*x(m)] <t;meS} et {|x(m)—3(x)"x(m)|<t;me8§}
deZ3,,, nous devons établir ldentit¢

{IYn—XYm| <t; me S} = {|qn—X"dn| <t; me S}
dansUs, -
Ecrivantdny, — X* &y sous la forme
Om — X" m = Umym — X UmX" Yin = Um(Yin — X" Yin) + X" Yim(Um — X" Um)
dansox (U) @k ¢ (x)°, nous obtenons la majoration
[Om—X" | < max(|Um|-|Yin— X" Yin|, X" Yin|-|Um — X"Um|)
< maX(|ym—X"Yml, |Um — X" Um|)

pour toutm € S. Les élémentx (m) — y(x)*x(m) de I'anneaud’z(Z) @k #(X)° engendrent I'idéal
premier définissant le7’(x)°-point y(x) ; en vertu de l'identitéx = y~1(y(x)) entre sous-schémas
fermés deU @y .2#°(X)° établie a la fin de I'étape précédente, il en découle que I'idéal premier de
Ox (U) définissant les#’(x)°-pointx — c’est-a-dire le noyau de I’homomorphisme d’évaluation

X1 Ox(U) @ (X)° — H(X)° —

est engendré par les élémeptsx (m) — y(X)* X (M)) = ym— X"V, M€ S. Nous déduisons immédia-
tement de cette derniére observation les majorations

Um — X Um| < max|Viyy — X*
’m A m|_m€S|Vm ,Vm’|

puis
|Om — X" Om| < Max|ym — X"V |
meS
pour toutme S.
Les morphismey et d jouant un rdle symétrique dans I'argument précédent, nous avons ainsi
prouvé I'égalité

Max|ym — X" yim| = Max| & — X" |
meS meS

suru?ﬂj(x), laquelle implique

yH(G(t v(x)) = 6 H(G(t, 5(x))
pour tout élémentde 0, 1].

Quatrieme étape Désignons respectivement pay etms les actions du groupeanalytique7-
surU-= qui sont déduites viget 5 de I'action de ce groupe sdr (lemme 3.19). Dans la situation pré-
sente,y 1(G(t, y(x))) (resp.01(G(t,d(x))) est, pour tout €]0,1[, I'orbite G,(t,x) (resp.Gs(t,x))
du pointx de Ugﬂx) sous le sous-groupB(t) ,-(y de T-=&yH (), celui-ci agissant vian, (resp.
ms). Comme les sous-ensemblBg(t, x) et G5(t,x) sont des domaines affinoides ayant chacun un
unigue point de Shilov et que, par définition, les images de ces derniers par la projection canonique
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de Uiﬂx) — U= sont les pointdH,(t,x) et Hs(t,x) respectivement, nous avons finalement prouvé
I'identité

Hy(t,x) = Hs(t,x)
pour toutt €]0,1[. La démonstration du lemme est achevée. O
THEOREME 3.25 — Il existe une application et une seule

H:[0,1] x X= — X2

satisfaisant & la condition suivante : pour toute carte étalé) — Z surX, H envoie[0, 1] x U= dans
U- et sa restriction §0, 1] x U= est 'homotopieH, de la proposition 3.23.
C’est une application continue telle que, pour tout poirt X :
-H(0,x) =x;
- H(l,X) = pX(X) ;
- six appartient aS(X), H(t,x) = x pour toutt € [0,1].
Démonstration. Cet énoncé la conjonction de la proposition 3.23 et du lemme précédent. O

4. APPLICATION AUX DIVISEURS A CROISEMENTS NORMAUX

Dans ce dernier chapitre, les résultats précédemment obtenus sur les espaces de Berkovich associés
aux plongements toroidaux sont appliqués a la détermination explicite du type d’homotopie de la fibre
genériquex, du complété formek d'un k-schéema localement algebrigXele long d’un diviseur
a croisements normaux simples. La formulation toroidale de cette derniére situation nécessite de
supposer gue le corpssoit parfait.

4.1. Le complexe d'incidence d'un diviseur a croisements normaux

(4.1.1)On désigne pah la catégorie dont les objets sont les ensemples {0,...,n},n€ N, et
dont les flechef] — [m] sont les applications croissantes. Par définitiorennsemble simpliciadst
un foncteur de la catégori¥® dans celle des ensembles et un morphisme (ou une application simpli-
ciale) entre ensembles simplicaux est un morphisme de foncteukes$iun ensemble simplicial et
n est un entier naturel, les éléments de I'ensemf|e]) sont lesn-simplexesieA.
Etant donné un ensembleon désigne pahy I'ensemble simplicial tel que

Ay ([n]) = Homens([N], 1)
pour toutn € N.

(4.1.2)Un diviseurD sur un schémX est, par convention, un diviseur de Cartier et I'on désigne
par SupgD) son support.
DEFINITION 4.1 — Un diviseurD sur un schéma localement noethériérest dita croisements
normaux simples’il existe en tout point de Supg D) un systéme régulier de parametf(es, ... ,zy)
dans I'anneau locabl’x x et des entiers naturey,...,Nq tels que Dy = div(ii‘l . i[}'d).
Remarque 4.2 — Dans la définition précédente, le schésastrégulier en tout point du support
SupfD) deD; si ce schéma est excellent, il existe donc un voisinage olver SupD) qui est
régulier. O
DEFINITION ET PROPOSITION 4.3, — SoientX un schéma localement noethérien exceller et
un diviseur a croisements normaux simplesXur

1) La suite(Y)nen de sous-ensembles Hedéfinie par

Y_1=SupgD), Yo =RégSupgD)), et, pour toun >0, Yn1 =RéqYn_1—Yn)
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est une stratification dSupgD) en sous-espaces localement fermés. Quel que soit le ypaiat
SupgD), on note¥(D ; x) I'ensemble des points génériquesSlgp D) qui sont des générisations
dex et on désigne pah(D ; x) I'ensemble simplicialyp; x)-

2) Quels que soient les poinksy € X, on note « — y» la relation de spécialisatioy € {x} et
I'on voit ainsi X comme une petite catégorie dd@ipgD) est une sous-catégorie pleine.)Sk y,
I'inclusion évidenteW(D ; x) C W(D ; y) donne lieu a une application simplicials(D ; x) —
A(D ; y); on dispose donc d’'un foncteux(D ; -) de SupgD) dans la catégorie des ensembles
simpliciaux. Par définition, leomplexe d’incidencdu diviseur a croisements normaux simylesst
'ensemble simplicial

A(D)= lim A(D;).
SuppD)
3) Pour tout entier nature], lesg-faces non-dégénérées A€D) correspondent biunivoquement
aux points génériques de,.

Démonstration. 1) Pour toutn > 0, le sous-schéma fermé rédifit de X est excellent e¥,, en est
I'ouvert dense des points réguliers. L'hypothése Qusoit a croisements normaux implique en outre
immédiatement que

Yn-i-l = Y7n_Yn :Tn_ Réinn)

soit purement de codimension un dafis

3) Quel que soit I'entier naturel I'ensemble deg-faces non dégénéréesaid) est la réunion des
g-faces non dégénérées des ensembles simplidiéiDxx) vus comme sous-ensembles simpliciaux
deA(D).

Etant donnés un pointdansSupg D), un systéme régulier de paramet(es. . ., zy) danso x et
des entiers natureM,...,Nq tels queDy = div(i}'l . .z'[]'d), désignons pak le sous-ensemble non
vide de{1,...,d} constitué des indiceistels queN; > 1. Pour toute partie non vidé del, le fermé
Zy=V(z ;iel) deSpe¢dy ¢) estirréductible (car régulier), de codimensidardl’) dansX, et
on vérifie par récurrence sur I'entier natunadue I'application

C—Cn Speq‘ﬁx’X)

réalise une bijection de I'ensemble des composantes conneXgsgequelles le point est adhérent
sur I'ensemble des ferm&s, oul’ est une partie dede cardinah+ 1. D’autre partW(D; x) est, par
définition, 'ensemble des points genériques des felgsi € I, et lesg-faces non dégénérees de
I'ensemble simplicialA(D; X) = Ay(p.x) SONt canoniquement en bijection avec les partigs-d éle-
ments de I'ensembl¢(D; x). On voit donc que, pour tout entier natugglesg-faces non dégénérées
deA(D;x) correspondent biunivoqguement aux points geneériqueé;diontx est une spécialisation.
O

Remarque 4.4 — Considérons la stratification

SupfD) = U Yn

neN

et désignons paE(D) I'ensemble des points génériques des strates. Etant donné urxptants
Y, il existe un unique poiny dans=(D) tel quex € {y}; l'inclusion (D ; y) C W(D ; x) est
alors une égalité et I'application canonioh ; y) — A(D ; X) est donc un isomomorphisme. Cette
observation permet de rempla¢épar=(D) dans la définition dA(D) :

A(D) = lim A(D ;)
w(D)
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4.2. Généralisation d'un théoreme de D. Stepanov

PROPOSITION 4.5, — SoientX un schéma localement algébrique sur un copasfaitk, D un
diviseur & croisements normaux simples 3uret X le complété formel d& le long du fermé
SupfD). Etant donné un voisinage ouvert réguli¥f de SupgD) dans X, I'immersion ouverte

X' —SupgD) — X’ est un plongement toroidal et le polyédre conique épa@e’)" = S(X')N%,
construit au cours de la section 3.1 du chapitre précédent est canoniguement homéomorphe a l'es-
pace topologiqueéA(D)|x]0, 40|

Démonstration. Le schémaX étant régulier en chaque point du supporbdet excellent, il existe un
voisinage ouvert régulieX’ de SupgD) dansX.

Etant donnés un tel ouvext, un pointx dansX’ et un systéme régulier de parametfes. . .,zq)
dansdx x tel queDy = div(z'fl e %’d) pour certains entiers naturell, . .., Ng, il existe un voisinage
ouvertU dex dansX’ tel quez, ..., zg € Ox(U) etD|y = div(i}'1 .. .ig‘d). Désignons parl’ensemble
des indices € {1,...,n} tels queN; > 0 et parJson complémentaire daK4,...,n}. Le morphisme
y:U — AY = Spedk(Ty,..., Tq]) défini par

N siiel

VT _{ z+1 siied
(i € {1,...,n}) est non-ramifié — et donc étale puisque le cde@st parfait — au point; quitte a
restreindrel, on peut supposer gqueest étale en tout point et que les sectians 1, i € J, sont
inversibles sutJ. Sous ces conditions, I'ouveldN (X’ — Supg D)) est I'image réciproque parde
louvert{T1#0,...,Th#0} C Aﬂ, lequel est I'orbite ouverte de I'espace affm%vu comme variété
torique via I'action canonique d&m{. Limmersion X’ — SupgD) — X' est donc un plongement
toroidal dont la décomposition

X'= X6 U (Yn - Yn+1):

neN

ouXg = X' —SupfD), est la stratification canonique.

Comme cela a été expliqué au cours de la section 3.1 (a I'issue de la remarque 3.12), leDi¢fseur
donne naissance & une fonction réeig. = — log|D"Y| sur I'ouvertpy* (X)) deX'~; sa restriction
apt(Xy) NUANryt(SupeD)) est la fonctiory ;e (—log|z|).

Supposons maintenant gyeoit un point générique de I'une des straYes- Y g1 de

SUpF(D) == U (Yn - Yn+l).
n>0

L'ensemblel est de cardinaj+ 1 et x est I'un des points génériques du sous-espace localement
fermé{z =0,iecl et z; #0, j € J} deU; p(x) est donc un point générique du sous-espace ferme
{Ti=0,icletT;#0, jcJ}de louvertinvarian{T; # 0, j € J} C A{. Vu la proposition 3.15,
I'application

(—log|zi,...,—log|za|) : pxt(Xp) NU? — R
réalise un isomorphismedu coneSgo(U) sur le cdne simplicial

{(ty,...,ta) €ERY | t; =0, j e Jett; > 0,i e}
qui ne dépend pas du choix des paramégresapplicationh—! induit donc un homéomorphisnig
du g-simplexe standard

IAD;X)| = {(tg,...,tg) €RY[tj =0, jedett=1icl}
sur le sous-espace fermé
So(U)N{dprea =1}

du coneSp(U) C Gp(X).
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Il découle directement de la définition du polyédre conigg€X’) que les différentes applications
ix: |A(D;X)| = So(X)N{Pprea = 1} se recollent en un homéomorphisme canonigleela réalisation
géometriqueA(D)| du complexe d’'incidence de sur le sous-espace fern@® (X) N {¢pea = 1} du
polyédre épointé&gy(X’)*, et ceci de tel sorte que I'applicatidn |A(D)| — So(X')*/R~0, cOMposée
dei par la projection canonique, soit un homéomorphisme. Nous obtenons ainsi un homéomorphisme
canonique s 2, Ppred) de So(X')* = &(X) N X, sur|A(D)|x]0, +|. O

Avec les hypothéses et les notations de la proposition précédente, of (#otda trace dex, C
X' sur le sous-espace fern@&X’) de X', L'endomorphismepy: de X'? stabilise le sous-espace
ouvertX, et induit donc un endomorphisme de ce dernier, patéqui réalise une rétraction de,
sur&(X). Tant&(X) quepx ne dépendent que du schéma forielet non du choix du voisinage
régulierX’ de SupgD) dansX.

THEOREME 4.6. — SoientX un schéma localement algébrique sur un cqrpgaitk etY un sous-
schéma fermé d¥. Etant donnés deux morphismias X1 — X, f» : X» — X tels que les conditions
suivantes soient vérifiées pour towt {1,2} :

- le morphisméf; est propre et il réalise un isomorphisme Xig— ffl(Y) surxX-Y;

- le sous-schéma ferrrfél(Y) de X; est un diviseur a croisements normaux simples;
les espaces topologiques( f; 1(Y))| et|A(f, 1(Y))| sont homotopes.
Démonstration. Désignons respectivement gy X1 et X, les complétés formels d¢, X1 et X, le
long deY, fl‘l(Y) et fz‘l(Y). Les morphismes?l X1 — X et E : X2 — X induisent des isomor-
phismes sur les fibres génériques (proposition 1.10); d'aprés le théoréme 3.25 et la proposition 4.5,
les applications continues

px,0 Fo o0 fLy 1 6(%1) — &(%2)
et

Px, 0 fy o fan 1 6(X2) — 6(X1)
sont alors des équivalences d’homotopie réciproques et, vu la proposition précédente, les espaces
topologiquesA(f,1(Y))| et|A(f,1(Y))| sont canoniqguement homotopes. O
COROLLAIRE 4.7. — SoitX un schéma localement algébrique sur un cdkpme caractéristique
nulle et soitY un sous-schéma ferm@de X tel que I'ouvertX — Y soit dense et régulier. Désignant
par X le complété formel dX le long deY, I'espace topologique sous-jacent a la fibre générigye
de X a le type d’homotopie d’'un CW-complexe.
Démonstration. Appliquant les deux théorémes principaux établis par Hironaka @ns ¢xiste
un ldéal suiX de support contenu daiset dont I'éclatement : X’ — X est tel quef ~(Y) soit un
diviseur a croisements normaux simples. Le morphigrétant propre et induisant un isomorphisme
deX’'— f‘l(Y) surX —Y, il donne lieu a un isomorphisme (ﬁ] surXy ; la conclusion en découle
puisque I'espace topologique sous—jacem',]éa le type d’homotopie d’'un CW-complexe. O
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