
Universität Regensburg
Mathematik
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Résumé.La géométrie analytique non archimédienne au sens de V. G. Berkovich fournit un cadre
naturel pour formuler les aspects combinatoires de la théorie des variétés toriques et des plongements
toroïdaux. Ce point de vue conduit à une preuve conceptuelle et élémentaire du résultat suivant : si
X est un schéma algébrique sur un corps parfait et siD est le diviseur exceptionnel, à croisements
normaux, d’une résolution des singularités deX, le type d’homotopie du complexe d’incidence deD
est un invariant deX. Il s’agit d’une généralisation d’un théorème de D. Stepanov.

Abstract. V. G. Berkovich’s Non-Archimedean analytic geometry provides a natural framework to
understand the combinatorial aspects in the theory of toric varities and toroidal embeddings. This
point of view leads to a conceptual and elementary proof of the following result : ifX is an algebraic
scheme over a perfect field and ifD is the exceptional normal crossing divisor of a resolution of the
singularities ofX, the homotpy type of the incidence complexe ofD is an invariant ofX. This is a
generalization of a theorem due to D. Stepanov.
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I NTRODUCTION

Ce travail trouve son origine dans un article de D. Stepanov ([11]). Étant donnés un corpsk de
caractéristique nulle, unk-schéma algébriqueX et un point singulier isoléx de X, le théorème de
résolution des singularités de Hironaka garantit l’existence d’un IdéalI sur X, de support{x} et
tel que le diviseur exceptionnelE de l’éclatement deI soit à croisements normaux simples (ce qui
signifie que ses composantes irréductibles sont sans auto-intersection). La combinatoire des intersec-
tions multiples des composantes irréductibles deE donne naissance à un ensemble simplicial∆(E), le
complexe d’incidencede ce diviseur, dont on note|∆(E)| la réalisation géométrique. Si∆(E) dépend
évidemment du choix de l’IdéalI, Stepanov démontre qu’il n’en va pas de même pour le type d’ho-
motopie de l’espace topologique|∆(E)|, qui est un invariant de la singularitéx. Ce résultat est déduit
du théorème de factorisation faible des applications birationnelles en caractéristique nulle (dont une
démonstration est due à D. Abramovich, D. Karu, K. Matsuki et K. Włodarczyk, une autre à K. Wło-
darczyk), lequel permet essentiellement, en écrivant l’application birationnelle naturelle entre deux
résolutions dex comme une composée d’applications birationnelles suffisamment élémentaires, de
passer de l’ensemble simplicial∆(E1) à l’ensemble simplicial∆(E2) par une suite de transformations
simples ne modifiant pas le type d’homotopie de la réalisation géométrique. Pour pouvoir appliquer
ce théorème de factorisation, il faut préalablement compactifier les schémas en jeu ; on considère pour
cela un voisinageU dex dansX, que l’on plonge dans unk-schéma propreU, régulier en dehors de
x et tel queU−U soit un diviseur à croisements normaux simples. La démonstration de Stepanov
fonctionne de manière identique si l’on part, plus généralement, d’unk-schéma algébriqueX et d’une
composante connexeproprede son lieu singulier. Notons en outre que la restriction à la caractéris-
tique nulle est imposée par l’utilisation du théorème de résolution des singularités de Hironaka pour
établir le théorème de factorisation et pour construire des compactifications convenables.

Nous proposons dans ce texte une approche conceptuelle et élémentaire d’une généralisation du
théorème de Stepanov, n’utilisant pas le théorème de factorisation faible. Précisément, on établit au
chapitre 4 le résultat suivant.

THÉORÈME — SoientX un schéma algébrique sur un corps parfaitk etY est un sous-schéma fermé
deX. Si f1 : X1→ X et f2 : X2→ X sont deux morphismes propres tels quef−1

i (Y) soit un diviseur à
croisements normaux simples et quefi induise un isomorphisme deX i − f−1

i (Y) sur X−Y, i = 1,2,
alors les espaces topologiques|∆( f−1

1 (Y))| et |∆( f−1
2 (Y))| sont canoniquement homotopes.

La démonstration est une application des idées introduites par V. G. Berkovich engéométrie ana-
lytique non archimédienneet elle procède en deux étapes.

1. Désignant parX, X1 et X2 les k-schémas formels obtenus en complétantX, X1 et X2 le long
deY, f−1

1 (Y) et f−1
2 (Y) respectivement, leursfibres génériquesXη , X1,η et X2,η sont par définition

des espaces analytiques sur le corpsk, vu comme un corps non archimédien en le munissant de la
valeur absolue triviale. Comme on s’y attend, les morphismesf1 et f2 induisent des isomorphismes
X1,η→̃Xη etX1,η→̃Xη ; en particulier, les espaces topologiques sous-jacents àXη , X1,η etX2,η sont
canoniquementhoméomorphes.

2. La condition imposée au corps de basek d’êtreparfait est là pour garantir que les immersions
ouvertesX1− f−1

1 (Y) ↪→X1 etX2− f−1
2 (Y) ↪→X2 sont desplongements toroïdaux. Il existe alors des

sous-espaces fermés canoniquesS(X1) etS(X2) deX1,η etX2,η respectivement ayant les propriétés
suivantes (i ∈ {1,2}) :

– l’espace topologiqueXi,η secontractesurS(Xi) ;
– S(Xi) s’identifie aucône épointésur l’espace topologique|∆( f−1

i (Y))| ;
et cela permet de conclure que les espaces topologiques|∆( f−1

1 (Y))| et |∆( f−1
2 (Y))| ont le même

type d’homotopie, à savoir celui de l’espace topologiqueXη .
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Avant d’aborder le théorème de Stepanov, on montre dans les pages suivantes que la théorie de
Berkovich fournit un cadre naturel pour formuler la construction, initialement décrite par D. Mumford
dans le deuxième chapitre de la monographie [9], du complexe polyédrique coniqueassocié à un
plongement toroïdal. Pour cela, la première étape est de voir que l’éventaild’une variété toriqueX
(sous un toreT) s’identifie à un sous-espace localement ferméS0(X) de l’espace de BerkovichXi

deX, dont l’adhérenceS(X) est la réunion des éventails associés aux différentes orbites dansX ; en
outre, l’action deT surX donne naturellement naissance à une contraction de l’espaceXi surS(X).
Cette construction et ces propriétés s’étendent au cas d’un plongement toroïdal.

Les idées et techniques ici mises en œuvre proviennent des travaux de Berkovich. Tout d’abord,
l’ espace de BerkovichXi d’un k-schéma formel localement algébriqueX n’est pas autre chose que
sa « fibre générique » au sens de l’article [4] (cette construction est essentiellement due à P. Berthelot
[6]). Cet espace analytique n’étant pas invariant relativement aux éclatements centrés dans la fibre
spéciale deX, la terminologie est quelque peu fâcheuse et nous nous sommes permis de la modifier.
La fibre génériqueXη deX considérée dans ce travail, qui possède la propriété d’invariance recquise,
est un ouvert deXi. Notre description des variétés toriques du point de vue de la géométrie ana-
lytique non archimédienne est une version détaillée de la section 6.1 de [1]. Enfin, l’extension aux
plongements toroïdaux suit de près la construction, par Berkovich, du squelette d’un schéma formel
pluristable ([5]).

Remarque.— L’énoncé du théorème doit être valable sans hypothèse sur le corpsk. Comme on l’a
mentionné, c’est le passage par la géométrie toroïdale qui nécessite de supposer quek est parfait et, si
ce chemin a un intérêt intrinsèque puisqu’il permet de reformuler la construction du complexe poly-
édral d’un plongement toroïdal dans le cadre de la théorie de Berkovich, il ne devrait pas être la voie
obligée pour accéder au théorème. SiX est le complété formel d’unk-schéma algébrique le long d’un
diviseur à croisements normaux simples, il est de fait possible (et facile) de définir inconditionnelle-
ment le sous-espace ferméS(X) deXη , mais il semble que l’on ait besoin de supposerk parfait pour
obtenir, via l’action de tores formels, une preuve aisée de la contractibilité deXη surS(X).

Il est par ailleurs raisonnable de penser que l’existence d’un corps de base est superflue et que
l’énoncé du théorème précédent est vrai sous la seule condition queX soit un schéma localement
noethérien excellent (il en est alors de même pourX1 etX2, et le complexe d’incidence d’un diviseur
à croisements normaux simples sur un schéma localement noethérien excellent est bien défini).

Je suis reconnaissant à Klaus Künnemann d’avoir attiré mon attention sur l’article de Stepanov et le
remercie pour ses encouragements à conduire ce travail à son terme. Cela fut fait au cours d’une année
passée au sein de l’université de Regensburg, que je remercie chaleureusement pour son accueil.

1. L’ ESPACE DE BERKOVICH D ’ UN k-SCHÉMA FORMEL LOCALEMENT

ALGÉBRIQUE

Soitk un corps, que l’on voit comme un corps non archimédien en le munissant de la valeur absolue
triviale ; la topologie induite surk est discrète. On désigne parSchAlgk la catégorie dont les objets
sont lesk-schémas localement algébriques et dont les flèches sont les morphismes dek-schémas.

Un k-schéma formel estlocalement algébriques’il est localement isomorphe au complété formel
d’un k-schéma algébrique le long d’un sous-schéma fermé ; il s’agit en particulier d’unk-schéma for-
mel adique. Lesk-schémas formels localement algébriques sont les objets d’une sous-catégorie pleine
de la catégorie desk-schémas formels, notée(SchAlgk)∧. On définit d’un foncteur pleinement fidèle
de SchAlgk dans(SchAlgk)∧ en associant à toutk-schéma localement algébriqueX sont complété
le long du sous-schéma ferméX ; il est équivalent de munir l’anneauOX(U) de la topologie discrète
pour tout ouvert quasi-compactU⊂ X.
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L’objet essentiel de ce chapitre est la définition d’un foncteur d’une certaine sous-catégorie de
(SchAlgk)∧ – mêmes objets et morphismes adiques – dans la catégorieAnk des espacesk-analytiques,
associant à unk-schéma formel localement algébriqueX safibre générique, notéeXη ; on introduira
pour cela un foncteur de(SchAlgk)∧ dansAnk, faisant correspondre à unk-schéma formel localement
algébriqueX sonespace de BerkovichXi. Par construction, la fibre spécialeXs d’un k-schéma formel
localement algébriqueX définit un sous-espacek-analytique fermé deXi et la fibre génériqueXη de
X est l’espace analytique induit sur l’ouvert complémentaire.

Il n’y a là rien d’original par rapport aux travaux de V. Berkovich. Il faut en particulier dire dès
maintenant que l’espace de BerkovichXi d’un k-schéma formel localement algébriqueX n’est pas
autre chose que sa « fibre générique » définie et étudiée dans l’article [4] et que cette construction est
initialement due à P. Berthelot [6]. Il s’avère cependant que le terme de fibre générique est inadapté
à la situation que nous considérons, l’espace analytiqueXi n’étant pas invariant relativement aux
éclatements centrés dans la fibre spéciale deX ; tel est par contre le cas de l’espace analytiqueXη , et
c’est cette observation que traduit la modification terminologique adoptée dans ce texte. Rappelons
enfin quei est la deuxième lettre de l’alphabet hébreu, transcrite par les lettres V et B dans l’alphabet
latin.

1.1. Préliminaires

Nous renvoyons au livre [1] et au premier chapitre de l’article [2] pour les notions fondamentales
de géométrie analytique non archimédienne au sens de Berkovich et nous contentons ici de quelques
rappels.

Fixons un corpsK muni d’une valeur absolue non archimédienne| · | pour laquelle il est complet.
(1.1.1)Quels que soient les nombres réels strictement positifsr1, . . . , rn, K{r−1

1 T1, . . . , r−1
n Tn} dé-

signe laK-algèbre de Banach des séries formellesf = ∑ν∈Nn aνTν1
1 . . .Tνn

n ∈ K[[T1, . . . ,Tn]] telles que
les nombres réels|aν |rν1

1 . . . rνn
n tendent vers0 lorsque|ν | = ν1 + . . .+ νn tend vers+∞, munie de la

norme définie par|| f || = maxν |aν |rν1
1 . . . rνn

n . Une algèbreK-affinoïdeest uneK-algèbre de Banach
quotient d’uneK-algèbre de Banach de la forme précédente, et elle est ditestrictement affinoïdesi les
r i peuvent être choisis dans le sous-groupe|K×| deR>0.

(1.1.2)Étant donnée une algèbreK-affinoïdeA, on désigne parM (A) l’ensemble des semi-normes
multiplicatives et bornées surA. Une telle semi-norme coïncide avec la valeur absolue sur le corps
K. Si x est un point deM (A) et a est un élément deA, on note indifféremment|a|(x) ou |a(x)|
l’évaluation dex ena.

Comme pour tout anneau de Banach, lasemi-norme spectraled’une algèbreK-affinoïdeA est
définie par la formule

|a|sp = lim
n→+∞

||an|| 1
n = inf

n
||an|| 1

n .

De la commutativité deA se déduit la propriété suivante :

|a|sp = max
M (A)

|a|(x).

On noteA◦ l’ensemble des élémentsa de A tels que|a|sp≤ 1; c’est une sous-K◦-algèbre deA.
Tout K-morphisme bornéf : A → B entre algèbreK-affinoïdes induit unK◦-homomorphismef ◦ de
A◦ dansB◦ car| f (a)|sp≤ |a|sp pour touta∈ A.

(1.1.3)Une partieV deM (A) est undomaine affinoïdesi le foncteurhV de la catégorie des al-
gèbresK-affinoïdes (et desK-morphismes bornés) dans celle des ensembles, qui à une algèbreB asso-
cie l’ensemble desK-homomorphismes bornésϕ deA dansB tels que l’image de l’application induite
aϕ : M (B)→M (A) soit contenue dansV, est représentable. À tout domaine affinoïdeV deM (A)
sont donc associés une algèbreK-affinoïdeAV et unK-homomorphisme bornéA → AV , uniquement
déterminés à un isomorphisme unique près, et l’on vérifie que l’application induiteM (AV)→M (A)
est une bijection surV. Parmi les domaines affinoïdes figurent les domaines rationnels, de la forme
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V = {| f1| ≤ r1| f0|, . . . , | fn| ≤ rn| f0|}, où f0, . . . , fn sont des éléments deA engendrant l’idéal unité
et r1, . . . , rn sont des nombres réels strictement positifs ; dans ce cas,AV est l’algèbreK-affinoïde
A{r−1

1 T1, . . . , r−1
n Tn}/( f1− f0T1, . . . , fn− f0Tn).

(1.1.4)On fait de l’ensembleX = M (A) un siteen le munissant de la topologie de Grothendieck
suivante (voir [7] et [6]).

– Les objets, appelésdomaine analytique, sont les partiesU deX admettant un recouvrement{V i}
par des domaines affinoïdes vérifiant la condition suivante : pour toute algèbreK-affinoïdeB et
toutK-homomorphisme bornéϕ : A → B tel que l’image de l’applicationaϕ : M (B)→M (A)
soit contenue dansU, celle-ci est recouverte par un nombre fini desV i .

– Les recouvrements admissibles d’un domaine analytiqueU sont les recouvrements{Ui} deU par
des domaines analytiquesUi vérifiant la condition suivante : pour toute algèbreK-affinoïdeB et
toutK-homomorphisme bornéϕ : A → B tel que l’image de l’applicationaϕ : M (B)→M (A)
soit contenue dansU, il existe un recouvrement deM (B) par un nombre fini de domaines
affinoïdes qui raffine le recouvrement{ϕ−1(Ui)}.

Ce site est notéXG. D’après un théorème de Tate, il existe un et un seul faisceau deK-algèbres
OXG surXG satisfaisant aux deux conditions suivantes :OXG(V) = AV pour tout domaine affinoïde
V ⊂ X et, si W,V sont des domaines affinoïdes tels queW ⊂ V, l’homomorphisme de restriction
OXG(V)→ OXG(W) est leK-homomorphisme borné deAV dansAW factorisant la flèche canonique
A → AW.

(1.1.5) Munissons maintenantX = M (A) de la topologie engendrée par les évaluations(x 7→
| f (x)|), f ∈A ; l’espace topologique obtenu est compact et les domaines affinoïdes en sont des parties
compactes, donc fermées. Du fait que tout point deX admette manifestement un système fondamental
de voisinages formé de domaines affinoïdes, chaque ouvertΩ de X est un domaine analytique et
tout recouvrement ouvert deΩ est admissible ; il existe donc un morphisme évidentΠ du siteXG

vers le site topologique associé àX et l’image directeOX = Π∗(OXG) est un faisceau deK-algèbres
sur l’espace topologiqueX. Le terme d’« ouvert » n’est employé que pour la topologie qui vient
d’être définie (dans le cadre de la topologie de Grothendieck sur le siteXG, on parlera de domaines
analytiques ou d’objets de ce site) ; s’il n’y a pas d’ambiguité, on notera toutefois indistinctementOX

pour les faisceaux structuraux du siteXG et de l’espace topologiqueX.
Pour tout pointx deX, les fibresOX,x et OXG,x sont des anneaux locaux ; le premier est la limite

du système inductif desAV , V parcourant l’ensemble des domaines affinoïdes deX qui sont des
voisinages dex, tandis que le second est la limite du système inductif desAW, W parcourant cette
fois le système inductif des domaines affinoïdesW deX qui contiennentx.

(1.1.6) En vertu du théorème de Tate mentionné au point précédent,A est l’anneau des sec-
tions globales du faisceau structural deM (A) ; il existe par conséquent un unique morphisme d’es-
pacesk-localement annelésρA : M (A) → Spec(A) induisant l’homomorphisme identique deA. Il
est facile de voir que l’application sous-jacente envoie une semi-normex ∈ M (A) sur son noyau
{a3 A | |a(x)|0} (il s’agit bien d’un idéal premier deA en vertu de la multiplicativité dex).

On dispose également d’un morphisme de sitesk-localement annelésrA : M (A)→ Spf(A◦), uni-
quement déterminé par la condition suivante : pour tout élémentf deA◦, r−1

A (D( f )) est le domaine
affinoïde{| f | = 1} et l’homomorphisme deΓ(D( f ),OSpec(A)) dansΓ(r−1

A (D( f )),OM (A)G
) est la

flèche canonique deA◦
{ f} dansA{T}/(T f − 1). L’application sous-jacente envoie une semi-norme

multiplicativex∈M (A) sur l’idéal premier ouvert{a∈ A◦ | |a(x)|< 1} de l’anneau topologiqueA◦
et est appeléeapplication de réduction.

(1.1.7)Étant donné un espaceK-affinoïdeX = M (A), l’ensemble des sous-espaces fermésΓ de
X tels que, pour toutf ∈ A,

max
X
| f |= max

Γ
| f |,

admet un plus petit élément : c’est par définition lebord de Shilovde X, que l’on noteΓ(X) ([1],
corollaire 2.4.5). Ce sous-ensemble est fini, et il est non vide siX est non vide.
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Les deux propriétés fondamentales du bord de Shilov d’un espace affinoïdeX = M (A) sont les
suivantes.

- Si A est strictement affinoïde,Γ(X) est l’image réciproque par l’application de réductionrA :
M (A) → Spf(A◦) de l’ensemble des points génériques (de la fibre spéciale) du schéma formel
Spf(A◦).

- Quelle que soit l’extension non archimédienneK′/K, Γ(X) est l’image deΓ(XK′) par la projection
canonique deXK′ = M (A⊗̂KK′) surX.

(1.1.8)La définition des espacesK-analytiques généraux par recollement d’espacesK-affinoïdes
est présentée dans le premier chapitre de l’article [2]. Un espaceK-analytiqueX est en particulier un
espace topologique localement compact muni d’une famille distinguée de sous-espaces compacts, ses
domaines affinoïdes; tout pointx deX possède un voisinage de la formeV1 . . .Vn, oùV1, . . . ,Vn sont
des domaines affinoïdes tels quex∈ V1∩ . . .∩Vn. L’ensemble sous-jacent àX possède en outre une
topologie de Grothendieck ainsi définie :

– les objets, appelésdomaines analyiques, sont les sous-espaces topologiquesY de X dont tout
pointy admet un voisinage de la formeV1∪ . . .∪Vn, oùV1, . . . ,Vn sont des domaines affinoïdes
ety∈ V1∩ . . .∩Vn ;

– un recouvrement d’un domaine analytiqueY par des domaines analytiquesV i est admissible
s’il admet un raffinement{U j} tel que tout pointy de Y admette un voisinage de la forme
U1∪ . . .∪Un avecy∈ U1∩ . . .∩Un.

On d’esigne parXG le site défini par cette topologie de Grothendieck ; comme les ouverts deX (resp.
les recouvrement ouverts) sont des domaines analytiques (resp. des recouvrements admissibles), on
dispose naturellement d’un morphisme de sitesΠX : XG → X.

Le siteXG est en outre muni d’unfaisceau structuralen K-algèbresOXG, dont les tiges en tout
point dex sont des anneaux locaux et tel que, pour tout domaine affinoïdeV de X, OX(V) soit la
K-agèbre affinoïde deV. On désigne parOX le faisceau(ΠX)∗OXG sur l’espace topologique (sous-
jacent à)X, qui en fait un espaceK-localement annelé. Pour tout pointx deX, le corps résiduel de
l’anneau localOX,x est canoniquement muni d’une valeur absolue prolongeant celle deK et l’on note
H (x) le corps non archimédien obtenu par complétion.

(1.1.9)À toutK-schéma localement algébriqueX est naturellement associé un espaceK-analytique,
de la manière suivante : le foncteurΦX de la catégorie des espacesK-analytiques dans celle des en-
sembles, qui à un espaceK-analytiqueY fait correspondre l’ensemble des morphismes d’espacesK-
localement annelés deY dansX, est représentable par un espaceK-analytiqueXan et un morphisme
d’espacesK-localement annelésρX : Xan→ X. L’espaceXan est l’espaceK-analytiqueassocié au
K-schémaX. On trouvera au chapitre 3 du livre [1] la démonstration de cette assertion ainsi que les
principales propriétés du foncteurX ; Xan.

(1.1.10)L’article [5] contient la définition d’un foncteur « fibre générique »X ; Xη de la catégorie
desK◦-schémas formels localement de présentation finie dans celle des espacesK-analytiques. Si
X = Spec(A ) est affine,A ⊗K◦ K est une algèbreK-affinoïde etXη = M (A ⊗K◦ K).

L EMME 1.1. — SoientK un corps non archimédien etX unK◦-schéma formel plat et localement de
présentation finie tel que l’espaceK-analytiqueX = Xη soit un espaceK-affinoïde. Le bord de Shilov
Γ(X) est contenu dans l’image réciproque par l’application de réductionrX : Xη → X de l’ensemble
des points génériques (de la fibre spéciale) deX.

Démonstration. Supposons tout d’abord queX soit affine, d’anneauA . L’homomorphisme cano-
nique A → A = A ⊗K◦ K est injectif, à valeurs dans sous-K◦-algèbreA◦ de A et identifie cette
dernière à la fermeture intégrale deA dansA ([7], paragraphes 6.1.2 et 6.4.3) ; le morphisme corres-
pondantp : Spf(A◦)→ Spf(A ) est donc entier et dominant, et les points génériques deSpf(A◦) sont
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exactement les images réciproques des points génériques deSpf(A ). Vu le diagramme commutatif

Spf(A◦)

p

²²
X = M (A)rSpf(A )

//

rA

88qqqqqqqqqq
Spf(A )

nous obtenons dans ce cas l’identité entreΓ(X) et l’image réciproque parrSpf(A ) de l’ensemble des
points génériques deSpf(A ).

Pour traiter le cas général, il suffit de considérer un recouvrement de type finiU de X par des
ouverts affines. Pour toutU ∈ U , r−1

X (U) =
(
X|U

)
η est un domaine affinoïde deX dont le bord de

Shilov est contenu dans le sous-espace fermér−1
X (X(0)

s ) deX d’après ce qui précède. Désignant par
A l’algèbre affinoïde deX,

max
X
| f |= max

U∈U
max

r−1
X (U)

| f |

et donc
max

X
| f |= max

r−1
X (X(0)

s )
| f |

pour tout élémentf deA ; vu la définition du bord de Shilov deX rappelée précédemment, l’inclusion

Γ(X)⊂ r−1
X (X(0)

s )

en découle immédiatement. 2

1.2. Construction

Rappelons que l’on considère un corpsk, muni de la valeur absolue triviale.
Il existe deux manières différentes d’associer un espacek-analytique à unk-schéma localement

algébriqueX.
- La première est celle rappelée ci-dessus (1.1.9).

- La seconde repose fondamentalement sur la trivialité de la valeur absolue dek : celle-ci permet
en effet de voirX comme un schéma formel localement de présentation finie sur l’anneauk◦ (= k), et
l’on peut alors considérer sa fibre générique au sens de l’article [3] (voir 1.1.10).

La seconde manière de procéder s’étend naturellement au cas d’unk-schéma formel localement
algébrique, ce qui est réalisé dans l’article [4]. Nous reformulons cette construction dans ce qui suit.

(1.2.1)Étant donné unk-schéma formel localement algébriqueX, on désigne parΨX le foncteur
de la catégorie des espacesk-analytiques dans celle des ensembles, qui a tout espacek-analytiqueY
associe l’ensemble des morphismesbornésde sitesk-localement annelés deYG dansX, c’est-à-dire
les morphismesf satisfaisant à la condition suivante : pour tout ouvert affineU deX et tout domaine
affinoïdeV deY avec f (V)⊂ U, l’homomorphisme

f # : Γ(U,OX)→ Γ(V,OYG)

est tel que|| f #(a)|| ≤ 1 pour touta∈ A.

PROPOSITION ET DÉFINITION 1.2. — SoitX unk-schéma formel localement algébrique.
Le foncteurΨX est représentable par un espacek-analytiqueXi et un morphisme borné de sites

k-localement annelésrX : XiG → X. Cet espacek-analytique est l’espace de BerkovichdeX.

Démonstration.Considérons tout d’abord le cas d’un schéma affineX = Spec(A) et vérifions que le
couple constitué de l’espacek-affinoïdeM (A) – la k-algèbreA étant vue comme unek-algèbre de
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Banach en la munissant de la norme triviale – et de l’application de réductionrA : M (A)G→Spec(A)
représente le foncteurΨX .

Si Y = M (B) est un espacek-affinoïde, les morphismes bornés de sitesk-localement annelés
f : YG → X sont en correspondance biunivoque avec lesk-homomorphismes bornésf # : A → B qui
leur sont associés, et donc avec les morphismes d’espacesk-affinoïdesa( f #) : M (B) → M (A) ;
on dispose en outre pour toutf d’un diagramme commutatif (de morphismes bornés de sitesk-
localement annelés)

M (B)G

a( f #) //

f %%KKKKKKKKKK

rB

²²

M (A)G

rA

²²
Spec(B)

a( f #)
// Spec(A)

et l’on obtient ainsi que le couple(M (A), rA) représente la restriction du foncteurΨSpec(A) à la sous-
catégorie pleine deAnk dont les objets sont les espacesk-affinoïdes.

Quel que soit l’espacek-analytiqueY et le morphisme borné de sitesk-localement annelésf :
YG→ X = Spec(A), on dispose d’une famille compatible dek-homomorphismes bornésf #

V/X : A →
OY(V) pour tout domainek-affinoïdeV dansY. On en déduit une famille de morphismes d’espaces
k-affinoïdesa( f #

V/X) : V →M (A) tels quef = rA ◦ a( f #
V/X)G, et ces derniers se recollent en un mor-

phisme d’espacesk-analytiquesfi : Y →M (A) tel que f = rA ◦ fiG . PosantXi = M (A) et rX = rA ,
on établit ainsi que le couple(Xi, rX) représente le foncteurΨX lorsqueX = Spec(A) est unk-schéma
affine.

Considérant toujoursX = Spec(A), soitY un sous-schéma fermé deX, défini par un idéalI deA ;
on poseÂ = lim←−(A/In) et on s’intéresse auk-schéma formel affineX = Spf(Â). Rappelant que l’on
voit X comme un schéma formel en munissantA de la topologie discrète, l’homomorphisme cano-
niqueA→ Â définit une flèchej : X→X dans(SchAlgk)∧, laquelle donne naissance à un morphisme
de foncteursΨX →ΨX . En vertu de la première partie de cette démonstration, le foncteurΨX est re-
présenté par l’espacek-affinoïdeXi et le morphismerX : XiG→ X. Étant donné un espacek-affinoïde
Y = M (B) et un morphisme d’espacesk-analytiquesf : Y → Xi défini par un homomorphisme
borné f # : A → B, l’image de f est contenue dans l’ouvert

r−1
X (Y) = {x∈ Xi | |a|(x) < 1, a∈ I}

si et seulement si

| f #(a)|sp = max
X
| f #(a)|< 1

pour touta∈ I ou, de manière équivalente, si et seulement si, pour touta∈ I, la suite des puissances
de l’élément f #(a) de B tend vers0 (voir [1], proposition 2.1.4). Il revient au même de dire que
l’homomorphismef # est continu relativement à la topologieI-adique surA car l’idéalI est de type
fini. Comme la sous-k-algèbre topologiqueB◦ deB est séparée et complète, les assertions

– l’image def est contenue dansr−1
X (Y) ;

– le k-homomorphismef # : A → B – qui est à valeurs dansB◦ – se prolonge, nécessairement de
manière unique, en un homomorphisme continu deÂ dansB◦ ;

sont équivalentes. Il en découle immédiatement que le foncteurΨX est représenté par l’espacek-
analytiqueXi induit parXi sur l’ouvert r−1

X (Y) et par le morphisme borné de sitesk-localement
annelésrX : Xi→ X obtenu en restreignantrX.

Considérons finalement unk-schéma formel localement algébriqueX quelconque. Étant donné un
espacek-analytiqueY, un morphisme borné de sitesk-localement annelésf : YG→X induit pour tout
ouvert affineU deX un morphisme borné de sitesk-localement annelésfU : f−1(U)G → X|U (noter
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que f−1(U) est un domaine analytique dansY) et il existe donc un unique morphisme d’espacesk-

analytiquesfiU : f−1(U)→ (
X|U

)i
tel que fU = rX|U ◦ fiU . Les conditions de recollement des schémas

formels affinesX|U en le schéma formelX donnent lieu à des conditions de recollement pour les

espacesk-analytiques
(
X|U

)i
qui sont compatibles avec les réductions : pour tous ouverts affines

U,V deX tels queV ⊂ U, le diagramme

(
X|V

)i
G

ii //

rX|V
²²

(
X|U

)i
G

rX|U
²²

X|V
i

// X|U

dans lequeli désigne l’immersion ouverte deX|V dansX|U, est commutatif. Après recollement, on

obtient donc un espacek-analytiqueXi – recouvert par les domaines analytiques
(
X|U

)i
–, un mor-

phisme bornés de sitesk-localement annelésrX : Xi→ X et un morphisme d’espacesk-analytiques
fi : Y → Xi, le triplet (Xi, rX, f i) étant uniquement déterminé par les conditions suivantes : pour

tout ouvert affineU deX, r−1
X (U) est le domaine analytique

(
X|U

)i
deXi et la restriction def i (resp.

rX) à f−1(U) (resp. à
(
X|U

)i
G) est le morphismefiU (resp.rX|U). L’identité f = rX ◦ f iG est évidente et

il est facile de vérifier que l’application

ΨX(Y)→ HomAnk(Y,Xi), f 7→ fi

est une bijection. La démonstration est alors achevée. 2

Il découle immédiatement du résultat précédent que, siX et Y sont deuxk-schémas formels lo-
calement algébriques, toutk-morphisme de schémas formelsf : X→Y donne lieu à un morphisme
d’espacesk-analytiquesfi : Xi→Yi tel que le diagramme de morphismes de sites

XiG
fiG //

rX

²²

YiG
rY

²²
X

f
// Y

soit commutatif. L’identité
(g◦ f )i = gi ◦ fi

est évidente pour tous morphismesf : X → Y, g : Y → Z, et l’on a donc défini un foncteur de la
catégorie desk-schémas formels localement algébriques dans celle des espacesk-analytiques.

Remarque 1.3. — 1) Si X est unk-schéma localement algébrique, des éléments de comparaison
entre les espaces analytiquesXanetXi seront donnés un peu plus loin (1.3.1). On peut toutefois d’ores
et déjà remarquer que l’ensembleXan(K) des points desXan est exactement l’ensembleX(K) desK-
points deX tandis queXi(K) est le sous-ensemble deX(K) formé desK-pointst : Spec(K) → X
tels que, sit est localisé au pointx ∈ X et U est un voisinage affine dex, l’homomorphismet# :
Γ(U,OX)→ K soit borné :|t#( f )| ≤ 1 pour tout f ∈ Γ(U,OX). De manière équivalente,Xi(K) est
l’ensemble desK-points deX admettant un prolongement en unK◦-point. En guise d’exemple : si
X = An

k, l’ensemble sous-jacent àXan est constitué de toutes les semi-normes multiplicatives sur
k[T1, . . . ,Tn] qui prolongent la valeur absolue dek tandis que celui sous-jacent àXi est formé de
toutes les semi-normes multiplicatives surk[T1, . . . ,Tn] qui sont majorées par1 (ces dernières prolon-
geant nécessairement la valeur absolue dek).

2) Considérons un corps non archimédienK ; quel que soit l’espaceK-analytiqueY, on désigne par
O◦

Y le faisceau deK◦-algèbres sur le siteYG tel que, pour tout domaine analytiqueV ⊂Y, O◦
Y(V) soit

l’ensemble des sectionsf ∈OY(V) vérifiant| f (x)| ≤ 1 pour tout pointx∈ V. Si maintenantX est un
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K◦-schéma formel localement de présentation finie, la démonstration précédente s’adapte facilement
pour établir que le foncteurΨX de la catégorie des espacesK-analytiques dans celle des ensembles,
qui à un espaceK-analytiqueY fait correspondre l’ensemble des morphismes de sites localementK◦-
annelésX→ (YG,O◦

Y), est représentable. Cela fournit une autre description de l’espaceK-analytique
« fibre générique » deX introduit dans l’article [3].

3) Comme cela a déjà été dit, la définition/proposition précédente est la reformulation, dans un
cas particulier, de la construction par Berkovich d’une « fibre générique » pour une certaine classe de
schémas formels ([4]). Le changement terminologique introduit se justifie par le désir de conserver à
l’expression « fibre générique » une signification adéquate dans la situation ici considérée.3

PROPOSITION 1.4. — Considérons unk-schéma formel localement algébriqueX.
1. SiX est le complété formel d’unk-schéma localement algébriqueX le long d’un sous-schéma

ferméY et si j : X→ X est le morphisme canonique dans(SchAlgk)∧, le morphismeji réalise un
isomorphisme deXi sur l’ouvertr−1

X (Y) deXi et le diagramme de morphisme de sitesk-annelés

XiG
jiG //

rX

²²

Xi

rX

²²
X

j
// X

est commutatif.
2. Désignant pariX : Xs ↪→ X l’immersion fermée canonique, le morphismeiiX : Xis → Xi est une

immersion fermée d’espacesk-analytiques.

Démonstration. 1. Cette assertion a été établie au cours de la démonstration de la proposition 1.2
lorsque le schémaX est affine et le cas général s’en déduit tout de suite en considérant un recouvre-
ment deX par des ouverts affines.

2. On se ramène au cas du complété formelX d’un k-schéma algébrique affineX = Spec(A) le long
du ferméY = V(I) définit par un idéalI deA. La fibre spéciale deX est lek-schéma algébriqueY et le
composé des morphismes canoniques dek-schémas formelsY = Xs→X→X est l’immersion fermée
définie par l’épimorphismep : A →A/I. Il en découle que le composé du morphismeiXi : Xis →Xi

par l’immersion ouverteXi→ Xi est le morphisme deYi = M (A/I) dansXi = M (A) défini par
l’épimorphismep ; c’est une immersion fermée d’espacesk-analytiques et il en est donc de même
pour iX. 2

PROPOSITION 1.5. — Étant donné unk-schéma localement algébriqueX, il existe un morphisme
d’espaces localementk-annelés et un seulρX : Xi→ X qui satisfasse à la condition suivante : quel
que soit l’ouvert affineU deX la restriction du morphismeρX au domaine affinoïdeUi est le mor-
phismeρUUi→ U.

Démonstration. Il suffit de vérifier que les morphismes d’espacesk-localement annelésρU : Ui→
U⊂ X associés aux ouverts affines deX se recollent, c’est-à-dire que, pour tous ouverts affinesV,U
deX tels queV ⊂ U, le diagramme naturel (dans la catégorie des espacesk-localement annelés)

Vi
ii //

ρV

²²

Ui

ρU

²²
V

i
// U

est commutatif,i désignant l’immersion ouverte canonique. Tel est bien le cas car les morphismes
d’espacesk-localement annelésρU ◦ ii et i ◦ρV de Vi dansU induisent le même homomorphisme
de Γ(U,OU) = Γ(U,OX) dansΓ(Vb,OVi) = Γ(V,OV) = Γ(V,OX), à savoir l’homomorphisme de
restriction. 2
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(1.2.2)La seconde assertion de la proposition 1.4 conduit naturellement à la définition de lafibre
génériqued’un k-schéma formel localement algébrique.

DÉFINITION ET PROPOSITION 1.6. — Étant donné unk-schéma formel localement algébriqueX,
safibre génériqueest l’espacek-analytique induit parXi sur l’ouvertXi−Xis ; on la noteXη .

Si X et Y sont deux objets de(SchAlgk)∧ et f : X→Y est un morphismeadique, f i(Xη) ⊂Yη
et l’on note fη le morphisme induit deXη dansYη .

On dispose ainsi d’un foncteur « fibre générique » de la catégorie(SchAlgk)ad – dont les objets
sont lesk-schémas formels localement algébriques et dont les flèches sont lesk-morphismes adiques
– dans la catégorie des espacesk-analytiques.

Démonstration. Soient f : X → Y un morphisme adique entre deux objets de (SchAlgk)∧ et I un
Idéal de définition deY ; commeJ = f−1(I) est, par hypothèse, un idéal de définition deX, fi

envoie l’ouvertXη = Xi−V(J) deXi dans l’ouvertYη = Yi−V(I) deYi. 2

Remarque 1.7. — Au sens de la définition précédente, la fibre générique d’unk-schéma localement
algébriqueX estvide. 3

1.3. Propriétés

(1.3.1)L’espace de BerkovichXi d’un k-schéma localement algébriqueX possède un certain nombre
de propriétés élémentaires, regroupées dans la proposition suivante.

PROPOSITION 1.8. — SoitX unk-schéma localement algébrique.
1) Pour toutx∈ Xi, le pointrX(x) deX est une spécialisation du pointρX(x) : rX(x) ∈ {ρX(x)}.

Réciproquement, étant donnés des pointsξ etζ dansX tels queζ ∈ {ξ}, il existe un pointx dansXi

tel queρX(x) = ξ et rX(x) = ζ .
2) Étant donné un ouvert affineU deX, tout pointx deρ−1

X (U) définit une semi-norme multiplica-
tive surOX(U), bornée si et seulement sirX(x) appartient àU. Le pointx induit en outre une valeur
absolue non archimédienne sur le corpsκ(ρX(x)) qui coïncide avec la valeur absolue triviale surk.
Le corps non archimédienH (x) est le complété deκ(ρX(x)) pour cette valeur absolue.

3) Quel que soit le pointξ deX, l’intersection des fibresρ−1
X (ξ ) et r−1

X (ξ ) est réduite à un point,
notéσ(ξ ) auquel correspond la valeur absolue triviale sur le corpsκ(ξ ).

Tout pointx deXi tel que la valeur absolue du corps non archimédienH (x) soit triviale est de la
formeσ(ξ ), ξ ∈ X.

4) Étant donné un pointξ dansX, le sous-espace topologiquer−1
X (ξ ) deXi est localement com-

pact et son adhérence dansXi est ⋃

ξ ′ ∈ X
ξ ′→ ξ

r−1
X (ξ ′).

Démonstration. Il suffit de démontrer ces assertions lorsque le schémaX est affine, d’anneauA.
1) PuisqueρA(x) = { f ∈ A | | f |(x) = 0} ⊂ rA(x) = { f ∈ A | | f |(x) < 1}, rA(x) est, pour tout point

x deXi = M (A), une spécialisation deρA(x) dansSpec(A).
Considérons réciproquement deux pointsξ ,ζ dansX tels queζ ∈ {ξ} et désignons parY le sous-

schéma fermé intègre deX de point génériqueξ . Comme ce schéma est noethérien, il existe un anneau
de valuation discrèteR et un morphismeSpec(R)→ Y envoyant le point générique surξ et le point
fermé surζ ([EGA], Chap. II § 7, proposition (7.1.7)) ; munissant le corps des fractionsK deR d’une
valeur absolue associée à la valuation, le morphismeSpec(K)→ Y ↪→ X définit un pointx dansXi

tel queρX(x) = ξ et rX(x) = ζ .
2) C’est immédiat.
3) Quel que soit le pointx deXi, l’égalité rX(x) = ρX(x) = ξ est équivalente à la condition

(∀ f ∈ A),
(
( f (ξ ) = 0) ⇔ (| f |(x) = 0) ⇔ (| f |(x) < 1)

)
;
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il y a donc, pour tout pointξ ∈ X, un et un seul point dansr−1
X (ξ )∩ ρ−1

X (ξ ), à savoir celui défini
par la semi-norme multiplicative surA provenant, via l’homomorphisme canoniqueA → κ(ξ ), de la
valeur absolue triviale sur le corps résiduelκ(ξ ) du pointξ .

Nous pouvons ainsi définir une applicationσ deX dansXi en posantr−1
X (ξ )∩ρ−1

X (ξ ) = {σ(ξ )}
pour toutξ ∈ X. Il est clair que l’image de cette application est l’ensemble des pointsx deXi tels
que la valeur absolue du corps non archimédienH (x) soit triviale.

4) Ayant muni l’anneauOX,ξ de la norme triviale, l’homomorphisme canoniqueA → OX,ξ donne
lieu à une application continue et injectiveι : M (OX,ξ )→ Xi = M (A), dont l’image, on le vérifie
facilement, est précisément le sous-espace

⋃

ξ ′ ∈ X
ξ ′→ ξ

r−1
X (ξ ′)

deXi. L’espace topologiqueM (OX,ξ ), étant le spectre d’un anneau de Banach commutatif, est com-
pact ([1], théorème 1.2.1) ; il en découle queι réalise un homéomorphisme sur son image, qui est en
particulier un sous-espace fermé deXi. La compacité locale du sous-espacer−1

X (ξ ) deXi est claire :
il s’agit de l’image, par l’homéomorphismeι , du sous-espace

{x∈OX,ξ | | f (x)|< 1, f ∈mξ}
du compactM (OX,ξ ) et, l’idéal mξ étant de type fini, ce sous-espace est ouvert, donc localement
compact.

Pour établir que le sous-espace fermé
⋃

ξ ′ ∈ X
ξ ′→ ξ

r−1
X (ξ ′)

deXi est l’adhérence der−1
X (ξ ), il reste à vérifier que tout ferméF deXi = M (A) contenantr−1

X (ξ )
contient égalementr−1

X (Uξ ), oùUξ = {ξ ′ ∈ X | ξ ′→ ξ} est l’ensemble des générisations deξ dans
X.

CommeF est l’intersection des domaines analytiques compacts le contenant, on est ramené au cas
où F est un domaine analytique compact. SoitK une extension non archimédienne dek satisfaisant
aux deux conditions suivantes :

– K̃ = k ;
– FK = p−1

K/k(F) est une réunion finie de domaines strictementK-affinoïdes deXi⊗̂kK, pK/k dési-

gnant la projection canonique deXi⊗̂kK surX.
L’espaceK-analytiqueXi⊗̂kK est la fibre générique duK◦-schéma formel affine, plat et de présenta-
tion finie

X = X×Spf(k) Spf(K◦) = Spf(A⊗̂kK
◦)

(1.1.10), dont la fibre spéciale est canoniquement isomorphe àX. D’après un théorème de M. Raynaud
([10], Theorem 1.5), il existe un éclatement admissiblef : Y → X et un ouvertU de Y tels que
FK = r−1

Y (U).
Désignant parUζ l’ensemble des générisations d’un pointζ deY, il est facile de vérifier l’égalité

f−1
s (Uξ ) =

⋃

ζ∈ f−1
s (ξ )

Uζ .

L’inclusion ⊃ est claire car, siV est un ouvert deX contenant le pointξ , f−1
s (V) est un ouvert de

Ys contenant chacun des points de la fibref−1
s (ξ ). L’inclusion réciproque découle de la propreté

du morphismefs : étant donnés une générisationξ ′ de ξ dansX et un pointζ ′ dansYs tel que
fs(ζ ′) = ξ ′, l’image par fs du fermé{ζ ′} de Ys est un fermé deX contenant le pointξ ′ et donc
également sa spécialisationξ ; il existe ainsi un pointζ dansf−1

s (ξ ) tel queζ ′ ∈ Uζ .
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La conclusion s’obtient maintenant aisément en considérant le diagramme commutatif

Xi⊗̂kK
rY //

pK/k

²²

Ys

fs
²²

Xi rX
// X.

Le ferméFK = p−1
K/k(F) contient par hypothèse

p−1
K/k(r

−1
X (ξ )) = r−1

Y ( f−1
s (ξ )) ;

comme il coïncide avec l’image réciproque de l’ouvertU deYs par l’application de réductionrY, U
contient donc la fibre defs au-dessus du pointξ et par conséquent l’ensemble

⋃

ζ∈ f−1
s (ξ )

Uζ

des générisations des points de celle-ci. Vu l’identité établie au paragraphe précédent,U contient ainsi
f−1
s (Uξ ) ; on obtient par suite l’inclusion

p−1
K/k(r

−1
X (Uξ )) = r−1

Y ( f−1
s (Uξ ))⊂ FK ,

puis
r−1
X (Uξ )⊂ F.

La démonstration est achevée. 2

Disons également un mot sur les relations entre les espacesk-analytiquesXan et Xi associés à un
k-schéma localement algébriqueX.

PROPOSITION 1.9. — Étant donné unk-schéma localement algébriqueX, on désigne pariX :
Xi → Xan le morphisme d’espacesk-analytiques défini par le morphisme d’espacesk-localement
annelésρX : Xi→ X.

1) Pour tout ouvert affineU deX, la restriction deiX au domaine affinoïdeUi est un isomorphisme
sur un domaine affinoïde deXan.

2) Le morphismeiX réalise un isomorphisme deXi sur un domaine analytique deXan (resp. sur
Xan) si et seulement si lek-schémaX est séparé (resp. propre).

3) Si f : X → Y est un morphisme dek-schémas localement algébriques, le diagramme naturel

Xi
iX //

fi

²²

Xan

f an

²²
Yi iY

// Yan

est commutatif.

Démonstration. 1) SoientU un ouvert affine deX, d’anneauA, et choisissons une présentation
I → k[T1, . . . ,Tn]→ A de ce dernier. Le morphisme

iAn
k

: An, i
k → An, an

k

réalise un isomorphisme deAn, i
k = M (k[T1, . . . ,Tn]) sur le domaine affinoïdeE(0,1) = {|T1| ≤

1, . . . , |Tn| ≤ 1} deAn, an
k ; commeUi (resp.Uan) est le sous-espace analytique deAn, i

k (resp.An,an
k )

défini par l’idéalI et iX est le morphisme induit pariAn
k
, il en découle queiX réalise un isomorphisme

deUi sur le domaine analytiqueUan∩E(0,1). Ce dernier est donc en particulier un domaine affinoïde
deXan.
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2) L’image deiX est un domaine analytique deXan et iX réalise un isomorphisme deXi sur son
image si et seulement l’application sous-jacente est injective.

Considérons des pointsx et y dansXan et Xi respectivement et notonsx : Spec(H (x)) → X et
y : Spec(H (y)◦)→ X les morphismes qu’il définissent ; l’égalitéiX(y) = x a lieu si et seulement si
H (x) = H (y) et si le diagramme naturel

Spec(H (y))
x //

²²

X

²²
Spec(H (y)◦) //

y

77ppppppppppppp
Spec(k)

est commutatif. La conclusion découle donc d’une application directe du critère valuatif de séparation
([EGA], Chap. II § 7, proposition (7.2.3)) : siX est séparé (surk), il existe au plus un pointy dans
Xi tel queiX(y) = x ; réciproquement, si l’applicationiX est injective, le morphisme structuralX →
Spec(k) est séparé. Notons que, vu le premier point de la proposition précédente et la démonstration
du critère valuatif de séparation, il est suffisant de considérer les anneaux de valuationH (y)◦, y∈Xi.

Utilisant le critère valuatif de propreté ([EGA], Chap. II § 7, théorème (7.3.8)), le même raisonne-
ment permet de montrer queiX réalise un isomorphisme deXi surXan si et seulement si lek-schéma
X est propre.

3) Cette assertion est évidente. 2

(1.3.2)La notion de fibre générique d’unk-schéma formel localement algébriqueX que nous avons
introduite à la définition 1.6 a la propriété fondamentale d’être invariante relativement aux éclatements
centrés dans la fibre spéciale deX.

PROPOSITION 1.10. — Soientf : X′→ X un morphisme dek-schémas localement algébriques et
Y un sous-schéma fermé deX. On désigne parX (resp.X′) le complété formel deX (resp.X′) le long
deY (resp. f−1(Y)) et on notef̂ : X′→ X le morphisme (adique) dek-schémas formels induit parf .

Si le morphismef est propre et s’il réalise un isomorphisme de l’ouvertX′− f−1(Y) sur l’ouvert
X−Y, le morphisme d’espacesk-analytiquesf̂η : X′η → Xη est un isomorphisme.

Démonstration. Il s’agit de prouver que le morphisme d’espacesk-analytiquesfi : X′i→ Xi induit
un isomorphisme de l’ouvertX′η = r−1

X′ ( f−1(Y))− ( f−1(Y))i sur l’ouvertXη = r−1
X (Y)−Yi. On se

ramène immédiatement au cas où le schémaX est affine, d’anneauA, et oùY = V(g), g∈ A ; nous
procédons alors en deux étapes.

Première étape.— L’application sous-jacente au morphismef̂η est bijective.
Considérons en effet un pointx dansXη et désignons parx : Spec(H (x)◦)→X le morphisme qu’il

induit. L’appartenance dex à Xη se traduit par la propriété suivante : le point fermé du schéma local
Spec(H (x)◦) est envoyé dans le ferméY deX tandis que l’image de son point générique appartient à
l’ouvert X−Y. Puisque le morphismef réalise un isomorphisme deX′− f−1(Y) surX−Y, il existe
un unique morphismeSpec(H (x))→ X′ localisé dansX′− f−1(Y) tel que le diagramme

Spec(H (x)) //

²²

X′

f

²²
Spec(H (x)◦) x

// X

soit commutatif et, commef est en outre propre, il existe alors un unique morphismeϕ deSpec(H (x)◦)
dansX′ tel que f ◦ϕ = x. Le morphismeϕ définit un pointx′ dansX′i− ( f−1(Y))i tel querX′(x′) ∈
f−1(Y) et fi(x′) = x ou, de manière équivalente, un pointx′ dansX′η tel que f̂η(x′) = x. L’application

sous-jacente au morphismêfη est ainsi bijective.
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Notons explicitement le fait suivant, que nous venons de justifier et que l’on utilisera dans la
suite de la démonstration. Étant donné un pointx dansXη , il existe un unique morphismeλ :
Spec(H (x)) → X′ localisé dansX′− f−1(Y) tel que f ◦ λ = x ; en outre, pour tout ouvert affine
U deX′ dans lequelλ est localisé, la semi-norme multiplicative surOX′(U) définie par l’homomor-
phismeλ # : OX′(U)→H (x) estbornée.

Seconde partie.— Nous allons maintenant établir l’assertion suivante : siV est un domaine af-
finoïde dansX′η , fi(V) est un domaine affinoïde dansXη et le morphisme induitV → fi(V) est
un isomorphisme. Jointe à la bijectivité de l’application sous-jacente, cette propriété garantit que le
morphismef̂η est un isomorphisme et la proposition sera donc démontrée.

On se ramène tout de suite au cas d’un domaine affinoïdeV contenu dansUi, U étant un ouvert
affine deX′i, d’anneauA′. Désignons parA′

V l’algèbre affinoïde deV, parα le k-homomorphisme
deA dansA′

V obtenu en composantf # : A →A′ par l’homomorphisme canoniqueA′→A′
V et notons

hV
(
resp.hfi(V)

)
le foncteur de la catégorie des algèbresk-affinoïdes dans celle des ensembles, qui

à une algèbreB associe l’ensemble des morphismesM (B)→M (A′) (resp.M (B)→M (A)) dont
l’image est contenue dansV

(
resp. dansfi(V)

)
. Le résultat que nous devons démontrer est équivalent

à chacune des assertions suivantes :
– le couple(A′

V ,β ) représente le foncteurhfi(V) ;
– le morphisme de foncteurshV → hfi(V) induit par f # : A → A′ est un isomorphisme.

SoientB une algèbrek-affinoïde etϕ : A → B un k-homomorphisme borné tel que l’image du
morphisme correspondantaϕ : M (B)→M (A) soit contenue dansfi(V). Puisquefi(V) est inclus
dans l’ouvertXη = {x ∈ M (A) | 0 < |g|(x) < 1} de Xi = M (A), 0 < |ϕ(g)|(y) < 1 pour tout
point y deM (B) ; en particulier,ϕ(g) est un élément inversible deB et ϕ se factorise donc à travers
l’homomorphismeA → Ag. Posantg′ = f #(g), l’homomorphismef # : A → A′ induit par hypothèse
un isomorphisme deAg surA′

g′ ; il existe donc unk-homomorphisme et un seulψ : A′→ B tel que

ψ ◦ f # = ϕ. Quel que soit le pointy de M (B), le morphismeλ : Spec(H (y)) → U = Spec(A′)
déduit deψ est localisé dans l’ouvertU−V(g′) = U∩ (X′− f−1(Y)) et f ◦λ est le morphisme défini
par le pointϕ(y) de M (A) ; d’après la remarque concluant la première étape, le morphismeλ est
bornéet l’on a ainsi|ψ( f )|(y) ≤ 1 pour tousf ∈ A′ et y ∈ M (B). Ceci implique l’existence d’un
nombre réel strictement positifC tel que||ψ( f )||B ≤ C pour tout f ∈ A′ ([1], proposition 2.1.4) : le
k-homomorphismeψ estborné.

Nous venons de prouver que, pour toute algèbrek-affinoïdeB, l’application

hV(B)→ hfi(V)(B), ϕ 7→ ϕ ◦ f #,

est une bijection. Le morphisme de foncteurshV → hfi(V) induit par f # est donc un isomorphisme,
ce qu’il fallait démontrer. 2

Remarque 1.11. — Voici une démonstration plus courte de la proposition précédente. S’étant ra-
mené au cas où le schémaX est affine, observons que le schémaX′ est séparé car le morphismef est
propre – donc séparé. En vertu de la proposition 1.9, on dispose dans ces conditions d’un diagramme
commutatif

X′i
iX′ //

fi

²²

X′an

f an

²²
Xi iX

// Xan

et les morphismesiX , iX′ réalisent des isomorphismes sur leurs images. Commef induit un isomor-
phisme deΩ′ = X′− f−1(Y) surΩ = X−Y, f an induit un isomorphisme de l’ouvert

Ω′an = X′an− ( f−1(Y))an = X′an− ( f an)−1(Yan)

sur
Ωan = Xan−Yan
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et il en découle quef i induit un isomorphisme deX′η = r−1
X′ ( f−1(Y))∩Ω′an sur son image dans

Xη = r−1
X (Y)∩Ωan.

Il reste à s’assurer de la surjectivité defi, qui découle de la propreté du morphismef (cf. première
étape de la démonstration précédente). 3

(1.3.3)Nous achevons ce premier chapitre en établissant deux résultats plus techniques dont nous
aurons à nous servir ultérieurement.

PROPOSITION 1.12. — SoientX,Y deuxk-schémas localement algébriques etf : X → Y un mor-
phisme quasi-fini et plat.

1) SoitD⊂ Yi un domaine affinoïde. SiE = ( fi)−1(D)⊂ Xi est un domaine affinoïde,

Γ(E)⊂ ( fi)−1(Γ(D)).

2) Quel que soit le pointξ deX, le morphisme d’espacesk-analytiquesf i : Xi→ Yi induit une
application du sous-espace topologiquer−1

X (ξ ) dans le sous-espace topologiquer−1
Y ( f (ξ )) qui est

surjective, ouverte, propre et à fibres finies.

Démonstration. Il suffit de démontrer ces assertions lorsqueX etY sont quasi-compacts.
1) SoitK une extension non archimédienne dek dont la valeur absolue est non triviale et telle que

DK = D⊗k K etEK = E⊗k K soient des espaces strictementK-affinoïdes. Les espacesK-analytiques
XiK = Xi⊗̂kK etYiK = Yi⊗̂kK sont les fibres génériques (au sens de Berkovich, [3]) desK◦-schémas
formels de présentation finieX = X⊗̂kK◦ etY = Y⊗̂kK◦ respectivement et l’on notefiK : XiK → YiK
et fK◦ : X→Y les morphismes induits parf .

En vertu d’un théorème de Raynaud ([10], Theorem 1.5), il existe un éclatement admissibleY′→
Y ainsi qu’un ouvert affineV de Y tel queDK soit l’image réciproque deV par l’application de
réductionrY′ : YiK = Yη →Y. On notef ′K◦ : X′→Y′ le morphisme déduit defK◦ par le changement
de baseY′→Y. Tout commef , fK◦ et f ′K◦ sont des morphismes quasi-finis et plats.

Le domaineK-affinoïdeEK = ( fi)−1(E)⊗̂kK deXiK est l’image réciproque deDK par fiK ; vu le
diagramme commutatif

XiK
rX′ //

fiK
²²

X′

f ′K◦
²²

YiK rY′
// Y′ ,

c’est donc également l’image réciproque par l’application de réductionrX′ de l’ouvertU =( f ′K◦)
−1(V)

du schéma formelY′.
Le morphismef ′K◦ étant quasi-fini et plat, l’ensembleU(0)

s des points génériques de la fibre spéciale

du schéma formelU = X′|U est l’image réciproque de l’ensembleV
(0)
s des points génériques de la fibre

spéciale du schéma formelV = Y′
|V . On a donc :

Γ(EK)⊂ r−1
X′ (U

(0)
s ) = ( f iK )−1(r−1

Y′ (V
(0)
s )) = Γ(DK)

et la conclusion vient de ce queΓ(D) (resp.Γ(E)) est l’image deΓ(DK) (resp.Γ(EK)) par la projection
canonique deDK (resp.EK) surD (resp.E).

2) Le schémaY étant noethérien et le morphismef étant de type fini, nous pouvons recourir au
chapitre III § 4 de [EGA] et appliquer le corollaire (4.4.5) du théorème (4.4.3) (« Main Theorem »
de Zariski) : il existe un voisinage ouvert deξ dansX qui est isomorphe à une partie ouverte d’un
Y-schéma fini surY. Il est donc loisible, pour démontrer la seconde assertion de la proposition, de
supposer que le morphismef estfini ; on peut également remplacerX etY par des voisinages affines
deξ et f (ξ ) respectivement. Sous ces conditions, le morphismef i : Xi→Yi est fini et plat en vertu
de la proposition 3.2.1 de [2] et l’application continue sous-jacente est donc ouverte (proposition
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3.2.7 du même article), à fibres finies et surjective ([1], corollaire 2.1.16). Elle est évidemment propre
puisque les espaces topologiquesXi etYi sont compacts.

L’image réciproque du sous-espacer−1
Y ( f (ξ )) par fi est la réunion desr−1

X (ξ ′), ξ ′ parcourant
l’ensemble des points de la fibre def au-dessus def (ξ ). La topologie induite sur l’image réciproque
Ω de r−1

X ( f (ξ )) par f i fait de chacun de ces sous-ensembles une partie ouverte et fermée : en effet,
quel que soit le pointξ ′ dansf−1( f (ξ )), les sous-espaces

⋃

ζ ∈ X
ζ → ξ ′

r−1
X (ζ ) et

⋃

ζ ∈ X
ξ ′→ ζ

r−1
X (ζ )

deXi sont respectivement fermés (proposition 1.8) et ouverts (anti-continuité derX) et tous deux ont
pour tracer−1

X (ξ ′) sur Ω. L’application continue der−1
X (ξ ) dansr−1

Y ( f (ξ )) induite par fi est donc
ouverte et à fibres finies ; elle est également propre puisque les adhérences der−1

X (ξ ) et r−1
Y ( f (ξ ))

sont des sous-espaces compacts deXi etYi.
Pour établir la surjectivité de cette application, il suffit de savoir que l’homomorphismef #

ξ :
OY, f (ξ ) → OX,ξ induit un homomorphismefini après passage aux complétés ([EGA], Chap. II §
6, proposition (6.2.1) et Chap. I § 0, 7.4). Soit en effet un pointy dansYi tel querY(y) = f (ξ ) et no-
tonsχy : OY, f (ξ ) →H (y) l’homomorphisme qui lui est associé ; celui-ci est à valeurs dans l’anneau
H (y)◦ des entiers du corps non archimédienH (y) et l’homomorphismeχY : OY, f (ξ ) →H (y)◦ est

local, donc se prolonge au complétém f (ξ )-adique deOY, f (ξ ). L’anneauÔX,ξ ⊗ÔY, f (ξ )
H (y) est une

H (y)-algèbre finie et non nulle ; siK est le corps résiduel de l’un des ses idéaux maximaux, il existe
un unique prolongement de la valeur absolue deH (y) à K et, commef induit un morphisme propre

Spec(ÔX,ξ ) → Spec(ÔY, f (ξ )), il existe un (unique) homomorphisme localχ ′y : ÔX,ξ → K◦ tel que
χ ′y◦ f #

ξ = χy. La semi-norme multiplicative induite parχ ′y surOX,ξ est bornée et elle définit un point

x dansXi tel querX(x) = ξ et fi(x) = y. 2

2. L’ ESPACE DE BERKOVICH D ’ UNE VARIÉTÉ TORIQUE

Dans ce chapitre,k est un corps que l’on voit comme un corps non archimédien en le munis-
sant de la valeur absolue triviale. On considère unk-tore déployéT, de groupe des caractèresM =
Homk−Gr(T,Gm), et unek-variété toriqueX, c’est-à-dire unk-schéma algébrique intègre muni d’une
action deT et possédant une orbite ouverte.

Les orbites deT dansX sont des sous-schémas intègres localement fermés dont les points géné-
riques forment un sous-ensemble deX notéΞ(X). Si x est un point deX, on désigne parO(x) l’orbite
deT dansX contenantx.

Pour tout caractèrem : T→Gmk = Spec(k[S,S−1]), on poseχm = m#(S).

Une structure decône rationnelsur un espace topologiqueC est par définition la donnée d’un
groupe abélien libre de type finiL et d’un homomorphisme injectifλ : L → C0(C,R>0) tel que
l’application tautologique

λ∨ : C→ HomAb(C,R>0)

réalise un homéomorphisme sur un sous-cône rationnel de l’espace vectoriel réelHom(L,R>0), c’est-
à-dire une partie de la forme{u | u(`1)≤ 1, . . . ,u(`n)≤ 1}, `1, . . . , `n ∈ L (notation multiplicative).

On dira queC eststrictement convexesi λ∨(C) ne contient aucune droite. Sous cette condition,
il existe un semi-groupe de type finiS⊂ L engendrantL et tel que l’applicationλ∨ réalise un ho-
méomorphisme deC sur l’ensembleHomMon(§, ]0,1]) des morphismes de monoïdes unitaires de§
dans]0,1] muni de la topologie engendrée par les évaluations(u 7→ u(s)), s∈ S. La compactification
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canoniquedeC est par définition l’immersion ouverte

C = HomMon(S, ]0,1]) ↪→ HomMon(S, [0,1]).

2.1. L’éventail d’une k-variété torique et sa compactification

(2.1.1)L’action deT sur X donne naissance à une action duk-groupe analytiqueTi sur Xi. Le
groupeTi(k) = T(k) desk-points deTi opère par automorphismes sur l’espacek-analytiqueXi et
l’on dispose en outre d’un endomorphisme remarquablep de l’ensemble sous-jacent àX.

DÉFINITION 2.1. — Étant donné un pointx dansXi, p(x) est l’image par l’application canonique

Ti⊗̂kH (x) = Ti×M (H (x))→ Ti×Xi→ Xi

de l’unique point de Shilov de l’espaceH (x)-affinoïdeTi⊗̂kH (x).
Remarque 2.2. — SoitK/k une extension non archimédienne.

1. L’espaceK-affinoïdeE = Ti⊗̂kK possède un unique point de Shilov carẼ est leK̃-schéma
intègreT⊗k K̃.

2. Si α : M (K)→ Xi est un morphisme localisé au pointx deXi, p(x) est l’image du point de
Shilov deTi⊗̂kK par le morphisme

Ti⊗̂kK = Ti×M (K)
1×α // Ti×Xi

m // Xi

(oùmest l’action deTi surXi). 3

La continuité de l’applicationp sera établie un peu plus loin.

PROPOSITION 2.3. — (i) L’applicationp satisfait à la conditionp2 = p ; son imageS(X) est donc
l’ensemble de ses points fixes :

S(X) = {x∈ Xi | p(x) = x}.
ii) Si un pointx deXi est fixé parp, il est fixe sous l’action du groupeT(k). L’assertion réciproque

est vraie dès que le corpsk est infini.

Démonstration. (i) Étant donné un pointx deXi, considérons les points de Shilov respectifsy et z
deTi×M (H (x)) etTi×Ti×M (H (x)) et notonsα le morphisme canonique

M (H (z))→ Ti×Ti×Xi

défini par le pointz. Nous allons vérifier que les morphismesm◦ (m×1) ◦α et m◦ (1×m)í̧rcα de
M (H (z)) dansXi sont localisés aux pointsp(x) etp2(x) respectivement, de sorte que la conclusion
découlera directement de la commutativité du diagramme

Ti×Ti×Xi
m×1 //

1×m
²²

Ti×Xi

m
²²

Ti×Xi m
// Xi.

Commençons par l’observation préliinaire suivante : quelle que soit l’extension non archimédienne
K/k, le morphisme

m×1 : Ti×Ti×M (K)→ Ti×M (K)
envoie le point de Shilov deTi×Ti×M (K) sur celui deTi×M (K) et, identifiant la fibre de la
projectionpr23 : Ti×Ti×M (K)→Ti×M (K) au-dessus du point de Shilovσ deTi×M (K) avec
Ti×M (H (σ)). En vertu de la caractérisation du bord de Shilov d’un espace strictement affinoïde
rappelée en(1.1.8), il s’agit d’une reformulation des assertions analogues pour les points génériques

des schémas intègresT×T×Spec(K̃), T×Spec(K̃) etT×Spec(H̃ (σ)).
Nous pouvons maintenant achever la démonstration.
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- D’après ce que l’on vient de dire, le morphismem×1 envoie le pointz deTi×Ti×Xi sur le
pointy deTi×Xi et le morphismem◦ (m×1)◦α est donc localisé au pointp(x) deXi.

- D’un autre côté, on sait également que le pointzest envoyé sury par la projectionpr23 : Ti×Ti×
Xi→ Ti×Xi et qu’il s’identifie au point de Shilov depr−1

23 (y)' Ti×M (H (y)). Vu le diagramme
commutatif

Ti×Ti×Xi
1×m //

pr23

²²

Ti×Xi

pr2
²²

Ti×Xi m
// Xi,

le morphismepr2◦ (1×m)◦α est localisé au pointm(y) = p(x) deXi et 1×m envoiez sur le point
de Shilov deTi×M (H (p(x))) ; le morphismem◦ (1×m)◦α est donc localisé au pointp(p(x)) de
Xi.

(ii) Considérons un pointx dansXi et un élémentt deTi(k) = T(k). L’automorphisme deXi que
définit t est la flèche

t : Xi = M (k)×Xi
t×1 // Ti×Xi // Xi

et, désignant également part l’automorphisme « multiplication part » deTi, le diagramme

Ti×M (H (x)) //

t×1
²²

Ti×Xi
m //

t×1
²²

Xi

t

²²
Ti×M (H (x)) // Ti×Xi m

// Xi

est commutatif. Comme l’automorphismet×1 deTi×M (H (x)) fixe nécessairement le point de
Shilov de cet espace affinoïde, nous obtenons l’identité

t(p(x)) = p(x)

et en déduisons que chacun des points deS(X) = p(Xi) est fixé par le groupeTi(k) = T(k).
Supposons maintenant que le corpsk soit infini et soitx un point deXi fixé par le groupeTi(k) :

l’application Ti×M (H (x)) → Ti×Xi → Xi envoie le sous-ensembleTi(k)×M (H (x)) sur
le point x. Cette application étant continue et le pointx étant fermé, tout point deTi×M (H (x))
adhérent àTi(k)×M (H (x)) a pour imagex. Comme le corpsk est infini, le sous-ensembleT(k)×
Spec(H̃ (x)) deT×Spec(H̃ (x)) est dense et il découle alors du lemme suivant que le point de Shilov
deTi×M (H (x)) est adhérent àTi(k)×M (H (x)), ce qui implique l’égalitép(x) = x. 2

L EMME 2.4. — SoientK/k une extension non archimédienne etΣ un sous-ensemble deTi⊗̂kK ;
si l’image deΣ par l’application de réductionr : Ti⊗̂kK → T⊗k K̃ est dense, le point de Shilov de
Ti⊗̂kK est adhérent àΣ.

Démonstration. Le point de Shilovy deTi⊗̂kK est l’unique point dont l’image par l’application de
réductionr est le point génériqueξ du K̃-schéma intègreT⊗ K̃. Fixons un voisinage ouvertΩ de
y ; lorsqueU parcourt l’ensembleU des voisinages ouverts deξ , les r−1(U) forment une famille
de sous-espaces fermés deTi⊗̂kK d’intersection vide avec le compactT⊗̂kK−Ω et il existe donc
U ∈ U tel quer−1(U) ⊂ Ω. Si le sous-ensembler(Σ) deT⊗k K̃ est dense,Σ∩Ω 6= /0 et le point de
Shilov deTi⊗̂kK est adhérent àΣ. 2

Quelle que soit l’extension non archimédienneK/k, le point de Shilov de l’espaceK-affinoïde
T⊗̂kK est l’unique élément de l’image réciproque du point générique duK̃-schéma intègreT⊗k K̃ par
l’application de réductionTi⊗̂kK → T⊗k K. Cette observation suggère de considérer l’application
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p : X → X, associant à un pointx ∈ X l’image du point générique deT⊗k κ(x) par l’application
canonique

T⊗k κ(x)→ T×X → X.

PROPOSITION 2.5. — 1. L’application p est un endomorphisme de l’espace topologique sous-
jacent àX, vérifiantp2 = p.

2. Six est un point deX, p(x) est le point générique de l’orbite deT dansX contenantx.
3, Les diagrammes naturels

Xi
p //

ρ
²²

Xi

ρ
²²

X p
// X

et Xi
p //

r
²²

Xi

r
²²

X p
// X

sont commutatifs.

Démonstration. 2. L’orbite d’un pointx de X sousT est une partie localement fermée deX qui
coïncide avec l’image du morphisme

T⊗k κ(x) // T×X
m // X ;

comme le schémaT⊗k κ(x) est irréductible, cette orbite est irréductible etp(x) en est le point géné-
rique.

3. Fixons un pointx dansXi. IdentifiantTi ×Xi et (T×X)i via l’isomorphisme canonique
(T×̃X)i→ Ti×Xi, les diagrammes

Ti×Xi
pr2 //

ρ
²²

Xi

ρ
²²

T×X pr2
// X

et Ti×Xi
m //

r
²²

Xi

r

²²
T×X m

// X

sont commutatifs. On déduit du premier queρ envoie le point de Shilov deTi×M (H (x)) - identifié
à la fibrepr−1

2 (x) – sur le point générique deT×Spec(κ(ρ(x))), et du second découle alors l’égalité

p(ρ(x)) = p(ρ(x)).

On prouve de même l’égalitép(r(x)) = r(p(x)).
1. La continuité de l’applicationp se déduit facilement du point 2 : étant donné un ferméF⊂ X,

p−1(F) est la réunion des orbitesO(ξ ), ξ ∈Ξ(X)∩F; c’est également la réunion de leurs adhérences,
et il s’agit donc bien d’un sous-ensemble fermé deX puisque l’ensembleΞ(X)∩F est fini.

L’identité p2 = p se démontre de façon analogue à l’identitép2 = p (proposition 2.3) ; elle s’en
déduit d’ailleurs directement via le point 3, en vertu de la surjectivité de l’applicationρ (ou de l’ap-
plication de réductionr). 2

COROLLAIRE 2.6. — Pour tout pointξ ∈ Ξ(X),

S(X)∩ρ−1(O(ξ )) = S(X)∩ρ−1(ξ ) et S(X)∩ r−1(O(ξ )) = S(X)∩ r−1(ξ ).

Démonstration. Ce sont des conséquences directes des propositions 2.3 et 2.5 : six est un point de
S(X) tel queρ(x) appartienne à l’orbiteO(ξ ), x = p(x) et ρ(p(x)) = p(ρ(x)) est le point générique
de celle-ci, c’est-à-direξ ; on prouve de même l’égalitéS(X)∩ r−1(O(ξ )) = S(X)∩ r−1(ξ ). 2

Remarque 2.7. — Le point de Shilovt0 de Ti est « culminant » (peaked) au sens de Berkovich –
quelle que soit l’extension non archimédienneK dek, la norme de lak-algèbre de BanachH (x)⊗̂kK
est multiplicative – etp est l’application

Xi→ Xi, x 7→ t0∗x

définie au paragraphe 5.2 de [1]. 3
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Nous allons maintenant décrire explicitement le sous-ensembleS(X) deXi.

(2.1.2)Désignons parX0 l’orbite ouverte deT dansX et soitV un ouvert affine invariant deX ;
X0 est contenue dansV et s’identifie à l’orbite ouverte deV vu comme variété torique sousT. Fixons
une immersion ouverte équivariantej : T ↪→ X ; j(T) = X0 et l’homomorphismej# : Γ(V,OX) →
Γ(T,OT) = k[M] identifieΓ(V,OX) à l’algèbrek[S] d’un semi-groupe de type finiS⊂M engendrant
M. Notons quej# réalise un isomorphisme du groupeΓ(X0,O

×
X ) sur le groupeΓ(T,O×

T ) = k×M, donc
deΓ(X0,O

×
X )/k× surM, et que le semi-groupeS est l’image deΓ(V,OX)∩Γ(X0,O

×
X ). Observons

enfin que, viaj#, l’action deT surV provient de l’homomorphisme

k[S]→ k[S]⊗k k[M], ∑
m∈S

amχm 7→ ∑
m∈S

amχm⊗χm.

On désigne parHomMon(S, [0,1]) l’ensemble des morphismes de monoïdes unitaires deS dans[0,1]
– c’est-à-dire les applicationsu : S→ [0,1] telles queu(s+s′) = u(s)u(s′) et u(0) = 1 –, muni de la
topologie engendrée par les évaluations(u 7→ u(s)) que définissent les éléments deS.

L EMME 2.8. — L’application p stabilise le sous-ensembleVi deXi et, quel que soit le pointx∈
Vi, p(x) est le point deVi correspondant à la semi-norme multiplicative

k[S]→ R≥0, ∑
m∈S

amχm 7→max
m∈S

|am||χm|(x).

Démonstration.La première assertion découle simplement de ce que l’action deTi surXi stabilise
Vi. La seconde est de vérification immédiate : le point de Shilov deTi⊗̂kH (x) = M (H (x){M})
correspond à la semi-norme

H (x){M}→ R≥0, ∑
m∈M

amχm 7→max
m
|am|

et la semi-norme induite surk[S] via l’homomorphisme

k[S]→ k[S]⊗k k[M]→H (x){M}, ∑
m∈S

amχm 7→ ∑
m∈S

amχm(x)χm,

qui correspond au pointp(x) deVi, est donc :

k[S]→ R≥0, ∑
m∈S

amχm 7→max
m
|amχm(x)|= max

m
|am||χm|(x).

2

PROPOSITION 2.9. — 1.L’applicationp est continue ; il s’agit donc d’une rétraction deXi sur le
sous-espace ferméS(X).

2. Pour tout élémentu deHomMon(S, [0,1]), l’application

J(u) : k[S]→ R≥0, ∑
m∈S

amχm 7→max
m∈S

|am|u(m)

est une semi-norme multiplicative bornée et l’applicationJ deHomMon(S, [0,1]) dansVi ainsi obte-
nue réalise un homéomorphisme sur le sous-espace ferméS(V) = S(X)∩Vi deVi.

Démonstration.1. SiV ⊂ X est un ouvert affine invariant etf ∈ Γ(U,OX), la fonction réelle| f | ◦p
surVi est continue en vertu du lemme précédent. La restriction dep au ferméVi est donc continue
et, puisqueX est recouvert par des ouverts affines invariants, l’applicationp est continue. Comme
l’espace topologique sous-jacent àXi est séparé, l’ensembleS(X) des points fixes dep est fermé et
p est une rétraction deXi surS(X) en vertu de l’identitép2 = p.

2. La première assertion se vérifie facilement : étant donnée une applicationu : S→ R≥0, l’appli-
cation

J(u) : k[S]→ R≥0, ∑
m∈S

amχm 7→max
m
|am|u(m)
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est une semi-norme multiplicative si et seulement siu(S)⊂ [0,1]. L’applicationJdeHomMon(S, [0,1])
ainsi définie est continue car, pour tout élémentf = ∑m∈Samχm∈ k[S], la fonction réelle

u 7→max
m
|am|u(m)

surHomMon(S, [0,1]) est continue ; l’injectivité deJest évidente puisqueu(m) = |χm|(J(u)) pour tout
m∈ M et il s’agit donc d’un homéomorphisme du compactHomMon(S, [0,1]) sur son image dans
Vi. Le lemme précédent montre que celle-ci contientS(V) = S(X)∩Vi, et il fournit également
l’inclusion réciproque : pour toutu∈HomMon(S, [0,1]), p(J(u)) est le point deVi correspondant à la
semi-norme

k[S]→ R≥0, ∑
m∈S

amχm 7→max
m
|am||χm|(J(u)) = max

m
|am|u(m),

doncp(J(u)) = J(u) et J(u) est ainsi un point deS(V). 2

PosonsS0(X) = S(X)∩ ρ−1(X0) et S0(V) = S(V)∩ ρ−1(X0) = S0(X)∩Vi. L’application
J : HomMon(S, [0,1]) → S(V) introduite au point 2 de la proposition précédente réalise un homéo-
morphisme de l’ouvertHomMon(S, ]0,1]) surS0(V) – carρ−1(X0)∩Vi est précisément l’ouvert de
Vi défini par les conditionsχm 6= 0, m∈ S – et munit doncS0(V) d’une structure naturelle de cône
rationnel strictement convexe. En vertu de la discussion précédant le lemme 2.8, cette structure est,
de manière équivalente, définie par l’application canonique

Γ(X0,O
×
X )/k×→ C0(S0(V),R>0), f 7→ | f |

et elle est donc indépendante du choix de l’immersion ouverte équivariantej : T ↪→ X. Nous ve-
nons ainsi d’associer à tout ouvert affine invariantV ⊂ X un cône rationnel strictement convexe dont
S0(V) = S(V)∩ρ−1(X0) est l’ensemble sous-jacent .

PROPOSITION 2.10. — SoitV ⊂ X un ouvert affine invariant et rappelons quer désigne l’applica-
tion de réductionVi→ V.

1. Pour tout ouvert affine invariantU ⊂ V, S0(U) est une face du côneS0(V), d’ensemble sous-
jacentS0(V)∩Ui, et la correspondanceU 7→S0(U) réalise une bijection de l’ensemble des ouverts
affines invariants deV sur l’ensemble des faces du côneS0(V).

2. La correspondanceξ 7→S0(V)∩ r−1(ξ ) réalise une bijection de l’ensembleΞ(V) = Ξ(X)∩V
des points génériques des orbites deT dansV sur l’ensemble des intérieurs des faces du côneS0(V).

3. L’intérieur deS0(V) correspond à l’unique orbite fermée dansV.

Démonstration.1. Toute faceF du côneHomMon(S, ]0,1]) s’écrit d’une manière et d’une seule sous
la forme

F = {u∈ HomMon(S, ]0,1]) | u|PF
= 1},

oùPF est une partie deScontenant0 et telle que
(∀s,s′ ∈ S, s+s′ ∈ PF ⇐⇒ s,s′ ∈ PF

)
;

de plus,F s’identifie canoniquement au cône rationnel strictement convexeHomMon(SF, ]0,1]), SF

étant le semi-groupeS−PF ⊂ M, et la correspondanceF 7→ SF réalise une bijection de l’ensemble
des faces deHomMon(S, ]0,1]) sur l’ensemble des semi-groupes de type fini dansM contenantS.
Ces semi-groupesS′ correspondent biunivoquement aux ouverts affines invariantsU ⊂ V, de telle
sorte que le côneS0(U) s’identifie àHomMon(S′, ]0,1]) ; on obtient ainsi que la correspondanceU 7→
S0(U) = S0(V)∩Ui réalise une bijection de l’ensemble des ouverts affines invariants deV sur
l’ensemble des faces du côneS0(V).

2. SiFest une face du côneS0(V) = HomMon(S, ]0,1]), le sous-schéma localement fermé et intègre
OF deV défini par l’annulation des sectionsχm, m∈ S−PF, et l’inversibilité des sectionsχm, m∈ PF,
est une orbite sousT dansV. LorsqueF parcourt l’ensemble des faces deS0(V), lesOF recouvrent
V et toute orbite deT dansV est donc de cette forme. L’image réciproque deOF par l’application de
réductionr étant définie par les conditions|χm|< 1, m∈S−PF, et|χm|= 1, m∈PF, S0(V)∩r−1(OF)
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est précisément l’intérieur de la faceF et, vu le corollaire 2.6, la correspondanceξ 7→S0(V)∩ r−1(ξ )
réalise une bijection de l’ensembleΞ(V) = Ξ(X)∩Vi des points génériques des orbites deT dansV
sur l’ensemble des intérieurs des faces du côneS0(V).

3. Siξ ∈ Ξ(V) est le point générique d’une orbite fermée deT dansV, S0(V)∩ r−1(ξ ) = S0(V)∩
r−1(O(ξ )) est l’intérieur d’une face deS0(V) et il s’agit d’une partie ouverte deS0(V) en vertu de
l’anti-continuité der ; S0(V)∩ r−1(ξ ) est donc l’intérieur deS0(V), lequel correspond bien à une
orbite fermée deT dansV, à savoir le point fermé défini par l’annulation de toutes les sectionsχm,
m∈ S. Cela prouve queV contient une et une seule orbite fermée, laquelle est réduite à un point et
correspond à l’intérieur du côneS0(V). 2

LorsqueV parcourt l’ensemble des ouverts affines invariants de la variété toriqueX, les cônes
rationnels strictement convexesS0(V) recouvrent l’ouvertS0(X) deS(X) et, siU,V sont deux tels
ouverts,

S0(U)∩S0(V) = S0(X)∩Ui∩Vi = S0(U∩V)
est une face commune des cônesS0(U) etS0(V). Le sous-espaceS0(X) deXi, muni de la collection
des cônes rationnels strictement convexesS0(V) associés au ouverts affines invariantsV de X, est
ainsi une réalisation intrinsèque de l’éventailde la variété toriqueX dans son espace de Berkovich
Xi.

(2.1.3)Le sous-espace ferméS(X) deXi est l’adhérence deS0(X) (dansXi) : en effet, comme
S0(X) est l’image de l’ouvert denseρ−1(X0) par l’application continuep : Xi→Xi, S(X) = p(Xi)
est contenu dans l’adhérence deS0(X), laquelle est trivialement contenue dansS(X).
PROPOSITION 2.11. — Quel que soit l’ouvert affine invariantU de X, S(U) = S(X)∩Ui est
l’adhérence deS0(U) dansXi et l’immersion ouverteS0(U) ↪→S(U) est la compactification cano-
nique du cône strictement convexeS0(U).
Démonstration.On sait queS(U) est l’adhérence deS0(U) dansUi ; commeUi est un sous-espace
fermé deXi, c’est également son adhérence dansXi.

Si S⊂M est le semi-groupe associé àU, on a un diagramme commutatif

HomMon(S, [0,1]) // S(U)

HomMon(S, ]0,1]) //
?Â

OO

S0(U)
?Â

OO

dont les flèches verticales sont les inclusions canoniques et dont les flèches horizontales sont des ho-
méomorphismes, celle du bas réalisant en outre un isomorphisme de cônes rationnels, et l’immersion
S0(U) ↪→S(U) est bien la compactification canonique du cône rationnel strictement convexeS0(U).
2

On voit ainsi queS(X) n’est autre que la compactification canonique de l’éventail de la variété
toriqueX.

La description du bord deS(X) est aisée et reflète la stratification deX en orbites, cette fois
à travers l’applicationρ. Observons que, pour tout pointξ ∈ Ξ(X), l’adhérenceO(ξ ) de l’orbite
O(ξ )⊂ X est une variété torique sous un quotient deT.

PROPOSITION 2.12. — Le sous-espace ferméS(X) de Xi est la réunion disjointe des éventails
S0(O(ξ )) des adhérences des orbites deT dansX :

S(X) =
⋃

ξ∈Ξ(X)

S0(O(ξ )).

En outre, pour tout pointξ dansΞ(X), S0(O(ξ )) = S(X)∩ρ−1(O(ξ )).
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Démonstration. Étant donné un élémentξ de Ξ(X), désignons parY l’adhérence de l’orbiteO(ξ )
munie de la structure de sous-schéma fermé réduit deX et soitT′ le tore quotient deT tel queY soit
une variété torique sousT′. On dispose d’un diagramme commutatif naturel

Ti×Yi
mX //

π×id
²²

Yi

T′i×Yi
mY

;;vvvvvvvvv

où π : Ti→ T′i est la projection canonique,mX est la restriction de l’action deTi surXi et mY est
l’action deT′i sur Yi. Pour toute extension non archimédienneK/k, l’applicationπK : Ti⊗̂kK →
T′i⊗̂kK envoie le point de Shilov de la source sur celui du but. Il en découle que l’endomorphisme
pY : Yi→Yi obtenu en considérantY comme une variété torique sousT′ coïncide avec la restriction
de l’endomorphismepX : Xi→Xi (considéré jusqu’ici) à l’imageρ−1(Y) de l’immersion canonique
Yi→ Xi, laquelle réalise donc un homéomorphisme deS(Y) surS(X)∩ρ−1(Y).

CommeO(ξ ) = Y0, S0(Y) s’identifie canoniquement àS(X)∩ρ−1(O(ξ )) et, puisqueX est la
réunion disjointe des orbitesO(ξ ), ξ ∈ Ξ(X),

S(X) =
⋃

ξ∈Ξ(X)

S(X)∩ρ−1(O(ξ )) =
⋃

ξ∈Ξ(X)

S0(O(ξ )).

2

(2.1.4)Nous aurons ultérieurement à utiliser le résultat suivant.

PROPOSITION 2.13. — Soit X unek-variété torique sousT, affine et normale. Étant donnée une
demi-droite rationnelleD dans le côneS(X) de X qui n’est contenue dans aucune face stricte, il
existe une variété torique normaleX′ sousT, un morphisme propre et équivariantf : X′→ X ainsi
qu’un pointξ ′ ∈ Ξ(X′) tels que les conditions suivantes soient vérifiées :

- le morphismefi induit un isomorphisme de polyèdres coniques rationnelsS(X′)→S(X) qui
identifieD à l’adhérence deS(X′)∩ r−1

X′ (ξ
′) dansS(X′) ;

- le pointξ = f (ξ ′) appartient àΞ(X) et

{ξ ′}= f−1({ξ}) ;

- muni de la structure de sous-schéma fermé réduit deX′, {ξ ′} est normal.

Démonstration. Quelle que soit la face stricteF du côneS0(X), on désigne parF ′ l’enveloppe
convexe deF∪D dansS0(X) ; c’est un sous-cône deS0(X) contenantF et D, le plus petit satisfai-
sant à cette condition. SiF1,F2 sont deux faces strictes deS0(X), F′1∩F′2 = (F1∩F2)′ et l’ensemble
D formé de tous ces cônesF′ ainsi que de leurs faces constitue une décomposition polyédrale ration-
nelle finie du côneS0(X) ([9], Chap. I § 2, définition 3). Par application des théorèmes 6, 7 et 8
de [9], Chap. I § 2, il existe unek-variété torique normaleX′ sousT ainsi qu’un morphisme équi-
variant et propref : X′→ X qui satisfont à la condition suivante (et sont uniquement déterminés, à
un isomorphisme près, par celle-ci) : le morphismefi : X′i→ Xi induit un isomorphisme du cône
polyédral rationnelS0(X′) sur le côneS0(X) tel que la décompositionD de ce dernier corresponde
à la décomposition deS0(X′) formée des cônes définis par les ouverts affines invariants deX′.

Utilisant la proposition 2.10, il découle immédiatement de cette propriété qu’il existe un point
ξ ′ dansΞ(X′) tel que la demi-droite rationnelleD ⊂ S0(X) soit l’image du sous-cône deS0(X′)
d’intérieur r−1

X′ (ξ
′). Si ξ est l’unique point deΞ(X) tel queD soit contenue dans la faceS0(X)∩

r−1
X (ξ ) deS0(X), f (ξ ′) = ξ en vertu du point 3 de cette même proposition.

Nous identifions maintenant les cônesS0(X′) et S0(X), notésS0 dans ce qui suit. L’adhérence
du pointξ dansX est l’unique orbite fermée carS0∩ r−1

X (ξ ) est l’intérieur du côneS0 et, le mor-
phismef étant équivariant,f−1(ξ ) est la réunion des orbitesO(ζ ) deX′ telles queS0∩ r−1

X′ (ζ ) soit
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contenu dans l’intérieur deS0. D’un autre côté, l’adhérence deξ ′ dansX′ est la réunion des orbites
O(ζ ′) telles queD soit une face du cône d’intérieurS0∩ r−1

X′ (ζ
′). L’égalité{ξ ′}= f−1({ξ}) découle

immédiatement de cette description puisqu’elle est équivalente au fait suivant : quel que soit le cône
C figurant dansD , C rencontre l’intérieur deS si et seulement siD en est une face.

Enfin, le sous-schéma intègre{ξ ′} = O(ξ ′) de X′ est normal car la variété toriqueX′ l’est ([9],
Chap. I § 1, proposition 2). 2

2.2. La contraction deXi sur S(X)

(2.2.1)Comme l’a montré Berkovich, l’action du groupek-analytiqueTi surXi conduit naturel-
lement à une contraction deXi sur le sous-espace ferméS(X), c’est-à-dire une homotopie reliant
l’application identique deXi à la rétractionp deXi sur le sous-espace ferméS(X).

L EMME 2.14. — Quels que soient l’élémentt ∈ [0,1] et l’extension non archimédienneK/k, l’es-
paceK-affinoïde

GK(t) = {x∈ Ti⊗̂kK | |χm−1| ≤ t, m∈M}
est un sous-groupeK-analytique deTi⊗̂kK possédant un unique point de Shilov, notégK(t). Si
K′/K/k est une tour d’extensions non archimédiennes, la projection canonique deGK′(t) sur GK(t)
envoiegK′(t) surgK(t).

Démonstration.Quelle que soit lak-algèbre affinoïdeA, l’ensemble desA-points deTi est le groupe
des homomorphismes bornés du groupe abélienM dans le groupeA×. Étant donnésx,y∈ Ti(A) tels
que||x(m)−1||, ||y(m)−1|| ≤ t pour toutm∈M, ||x(m)||= ||y(m)||= 1 (c’est la condition pour que
x ety soient bornés) et

||x(m)y(m)−1−1|| ≤max(||x(m)−1||, ||y(m)−1||)≤ t

pour toutm∈M. Cela prouve que l’ensemble desA-points deG(t) est un sous-groupe deTi(A), et
donc que le domainek-affinoïdeG(t) est un sous-groupek-analytique deTi. Il en est de même après
toute extension non archimédienneK/k.

Choisissons maintenant une base(m1, . . . ,mn) de M. L’homomorphismeϕ : T⊗k K → An
K =

Spec(K[X1, . . . ,Xn]) tel queϕ#(X i) = χmi −1, 1,≤ i ≤ n, induit un isomorphisme deGK(t) sur l’es-
paceK-affinoïde{|X1| ≤ t, . . . , |Xn| ≤ t}, plongé dansAn

K
i. Ce dernier a un unique point de Shilov,

défini par le prolongement de la semi-norme multiplicative

K[X1, . . . ,Xn]→ R≥0, ∑
ν∈Nn

aνXν 7→max
ν
|ν |t |ν |,

et il en est donc de même pourGK(t).
Le comportement des pointsgK(t) en fonction deK est évident. 2

Remarque 2.15. — Quelle que soit l’extension non archimédienneK/k, l’applicationgK : [0,1]→
Ti⊗̂kK, t 7→ gK(t) est continue : en effet, si(m1, . . . ,mn) est une base du groupe abélienM, la com-
posée degK par l’immersionTi⊗̂kK ↪→M (K{X1, . . . ,Xn}) définie parX i = χmi −1, 1≤ i ≤ n, est
continue car

| f |(gK(t)) = max
ν
|aν( f )|t |ν |

pour tout élémentf = ∑ν∈Nn aν( f )Xν deK{X1, . . . ,Xn}. 3

L’homotopieH : [0,1]×Xi→ Xi est définie comme suit : étant donnés un élémentt de [0,1] et
un pointx dansXi, H(t,x) est l’image du pointGK(t) deTi⊗̂kH (x) par l’application canonique

Ti⊗̂kH (x) = Ti×M (H (x))→ Ti×Xi→ Xi.
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PROPOSITION 2.16. — L’application H : [0,1]×Xi → Xi que l’on vient de définir satisfait aux
conditions suivantes :

(i) elle est continue ;
(ii) H(0, ·) = idXi , H(1, ·) = p et, pour toutt ∈ [0,1], la restriction de l’applicationH(t, ·) à S(X)

est l’injection canonique deS(X) dansXi ;
(iii) pour toutt ∈ [0,1] et tout ouvert affineU⊂ X, l’application H(t, ·) envoieUi dansUi.

Démonstration. (iii) Quel que soit l’ouvert affine invariantU ⊂ X, la stabilité deUi sous chacune
des applicationsH(t, ·), t ∈ [0,1], est une conséquence immédiate de la stabilité deUi sous l’action
deTi surXi.

(ii) Les égalitésH(0, ·) = idXi et H(1, ·) = p découlent immédiatement de la définition de l’ap-
plication H. Considérons un ouvert affine invariantU ⊂ X, un pointx dansUi et un élémentf de
Γ(U,OX). Comme, pour toutt ∈ [0,1], gH (x)(t) est le point de Shilov du domaineH (x)-affinoïde
GH (x)(t) deTi⊗̂kK,

| f (H(t,x))|= max
GH (x)

|m#
x( f )|,

oùmx est le morphismeTi⊗̂kH (x)→ Ti×Xi→Xi. Puisque la famille desGH (x)(t) est croissante
avect, nous en déduisons la croissance de| f (H(t,x))| par rapport àt et obtenons ainsi les inégalités

| f (x)|= | f (H(0,x))| ≤ | f (H(t,x))| ≤ | f (H(1,x))|= | f (p(x))|
pour toutt ∈ [0,1]. Si le pointx appartient àS(X), p(x) = x ; on a alors

| f (H(t,x))|= | f (x)|
pour tousf ∈ Γ(U,OX), t ∈ [0,1], et doncH(t,x) = x pour toutt ∈ [0,1].

(i) Nous allons enfin établir la continuité deH en vérifiant que la fonction réelle| f (H(t,x))| est
continue sur[0,1]×Ui pour tout ouvert affine invariantU⊂X et tout élémentf deΓ(U,OX). Posons
ϕ(t,x) = | f (H(t,x))|.

- La continuité deϕ par rapport àt découle directement de la remarque 2.15.
- Vérifions ensuite la continuité deϕ par rapport àx. Les cast = 0 et t = 1 étant déjà acquis, nous

pouvons supposert ∈]0,1[. Choisissons une base(m1, . . . ,mn) deM et notonsF le composé de l’ho-
momorphismem# : Γ(U,OX)→ Γ(U,OX)[M] par leΓ(U,OX)-homomorphismeα : Γ(U,OX)[M]→
Γ(U,OX)[[X1, . . . ,Xn]] tel queα(χmi ) = 1+X i (1≤ i ≤ n) ;

F( f ) = ∑
ν∈Nn

Fν( f )Xν1
1 . . .Xνn

n ,

ϕ(t,x) = maxν∈Nn |Fν( f )|(x)t |ν |.
La continuité des fonctions|Fν( f )| implique trivialement la semi-continuité inférieure deϕ(t, ·).

Ces fonctions étant de plus majorées par1 et t appartenant à]0,1[, il existe, pour tout pointx0 ∈Ui et
tout nombre réelε > 0, un entier naturelN tel que, pour tout multi-indiceν ∈Nn de longueur|ν| ≥N,

|Fν( f )|t |ν | ≤ t |ν | < ϕ(t,x0)+ ε.

On en déduit que

{ϕ(t, ·) < ϕ(t,x0)+ ε}=
⋂

ν , |ν |≤N

{|Fν( f )|< εt−|ν |}

est un voisinage dex0, et donc que la fonctionϕ(t, ·) est semi-continue supérieurement au pointx0.
Nous avons donc établi la continuité deϕ(t, ·).

- La continuité deϕ découle facilement des continuités partielles que l’on vient de vérifier et de
la croissance par rapport àt. Considérons en effet un point(t0,x0) dans[0,1]×Ui et un nombre réel
ε > 0. Il existe un nombre réelδ > 0 tel que

ϕ(t0,x0)− ε
2
≤ ϕ(t,x0)≤ ϕ(t0,x0)+

ε
2
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pour toutt appartenant au segment[t1, t2] = [t0−δ , t0+δ ]∩ [0,1] ; il existe également un voisinageΩ
deX0 dansUi tel que

ϕ(t1,x0)− ε
2
≤ ϕ(t1,x) et ϕ(t2,x)≤ ϕ(t2,x0)+

ε
2

pour toutx appartenant àUi. Quels que soient alorst ∈ [t1, t2] et x∈ U, la croissance deϕ(·,x) sur
[0,1] et les inégalités précédentes impliquent :

ϕ(t,x)≤ ϕ(t2,x)≤ ϕ(t2,x0)+
ε
2
≤ ϕ(t0,x0)+ ε

et
ϕ(t,x)≥ ϕ(t1,x)≥ ϕ(t1,x0)− ε

2
≥ ϕ(t0,x0)− ε .

La fonctionϕ est donc continue au point(t0,x0). 2

Remarque 2.17. — L’homotopieH considérée ici est un cas particulier de la construction effectuée
par Berkovich dans le paragraphe 6.1 de [1]. 3

(2.2.2)SoientY le fermé complémentaire de l’orbite ouverteX0 dansX, X le complété formel de
X le long deY et o l’unique point deXi tel quer(o) soit le point générique deX ; en vertu de la
proposition 2.10,o est le sommet commun de chacun des cônesS0(U) associés aux ouverts affines
invariantsU ⊂ X. La fibre génériqueXη de X est un ouvert deXi dont la trace surS(X) est le
polyèdre conique épointéS0(X)∗ = S0(X)−{o} car

Xη = r−1(Y)−ρ−1(Y)

= ρ−1(X0)− r−1(X0).

PROPOSITION 2.18. — L’homotopieH : [0,1]×Xi→ Xi stabilise l’ouvertXη deXi et l’appli-
cation induite

H : [0,1]×Xη → Xη

contracteXη surS0(X)∗.
Il en découle en particulier que l’espace analytiqueXη est homotope à la sphèreSdim(X)−1 si le

k-schémaX est propre, contractile sinon.

Démonstration. L’homotopie H stabiliseρ−1(O(ξ )) et r−1(O(ξ )) pour chacun des pointsξ de
Ξ(X) ; commeXη = ρ−1(O(r(o)))∩⋃

ξ∈Ξ(X),ξ 6=r(o) r−1(O(ξ )), elle stabilise doncXη .
La restriction deH àXη relie H(0, ·) = idXη à la rétractionp|Xη : Xη →S0(X)∗ et contracte donc

Xη sur S0(X)∗. On a vu que le polyèdre coniqueS0(X) s’identifie canoniquement à l’éventail de
la variété toriqueX ; l’espace topologique sous-jacent àS0(X)∗ est donc homéomorphe à la sphère
Sdim(X)−1 si cet éventail est complet – c’est-à-dire siX est propre – et il est contractile sinon. 2

3. L’ ESPACE DE BERKOVICH ASSOCIÉ À UN PLONGEMENT TOROÏDAL

Nous considérons toujours un corpsk, muni de la valeur absolue triviale. Unplongement toroïdal
est la donnée d’unek-variété normaleX et d’un ouvert denseX0 de X tel que l’immersion ouverte
X0 ↪→ X satisfasse à la condition suivante : tout pointx deX admet un voisinage ouvertU muni d’un
morphisme étaleγ vers une variété toriqueZ tel queX0∩U soit l’image réciproque de l’orbite ouverte
deZ.

Remarque 3.1. — 1) Il est évidemment loisible d’imposer auxk-schémasU etZ d’être affines.
2) La normalité deX permet de supposer que toutes les variétés toriques considérées sont normales.

3

Nous allons voir que les résultats du chapitre précédent s’étendent facilement au cas des plonge-
ments toroïdaux.
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3.1. L’éventail d’un plongement toroïdal et sa compactification

Nous considérons dans ce qui suit unek-variété irréductible et normaleX et un ouvert denseX0

tels que l’immersion ouverteX0 ↪→ X soit un plongement toroïdal. Nous appelleronscarte étalela
donnée d’un ouvertU deX et d’un morphisme étaleγ deU vers une variété torique normaleZ tel que
X0∩U = γ−1(Z0).

(3.1.1) Il est facile de voir queX est munie d’une stratification canonique, coïncidant avec la
stratification en orbites siX est torique.

L EMME 3.2. — SoientU un k-schéma etγ : U → Z, γ ′ : U → Z′ des morphismes étales vers des
k-variétés toriques ; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) γ−1(Z0) = γ ′−1(Z′0) ;
(ii) γ−1(Ξ(Z)) = γ ′−1(Ξ(Z′))

et, si elles sont vérifiées,

γ−1(O(γ(ξ ))) = γ ′−1(O(γ ′(ξ )))

pour tout pointξ appartenant àγ−1(Ξ(Z)) = γ ′−1(Ξ(Z′)).
Démonstration. Quel que soit le sous-schéma ferméY de U, l’ensemble des points génériques de
γ−1(Y) est l’image réciproque de l’ensemble des points génériques deY car le morphismeγ est
quasi-fini. Désignons parI l’ensemble des composantes irréductibles du ferméU−γ−1(Z0) ; vu l’ob-
servation précédente,γ−1(Ξ(Z)) est l’ensemble des points génériques des sous-schémas fermés

YI′ =
⋂

Y′∈I′
Y′,

I′ parcourant l’ensemble des parties deI, et, pour tout pointξ ∈ γ−1(Ξ(Z)), l’image réciproque par
γ de l’orbiteO(γ(ξ )) est le complémentaire dans{ξ} des fermés{ξ ′}, ξ ′ parcourant l’ensemble des
spécialisations strictes deξ dansγ−1(Ξ(Z)).

La même discussion étant valable pour le morphismeγ ′, l’équivalence des conditions (i) et (ii)
devient évidente. Il en est de même pour l’identité

γ−1(O(γ(ξ ))) = γ ′−1(O(γ ′(ξ ))),

ξ ∈ γ−1(Ξ(Z)), si ces conditions sont vérifiées. 2

DÉFINITION 3.3. — Nous désignerons parΞ(X) l’ensemble des pointsξ de X satisfaisant à la
condition suivante :

il existe une carte étaleγ : U→ Z telle queξ ∈ U et γ(ξ ) ∈ Ξ(Z).

Étant donné un pointξ dansΞ(X), nous noteronsΣ(ξ ) le complémentaire dans{ξ} des fermés
{ξ ′}, ξ ′ parcourant l’ensemble des spécialisations strictes deξ dansΞ(X).
PROPOSITION 3.4. — Les sous-ensemblesΣ(ξ ), ξ ∈ Ξ(X), sont des parties localement fermées
irréductibles et disjointes deX,

X =
⋃

ξ∈Ξ(X)

Σ(ξ )

et
Σ(ξ ) =

⋃

ξ ′∈Ξ(X), ξ→ξ ′
Σ(ξ ′).

En outre, quelle que soit la carte étaleγ : U→ Z, Ξ(X)∩U = γ−1(Ξ(Z)) et Σ(ξ ) = γ−1(O(γ(ξ ))
pour tout pointξ ∈ Ξ(X)∩U.

Démonstration.C’est une conséquence évidente du lemme précédent et des propriétés analogues de
la stratification d’une variété torique définie par ses orbites. 2
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Étant donné un pointξ dansΞ(X), nous posons

X(ξ ) =
⋃

x′∈Ξ(X),ξ ′→ξ
Σ(ξ ).

Il s’agit d’un ouvert deX – c’est en effet une partie constructible stable par générisation – qui contient
la strateΣ(ξ ) et dans lequel celle-ci est fermée.

Remarque 3.5. — Si X est unek-variété torique,X(ξ ) est un ouvert affine invariant pour tout point
ξ deΞ(X). Il est en effet invariant puisque réunion d’orbites, et il est affine car

S0(X)∩ r−1(X(ξ ))

est l’un des cônes figurant dans la décomposition canonique deS0(X) définie par les ouverts affines
invariants.

L EMME 3.6. — Étant donné un pointξ dansΞ(X) et une carte étaleγ : U→ Z telle queξ ∈ U ⊂
X(ξ ),

(i) γ(X(ξ ))⊂ Z(γ(ξ )) ;
(ii) γ induit une bijection deΞ(U) = Ξ(X)∩U sur Ξ(Z(γ(ξ ))).

Démonstration. (i) Cette assertion découle directement du fait que la stratification deU est l’image
récriproque de celle deZ par ses orbites.

(ii) Le point précédent permet de supposerZ = Z(γ(ξ )). Considérons un pointξ ′ dansΞ(Z) et soitY
le sous-schéma fermé intègre deZ de point génériqueξ ′ ; la variété toriqueZ étant normale, il en est
de même pourY ([9], Chap. I, Prop. 2). Commeγ induit un morphisme étale deY′ = γ−1(Y) surY, Y′
est également normal et ses composantes connexes sont donc irréductibles. Toutes ces composantes
doivent par ailleurs contenir le pointξ puisqueU est un voisinage ouvert deξ dansX(ξ ) et Y′ est
ainsi irréductible. Son point générique est l’unique élément deγ−1(ξ ′). 2

(3.1.2)On rappelle que, si cela ne prête pas à confusion, un morphisme dek-schémas et le mor-
phisme qu’il induit entre leurs espaces de Berkovich sont désignés par la même lettre.

Nous allons maintenant construire l’éventail compactifiéS(X) du plongement toroïdalX0 ↪→ X
dans l’espacek-analytiqueXi. Cela découle directement du résultat suivant.

PROPOSITION 3.7. — Soientξ un point dansΞ(X) etγ : U→Z une carte étale telle queU⊂X(ξ ).
Posantξ ′ = γ(ξ ), le morphismeγ induit un homéomorphisme deγ−1(S(Z(ξ ′))) surS(Z(ξ ′)).
Démonstration.Nous procédons en trois étapes.
Première étape— Quelques réductions évidentes pour commençer. On peut tout d’abord remplacer
la variété toriqueZ par l’ouvert invariantZ(ξ ′), qui est affine (lemme 3.6), auquel cas le morphisme
γ réalise une bijection deΞ(U) = γ−1(Ξ(Z)) surΞ(Z) (idem).

Notons ensuite qu’il est loisible de supposer l’ouvertU affine : en effet, comme le sous-ensemble
S(Z) deZi est inclus dansr−1(Ξ(Z)), son image réciproque parγ est contenue dansr−1(Ξ(X(ξ )))
et l’ensembleΞ(X(ξ )) des générisations du pointξ dansΞ(X) est contenu dans tout voisinage ouvert
affine deξ .

Remarquons également qu’il suffit d’établir la bijectivité de l’applicationγ−1(S(Z))→S(Z) in-
duite parγ ; vu la continuité deγ et la compacité deUi et Zi, il s’agira alors automatiquement d’un
homéomorphisme.

Nous pouvons enfin nous restreindre à montrer que les fibres deγ sont réduites à un point au-dessus
de l’intérieurS0(Z)∩ r−1

Z (ξ ′) du côneS0(Z). En effet :
- comme

S0(Z) =
⋃

ζ ′∈Ξ(Z)

S0∩ r−1
Z (ζ ′),

il suffit de remplacerZ par l’ouvertZ(ζ ′) pour obtenir que les fibres deγ sont réduites à un point
au-dessus deS0(Z)∩ r−1

Z (ζ ′) pour le pointζ ′ deΞ(Z) ;
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- ayant vérifié que les fibres deγ sont réduites à un point au-dessus du côneS0(Z), on en déduit
qu’il en est de même au-dessus deS(Z) en remplaçant la variété toriqueZ par les adhérences de ses
orbites puisque

S(Z) =
⋃

ζ ′∈Ξ(Z)

S0(O(ζ ′)).

Nous établissons finalement dans ce qui suit que les fibres du morphismeγ sont réduites à un point
au-dessus de l’intérieurS0(Z)∩ r−1

Z (ξ ′) du côneS0(Z).

Deuxième étape— Soit D une demi-droite rationnelle dans le côneS0(Z) qui n’est contenue dans
aucune face stricte. En vertu de la proposition 2.13, il existe une variété torique normaleZ′ sous le
même tore queZ, un pointζ dansΞ(Z′) et un morphismef : Z′→ Z, propre et équivariant, tels que
les conditions suivantes soient vérifiées :

- f induit un isomorphisme (de polyèdres coniques rationnels) deS0(Z′) surS0(Z) qui identifie
D à l’adhérence deS0(Z′)∩ r−1

Z′ (ζ ) dansZ′i ;
- le pointπ = f (ζ ) appartient àΞ(Z) et

{ζ}= f−1({π}) ;

- muni de sa structure de sous-schéma fermé réduit deZ′, {ζ} est normal.
Considérons alors le diagramme cartésien

U′ f ′ //

γ ′
²²

U

γ
²²

Z′
f

// Z.

Le morphismef ′, propre et birationnel, induit un isomorphisme de l’ouvertγ ′−1(Z′0) sur l’ouvert
γ−1(Z0) ; f ′ réalise alors un isomorphisme de l’ouvertγ ′−1(ρ−1

Z′ (Z′0))⊂U′i sur l’ouvertγ−1(ρ−1
Z (Z0))⊂

Ui et, commeS0(Z)⊂ ρ−1
Z (Z0), S0(Z′)⊂ ρ−1

Z′ (Z′0), ce morphisme induit donc un homéomorphisme
deγ ′−1(S0(Z′)) surγ−1(S0(Z)).

L’anneau local deζ dansZ′ est de dimension1 (carD est une demi-droite) et il s’agit donc d’un
anneau de valuation discrète puisque le schéma noethérienZ′ est normal. Désignant parordζ cette

valuation, la demi-droiteD ⊂ S0(Z′) est l’image de l’applicationdζ deR≥0 dansZ′i, qui associe

au pointt la semi-norme multiplicativee−ordζ (·)t surΓ(Z′,OZ′) (dζ (0) est la norme triviale). L’image

réciproque deD par γ ′ est la réunion des images des applications analoguesdζ ′ : R≥0 → U′i asso-
ciées aux anneaux de valuation discrèteOU′,ζ ′ , ζ ′ ∈ γ−1(ζ ). Les trois assertions suivantes sont donc
équivalentes :

- γ réalise une bijection deγ−1(D) surD ;
- γ ′ réalise une bijection deγ ′−1(D) surD ;
- la fibre deγ ′ au-dessus deζ est réduite à un point.
C’est cette dernière que nous allons vérifier.

Soit π ′ l’unique point deU tel queγ(π ′) = π (on rappelle queπ appartient àΞ(Z) et queγ réalise
une bijection deΞ(U) = γ−1(Ξ(Z)) sur Ξ(Z)) ; on poseY = {π} et Y′ = {π ′}, de telle sorte que
Y′ = γ−1(Y). Le morphismef ′ étant propre et birationnel, ses fibres sont connexes en vertu de la
normalité deX ; le fermé

Y′′ = γ ′−1( f−1(Y)) = f ′−1(γ−1(Y)) = f ′−1(Y)

est donc connexe puisqueY est irréductible. MunissantY′′ (resp. f−1(Y)) de la structure de sous-
schéma fermé réduit deU′ (resp. deU), γ ′ induit d’autre part un morphisme étale et dominant de
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Y′′ sur f−1(Y). Comme f−1(Y) est irréductible et normal, de point génériqueζ , Y′′ est également
normal. Nous obtenons ainsi queY′′ est unk-schéma normal et connexe dominant{ζ} ; il s’agit donc
d’un k-schéma irréductible et son point générique est l’unique élément deγ ′−1(ζ ).

À l’issue de cette étape, nous avons établi que le morphismeγ réalise une bijection deγ−1(D) sur
D pour toute droite rationnelleD⊂S0(Z) qui n’est contenue dans aucune face stricte.

Troisième étape— Nous achevons maintenant de prouver que les fibres du morphismeγ au-dessus
de l’intérieurS0(Z)∩ r−1

Z (ξ ′) du côneS0(Z) sont réduites à un point. Ce résultat est acquis, d’après
l’étape précédente, au-dessus du sous-ensemble dense deS0(Z)∩ r−1

Z (ξ ′) constitué des points conte-
nus dans une demi-droite rationnelle.

L’argument est purement topologique. D’après la proposition 1.12, l’application continueϕ de
r−1
U (ξ ) dansrZ(ξ ′) induite par le morphismeγ est ouverte, propre et surjective (idem). Ces propriétés

ont la conséquence suivante, qui fait l’objet du lemme ci-dessous : siϕ est une fonction réelle continue
surr−1

U (ξ ), la fonction réelleΛ(ϕ) surr−1
Z (ξ ′) définie par

Λz(ϕ) = max{ϕ(x), x∈ γ−1(z)}
est continue. Quels que soient ainsif1, . . . , fn∈Γ(U,OX), la fonctionΛ(| f1 . . . fn|)−Λ(| f1|) . . .Λ(| fn|)
est continue surr−1

Z (ξ ) ; comme elle s’annule manifestement sur le sous-ensemble deS0(Z)∩r−1
Z (ξ ′)

formé des points contenus dans une demi-droite rationnelle, elle est identiquement nulle surS0(Z)∩
r−1
Z (ξ ′) par densité.

Considérons finalement un pointz dansS0(Z)∩ r−1
Z (ξ ′). Si γ−1(z) = {z1, . . . ,zn}, il existe des

élémentsf1, . . . , fn deΓ(U,OX) tels que| fi(zi)|> | fi(zj)| pour tousi, j ∈ {1, . . . ,n}, i 6= j ; on a alors

Λz( f1) . . .Λz( fn) = | f1(z1)| . . . | fn(zn)|,
et l’égalitéΛz( f1 . . . fn) = Λz( f1) . . .Λz( fn) a lieu si et seulement sin = 1. La fibreγ−1(z) est donc
réduite à un point, quel que soitz∈S0(Z)∩ r−1

Z (ξ ′). La démonstration est achevée. 2

L EMME 3.8. — SoientX et Y deux espaces topologiques localement compacts etγ : X → Y une
application continue, ouverte et surjective dont les fibres sont finies. Siϕ est une fonction réelle
continue surX, la fonction réelleψ surY, définie par

ψ(y) = max{ϕ(x) ; x∈ γ−1(y)}
pour tout pointy∈ Y, est continue.

Démonstration. Soienty un point dansY et ε > 0 un nombre réel. L’applicationγ étant ouverte, il
existe pour chaque pointx deγ−1(y) un voisinage ouvertUx dex dansX et un voisinage ouvertVx de
y dansY tels queγ(Ux) = Vx. Comme la fibreγ−1(y) est finie,

V =
⋂

x∈γ−1(y)

Vx

est un voisinage ouvert dey dansY et

U =
⋃

x∈γ−1(y)

Ux∩ γ−1(V)

est un voisinage ouvert deγ−1(y) dansX. Quitte à réduire ces voisinages, on peut en outre supposer
que la majoration

sup
Ux

|ϕ−ϕ(x)| ≤ ε

est vérifiée pour toutx dansγ−1(y).
Le pointy admettant un système fondamentalW de voisinages compacts, la fibreγ−1(y) est l’inter-

section des compactsγ−1(W), W ∈W , et la compacité locale deX garantit l’existence d’un élément
W deW tel queγ−1(W)⊂ U.
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Considérons maintenant un pointy′ dans le voisinageW∩V dey. CommeU est un voisinage de
γ−1(y′) dansX, il existe pour tout pointx′ deγ−1(y′) un pointx dansγ−1(y) tel quex′ ∈ Ux, et ceci
impliqueϕ(x)− ε ≤ ϕ(x′)≤ ϕ(x)+ ε ; de ces inégalités découle alors la majoration

ψ(y′) = max{ϕ(x′) ; x′ ∈ γ−1(y′)} ≤max{ϕ(x)+ ε ; x∈ γ−1(y)}= ψ(y)+ ε.

Enfin, puisqueV ⊂ γ(Ux), chacun des ouvertsUx rencontre la fibreγ−1(y′) et les inégalités précé-
dentes impliquent également la minoration

ψ(y) = max{ϕ(x) ;x ∈ γ−1(y)} ≤max{ϕ(x′)+ ε ; x′ ∈ γ−1(y′)}= ψ(y′)+ ε .

Nous avons établi la continuité de la fonctionψ en tout pointy deY. 2

COROLLAIRE 3.9. — Il existe une application continue et une seulepX : Xi→ Xi telle que, pour
toute carte étaleγ : U→ Z, pX(Ui)⊂ Ui et le diagramme

Ui
pX //

γ
²²

Ui

γ
²²

Zi pZ
// Zi

– dans lequelpZ est l’endomorphisme deZi introduit au cours du chapitre précédent – soit commu-
tatif.

Cette application est telle quep2
X = pX .

Démonstration. Considérons une carte étaleγ : U → Z. Puisque, par définition,S(Z) = pZ(Zi), il
existe en vertu de la proposition 3.7 une application continuepU : Ui→ Ui et une seule telle que le
diagramme

Ui
pU //

γ
²²

Ui

γ
²²

Zi pZ
// Zi

soit commutatif. L’identitép2
Z = pZ implique immédiatementp2

U = pU. Comme, pour tout ouvert
affine invariantZ′ de Z, pZ′ est la restriction depZ à Z′i (lemme 2.8), les différentes applications
pU se recollent en un endomorphismepX de l’espace topologique sous-jacent àXi satisfaisant aux
conditions de l’énoncé. 2

On désigne parS(X) l’image de l’applicationpX ; c’est un sous-espace fermé deXi et l’on pose
S0(X) = S(X)∩ρ−1(X0). L’applicationpX est une rétraction deXi surS(X).

(3.1.3)La description deS(X) est tout à fait semblable à celle de l’éventail compactifié d’une
variété torique.

Commençons par introduire l’analogue de l’applicationpX au niveau schématique.

L EMME 3.10. — Soit pX : X → X l’application associant à tout pointx de X le point générique
de l’unique strate deX contenantx. Il s’agit d’un endomorphisme continu deX, d’imageΞ(X) et
s’insérant dans les diagrammes commutatifs :

Xi
pX //

ρ
²²

Xi

ρ
²²

X pX
// X

et Xi
pX //

r
²²

Xi

r
²²

X pX
// X.
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Démonstration. Quelle que soit la carte étaleγ : U → Z, pX stabilise l’ouvertU et sa restriction
à U est l’applicationpU. La continuité depX s’établit comme celle depZ (proposition 2.5) et la
commutativité des deux diagrammes considérés découle directement de l’assertion analogue pourZ
(idem) et de la proposition 3.7. 2

Comme dans le cas torique, nous obtenons que, pour tout pointξ ∈ Ξ(X), la trace surS(X)
de l’image réciproque de la strateΣ(ξ ) de X par l’application de réductionr : Xi → X (resp. par
l’applicationρ : Xi→ X) coïncide avecS(X)∩ r−1(ξ ) (resp. avecS(X)∩ρ−1(ξ )).

Passons maintenant à la structure naturelle de polyèdre conique rationnel surS0(X). Étant don-
nés un pointξ dansΞ(X) et une carte étaleγ : U → Z telle queξ ∈ U ⊂ X(ξ ), nous savons que
l’applicationγ réalise un homéomorphisme deS0(U) = γ−1(S0(Z)) surS0(Z) (proposition 3.7), ce
qui permet de transporter la structure de cône rationnel deS0(Z) surS0(U). Comme nous allons le
vérifier, la structure de cône rationnel obtenue surS0(X(ξ )) = S0(U) est indépendante du choix de
la carte étale et elle admet une description intrinsèque.

DÉFINITION 3.11. — Quel que soient le plongement toroïdalX0 ↪→ X et l’ouvert U de X, Λ(U)
(resp.Λ(U)+) désigne le groupe des diviseurs (de Cartier) surU dont le support est contenu dans
U− (U∩X0).

Remarque 3.12. — SoientT unk-tore déployé, de groupe des caractèresM, etZ une variété torique
sousT, affine et normale. Quelle que soit l’immersion ouverte équivariantej : T ↪→ Z, l’application
M → Div(X), m 7→ div(χm) réalise un isomorphisme deM sur le groupe abélienΛ(Z) et le semi-
groupeS⊂M associés àZ correspond au semi-groupeΛ(Z)+ ⊂ Λ(Z). 3

Si U est un ouvert deX, tout élémentD deΛ(U) donne naissance à une fonction réelle continue
|D| surU∩X0 de la manière suivante. Étant donnés un pointx dansUi∩X0 et une équationf deD
sur un voisinageV der(x) dansU, le nombre réel strictement positif| f (x)| ne dépend que deD : si g
est une autre équation deD sur un ouvert affineW ⊂ V, il existe une unitéu∈ Γ(W,OX)× telle que
g = u f|W ; comme chaque élément de l’anneauΓ(W,OX) est, en tout point deWi, de valeur absolue
inférieure à1 (valeur absolue triviale), les unités ont une valeur absolue contante, égale à1, surWi ;
on a donc| f |(x) = |g|(x) et on pose|D|(x) = | f |(x). La fonction|D| est majorée par1 si et seulement
si le diviseurD est effectif et l’application

Λ(U)→ C0(Ui∩ρ−1(X0),R>0), D 7→ |D|
est un homomorphisme de groupes abéliens.

Si l’on noteΞ(X,1) l’ensemble fini des points deΞ(X) tels quedim(OX,ξ ) = 1 (de manière équi-
valente, ce sont les points génériques deX−X0), la normalité deX implique l’injectivité de l’homo-
morphisme

cyc :Λ(U)→ Hom(Ξ(U,1),Z), D 7→ (ξ 7→multξ (D)),

envoyant un diviseurD ∈ Λ(U) sur le cycle1-codimentionnel qui lui est associé : en particulier,
Λ(U) est un groupe abélien libre de type fini. De la normalité deU découle également le fait que le
semi-groupeΛ(U)+ ⊂ Λ(U) est de type fini puisqu’il est déterminé par les inéquationsmultξ (·)≥ 0,
ξ ∈ Ξ(U,1), qui sont en nombre fini (appliquer le lemme de Gordan) ; il s’agit évidemment d’un
semi-groupe saturé.

L EMME 3.13. — Soitξ un point deΞ(X).
1. Siγ : U→ Z est une carte étale telle queξ ∈U⊂X(ξ ), l’homomorphismeγ∗ : Div(Z(γ(ξ )))→

Div(U) induit un isomorphisme deΛ(Z(ξ )) sur Λ(U). Le même résultat est valable pour les semi-
groupes des diviseurs effectifs.

2. L’application de restrictionΛ(X(ξ ))→ Λ(Spec(OX,ξ )) est un isomorphisme.
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Démonstration.Considérons une carte étaleγ : U→ Z telle queξ ∈ U⊂ X(ξ ) et posonsξ ′ = γ(ξ ),
Xξ = Spec(OX,ξ ), Zξ ′ = Spec(OZ,ξ ′).

L’injectivité de l’application de restrictionΛ(U)→ Λ(Uξ ′) découle directement de celle de l’ho-
momorphismecyc :Λ(U)→Hom(Ξ(U,1),Z) et l’on sait déjà que l’application de restrictionΛ(Z)→
Λ(Zξ ′) est un isomorphisme. En vertu du lemme 3.6, le morphismeγ donne naissance à une bijection
γ ′ deHom(Ξ(U,1),Z) surHom(Ξ(Z,1),Z) et le diagramme

Λ(U)
cyc// Hom(Ξ(U,1),Z)

Λ(Z)

γ∗
OO

cyc
// Hom(Ξ(U,1),Z)

γ ′
OO

est commutatif carγ est un morphisme étale. Vu les informations dont on dispose, le point 2 et la
première assertion du point 1 seront démontrés si l’on établit que la flècheγ∗ : Λ(Zξ ′)→ Λ(Uξ ) est
un isomorphisme.

Le morphisme de schémas locaux noethériensγ : Xξ → Zξ ′ est étale etfini (de degrédegξ γ) ; on
dispose donc d’un homomorphismenormeN : Λ(Xξ )→ Λ(Zξ ′), vérifiant

cyc(γ∗(N(D))) = (degξ γ)cyc(D)

et donc
γ∗(N(D)) = (degξ γ)D

pour tout diviseurD ∈ Λ(Uξ ), en vertu du fait queγ réalise une bijection deΞ(U,1) = γ−1(Ξ(Z,1))
sur Ξ(Z,1) (lemme 3.6). On en déduit que l’homomorphisme de groupes abéliensγ∗ : Λ(Xξ ) →
Λ(Uξ ′) induit un isomorphisme entre lesQ-espaces vectoriels associés, puis finalement queγ∗ lui-
même est un isomorphisme car un élémentD deΛ(Zξ ′)⊗ZQ appartient au sous-groupeΛ(Zξ ′) si et
seulement sicyc(D) appartient au sous-groupeHom(Ξ(Z,1),Z) deHom(Ξ(Z,1),Q).

Observons enfin que l’isomorphismeγ∗ deΛ(Uξ ) surΛ(Zξ ′) envoie le semi-groupeΛ(Uξ )+ sur
le semi-groupeΛ(Zξ )+ car ceux-ci sont caractérisés par la conditioncyc≥ 0. 2

Le premier point du lemme précédent à une conséquence immédiate que nous utiliserons ultérieu-
rement.

COROLLAIRE 3.14. — Soitξ un point dansΞ(X).
Si γ1 : U1 → Z1 et γ2 : U2 → Z2 sont deux cartes étales telles queξ ∈ U1,U2 ⊂ X(ξ ), il existe un

isomorphisme équivariant canonique entre lesk-variétés toriquesZ1 etZ2.

Démonstration. Il est loisible de supposerZi = Zi(γi(ξ )) (i = 1,2). SoitU l’intersection des ouverts
U1 et U2. Vu le premier point du lemme précédent, les morphismesγ1 : U → Z1 et γ2 : U → Z2 in-
duisent des isomorphismes de semi-groupesγ∗1 : Λ(Z1(γ1(ξ )))+→̃Λ(U)+ etγ∗2 : Λ(Z2(γ2(ξ )))+→̃Λ(U)+ ;
on dispose donc d’un isomorphisme canonique de semi-groupes

Φ = (γ∗1)−1◦ γ∗2 : Λ(Z2(γ2(ξ )))+ → Λ(Z1(γ1(ξ )))+,

lequel, en vertu de la remarque 3.12, détermine un isomorphisme équivariant deZ1(γ1(ξ )) surZ2(γ2(ξ )).
2

PROPOSITION 3.15. — Soitξ un point dansΞ(X).
1. L’application

Λ(Spec(X(ξ ))→ C0(S0(X(ξ )),R>0), D 7→ |D|
muniS0(X(ξ )) = S0(X)∩ r−1(X(ξ )) d’une structure de cône rationnel strictement convexe.

Pour toute carte étaleγ : U → Z telle queξ ∈ U ⊂ X(ξ ), γ induit un isomorphisme de cônes
rationnels entreS0(X(ξ )) etS0(Z(γ(ξ ))).
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2. Quel que soit la générisationξ ′ deξ dansΞ(X),

S0(X(ξ ′)) = S0(X(ξ ))∩X(ξ ′)i

est une face du côneS0(X(ξ )) et la correspondance

ξ ′ 7→S0(X(ξ ′))

réalise une bijection de l’ensemble des générisations deξ dansΞ(X) sur l’ensemble des faces du
côneS0(X(ξ )).

3. L’application
ξ ′ 7→S0(X(ξ ))∩ r−1(ξ ′)

réalise une bijection de l’ensemble des générisations deξ dansΞ(X) sur l’ensemble des intérieurs
des faces du côneS0(X(ξ )).
Démonstration.Ayant rappelé que, pour toute variété torique affineZ d’orbite ouverteZ0, la structure
de cône rationnel surS0(Z) est définie par le morphisme canonique

Λ(Z) = Γ(Z0,O
×
Z )/k×→ C0(S0,R>0), D 7→ |D|,

le premier point est une conséquence directe de la proposition 3.7 du lemme 3.13. Via la proposition
3.7, les deux points suivants se déduisent immédiatement des assertions analogues dans le cas torique,
démontrées à la proposition 2.10. 2

Ainsi que nous venons de l’établir, le sous-espaceS0(X) de Xi est naturellement muni d’une
structure de polyèdre conique rationnel et la stratification canonique deX donne naissance à un re-
couvrement deS0(X) par des cônes rationnels strictement convexesS0(X(ξ )) (ξ ∈ Ξ(X)) tel que,
pour tous pointsξ ′,ξ ′′ ∈ Ξ(X),

S0(X(ξ ′))∩S0(X(ξ ′′))
soit la réunion des faces communes àS0(X(ξ )) etS0(X(ξ ′′)). Par analogie avec le cas torique, nous
dirons queS0(X) est l’éventaildu plongement toroïdalX0 ↪→ X.

La description du sous-espace ferméS(X) deXi se déduit facilement de celle deS0(X).
L EMME 3.16. — Soitξ un point dansΞ(X) ; munissant l’adhérence de la strateΣ(ξ ) de sa struc-
ture canonique de sous-schéma fermé réduit deX, l’immersion ouverte

Σ(ξ ) ↪→ Σ(ξ )

est un plongement toroïdal.

Démonstration. Modulo la proposition 3.4, cette assertion est une conséquence immédiate du fait
que, dans toute variété toriquenormaleZ, l’adhérenceO d’une orbiteO est une variété torique nor-
male dontO est l’orbite ouverte. 2

PROPOSITION 3.17. — 1. Le sous-ensemble ferméS(X) deXi est l’adhérence deS0(X) et l’im-
mersion ouverteS0(X) ↪→S(X) est la compactification canonique provenant du recouvrement par
les cônes strictement convexesS0(X)∩X(ξ )i, ξ ∈ Ξ(X).

2. Soitξ un point dansΞ(X). L’immersion fermée canonique

Σ(ξ )
i

↪→ Xi

induit un homéomorphisme deS(Σ(ξ )) surS(X)∩ρ−1(Σ(ξ )).
3. Le bord de la compactificationS(X) deS0(X) reflète la stratification deX :

S(X) =
⋃

ξ∈Ξ(X)

S(Σ(ξ )).

Démonstration. Modulo le lemme précédent, ces résultats découlent directement des énoncés ana-
logues dans le cas torique (proposition 2.12). 2
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3.2. La contraction deXi sur S(X)

Comme dans le cas torique, nous allons maintenant voir qu’il existe une manière naturelle de définir
une contraction deXi sur §(X). La construction qui suit est essentiellement celle de Berkovich au
paragraphe 5 de l’article [5].

(2.2.1)L’applicationH va être obtenue en recollant des applications construites localement à partir
des cartes étales.

DÉFINITION 3.18. — Étant donné unk-groupe algébriqueG, on désigne par̂G1 le complété formel
deG au point unité1.

On rappelle que la catégorie desk-schémas s’identifie naturellement à une sous-catégorie pleine
de la catégorie desk-schémas formels, auk-schéma affineX = Spec(A) correspondant lek-schéma
formel affineSpf(A) obtenu en munissant l’anneauA de la topologie discrète. En particulier, sim :
G×Z → Z est l’action d’unk-groupeG sur unk-schémaZ, le morphisme dek-schémas formels
obtenu en composantm aveci× idZ : Ĝ1×Z→ G×Z, où i est le morphisme canonique deĜ1 dans
G, est une action dêG1 sur lek-schéma formelZ.

L’observation suivante se trouve dans l’article [5] de V. Berkovich (Lemma 5.5).

L EMME 3.19. — SoientG un k-groupe,Z un k-schéma etm : G×Z → Z une action deG sur Z.
Quel que soit le morphisme étaleγ : U → Z, il existe un unique morphisme dek-schémas formels
m′ : Ĝ1×U→ U définissant une action dêG1 et tel que le diagramme

Ĝ1×U
m′ //

id×γ
²²

U

γ

²²
Ĝ1×Z m

// Z

soit commutatif.

Démonstration.Notonsi l’immersion ferméeSpf(k)→ Ĝ1 définissant lek-point1 deĜ1 et considé-
rons le diagramme cartésien suivant dans la catégorie desk-schémas formels :

V
f //

g
²²

U

γ
²²

Ĝ1×U idĜ1
×γ

// Ĝ1×Z m
// Z.

Le diagramme

U
idU //

idU
²²

U

γ
²²

{1}×U
i×γ // Ĝ1×Z m

// Z

est commutatif puisquem◦ (i× idZ) est l’identité deZ = {1}×Z ; il détermine donc une sectionσ0

deg au-dessus de la fibre spéciale{1}×U du k-schéma formel̂G1×U. Le morphismeg étant étale,
σ0 se prolonge de manière unique en une sectionσ deg. Par construction, le morphismem′ = f ◦σ
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deĜ1×U s’insère alors dans le diagramme commutatif

Ĝ1×U
m′ //

idĜ1
×γ

²²

U

γ

²²
Ĝ1 m

// Z

et m′ ◦ (i× idU) = f ◦σ0 est l’identité deU = {1}×U. Pour établir quem′ définit une action dêG1

surU, il reste à vérifier que le diagramme suivant,

Ĝ1× Ĝ1×U
µ×idU //

idĜ1
×m′

²²

Ĝ1×U

m′

²²
Ĝ1×U

m′
// U,

dans lequelµ : Ĝ1× Ĝ1 → Ĝ1 est la loi de groupe dêG1, est commutatif. Ceci découle du fait que
chacun des morphismesm′ ◦ (µ× idU) etm′ ◦ (idĜ1

×m′) fait commuter le diagramme

Ĝ1× Ĝ1×U //___

id×id×γ
²²

U

γ
²²

Ĝ1× Ĝ1×Z
m′′

// Z,

où
m′′ = m◦ (µ× idZ) = m◦ (idĜ1

×m),
le même raisonnement que précédemment montrant en effet qu’il existe un unique morphisme ayant
cette propriété. 2

(3.2.2)Considérons maintenant une carte étaleγ : U→ Z et notonsT le tore deZ, de groupe des
caractèresM. PosantT = T̂1, l’espace de Berkovich

T i = {x∈ Ti | |χ(m)−1|(x) < 1, m∈M}
du k-schéma formelT est un sous-groupek-analytique deTi, réunion des sous-groupesG(t), t ∈
[0,1[, définis dans (2.2.1).

Remarque 3.20. — Quelle que soit l’extension non archimédienneK dek, l’ensemble desK-points
deT i est le groupe des élémentsx deHomAb(M,K×) tels que|x(m)−1|< 1 pour toutm∈M. 3

Le morphisme dek-schémas formelsm′ : T ×U → U, déduit à l’aide du lemme précédent de
l’action deT surZ, induit un morphisme d’espacesk-analytiquesm′ : Ti×Ui→ Ui qui définit une
action duk-groupe analytiqueT i surUi telle que le morphismep : Ui→ Zi soit équivariant.

Tout pointx deUi définit tautologiquement unH (x)-pointx : M (H (x))→ Ui et donne lieu au
morphisme canonique

m′
x : T i

H (x) = T i×M (H (x))→ Ui,

composé parm′ de l’homomorphismeidT i×x : T i×M (H (x))→T i×Ui.

La définition suivante s’impose d’elle-même.

DÉFINITION 3.21. — Étant donnée une carte étaleγ : U→ Z sur X, on définit une applicationHγ
de[0,1]×Ui dansUi en posant, pour tout pointx∈ Ui :

- Hγ(t,x) est l’image parm′
x du point de ShilovgH (x)(t) de l’espaceH (x)-affinoïdeGH (x) si

t ∈ [0,1[ ;
- Hγ(1,x) = pX(x).
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Remarque 3.22. — 1) Quel que soitt dans[0,1[, l’applicationHγ(t, ·) stabilise chacune des fibres
de l’application de réductionr : Ui→ U.

2) Soientγ : U → Z une carte étale surX et x un point deUi. Désignant parm′ : T ×U → U
l’action deT surU fournie par le lemme 3.19, le morphismem′

x : T i→Ui⊗̂kH (x) se factorise par
la projection canonique deUi⊗̂kH (x) sur Ui. Pour toutt ∈ [0,1[, l’image G(t,x) du sous-groupe
analytiqueGH (x)(t)⊂ Ti⊗̂kH (x) dansUi⊗̂kH (x) estl’orbite duH (x)-pointx sousGH (x)(t).

3) SoitK une extension du corpsk, également munie de la valeur absolue triviale. Ayant observé
que toutek-variété torique normale est géométriquement normale (cela se vérifie localement, un ou-
vert affine invariant de semi-groupe associéSétant normal si et seulement siSest saturé), on constate
que l’immersion ouverteX0⊗k K ↪→ X⊗k K est toujours un plongement toroïdal et que, sip : U→ X
est une carte étale surX, pK = p⊗ id : U⊗k K → Z⊗k K est une carte étale surX⊗k K. Désignant par
T le tore deZ, on vérifie immédiatement que l’action de(T̂⊗k K)1 surU⊗k K est celle déduite par
changement de base de l’action deT̂1 surU ; en découle en particulier la commutativité du diagramme
naturel

[0,1]×Ui⊗̂kK
HγK //

²²

Ui⊗̂kK

²²
[0,1]×Ui

Hγ
// Ui.

3

PROPOSITION 3.23. — Quelle que soit la carte étaleγ : U → Z sur X, l’application Hγ : [0,1]×
Ui→ Ui satisfait aux propriétés suivantes :

(i) elle est continue ;
(ii) Hγ(0, .· est l’identité deUi etHγ(1, ·) est la rétractionpU deUi surS(U) ;
(iii) Hγ(t, · induit l’identité surS(U) pour toutt ∈ [0,1].

Démonstration. Désignant parHZ l’homomotopie[0,1]×Zi → Zi construite à la section 2.2 du
chapitre précédent, le diagramme

[0,1]×Ui
Hγ //

id[0,1]×γ
²²

Ui

γ
²²

[0,1]×Zi
HZ

// Zi

est commutatif.
(ii) Ces deux assertions sont trivialement vérifiées.
(iii) Modulo le diagramme commutatif que l’on vient d’écrire, cette assertion découle directement

du résultat analogue pourHZ (proposition 2.16) et du fait queγ réalise une bijection deγ−1(S(Z)) =
S(U) sur le sous-ensembleγ(S(U)) deS(Z).

(i) La continuité deHγ s’établit exactement comme dans le cas torique (proposition 2.16).2

La dernière étape consiste à s’assurer que les homotopies localesHγ peuvent se recoller en une
homotopie globaleH.

L EMME 3.24. — Étant données deux cartes étalesγ : U → Z et γ ′ : U′ → Z′ sur X, Hγ et Hγ ′

stabilisent(U∩U′)i = Ui∩U′i et leurs restrictions à[0,1]× (U∩U′)i coïncident.

Démonstration.Les applicationsHγ(t, ·) etHγ ′(t, ·) stabilisent les fibres de l’application de réduction

r : Xi→ X pour toutt ∈ [0,1[ ; elles stabilisent donc le sous-espace ferméUi∩U′i = (U∩U′)i =
r−1(U∩U′) deXi, et ceci est vrai pour toutt ∈ [0,1] par un argument de continuité.
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Nous allons maintenant établir l’égalité

Hγ(t,x) = Hγ ′(t,x)

pour tout pointx ∈ Ui ∩U′i et toutt ∈ [0,1]. Notons d’emblée qu’il suffit de se restreindre au cas
t ∈]0,1[ puisque le résultat est déjà acquis sit = 0 ou t = 1.

Première étape— On peut supposerU = U′. On peut également supposer qu’il existe un pointξ
dansΞ(X) tel queξ ∈ U⊂ X(ξ ) car les ouvertsX(ξ ), ξ ∈ Ξ(X), recouvrentX. Sous ces conditions,
les variétés toriquesZ etZ′ peuvent être remplacées parZ(γ(ξ )) etZ′(γ ′(ξ )) respectivement (lemme
3.6), auquel cas les homomorphismesγ∗ : Λ(Z) → Λ(U) et γ ′∗ : Λ(Z′) → Λ(U′) sont des isomor-
phismes. Il existe en outre un isomorphisme équivariantϕ : Z′ → Z tel queϕ∗ = (γ ′∗)−1 ◦ γ∗ et on
déduit enfin du diagramme commutatif

T ×U

id×γ

¤¤§§
§§

§§
§§

§§
§§

§§
§§

§ id×γ ′

%%KKKKKKKKK U

γ

¨¨³³
³³
³³
³³
³³
³³
³³
³ γ ′

ÂÂ?
??

??
??

?

T ×Z′
id×ϕ

ttiiiiiiiiiiiiiiiiii

mZ′ // Z′
ϕ

wwoooooooooooooo

T ×Z mZ
// Z

l’identité Hϕ◦γ = Hγ ′ , qui permet de remplacerγ ′ parϕ ◦ γ.
On s’est ainsi ramené à établir l’assertion suivante : siγ : U→Z etδ : U→Z sont deux cartes étales

affines telles que les homomorphismesγ∗,δ ∗ : Λ(Z)→Λ(U) soient des isomorphismes et coïncident,
Hγ(t, ·) = Hδ (t, ·) pour toutt ∈]0,1[. Notons que, comme les morphismesγ etδ deU dansZ induisent
le même homomorphisme deΛ(Z) dansΛ(U), γ−1(O) = δ−1(O) pour toute orbiteO deZ.

Nous fixons maintenant un pointx dansUi et désignerons indistinctement parx les morphismes
Spec(H (x)◦)→U etSpec(H (x))→U qu’il induit, ainsi que leH (x)-point deUiH (x) = Ui⊗̂kH (x)
qu’il détermine.

Deuxième étape— Quitte à remplacer le corpsk par une extension munie de la valeur absolue
triviale, nous pouvons supposer quer(x) est unk-point deU. En réduisantU, nous pouvons également
supposer quer(x) est l’unique point des fibresγ−1(γ(r(x))) et δ−1(δ (r(x))).

Du fait queγ et δ induisent les mêmes isomorphismes deΛ(Z) sur Λ(U), γ−1(O) = δ−1(O)
pour toute orbiteO de Z ; les k-pointsγ(r(x)) et δ (r(x)) de Z appartiennent ainsi à la même orbite
et il existe en conséquence un élémentα deT(k) tel que l’automorphisme[α] deZ auquelα donne
naissance envoieγ(r(x)) surδ (r(x)). Comme au cours de la réduction préliminaire, on vérifie l’égalité
H[α]◦γ = Hγ , qui permet de remplacer le morphismeγ par[α]◦ γ.

Au terme de cette seconde réduction, nous sommes ramenés à démontrer l’assertion suivante :
soientγ,δ : U → Z des cartes étales affines etx un point deUi tels quer(x) soit unk-point deU,
γ(r(x)) = δ (r(x)) et

γ−1(γ(r(x))) = δ−1(δ (r(x))) = {x};
alorsHγ(t,x) = Hδ (t,x) pour toutt ∈]0,1[.

Si l’on voit lesH (x)◦-points deU⊗k H (x)◦ etZ⊗k H (x)◦ comme des sous-schémas fermés, la
condition précédente sur les fibres deγ et δ implique les égalités

x = γ−1(γ(x)) = δ−1(δ (x))

car les morphismesγ,δ : U⊗k H (x)◦→ Z⊗k H (x)◦ sont étales.

Troisième étape– Nous considérons maintenant les orbitesG(t,γ(x)) etG(t,δ (x)) des pointsγ(x)
et δ (x) deZH (x) = Z⊗̂kH (x) sous le groupeG(t)H (x) et allons prouver l’identité

γ−1(G(t,γ(x))) = δ−1(G(t,δ (x)))
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dansUiH (x).
Choisissons une immersion ouverte équivarianteT ↪→ Z et notonsS le semi-groupe dansM qui

correspond àZ. Les morphismesγ etδ induisant le même homomorphisme deΛ(Z) = M dansΛ(U),
les élémentsγ#χ(m) et δ #χ(m) deOX(U) ont le même diviseur quel que soitm∈ S et il existe donc
des unitésum∈ OX(U)× telles que

δ #χ(m) = umγ#χ(m)

pour toutm∈ S. On poseδm = δ #χ(m) et γm = γ#χ(m) (m∈ S).
CommeG(t,γ(x)) etG(t,δ (x)) sont respectivement les domaines affinoïdes

{|χ(m)− γ(x)∗χ(m)| ≤ t ; m∈ S} et {|χ(m)−δ (x)∗χ(m)| ≤ t ; m∈ §}
deZiH (x), nous devons établir l’identité

{|γm−x∗γm| ≤ t ; m∈ S}= {|δm−x∗δm| ≤ t ; m∈ S}
dansUiH (x).

Écrivantδm−x∗δm sous la forme

δm−x∗δm = umγm−x∗umx∗γm = um(γm−x∗γm)+x∗γm(um−x∗um)

dansOX(U)⊗k H (x)◦, nous obtenons la majoration

|δm−x∗δm| ≤ max
(|um|.|γm−x∗γm|, |x∗γm|.|um−x∗um|

)

≤ max(|γm−x∗γm|, |um−x∗um|)
pour toutm∈ S. Les élémentsχ(m)− γ(x)∗χ(m) de l’anneauOZ(Z)⊗k H (x)◦ engendrent l’idéal
premier définissant leH (x)◦-point γ(x) ; en vertu de l’identitéx = γ−1(γ(x)) entre sous-schémas
fermés deU⊗k H (x)◦ établie à la fin de l’étape précédente, il en découle que l’idéal premier de
OX(U) définissant leH (x)◦-pointx – c’est-à-dire le noyau de l’homomorphisme d’évaluation

x∗ : OX(U)⊗k H (x)◦→H (x)◦ −
est engendré par les élémentsγ#(χ(m)− γ(x)∗χ(m)) = γm−x∗γm, m∈ S. Nous déduisons immédia-
tement de cette dernière observation les majorations

|um−x∗um| ≤max
m′∈S

|γm′−x∗γm′ |
puis

|δm−x∗δm| ≤max
m′∈S

|γm′−x∗γm′ |
pour toutm∈ S.

Les morphismesγ et δ jouant un rôle symétrique dans l’argument précédent, nous avons ainsi
prouvé l’égalité

max
m∈S

|γm−x∗γm|= max
m∈S

|δm−x∗δm|
surUiH (x), laquelle implique

γ−1(G(t,γ(x))) = δ−1(G(t,δ (x)))

pour tout élémentt de[0,1].
Quatrième étape– Désignons respectivement parmγ etmδ les actions du groupek-analytiqueT i

surUi qui sont déduites viaγ etδ de l’action de ce groupe surZi (lemme 3.19). Dans la situation pré-
sente,γ−1(G(t,γ(x))) (resp.δ−1(G(t,δ (x))) est, pour toutt ∈]0,1[, l’orbite Gγ(t,x) (resp.Gδ (t,x))
du pointx de UiH (x) sous le sous-groupeG(t)H (x) de T i⊗̂kH (x), celui-ci agissant viamγ (resp.
mδ ). Comme les sous-ensemblesGγ(t,x) et Gδ (t,x) sont des domaines affinoïdes ayant chacun un
unique point de Shilov et que, par définition, les images de ces derniers par la projection canonique
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de UiH (x) → Ui sont les pointsHγ(t,x) et Hδ (t,x) respectivement, nous avons finalement prouvé
l’identité

Hγ(t,x) = Hδ (t,x)

pour toutt ∈]0,1[. La démonstration du lemme est achevée. 2

THÉORÈME 3.25. — Il existe une application et une seule

H : [0,1]×Xi→ Xi

satisfaisant à la condition suivante : pour toute carte étaleγ : U→ Z surX, H envoie[0,1]×Ui dans
Ui et sa restriction à[0,1]×Ui est l’homotopieHγ de la proposition 3.23.

C’est une application continue telle que, pour tout pointx∈ Xi :
- H(0,x) = x;
- H(1,x) = pX(x) ;
- si x appartient àS(X), H(t,x) = x pour toutt ∈ [0,1].
Démonstration.Cet énoncé la conjonction de la proposition 3.23 et du lemme précédent. 2

4. APPLICATION AUX DIVISEURS À CROISEMENTS NORMAUX

Dans ce dernier chapitre, les résultats précédemment obtenus sur les espaces de Berkovich associés
aux plongements toroïdaux sont appliqués à la détermination explicite du type d’homotopie de la fibre
génériqueXη du complété formelX d’un k-schéma localement algébriqueX le long d’un diviseur
à croisements normaux simples. La formulation toroïdale de cette dernière situation nécessite de
supposer que le corpsk soit parfait.

4.1. Le complexe d’incidence d’un diviseur à croisements normaux

(4.1.1)On désigne par∆ la catégorie dont les objets sont les ensembles[n] = {0, . . . ,n}, n∈ N, et
dont les flèches[n]→ [m] sont les applications croissantes. Par définition, unensemble simplicialest
un foncteur de la catégorie∆op dans celle des ensembles et un morphisme (ou une application simpli-
ciale) entre ensembles simplicaux est un morphisme de foncteurs. Si∆ est un ensemble simplicial et
n est un entier naturel, les éléments de l’ensemble∆([n]) sont lesn-simplexesde∆.

Étant donné un ensembleI, on désigne par∆I l’ensemble simplicial tel que

∆I([n]) = HomEns([n], I)

pour toutn∈ N.

(4.1.2)Un diviseurD sur un schémaX est, par convention, un diviseur de Cartier et l’on désigne
parSupp(D) son support.

DÉFINITION 4.1. — Un diviseurD sur un schéma localement noethérienX est dità croisements
normaux simpless’il existe en tout pointx deSupp(D) un système régulier de paramètres(z1, . . . ,zd)
dans l’anneau localOX,x et des entiers naturelsN1, . . . ,Nd tels que :Dx = div(zN1

1 . . .zNd
d ).

Remarque 4.2. — Dans la définition précédente, le schémaX estrégulier en tout point du support
Supp(D) deD ; si ce schéma est excellent, il existe donc un voisinage ouvertU deSupp(D) qui est
régulier. 3

DÉFINITION ET PROPOSITION 4.3. — SoientX un schéma localement noethérien excellent etD
un diviseur à croisements normaux simples surX.

1) La suite(Yn)n∈N de sous-ensembles deX définie par

Y−1 = Supp(D), Y0 = Rég(Supp(D)), et, pour toutn≥ 0, Yn+1 = Rég(Yn−1−Yn)
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est une stratification deSupp(D) en sous-espaces localement fermés. Quel que soit le pointx de
Supp(D), on noteΨ(D ; x) l’ensemble des points génériques deSupp(D) qui sont des générisations
dex et on désigne par∆(D ; x) l’ensemble simplicial∆Ψ(D; x).

2) Quels que soient les pointsx,y∈ X, on note «x→ y » la relation de spécialisationy∈ {x} et
l’on voit ainsi X comme une petite catégorie dontSupp(D) est une sous-catégorie pleine. Six→ y,
l’inclusion évidenteΨ(D ; x) ⊂ Ψ(D ; y) donne lieu à une application simpliciale∆(D ; x) →
∆(D ; y) ; on dispose donc d’un foncteur∆(D ; ·) de Supp(D) dans la catégorie des ensembles
simpliciaux. Par définition, lecomplexe d’incidencedu diviseur à croisements normaux simplesD est
l’ensemble simplicial

∆(D) = lim−→
Supp(D)

∆(D ; ·).

3) Pour tout entier naturelq, lesq-faces non-dégénérées de∆(D) correspondent biunivoquement
aux points génériques deYq.

Démonstration. 1) Pour toutn≥ 0, le sous-schéma fermé réduitYn deX est excellent etYn en est
l’ouvert dense des points réguliers. L’hypothèse queD soit à croisements normaux implique en outre
immédiatement que

Yn+1 = Yn−Yn = Yn−Rég(Yn)

soit purement de codimension un dansYn.
3) Quel que soit l’entier naturelq, l’ensemble desq-faces non dégénérées de∆(D) est la réunion des

q-faces non dégénérées des ensembles simpliciaux∆(D;x) vus comme sous-ensembles simpliciaux
de∆(D).

Étant donnés un pointx dansSupp(D), un système régulier de paramètres(z1, . . . ,zd) dansOX,x et
des entiers naturelsN1, . . . ,Nd tels queDx = div(zN1

1 . . .zNd
d ), désignons parI le sous-ensemble non

vide de{1, . . . ,d} constitué des indicesi tels queNi ≥ 1. Pour toute partie non videI′ deI, le fermé
ZI′ = V(zi ; i ∈ I′) deSpec(OX,ξ ) est irréductible (car régulier), de codimensionCard(I′) dansX, et
on vérifie par récurrence sur l’entier natureln que l’application

C→ C∩Spec(OX,x)

réalise une bijection de l’ensemble des composantes connexes deYn auxquelles le pointx est adhérent
sur l’ensemble des fermésZI′ , oùI′ est une partie deI de cardinaln+1. D’autre part,Ψ(D;x) est, par
définition, l’ensemble des points génériques des fermésZ{i}, i ∈ I, et lesq-faces non dégénérées de
l’ensemble simplicial∆(D;x) = ∆Ψ(D;x) sont canoniquement en bijection avec les parties àq+1 élé-
ments de l’ensembleΨ(D;x). On voit donc que, pour tout entier naturelq, lesq-faces non dégénérées
de∆(D;x) correspondent biunivoquement aux points génériques deYq dontx est une spécialisation.
2

Remarque 4.4. — Considérons la stratification

Supp(D) =
⋃

n∈N
Yn

et désignons parΞ(D) l’ensemble des points génériques des strates. Étant donné un pointx dans
Yn, il existe un unique pointy dansΞ(D) tel quex ∈ {y} ; l’inclusion Ψ(D ; y) ⊂ Ψ(D ; x) est
alors une égalité et l’application canonique∆(D ; y)→ ∆(D ; x) est donc un isomomorphisme. Cette
observation permet de remplacerY parΞ(D) dans la définition de∆(D) :

∆(D) = lim−→
Ψ(D)

∆(D ; .·)

3
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4.2. Généralisation d’un théorème de D. Stepanov

PROPOSITION 4.5. — SoientX un schéma localement algébrique sur un corpsparfait k, D un
diviseur à croisements normaux simples surX et X le complété formel deX le long du fermé
Supp(D). Étant donné un voisinage ouvert régulierX′ de Supp(D) dansX, l’immersion ouverte
X′−Supp(D) ↪→X′ est un plongement toroïdal et le polyèdre conique épointéS0(X′)∗ = S(X′)∩Xη
construit au cours de la section 3.1 du chapitre précédent est canoniquement homéomorphe à l’es-
pace topologique|∆(D)|×]0,+∞[.
Démonstration.Le schémaX étant régulier en chaque point du support deD et excellent, il existe un
voisinage ouvert régulierX′ deSupp(D) dansX.

Étant donnés un tel ouvertX′, un pointx dansX′ et un système régulier de paramètres(z1, . . . ,zd)
dansOX,x tel queDx = div(zN1

1 . . .zNd
d ) pour certains entiers naturelsN1, . . . ,Nd, il existe un voisinage

ouvertU dex dansX′ tel quez1, . . . ,zd ∈OX(U) etD|U = div(zN1
1 . . .zNd

d ). Désignons parI l’ensemble
des indicesi ∈ {1, . . . ,n} tels queNi > 0 et parJson complémentaire dans{1, . . . ,n}. Le morphisme
γ : U→ Ad

k = Spec(k[T1, . . . ,Td]) défini par

γ∗Ti =
{

zi si i ∈ I
zi +1 si i ∈ J

(i ∈ {1, . . . ,n}) est non-ramifié – et donc étale puisque le corpsk est parfait – au pointx ; quitte à
restreindreU, on peut supposer queγ est étale en tout point et que les sectionszi + 1, i ∈ J, sont
inversibles surU. Sous ces conditions, l’ouvertU∩ (X′−Supp(D)) est l’image réciproque parγ de
l’ouvert {T1 6= 0, . . . ,Tn 6= 0}⊂Ad

k , lequel est l’orbite ouverte de l’espace affineAd
k vu comme variété

torique via l’action canonique deGmd
k . L’immersionX′−Supp(D) ↪→ X′ est donc un plongement

toroïdal dont la décomposition
X′ = X′

0

⋃

n∈N
(Yn−Yn+1),

oùX′
0 = X′−Supp(D), est la stratification canonique.

Comme cela a été expliqué au cours de la section 3.1 (à l’issue de la remarque 3.12), le diviseurDréd

donne naissance à une fonction réelleϕDréd =− log|Dréd| sur l’ouvertρ−1
X′ (X′

0) deX′i ; sa restriction
à ρ−1

X′ (X′
0)∩Ui∩ r−1

X (Supp(D)) est la fonction∑i∈I(− log|zi |).
Supposons maintenant quex soit un point générique de l’une des stratesYq−Yq+1 de

Supp(D) =
⋃

n≥0

(Yn−Yn+1).

L’ensembleI est de cardinalq+ 1 et x est l’un des points génériques du sous-espace localement
fermé{zi = 0, i ∈ I et zj 6= 0, j ∈ J} deU ; p(x) est donc un point générique du sous-espace fermé
{Ti = 0, i ∈ I et T j 6= 0, j ∈ J} de l’ouvert invariant{T j 6= 0, j ∈ J} ⊂ Ad

k . Vu la proposition 3.15,
l’application

(− log|z1|, . . . ,− log|zd|) : ρ−1
X′ (X′

0)∩Ui→ Rd

réalise un isomorphismeh du côneS0(U) sur le cône simplicial

{(t1, . . . , td) ∈ Rd | t j = 0, j ∈ Jet ti ≥ 0, i ∈ I}
qui ne dépend pas du choix des paramètreszi . L’applicationh−1 induit donc un homéomorphismeix
duq-simplexe standard

|∆(D;x)|= {(t1, . . . , td) ∈ Rd | t j = 0, j ∈ Jet ti = 1, i ∈ I}
sur le sous-espace fermé

S0(U)∩{ϕDréd = 1}
du côneS0(U)⊂S0(X′).
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Il découle directement de la définition du polyèdre coniqueS0(X′) que les différentes applications
ix : |∆(D;x)|→S0(X′)∩{ϕDréd = 1} se recollent en un homéomorphisme canoniquei de la réalisation
géométrique|∆(D)| du complexe d’incidence deD sur le sous-espace ferméS0(X)∩{ϕDréd = 1} du
polyèdre épointéS0(X′)∗, et ceci de tel sorte que l’applicationδ : |∆(D)|→S0(X′)∗/R>0, composée
dei par la projection canonique, soit un homéomorphisme. Nous obtenons ainsi un homéomorphisme
canonique(δ−1,ϕDréd) deS0(X′)∗ = S(X)∩Xη sur|∆(D)|×]0,+∞[. 2

Avec les hypothèses et les notations de la proposition précédente, on noteS(X) la trace deXη ⊂
X′i sur le sous-espace ferméS(X′) de X′i. L’endomorphismepX′ de X′i stabilise le sous-espace
ouvertXη et induit donc un endomorphisme de ce dernier, notépX, qui réalise une rétraction deXη
surS(X). TantS(X) quepX ne dépendent que du schéma formelX, et non du choix du voisinage
régulierX′ deSupp(D) dansX.

THÉORÈME 4.6. — SoientX un schéma localement algébrique sur un corpsparfaitk etY un sous-
schéma fermé deX. Étant donnés deux morphismesf1 : X1 → X, f2 : X2 → X tels que les conditions
suivantes soient vérifiées pour touti ∈ {1,2} :

- le morphismefi est propre et il réalise un isomorphisme deX i− f−1
i (Y) surX−Y ;

- le sous-schéma ferméf−1
i (Y) deX i est un diviseur à croisements normaux simples ;

les espaces topologiques|∆( f−1
1 (Y))| et |∆( f−1

2 (Y))| sont homotopes.

Démonstration.Désignons respectivement parX, X1 et X2 les complétés formels deX, X1 et X2 le
long deY, f−1

1 (Y) et f−1
2 (Y). Les morphismeŝf1 : X1 → X et f̂2 : X2 → X induisent des isomor-

phismes sur les fibres génériques (proposition 1.10) ; d’après le théorème 3.25 et la proposition 4.5,
les applications continues

pX2 ◦ f̂−1
2,η ◦ f̂1,η : S(X1)→S(X2)

et
pX1 ◦ f̂−1

1,η ◦ f̂2,η : S(X2)→S(X1)

sont alors des équivalences d’homotopie réciproques et, vu la proposition précédente, les espaces
topologiques|∆( f−1

1 (Y))| et |∆( f−1
2 (Y))| sont canoniquement homotopes. 2

COROLLAIRE 4.7. — Soit X un schéma localement algébrique sur un corpsk de caractéristique
nulle et soitY un sous-schéma ferméY deX tel que l’ouvertX−Y soit dense et régulier. Désignant
par X le complété formel deX le long deY, l’espace topologique sous-jacent à la fibre génériqueXη
deX a le type d’homotopie d’un CW-complexe.

Démonstration. Appliquant les deux théorèmes principaux établis par Hironaka dans [8], il existe
un Idéal surX de support contenu dansY et dont l’éclatementf : X′→ X est tel quef−1(Y) soit un
diviseur à croisements normaux simples. Le morphismef étant propre et induisant un isomorphisme
deX′− f−1(Y) surX−Y, il donne lieu à un isomorphisme deX′η surXη ; la conclusion en découle
puisque l’espace topologique sous-jacent àX′η a le type d’homotopie d’un CW-complexe. 2
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