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Soluzioni analitiche e numeriche

= La soluzione del problema fondamentale della
dinamica, ovvero la soluzione delle equazioni
differenziali del moto, & esprimibile in forma analitica,
in termini di un numero finito di funzioni elementari
(polinomi, radici, logaritmi, esponenziali, funzioni
trigonometriche e iperboliche, ecc.) soltanto in casi
particolari.

= Le grandi oscillazioni di un pendolo semplice, per esempio,
sono esprimibili soltanto mediante particolari funzioni, dette
funzioni ellittiche di Jacobi (p. es. senamplitudine: sn(u|m)). Le
funzioni ellittiche di Jacobi a loro volta sono definite come
funzioni primitive di altre funzioni note o come somma di serie
infinite di funzioni note, ma non sono esprimibili per mezzo di
un numero finito di funzioni elementari.
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Soluzioni analitiche e numeriche (ll)

= Spesso le equazioni incontrate nei sistemi complessi in
fisica sono non-lineari e non hanno soluzioni esprimibili in
forma analitica.

= Il ponte sullo stretto di Tacoma, stato di Washington, crollato il 7
novembre 1940 per una risonanza non-lineare indotta dal vento.
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Soluzioni analitiche e numeriche (lll)

= Quando non ¢ possibile trovare una soluzione analitica
bisogna ricorrere a soluzioni numeriche.

= Le soluzioni numeriche non sono funzioni in forma
analitica (p. es.: x(f) = 2#2), ma sono espresse come
successioni di punti, vicini quanto si desidera.

s |o| 1|23 |4]|5]|6|7]|8]|09

xXm] | 0| 2 8 | 18 | 32 | 50 | 72 | 98 | 128|162

= Le soluzioni numeriche sono sempre approssimate ma
I'approssimazione, in generale, pud essere migliorata
quanto si vuole, a patto di disporre di strumenti di
calcolo sufficientemente veloci.
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Soluzioni analitiche e numeriche (IV)

= In seguito alla diffusione di massa dei Personal
Computer, alla possibilita di eseguire un enorme
numero di calcoli in poco fempo e di rappresentarne
graficamente i risultati, i metodi di calcolo numerico
sono diventati una componente importante nella
comprensione del comportamento dei sistemi
meccanici.

= Le soluzioni numeriche, tuttavia non contengono tutta
I'informazione contenuta nelle soluzioni analitiche.
Dall'elenco dei valori della soluzione non possiamo,
p.es., sapere dove la soluzione ha gli zeri, dove ha i
massimi, come dipende la stabilita dagli eventuali
parametri, ecc.
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Equazioni di un moto unidimensionale: forza
indipendente dalla posizione

= Per un moto unidimensionale, I'equazione del moto di
un punto materiale (II ordine) si scrive:

£(e) == F(x(0).#(0)1)

= Nel caso particolare in cui la forza é indipendente
dalla posizione, I'equazione si pud ridurre a 2
equazioni del T ordine risolvibili in sequenza. Infatti,
da:

1

¥(t)=—F(x(¢),¢
£{t)= P (x(e).)

= si oftengono le 2 equazioni del I ordine:

) Si puo risolvere la prima,
”(t) - ;F(v(t)’t) trovando u(f) e successivamente
x(t) = v(t) la seconda, per trovare x(7).
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Equazioni di un moto unidimensionale: forza
indipendente dalla posizione (ll)

= La IT si puo integrare direttamente, mentre laI e
un'equazione del tipo:

()= r{v(e))
= Un esempio di equazione del moto che puo essere cosi

ridotta e quella di un punto materiale sottoposto a
resistenza viscosa:

F(U(t),t) = F(v(t)) =Mt
(1) == a(1)
i(t)=v(7)

= Vediamo ora come risolvere numericamente questo tipo di
equazione.
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Metodo di Eulero-Cauchy
= Consideriamo I'equazione differenziale:
()= (1))
= Possiamo scivere, utilizzando la formula di Taylor:
v(t+Ar) =t +z)(t)At+ﬁ(Atz) =
=(t)+ f(v(t),l)At + ﬁ(Atz)
ovvero, conoscendo la velocita al tempo ¢ possiamo
calcolare la velocita al tempo ¢+ At.

= Suddividiamo ora il fempo in tanti intervallini di
ampiezza piccola ma finita Az

(4.6 ][00 ] [6e1 ] - CACA A A A
1 t t t t 1
L—t,=t,—t =t —t=...=M cor o e
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Metodo di Eulero-Cauchy (ll)

= Conoscendo
v(to) =1,
= possiamo trovare v, =uv(t, ) (1)
———
v =v(t)=v(e,+ar)=v(t,)+ £ (v(t,).1, ) Ar+ 0 (Ar%) =
=v(t,)+ £ (v,.1, ) A + ﬁ(Atz) Eulero-Cauchy
= da cui possiamo frovare v, = v(¢,

v :v(tz)=v(tl +At)=

2

<

<

—
=v(t,)+ £ (v,.t,) At + 0 (A ~

soluzione esatta

= e Ccosi via. v
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Metodo di Eulero-Cauchy (lll)

= In questo modo troviamo un‘approssimazione della
soluzione v= () espressa per punti discreti:

(1.0, )s (62 0,)s (1 ,)5 -

= La formula che, a partire dal punto n-esimo, consente
di trovare il punto (n+1)-esimo si pud scrivere nhel

modo seguente: Eulero-Cauchy
_ 2
v, =v +k+ ﬁ(At ) L L —
» 1
kl = f(Un,tn)At v,
(Eulero-Cauchy) At
soluzione esatta

Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:
resistenza viscosa

I3 I3

n n+l
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= Nel caso di punto materiale sottoposto a resistenza
viscosa:

F(o(e).r)= F(oe)) =01

5(0)= (o()t)===20() = flo,0,) =20,
= le formule iterative di Eulero-Cauchy si scrivono:

,Un+1 = Un + kl

1 R - s
k1 = f(v ,t )At =—— v At Si noti, per inciso, che & una
e m " caratteristica peculiare della
= e dunque: funzione eponenziale il fatto
y) /\/ che il valore della funzione
v =uv|l1-—At corrispondente a ¢ + At sia una
n+l n . .
m frazione fissa del valore
corrispondente a .
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Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy: Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:

resistenza viscosa (ll) resistenza viscosa (lll)
= Se consideriamo un punto di massa 1 g che ha = La precisione dei metodi humerici aumenta diminuendo
inizialmente una velocita di 10 m/s e si muove in un fluido il passo Ar. Prendendo Ar=0.001 si ha:
con A pari a 0.02 kg/s, scegliendo Ar=0.01's, si ha: Eulero - Cauchy soluzione esatta
ulero™ Cauchy : A A
soluzione esatta 1= Ar=0098 : 0
A A : v=ve"” =ve
1-—Ar=0.8 v=vem =y e m 0 0
m 0 0 v(0.000s) = v, =10 m/s v(0.000s) = v, =10 m/s
0.00s)=wv, =10 m/s 0.00s)=wv, =10 m/s v(0.001s)=v, =0.98v, =9.80 m/s | v(0.001s)= voefo'o2 =9.80 m/s

<

0.01s) = v, = 0.8v, = 8.00 m/s

v

v 0.01s) = voe_m =8.19 m/s
v(0.025)=v, =0.8v, = 6.40 m/s

v

v

0.02s)= voe_0'4 =6.70 m/s
0.03s)= fuoe’o‘6 =5.49 m/s

0.002s)=v, = 0.980, =9.60 m/s | v(0.002s)=v,e™ " =9.61 m/s

0.01s)=wv,=0.98 101}0 =8.17m/s | v(0.01s)= voe’o'2 =8.19 m/s
0.02s)=v,, = 0.98" v, =6.68 m/s| v(0.025)= er_o'4 =6.70 m/s
0.03s)=v,, = 0.98" v,, =5.45m/s | v(0.03s)= er_“ =5.49 m/s
0.04s)=v,,=0.98 10’030 =4.46 m/s 0.04s)= er_o's =4.49 m/s
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0.03s)=v, =0.8v, =5.12 m/s
0.04s)=v, =0.8v, =4.10 m/s | v(0.04s)=v,e™** =4.49 m/s
v(0.05s)=v, = 0.8v, =3.28 m/s 0.05s)=v,e"" =3.68 m/s
0.06s5)=v, =0.8v,=2.62 m/s | v(0.06s)=1v,e"* =3.01m/s
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SEEES IS A

<

Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy: Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:
resistenza viscosa (IV) resistenza viscosa (V)
= Confrontando i risultati con Ar=0.01 e Ar=0.001: = Per ottenere soluzioni pit precise si pué allora pensare di
s] ridurre molto il passo Ar. Questo ha tuttavia due
1s] Eulero-Cauchy Eulero-Cauchy " controindicazioni:
Ar=0.01 Ar=0.001 esatto = La diminuzione del passo aumenta il numero di operazioni

000 10.00 10.00 10.00 algebriche necessarie per trovare la soluzione (definita sullo

001 8.00 817 819 stesso infervallo di fempo) e dunque aumenta il tempo di calcolo.

002 6.40 668 6.70 = Se Ar & troppo piccolo la precisione numerica del computer puo

: - . . risultare insufficiente per rappresentare i numeri, e la soluzione

0.03 5.12 5.45 5.49 trovata puo diventare priva di senso. Utilizzando gli stessi dati

0.04 4.10 446 449 degli esempi precedenti, prendendo At = 1078, si ha:

0.05 3.28 3.64 3.68 1-—A7r=0.99999999999999998

m

0.06 2.62 2.98 3.01 = Se il computer utilizza 53 bit (circa 16 cifre decimali) su 64 per

0.07 2.10 2.43 247 rappresentare la mantissa, tale numero viene arrotondatoale la

0.08 1.68 1.99 2.02 velocita del moto risulta erroneamente costante.

0.09 1.34 1.62 1.65
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Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:
resistenza viscosa (VI)

= Un frammento di codice in C per risolvere I'equazione
del moto utilizzando il metodo di Eulero-Cauchy & il
seguente:

v=v0;
a=-lambda*v/m;
for (t=0.0;;)
{
/* algoritmo di Eulero-Cauchy */
v=v+a*deltaT;
a=-lambda*v/m;
t=t+deltaT;
if (t>tMax)break;
/*fprintf (dataOut, "t=%f\tv=%£f\ta=%£f\n",t,v,a) ;*/ /*linux*/
fprintf (dataOut, "t=%f\tv=%£f\ta=%f\n\r",t,v,a); /*dos*/
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Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:
resistenza viscosa (VII)

= Un frammento di codice in Java per risolvere
I'equazione del moto utilizzando il metodo di Eulero-
Cauchy e il seguente:

v=v0;

a=-lambda*v/m;

for (t=0.0;;)

{
// algoritmo di Eulero-Cauchy
v=v+a*deltaT;
a=-lambda*v/m;
t=t+deltaT;
if (t>tMax)break;
dataOut.println("t="+t+"\tv="+v+"\ta="+a) ;
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Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:
resistenza viscosa (VIII)

= Grafico della velocita eseguito dal codice Java: m = 1g,
A =0.02 kg/s, vy, =10 m/s, t,,,, = 0.4 s, At = 0.004 s.

Window

10 1 [n/s]

1], i : } i
'Y : : i : i 3 i

xlO_l[s]
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Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:
resistenza viscosa (IX)

= Grafico dell'accelerazione eseguito dal codice Java: m = 1g,
A =0.02 kg/s, v, = 10 m/s, t,,,, = 0.4 s, At = 0.004 s.

T — )
Window
><102[m/sz]
[s} ! U T T !
e
-2 i i i i i i i
0 1 2 3 x1071[s]
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Metodo di Runge-Kutta del Il ordine

= Consideriamo di nuovo I'equazione differenziale:
ie) = 1(v(e))
= Da cui, derivando, si trova:

()= g/ L) 30+ 50 (00)=

- %(v(t),t)f(v(t),t)+%(U(t),t)

= Possiamo migliorare la precisione rispetto al metodo
di Eulero-Cauchy aggiungendo alla formula di Taylor i
termini quadratici in Ar:

v(t+At)=v(t)+ 0(1)At+%fi}'(t)At2 +0(ar)
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Metodo di Runge-Kutta del Il ordine (ll)

= Sostituendo le espressioni di 7(t) e ii(t) della pagina
precedente, posto k = f(v(t),t)At , si ha
i(t)
i1)

%(v(,)’,)m+%(v(t),t)]m2 + ﬁ(Aﬁ)

o(t)

o+ a0)= (o) + £ (o)) e 5

v(t+Ar)= v(t)+%f(v(t),t)At+%{f(v(t),t)+%(v(t),t)f(v(t),t)m‘+

+%(v(t),t)At:|At+ﬁ(At3)

o+ x)=()+ Lk %[ Fole)a)s L(ofo))s %(v(t),t)m}mm(ms)
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Metodo di Runge-Kutta del Il ordine (lll)

v(t+Ar)= v(t)+%kl +%|:f(v(t),t)+%(v(t),t)kl +%(v(t),t)At}At+(](At3)
= Ricordando la formula di Taylor per una funzione
scalare di 2 variabili:
Jf Jf 2, 2
f(x+a,y+b)=f(x,y)+a—x(x,y)a+$(x,y)b+ﬁ(a +b )
si puo anche scrivere:

o(t+At)= v(t)+%k1 +%I:f(v(t)+k1,t+At)+0(At2)]At+ﬁ(Af)

Fisica Generale A. 8. Soluzione numerica delle equazioni del moto. 23
Domenico Galli

Metodo di Runge-Kutta del Il ordine (IV)

v(t+Ar)= v(t)+%kl +%f(v(t)+ kot + At) At + 0 (Ar)

= Ovvero:

n+l1

(Runge-Kutta
k= f(vn,tn)At II ordine)
k= f(v, + k., + At) At
= Si osservi che k,/At & la pendenza della curva in ¢,
(all'inizio dell'intervallino), mentre k,/At é la pendenza

della curvain ¢, ,, (alla fine dell'intervallino, stimata con
il metodo di Eulero-Cauchy).

v, =U +%(k1 +k2)+ﬁ(At3)
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Metodo di Runge-Kutta del Il ordine
(interpretazione grafica)

v, = +%(k1 +k,)+0(ar)

n pendenza

k= f(v p )At Eulero-Cauchy -.._ fine intervallo
1 . n’'n 3

k,=f ‘(“n +ht, + At)At soluzronr?: :aiztr:aa <

= Siusa prima il metodo )
di Eulero-Cauchy, che v e e
utilizza la pendenza ! PR ja k
all'inizio dell'intervallo. %(kl Hhk) 2 o 8 t i

= Poi si trova la pendenza /,—"' 2
alla fine dell'intervallo. 7,

« Infine siripete il At pendenza
C°|§9|°d”5i|°”3° il valor inizio intervallo
medio delle due

endenze. t t

n n+l
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del I
ordine: resistenza viscosa

= Nel caso di punto materiale sottoposto a resistenza
viscosa:

Fr().0)=F (())=-2(0)
v(t):f(V(f),t)z—llv(l‘) = f(vn’tn)z_ilvn
m m
= le formule iterative di Runge-Kutta si scrivono:

k= f(v,.t, )At:—llvnAt — k.
m
ky=f (v, +k,t,+At)At = —i}t(vn —lﬂwnAz )At

m m

V., =V, + 1 (kl +k, ) =v, - L/”tvnAt + Lz/lzvnAt2
2 2m

m
= e dunque; 2
- 2
Vo =V, | 1-—At+— At
m 2m
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del Il
ordine: resistenza viscosa (ll)

= Se consideriamo un punto di massa 1 g che ha
inizialmente una velocita di 10 m/s e si muove in un fluido
con A pari a 0.02 kg/s, scegliendo At=0.01 s, si ha:
Runge -Kutta

2
l—iAt+ A

soluzioqe esatta
A AP =0.82 p=ve = v
v(0.00s)=v, =10 m/s v(0.00s)=v, =10 m/s
v(0.01s)=v, =0.82v, =820 m/s | v(0.01s)=ve™* =8.19 m/s
v(0.025)=v, =0.82v, =6.72 m/s| v(0.028)=v,e™* =6.70 m/s
v(0.035)=v, =0.82v, =5.51 m/s v(0.03s)= vee " =5.49 m/s
v(0.04s)=v, =0.82v, =4.52 m/s| v(0.04s)=v,e™** =4.49 m/s
v(0.05s)=v;=0.82v, =3.71m/s| v(0.05s)=v,e"’ =3.68 m/s
(0.065)=v, =0.82v, =3.04 m/s| v(0.065)=v,e”> =3.01 m/s
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del I
ordine: resistenza viscosa (lll)

= Confrontando i risultati Eulero-Cauchy e Runge-Kutta:

v[m/s]

s lero-C lero-C Runge-

R | e | Frghor | esatto
0.00 10.00 10.00 10.00 10.00
0.01 8.00 8.17 8.20 8.19
0.02 6.40 6.68 6.72 6.70
0.03 5.12 5.45 5.51 5.49
0.04 4.10 4.46 452 4.49
0.05 3.28 3.64 3.71 3.68
0.06 2.62 2.98 3.04 3.01
0.07 2.10 243 2.49 2.47
0.08 1.68 199 2.04 2.02
0.09 1.34 1.62 1.67 1.65
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del Il
ordine: resistenza viscosa (IV)

= Si puo osservare che utilizzando Ar=0.01 s con il
metodo di Runge-Kutta del IT ordine si ottiene una
precisione comparabile e persino migliore che
utilizzando Ar=0.001 s con il metodo di Eulero-
Cauchy.

= Per affrontare il problema della resistenza viscosa il
metodo di Runge-Kutta del IT ordine e dunque pit
conveniente del metodo di Eulero-Cauchy, in quanto,
sebbene richieda qualche calcolo in piti per ogni passo,
produce la stessa precisione con un numero di passi 10
volte pil piccolo.

= Precisioni ancora migliori si ottengono con il metodo di
Runge-Kutta del IV ordine, che di fatto & il metodo
usato pit frequentemente.
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del I
ordine: resistenza viscosa (V)

= Un frammento di codice in Java per risolvere
I'equazione del moto utilizzando il metodo di Runge-
Kutta del IT ordine ¢ il seguente:

v=v0;
a=-lambda*v/m;
for (t=0.0;;)
{
// algoritmo di Runge-Kutta del II ordine
kl=a*deltaT;
af=-lambda* (v+kl) /m;
k2=af*deltaT;
v=v+(k1l+k2) /2;
a=-lambda*v/m;
t=t+deltaT;
if (t>tMax)break;
dataOut.println ("t="+t+"\tv="+v+"\ta="+a) ;
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Metodo di Runge-Kutta del IV ordine

y(0)=1((0)1)

= Si utilizza la media pesata di 4 pendenze: una all'inizio,
due nel punto di mezzo e una alla fine dell'intervallo.

Vot =V, Jré(k1 +2k, + 2k, +k,)+0 (Ats)

k=f(v,t, )At

=70 3{ Ar (Runge-Kutta

k,=f1 Vn‘"El,fn‘"? At IV ordine)
k At

ky=flv,+=,t +— |At

3 f n 2 n 2

ky=f (v, +kyt,+Ar)At
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Metodo di Runge-Kutta del IV ordine
(interpretazione grafica)

n+1

t t

n n+1
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
ordine: resistenza viscosa

= Nel caso di punto materiale sottoposto a resistenza
viscosa:

F(v(t),t):F(v(t))T—ﬂ,v(t) 1
v‘(t)=f(v(t),t)=—;/1v(t) = f(vn,tn)=—;/lvn

= i coefficienti k di Runge-Kutta del IV ordine si scrivono:

k= f(v,.t,)At :—i/lvnAt
m

k A 1 k
k=1 vn+—',tn+—t At=——2A| v+ (At
2 2 m 2
A 1
ky=f vn+£,tn+—t At=——21 vn+£ At
2 2 m 2

ky=71 (v, +k,t, +At)At=—il(vn +k; )At
m
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
ordine: resistenza viscosa (ll)

k = —llvnAt
1 1 1
ky=——2|v, P v —— W, At +— Ay, AP
m 2 m 2m
1 k2 1 1 2 2 1 3 3
ky=——A| v, + 2 |[At=—— AV, At + — AV, A" ——— 1"y, At
m 2 m 2m m
PR Y SR YV N VEISLEY LV VLI LN VL EN VY
m m m 2m 4dm

Vo=V, +%(kl +2k, + 2k, + k)=

=v, —ilvﬂAt+ ! =A%y, Af? —LsﬂfvnAt3 + ! A At =
m m m
2 3 4
=v, -t a2 SAr — A ~AP + A ~Ar
m 2m 6m 24m

= Siosservi, tra parentesi, lo sviluppo di Taylor
dell'esponenziale che compare nella soluzione esatta.
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
ordine: resistenza viscosa (lll)

v=v0;
a=-lambda*v/m;
for(t=0.0;;)
{
// algoritmo di Runge-Kutta del IV ordine
kl=a*deltaT;
aml=-lambda* (v+k1l/2) /m;
k2=aml*deltaT;
am2=-lambda* (v+k2/2) /m;
k3=am2*deltaT;
af=-lambda* (v+k3) /m;
k4=af*deltaT;
v=v+ (k1l+2*k2+2*k3+k4) /6;
a=-lambda*v/m;
t=t+deltaT;
if (t>tMax)break;
dataOut.println ("t="+t+"\tv="+v+"\ta="+a) ;
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Confronto tra i metodi: resistenza viscosa

= Confrontando i risultati:

v[m/s

s lero-C Runge- IT | Runge- I

e | Mt T R | esatto
0.00 10.00000 10.00000 10.00000| 10.00000
0.01 8.00000 8.20000 8.18733 8.18731
0.02 6.40000 6.72400 6.70324| 6.70320
0.03 5.12000 5.51368 5.48816| 5.48812
0.04 4.09600 452122 4.49335| 4.49329
0.05 3.27680 3.70740 3.67885| 3.67879
0.06 2.62144 3.04007 3.01200 3.01194
0.07 2.09715 2.49285 246602 | 2.46597
0.08 1.67772 2.04414 2.01902| 2.01897
0.09 1.34218 1.67620 1.65304| 165299
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Confronto tra i metodi: resistenza viscosa.
Grafico velocita

| Velocita
Window

xlOl [n/fs]

: ; ! ; I

T

T T .
: : ....@.sdluzione esatta............
R SRR S RIS i x-Eulero-Cauchy i

e i

" -1
0 1 2 3 4 x1071[s]
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Confronto tra i metodi: resistenza viscosa.
Grafico accelerazione

Window
><102 [n/s2]
e e e
L T

0 I J : —F oo

[ ] soiluzione% esa‘r‘raé
_________________ x Eulero-Cauchy :

+ Ruinge—Ku‘;Ha II érdine
+ Ru:nge-Ku;ﬁa IV ordine

-2 i i i i
0 1 2 3 4 x1071[s]
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Equazioni di un moto unidimensionale

= Consideriamo ora il caso piti generale per un moto
unidimensionale (forza dipendente anche dalla
posizione). L'equazione del moto del IT ordine:

X(t)z%F(x(t),ic(t),t)

¢ equivalente a un sistema di 2 equazioni simultanee del
T ordine, a cui possiamo applicare i metodi visti finora.

x:vQ

v:%F(x(t),v(t),t)

= Consideriamo percio, come caso piu generale il sistema di
equazioni:

. F(x@).v@).0)=v(r)
X= f(x(t),v(t),t)
{v=g(x<r>,v<r),t) g (v ()= F () (0).1)
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Metodo di Eulero-Cauchy — 2 equazioni

= Generalizzando quanto abbiamo visto per una sola
equazione del primo ordine:

_ v, =v, +j+0 (At2)
v()=g(v(1)-1) =g (vt Al
si ha, per il sistema:
{x(r)=f(x(t),v(t>,r)
v()=g (x(1).v()-1)
I'algoritmo iterativo (Eulero-Cauchy):
X =x,+k+0(A) [k =1 (x,.v,.1,)Ar
{vn+1=vn+j1+O(At2) {jlzg(xn,vn,tn)At
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Metodo di Eulero-Cauchy — 2 equazioni
(In)
= Se consideriamo in particolare le equazioni del moto:
)'cz\i(t) F(x(@),v(@).0)=v(r)
= FEOYO0) | gG 000 F ()01
I'algoritmo iterativo si scrive:

X, =X, +k + O(Atz)

V., =v,+j+0 (Atz) X, =x, +v At

= 1
k =v, At Voo =V, +—F (x,,v,.t,)At
m

jl =iF(xn’vn’tn )At
m
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Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:
oscillatore armonico

= Nel caso di un oscillatore armonico:
F(x(0),v(t),1)=—kx(1)
I'algoritmo iterativo si scrive:
X, =x +v At

k
Vo=V, ——x, At
m

Fisica Generale A. 8. Soluzione numerica delle equazioni del moto. 42
Domenico Galli

Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:
oscillatore armonico (ll)

= Un frammento di codice in Java per risolvere

I'equazione del moto utilizzando il metodo di Eulero-
Cauchy ¢ il seguente:

x=x0;
v=v0;
a=-k*x/m;
for (t=0.0;;)
{
// algoritmo di Eulero-Cauchy
v=v+a*deltaT;
x=x+v*deltaT;
a=-k*x/m;
t=t+deltaT;
if (t>tMax)break;
dataOut.println ("t="+t+"\tx="+x+"\tv="+v+"\ta="+a) ;
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Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:
oscillatore armonico (lll)

Window

m=1 kg
k=1 N/m
Xo=10 m
vo=0 m/s
tma=20 s
At=0.1s

k101 [n]

><101[s]

L'ampiezza aumenta a causa dell'errore di approssimazione
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Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:
oscillatore armonico (IV)

m=1 kg
k=1 N/m
Xo=10 m
vo=0 m/s
trmax=20 S
A+=0.01s

x101[s]

L'errore di approssimazione & inferiore ma ancora visibilmente presente
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Applicazione del metodo di Eulero-Cauchy:
oscillatore armonico (V)

m=1 kg
k=1 N/m
Xo=10 m
vo=0 m/s
trmax=20 8
A+t=0.001

~ «0l(s]

L'errore di approssimazione non & pil percepibile a vista
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Metodo di Runge-Kutta del Il ordine — 2
equazioni

= Generalizzando quanto abbiamo visto per una sola
equazione del primo ordine:

) 1, . Ji :g(vn’tn)At
= = —_ A 3
v()=g@()t) Ve V,,+2(J|+Jz)+0( ') {jz =g (v, +j.t, +At)At

si ha, per il sistema:

{x(r)=f(x(t>,v<r),t)
#(0)=2 (x().v(1).1)

l'algortitmo iterativo:

1 k = f(x,,v,.t,)At
Xp =xn+5(k1+kz)+0(m3) i =g(x,.v,.1,)At
ky,=f(x,+k,v,+j.t,+At)At

NS P 3
Vn+1—Vn+§(Jl+Jz)+O(A’) =8 (x, +k,v, + ji.t, +Ar)At
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Metodo di Runge-Kutta del Il ordine — 2
equazioni (Il)

= Se consideriamo in particolare le equazioni del moto:
f @)y (@).1)=v()
g (x(O)v(0).0)=—-F (x(1).v(1).1)

I'algoritmo iterativo si scrive:
k, =v At
1 1
xn+1=xn+5(kl+k2) jIZ—F(Xn,Vn,tn)Af
m
1, ky=(v,+ Jj,)At
vn+1=vn+E(Jl+J2) 1

Jo=—F (x,+k,v, + j.t, +At)At
m
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del Il
ordine: oscillatore armonico

= Nel caso di un oscillatore armonico:
F(x(0),v(t).1)=—kx(1)
I'algoritmo iterativo si scrive:
k =v At
7 =—£xn At
m
kzz(uf+ﬁ)At
. k
J= —;(xn +k, )At

I == +%(k1 +k,)

[
vn+1 :vn+E(J1 +J2)

Fisica Generale A. 8. Soluzione numerica delle equazioni del moto. 49
Domenico Galli

Applicazione del metodo di Runge-Kutta del I
ordine: oscillatore armonico (ll)

x=x0;

v=v0;

a=-k*x/m;

for (t=0.0;;)

{
// algoritmo di Runge-Kutta del II ordine
kl=v*deltaT; jl=a*deltaT;
vE=v+jl; af=-k* (x+kl) /m;
k2=vf*deltaT; j2=af*deltaT;
x=x+(k1+k2)/2; v=v+(jl+32) /2;
a=-k*x/m;
t=t+deltaT;
if (t>tMax)break;
dataOut.println ("t="+t+"\tx="+x+"\tv="+v+"\ta="+a) ;
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del Il
ordine: oscillatore armonico (lll)

m=1 kg <101 [n]
k=1 N/m .
Xo=10 m

vo=0 m/s
tnax=20 s

At=0.1s

- Rend : -
0 1 xlOl[s]

Anche con At=0.1s l'errore di approssimazione non & percepibile a vista
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|

Metodo di Runge-Kutta del IV ordine — 2
equazioni

£(0)= 1 (<(0).v(0).1)
#(0)=2 (x().v(1).0)

Xpr1 =%, +%(k1 + 2k, + 2k, +k4)+O(At5)
[P . ..
Y =V 2 (i 42/ +2)+ /1) + O (A7)

k =f(x,.v,.t, )At Ji=g(x,.v,.1,)A

k Jj At . k J At
ky=f|x, +—=,v, +21, +— |At =g|x, +=,v, +,t, +— |At
2 f n 2 n 2 n 2 ]2 g n 2 n 2 n 2

k J At . k J At
ky=f|x +=,v +2%,t +— |At =g|lx +=,v +2.1 +— |At
3 f n 2 n 2 n 2 jS g n 2 n 2 n 2

k, = f(x, +ky,v, + 5.1, + At)At Jo=8(x, kv, + ji. 1, +Ar)A
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Metodo di Runge-Kutta del IV ordine — 2
equazioni (Il)

= Se consideriamo in particolare le equazioni del moto:

£ GO (0).0)=r(0)
g (R ()= F (x(1)v (1))

Ju=—F (x, +k;,v, + ji.1, + Ar)At
m
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV

ordine: oscillatore armonico

= Nel caso di un oscillatore armonico:
F(x(0),v(t),1)=—kx(1)

I'algoritmo iterativo si scrive:

Domenico Galli

xn+1:xn+l(kl+2kz+2k3+k4) i
6 k=vA Ji=——x, At
1('+2‘+2j+j) 1= VAl m
Vo =V, t =1 +2); 3T J4 j . % k
6 xn+l:xn+l(kl+2k2 +2k; +k,) ky = vn+5‘ At Jo=——| %, +— |Af
1, N 5 : m{ 2
k, =v At h= CRRALY Vow =, +—(i 425 +2js 7)) |k =|v, +2 |ar j3=—£ xn+ﬁ ;
k=v+£At '—lFx+£v+J—.'t+£At ¢ k 'ZA r/? ?
2 n 2 jZ m n 2’ n 2’ n 2 47 v"+‘]3) ! j4=——(xn+k3)At
9 . m
ky = vn+J—2 At j3=iF xn+£,vn+ﬁ,tn+£ At
2 m 2 2 2
k,=(v, + J;)At
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
ordine: oscillatore armonico (ll)

x=x0;
v=vO0; =
a=-k*x/m; // accelerazione iniziale ﬁtf}sg x101[n]
for (£=0.0; ;) = m 15
{ Xo=10 m
// algoritmo di Runge-Kutta IV ordine v,=0 m/s
kl=v*deltaT; jl=a*deltaT; 0
vml=v+3j1/2; aml=-k* (x+k1/2) /m; tma=20 s
k2=vml*deltaT; j2=aml*deltaT; At=01s
vm2=v+3j2/2; am2=-k* (x+k2/2) /m; 8
k3=vm2*deltaT; j3=am2*deltaT;
vE=v+j3; af=-k* (x+k3) /m;
kd4=vf*deltaT; jd4=af*deltaT;
x=x+ (k1+2*k2+2*k3+k4) /6; v=v+(j1+2*j2+2*j3+4)/6;
a=-k*x/m;
// fine algoritmo di Runge-Kutta IV ordine
t=t+deltaT; %101 [s]
if (t>tMax)break;
dataOut.println ("t="+t+"\tx="+x+"\tv="+v+"\ta="+a

Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV

ordine: oscillatore armonico (lll)

Non si percepiscono, a vista, differenze rispetto al metodo del IT ordine
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
ordine: oscillatore armonico smorzato

// algoritmo di Runge-Kutta IV ordine

kl=v*deltaT; jl=a*deltaT;

vml=v+jl/2; aml=-k* (x+k1/2) /m-lambda* (v+j1/2) /m;
k2=vml*deltaT; j2=aml*deltaT;

vm2=v+j2/2; m2=-k* (x+k2/2) /m-lambda* (v+j2/2) /m;
k3=vm2*deltaT; j3=am2*deltaT;

vE=v+j3; af=-k* (x+k3) /m-lambda* (v+3j3) /m;

k4=vf*deltaT; j4=af*deltaT;

x=x+ (k1+2*k2+2*k3+k4) /6;

v=v+ (§1+2%52+2%53+54) /6;
a=-k*x/m-lambda*v/m;

// fine algoritmo di Runge-Kutta IV ordine
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
ordine: oscillatore armonico smorzato (ll)

=] IE =| [SEIEY
m=l1kg |=
k=1 N/m ‘. A A=0.1ka/s * A=0.5keg/s
x=lm (LA A A ';
vosOm/s |°t i1/ NN i
topd0s | VY Y fra
max~ b g”;'
At=01s | : ; ot | S5 . o
=| [
\ A=10kgls
N\
N
i AN
X
—
o : : o

L'equilibrio si raggiunge pil rapidamente con lo smorzamento critico
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
ordine: oscillatore armonico forzato

// algoritmo di Runge-Kutta IV ordine
kl=v*deltaT; jl=a*deltaT;
vml=v+j1l/2;
aml=-k* (x+k1l/2) /m-lambda* (v+3j1/2) /m
+f0*Math.sin (omega* (t+deltaT/2)+phi) ;
k2=vml*deltaT; j2=aml*deltaT;
vm2=v+j2/2;
am2=-k* (x+k2/2) /m-lambda* (v+3j2/2) /m
+f0*Math.sin (omega* (t+deltaT/2)+phi) ;
k3=vm2*deltaT; j3=am2*deltaT;
vE=v+j3;
af=-k* (x+k3) /m-lambda* (v+j3) /m
+£f0*Math.sin (omega* (t+deltaT) +phi) ;
k4=vf*deltaT; j4=af*deltaT;
x=x+ (k1+2*k2+2*k3+k4) /6;
v=v+ (j142%52+2%§3+54) /6;
a=-k*x/m-lambda*v/m
+f0*Math.sin (omega* (t+deltaT) +phi) ;
// fine algoritmo di Runge-Kutta IV ordine
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
ordine: oscillatore armonico forzato (ll)

N | T oty d i el
ion® [T (AT
o l i
rom LU VUVYUY [FLEUVU U
Vom0 M/ S o e
At=001s [= . / n n \ n ﬂ ﬂ {\7
AN I
YV (T

(“—_

LY

Fuori dalla risonanza si osserva l'interferenza tra stato transitorio
e stato stazionario (che scompare nel tempo).
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
oscillatore armonico forzato (lll)

ordine:

m=1kg

k=1 N/m
1=0.02 kg/s
f0:10 N
¢=0

Xo=0 m
V=0 m/s
At=0.01s

i

FLILI B TPPRL L L

] e s e G £ B 8 0 O (0 0 s

TR TR

:45\ | F A ¥ G SR U S Bt RSB | Bl | SRtV A
3

1 1 2 3 4 5]
a0 n] .
0\ A 23T
. RTINS A
WA AVl
900 5 0 R i I A A
ARSI I8 N A\
VT NA
VI oAU WA
TSR L 0 O W0 A B 0 0 . 3 |
\ / B 0 Y I 5 Vg
\ / e N
AV, ot || o 4\’/ 2 3 O xi0l(s)

Quando la frequenza eccitante & vicina alla frequenza propria

si osservano i battimenti transitori.
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
ordine: pendolo semplice

// algoritmo di Runge-Kutta IV ordine
kl=v*deltaT; jl=a*deltaT;

vml=v+j1l/2; aml=-g*Math.sin (x+k1/2) /1;
k2=vml*deltaT; j2=aml*deltaT;

vm2=v+j2/2; am2=-g*Math.sin (x+k2/2) /1;
k3=vm2*deltaT; j3=am2*deltaT;

vE=v+j3; af=-g*Math.sin (x+k3) /1;
k4=vf*deltaT; jd4=af*deltaT;

x=x+ (k1+2*k2+2*k3+k4) /6;
v=v+(jl+2*j2+2*j3+54) /6;

a=-g*Math.sin (x) /1;

// fine algoritmo di Runge-Kutta IV ordine
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV

At=001s
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Piccole oscillazioni (Moto di librazione armonico)

Fisica Generale A. 8. Soluzione numerica delle equazioni del moto. 63
Domenico Galli

Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
ordine: pendolo semplice (lll)

I=1m
0p=179°
0y=0°/s
tnae=10 s

A+=0.01s

<
P
i

Massima accelerazione a ¢ = 90° \ \/

Grandi oscillazioni (Moto di librazione non armonico)
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Applicazione del metodo di Runge-Kutta del IV
ordine: pendolo semplice (IV)

e T — . :

I=1m st e—

o,:180° A E T

0)0:100/5 / / ; i ,‘ 4 [

=10 s / / / £\ / \

At=001s / / \ \ \
LA
L

Moto di rotazione non uniforme

Fisica Generale A. 8. Soluzione numerica delle equazioni del moto. 65
Domenico Galli




		2009-06-17T15:36:28+0200
	Domenico Galli




