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Abstrak
Misalkan R himpunan bilangan real. Aljabar Max-Plus adalah himpunan

Rmax = RU{ —o } dilengkapi dengan operasi maksimum " @ " dan plus " ®".
Dibentuk himpunan 1(R)qax Yaitu himpunan yang anggotanya merupakan
interval-interval tertutup dalam R - Himpunan 1(R)a dilengkapi dengan
operasi "@" dan "®" disebut aljabar Max-Plus interval. Selanjutnya, dapat
dibentuk himpunan matriks berukuran nx n yang elemen-elemennya merupakan
anggota himpunan 1(R)nax  ditulis 1(R)psx . Misalkan A e |(R)mey  dan
[A A] € I(R05M), dengan A ~[A,A], matriks interval A dikatakan tak terreduksi

jika untuk setiap matriks Ae[A,K] tak terreduksi. Jika tidak demikian matriks

interval A dikatakan terreduksi. Dalam penelitian ini akan dibahas tentang nilai eigen
dan vektor eigen suatu matriks interval terreduksi reguler.

Kata kunci : Aljabar Max-Plus interval, nilai eigen, vektor eigen, matriks terreduksi
reguler.

PENDAHULUAN

Aljabar Max-Plus adalah himpunan R« =iRu{g}, & =—oo dilengkapi dengan

operasi maksimum " @®" dan plus " ®" merupakan semiring idempoten yang komutatif.
Aljabar Max-Plus telah digunakan untuk memodelkan dan menganalisis secara aljabar
masalah perencanaan, komunikasi, produksi, sistem antrian dengan kapasitas berhingga,
komputasi parallel, dan lalu lintas. (Baccelli, et.al [1]). Untuk menyelesaikan masalah
jaringan dengan waktu aktifitas bilangan kabur seperti penjadwalan kabur dan sistem
antrian kabur, aljabar Max-Plus telah digeneralisasi menjadi aljabar Max-Plus interval
dan aljabar Max-Plus bilangan kabur. Aljabar Max-Plus interval yaitu himpunan

| (R)max  dilengkapi dengan operasi "@®" dan "®", sedangkan aljabar Max-Plus

bilangan kabur yaitu himpunan F(R)max dilengkapi dengan operasi "@" dan "®"
(Rudhito [6]).
Dari himpunan R,,,5x dapat dibentuk himpunan matriks berukuran n x n yang

elemen-elemennya merupakan elemen R4 , dinotasikan dengan SRPHEQ Himpunan ini
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dilengkapi dengan operasi maksimum "@®" dan plus "®" merupakan semiring yang

idempoten (Akian, et. al, [1], Butkovic [3], Konigsberg [5]). Demikian juga, Rma

yaitu himpunan matriks berukuran m x n dalam aljabar Max-Plus. Khusus untuk n = 1,
diperoleh himpunan vektor dalam aljabar Max-Plus ditulis R, (Farlow [4]).

Misalkan Ae Rpax , graf komunikasi dari A ditulis G(A). Jika G(A) terhubung

kuat maka matriks A dikatakan tak terreduksi. Sebaliknya, jika G(A) tak terhubung kuat
maka matriks A dikatakan terreduksi (Farlow [4], Konigsberg [5]). Farlow [4] dan Tam
K. P [10] telah membahas di dalam aljabar Max-Plus beserta tafsirannya dalam teori graf,
bahwa nilai eigen dan vektor eigen dari suatu matriks masing-masing adalah periode dan
barisan dari suatu waktu aktifitas. Farlow [4] membahas khusus untuk matriks tak
terreduksi, sedangkan Konigsberg [5] dan Schutter [7] selain membahas matriks tak
terreduksi juga matriks terreduksi. Berkaitan dengan nilai eigen dan vektor eigen,
Siswanto [8] dan Subiono [9] telah membahas tentang algoritma untuk menentukan nilai
eigen dan vektor eigen suatu matriks dalam aljabar Max-Plus.

Sejalan pada aljabar Max-Plus, muncul pula matriks dalam aljabar Max-Plus interval

yaitu 1(R)Ma? dan matriks dalam aljabar Max-Plus bilangan kabur yaitu F(R)h

serta nilai eigen dan vektor eigen matriks dalam aljabar Max-Plus interval dan aljabar
Max-Plus bilangan kabur. Rudhito [6] telah membahas tentang nilai eigen dan vektor
eigen matriks atas aljabar Max-Plus interval khusus untuk matriks tak terreduksi. Dalam
makalah ini akan dibahas tentang nilai eigen dan vektor eigen matriks terreduksi dalam
aljabar Max-Plus interval. Sebelum dibahas hasil utama dari makalah ini, terlebih dahulu
akan ditinjau beberapa konsep dasar dan hasil-hasil yang mendukung pembahasan.

Definisi 1.1. Diberikan barisan {x(k)| kel } yang dibangkitkan oleh sistem persamaan
linear x(k+1)=A®x(k) dengan AcRp<r dan x(0)eR" sebagai nilai awal.
Misalkan  x(k) = (X1 (k), X2(K), ..., Xn(K)) € Rmax sehingga untuk je{l2,...n} ,

i (K)

‘[jz lim
k — o0

7j sama maka nilai ini disebut laju pertumbuhan asimtotik barisan x(k) .

ada. Vektor 7 = (7, 75, ..., 7y) disebut vektor waktu sikel. Jika semua

Definisi 1.2. Suatu matriks dikatakan regular jika memuat paling sedikit satu unsur yang
tidak sama dengan ¢ dalam setiap baris.

Definisi 1.3. Norma 1™ untuk vektor v R" didefinisikan oleh |v| = {max }|vi|.
il 2,..,n

Lema 1.4. [4] Jika Ac Rmay matriks regular dan u, v e R™maka
A®u)- (A, <lu-,
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e
Teorema 1.5. [4] Diberikan sistem x(k +1) = A®x(k) untuk k>0, AeRpey reguler
x(k, x(0))

dan nilai awal x(0).Jika x(0) nilai awal sehingga lim e ada maka nilai limit
kK — o0

ini sama untuk sebarang nilai awal y(0) € R".
Lema 1.6. [4] Diberikan sistem x(k+1)=A®x(k) untuk k>0, AcRps tak

terreduksi dengan v vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen AeR

maka
x; (k, X(0))
m J

k — o

=2 untuk semua je{1,2,..,n}dan x(0) e R".

Teorema 1.7. [8,9] Jika untuk sebarang nilai awal x(0)= (¢, ¢, ..., &) sistem

X(k+1) = A®x(k) memenuhi x(m)=c®x(n) untuk bilangan bulat m>n>0 dan

bilangan real ¢ maka lim m=(;t, A,..., A) dengan A= Selanjutnya, A
k>0 K m-n

adalah suatu nilai eigen dari matriks A dengan vektor eigen diberikan oleh
m-—n 1
v= ® AM "D @xm+i-1).
i=1
Selanjutnya, dibicarakan konsep aljabar Max-Plus interval dan matriks di
dalamnya [6]. Interval tertutup x dalam R, adalah suatu himpunan bagian dari R,y

yang berbentuk X = [x,x] ={x e Rmax |>_< =<m X 5m§}. Interval x dalam R,ay disebut

interval Max-Plus. Suatu bilangan x € R, dapat dinyatakan sebagai interval [x,x].

Definisi 1.8. Dibentuk I (R)max ={X =[x, x] ‘)_(,)_(eiR,g<m X <m X}u{e}, dengan
e=[e,e]. Pada himpunan I(R).x didefinisikan operasi "@" dan "®" dengan
X@y=[x®y,x®y] dan x®y=[x®y,x®y] untuk setiap X,yel(R)max -
Himpunan I(R)max dilengkapi dengan operasi @ dan ® merupakan semiring

idempoten komutatif dengan elemen netral € =[&,&] dan elemen satuan 0=[0,0] .

Selanjutnya disebut aljabar Max-Plus interval dan dinotasikan dengan

1 (R) max :(|(5R)max;é’®)-
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Definisi 1.10. Himpunan matriks berukuran mxn dengan elemen-elemen dalam

| (R)max dinotasikan dengan 1(R)max" Yaitu
L(R)max ' = {A: [Ajj] ‘Aij elMma;1=1,2,..,m j=1,2,...,n } Matriks anggota

I (R)max" disebut matriks interval Max-Plus. Selanjutnya matriks interval Max-Plus

cukup disebut dengan matriks interval.

Definisi 1.11. Struktur aljabar dari 1 (R)ax Yang dilengkapi dengan operasi @ dan ®

dinotasikan dengan 1 (R)hxs :(I(ﬁ%)ﬂqun;é,@) merupakan dioid (semiring yang

)mxn

idempoten), sedangkan I(R merupakan semimodul atas 1 (R)max -

Definisi 1.12. Untuk A e I(R)ha didefinisikan matriks A=[Ajlenma  dan

A =[Ajj] € Rmax Masing-masing disebut matriks batas bawah dan matriks batas atas dari

matriks interval A.

Definisi 1.13. Diberikan matriks interval A e l(R)may . dengan A dan A
masing-masing adalah matriks batas bawah dan matriks batas atas dari matriks A.

Didefinisikan interval matriks dari A yaitu [A, A]={Ac Rmax" | A =m A=y A} dan

L (Rmaxp={[A A] | Ac I(R)ma" T

Definisi 1.14.
1. Untuk a € (R max, [A Al [B, Bl € | (RmaM)p didefinisikan

i a®[AAl=[e ® Aa ® A
i. [AAI®[BB]=[A® BA ® B
2. Untuk [A Al e [(RMXK) | [B, Bl e (KK, didefinisikan

[A,A]®[B,B]=[A ® B,A ® B].
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Teorema 1.15. [9] Struktur aljabar dari I(RNax)p Yang dilengkapi dengan operasi &
— . . N xn nxn — = .. ..
dan ® dinotasikan dengan | (Rmax )p = (I (Rmax )b;®,®) merupakan dioid (semiring
yang idempoten), sedangkan I(Rmax")p Mmerupakan semimodul atas I (R)yay -
Semiring  I(R)had = (I (‘R)ngxn;@),@)) isomorfis  dengan  semiring

—nxn

| (Rmax )p = (I(‘Rrr}]zxn)b;é,@)) dengan pemetaan  f: IR > RN

f(A)=[A,A], VA I(R)NX" . Sedangkan semimodul I(R)Mx" atas 1(R)max

isomorfis dengan semimodul 1 (Rmax™)p atas 1(R)max - Dengan demikian untuk setiap

matriks interval A selalu dapat ditentukan interval matriks [A, A] dan sebaliknya untuk
setiap interval matriks [A A] € (R )p dengan A Ac®R0X" dapat ditentukan
matriks interval A e 1(R)ma  dimana [Aij,ﬂij] =1 (MR)max UNtuk setiap i dan j.
Dengan demikian matriks interval A e l(R)max" dapat dipandang sebagai interval

matriks [A,A]le (RN . Interval matriks [A, Al e I(RhX),, disebut interval

matriks yang bersesuaian dengan matriks interval A e I(R)ma dan dilambangkan

dengan A ~[A, A]. Akibat isomorfisme di atas maka berlaku

t®Ax[a®Aa ® A], AGB~[A ®BA ® B]danA®B~[A ®B,A ® B].

Definisi 1.16. Didefinisikan

1 (R)max ={x: [X1, Xg, o Xn] T |Xi € 1) mass i =1, 2, oo, n} . Himpunan 1(R)max

dapat dipandang sebagai I(m)ma)l( Unsur-unsur dalam 1(R)max disebut vektor interval

atas | (M) max - Vektor interval x bersesuaian dengan interval vektor yaitu x ~[X, x].

Definisi 1.17. Diberikan A e 1(R)hax . Skalar interval A € I(R)ax disebut nilai eigen

Max-Plus interval matriks interval A jika terdapat suatu vektor interval v e I(m)rr‘nax

dengan v #¢gn,q Sehingga A®V=A®v. Vektor v disebut vektor eigen Max-Plus

interval matriks interval A yang bersesuaian dengan A . Berikut diberikan suatu teorema
yang memberikan eksistensi nilai eigen interval Max-Plus suatu matriks interval.
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Teorema 1.18. [9] Diberikan A e I(R)ha dengan A ~ [ A ,A]. Skalar interval
Airax A) = [ Amax (A), Amax (A) ], merupakan suatu nilai eigen Max-Plus interval matriks
interval A, dimana Apay(A) dan A, (A) berturut-turut adalah bobot rata-rata
maksimum sirkuit elementer dalam G(A) dan G(A).

Definisi 1.19. Suatu matriks interval A e I (R)[% dengan A ~ [ A, A], dikatakan tak
terreduksi jika setiap matriks Ae[ A, A] tak terreduksi.

Teorema 1.20. [9] Suatu matriks interval A € I (R)may' . dengan A ~ [ A /A], tak

terreduksi jika dan hanya A e Ryay tak terreduksi.

Akibat 1.21. [9] Diberikan A e | (R)max , dengan A ~ [ A, A]. Jika matriks interval A

tak terreduksi maka Amay (A) = [Amax (A), Amax (A) 1 merupakan nilai eigen interval
Max-Plus tunggal matriks interval A.

PEMBAHASAN

Misalkan x(k +1) = A ® x(k) yaitu sistem persamaan dalam aljabar Max-Plus
interval. Akan dibahas hasil penelitian yaitu tentang nilai eigen dan vektor eigen matriks

interval terreduksi reguler. Pembahasan ini berkaitan dengan perilaku periodik dari suatu
sistem persamaan dalam aljabar Max-Plus interval, sedangkan perilaku periodik dari
suatu sistem persamaan berkaitan dengan vektor interval waktu sikel.

Definisi 2.1. Diberikan barisan {x(k) = [X1(k), X2 (k), ...,xn(k)]T € I(iR)ﬂ]aX| kel }

0 himpunan bilangan asli yaitu barisan yang dibangkitkan oleh x(k +1) = A ® x(k)

_ X (k X: Xi
sehingga untuk x; (k) =[x;,xj] , je{l2...n}, %:{%%} dan bahwa

xj (k)

Tj = lim ada. Vektor t=[1, 19, ..., rn]T disebut vektor interval waktu sikel.

k— o0
Jika semua t; sama maka interval ini disebut laju pertumbuhan asimtotik barisan vektor
interval x(k).

Misalkan {x(k) € I(S)f{)'r}ax| kel } barisan yang dibangkitkan oleh sistem
x(k+1)=A®x(k), dengan Aecl(R)<x dan x(0) e I(R)" sebagai nilai awal.
Barisan x(k) dapat ditulis x(Kk) =A%k ® x(0). Jika A matriks interval tak terreduksi,

laju pertumbuhan asimtotik sebarang xj(k), je{L 2, ..,n} merupakan nilai eigen

interval yang tunggal dari A. Selanjutnya, untuk A e I(R)nsx tak terreduksi dengan
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nilai eigen interval A dan vektor eigen interval v, maka nilai eigen interval dari A®K
adalah A% ¥ dan vektor eigen intervalnya adalah v. Ini dinyatakan dalam lema berikut.

Lema 2.2. Jika v eigen vektor interval dari matriks tak terreduksi A e I (R)hsx dengan

nilai eigen interval A maka A®X ® v =22k ®v untuk semua k >0.
Bukti : Diperhatikan bahwa untuk n>0 berlaku :
AROE"®v) =AM Bv=0®"®A)® v=2P"B (A ® v)
28" B A®v)
_ k® (n+1) C;) v.
Selanjutnya, bukti lema dilakukan dengan induksi matematika.
i, Untukk=1, A®1® v=2%l@ v o A®v=18v
ii. Dianggap benar untuk k = n— 1, yaitu AC-D gy _,B0-Dg,
ii. Untukk=n, A® P DE=1®"8v s ARAPMDEV-218"gy
SAeA®0Mgy=1®"gy
SAP Ry=2®"®y
Dari i, ii dan i terbukti, A®X ® v=21®K ® v untuk semua k>0. m
Dari lema 2.2, yaitu A%K ® v=21®K ®v dan dari x(k) = A®K ®x (0), jika
x (0) dipilih v suatu vektor eigen interval maka x (k)= APK B X(0) <
x(K) = A®PK B v < x(k) =2®X ® v. Dengan menggunakan operasi di dalam aljabar
konvensional bahwa, jika A=[A2,..,A]" maka x(k)=kA+v < x(k)—v=KkA

<:>x(k)—v=[kx,kx,...,kX]T sehingga  berlaku Iim( "

K — o0

j =A atau

X (k

I(Iim % =\ untuk | e{l, 2, .. n}. Oleh karena itu, jika x(0) = v yang merupakan
— ©

vektor eigen interval maka laju pertumbuhan asimtotik dari x(k) adalah nilai eigen
interval yang bersesuaian dengan vektor eigen interval v dari matriks interval A.
Selanjutnya, bagaimana jika barisan x(k) diberikan nilai awal selain vektor eigen interval
dari A.

Untuk pembicaraan ini, diperlukan norma 1 yang dimodifikasi untuk vektor
interval v e 1(R)" dan beberapa lema.

Definisi 2.3. Untuk n = 1, berarti v =[v,Vv] e I (R). Didefinisikan

_Jv-v,untuk v = v
”V”oo _{ ‘V‘ untukv:y:g .
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.
Lema 2.4. Misalkan v =[v,v] e | (R) maka Iv|, yang didefinisikan pada definisi 2.3
merupakan norma dari v € | (R).
Bukti : Ambil v=[v,v],w=[w,w] e I(R) dan o €R.
I. a. Jika v=[v,Vv] dengan v = v maka
||05V||oo = H[ay, 0:0]”Oo —av—aVv=a(V-V)= a”[\_/, \_/]HOO = 0:||V||OO .
b. Jika v =[v,Vv] dengan v=v =v maka
Jav], = |[erv.av]], =lav] = alv|= alvl,.
Jadi |av|, = alv|,.
i. a. Jika v=[v,v], w=[w,w] e I (R) dengan v = v dan w = w maka
[vewl, = v vi+iwwl| =[v+wv+w]| =v+w-(v+w)
=(V=V) +(w-w)
=Vl + Wl
b. Jika v=[v,v], w=[w,w] e I(R) dengan v=v =v dan w=w =w maka
Ivtw] | = H[yﬁ] +[w, v_v]HOO = H[y +W,V +v_\/]HOO =|v+w| < |V|+|w| = ||v||oo + ||W||OO
c. Jika v=1[v,Vv], w=[w,w] e I (R) dengan v = v dan w= w =w maka
Ivswl,, = v VI +fwwl | =|lv+w v+ wl] =|vew— (v w)
-
= [V]e <Vl + W,
Jadi, [[v+w], <[v],, + [wl,.
iii. [v| >0, vvel(R) dan |v| =0<v=0=[00]
Selanjutnya untuk n > 2, disajikan definisi dan lema berikut.

Definisi 2.5. Untuk setiap vektor interval v e I(R)", v=[vy, vy, ...,vn]T dengan
Vi =[vj,vil,i =1, 2, ..,n didefinisikan

max ‘Yi —Qi‘,jika diefl,2,..,n} > Vj # Vj

||V|| _ iE{l, 2, ..., n} - B
0 max ‘vi‘,jika Vie{l,2,..,n} > vj = vj
ie{l, 2, ..., n}

Lema 2.6. Misalkan vektor interval vel(R)" , v=][vy, vy, ..., vn]T dengan
Vi =[v;,vil,i =1,2,..,n maka |v|, yang didefinisikan pada definisi 2.5 merupakan

norma dari v e [ (R)".
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Bukti : Ambil v,we I(R)" dan @ e®R dengan v=[[vy,vil, [Vo, V2], ... [V, V011
dan w=[ [wy, wi], [wy, W2, ..., Wy, wn]1"

i. a untuk v=[[vg, V1], [Vp, V2], ... [V, vn]11" dimana i e {1, 2, ..., n}> v; = vi.
Berarti,

av = [alvy, vil, alVy, V2], .., vy, vnl1" = [ [avy, avi], [av,, av2l, .. [avy, avn] T

sehingga, Jav],, = _max jovi = max e~y
=lof_max i —vi|=lev],
b. Untuk v =1 [vq, vi], [V5, V2], .... [V, va] 1" dimana Vi e {1, 2, ..., n} > v; = vj.
Berarti,

av = [alvy, vil, alVy, V2], ... alvy, val 1T = [ [avy, avil, [aVy, av2], ... [av,, ava] 1T

lavi| = max|of|vi|=|e| max |vi|=|a||v], .
1.2,..,n} i€{1,2,.., n} ie{1,2,..., n}

Jadi Jav],, = a|v],.

ii. a. Untuk v =[ [vy, vil, [V5, V2], ... [V, vn]1 1" dimana i e {1, 2, ..., n}> v; = vj dan

dan w=[[wy, wil, [Wy, W2], ... [W,, wn]1]" dimana JiefL, 2,..., n}>w; = Wi
Berarti,

v+ w=[[vg,val, [Va, V2], oo [V i1 T
+ [[V_Vl,V_V]_], [V_V21V_V2]1 ---'[\LVn,V_Vn]]T

= [[vq + Wy, V1 +Wa], [Vp +Wo,V2 + W2, ..o, [V, + W, Vi +Wn 1]T

sehingga, |v+w| max }‘(\_/i +Wi) = (v +v_vi)‘
n

ie{1,2 .....

=  max ‘(v.—vi)+(w. wi)‘
ie{l,2,..,

< max ‘\_/i —\_/i‘ +  max ‘V_Vi —v_vi‘ =|v||_+ [w]...
ie{1,2 ..... n} ie{l,Z ..... n} © *©

b. Untuk v = [ [vy, V1], [V5, V2], .... [y, va1 1" dimana Vi e {L, 2, ..., n} > v; = vi dan

dan w=[ [wy, wil, [Wy, W21, ..., [W,,, Wn] 1" dimana Vie{L, 2, .., n}>w; = wj.
Berarti, v+w=[[v,vi], [Vy,V2], oo [V, V] 1T
+ [[wy, wal, [wp, w2, ... [Wy, wn]]"

= [Ivg + Wy, Vi + Wi, [Vp +Wp,v2 +W2l, ... [V + Wy, Vi +wn]]'

sehingga, [v+w|_ = ie{lm;)f n}‘\_/i +v_vi‘

< e fale mec ][l <[V, + v,
ie{1,2,...,n} ie{1,2,...,n}

c. Untuk v = [ [vg, vil, [Vo, V2], ... [V, V011" dimana 3i e {1, 2, ..., n} > v; # Vi dan

Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika FMIPA UNY
Yogyakarta, 10 November 2012

MA - 107



PROSIDING ISBN : 978-979-16353-8-7

|
dan w=[ [wy, wil, [Wy, W2l, ...,[W,,, wn]1" dimana Vie{l,2, .., n}>w; =wj.
Berarti, v+w=[[v,v1], [Vy,V2], s [V, V] 1T
+ [Twy, wal, [y, w2, ..., [wy, wn]T"
= [[vq + Wy, V1 +Wa], [Vy +Wo,V2 + W2, ..o, [V, + W, Vi +Wn 1]T

sehingga, |v+w|_ = i {1mzax n}‘(\_/i +Wi) — (v +v_vi)‘
el1,2,...,

e n}\(\_/i = ;) + (Wi —w;)|

e =, <+ o,

Jadi, [[v+w]  <[v],, + [w],.
ii. v, 20, vve l(®)" dan |v| _=0<v=[[001[00], .., [00]]"
Oleh karenaitu, |v|_ yang didefinisikan pada definisi 2.3 dan definisi 2.5

merupakan norma dari v e I (R)".

Definisi 2.7. Suatu matriks interval A e I (R)ma dengan A ~ [ A ,A], dikatakan
regular jika untuk setiap matriks A e [A, A] regular.

Lema 2.8. Matriks interval A e 1(R)nax dengan A ~ [A,A] dikatakan regular jika
dan hanya jika A e Rae regular.

Bukti : (=) Menurut definisi 2.7, karena A €[A, A] maka A regular.

(<) Diketahui A regular, berarti memuat paling sedikit satu unsur yang tidak sama

dengan & dalam setiap baris. Ambil A<[ A ,A] sebarang. berarti A<, A. Oleh
karena itu, A memuat paling sedikit satu unsur yang tidak sama dengan & dalam setiap
baris. Dengan kata lain A reguler. Karena A sebarang maka setiap matriks Ac[ A, A]
regular.

Lema 2.9. Jika A e I(R)™<" matriks regular dan u, v e I(R)™ dengan A=[A A],
u~[u,u] dan v ~[v, v] maka H(A@ u)— (A év)”OO <Ju=v|,.

Bukti : Misalkan A ® u dan A ® v vektor interval berhingga dalam 1(%)™ dengan
A®U~[A®UA ® uldin A®Vv ~[A®V,A ® v]. Bukti diberikan untuk kasus
jika Jiefl,2,..,n}> (A®uU); #(A®u); dan (A®V); = (A®V);, sedangkan untuk
kasus jika Vie{l,2,..,n}>(A®u); = (A®u); dan (A®V); = (A®vV); sejalan bukti
Teorema 1.4. didefinisikan B = H(A@)u)—(A @V)HOO . Berarti bahwa, ada iy

{1 2,.., m} sehingga B:‘[(K ® U)—(A ® G)]io -[A ® w-(A ® \_/)]io . Oleh
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karena itu, ) adalah indeks dari elemen dalam
[(Z\ ® u)—(A ® \_/)]i ~[(A ® uy-(A ® \_/)]i0 dengan nilai mutlak maksimum.
0
Tanpa kehilangan keumuman misalkan bahwa
B:[(K ® U)—(A ® \_/)]i ~[(A ® u-(A ® \_/)]i0 > (. Menurut perkalian matrik
0
dalam aljabar Max-Plus, berarti
=  max dinj +Uj)—(Qipj +Vj))— max ai. i +Uui)—(ai i +Vi)).
B je{l, 2,...,n}(( 10]J J) ( 0J J)) |€{l, 2,“”n}((_loj _J) (_Ioj _J))
Oleh karena itu, ada suatu jy €{1, 2,..., n} sehingga,
B=((aigjy +Ujo) —(aigio +\_/jo))_|e{lfg?%”n}((§ioj +U;j) - @y +Vj)

Ini mengakibatkan bahwa,

B < (Ujp Vi) —(Ujy —Vjp) < je{lr,nze}{f_’n}(ﬁj —vj)—(uj-vj)

< |Wj—vi)—@j+vp | =fu-v],.
T

Terbukti, H(Aé u)-(A® V)HOO <ju-v| . =

Dalam teorema berikutnya, dipandang x(0) tidak perlu merupakan vektor eigen
interval dari A. Notasi x(k,x(0)) menyatakan vektor interval x(k)dimulai dengan x(0)

Lema 2.10. Diberikan sistem x(k +1) = A ® x(k) untuk k>0, A e I(R)s reguler

dan nilai awal x(0). Jika x(0) mengakibatkan kIim x(k,x(0)) ada maka nilai limit ini
— ©
sama untuk sebarang nilai awal y(0) € I(R)".
X(k,x(0))

Bukti : Misalkan bahwa, x(0) € I(R)" dan lim 7 dengan t e I(R)".

K— o0

Oleh karena itu, untuk sebarang y(0) € 1 (R)" diperoleh,

k k
y©) _x(kx@)| _
k k '

o

Untuk k —>o0 maka %”y(())_x(o)”w_)o dan HX(k,

Akibatnya lim M=r
k — o k
Menurut teorema ini, untuk suatu matriks interval regular jika vektor waktu sikel
ada maka vektor ini tidak tergantung dari nilai awal. Selanjutnya, untuk suatu matriks tak
terreduksi A, lema berikut menjamin eksistensi vektor waktu sikelnya. Menurut lema

o0
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2.10 dan lema 2.2, bahwa semua komponen vektor waktu sikelnya adalah A untuk
sebarang nilai awal.

Lema 2.11. Diberikan sistem x(k+1)=A ® x(k) untuk k>0, AcI(R)mx tak
terreduksi dengan v vektor eigen interval yang bersesuaian dengan nilai eigen A € 1(R)

Xi(k,x(0 .
maka lim M:x untuk semua j {1, 2,...,n}dan x(0) e I(R)".
k — o
Bukti : Misalkan v suatu vektor eigen dari matriks interval A. Jika dipilih
. Xk, x(0) |
x(0)=vel(R) diperoleh I(Ilm ———— =) untuk semua j. Karena A tak
—> ®©

terreduksi maka A reguler dan v berhingga. Menurut lema 2.10, vektor waktu sikel ada
dan tidak tergantung dari x(0). Dengan kata lain semua komponen vektor waktu sikelnya
adalah A untuk sebarang nilai awal. =

Berdasarkan uraian sebelumnya, eksistensi nilai eigen interval dan vektor eigen
interval untuk matriks interval terreduksi diberikan oleh teorema berikut :

Teorema 2.12. Jika untuk sebarang nilai awal x(O);zrs[s,s,...,s]T sistem

x(k +1) = A ® x(k) memenuhi x(m)=c ® x(n) untuk bilangan bulat m>n >0 dan

interval ¢ maka lim &:[x, k,...,k]T dengan A=—S . Selanjutnya, A adalah
kK -0 m-—n

suatu nilai eigen interval dari matriks A dengan vektor eigen diberikan oleh
m_

n
v= @ AWM D @x(n+i-1)).
i=1

Bukti : Diketahui bahwa untuk sebarang nilai awal x(O);t[s,a,...,s]T sistem

x(k +1) = A ® x(k) memenuhi x(m) =c ® x(n) untuk bilangan bulat m>n >0 dan
interval c. Misalkan | = m —n, sehingga

im X0 _ iy X0 o®Toxm) _[nm ﬁi}@[nm mj

k >0 K i >0 Nn+il i n+il i >0 N+l i >0 N+l

—[ 1im = | & | lim m _ S ®0=-—""® 0. Jadi jika A= —°— maka

i oo N+il i oo N+il I m-n m-n
vektor waktu sikelnya adalah I(Iim w =[A A, .., MT .
—>00
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m-n _—
Selanjutnya, jika v= ® (A2 M "D @ x(n+i-1)) maka
i=1

m-n _
ARV=A®| ® W2 M "D @xn+i-1)
i=1
m-n
- 3 (A®0PM D @ymnii-1))
i=1
m:
® 08 M D @A ®x(n+i-1))
i=1
m;n — o
= @ @MY ® (x(n+i))
i=1
m-n+1

ea A8 M--1-D) & nri-1))

_(m-n+l _
-1 ® @ (0.8 (m-n- ')®x(n+|—1))]

A0 @ (x®(m”i)@)x(n+i—l))j =2 ®V. m
i=1

Berdasarkan teorema ini, berikut adalah langkah-langkah yang digunakan untuk

menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks A e I(R)jax dilakukan secara
berulang dari sistem x(k +1) = A ® x(k) sebagai berikut :

Ambil sebarang vektor x(0) # [, &, ..., s]T .

i. Lakukan iterasi sistem x(k +1)=A ® x(k) sampai terdapat bilangan bulat

m>n > 0dan interval sehingga perilaku periodik terjadi yaitu x(m) =c ® x(n)

ii. Hitung nilai eigen A = .
m-—n

m-n
iii. Vektor eigen v= @ A "D @xn+i-1) .

i=1

KESIMPULAN

Dari hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa :
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a. Matriks interval terreduksi regular A mempunyai nilai eigen interval dan vektor eigen
interval jika vektor interval waktu sikelnya merupakan laju pertumbuhan asimtotik

barisan x(k) dari sistem persamaan linear x(k +1) = A ® x(k).

b. Batas bawah dan batas atas nilai eigen interval tersebut berturut-turut adalah nilai
eigen Max-Plus matriks batas bawah dan nilai eigen Max-Plus matriks batas atas dari
matriks intervalnya.

c. Batas bawah dan batas atas vektor eigen interval tersebut berturut-turut adalah vektor
eigen matriks batas bawah dan vektor eigen matriks batas atas dari matriks
intervalnya.
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