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ABSTRAK 

 
Diberikan ܯ suatu modul atas ring asosiatif dengan elemen kesatuan ܴ. Dalam Wisbauer ܯଵ ൑  ܯ

dikatakan small di ܯ (dinotasikan dengan ܯଵ ا  maka ܯ ଵ submodul sejati dariܯ apabila untuk setiap (ܯ
ଵܯ ൅ ଶܯ ്  disebut sebagai ܯ maka ,ܯ small di ܯ Selanjutnya apabila setiap submodul sejati dari .ܯ
modul hollow. Disisi lain apabila diberikan ܯଷ, ସܯ ൑  ଷܯ ସ disebut supplement dariܯ Submodul .ܯ
apabila ܯସ merupakan submodul yang memenuhi ܯଷ ൅ ସܯ ൌ ଷܯ dan ܯ ת ସܯ ا  ସ Kemudian dalamܯ
Idelhadj dan Tribak, modul ܯ disebut modul ۩–supplemented jika setiap submodul sejati dari ܯ 
mempunyai supplement yang merupakan direct summand dari ܯ. Dalam artikel ini akan diberikan contoh 
dimana modul faktor dari modul ۩–supplemented secara umum belum tentu merupakan modul 
۩–supplemented. 
 Kata Kunci : supplemented module, ۩–supplemented module.   
 

I. Pendahuluan 

Pada paper ini semua ring merupakan ring asosiatif dengan elemen kesatuan dan 

semua modul merupakan modul kiri. Misalkan ܯ merupakan modul atas ring ܴ. 

Kemudian ܯଵ, ଶܯ ൑  ଶܯ ଵ jikaܯ ଶ disebut supplement dari submodulܯ Submodul .ܯ

merupakan submodul yang memenuhi ܯଵ ൅ ଶܯ ൌ ଵܯ dan ܯ ת ଶܯ ا  ଶ. Apabilaܯ

setiap modul mempunyai supplement di ܯ maka ܯ disebut dengan modul 

supplemented. Sedangkan apabila setiap submodul dari ܯ mempunyai supplement yang 

merupakan direct summand dari ܯ, maka ܯ disebut modul ۩–supplemented. Dalam 

artikel ini akan dibahas materi-materi terkait dengan jawaban dari pertanyaan apakah 

setiap modul faktor dari modul ۩–supplemented juga merupakan modul 

۩–supplemented. Untuk menjawab pertanyaan tersebut akan dibentuk contoh modul 

۩–supplemented yang modul faktor dari modul tersebut bukan modul ۩–supplemented. 

 

II. Pembahasan  

2.1. Modul 

Definisi 2.1.1 
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Misalkan R suatu ring dengan identitas dan M suatu grup abelian dengan operasi 

penjumlahan. 

M dikatakan sebagai modul kiri atas R jika dan hanya jika pemetaan : 

׷· ܴ x ܯ ՜   ܯ

memenuhi 

1. ܽሺ݉ ൅ ݊ሻ ൌ ܽ݉ ൅ ܽ݊. 

2. ሺܽ ൅ ܾሻ݊ ൌ ܽ݊ ൅ ܾ݊. 

3. ሺܾܽሻ݉ ൌ ܽሺܾ݉ሻ. 

4. 1݉ ൌ ݉. 

Contoh 2.1.2 

Z merupakan modul atas dirinya sendiri. 

Teorema 2.1.3 

Diketahui M suatu modul atas ring R. Jika ଵܵ, ܵଶ merupakan submodul M, maka ଵܵ ת ܵଶ 

submodul M. 

Bukti 

Ambil sebarang ܽ, ܾ א ଵܵ ת ܵଶ, artinya ܽ, ܾ א ଵܵ dan ܽ, ܾ א ܵଶ. 

Perhatikan ܽ, ܾ א ଵܵ, karena ଵܵ merupakan submodul M  akibatnya ܽ െ ܾ א ଵܵ. 

Perhatikan ܽ, ܾ א ܵଶ, karena ܵଶ merupakan submodul M  akibatnya ܽ െ ܾ א ܵଶ. 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa ܽ െ ܾ א ଵܵ ת ܵଶ. 

Ambil sebarang ݎ א ܴ, dan sebarang ܽ א ଵܵ ת ܵଶ. 

Perhatikan ܽ א ଵܵ ת ܵଶ artinya ܽ א ଵܵ dan ܽ א ܵଶ. 

Karena ଵܵ, ܵଶ merupakan submodul M maka ܽݎ א ଵܵ dan ܽݎ א ܵଶ, akibatnya              

ܽ א ଵܵ ת ܵଶ. 

Dari penjabaran diatas maka dapat disimpulkan bahwa Jika ଵܵ, ܵଶ merupakan submodul 

M, maka ଵܵ ת ܵଶ submodul M. 

Pada penjelasan diatas jelas bahwa irisan dari suatu submodul juga merupakan 

submodul. Berikut akan dijelaskan tentang jumlahan dari suatu submodul juga 

merupakan submodul. 

Teorema 2.1.4 

Diketahui M suatu modul atas ring R. Jika ଵܵ, ܵଶ merupakan submodul M, maka ଵܵ ൅ ܵଶ 

submodul M. 

Bukti 
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Ambil sebarang ܽ, ܾ א ଵܵ ൅ ܵଶ, artinya ܽ א ଵܵ ൅ ܵଶ dan ܾ א ଵܵ ൅ ܵଶ. 

Perhatikan ܽ א ଵܵ ൅ ܵଶ, hal ini berarti ܽ dapat direpresentasikan sebagai ܽ ൌ ଵݑ ൅  ଶݑ

dengan ݑଵ א ଵܵ dan ݑଶ א ܵଶ. 

Perhatikan ܾ א ଵܵ ൅ ܵଶ, hal ini berarti ܾ dapat direpresentasikan sebagai ܾ ൌ ଵݒ ൅  ଶݒ

dengan ݒଵ א ଵܵ dan ݒଶ א ܵଶ. 

Sehingga diperoleh : 

ܽ െ ܾ ൌ ሺݑଵ ൅ ଶሻݑ െ ሺݒଵ ൅ ଶሻݒ ൌ ሺݑଵ െ ଵሻݒ ൅ ሺݑଶ െ  ଶሻݒ

Perhatikan ଵܵ submodul M, ݑଵ, ଵݒ א ଵܵ maka ݑଵ െ ଵݒ א ଵܵ. 

Perhatikan ܵଶ submodul M, ݑଶ, ଶݒ א ܵଶ maka ݑଶ െ ଶݒ א ܵଶ. 

Dengan demikian ሺݑଵ െ ଵሻݒ ൅ ሺݑଶ െ א ଶሻݒ ଵܵ ൅ ܵଶ akibatnya ܽ െ ܾ א ଵܵ ൅ ܵଶ. 

Ambil sebarang ݎ א ܴ dan ambil sebarang ܽ א ଵܵ ൅ ܵଶ. 

Perhatikan ܽ א ଵܵ ൅ ܵଶ, hal ini berarti ܽ dapat direpresentasikan sebagai ܽ ൌ ଵݑ ൅  ଶݑ

dengan ݑଵ א ଵܵ dan ݑଶ א ܵଶ, akibatnya 

ܽݎ ൌ ଵݑሺݎ ൅ ଶ ሻݑ ൌ ଵݑݎ ൅   ଶݑݎ

Perhatikan ଵܵ submodul M, ݑଵ א ଵܵ maka ݑݎଵ א ଵܵ. 

Perhatikan ܵଶ submodul M, ݑଶ א ܵଶ maka ݒݎଶ א ܵଶ. 

Dengan demikian ݑݎଵ ൅ ଶݑݎ א ଵܵ ൅ ܵଶ, jadi dapat disimpulkan bahwaܽݎ א ଵܵ ൅ ܵଶ 

Dari penjabaran diatas dapat disimpulkan bahwa ଵܵ ൅ ܵଶ submodul M. 

Dari sebarang submodul dari suatu modul M atas R, dapat didefinisikan dua sifat 

dari submodul tersebut, yaitu submodul maksimal dan submodul minimal, berikut 

definisinya.  

Definisi 2.1.5 

Diberikan M suatu modul atas ring R, suatu submodul S dikatakan submodul maksimal 

jika dan hanya jika ׊ ଵܵ ൑ ଵܵ ֜ ( dibaca ଵܵ submodul M) ܯ ك ܵ. 

Definisi 2.1.6 

Diberikan M suatu modul atas ring R, suatu submodul S dikatakan submodul minimal 

jika dan hanya jika ׊ ଵܵ ൑ ܵ ֜ ( dibaca ଵܵ submodul M) ܯ ك ଵܵ. 

Apabila diperhatikan M suatu modul atas ring R, maka M dapat dipandang sebagai 

grup abelian atas operasi penjumlahan. Sedangkan pada struktur grup dikenal adanya 

subgrup normal. Sehingga dapat dibentuk grup faktor ܯൗܵ  dan hal ini mendasari 
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munculnya modul faktor, karena grup faktor ܯ ܵൗ  merupakan grup abelian. Berikut akan 

dibahas tentang modul faktor. 

Teorema 2.1.7 

Diketahui M  suatu modul atas R, jika S submodul M maka dapat dibentuk ܯൗܵ  yang 

merupakan modul atas R. 

Bukti 

Didefinisikan operasi penjumlahan dan perkalian sebagai berikut. 

׊ ഥ݉ , ത݊ א ܯ
ܵൗ , ഥ݉ ൅ ത݊ ൌ ݉ ൅ ܵ ൅ ݊ ൅ ܵ ൌ ݉ ൅ ݊ ൅ ܵ ൌ ݉ ൅ ݊തതതതതതതത ൅ ܵ 

ݎ׊ א ܴ, ׊ ഥ݉ א ൗܵܯ , ݎ ഥ݉ ൌ  തതതത݉ݎ

Dengan operasi penjumlahan dan perkalian diatas akan ditunjukkan bahwa ܯൗܵ  

merupakan modul atas R. 

1. Ambil sebarang ݎଵ, ଶݎ א ܴ dan sebarang ഥ݉ א ܯ
ܵൗ , maka berlaku : 

ሺݎଵ ൅ ଶሻݎ ഥ݉ ൌ ଵݎ ഥ݉ ൅ ଶݎ ഥ݉ ൌ ଵ݉തതതതതݎ ൅  ଶ݉തതതതതݎ

2. Ambil sebarang ݎ א ܴ dan sebarang ഥ݉ , ത݊ א ܯ
ܵൗ , maka berlaku : 

ሺݎ ഥ݉ ൅ ത݊ሻ ൌ ݎ ഥ݉ ൅ ݎ ത݊ ൌ തതതത݉ݎ ൅  തതത݊ݎ

3. Ambil sebarang ݎଵ, ଶݎ א ܴ dan sebarang ഥ݉ א ܯ
ܵൗ , maka berlaku : 

ሺݎଵݎଶሻ ഥ݉ ൌ ଶ݉തതതതതതതതݎଵݎ  ൌ ଶ݉ሻതതതതതതതതതതݎଵሺݎ ൌ ଶ݉തതതതതሻݎଵሺݎ ൌ ଶݎଵሺݎ ഥ݉ሻ 

4. Ambil sebarang ഥ݉ א ܯ
ܵൗ , maka 1. ഥ݉ ൌ 1. ݉തതതതതത ൌ ഥ݉ . 

Dari penjabaran diatas dapat disimpulkan bahwa ܯ ܵൗ  merupakan modul atas R. 

 

Definisi 2.1.8 

Diberikan M merupakan modul atas ring R. ଵܰ, ଶܰ ൑  merupakan dirrect summand ܯ

dari M yang dinotasikan dengan ܯ ൌ ଵܰ۩ ଶܰ jika dan hanya jika ܯ ൌ ଵܰ ൅ ଶܰ dan 

ଵܰ ת ଶܰ ൌ ሼ0ሽ. 

 

2.2 Modul ۩–Supplemented 

Definisi 2.2.1 

Apabila diberikan sebarang modul ܯ atas ring R. Dan ܯଵ ൑  ଵ disebutܯ Submodul .ܯ

small di ܯ. Jika untuk sebarang ܯଶ ൑ ଵܯ dengan sifat ܯ ൅ ଶܯ ൌ ଶܯ maka ,ܯ ൌ  ܯ

dan dinotasikan dengan ܯଵ ا  .ܯ
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Contoh 2.2.2 

Diberikan grup abelian ሺܼ଺, ൅ሻ dengan + merupakan operasi penjumlahan modulo 6. 

Apabila diperhatikan ܼ଺ merupakan modul atas ring bilangan bulat Z.  Dari modul ܼ଺ 

dapat diperoleh submodul-submodul dari ܼ଺ adalah {{0}, {0, 2, 4}}. Dari definisi 3.1 

dinyatakan bahwa Submodul ܯଵ ا ଶܯ Jika untuk sebarang .ܯ ൑  dengan sifat ܯ

ଵܯ ൅ ଶܯ ൌ ଶܯ maka ,ܯ ൌ ଶܯ atau dengan kata lain jika untuk setiap ܯ ൏  sehingga ܯ

ଶܯ ് ଵܯ maka ܯ ൅ ଶܯ ് ا Submodul {0} . ܯ ܼ଺. Sebab {0, 2, 4} ് ܼ଺ maka {0} + 

{0, 2, 4}് ,Hal ini berlaku juga untuk ሼ0 .ܯ 2, 4ሽ ا ܼ଺. 

Dari penjabaran diatas dijelaskan bahwa {0} dan {0, 2, 4} small di ܼ଺. di Akan tetapi 

tidak semua submodul dari suatu modul small di modul tersebut. Berikut akan 

dijelaskan definisi hollow. 

Definisi 2.2.3 

Sebarang modul M dikatakan hollow jika dan hanya jika ܯ׊ଵ ൑ ܯ ֜ ଵܯ ا   .ܯ

Contoh 2.2.4 

Diberikan ܼସ ൌ ሼ0, 1, 2, 3ሽ dengan operasi penjumlahan merupakan modul atas Z. Dan 

submodul-submodul dari ܼସ adalah {0} dan {0, 2}. Diperhatikan {0} dan    {0, 2} small 

di ܼସ. Karena semua submodul dari ܼସ small di ܼସ, maka dapat dikatakan ܼସ modul 

hollow. 

Setelah dibahas tentang small dan hollow, berikut akan dijelaskan tentang suatu 

supplement dari suatu submodul. 

 

Definisi 2.2.5 

Diberikan sebarang modul ܯ dan ܯଵ, ଶܯ ൑  ଶ disebut supplement dariܯ Submodul .ܯ

ଵܯ ଶ merupakan submodul minimal yang memenuhiܯ apabila ܯ ଵdalamܯ ൅ ଶܯ ൌ  .ܯ

Dengan kata lain submodul ܯଶ disebut supplement dari ܯଵ jika dan hanya jika ܯଵ ൅

ଶܯ ൌ ଵܯ dan ܯ ת ଶܯ ا  mempunyai ܯ ଶ. Selanjutnya apabila setiap submodul dariܯ

supplement maka modul ܯ disebut modul supplemented sedangkan submodul ܯଶ 

disebut supplement submodule. 

Pada definisi 3.3 dideskripsikan definisi supplement suatu submodul, selanjutnya 

akan dijelaskan pada suatu kasus ketika setiap submodul mempunyai supplement. 

Definisi 2.2.6. 
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Diberikan sebarang modul ܯ, apabila untuk setiap ܯଵ ൑  ଶ  yangܯ terdapat ܯ

merupakan supplement dari ܯଵ di ܯ maka M disebut modul supplemented. Kemudian 

apabila ܯଵ dan ܯଶ merupakan direct summand dari ܯ, maka ܯ disebut dengan 

۩–supplemented module (modul ۩–supplemented). 

Proposisi 2.2.7 

Diberikan sebarang modul ܯ, pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen : 

i. ܯ modul ۩–supplemented 

ii. Untuk setiap ܯଵ ൑  sedemikian hingga ܯ ଶ dariܯ terdapat direct summand ,ܯ

berlaku ܯଵ ൅ ଶܯ ൌ ଶܯځଵܯ dan ܯ ا  .ଶܯ

Bukti 

i ֜ ii 

Diketahui ܯ modul ۩–supplemented. Perhatikan definisi ܯ modul ۩–supplemented 

yaitu untuk setiap submodul dari ܯ mempunyai supplement di ܯ yang merupakan 

direct summand dari ܯ. Kemudian dari definisi ini dapat diambil sebarang ܯଵ ൑  ,ܯ

terdapat ܯଶ ൑  ଵ. Selanjutnyaܯ ଶ merupakan supplement dariܯ sedemikian hingga ܯ

perhatikan ܯଶ merupakan supplement dari ܯଵ atau hal ini berarti ܯଵ ൅ ଶܯ ൌ  dan ܯ

ଶܯځଵܯ ا ଵܯ ଶ. Jadi terbukti bahwa untuk setiapܯ ൑  ଶܯ terdapat direct summand ,ܯ

dari ܯ sedemikian hingga berlaku ܯଵ ൅ ଶܯ ൌ ଶܯځଵܯ dan ܯ ا  .ଶܯ

ii ֜ i 

Diketahui ܯ suatu modul dengan sifat untuk setiap ܯଵ ൑  terdapat direct summand ,ܯ

ଵܯ sedemikian hingga berlaku ܯ ଶ dariܯ ൅ ଶܯ ൌ ଶܯ ځଵܯ        dan ܯ ا  ଶ. Apabilaܯ

diperhatikan maka dari pernyataan diatas dapat disimpulkan bahwa  ܯଶ merupakan 

supplement dari  ܯଵ yang merupakan direct summand dari ܯ. Hal ini berarti untuk 

setiap submodul ܯଵ ൑ ଶܯ terdapat ,ܯ ൑  ଵ yang merupakan directܯ supplement dari ܯ

summand dari ܯ, maka dapat disimpulkan bahwa ܯ merupakan  modul 

۩–supplemented. 

Dari pembuktian proposisi 3.1.5 dapat disimpulkan bahwa ܯ modul 

۩–supplemented jika dan hanya jika untuk setiap ܯଵ ൑  ଶܯ terdapat direct summand ,ܯ

dari ܯ sedemikian hingga berlaku ܯଵ ൅ ଶܯ ൌ ଶܯ ځଵܯ dan ܯ ا  .ଶܯ
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2.3 Dual Goldie Dimension 

Dual Goldie Dimension dari suatu modul ܯ atas ring ܴ dinotasikan dengan 

corank ሺோܯ).  

Definisi 2.3.1 

Kalathoor Varadarajan mendefinisikan corank ሺோܯ) sebagai berikut ini : 

(i). Jika ܯ ൌ 0, maka corank ሺோܯሻ ൌ 0 

(ii). Jika ܯ ് 0 dan k  sebuah bilangan bulat yang lebih besar atau sama dengan 

satu. Jika terdapat suatu epimorfisma ݂: ܯ ՜ ∏ ௜ܰ
௞
௜ୀଵ , dengan ௜ܰ ് 0, maka 

corank ሺோܯሻ ൒ ݇. Jika corank ሺோܯሻ ൒ ݇ dan corank ሺோܯሻ خ ݇ ൅ 1 maka 

corank ሺோܯሻ ൌ ݇. Jika corank ሺோܯሻ ൒ ݇ untuk setiap ݇ ൒ 1, maka 

corank ሺோܯሻ ൌ ∞. 

Sehingga dari definisi diatas dapat disimpulkan bahwa corank ሺோܯሻ ൏ ∞, maka 

terdapat suatu epimorfisma ݂: ܯ ՜ ∏ ௜ܪ
௞
௜ୀଵ , dengan ܪ௜ hollow dan kerሺ݂ሻ small  di ܯ.  

Contoh 2.3.2 

corankሺܼଶሻ ൌ 1 

 Dari definisi Dual Goldie Dimension diatas berikut akan diberikan contoh suatu 

modul ۩–supplemented yang modul faktornya bukan modul ۩–supplemented dengan 

proses pembuktiannya menggunakan Dual Goldie Dimension. 

Lemma 2.3.3 

Diberikan R sebuah ring lokal komutatif (commutative local ring) yang bukan 

merupakan ring valuasi (valuation ring). Misalkan ܨ suatu modul bebas dengan 

generator ݔଵ, ଵݔܽ sebuah submodul yang dibangun oleh ܭ  ଷ. Misalkanݔ ଶ danݔ െ  ଶݔܾ

dan misalkan ܯ ൌ ܨ
ൗܭ  untuk suatu modul ܯ, maka  

i. ܯ ൌ ሺܴݔଵതതത ൅ ۩ ଶതതതሻݔܴ  .ଷതതതݔܴ

ii. Corank (ܯሻ ൌ 3 

Bukti 

i. Diberikan R sebuah ring lokal komutatif (commutative local ring) yang bukan 

merupakan ring valuasi (valuation ring). Misalkan ܽ, ܾ א ܴ yang salah satunya 

tidak membagi yang lain. Diasumsikan ሺܽሻ ת ሺܾሻ ൌ 0 dan ܽܫ௠ ൌ ௠ܫܾ ൌ 0 

dengan ܫ௠ merupakan ideal maksimal dari ܴ. Misalkan ܨ suatu modul bebas 

dengan generator ݔଵ,  sebuah submodul yang dibangun ܭ  ଷ. Misalkanݔ ଶ danݔ



PROSIDING                                    ISBN : 978 – 979 – 16353 – 6 – 3  
 
 

Seminar Nasional Matematika dan Pendidikan Matematika  
Yogyakarta, 3 Desember 2011                                                                                                   MA ‐ 155 

oleh ܽݔଵ െ ܯ ଶ dan misalkanݔܾ ൌ ܨ
ൗܭ . Perhatikan ܨ suatu modul bebas 

dengan generator ݔଵ, ܨ ଷ atau dengan kata lainݔ ଶ danݔ ൌ ሼ∑ ௜|ଷݔ௜ݎ
௜ୀଵ ௜ݎ א ܴ, ݅ ൌ

1,2,3ሽ dengan ܴݔ௜ ת ௝ݔܴ  ൌ 0 untuk ݅, ݆ ൌ 1,2,3 dan ݅ ് ݆. Dengan demikian 

diperoleh ܨ ൌ ܭ ଷ danݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ ൌ ܴሺܽݔଵ െ   ଶሻ, sehinggaݔܾ

ܯ ൌ ଷݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ
ܴሺܽݔଵ െ ଶሻൗݔܾ  

Perhatikan  
ଷݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ

ܴሺܽݔଵ െ ଶሻൗݔܾ ൌ ሼܴ݌ሺܽݔଵ െ ݌׊|ଶሻݔܾ א  ଷሽݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ

Perhatikan ݌ א  dapat direpresentasikan ݌  ଷ hal ini berartiݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ

sebagai ݌ ൌ ݌ଵݔଵ ൅ ଶݔଶ݌ ൅ ௜ݔ௜݌ ଷ denganݔଷ݌ א ݅׊ ௜ݔܴ ൌ 1,2,3., sehingga 

diperoleh  

ଵݔሺܴܽ݌ െ ଶሻݔܾ ൌ ሺ݌ଵݔଵ ൅ ଶݔଶ݌ ൅ ଵݔଷሻܴሺܽݔଷ݌ െ   ଶሻݔܾ

  ൌ ଵݔଵܴሺܽݔଵ݌ െ ଶሻݔܾ ൅ ଵݔଶ ܴሺܽݔଶ݌ െ ଶሻݔܾ ൅ ଵݔଷܴሺܽݔଷ݌ െ   ଶሻݔܾ

Katakan ݌ଵݔଵܴሺܽݔଵ െ ଶሻݔܾ ൌ ଵݔଶ ܴሺܽݔଶ݌ ,ଵതതതݔܴ െ ଶሻݔܾ ൌ  ଶതതത, danݔܴ

ଵݔଷܴሺܽݔଷ݌ െ ଶሻݔܾ ൌ ଵݔଷതതത. Karena ܴሺܽݔܴ െ  ଶሻ merupakan ideal yangݔܾ

dibangun oleh ሺܽݔଵ െ ଵതതതݔܴ ଶሻ, hal ini berartiݔܾ ת ଶതതതݔܴ ് 0 dengan demikian 

diperoleh ܴ݌ሺܽݔଵ െ ଶሻݔܾ ൌ ଵതതതݔܴ ൅ ଶതതതݔܴ ൅ ଷതതതݔܴ ଷതതത, karenaݔܴ ת ௞തതതݔܴ ൌ 0 untuk 

݇ ൌ 1,2 maka ܴ݌ሺܽݔଵ െ ଶሻݔܾ ൌ ሺܴݔଵതതത ൅ ۩ ଶതതതሻݔܴ ݌׊ ଷതതതݔܴ א  .ଷݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ

Sehingga dapat disimpulkan bahwa ܯ ൌ ሺܴݔଵതതത ൅ ۩ ଶതതതሻݔܴ  .ଷതതതݔܴ

ii. Perhatikan pada pembuktian lemma 3.2.6 (i) telah dibuktikan bahwa ܯ ൌ

ሺܴݔଵതതത ൅ ۩ ଶതതതሻݔܴ ሻܯ) ଷതതത. Akan dibuktikan bahwa Corankݔܴ ൌ 3. 

Dibentuk pemetaan 

݂: ܯ ՜ ෑ ௜ܲ,   ௜ܲ ൌ ,ҧ௜ݔܴ ݅׊ ൌ 1,2,3
ଷ

௜ୀଵ

 

Yang didefinisikan oleh : 

݂ሺ݉ሻ ൌ ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ, ݉׊ א ݉ Dengan .ܯ ൌ ଵ݉ଵߙ ൅ ଶ݉ଶߙ ൅  ଶ݉ଷ,  untukߙ

suatu ߙ௜݉௜ א ҧ௜ݔܴ , ݅׊ ൌ 1,2,3. Akan ditunjukkan bahwa pemetaan ݂ suatu 

homomorfisma. 

Diambil sebarang ݉, ݊ א ݎ dan ܯ א ܴ dengan ݂ሺ݉ሻ ൌ ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ dan 

݂ሺ݊ሻ ൌ ሺ݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷሻ untuk suatu ݉௜, ݊௜ א ,ҧ௜ݔ ݅׊ ൌ 1,2,3. Sedemikian hingga 

berlaku 
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݂ሺ݉ ൅ ݊ሻ ൌ ሺ݉ଵ ൅ ݊ଵ, ݉ଶ ൅ ݊ଶ, ݉ଷ ൅ ݊ଷሻ  

       ൌ ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ ൅ ሺ݊ଵ, ݊ଶ, ݊ଷሻ 

݂ሺ݉ ൅ ݊ሻ ൌ ݂ሺ݉ሻ ൅ ݂ሺ݊ሻ  

݂ሺ݉ݎሻ ൌ ሺ݉ݎଵ, ,ଶ݉ݎ ଷሻ݉ݎ ൌ ,ሺ݉ଵݎ ݉ଶ, ݉ଷሻ  

Jadi dapat disimpulkan bahwa pemetaan ݂ suatu homomorfisma. 

Kemudian untuk menunjukkan bahwa pemetaan ݂ suatu epimorfisma, harus 

ditunjukkan bahwa pemetaan ݂ bersifat surjektif. Pembuktiannya sebagai 

berikut. 

Diambil sebarang ഥ݉ א ∏ ҧ௜ଷݔܴ
௜ୀଵ  dengan ഥ݉ ൌ ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ. Maka dapat 

dibentuk ߙଵ݉ଵ ൅ ଶ݉ଶߙ ൅ ଶ݉ଷߙ א ଵ݉ଵߙ katakan ,ܯ ൅ ଶ݉ଶߙ ൅ ଶ݉ଷߙ ൌ ݉, 

untuk suatu ݉ א ݉ Sehingga dapat disimpulkan bahwa terdapat .ܯ א  ܯ

sedemikian hingga berlaku ݂ሺ݉ሻ ൌ ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ݉ଷሻ. Jadi dapat disimpulkan 

bahwa pemetaan ݂ bersifat surjektif. Karena pemetaan ݂ suatu homomorfisma 

dan bersifat surjektif, maka dapat disimpulkan bahwa pemetaan ݂ merupakan 

suatu epimorfisma. Oleh sebab itu     Corank (ܯሻ ൌ 3. 

Contoh 2.3.4 

Diberikan R sebuah ring lokal komutatif (commutative local ring) yang bukan 

merupakan ring valuasi (valuation ring). Misalkan ܽ, ܾ א ܴ yang salah satunya tidak 

membagi yang lain. Diasumsikan ሺܽሻ ת ሺܾሻ ൌ 0 dan ܽܫ௠ ൌ ௠ܫܾ ൌ 0 dengan ܫ௠ 

merupakan ideal maksimal dari ܴ. Misalkan ܨ suatu modul bebas dengan generator 

,ଵݔ ଵݔܽ sebuah submodul yang dibangun oleh ܭ  ଷ. Misalkanݔ ଶ danݔ െ  ଶ danݔܾ

misalkan ܯ ൌ ܨ
ൗܭ . Perhatikan ܨ suatu modul bebas dengan generator ݔଵ,  ଷݔ ଶ danݔ

atau dengan kata lain ܨ ൌ ሼ∑ ௜|ଷݔ௜ݎ
௜ୀଵ ௜ݎ א ܴ, ݅ ൌ 1,2,3ሽ dengan ܴݔ௜ ת ௝ݔܴ  ൌ 0 untuk 

݅, ݆ ൌ 1,2,3 dan ݅ ് ݆. Dengan demikian diperoleh ܨ ൌ ܭ ଷ danݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ ൌ

ܴሺܽݔଵ െ   ଶሻ, sehinggaݔܾ

ܯ ൌ ଷݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ
ܴሺܽݔଵ െ ଶሻൗݔܾ  

Perhatikan  
ଷݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ

ܴሺܽݔଵ െ ଶሻൗݔܾ ൌ ሼܴ݌ሺܽݔଵ െ ݌׊|ଶሻݔܾ א  ଷሽݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ

Perhatikan ݌ א ݌ dapat direpresentasikan sebagai ݌  ଷ hal ini berartiݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ ൌ 

ଵݔଵ݌ ൅ ଶݔଶ݌ ൅ ௜ݔ௜݌ ଷ denganݔଷ݌ א ݅׊ ௜ݔܴ ൌ 1,2,3., sehingga diperoleh 
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ଵݔሺܴܽ݌ െ ଶሻݔܾ ൌ ሺ݌ଵݔଵ ൅ ଶݔଶ݌ ൅ ଵݔଷሻܴሺܽݔଷ݌ െ   ଶሻݔܾ

  ൌ ଵݔଵܴሺܽݔଵ݌ െ ଶሻݔܾ ൅ ଵݔଶ ܴሺܽݔଶ݌ െ ଶሻݔܾ ൅ ଵݔଷܴሺܽݔଷ݌ െ   ଶሻݔܾ

Katakan ݌ଵݔଵܴሺܽݔଵ െ ଶሻݔܾ ൌ ଵݔଶ ܴሺܽݔଶ݌ ,ଵതതതݔܴ െ ଶሻݔܾ ൌ ଵݔଷܴሺܽݔଷ݌ ଶതതത, danݔܴ െ

ଶሻݔܾ ൌ ଵݔଷതതത. Karena  ܴሺܽݔܴ െ ଵݔଶሻ merupakan ideal yang dibangun oleh ሺܽݔܾ െ  ,ଶሻݔܾ

hal ini berarti ܴݔଵതതത ת ଶതതതݔܴ ് 0 dengan demikian diperoleh ܴ݌ሺܽݔଵ െ ଶሻݔܾ ൌ ଵതതതݔܴ ൅

ଶതതതݔܴ ൅ ଷതതതݔܴ ଷതതത, karenaݔܴ ת ௞തതതݔܴ ൌ 0 untuk ݇ ൌ 1,2 maka ܴ݌ሺܽݔଵ െ ଶሻݔܾ ൌ

ሺܴݔଵതതത ൅ ۩ ଶതതതሻݔܴ ݌׊ ଷതതതݔܴ א  ଷ. Sehingga dapat disimpulkan bahwaݔܴ ۩ଶݔܴ ۩ଵݔܴ

ܯ ൌ ሺܴݔଵതതത ൅ ۩ ଶതതതሻݔܴ  merupakan modul ۩–supplemented, maka ܯ ଷതതത. Misalkanݔܴ

terdapat submodul-submodul ܯଵ dan ܯଶ dari  ܯ sedemikian hingga ܯ ൌ ଵܯ ۩  ,ଶܯ

misalkan ܯଶ ൌ ଵതതതݔܴ ଵതതത, makaݔܴ ൅ ଶܯ ൌ ଵതതതݔܴ dan ,ܯ ת ଶܯ ا ଵതതതݔܴ ଶ. Perhatikanܯ ൅

 ଶതതത merupakan modul indecomposable yang tidak dapat dibangun kurang dari duaݔܴ

elemen. Oleh sebab itu corank (ܴݔଵതതത ൅ ଶതതതሻݔܴ ൌ 2 akibatnya corank (ܯሻ ൌ 3. Karena 

ଵܯ ؆ ܯ
ଶܯ

ൗ  dan ܯ
ଶܯ

ൗ ؆ ଵതതതݔܴ
ሺܯଶ ת ଵതതതሻൗݔܴ , sehingga diperoleh  ܯଶ direct summand 

lokal dari ܯ dan karena corank (ܰሻ ൌ 2. Karena ܴ merupakan ring lokal komutatif, 

maka EndR(ܴݔଷതതത) merupakan ring lokal. Karena ܴݔଷതതത mempunyai sifat exchange, 

terdapat submodul-submodul ܯଶԢ ൑ ଵԢܯ        ଶ danܯ ൑ ܯ  ଵ sedemikian hinggaܯ ൌ

ଷതതതݔܴ ۩ ଶԢܯ ۩ ଵܯ Ԣ. Oleh sebab itu ܯ
ଷതതതൗݔܴ ؆ ଵതതതݔܴ ൅ ଶതതതݔܴ ؆ ଶԢܯ ۩ ଵܯ Ԣ. Dengan 

demikian dapat disimpulkan bahwa ܯଶԢ ۩ ଵܯ Ԣ indecomposable. Oleh sebab itu  ܯଵ
ᇱ ൌ 0 

atau ܯଶ
ᇱ ൌ 0. Akan tetapi corank (ܯሻ ൌ 3. Dan corank (ܰሻ ൌ 2, jadi ܯ ൌ ଷതതതݔܴ ۩  ଵܯ

dan ܯଵ ؆ ଵതതതݔܴ ൅ ,ଵതതതݔ ଶതതത indecomposable. Karenaݔܴ ଶതതതݔ א ,ן terdapat ,ܯ ߚ א ܴ dan 

,ଵതതതݕ ଶതതതݕ א ଵതതതݔ ଵ sedemikian hinggaܯ ൌן ଷതതതݔ ൅ ଶതതതݔ ଵതതത danݕ ൌ ଷതതതݔߚ ൅  ଶതതത. Oleh sebab ituݕ

ןଵതതതെݔ ଷതതതݔ א ଶതതതݔ ଵ danܯ െ ଷതതതݔߚ א ܯ ଵ. Akan tetapiܯ ൌ ଷതതതݔܴ ۩ሾܴሺݔଵതതതെן ଷതതതሻݔ ൅ ܴሺݔଶതതത െ

ଵܯ ଷതതതሻሿ. Makaݔߚ ൌ ܴሺݔଵതതതെן ଷതതതሻݔ ൅ ܴሺݔଶതതത െ ܯ ଷതതതሻ. Sekarangݔߚ ൌ ଵതതതݔܴ ൅ ܰ dan ݔଷതതത א  ,ܯ

jadi terdapat ߙԢ א ܴ sedemikian hingga ݔଷതതത െ ଵതതതݔԢߙ א ଵതതതݔԢߙ ଵ. Catat bahwaܯ െ ଷതതതݔߙԢߙ א

ଵ dan ሺ1ܯ െ ଷതതതݔሻߙᇱߙ א ଵܯ ת ଷതതത. Dengan demikian ሺ1ݔܴ െ ଷതതതݔሻߙᇱߙ ൌ 0, yaitu ሺ1 െ

ଷതതതݔሻߙᇱߙ א ܴሺܽݔଵ െ ଶሻ. Oleh sebab itu 1ݔܾ െ ߙᇱߙ ൌ 0. Jadi ߙᇱߙ ൌ 1 atau dengan kata 

lain ߙ invertible dan ିߙଵ ൌ  Ԣ. Catat bahwaߙ

ןଵതതതെݔሺߙ ଷതതതሻݔ െ ܾሺݔଶതതത െ ଷതതതሻݔߚ ൌ ሺܾߚ െ  ଷതതതݔሻߙܽ

Dengan demikian ߙሺݔଵതതതെן ଷതതതሻݔ െ ܾሺݔଶതതത െ ଷതതതሻݔߚ ് 0. Sebaliknya ሺܾߚ െ ଷതതതݔሻߙܽ א

ܴሺܽݔଵ െ ߚܾ  ଶሻ, yang mengakibatkanݔܾ ൌ Ԣߙߚܾ selanjutnya diperoleh ߙܽ ൌ ܽ. Hal ini 
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kontradiksi. Karena ሺܾߚ െ ଵܯሻߙܽ ת ଵܯ ଷതതത, makaݔܴ ת ଷതതതݔܴ ് 0, hal ini juga kontradiksi. 

Jadi dapat disimpulkan bahwa ܯ bukan merupakan modul ۩–supplemented. Akan 

tetapi ܴݔଵ۩ ܴݔଶ۩ ܴݔଷ merupakan modul ۩–supplemented. 

 Setelah diberikan  contoh diatas maka dapat disimpulkan bahwa modul faktor dari 

modul ۩–supplemented secara umum belum tentu merupakan modul ۩–supplemented.  

 

III. Penutup 

Kesimpulan 

Dari pembahasan dapat disimpulkan bahwa Setelah diberikan  contoh diatas maka dapat 

disimpulkan bahwa modul faktor dari modul ۩–supplemented secara umum belum 

tentu merupakan modul ۩–supplemented.  

Saran 

Perlu dibahas lebih dalam tentang dual goldie dimension, dan sifat-sifat dari modul 

۩–supplemented. 

 

Daftar Pustaka 

A. Idelhadj and R. Tribak. On Some Properties of ۩–supplemented modules. IJMMS 
2003 : 69, 4373-4387 PII. S016117120320346X, Hindawi Publishing 
Corporation. 

 
_______________, A dual notion of CS-modules generalization, Algebra and Number 

Theory (Fez) (M. Boulagouaz and J.-P. Tignol, eds.), LectureNotes in Pure and  
Appl. Math., vol. 208, Marcel Dekker, New York, 2000, pp. 149–155. 
 
F. W. Anderson and K. R. Fuller, Rings and Categories of Modules, Graduate Texts in 

Mathematics, vol. 13, Springer-Verlag, New York, 1974. 
 
K. Varadarajan, Dual Goldie dimension, Comm. Algebra 7 (1979), no. 6, 565–610. 
 
O. Zariski and P. Samuel, Commutative Algebra. Vol. 1, Graduate Texts in 

Mathematics, no. 28, Springer-Verlag, New York, 1975. 
 
Wisbauer, R, Foundations of Module and Ring Theory, Gordon and Breach, 

Philadelphia, 1991. 


