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Abstrak

Filter Kalman adalah suatu algoritma yang digunakan untuk mengestimasi
variabel keadaan pada sistem linier. Sedangkan untuk sistem taklinier Filter Kalman
tidak dapat digunakan secara langsung. Untuk beberapa tahun kemudian muncul metode
baru yang dikenal dengan nama Unscented Kalman Filter (UKF) yang menggunakan
teknik transformasi unscented. Akar Kuadrat merupakan suatu skema yang dapat
diterapkan dalam UKF untuk mengestimasi suatu model dinamik taklinear. Dalam
makalah ini dilakukan suatu kajian mengenai skema Akar Kuadrat yang diterapkan pada
Unscented Kalman Filter (UKF) sehingga terbentuk suatu algoritma baru yang
dinamakan dengan Akar Kuadrat-Unscented Kalman Filter (AK-UKF). Dan kemudian
algoritma ini diimplementasikan pada model sistem deteksi kerak pada alat penukar

panas.
Kata kunci: Filter Kalman, Unscented Kalman Filter (UKF), Akar Kuadrat-Unscented
Kalman Filter (AK-UKF), kerak, alat penukar panas.

PENDAHULUAN
Filter Kalman merupakan salah satu metode untuk menaksir variabel keadaan dari sebuah

sistem linier dengan meminimumkan kovariansi kesalahan estimasi. Salah satu pendekatan Filter
Kalman yang bisa digunakan untuk sistem taklinier, yaitu Extended Kalman Filter (EKF) dan
Unscented Kalman Filter (UKF)[4]. Selama kurang lebih 20-30 tahun EKF diakui secara umum
sebagai metode untuk menaksir variabel keadaan sistem taklinier, hingga ditemukan suatu
pendekatan baru yang dikenal dengan Unscented Kalman Filter [4]. Perbedaan kedua metode ini
yaitu pada metode pelinieran yang digunakan, pada EKF sistem dilinierkan dengan menggunakan
pendekatan deret Taylor, sementara pada UKF menggunakan Transformasi Unscented. Metode
dasar Transformasi Unscented pertama kali diperkenalkan Uhlman dan Julier [5], mereka
membentuk sebuah kerangka yang mewakili variabel random yang dinamakan Titik-Titik Sigma.

Skema akar kuadrat merupakan salah satu skema yang dapat diimplementasikan pada
UKF. Skema ini dapat mempengaruhi pada hasil estimasi menjadi lebih baik, baik dalam hal
tingkat akurasi maupun waktu komputasi yang digunakan[6].

Dalam penelitian ini akan dilakukan suatu kajian mengenai implementasi skema akar
kuadrat pada UKF, yang selanjutnya diterapkan untuk mengestimasi variabel keadaan pada sistem
dengan model pengukuran taklinear yaitu sistem/model pada alat penukar panas. Hasil estimasi
dengan metode Akar Kuadrat Unscented Kalman Filter (AK-UKF) selanjutnya akan dibandingkan
metode UKF standar, sehingga diperoleh metode yang memiliki tingkat ketelitian yang lebih baik.
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UNSCENTED KALMAN FILTER (UKF)
Proses estimasi pada metode Filter Kalman menyajikan bentuk umum dari sistem yang

digunakan dan beberapa tahapan dari proses estimasinya. Lewis memberikan suatu sistem dinamik
linear, secara umum berbentuk sebagai berikut[3]:
X =Ax, +Bu, +G,w,

2, =H, x, +v, (1)
%o “‘(YO’PXO); W, ~ (O’Qk ); Vi ~ (O’Rk )

dengan x, variabel keadaan sistem pada waktu k yang nilai estimasi awalnya X, dan kovarian
awal Px0 , x, € R", u, variabel input deterministik pada waktu k, u, € R™. w, gangguan (noise)
pada sistem yang mempunyai mean w, =0 dan kovarian Q, , z, variabel pengukuran, z, € R”,
v, gangguan (noise) pada pengukuran dengan mean Vv, =0 dan kovarian R, .

A.,B, .G, , H, adalah matriks-matrik dengan ukuran yang bersesuaian.

Proses estimasinya ada dua tahap, yaitu tahap prediksi (time update) dipengaruhi oleh
dinamika sistem, dan tahap koreksi (measurement update) dipengaruhi oleh informasi dari
pengukuran. Kedua tahap ini akan berulang terus-menerus sampai pada waktu k yang ditentukan.

Unscented Kalman Filter adalah pengembangan dari Filter Kalman untuk sistem yang non-
linear dengan menggunakan teknik Transformasi Unscented. Misalkan diberikan suatu fungsi
kepadatan peluang diskrit y,=f{x;,k) mempunyai variabel random x dari sebuah model taklinear
dengan dimensi L mempunyai mean % dan kovarian P.. Fungsi y,=f(x;,k) didekati dengan
transformasi unscented. Mean dan kovarian tersebut digunakan untuk menentukan penyebaran
2L+1 titik-titik sigma disekitar ¥. Titik-titik sigma dalam bentuk vektor sigma y . diperoleh dengan

menggunakan persamaan berikut [4]:

Xo=2%
,'f;-=f+ :11-""L+ AB.): i=1... L
xe= ¥ -+ DP.)- i=L+1,...,2L (2)

dengan: A= o° n“‘l'l' k) —L adalah parameter penskalaan, o adalah sebuah konstanta yang
digunakan untuk menentukan sebaran dari titik sigma di sekeliling %, dimana a selalu bernilai
positif kecil dan % adalah skala penskalaan tambahan, dimana nilai %> 0. Nilai yang paling sering
digunakan yaitu k& = 0.

Misalkan diberikan variabel keadaan:

_ T
x=[x x - x] (3)
Jika dinyatakan dalam bentuk matriks sigma points bisa dituliskan menjadi:
T
L=l o o 4 Xen Xee v Xl (4)
Karena y, = f (xk ) , maka penyebaran vektor sigma y, adalah:
Vi = f:J{r:}, i= 0, ........ , 2L,
Pembobot mean dan kovarian dihitung berdasarkan persamaan [6]:
- A
I__L_rl-.--
L A
w == —+1-a’+f (5)
W w - i=1,..2L
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Dengan menggunakan titik-titik sigma persamaan (2) dan persamaan pembobot mean-

kovarians pada persamaan (5), maka diperoleh mean:
2L+1

$=2 W ()] (©)

i=0
Sedangkan untuk menghitung kovarians dari y menggunakan persamaan:

P, =ZZ:I[Wi‘C)(f (2)=3) (z)-5) | )

Secara ringkas algoritma Unscented Kalman Filter dapat dituliskan sebagai berikut[5]:
Inisialisasi
Pada saat k=0
fc. - E[IE.] . .
P., = E(xg — £o) (xg — £5)7]

22 = Elxe]=E[,7 0 0]

il 0 R T v o T
Py =E'[!__x,:_— Xollxy —Xp) ] =

o= ool
=P o

P e
I——

Untuk k=1,2,3,...,N :
Hitung titik sigma
ria= 8y %+ 1P Rt —1/Pei]
dengan: y=+L+1 dan A=a%{L+ x)— L
Tahap prediksi_ ( ti_me up_date )
Lilx-1 = f‘.;{’i—p;'{::{—ﬂ

f; — Z [I:L?m'lz'{riklk_i

i=0

7

P = Z [wc u:{;:nc—i - f:) lv:[r?:..'-d.'{—'_l - f:)
=0
Z.ﬁclﬁc—‘lﬂr: H (e e-11X—-1)

am )
& = Z [H': Zixx-1

i=0
Tahap korekfl; (measurement update)

Prz = Z [I"L'EI:':-"I:E:.:cIk—i - f":JI:zf-klscq _ f;:JT+ Rk]

+'5?:c]

1
[=]

"E.}xn.zn = [H’T : L{rl.«:|.«:—1 f.;JI\‘Z k| k-1 ".:J ]
=0
Ky = Ex-;.zn E_;l-i'n
fp= %, + Kplz—2)
Py = Py — KPa G

Dengan Q, = kov. eror proses dan R, = kov. eror pengukuran

AKAR KUADRAT UNSCENTED KALMAN FILTER (AK-UKF)

Algoritma UKF standar dapat dimodifikasi dengan cara menyebarkan matriks akar
kuadrat/faktor Cholesky 5, secara langsung, untuk menghindari kebutuhan pemfaktoran ulang pada
setiap time step sehingga bisa mengurangi beban komputasi.

Untuk memperoleh nilai estimasi, kovarian error dan penghitungaan faktor Cholesky tahap
prediksi dan koreksi adalah dengan menggunakan teknik Transformasi Unscented. Secara urut
algoritma akar kuadrat pada UKF dapat disusun sebagai berikut:
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Inisialisasi

Pada saatk=0

fc. = E[XE] .

P., = E{xg — £o) (g — £5)7]
Faktor Cholesky Syp: 5, = cfm.-‘l:ﬁ.oj
22 = E[xs]=E[z,7 0 0]

B, 0 0
FE'-: = E[:XE_ f,;}:}rc':—f.;}r]= Q .IE.} ]
o a0 B,

Faktor Cholesky tambahan S2: S& = chol(PF)
Misal diberikan variabel keadaan:

=[x %2 . 1) (8)
Dengan kovarian awal:
Pll P12 PIL
P, = P'Zl P.zz Py
P, P, - Py )

Berdasarkan model yang diberikan variabel random x; dengan dimensi L mempunyai mean X, ,

kovarian B, dan juga faktor Cholesky S, yang diperoleh dari persamaan P, = 5,5 T atau bisa
ditulis: 5, = chol(R, ).
Kemudian didefinisikan variabel keadaan tambahan:
a T
X = ['xk Wk] (10)
Sedangkan kovarian awal tambahan:
P { R Bf‘”}
k W
Dan faktor Cholesky awal tambahan adalah:
. A 5, 0
g — -~} I _E\ — rhnl '{ . = - "
5 = chollf) = chol [P;j"" 0. ] [ﬂ Tk] (12)

T, adalah factor Cholesky dari Q. .

Selanjutnya mean, kovarian dan faktor Cholesky tersebut digunakan untuk menentukan
penyebaran 2L+1 titik-titik sigma disekitar ¥'y. Titik-titik sigma dalam bentuk vektor sigma x5,
diperoleh dengan menggunakan persamaan berikut[7]:

{’E,.c =X E’ i=0

Iix=Xi+ySt,i=12..L

Ao =X —ySE, i=L+1...,2L (13)
Dengan y adalah skala parameter ¥ =+L +1 dan 1 =@a?(L+ x) = L, 5T adalah elemen baris
ke-i dari 5, sedangkan L adalah dimensi variabel tambahan.

Berdasarkan variabel keadaan diatas persamaan matriks sigma poin bisa dituliskan
menjadi:

x& =85 2L +ySE #E-ySEl (14)
Sedangkan titik-titik sigma untuk x,,; diperoleh dari:
X, =F (e 2) (15)

Tahap Prediksi:
Dengan menggunakan titik-titik sigma persamaan (15) dan pembobot mean dan kovarian
persamaan (5) diperoleh hasil estimasi:

Xe1 = E::LE[W"{’A,‘:—i (16)
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Langkah berikutnya adalah menentukan faktor Cholesky prediksi (SJ.E,UH) dengan cara
melakukan faktorisasi QR terlebih dulu dari persamaan:

St = ar (VW Utfiap e s — Frea) JOsx1]) (1'7)
Lalu menghitung Update Faktor Cholesky dari 5, dengan persamaan:

S:... =cholupdate [S3. (5.4 — %y 1;,11"] (18)
Sigma poin dari model pengukuran, yaitu:

Zigs1 = Htipe1 X ist) (19)

Dengan menggunakan persamaan bobot (5) dan persamaan (19) diperoleh persamaan
estimasi dari model pengukuran:

brsr = S L[ W™ Z s (20)
Tahap Koreksi
Menghitung faktor Cholesky 5z, , dengan melakukan faktorisasi QR dari persamaan:

Sty = qr{{ V2 0p ag — Zre1) J@ D (21)
Lalu menghitung Update Faktor Cholesky 5z, dar1

5z,.. = cholupdate (52, . (Zgps1— Zes1) WED (22)
Kovarian error model proses dan pengukuran (cross covarian) diperoleh dari persamaan:
‘E-}r:;+»_z:¢+»_ = E;é,:_[l-t-"f [J{’:'.:c—1 - f::-ﬂ[z;'.k—i - 25—1]’?] (23)

Kalman Gain diperoleh dari persamaan:

L P Xp+1Ef+2 .'rj_.]g" )I."'r - (24)
Persamaan estimasi tahap koreksi adalah:
Xier1 = Xy + Koes1(Zrea1 — Ziq) (25)
Menghitung matrlk U dengan persamaan:
U= Kk_isj:l_+_,_ (21)
Menghitung faktor Cholesky tahap koreksi 5,.4 dari persamaan:
§,21 = cholupdate ([5,.,,U, —1]) (22)

MODEL / SISTEM PADA ALAT PENUKAR PANAS

Alat penukar panas atau dalam industri kimia populer dengan istilah Heat Exchanger (HE),
merupakan suatu alat yang berfungsi untuk memindahkan panas antara dua fluida yang berbeda
temperatur dan dipisahkan oleh suatu sekat pemisah. Perpindahan panas antara dua fluida dapat
dipastikan mengakibatkan kerak[2]. Cukup banyak kerugian yang dapat ditimbulkan oleh kerak
tersebut. Sehingga apabila terjadi perpindahan panas yang besar maka penting untuk dapat
mendeteksi kerak yang terbentuk pada alat penukar panas.

fhiida pemics
sk
1 > fhiida dingin
! o< masiik

fluiida dingin
keluar

fluida panas
keluar

Gambar 1. Alat Penukar Panas Tipe counter-flow

Dari gambar diatas persamaan / model yang mewakili alat penukar panas adalah[2]:
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_(Haj} 0 a a
2), 2z, 2z,
T, T,
(l_ajl _(Hajl a 0 i
d|T| 2) 7, 2) 1, 2z, Ty,
dt| T, | T
cl ﬁ ﬁ _(14_18)1 0 cl
T, 2z, 2z, 2)z, T,
v 0 _ﬁ}l AR
I 2) 7, 2)z |
(1—“].1 0
2) g,
0 @
+ 2/z-h |:Th Jin :| (23)
T. .
0 [_ﬁj'l c,in
2)t,
A 0
- ]

dengan 7, adalah temperatur pada bagian panas 1(°C), T,, adalah temperatur pada bagian
panas 2 = temperatur keluar (outlet) dari fluida panas(°C), T, adalah temperatur pada bagian
dingin 1(°C), T,, adalah temperatur pada bagian dingin 2 = temperature keluar (outlet) dari

fluida dingin(°C), T,

4. adalah temperatur inlet (masuk) pada bagian panas(°C ), T, adalah
temperatur inlet (masuk) pada bagian dingin(°C ).
Model tersebut memiliki 4 parameter yang dapat dinyatakan dalam bentuk berikut:
AU M AU M,
()= )= Ble)=—— 5. . ()=— .
mh (t )Ch mh (t) mc (t)cc mc (t)

dengan:

w dan /5 adalah jumlah unit perpindahan panas pada fluida panas dan dingin,

T;, dan 1, adalah waktu yang dibutuhkan perpindahan panas fluida panas dan dingin,

Ay dan A, adalah area perpindahan panas pada fluida panas dan dingin (m°),

U adalah koefisian perpindahan panas menyeluruh, diasumsikan U konstan, M adalah massa fluida,
r;, dan c_ adalah konstanta pada bagian panas dan bagian dingin.

Misalkan model state:

d 0

—x()=], .

dt |:L (ﬂa i’zin )i|

E(’):[a’ g T, T, T, Tc,z]T m:[mh mc]Ta r, :[Th.m T

1, adalah laju alir massa pada bagian panas (kg/s), 11, adalah laju alir massa pada bagian dingin
(kg/s). Didapatkan persamaan model state sebagai berikut:

T
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— 0 -
0
121 1+a/2 1-a/2
- a/ Th 1 +iTc 1 +£Tc 2 +7a/Th in
ﬂ Th , 21-11 ’ 21-11 ’ Th ’
T —
i " = 1 a/zTh 1 1+a/2Th 2 +£Tc 1 +£Tc in
dt Th 2 Th , Th ! ZTh , Th ,
T 1+ 5/2 1-5/2
o ﬁTh 1 +£Th 2 IB/ TL‘ 1 + IB/ TL‘ in
’1-:?,2 21-6 ’ 21-6 ’ TC , Z:r ’
1-5/2 1+ 5/2
ﬁThl_l_ IB/ Tcl_ IB/ 7-:‘2+£Thin
27, 7 A T T 2t 7|

Selanjutnya dari 6 parameter pada model di atas, variabel yang akan diestimasi pada
maklah ini adalah @ dan f , dengan tujuan untuk mengetahui jumlah unit perpindahan panas pada
fluida panas dan dingin sebagai dasar deteksi adanya kerak. Dan dengan cara yang sama, dapat
diestimasi pula nilai dari 4 parameter yang lain yaitu T34, T2 , T,y dan T., untuk mengetahui
pola distribusi temperatur pada masing-masing bagian.

Model diatas disimulasikan dengan nilai awal yang definisikan sebagai berikut[2]:

Bl 01 0 0 0 0 O
! 0 01 0 0 0 0
70 0 0 01 0 0 0
0= PO 5 o o 01 0 o
35 0 0 0 0 01 0
70 0 0 0 0 0 O0.1]

Kemudian Q@ (kovarian noise pada sistem) dan R (kovarian noise pada pengukuran) dapat
didefinisikan sebagai matriks diagonal berikut:

[0.01 0 0 0 0 0
0 001 0 0 0 0
0 0 001 O 0 0 001 0
Q = ;R =
0 0 0 001 O 0 0 001
0 0 0 0 001 0
0 0 0 0 0 001
HASIL SIMULASI

Pada gambar 2 terlihat bahwa dengan 60 iterasi grafik estimasi & dengan metode AK-UKF
relatif lebih mendekati grafik realnya dibandingkan dengan grafik dengan metode UKF standar.
Kemudian grafik estimasi § dengan metode AK-UKF juga jauh lebih mendekati grafik realnya
dibandingkan dengan grafik dengan metode UKF. Hal menunjukkan bahwa dari 60 kali iterasi
estimasi e dan 5 dengan metode AK-UKEF lebih akurat daripada metode UKF standar.
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Estimasi Nilai Alpha

Nilai Alpha
Nilai Beta

waktu ke k waktu ke k

Gambar 2. Hasil Estimasi o dan & menggunakan UKF dan AK-UKF

Perbandingan nilai error kedua metode pada estimasi & dan f terlihat pada gambar 3,
dapat dikatakan bahwa untuk waktu sampai ke-60 satuan waktu, nilai error estimasi @ dan f§
dengan menngunakan metode AK-UKF cenderung stabil pada kisaran 0.01-0.75 relatif lebih kecil
daripada dengan menggunakan metode UKF yang berada pada kisaran 0.25-1.00. Dapat dikatakan
pula bahwa nilai estimasi & dan § dengan AK-UKF memiliki error maksimal kurang dari 0.75,
yang relatif kecil dibanding dengan metode UKF standar yang mencapai 1.00. Artinya pada
estimasi & dan f nilai error dengan metode UKF standar, jauh lebih besar dibandingkan dengan
metode AK-UKEF. Jadi, dapat disimpulkan bahwa metode AK-UKF lebih akurat daripada metode
UKEF standar.

Error pada o

Gambar 3. Error Estimasi & dan & dengan Metode UKF dan AK-UKF

Selanjutnya akan dilakukan estimasi sampai dengan 400 satuan waktu. Dengan waktu yang
lebih lama, diprediksikan kerak telah timbul atau terakumulasi. Gambar 4 menunjukkan bahwa
ketika memasuki waktu ke-200 telah terjadi penurunan drastis nilai estimasi dari & dan § yaitu dari
kisaran (-0.5)°C—(1.5) °C sampai pada kisaran (-1.3) °C — (-2.6) °C. Maka secara teoritis ataupun
fisis dapat dikatakan telah terdeteksi adanya kerak pada alat penukar panas.
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Estimasi Nilai Alpha dan Beta

Estimasi Alpha
Estimasi Beta
T

Nilai Apradan Beta

400
waktu ke k

Gambar 4. Estimasi dari & dan § sampai waktu ke -400

Untuk ¢ pada waktu ke-75 satuan waktu, nilai dari estimasinya sudah terlihat mulai
mengalami penurunan dibawah 0°C, dan secara terus menerus menurun. Mulai terjadi penurunan
drastis setelah waktu ke-200 sampai pada suhu (-1.4)°C. Sedangkan untuk £ sampai pada waktu ke-
75 satuan waktu nilai estimasinya terus mengalami penurunan sampai mendekati suhu (-0.5)°C,
meskipun kemudian sempat mengalami kenaikan suhu pada waktu ke-180, namun berikutnya
setelah waktu ke-200 mengalami penurunan drastis sampai pada titik (-2.6) °C. Hal ini
menunjukkan adanya kerak pada alat tersebut ketika memasuki waktu ke-200.

Perbandingan waktu komputasi algoritma UKF dan AK-UKF pada masing-masing iterasi

dapat dilihat pada Tabel 1 berikut:
Tabel.1 Perbandingan waktu komputasi algoritma UKF dan AK-UKF

. . Waktu Komputasi (detik)
Jumlah iterasi
Metode UKF Metode AK-UKF
k=60 2.3879 1.5740
k=100 47372 29715
k=600 10.5155 5.8328
k=1000 35.4859 14.6148

Nilai Root Mean Square Error (RMSE) dari tiap-tiap variabel pada iterasi k=60, k=100 dan k=400

ditunjukkan pada Tabel 2.
Tabel 2 Perbandingan RMSE Algoritma UKF dan AK-UKF tiap variabel.

Variabel Root Mean Square Error (RMSE)
keadaan k=60 k=100 k=400
UKF AK- UKF UKF AK- UKF UKF AK- UKF
o 2.5646 1.8775 3.5354 2.1375 10.4661 2.4596
B 3.7862 1.1688 49112 1.4220 37.4690 1.9113
KESIMPULAN DAN SARAN

Dari tabel perbandingan rata-rata error antara UKF standar dan AK-UKF dapat disimpulkan
bahwa metode AK-UKEF jauh lebih baik dan akurat daripada UKF standar. Sedangkan dari tabel
perbandingan waktu komputasi yang digunakan dari kedua algoritma tersebut dapat disimpulkan
pula bahwa metode AK-UKF membutuhkan waktu yang lebih sedikit daripada UKF standar. Jadi
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secara keseluruhan dapat disimpulkan berarti metode AK-UKF lebih akurat dan efisien dibanding

dengan metode UKF standar. Penulis menyarankan untuk mengkaji lebih lanjut penerapan metode

AK-UKF pada model sistem yang taklinier dan berorde yang lebih tinggi.
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