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Abstrak Paper ini akan membahas tentang pembentukan model epidemi berdasarkan
umur dan juga kriteria threshold-nya. Model ini didasari oleh model populasi dengan
distribusi umur. Di beberapa penyakit, umur individu merupakan faktor penting untuk
mengetahui sifat mudah terserang penyakit (vulnerability) dan penularannya
(infectiousness). Variabel bebas yang muncul yakni umur (a) dan waktu (t) sehingga
menghasilkan persamaan diferensial parsial. Kriteria threshold model dilihat dari nilai

parameter Y . Nilai 7 dari harapan populasi rentan (susceptibles) terinfeksi menjadi
populasi terjangkit (infective) atau biasa disebut basic reproduction number memberi

pengaruh pada kehebatan epidemi. Jika 7 <1, maka tidak terjadi epidemi, sedangkan

jika 7 >1 maka terjadi epidemi. Selain itu, nilai 4 yang berubah-ubah membuat nilai F
bervariasi dimana F merupakan proporsi populasi rentan yang bertahan hidup

terhadap terjadinya epidemi. Untuk setiap 7 terdapat dua nilai untuk F, tetapi karena

S()

§(20) £ 8y maka hanya F=——m<I

yang memenubhi.

Kata kunci: model epidemi, distribusi umur, kriteria threshold

Model Epidemi Berdasarkan Umur dan Kriteria Threshold

A. Latar Belakang Masalah

Di beberapa penyakit, kronologis umur dari individu merupakan faktor penting
untuk memperkirakan sifat mudah terserang penyakit (vulnerability) dan penularannya
(infectiousness). Sebagai contoh, data dari Bernoulli (1760) pada kejadian epidemi
cacar (smallpox) dengan umur merupakan ilustrasi hidup, artinya sifat mudah

terserang penyakit dan kematian turun secara nyata berdasarkan umur. Bermacam-

Seminar Vasional Matematiba dan Pendidiban Matematita
Yurnwsan Pendidiban Matematiba ZMIPHA UNY. 5 Desember 2009 1040


https://core.ac.uk/display/11064678?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

PROSIDING ISBN : 978-979-16353-3-2

macam model berdasarkan umur pernah dibahas pada buku oleh Hoppensteadt
(1975). Dietz (1982) menyusun model untuk kebutaan dan menggunakannya untuk
membandingkan bermacam-macam strategi kontrol.

Umur boleh juga diartikan sebagai waktu dari masuk ke dalam kelas populasi
khusus seperti kelas rentan (susceptibles), kelas terjangkit (infective), atau kelas
sembuh (removed). Kedua interpretasi dari umur sering sama. Contoh yang relevan
adalah pada model penyerapan obat dalam darah yang menggunakan model epidemi.

Pemodelan epidemi berdasarkan umur berkaitan dengan model populasi
berdasarkan distribusi umur. Pada masing-masing model tersebut terdapat kriteria
threshold yang dilihat dari basic reproduction number. Pada model epidemi, basic
reproduction number merupakan nilai harapan populasi rentan terinfeksi menjadi
populasi terjangkit. Model pertumbuhan populasi berdasar umur, untuk nilai threshold
kurang dari satu artinya populasi menurun sedangkan nilai lebih dari satu artinya
populasi meningkat. Model epidemi berdasarkan kelompok umur memiliki kriteria
threshold kurang dari satu artinya tidak terjadi epidemi dan lebih dari satu artinya
terjadi epidemi.

Paper ini akan membahas pembentukan model epidemi berdasarkan umur

kemudian dicari basic reproduction number dari model.

B. Asumsi Model
Pembentukan model epidemi berdasarkan umur memerlukan beberapa asumsi
sebagai berikut.
1. Populasi yang sedang dibicarakan merupakan populasi ‘virgin’.
Pada awalnya, di dalam populasi tersebut tidak ada satu individu yang terkena
penyakit yang sedang dibicarakan. Misalnya dengan alasan tertentu, penyakit yang

sedang dibicarakan diderita oleh paling sedikit satu individu (host)

2. Populasi tertutup.
Maksudnya, tidak ada migrasi (emigrasi atau imigrasi) serta tidak ada kelahiran

dan kematian.
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3. Individu yang sudah sembuh akan kebal terhadap penyakit atau tidak bisa kembali
rentan.

4. Penvyakit tidak fatal (tidak menyebabkan kematian).

5. masa inkubasinya singkat

Berdasarkan asumsi tersebut akan dibentuk model epidemi berdasarkan umur.

C. Model Epidemi Berdasarkan Umur dan Kriteria Threshold.
Diberikan populasi yang dibagi dalam kelas-kelas berikut:
S(t)  :populasi rentan pada saat t (susceptible)
I(t) : populasi terjangkit atau terinfeksi dan menularkan pada saat t(infective)
R(t)  :populasi sembuh atau terbebas dari penyakit (removed)
Dalam hal ini, hanya akan dibahas mengenai S(t) dan I(t). Gejala munculnya epidemi

ditandai dari banyaknya S(t) berkurang sampai awal penyakit muncul, artinya

S() < So. Laju perpindahan kelas susceptibles diberikan sebagai berikut:

as L
— =~ [r(@)(a't)da'|S,  s(0)=s, (1)
i |

yakni, perpindahan menghasilkan kelas terjangkit yang dibobot dengan fungsi r(a) yang
merupakan ukuran penyebaran atau laju penularan. Karena penyebaran hanya terjadi
untuk waktu yang mendekati 7, ini merupakan integral batas atas.

Persamaan populasi terjangkit [(a,t) diperoleh dengan menggunakan
pendekatan kesetimbangan (conservation). Pada waktu A, ada peningkatan umur
secara berturut-turut dan umur kelas terjangkit dari (t,a) ke (t+A, a+A). Kondisi
kesetimbangan menggambarkan bahwa perubahan banyaknya populasi terjangkit
pada waktu A harus setimbang dengan banyaknya kesembuhan, sehingga pada waktu
A

la+ A, t+A) = 1(a,t) = — A@)(a,H)A
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dengan A(a) faktor perpindahan berdasarkan umur. Setelah itu, diambil A—=0,

pada ekspansi deret Taylor menghasilkan persamaan diferensial parsial sebagai

berikut.
. Ia+At+A)—1I(a,t
lim ( A )= 1( )=—/1(a)1(a,t)
A—0
ol ol
S )
% 2 (a) (2)

Pada waktu t = 0, diberikan kelas distribusi umur dari kelas terjangkit lo(a). Pada waktu

a = 0 ada perpindahan dari S ke |. Karena semua kelas terjangkit yang baru berasal dari

ds
kelas S, laju kedatangan 1(0,t) sama dengan — E, ditulis
dS
10,1y =—==
(0,7) 7
syarat batas (2), yakni
dS
1(a,0) = lo(a), 1(0,0) = — ,t>0 .(3)

Persamaan (1) — (3) merupakan model sistem persamaan Integro-diferensial dengan

lo(a) dan Sy diberikan. Fungsi r(a) dan A(a) diketahui.

Secara kualitatif, untuk penyakit dan prosedur kontrol sering dapat dimanipulasi.
Infeksi tidak akan disebarkan jika basic reproduction number yakni jumlah

infeksi sekunder yang terjadi karena infeksi primer pada populasi yang seluruhnya

rentan (Murray, 1993) di bawah satu, sebaliknya jika basic reproduction number lebih

dari satu, maka infeksi akan disebarkan, artinya terjadi epidemi.

Nilai harapan populasi rentan terinfeksi menjadi populasi terjangkit atau basic

reproduction number, dirumuskan sebagai berikut.
T a
yzSOIr(a)exp —Iﬂ(a')da' a (A
0 0

dimana r(a) merupakan kemampuan populasi terjangkit menyebarkan infeksi dengan

peluang populasi terjangkit bertahan sampai umur a. Nilai ambang batas (threshold)
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7 =1.Jika 7 >1 maka terjadi epidemi, dan jika 7 <1 maka tidak terjadi epidemi. Di
S(e0)

samping itu, epidemi juga diukur dari rasio g +vang nilainya tergantung 7 . Jelas
0

dsS
dari (1), karena — <0, maka S(t) @ (%) di mana 0 < S(0) < S,

dt
Untuk menyelesaikan (1) — (3) digunakan kurva karakteristik yang berupa garis lurus
dt
—=1 = a=t+ap,a>t
da

a=t—tga<t (5)
dimana ag dan tg berturut-turut umur individu pada saat t = 0 pada populasi awal yang

diberikan dan waktu kedatangan populasi terjangkit.

urvea karakferisfik

5 — —=
o a:t—to <>{><‘>{> <><>¢<><> =
3+ <><><><> °{>{>{> 06000 <
<><><> a<t <><><> 0°{>¢
t Lot Lo° o
2+ e T Lo
<><><> o ¢<>°¢ a=t+ag
1 A <>¢<> <>‘><>{> <><><><><>
a T <>¢ a>t T T
u} 1 3 <4 5
a
Gambar 1. Kurva karakteristik dari persamaan populasi terjangkit (2) pada t = 0O,
dS
I(a,0) = lp(a) yang diberikan dan padaa =0, 1(0,¢) = _E' t>0
Bentuk karakteristik dari (2) adalah
dl dt
—=-Aa)] pada —=1 . (6)
da da
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Integralkan persamaan (6) pada interval [0, a] untuk a < t dan [ap, a] untuk a >t ,

diperoleh

% = [~ A(a)da

I(a,t)= Kexp[— j/i(a)da] , K = konstanta

Io(ao)exp{— ]zﬂ,(a')da'jl ,a>t

ap

I(a,t)=

1(0, ao)exp{— ]l./l(a')da} a<t
0

Sehingga dari (5)

-

Iy(a—1) exp{ Tﬂ.(a')da} ,a>t
I(a,t)= at

1(0,a—1) exp{ Il(a’)da} a<t
0
Dari (1), solusi dari S(t) adalah

dsS ¢
o=l ndatar ,5(0) =56
0

S@) =35, exp|:— jﬁr(a)l(a,t’)da}dt} ..... (9)

(AN

Gunakan (8) untuk I(a,t) pada interval a < t dan a > t sehingga

T

Ir(a)](a, t"Yda = Jt-r(a)I(O, t'-a) exp{ Tl(a')da}da
0 0 0

+ Jr-r(a)lo (a— t')exp{ Tl(a')da}da ..(10)

a—t'
Karena waktu penularan adalah? maka suku terakhir dari (10) dapat dihilangkan jika
t > 7. Hal ini dikarenakan r(a) = O jika a > 7. Perhatikan S(t) pada (9), dengan

menggunakan (3) dan (10) diperoleh,
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j r(a)] (a.t")da = j (a )( dS(tt ")j Xp{];ﬂ.(a')da}da

+ j.r(a)lo (a— t')exp{ Tl(a')da}da

j[ra (a,f')dad'=jtjr(a)exp“z(a')da}—ds(’ 9 dady
00 00 0 dt'

+ Jt-.r[’”(a)lo (a t')exp{ ]l./l(a')da}dadt'

or a—t'

Selanjutnya,

j jr(a)](az)dadz —J.r(a)exp{ [A(a’ )da}(S(t—a) So)da+m(t) .. (12)

00

dimana

m(t) = ﬁr(a)]o (a— t')exp{— ]l.ﬂ(a')da}dadt' ______ (13)
0

a—t'

Substitusikan (12) ke (9), diperoleh
t a

S(t) =35, exp{— m(t) + | r(a)exp{— | z(a')da}(sa —a)-S, )da} ..(14)
0 0

Misalkan £ —>%, dan r(a) = 0 untuk 4>7. Dengan menggunakan 4 yang

didefinisikan pada (4), diperoleh

%_exp{— mm+SL-soir(mexp{—JZ'Ma')da}(S(r—a)—So)da}

0 0
S(@) _ exp{ m(t) + Soj.r(a) exp{ ]l/i(a')da }(S(t a) S jda}
So 0 0 %0 .
S()

F =exp[-m(o0) + y(F -1)], F=

s,
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Hal yang menarik adalah kehebatan epidemi yang diukur oleh F, yakni proporsi

populasi rentan yang bertahan hidup atau selamat dari epidemi. Nilai F berubah-ubah
oleh y. Untuk r(a), lo(a) dan Ala) yang diberikan serta (13) merupakan m(t) yang
kemudian disebut 7(®) . jika 0<m(0)=¢&<<1 gambar 2 menunjukkan nilai F
berubah-ubah oleh ». Untuk setiap nilai ) terdapat dua nilai akar F. Akan tetapi,

S(e)

karena S(OO)SSo, maka hanya akar F = <1

yang relevan. Kehebatan

epidemi kecil untuke kecil selama y <1. Akan tetapi, epidemi akan meningkat

S(c0)
drastis, yakni S <1l yntuk 7 >1, Sebagai contoh, jika 0 <& <<1 dan y~1.85,
0
S(o0
() L0925
0
p5e) | 1]
SO 1.6 -

Gambar 2. Nilai F yang berubah-ubah oleh . (Untuk & =0.0125)

Andaikan satu individu terjangkit masuk dalam populasi rentan berukuran Sq, nilai m(t)

dapat diperkirakan dengan fungsi Dirac delta, yakni misalkan Io(a)=5(a)’ maka

Ilo(a)da =1 ....(16)
0

Pada kasus ini, dari (13)
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a—t'

m(t) = ﬁr(a)]o (a - t')exp{ _T‘ﬂ.(a')da}dadt'
0r

= ﬁr(a)é‘(a — t')exp{— ]z/i(a')da}dadt'
or

a—t'

- Tr(t')exp{ tj/l(a')da}dt'
0 0

_r
So ..(17)
sehingga (15) menjadi
F =exp[— m(o0) + y(F - 1)]

=exp —l+7/(F—1)}
L S
| 1 S(0)

= F-1—-— F =

eXp_J/( 5, )} , s, ..(18)

Karena S_ << 1, solusi dari F dengan suku-suku 7 diberikan oleh gambar 2. Sehingga,
0

nilai 7 >1 tidak perlu besar supaya terjadi epidemi. Oleh karena itu, perkiraan nilai

parameter 4 pada (4) merupakan nilai kritis dari model epidemi berdasarkan umur.

D. Kesimpulan dan Saran

Model epidemi berdasarkan umur terbentuk dari alasan bahwa populasi bisa
bervariasi berdasarkan umur. Kronologis umur dari individu merupakan faktor penting
untuk memperkirakan sifat mudah terserang penyakit (vulnerability) dan penularannya
(infectiousness). Variabel bebas yang muncul dalam model ini meliputi umur (a) dan
waktu (t) sehingga muncul persamaan diferensial parsial.

Model epidemi berdasarkan umur diberikan oleh (1) — (3) yang merupakan

model sistem persamaan Integro-diferensial dengan lg(a) dan Sp diberikan. Fungsi r(a)
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dan /1(“) diketahui. Dengan menyelesaikan (1) — (3) diperoleh S(t) dan I(a,t). Kriteria
threshold model ini yakni basic reproduction number 7. Epidemi terjadi jika 7>1,

sedangkan epidemi tidak akan terjadi jika <1 selain itu, hal yang menarik adalah

kehebatan epidemi yang diukur oleh F, yakni proporsi populasi rentan yang bertahan

hidup atau selamat dari epidemi. Nilai F berubah-ubah oleh 7 dan hanya

)

F g yang relevan. Saran untuk kajian selanjutnya yakni pada model
0

penyerapan obat dalam darah yang menggunakan model epidemi berdasarkan umur..
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Keterangan: #
Langkah mendefinisikan basic reproduction number ¥ pada (4), yakni

Misalkan, solusi (2) berbentuk

Ia,t)=e"T1ya) .. ()
Merupakan distribusi umur pada kelas terjangkit yang berubah oleh waktu tergantung
nilai k > 0 atau k< 0. Substitusikan (*) ke (2), diperoleh

kektlo (a)+ %ekt = —ﬂ(a)ektlo (a)

kl,(a)+ a =-Ala)ly(a)
da
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&L @+ -1y @

a

Iy(a) :IO(O)exp{ ka ]in(a)da} n(*%)
0

dengan substitusi (**) ke (*) dan hasilnya disubstitusikan pada syarat batas yakni (3),
diperoleh

e"1,(0) = Sojr(a)ek’JO (0) exp{— ka — T/l(a')da}da
0 0

1=S,| r(a)exp{ ka— | Z(a')da}da = ¢(k)
0 0
Selanjutnya, didefinisikan
p(k)=S, | r(a)exp{— ka — | /I(a')da}da o (F5%)
0 0

Perhatikan bahwa (***) menentukan dengan tunggal nilai k, misal ko karena @(k)
monoton turun. Tanda k ditentukan dari nilai ¢#(0), jika #(0)> 1 maka ko > 0 dan. Jika
@(0) < 1 maka ko < 0. Dengan demikian, didefinisikan

V= Soj.r(a) exp{ ]l-/i(a')da}da
0 0

sebagai basic reproduction number, yakni pada (4).
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