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1 Einleitung

Der erste Abschnitt beschreibt die Ziele und das Vorgehen in dieser Arbeit. Im Anschluf}
wird eine Studie vorgestellt. Zum Zweck der Motivation wird eine Datenanalyse mit her-
kommlichen Methoden durchgefiihrt, die Anla3 zu einer allgemeineren Modellierung,
die in dieser Arbeit behandelt wird, gibt.

1.1 Problemstellung und Aufbau

Diese Arbeit behandelt Lebensdauermodelle in einem allgemeinen Rahmen. Aufge-
zeichnet wird bei den Lebensdauermodellen der Zeitpunkt des Eintretens von Ereignis-
sen, wobei nicht ausgeschlossen wird, dass keine Beobachtung erfolgt. In letzterem Fall
spricht man von Zensierung. Die Beobachtung der Zeitpunkte der Ereignisse erfordert,
dass zumindest approximativ zeitstetige Modelle verwendet werden. Derartige Daten
sind z.B. typisch im medizinischen Bereich, aber auch im Finanzbereich. Allgemein
diirfen die Daten das Ergebnis eines beliebigen (markierten) Punktprozesses sein. Ne-
ben den Ereigniszeitpunkten werden noch Kovariablen beobachtet, deren Einfluf} auf die
Ereigniszeitpunkte modelliert wird. Eine derartige Situation liegt z.B. dem Cox—Modell
zugrunde. Voraussetzung hierfiir sind allerdings (zeitlich) feste Effekte der Kovariablen.
Man kann sich nun iiberlegen, ob der Einflul einem zeitlichen Wandel unterliegt. So
wird sich etwa der Effekt einer medizinischen Therapie iiber die Zeit dndern, oder es
konnen Nebenwirkungen auftreten. Auch ohne detaillierte Erlduterung ist unmittelbar
einsichtig, dass zeitvariierende Effekte wesentlich komplizierter sind als feste Effekte.
Es ist also stets abzuwiigen, ob ein einfaches Modell die Realitét hinreichend gut mo-
delliert, oder ob ein komplexeres Modell angemessener ist. Substanzwissenschaftliche
Aussagen sollten hierbei beriicksichtigt werden. Hinweise iiber die Giite der Modellie-
rung liefert z.B. die Residuenanalyse (vgl. Therneau, Grambsch und Fleming (1990)
bzw. Grambsch und Therneau (1994)).

Da es in der Statistik verschiedene Stromungen gibt, existieren auch verschiedene Mo-
dellierungsansitze, unter anderem ein frequentistischer Ansatz bzw. ein bayesianischer
Ansatz. Die den beiden Ansétzen zugrundeliegenden Modelle sollen dargestellt und ihre



1.1 PROBLEMSTELLUNG UND AUFBAU

Ergebnisse verglichen werden.

Die Modellierung im zeitstetigen Fall erfordert ein mathematisch relativ technisches In-
strumentarium mit entsprechend anspruchsvoller Literatur (vgl. Andersen, Borgan, Gill
und Keiding (1993)), die vermutlich viele Nichtmathematiker abschreckt. Im zweiten
Kapitel werden daher einige Grundlagen iiber stochastische Prozesse zusammengetra-
gen. Es folgen Aussagen iiber Martingale, Punkt- und Zihlprozesse, die Doob—Meyer—
Zerlegung sowie liber den Likelihoodprozef als Verallgemeinerung des Likelihoodquo-
tienten und den Intensitéitsprozefl, den man als Verallgemeinerung der Hazardrate einer
Lebensdauerverteilung betrachten kann. Dies ist notwendig fiir die weitere Darstellung
und stellt zudem den Bezug zur Literatur her.

Das dritte Kapitel beschreibt Lebensdauermodelle sowie die Behandlung von zensierten
Beobachtungen. Das Konzept der Schitzfunktionen wird als Basis fiir den frequentisti-
schen Ansatz kurz eingefiihrt. Es folgen Methoden aus dem bayesianischen Bereich,
insbesondere Markov Chain Monte Carlo—Verfahren.

Das vierte Kapitel befal3t sich mit den behandelten Modellen. Fiir die zeitvariierenden
Effekte werden Splines verwendet. Dazu benétigt man normalerweise einen Glattheits-
parameter, der durch aufwendige Verfahren (z.B. Kreuzvalidierung oder AIC—KTriterium)
bestimmt wird. Im Rahmen dieser Arbeit wird darauf verzichtet — in der Hoffnung giin-
stigere Verfahren zu verwenden. Anstelle der genannten Verfahren folgt eine Einbettung
in gemischte Modelle, die daher kurz ebenfalls im vierten Kapitel eingefiihrt werden.
Es folgt eine ausfiihrliche Darstellung der zu modellierenden Intensitétsrate sowie von
Schitzverfahren im frequentistischen Sinne, die auf den vorherigen Kapiteln aufbauen.
Die dazu notwendigen numerischen Verfahren werden kurz dargestellt — im einzelnen
ein Verfahren zur Nullstellenbestimmung sowie ein Verfahren zur numerischen Integra-
tion. Es folgt eine ausfiihrliche Erorterung der bayesianischen Modellierung mit Markov
Chain Monte Carlo—Verfahren. Danach folgt eine Anwendung auf reale Daten. Es soll
aufgezeigt werden, wie auf grafische Weise die Zeitabhingigkeit der Effekte — als Ab-
weichung vom Cox—Modell — aufgezeigt werden kann.

Die beiden Ansitze sollen verglichen werden. Im Rahmen dieser Arbeit werden zwar
verschiedene Modelle analysiert, es geht dabei aber nicht explizit um Modellwahl (vgl.
hierzu Bunea (2004)). Eine (fundamentale) Kritik dazu findet man in Leeb und P6tscher
(2005).



1.2 DATEN UND ANALYSE

1.2 Daten und Analyse

Es handelt sich um eine (‘doubleblinded’) randomisierte Studie aus dem medizinischen
Bereich, die von der Mayo-Klinik 1986 publiziert wurde (vgl. Fleming und Harrington
(1991, S. 2) und Dickinson, Grambsch, Fleming, Fisher und Langworthy (1989)). Die
Daten wurden im Zeitraum von Januar 1974 bis Mai 1986 erhoben. Die Personen lei-
den an einer primiren Leberzirrhose (kurz: PBC). Die Behandlung erfolgte in der einen
Gruppe mit einem Medikament (D-Penicillame), in der anderen Gruppe mit einem Pla-
cebo. Es liegen Daten von 312 Personen vor. Neben der Uberlebenszeit existieren zwan-
zig Kovariablen aus den Bereichen

e Demographie,

e klinische Untersuchung,
e biochemische Befunde,
e Histologie.

Zu beachten ist, dass bei einigen Patienten Werte zu bestimmten Kovariablen fehlen,
z.B fiir den Cholesterinspiegel. In der Literatur (Fleming und Harrington, 1991, S. 156
ff) wird zur Analyse ein Cox—Modell verwendet (vgl. Abschnitt[3.3). Die Berechnung
erfolgt mit dem Statistikpaket R, Version 1.9. Eine gut lesbare Einfithrung findet sich
z.B in Dalgaard (2002) bzw. in Fox (2002). Zur Modellierung wurden die 5 Kovariablen
verwendet (age, albumin, bili, edema, protime), zu denen bei allen 312 Personen
die Werte der Kovariablen vorliegen. Der Effekt der medikamentosen Behandlung er-
wies sich als nicht signifikant, daher wird er nicht weiter aufgefiihrt. Die Kovariablen
betreffend biochemischer EinfluBgroen (albumin, bili, protime) wurden mit dem
natiirlichen Logarithmus transformiert. Die folgende Tabelle enthélt die Ergebnisse des
geschitzten Modells. Der Wert von 1.0338 besagt, dass bei sonst gleichen Kovariablen
und einer Erhohung der Variable age um ein Jahr, die Hazardrate fiir das Ereignis, an
der Erkrankung zu sterben, um den Faktor 1.0338 (oder um 3.38%) steigt. Die nich-
ste Spalte enthélt den Standardfehler der Parameterschitzung, hinter z verbirgt sich der
Quotient aus Parameterschidtzung und Standardfehler, der asymptotisch unter der Null-
hypothese (8 = 0) normalverteilt ist. BetragsmaBig grole Werte sprechen dafiir, dass
der Parameter von Null verschieden ist. Die ndchste Spalte enthélt den p—Wert unter
der Normalverteilungsannahme. Der Likelihoodquotienten— (bzw. der Wald— bzw. der
Score—)-Test haben als globale Nullhypothese, dass alle Parameter gleich Null sind, die
gleichermallen abgelehnt wird.
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coef exp(coef) se(coef) z p
age 0.0332 1.0338 0.00866 3.84 1.2e-04
log(albumin) -3.0599 0.0469 0.72404 -4.23 2.4e-05
log(bili) 0.8801 2.4110 0.09874 8.91 0.0e+00
edema 0.7859 2.1943 0.29897 2.63 8.6e-03

log(protime) 3.0140 20.3690 1.02395 2.94 3.2e-03

exp(coef) exp(-coef) lower .95 upper .95

age 1.0338 0.9673 1.0164 1.051
log(albumin) 0.0469 21.3260 0.0113 0.194
log(bili) 2.4110 0.4148 1.9868 2.926
edema 2.1943 0.4557 1.2213 3.943
log(protime) 20.3690 0.0491 2.7377 151.549

Rsquare= 0.472 (max possible= 0.983 )

Likelihood ratio test= 199 on 5 df, p=0
Wald test = 198 on 5 df, p=0
Score (logrank) test = 270 on 5 df, p=0

Die oben zitierten Autoren argumentieren, dass das Modell mit den biologischen Aspek-
ten der Krankheit im Einklang steht. Die negative Schitzung des Parameters fiir Log(al-
bumin) spiegelt die Tatsache wider, dass die Leber bei fortschreitender Krankheit den
EiweiBstoff Albumin nicht mehr herstellen kann. Der positive Effekt von 1og (protime)
steht dazu nicht im Widerspruch. Gemessen wird der Zeitraum bis zur Blutgerinnung,
der sich erhoht, da die Leber das Protein Prothrombin nicht mehr in ausreichender
Menge produziert. Der Effekt fiir bili ist positiv, da Bilirubin, ein Abbauprodukt des
Blutfarbstoffes Himoglobin, aufgrund der Lebererkrankung nur mehr verlangsamt ab-
gebaut werden kann und damit der Bilirubinspiegel steigt. Die Parameterschitzung
fiir edema entspricht dem Anschwellen der Gewebe im fortgeschrittenen Stadium der
Krankheit.

Das Cox—Modell setzt voraus, dass der Effekt der Parameter zeitlich konstant ist. Ei-
ne relativ einfache Methode zur Uberpriifung der Proportional-Hazard—Annahme diirf-
te wohl die Stratifizierung sein, d.h. man bildet Schichten beziiglich der Ausprigun-
gen einer Kovariable und berechnet pro Schicht eine eigene Baseline-Hazardrate. Die
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Baseline-Hazardrate ist eine Funktion der Zeit. Unterscheiden sich die Raten, spricht
das fiir einen Kovariableneffekt, der zeitlich nicht konstant ist. Dieses Vorgehen ist ins-
besondere sinnvoll, falls die Kovariable nur wenige Auspriagungen hat. Testet man die
Proportional-Hazard—Annahme erhélt man folgende Tabelle.

rho chisq p
age -0.0369 0.1494 0.6991
log(albumin) -0.0149 0.0288 0.8652
log(bili) 0.1564 2.8505 0.0913
edema -0.1424 2.4558 0.1171
log(protime) -0.1910 3.6932 0.0546
GLOBAL NA 9.5632 0.0886

Die p—Werte fiir die Variablen log(bili), edema, log(protime) legen nahe, dass
die Parametereffekte nicht unbedingt konstant iiber die Zeit sind. Der approximative
Test basiert auf den skalierten Schoenfeldresiduen (Grambsch und Therneau, 1994). Sei
Bj(t) = B+ 6;g;(1), dann ist die Proportional-Hazard—Annahme erfiillt (entspricht Null-
hypothese), falls 6; = 0 gilt. Die Grafiken (Abb. (LI bis (L.3) zeigen die Schoen-
feldresiduen (vgl. Abschnitt (3.3)), jeweils mit Splineschétzungen der Funktionen g;(r)
und Konfidenzbédndern, entsprechend dem zweifachen Standardfehler. Systematische
Abweichungen von einer horizontalen Linie indizieren eine Abweichung von der An-
nahme, dass die Parameter zeitlich konstant sind. Eine Vermutung fiir die zeitliche Ab-
hiangigkeit der Variable log(protime) findet sich in Therneau et al. (1990). Es konn-
te sein, dass die Variable durch die medikamentdse Behandlung beeinflulit wird, ob-
schon die Behandlung selbst keine Wirkung auf die Uberlebenszeit hat. Der zeitliche
Effekt von protime ist iibrigens vor der Logarithmustransformation wesentlich stir-
ker ausgeprégt als danach. Zu der Residuenanalyse sei noch angemerkt, dass sie sich
deutlich schwieriger gestaltet, als bei Regressionsmodellen, da es eine Vielzahl von Re-
siduen gibt. Neben den Schoenfeldresiduen gibt es unter anderem noch Scoreresiduen
bzw. Martingalresiduen. Weiter ist zu unterscheiden, ob man anhand der Residuen den
funktionalen Einfluf} der Kovariablen bzw. die Annahme des zeitlich konstanten Quoti-
enten zweier Hazardraten iiberpriifen mochte. Eine Ubersicht findet sich in Klein und
Moeschberger (2003) oder in Grambsch und Therneau (2000). Ein Nachteil der Martin-
galresiduen ist, dass sie schief verteilt sind; sie werden lediglich zur Uberpriifung des
funktionalen Zusammenhangs verwendet (siehe Grafik (I.6)). Die logarithmische Trans-
formation scheint gerechtfertigt. Der geschitzte Kovariableneffekt ist nach der Transfor-
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mation nahezu linear. Die Scoreresiduen folgen nach einer geeigneten Standardisierung
asymptotisch einer Brownschen Briicke. Sie unterscheidet sich dadurch vom Brown-
schen ProzeB3, dass zum (zeitlichen) Endpunkt die Pfade den Wert Null annehmen. Es
ist zu beachten, dass der Score- bzw. Schoenfeldresiduenproze3 mehrdimensional ist.
In der oben genannten Literatur werden verschiedene Vorschldge zur (multivariaten)
Standardisierung gemacht, die allerdings zu unterschiedlichen Ergebnissen fiihren. Da-
her wird in Grambsch und Therneau (2000) die Residuenanalyse des standardisierten
Scoreprozesses als eher schwierig zu interpretieren eingestuft, eine Einschitzung die
der Autor fiir — im Sinne einer Asymptotik verhiltnisméBig — kleine Datensitze teilt.
Fiir kritische Anmerkungen zu den Schoenfeldresiduen siehe etwa Winnett und Sasieni
(2001). Eine neuere Veroffentlichung zu den Scoreresiduen findet man in Kvalgy und
Reiersglmoen Neef (2004).
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Abbildung 1.1: glatter Effekt der Variable age mit partiellen Schoenfeldresiduen



1.2 DATEN UND ANALYSE

10
1

-10

Beta(t) for log(albumin)
-20

-30

210

Abbildung 1.2: glatter Effekt der Variable log(albumin) mit partiellen Schoenfeldresiduen

780

1200

T
1700

T
2400

Time

T
3100

T
3400

3900

Beta(t) for log(bili)

Abbildung 1.3: glatter Effekt der Variable log(bili) mit partiellen Schoenfeldresiduen

1200

T
1700

T
2400

Time

T
3100

3400

3900




1.2 DATEN UND ANALYSE

Beta(t) for edema
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Abbildung 1.4: glatter Effekt der Variable edema mit partiellen Schoenfeldresiduen
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Stochastische Prozesse

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, ¥, IP) und eine Familie von Zufallsgro3en
X = (X;,t € I) mit Werten in R”, m € N, so dass

X'(A) € F, fiiralle A € B(R™), te€ 1 2.1

gilt, wobei mit B(R™) die Borelsche o—Algebra auf R™ bezeichnet wird. Zur Vereinfa-
chung der Notation wird im folgenden angenommen, dass X Werte in (IR, $) annimmt.
Das Kriterium (2.1 besagt, dass die ZufallsgroBen fiir festes 7 in w € Q meBbar sind.
Wihlt man 7 als Teilmenge von IR, so 4Bt sich ¢ als Zeitindex interpretieren. Bei festem
w erhilt man durch

X:t-o X, ,tel 2.2)

einen Pfad oder eine Trajektorie, die den zeitlichen Verlauf des stochastischen Prozes-
ses modelliert. Allgemeiner lassen sich auch zeitlich rdumliche Strukturen modellieren,
z.B. durch die Wahl von I = R, x R, Im Fall ] ¢ R, 1Bt sich die Verteilung Py
des stochastischen Prozesses X = (X,,t € I) auf dem Bildraum (R’, B(R')) definieren
durch

Py = P(w: X(w) € B), B € B(R)) (2.3)

Mit den Zeitpunkten t; < t, < ... < t,,t; € I, erhdlt man die endlich dimensionale
Verteilung des Prozesses X durch

P, .B)=Pw:(X,,....X,) € B, Be BR") , 2.4)

.....

bzw. mit B = (=00, x;] X...X (=00, x,] erhilt man die endlich dimensionale Verteilungs-
funktion
Foon(xeo0sx)=Pw: (X,,...,X,)€B) ,BeBMR). (2.5)

Sei B = J;, X...xJ,,wobei J,,i € N Intervalle in R darstellen, dann umfal3t B alle
Funktionen, fiir die zu den Zeitpunkten ¢, ..., 1, gilt, dass X,, € J,,,i € I. Stochastische

10
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Prozesse mit unabhéngigen und stationidren Zuwichsen bilden relativ einfache Beispie-
le.

Beispiel
e Brownscher Prozef3  (ohne Drift)
I =10,00), tg,...,1, €1,
0<tp<...<t,, 02>0, Xo=0
X, — X, ~ NQO; (1 — tiy) - 02)

k—1

e Poisson—-Prozefl (homogen)
I =10,0), ty,...,t, €1,
0<t<...<ty, A1>0, Xy=0
Xy — Xy ~ Po((tx — 1r1) - D)

k

Bemerkenswert ist, dass sich alle Prozesse mit unabhéngigen und stationdren Zuwéich-
sen aus diesen beiden Prozessen zusammensetzen (Shiryaev und Prokhorov, 2000). Der
Poisson—Prozef} ist der einfachste PunktprozeB3. Allgemeiner 148t sich ein Punktprozef3
auch als eine Folge von ZufallsgroBen (7,), n € IN, mit Werten in IR, auffassen, so dass

() 71 >0, fast sicher
(2) Tpe1 > T, {1, < oo} fast sicher
(3) Twe1 = Ta, {1, = oo} fast sicher

gilt. Die Bedingung (2) besagt, dass mehrere Ereignisse mit positiver Wahrscheinlich-
keit im Endlichen nicht gleichzeitig auftreten. Innerhalb dieser Verallgemeinerung (ge-
geniiber dem Poissonprozel3) lassen sich bereits Erneuerungsprozesse betrachten. Da
alle Ereignisse vom gleichen Typ sind, spricht man auch von univariaten Punktprozes-
sen. Demnach lassen sich Punktprozesse mit verschiedenen Ereignistypen durch eine
Doppelfolge (1, &,), n € IN charakterisieren, wobei wie bisher 7, die Ereigniszeitpunkte
und &, den Ereignistyp modellieren. Nimmt &, endlich viele Werte an, so spricht man
von multivariaten Punktprozessen. Falls &, tiberabzédhlbar viele Werte annehmen kann,
spricht man von markierten Punktprozessen. Multivariate Punktprozesse werden z.B. in
der Bedienungs- und Warteschlangentheorie zur Modellierung der eintreffenden und ab-
gehenden Kundenstrome verwendet. Dariiber hinaus 146t sich hiermit auch der Verlauf
von Krankheitsstadien modellieren, falls man als Ereignistyp den Ubergang zwischen
zwei Stadien bezeichnet. Markierte Punktprozesse spielen z.B. in der Versicherungsma-
thematik eine Rolle, da bei eintretenden Schadensfillen typischerweise der Zeitpunkt

11



2.1 StocHASTISCHE PROZESSE

und die Schadenshohe zufillig sind. Eine gewisse Rolle spielen sie auch in der Extrem-
werttheorie (vgl. Coles (2001), Stichwort: peaks over thresholds). Man denke auch an
ein Beispiel aus der stochastischen Geometrie: Sei I = [0, 1] X [0, 1] eine Fliche, et-
wa eine Kisescheibe (z.B. Emmentaler), dann ist die Anzahl und Grof3e der Locher im
Kise erfahrungsgemal zufillig. Unter der Annahme, dass es sich bei den Lochern um
disjunkte Kreise handelt, entspricht der Ereignistyp dem Radius. Gelegentlich bezeich-
net man den Bildraum von &, auch als Markenraum und die Realisierungen auch als
Marken &,(w). In enger Verwandschaft zu den Punktprozessen stehen die Zahlprozesse
N,/(w) = N,, mit

Ny=) lpe. t20, telcCR, (2.6)

n>1

bzw. im multivariaten Fall durch

N=Y Ny, 1<j<k 2.7)
jz1
mit
Nig=> lirzy- gy, 120, telCR,. (2.8)

n>1

Der ProzeB3 N;, zihlt alle Ereignisse vom Typ j bis #, wogegen N, alle Ereignisse bis ¢
zdhlt. Analog definiert man den ZéhlprozeB fiir markierte Punktprozesse

N(B) =) lpey-Ligen. 120, telICR,, BeBR). (2.9)

n>1

Die Pfade der Zihlprozesse als Funktionen in 7 sind isoton, rechtsstetig mit linksseitigen
Limiten. Im univariaten Fall gilt offensichtlich

N;, = n, IP — fast sicher. (2.10)

Gilt N, = oo fiir endliches ¢ € 1, so nennt man den Prozef3 explodierend. Die Pfadeigen-
schaften sind wichtig, sie strukturieren den Bildraum, der sich als ein Funktionenraum
auffassen 14aBt. Das Verhalten der Funktionen ist im allgemeinen von iiberabzéhlbar vie-
len Punkten abhéngig. Es ist also fraglich, ob z.B. die Menge { X, sup X; < co} mel3bar
ist und im allgemeinen ist dies nicht der Fall. Jede Menge A € B! besitzt nimlich die
Gestalt A = {X : (X,,,....X,,,...) € B}, B € B! mit abzihlbar vielen Punkten 1, ...
in 1, d.h. die MefBbarkeit hingt nur von abzédhlbar vielen Koordinaten ab. Der Raum
der Funktionen von 7 nach R mit linksseitigen Limiten und rechtsseitig stetigen Pfa-
den wird im folgenden mit D(I) bezeichnet. Seine Bedeutung erlangt er dadurch, dass

12
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er einerseits hinreichend allgemein ist, so enthélt er die Pfade der Zihlprozesse, an-
dererseits werden pathologische Pfade mit beliebiger Oszillation auf beschrinkten In-
tervallen ausgeschlossen. Als pathologisches Beispiel nehme man etwa die Funktion
sin(%), xel=1[0,T),T € Ry, die nicht in D(/) enthalten ist, da der rechtsseitige Grenz-
wert fiir x = 0 nicht existiert, wohingegen die Funktion x - sin(}c), xel=1[0,7),T e R,
(mit unendlicher Variation, vgl. Dothan (1990, S. 177)) in D(I) enthalten ist. Da die
endlich dimensionalen Verteilungen einen stochastischen ProzeB nicht eindeutig cha-
rakterisieren, beschrinkt man sich jeweils auf Versionen der stochastischen Prozesse,
deren Pfade in D(I) liegen.

2.2 Elemente der diskreten stochastischen Analysis

Im folgenden werden einige Elemente der stochastischen Analysis zusammengetragen,
unter anderem der Begriff der Filtration, des Martingals, der Vorhersagbarkeit, des sto-
chastischen Integrals, der vorhersagbaren quadratischen Variation sowie der Doob—Meyer—
Zerlegung. Dies geschieht fiir zeitdiskrete Strukturen, in diesem Fall lassen sich die
entsprechenden Aussagen noch relativ einfach formulieren und die wesentlichen Struk-
turen erkennen. Der spitere zeitstetige Fall benotigt hingegen weitere Regularititsbedin-
gungen, die zum Teil sehr technischer Natur sind und auf deren Herleitung nur knapp
eingegangen wird. Als Referenz und Motivation sollen daher zumindest ansatzweise
die im diskreten Fall formulierten Aussagen dienen. In vielen Fillen 148t sich die In-
dexmenge von stochastischen Prozessen als Zeit interpretieren. Die zu jedem Zeitpunkt
n bekannte Information, d.h. die Gegenwart und die Vergangenheit, lassen sich durch
Folgen von o—Algebren ¥, formalisieren, die im Zeitverlauf immer reichhaltiger wer-
den. Passend dazu betrachtet man Folgen von Zufallsgro8en, die beziiglich dieser o—
Algebren mefBbar sind. Eine wichtige Klasse bilden die Martingale. Diese Klasse ist
allgemein genug und es existiert eine breit ausgebaute Theorie z.B. fiir Grenzwertsitze.
Wichtig sind nur die Integrierbarkeitsvoraussetzungen. Die Verteilungsannahmen oder
die Unabhiéngigkeit der Zufallsgro3en sind nur fiir die jeweiligen Modelle von Interesse.
Daneben gibt es noch vorhersagbare Prozesse, die bereits beziiglich der Vergangenheit,
also ¥, ;-mefBbar sind. Fiir diese Prozesse wird das stochastische Integral eingefiihrt.
Es folgen einige Aussagen, die fiir die Integrierbarkeit von Interesse sind. Von besonde-
rer Bedeutung ist die Doob—Meyer—Zerlegung, die im zeitstetigen Fall auf Zdhlprozesse
angewendet wird.

13
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2.2.1 Diskrete Martingale

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, 7, IP). Eine Filtration ¥,,n € IN oder
aufsteigende Folge von o—Algebren werde durch die Eigenschaften

Fr. C F,neN,Fy=1{Q,0} (2.11)
Fn C Fpon<pe IN. (2.12)

charakterisiert. Eine Folge X,, X1, ... von Zufallsgrofen auf (Q2, 7, IP) mit ¥,,-mefbarem
X, und E(|X,|) < co heillt Martingal, falls fiir alle n > 0

E(X,.1|F,) = X, fast sicher (2.13)
bzw. Submartingal, falls
E(X,.1|,) > X, fast sicher. (2.14)

Eine stochastische Folge X, die bzgl. ¥,-meBbar ist, heilt Supermartingal, falls —X,
bzgl. ¥, ein Submartingal ist. Sei die Folge X, ein Martingal, dann definiert man die
Zuwichse Y, = AX, = X, — X,-1,n > 1, (Yo = Xp). Es gilt E(|Y,|) < oo sowie

EY,.lF) =0, F, = cYy,....Y,). Sei y" = (yo,...,y,) und f eine ¥,-meBbare
Funktion, so dass y,,; - f(y") integrierbar ist, dann gilt

E[Y,1 - O] = E[EWY, - fOM)IF)] (2.15)
= ]E[f(yn) ’ ]E(Yn+1|7:n)]
=0 R

das heif3t, die Zuwichse sind orthogonal fiir eine beliebige ¥,,-mefbare Funktion f. Im
Vergleich zur Unabhéngigkeit ist dies eine Abschwichung, da

E(g(Yu) - fO) = E(fO") - E@¢(Yur1)) =0,

gilt, mit g meBbar, E(g(Y,+1) = O und g - f integrierbar (Doob, 1953). Die Orthogonali-
tiat der Zuwichse des Martingals wird ausgeniitzt bei der stochastischen Integration und
zentralen Grenzwertsitzen (fiir Martingale).

Als Beispiel folgt der Likelihoodquotient, der gewisserma3en die Vorstufe des Like-
lihoodprozesses ist. Dieses Beispiel motiviert auch den Zusammenhang zwischen Like-
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lihoodquotientenprozessen und Martingalen.

Beispiel

Gegeben sei der Wahrscheinlichkeitsraum (€, , IP) mit einer Filtration (%,), n € IN und
einem weiteren Wahrscheinlichkeitsma3 Q. Ohne vorauszusetzen, dass Q beziiglich IP
absolut stetig ist, definiert man die Restriktionen Q, = Q|¥, und P, = IP|¥, beziiglich
der aufsteigenden Folge von o—Algebren, so dass Q, absolut stetig bzgl. P, ist. Sei

dQn
Xn = T
dp,

dann gilt wegen [Ep(X,,11|7,) = X, (Kopp, 1984, S. 41), dass (X)) ein Martingal ist .
Neben der Charakterisierung durch die Orthogonalitit der Zuwéchse 148t sich das Mar-
tingal auch durch ein faires Spiel motivieren. Sei Yy, Y1, ... eine Folge von unabhiéngig

identisch verteilten Zufallsgrofen mit IE(Yy) = u < co und ¥,= 0,(Yy, . .., ¥,) die klein-
ste o—Algebra beziiglich derer Yy, ..., Y, meBbar sind, dann gilt mit X,, = >, <icn Yi

Ep(X,+1|F0) = Ep(X,, + YoilF) = X+, (2.16)

letzteres wegen der F,-MeBbarkeit von X,, und der Unabhéngigkeit der Y,,. Fiir u = 0 ist
X, ein Martingal, d.h. der zu erwartende Gewinn ist Null (bei bekannter Vergangenheit).

2.2.2 Stochastische Integration

Als Erweiterung zu den vorherigen Ausfithrungen kann man noch zulassen, dass der
Einsatz in jedem Spiel variabel ist. Zu jedem Zeitpunkt n wird der Spieleinsatz V), fiir
das n—te Spiel von den ersten n — 1 Zeitpunkten abhidngen. Allgemein bezeichnet man
eine Folge (V,).eny von F,-meBbaren ZufallsgroBlen, die sogar ¥,_;-meBbar sind, als
vorhersagbar. Weiter definiert man den Proze3 Z := V * X mit

Zn = V()XO + VI(XI — Xo) + ...+ Vn(Xn - Xn—l) s (217)
bzw.

Z, = VoXo +j§ Vdx (2.18)
1
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als stochastisches Integral. Aufgrund der Vorhersagbarkeit von V,, gilt, dass Z, bzgl. F,
ein Martingal darstellt, falls Z, integrierbar ist, d.h. das Spiel bleibt fair. Eine interessan-
te Spielstrategie, die die Integrierbarkeitsvoraussetzung verletzt, besteht im Verdoppeln
des Einsatzes nach jedem verlorenen Spiel (Sirjaev, 1988, S. 469). Man beendet das
Spiel nach dem ersten Sieg. Wihlt man V; = 27!, falls man die ersten i — 1 Spiele
verloren hat, so berechnet sich der Gesamtverlust nach n Spielen zu

Zz"-lzzn—l Vi=1,X=0.

1<i<n

Im Falle eines Sieges im n—ten Spiel gilt
Z,=Z,,+V,=-2"-1)+2"=1.

Die Martingaleigenschaft geht also verloren. Dies liegt daran, dass V, unbeschrinkt
wichst und damit die Integrationsvoraussetzung verletzt. Die Spielstrategie, ndmlich
das Spiel zu einem zufilligen, nur von der Vergangenheit abhdngenden Zeitpunkt abzu-
brechen, motiviert folgende Definition einer Stoppzeit.

Definition Sei 7 eine Zufallsgrofle auf (Q, 7 ,IP), mit 7 : Q@ — IN U {oo} und (F,,)nen
eine aufsteigende Filtration mit 7, C ¥ . Gilt

{r<n}e¥, firallenelN, (2.19)

so nennt man 7 eine Stoppzeit.

Die GroBe T hingt also nicht von der Zukunft ab. Mittels Stoppzeiten lassen sich Men-
gensysteme definieren, die den Informationsstand zu einem zufilligen, durch die Stopp-
zeit T bestimmten Zeitpunkt, wiederspiegeln,

Fr={AeF :An{r=nleF,,ne N} (2.20)

Es 146t sich zeigen, dass es sich hierbei um eine o—Algebra handelt. Fiir ¥,-mefbare
ZufallsgroBen X, auf (QQ, 7, IP) mit Werten in IR definiert man

Xe=) Xyljew (2.21)

n=0

Die ZufallsgroBe X, ist #-meBbar, sie ist sogar ¥, —meBbar, denn fiir B € B(IR) gilt
mit A = {X; € B} die Zerlegung A = |J,,({X, € B} N {7 = n}. Im obigen Beispiel wurde
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2.2 ELEMENTE DER DISKRETEN STOCHASTISCHEN ANALYSIS

schon darauf hingewiesen, dass bei zufilligen Stoppzeiten die Martingaleigenschaft ver-
loren gehen kann. Hinreichend ist z.B. die gleichgradige Integrierbarkeit (Sirjaev, 1988).
Eine weitere Methode zur Sicherstellung der Integrierbarkeit ist das Verwenden von lo-
kalisierenden Stoppzeiten. Dazu betrachtet man eine Folge von Stoppzeiten (7;)ien mit
Ty < Txy1 fast sicher und 7, — oo fiir k — co. Bildet man dann die gestoppten Folgen
Xz nn mit

er/\n = Z Xm]l{‘rk:m} + Xn]l{‘ran} s (222)

0<m<n-1

so heiflt X, lokales Martingal (Submartingal), falls eine Folge von Stoppzeiten (7;)ien
existiert, so dass X;, », ein Martingal (Submartingal) bildet.

2.2.3 Doob-Meyer—Zerlegung

Fiir Submartingale existiert eine bemerkenswerte, fast sicher eindeutige Zerlegung, die
fiir Zahlprozesse von Bedeutung ist, dort allerdings in einer zeitstetigen Version. Sei
(X, F,,) ein Submartingal, dann existiert ein Martingal (M,,, ¥,,) und eine vorhersagbare
isotone Folge A,, d.h. A, ist F,_;-meBbar mit A,,; > A,, so dass

X, =M,+A4, . (2.23)

Die Folge A, wird auch als Kompensator bezeichnet. Da M, im Gegensatz zu A, nicht
vorhersagbar ist, bezeichnet man es auch als Innovationsmartingal, sozusagen als Kom-
plement des vorhersagbaren Anteils des Submartingals. Definiert man als duale vorher-
sagbare Projektion (Dothan, 1990, S. 123) (7*X) eines integrierbaren Prozesses X mit
AX, =X, — X1, n>1

* Xo , n=0
X = n (2.24)
Xo+ > i B(AX|F5-1) , sonst
so gilt
A, = (T°X),
und
M, = (7X), - X,. (2.25)
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2.3 ELEMENTE DER STETIGEN STOCHASTISCHEN PROZESSE

Die Isotonie von A, 146t sich etwa wie folgt zeigen

Ay (" X))
(T X)n-1 + B(AX,|F0-1)
An—l + IE(Aanfcn—l)

= An—l

Fiir den spéteren zeitstetigen Fall wird noch die vorhersagbare quadratische Variation
(alternativer Begriff: Projektion) eingefiihrt. Sei X ein quadratintegrierbarer Prozel3, mit

AX, = X, — X,-1, n > 1, dann bezeichnet man <X> als quadratische vorhersagbare
Projektion (Dothan, 1990, S. 95)
E(X? , n=0
<X>, = (Xo) ) " (2.26)
<X>o+ > o EB(AX,)*Fs1) , sonst

Beide Prozesse beschreiben die bedingten ersten und zweiten Momente eines Prozesses
und werden sich bei den Zidhlprozessen als sehr charakteristische Kenngrof3en erweisen
mit Nutzen fiir die statistische Inferenz.

2.3 Elemente der stetigen stochastischen Prozesse

Bisher wurde X = (X,,t € I) als Familie von ZufallsgroBBen auf (Q, ¥, IP) aufgefasst.
Alternativ kann man X auch als eine Abbildung auf dem Produktraum 7 X Q2 mit Werten
in R betrachten und fordern, dass X meBbar beziiglich 8(/) X ¥ ist. Die Niitzlichkeit
einer aufsteigenden Filtration (7, ¢ € I) mit ¥,C ¥ wurde bereits fiir diskrete Martingale
dargelegt (siehe Sirjaev (1988)). Dementsprechend heifit ein Prozel3 adaptiert, falls die
ZufallsgroBen X, F,-meBbar sind. Ergdnzend wird zusétzlich noch gefordert, dass

e ¥, alle Nullmengen bzgl. IP enthilt,
e ¥, rechtsstetig ist, d.h. F=F 1=, F. 1.5 € L.

Durch die erste Forderung entledigt man sich eventueller MeBbarkeitsprobleme bei Mo-
difikationen von stochastischen Prozessen. Die zweite Forderung ist ebenso technischer
Natur. Sie wird dadurch motiviert, dass man Bedingungen sucht, die die Existenz einer
Modifikation mit rechts— bzw. linksstetigen Pfaden garantieren. Ist dies der Fall und
I c R, kann man sich bei den Beweisen auf die abzédhlbare Teilmenge der rationalen
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2.3 ELEMENTE DER STETIGEN STOCHASTISCHEN PROZESSE

Zahlen in [ zuriickziehen. Die Rechtsstetigkeit der Filtration spielt dabei eine besonde-
re Rolle. Zusitzlich benotigt man Integrierbarkeitsbedingungen, z.B. die gleichgradige
Integrierbarkeit, die von den im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Prozessen fiir end-
liches 7 erfiillt werden. Setzt man FX = o(X,,s < 1), so ist X, F,*-meBbar. Diese
spezielle Filtration wird auch als eigene Historie bezeichnet, da sie als Informations-
gehalt die ProzeBvergangenheit beinhaltet. Unter allgemeinen Regularititsbedingungen
(€2 muB reichhaltig genug sein) kann auch die eigene Historie so gewihlt werden, dass
sie die oberen Bedingungen erfiillt (Lipster und Shiryaev, 1978, S. 244). Weitere MeS3-
barkeitskonzepte werden bendtigt.

Definition Ein Prozef3 heiflt progressiv meBbar bzgl. (¥,¢ € I), falls fiir jedes ¢ gilt,
dass

X:(5,w) —» X(s,w),0<s<t (2.27)
meBbar bzgl. B([0, 1]) X F, ist.
Zwar ist jeder progressiv mefbare Prozel adaptiert, die Umkehrung ist aber falsch
(Kopp, 1984, S. 83). Hinreichend fiir die progressive Mel3barkeit eines adaptierten Pro-
zesses ist, dass die Pfade rechts— oder linksstetig sind. Der Beweis beruht auf einer Ap-
proximation von X (s, w) durch rechts— oder linksstetige Treppenfunktionen mit Sprung-
stellen in der Menge der rationalen Zahlen. Die Niitzlichkeit der progressiven MeBbar-

keit liegt darin, dass ein gestoppter Prozel X™ = (X[, t € I) wieder progressiv mef3bar
ist, falls X progressiv mefbar ist mit

X' =

t

{ Xen, T < 0
Xr]l{r<oo},7- =

wobei
7:0Q — [0, 00]
eine Stoppzeit bzgl. F; ist, d.h.
{fr<tteF,,tel
und

Fr={AeF :An{r<tieF,tel}
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2.3 ELEMENTE DER STETIGEN STOCHASTISCHEN PROZESSE

die o—Algebra darstellt, die alle Informationen bis zum zufilligen Zeitpunkt 7 enthilt.
Des weiteren benotigt man die progressive MeBbarkeit bei Aussagen vom Typ Fubini,
z.B. IE( fﬁot VdBgy(w)), bei der es auf die MeBbarkeit in beiden Argumenten (w,?) an-
kommt. Dabei ist der innere Ausdruck, das stochastische Integral (siehe unten Formel
(2.32) eine ZufallsgroBe, deren Erwartungswert berechnet wird. Sei 7 eine Stoppzeit
und 7 die korrespondierende o—Algebra. Dann definiert man

Fre i=0F0,AN{t>1t},t >0,A €F))
als o—Algebra der strikten Vergangenheit der Stoppzeit 7. Offensichtlich gilt
Fr CFr

und aufgrund der Rechtsstetigkeit der Filtration ist 7 auch #,_-mefbar. Man kann im
allgemeinen nicht erwarten, dass X, #,_-mefBbar ist, falls X progressiv meB3bar ist. Ist
die Stoppzeit endlich, gilt dies allerdings, falls X mefBbar bzgl. der vorhersagbaren o—
Algebra (¥ ,) (Last und Brandt, 1995, S. 56)

PF,) :=o0((s,t],s <t,A e Fy)

ist (man beachte, dass A € ¥, nicht A € ¥,). Pragmatisch ausgedriickt ist ein Prozef}
X vorhersagbar, falls er adaptiert und linksstetig ist. Die o—Algebra 7,_ enthélt alle In-
formationen bis kurz vor dem Zeitpunkt 7. Angewendet auf multivariate Zdhlprozesse
heif3t dies, dass die c—Algebra 7, bereits die Information eines Ereigniseintritts beinhal-
tet, nicht aber den Ereignistyp (Karr, 1991, S. 56). Definiert man die vorhersagbare qua-
dratische Variation <X> (Dothan, 1990, S. 169) fiir zeitstetige ¥,-adaptierte quadratinte-
grierbare stochastische Prozesse X mittels gleichmiBiger Limiten bzgl. ¢, d.h. bildet man
den zeitstetigen Grenziibergang, so erhélt man ein wichtiges Beispiel fiir vorhersagbare
Prozesse. Die Niitzlichkeit der MeBbarkeit bzgl. der o—Algebra F,_ und P(F,) wird
deutlich, wenn man die Doob—Meyer—Zerlegung eines Submartingals S, in ein Martin-
gal M, und einen vorhersagbaren isotonen Prozef3 A, als diskretes Analogon behandelt.
Dort wurde die 7,_;-MeBbarkeit des Kompensators A, gefordert. Betrachtet man ¥,
als letzte Vergangenheit im diskreten Fall, so libertrégt sich diese Interpretation im zeit-
stetigen Fall auf die o—Algebra #,_. Die MeBbarkeit eines Kompensators bzgl. 7,
erfordert, dass der Kompensator vorhersagbar ist, d.h. er mufl meBbar bzgl. P(¥,) sein.
Mit diesem feinsinnigen Konzept 146t sich nun auch eine Zerlegung eines zeitstetigen
Submartingals in ein Martingal und einen Kompensator beweisen. Da Zihlprozesse Sub-
martingale darstellen, liefert die Doob—Meyer—Zerlegung, insbesondere der Kompensa-
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tor, interessante Einblicke in die Struktur von Zihl- und Punktprozessen. Weiter ist
die Zerlegung von Nutzen fiir die statistische Inferenz, etwa fiir Schétzfunktionen. Ein
kurzes Kapitel iiber zeitstetige Martingale soll die Doob—Meyer—Zerlegung vorbereiten.
Zusitzlich wird der stochastische zeitstetige Fall noch kurz erortert, einerseits weil bei
Zihlprozessen der Kompensator als Integrator auftaucht, andererseits wird fiir Schitz-
funktionen die stochastische Integration benotigt.

2.3.1 Stetige Martingale und stochastische Integration

Sei (Q, ¥, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer aufsteigenden und rechtsstetigen
Filtration (¥,),t € I, ¥,C ¥ . Eine Familie M,, t € I von Zufallsgrofen heit Martingal
(Submartingal), falls gilt

e M, ist F,-meBbar, t € 1,

E(M,|) < oo,t €,

E(M,|F;) = M, fast sicher, s < ¢, (Martingal),

E(M,|F) > M, fast sicher, s < ¢t (Submartingal)

Durch Vorzeichenwechsel erhilt man aus einem Submartingal ein Supermartingal. Un-
ter gewissen Regularititsbedingungen 14t sich fiir Super— und Submartingale — fiir Mar-
tingale ohne weitere Bedingungen — zeigen, dass jeweils Modifikationen mit rechtsste-
tigen Pfaden existieren. Deshalb lassen sich viele Aussagen von diskreten Martingalen
auf den zeitstetigen Fall iibertragen. Als eine Anwendung erhélt man fiir Martingale mit
rechtsstetigen Pfaden, dass die linksseitigen Grenzwerte fast sicher existieren, d.h. die
Pfade sind in D(/) und damit hinreichend ‘gutartig’. Fiir die Doob—Meyer—Zerlegung
wird noch die Definition eines 7.,—lokalen Martingals benétigt. Sei M = (M,, F,) ein
adaptierter Prozef} und 7., eine Stoppzeit bzgl. 7,. M heilit 7.,—lokales Martingal, falls
eine Folge (7),en von Stoppzeiten existiert mit (Lipster und Shiryaev, 1977)

P(r, < 741 <Te) = 1,n€eIN bzw. (2.28)
P(limt,=7,) = l,nelN (2.29)

und M,,.,,t < T 1st ein gleichgradig integrierbares Martingal. Der Zweck der lokalisie-
renden Folge von Stoppzeiten besteht darin, dass die gleichgradige Integrierbarkeit und
die Martingaleigenschaft des gestoppten Prozesses fiir < 7., hergestellt werden.

Die stochastische Integration wurde im zeitdiskreten Fall schon kurz angesprochen (sie-
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he Formel (2.18))). Definiert man Z, := (V * X), = fot V.dX, so hat man zu beachten, dass
dies nur sinnvoll ist, wenn

t
f [Vild|X,| < o0 (2.30)
0

gilt (Karr, 1991, S. 91). Man erhilt pfadweise Lebesgue—Stieltjes—Integrale. In diesem
Sinn lassen sich alle folgenden Integrale betrachten, die einen Zihlprozef3 oder einen
sonstigen isotonen Prozel als Integrator haben. Die Voraussetzung der Endlichkeit ist
notwendig, da die Eindeutigkeit des Integrals verloren geht, wenn X unendliche Variati-
on hat, siche etwa das Ito—Integral mit dem Wiener Proze83 B, (Kopp, 1984, S. 11). Dort
betrachtet man Prozesse V fiir die

t
IE( / V2ds) < oo (2.31)
0
bzw.

t t 2
E ( / vfds> =E ( f Vsst> (2.32)
0 0

gilt. Beachtet man, dass fiir die vorhersagbare quadratische Variation <B>; = s gilt,
so ist es naheliegend, stochastische Integrale 390’ V.dX,; (Andersen et al., 1993, S. 71)

zuzulassen mit
t t
E ( 74 v§d<x>s) =E (< ]{ vsdxs>) < 00 (2.33)
0 0

Es gilt nun in Analogie zum zeitdiskreten Fall, dass (V * X), ein Martingal ist, falls V;
vorhersagbar und X ein Martingal ist (Gill, 1984, S. 444).

2.3.2 Doob-Meyer-Zerlegung

Sei (Q, 7, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer aufsteigenden rechtsstetigen Fami-
lie von o—Algebren ¥,C ¥ . Ein rechtsstetiger Prozell A;,t > 0 heif3t ansteigend, falls er
adaptiert ist und Ay = 0 sowie A; < A,, s < ¢ fast sicher gilt. Der Prozef3 A heif3t natiirli-
cher ansteigender ProzeB, falls fiir jedes beschrinkte positive Martingal Y = (Y}, ;) mit
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rechtsstetigen Pfaden und linksseitigen Limiten

E ( / ) ys_dAs> = E(oAw) (2.34)
0

gilt. Sei N = (N, F;),t > 0 ein PunktprozeB3. Dann existieren ein 7.-lokales Martin-
gal M, und ein natiirlicher isotoner Prozel} A,, so dass folgende bis auf stochastische
Aquivalenz eindeutige Zerlegung fiir ¢ < 7,

N, =M, + A,

existiert. Der Prozefl A, wird analog zum diskreten Fall als Kompensator bezeichnet.
Diese technische Voraussetzung (2.34]) garantiert die Vorhersagbarkeit des Kompensa-
tors. Die Doob—Meyer—Zerlegung soll anhand des Poisson—Prozesses verdeutlicht wer-
den. Sei X = (X;, ;) ein Poisson—Prozell mit Parameter A. Demnach ist X; Poisson—
verteilt mit Erwartungswert A¢z. Wegen der Unabhéngigkeit der Zuwichse gilt

E(X; — A1F ) = E(X — As|F) + E(X, — X, — At — 9)|F)
(2.35)
=X, —A4s
Daraus folgt, dass

A=At

gilt. In diesem Fall ist A, eine deterministische Funktion. Allgemein gilt, dass Punktpro-
zesse mit deterministischem Kompensator unabhiingige Zuwichse haben (Lipster und
Shiryaev, 1978, S. 279). Die Doob—Meyer-Zerlegung hingt in entscheidender Weise
von der Filtration F; ab. Wahlt man ¥ = F fiir alle s, so gilt (Karr, 1991, S. 62)

Demgemil ist es naheliegend, als Filtration die eigene Historie 7—”,N =o0(Ns,s <t)zu
verwenden.
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2.3.3 Punktprozesse und Kompensatoren

Die Stoppzeiten lassen sich unterscheiden in vorhersagbare und nicht vorhersagbare
Stoppzeiten. Eine Stoppzeit T hei3t vorhersagbar bzgl. 7, falls der Einpunktprozef3

N; = Lz

vorhersagbar ist (Lipster und Shiryaev, 1978, S. 239). Im Gegensatz dazu hei}t eine
Stoppzeit T vollstindig unerreichbar, falls fiir jede vorhersagbare Stoppzeit S gilt, dass

PS =T<0)=0 . (2.36)

So sind z.B. alle endlichen Sprungzeiten des Poisson—Prozesses vollstindig unerreich-
bar (Lipster und Shiryaev, 1978, S. 240). Es 148t sich zeigen, dass der Kompensator eines
Punktprozesses genau dann stetig ist (fast sicher), wenn die Sprungzeitpunkte vollstin-
dig unerreichbar sind. Dies steht auch im Einklang mit obigem Beispiel. Wihlt man
nimlich #, = #, so sind alle Sprungzeitpunkte vorhersagbar und der Kompensator
ist unstetig. Wihlt man die minimale Filtration #, = 9’—7" , so laBt sich weiter zeigen,
dass der Kompensator A, fast sicher (absolut) stetig ist, falls die bedingten Verteilun-
gen der T, gegeben die vorherigen Sprungzeitpunkte, (absolut) stetig sind (Lipster und
Shiryaev, 1978, S. 243). Im Falle des Poisson—-Prozesses gilt

t
A=At = / Asds
0

Punktprozesse N = (V;, ;), deren Kompensator A = (A,, ¥,) der Gestalt

t
At://lsdbs
0

ist, nennt man auch Prozesse vom Typ Poisson, wobei A, ein nichtnegativer vorhersagba-
rer Proze3 und b, eine deterministische nichtnegative isotone und rechtsstetige Funktion
ist. Der Prozel3 A, wird auch als stochastische Intensitit bezeichnet. Nach einem Satz
von Aalen (1978) gilt (Fleming und Harrington, 1991, S. 131)

]P(Nt+h - Nt 2 1|7:t)

Ay = %1{% ; ; (2.37)

wobei mit A, der rechtsseitige Limes bezeichnet wird. Dies mag den Begriff der Intensi-
tit verdeutlichen. Er ist ein Analogon zur Hazardrate bei Lebensdauerverteilungen. Fiir
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Zihlprozesse mit absolut stetigem Kompensator gilt folgende Beziehung (M, ist quadra-
tintegrierbar, (Karr, 1991, S. 64))
<M>, = At s

wobei es sich bei M, um das Martingal aus der Doob—Meyer—Zerlegung handelt, dessen
Bedeutung durch ein Zitat wiedergegeben wird (Karr, 1991, S. 61):

[...] this martingale [...] is schizophrenic. In some context it is a noise process for
which estimation is impossible, while in others it contains all relevant information [. . .].

Bemerkung Alternativ kann ein Kompensator A; bzgl. (N;, ") auch durch folgende
Eigenschaften definiert werden (Karr, 1991, S. 60)

e A; FN-vorhersagbar und

e fiir jeden nichtnegativen ¥, -vorhersagbaren ProzeB f gilt
]E(f()oo de) = E(fooo fdA)

Wihlt man f = 1, so gilt fiir die jeweiligen Zuwichse
E(EW, - NJF)Y) = B4, -4,
wofiir gelegentlich die heuristische Schreibweise
dA, = E(dN,|F))

bzw.
Ads = BAN,FY)

verwendet wird, falls eine stochastische Intensitit A, existiert. Wegen
E([dN, - E@N|F)PIF) = BAAM,P|F,) = d<M>, = dA,

gilt, dass sich Zihlprozesse mit absolut stetigem Kompensator aufgrund der Gleichheit
des Erwartungswertes und der Varianz lokal und bedingt wie Poisson—Prozesse verhal-
ten.

2.3.4 Der LikelihoodprozeB

Im diskreten Fall wurde der Likelihoodprozef3 als ein Beispiel fiir ein Martingal genannt.
Der LikelihoodprozeB3 148t sich auch im zeitstetigen Fall darstellen. Mit Hilfe der Cha-
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rakterisierung von Punktprozessen durch den Kompensator kann man notwendige und
hinreichende Bedingungen angeben, die die Absolutstetigkeit von zwei Punktprozessen
garantieren. Der Likelihoodprozel3 erweist sich somit als Radon—Nikodym-Dichte. Die
Darstellung beschriinkt sich hier auf Prozesse mit stetigem Kompensator, da man sich
meist auf den (homogenen) Poisson—-Prozef3 mit Parameter A = 1 bezieht.

Satz
Sei N = (N,, ;) ein Punktprozess mit der Verteilung n" sowie mit dem stetigen Kom-
pensator AN = (AN, F,) und nV ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmaf3. Die Restriktio-

N N N

nen von iV, 7" auf F, werden mit m,,m,) bezeichnet. Fiir die absolute Stetigkeit von

il bzgl. oV (¥ fast sicher) ist notwendig und hinreichend, dass folgende Bedingungen
erfiillt sind (Lipster und Shiryaev, 1978, S. 315)

o t T 2
AN :/ ALdAY, 1< Ta, / (1 _ \/as> dAY < oo (2.38)
0 0

wobei Ay ein nichtnegativer vorhersagbarer Prozef; ist. In diesem Fall gilt

d N
L = 2
dm,

' dA[sv N N
exp{ /O In iy - [A, _ Al }} (2.39)

Dieser Satz ermoglicht es, alle Prozesse anzugeben, die absolut stetig sind bzgl. des
homogenen Poisson—Prozesses mit A = 1.

Korollar

(Lipster und Shiryaev, 1978, S. 317)

Es gelten die oben genannten Bezeichnungen. Weiter sei N = (N,, F;) ein Punktprozef3
mit absolut stetigem Wahrscheinlichkeitsmaf N bzgl. ©. Dann hat der Kompensator
von N folgende Gestalt

- t
AN://lsds,t<oo ,
0

wobei A, ein nichtnegativer vorhersagbarer Prozef ist mit

/m(l—i/z>2ds<oo

0
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dn ! !
L = —5 =exp {/ In A,dN; + / (1- /ls)ds}
dm; 0 0

Man beachte, dass im Poissonfall (1 = 1) A; =t und T, = oo gilt.

und

Bemerkung Der rechtsseitige Ausdruck 1468t sich umformen zu

L=]] 4, -exp{/o(l—as)ds} :
}

(T, <t

da nur die Sprungzeitpunkte 7, einen Beitrag zur Integration beziiglich d N liefern. Zur
Motivation (Karr, 1991, S. 72) betrachte man den Punktprozef als iiberabzihlbares Ber-
noulliexperiment auf [0, 7] mit unabhingigen Erfolgswahrscheinlichkeiten A, und Be-

obachtungen T4, ..., T, , deren Wahrscheinlichkeit
t
H Ar, = exp {/ In A, dNS}
Ti<t 0

betrigt und den Nichterfolgswahrscheinlickeiten 1 — Ay, T,y < s < Tj, fiir das In-
tervall (T;_;,T;), deren iiberabzidhlbares Produkt sich als Produktintegral (Andersen

et al., 1993)
T; T,
ﬂ(l _ Ads) = exp {— / /lsds}
T
Ti J

darstellen 14Bt, wobei vorausgesetzt wird, dass A, stetig in s ist. Die Gesamtwahrschein-

lichkeit betragt
t t
exp {/ In A, dN, —/ /lsds}
0 0

Ein analoges Vorgehen fiir den Poisson—Prozefl mit A, = 1 liefert den Faktor

t
expt = exp/ lds
0

Unter der genannten Bedingung erhélt man alle Punktprozesse, die beziiglich des homo-
genen Poissonprozesses eine Dichte haben, d.h. dominiert sind. Daher betrachtet man
meistens statt des Likelihoodquotientenprozesses nur den Zihler

t t t
exp {/ In A, dN; —/ /lsds} = H Ar, - €Xp {—/ /lsds}
0 0 (7<) 0

T,<t

27



2.3 ELEMENTE DER STETIGEN STOCHASTISCHEN PROZESSE

Ist der IntensitédtsprozeB A, in der statistischen Anwendung von einem Parametervektor
0 € © abhingig, so schreibt man den Likelihoodproze L, = L,(0) als

L® =[] /lTn(Q)'exp{— / /ls(e)ds} . (2.40)
{Ta<1) 0

Nach dem Logarithmieren und einigen Umformungen erhélt man auch die in der Lite-
ratur gebrduchliche Schreibweise

[(@)=InL(0) = / In (1,(6)) dN — / A(0)ds
0 0

Falls man Integration und Differentiation vertauschen kann, erhilt man den Score—
Prozef3:

0 "o "o
%lt(e):/o a—eln(ﬂs(e))st—/o %/ls(e)ds . (2.41)

Der Likelihoodprozef3 sowie der Score—Prozel} besitzen die Martingaleigenschaft (An-
dersen et al. (1993, S. 100) bzw. Fleming und Harrington (1991, S. 46, 65,77)).
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3 Modellierung und Statistische Inferenz bei
Lebensdauermodellen

Lebensdauermodelle zeichnen sich dadurch aus, dass der Zeitpunkt 7" des Eintretens ei-
nes Ereignisses aufgezeichnet wird. Oft beobachtet man dazu Kovariablen X. Sind die
Kovariablen zeitabhingig, so spricht man auch von einem Kovariablenproze3 X;. Kon-
nen verschiedene Ereignisse eintreten, so handelt es sich um multivariate Lebensdauer-
modelle, die mit % indiziert werden, also T, fiir das Eintreten des Ereignisses vom Typ
h. Stillschweigend wird davon ausgegangen, dass nicht mehrere Ereignisse gleichzeitig
auftreten konnen. Oft beobachtet man die Ereignisse fiir eine Population und betrachtet
pro Individuum i den Kovariablenprozef3 X;, sowie das Auftreten eines Ereignisses T7,.
Abgesehen von dem engen Fall der parametrischen Lebensdauermodelle, bei denen die
Wartezeit fiir ein Ereignis z.B. weibullverteilt ist, sind semiparametrische Modelle von
besonderer Bedeutung. Grundsitzlich kann man die Uberlebenswahrscheinlichkeiten
oder die Hazardrate modellieren. Bei der Modellierung der Uberlebenswahrscheinlich-
keiten ist die Parameteridentifikation schwieriger, siehe Klein und Moeschberger (2003).
Daher erfolgt die Modellbildung anhand der Hazardrate. Die Hazardrate steht im engen
Zusammenhang zum Intensitédtsprozef, wie sich beim multiplikativen Intensitdtsmodell
zeigt. Ein mittlerweile klassisches Modell geht auf Cox (1972) zuriick, bei dem die In-
tensitét in einen zeitabhéngigen und zeitunabhingigen Teil aufgespalten wird. Es erlaubt
allerdings nur die Schitzung von festen Effekten g — der zeitabhingige Anteil wird nur
nichtparametrisch mitgeschitzt. Aus theoretischer wie praktischer Sicht ist allerdings
eine Schitzung von zeitabhingigen Effekten S8, von Interesse. Da typischerweise Ko-
variablen bzw. Kovariablenprozesse beobachtet werden, erfolgt eine Modellierung der
Intensitidt dhnlich wie bei Regressionsmodellen. Daher wird vorgeschlagen, entweder
im allgemeinen Rahmen mit Schitzfunktionen, die den Likelihoodfall beinhalten, zu
arbeiten oder aber einen bayesianischen Ansatz zu wihlen. Die Schitzfunktionen fiigen
sich ‘nahtlos’ in die Theorie der Zidhlprozesse ein, wohingegen ein bayesianischer An-
satz vom Likelihoodprozel3 ausgeht. Bei beiden wird der Intensititsprozel3 modelliert.
Fir die Umsetzung des bayesianischen Ansatzes werden sich Markov Chain Monte
Carlo-Methoden (MCMC) als hilfreich erweisen. Ein besonderes Problem bei Lebens-
dauermodellen, vor allem in der praktischen Anwendung, ist die Zensierung, d.h. man
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3.1 ZENSIERUNG VON BEOBACHTUNGEN

beobachtet das Ereignis nicht. Bei Studien werden meistens nur fiir einen bestimmten
Zeitraum Daten erhoben; es ist demnach moglich, dass bis zum Ende der Studie fiir ein
Individuum kein Ereignis beobachtet werden kann. In der Praxis treten verschiedene
Formen der Zensierung auf.

3.1 Zensierung von Beobachtungen

Fiir jedes Individuum i liegen im Fall vollstindiger Beobachtungen die Daten (7, X;;), i =
1,...,n vor. Zur Beriicksichtigung der Zensierung fiihrt man eine Indikatorvariable C;
ein mit

c {1 , keine Zensierung

0 , Ereignis zensiert fiir Individuum §

und beschreibt die Daten durch (T}, X;;,Cy), i=1,...,n,h=1,...,H,t=1,...,T. All-
gemeiner konnte die Indikatorvariable C; noch von & abhingen. Die Zensierungsarten
sollen anhand einer Studie besprochen werden, wobei vorausgesetzt wird, dass Beobach-
tungen nur wihrend der genau festgelegten Studiendauer gemacht werden. Man spricht
von Rechtszensierung, falls fiir ein Individuum bis zum Ende der Studie keine Beobach-
tung gemacht wird. Linkszensierung tritt dann ein, wenn das Ereignis beobachtet wird,
allerdings die wahre Wartezeit nicht ermittelt werden kann, da die Beobachtung erst mit
Beginn der Studie einsetzt. Man denke etwa an den Ausbruch einer Krankheit. Intervall-
zensierung liegt vor, wenn man den genauen Zeitpunkt des Ereignisses nicht ermitteln
kann, da die Daten nicht stetig, sondern nur z.B. periodisch erhoben werden, d.h. man
ermittelt nur den nichsten auf den Ereigniseintritt folgenden Beobachtungstermin. In
diesem Fall verwendet man zeitdiskrete Lebensdauermodelle (Blossfeld, Hamerle und
Mayer, 1989). Im folgenden wird nur der Fall der Rechtszensierung betrachtet. Dieser
Fall 146t sich dahingehend verallgemeinern, dass die Zensierung an einem zufilligen
zukiinftigen Zeitpunkt U; erfolgt. Entsprechend verallgemeinert man C; zu Cy, := Ly<y,-
Dies ist z.B. der Fall, wenn man die Studie nach dem r—ten Eintreten des Ereignisses
h abbricht. Die Indikatorvariablen C; sind linksstetige Stoppzeiten, sie miissen aber
nicht notwendigerweise adaptiert beziiglich der Filtration ¥, (des unzensierten Falles)
sein. VergroBert man die Filtration zu G, = o(%;,Cis, s < t,i = 1,...,n), so sind die
Variablen C;, adaptiert beziiglich G, und aufgrund der Linksstetigkeit sind sie sogar G;
vorhersagbar. Die Zensierung hingt nur von der Vergangenheit ab. Man spricht nun von
unabhingiger Rechtszensierung, wenn der Kompensator A beziiglich 7, und G, iden-
tisch ist (obwohl der Wert des Kompensators fiir # im Zensierungsfall unterschiedlich
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3.2 MULTIPLIKATIVES INTENSITATSMODELL

ist). Bezeichne N, A;;, M, fiir ein Individuum i die jeweiligen Grofen im Nichtzensie-
rungsfall und N, A, M, im Zensierungsfall mit Stoppzeit C;,. Mit

75
t
NILI = / C,'SdN,'s
0
gilt dann die Doob—Meyer—Zerlegung im Zensierungsfall
t t
Nlct = / CisdAis + / Cideis = A,Ct + M,Ct s
0 0

wobei die Vorhersagbarkeit und die Beschrinktheit von C;; wesentlich sind. Ein wichti-
ger Spezialfall der unabhéingigen Rechtszensierung ist die nicht informative Zensierung.
In diesem Fall 148t sich der Likelihoodprozef3 L, in einen Teil aufspalten, der nur von 6
abhingt und einen Teil, der den Zensierungsmechanismus beschreibt.

Eine Darstellung fiir die Zensierung, die sich eher am Intensitidtsprozef} orientiert, fin-
det man in Fleming und Harrington (1991). In der Literatur findet man auch folgende
Darstellung mitt; = T; A U; und 6; = 1;7,<y,;. Damit lautet der Beitrag zur Likelihood je
Individuum i (dN§; = 6,dN;; und t; < 1)

t; 1 t;
exp {/ In A, dN¢, —/ /lsds} = A7 exp{—/ /lsds} ) 3.1
0 0 0

3.2 Multiplikatives Intensitatsmodell

Beim multiplikativen Intensitdtsmodell, das auf Aalen (1978) zuriickgeht, wird der (7-
vorhersagbare) Intensititsprozel A, bzw. A;; modelliert mit Index i fiir das jeweilige
Individuum. Es erfolgt eine multiplikative Aufspaltung in

/lit:Yi'hit izl,...,l’l, (32)

wobei die Funktionen 4 und Y nichtnegativ, linksstetig mit rechtsseitigen Grenzwerten,
Y F,-vorhersagbar sowie A integrierbar sind. Betrachtet man den Einpunktprozef, d.h.,
beobachtet man nur eine Lebensdauer 7' mit Verteilungsfunktion F' und Dichte f, also
N; = 1<y, so erhidlt man

f@®

1-F@) (3.3)

/lz = i<}
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3.3 MULTIPLIKATIVES HAZARDMODELL

mit ¥, = 1y<ry = 1 — N~ und h, als Hazardrate h, = 1f %). Im Fall von unabhiéngiger

Rechtszensierung mit C, als Zensierungsvariable gilt fiir den zensierten Intensititspro-
zeB AS (Andersen et al., 1993, S. 140)

A, =Y, hy (3.4)
mit

Y=Yy, C,. (3.5)

Ublicherweise hiingt 4, noch von einem Parameter §# € © ab, die zensierte Variante
schreibt sich also

X(0) = Y5 - hi(6). (3.6)

Entscheidend ist die Funktion £;(6). Zerlegt man & multiplikativ in einen zeitabhingigen
(fiir alle Individuen gemeinsamen Teil) und einen Teil, der nur von # abhéngt, so erhilt
man das Cox—Modell.

3.3 Multiplikatives Hazardmodell

Wihlt man fiir £;,(6), 0 = (y, ) eine multiplikative Form mit Kovariablen x;, der Form
hi(0) = B (y) - exp(B'x;y) , (3.7)

so spricht man vom Cox—Modell. In der Literatur wird es auch als multiplikatives Ha-
zardmodell bezeichnet. Die Funktion 4%(y) wird auch als Baseline-Hazard bezeichnet.
Das primire Interesse gilt der Schitzung der Regressionsparameter 8 mittels der partiel-
len Loglikelihoodfunktion p/,(B) (Andersen et al., 1993, S. 482)

pLB) = [ /0 B'x; dN¢, — /O log (Z Yis exp(ﬂ’x,-s)> dN,%] (3.8)
i=1 i=1

bzw. den partiellen Ableitungen

n

d ! > o1 Yisxisexp(B'x;s)
—pl,(B) = {/ Xis — o l dNiCs} : (3-9)
0ﬁp t(ﬂ 12:1: 0 Zi:] Yis exp(ﬂtxis)
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3.3 MULTIPLIKATIVES HAZARDMODELL

Der Gradient von pl,(B) 146t sich (vgl. Gill (1984)) umformen zu

n

0 ! Zn— Yisxiv exp(ﬂtxis')
R S R e (3.10)
aﬁp z(ﬁ ; 0 Eizl st exp(ﬂ[xis)

und die Vorhersagbarkeit des Intensitédtsprozesses liefert die Martingaleigenschaft von
% pl(B). Asymptotische Aussagen finden sich in Gill (1984), (bzw. ausfiihrlicher in
Andersen et al. (1993), Kapitel 7). Die im allgemeinen unbekannte Funktion h%(y) wird
nur mitgeschitzt (Breslow—Aalen—Schitzer). Dies geschieht nichtparametrisch. Sie ist
ein (unendlich-dimensionaler) Storparameter. Eine alternative Darstellung der partiellen
Loglikelihoodfunktion ohne Bezug zu den Zihlprozessen lautet

PlB) = ici [pTx,- —1n{2 exp(ﬂij)H G.11)
i=1

JER;

mit Risikomenge R; = {j : T; > T}, die auch die zensierten Fille enthilt. Dem korre-
spondierenden Gradienten

9

") = 2:1: Ci(x; — %)) (3.12)

mit

5 > jer; X €xp(B x;)
l ZjeR,- exp(ﬁij)

(3.13)

entnimmt man, das B so zu wihlen ist, dass die Summe der Differenzen aus Kovaria-
blen und gewichteten durchschnittlichen Kovariableneffekten Null ergeben muf3. Von
den Ereigniszeitpunkten — dem eigentlichen Response — wird nur die Reihenfolge be-
notigt. Aus diesem Blickwinkel ergeben sich in natiirlicher Weise die vektorwertigen
Schoenfeldresiduen (Schoenfeld, 1982) pro Individuum (x; = Xi(B), r= i‘,-(ﬁ))

A

r=x—2Xx; . (314)

Betrachtet man den Quotienten fiir zwei Individuen A und B,

ha

h_ = eXp(ﬂ[xAt_thBt) (3.15)
Bt

= exp(B'(xa; — xp)), (3.16)
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3.4 MODELLE MIT ZEITABHANGIGEN PARAMETERN

so hingt das relative Risiko nur von den Parametern und den Kovariablen ab. Ein Vor-
teil der multiplikativen Form ist gerade diese eingéngige Interpretation, insbesondere
im Fall von zeitunabhédngigen Kovariablen. Praktische Hinweise zu dem (komplexeren)
Umgang im Fall von zeitabhingigen Kovariablen findet man in Vermunt (1996, S. 142).
In einigen Situationen ist das Modell evtl. ungeeignet, da etwa fiir zeitunabhingige Ko-
variablen das relative Risiko konstant iiber die Zeit ist. Es besteht daher ein Interesse,
Modelle mit einer groBeren Klasse von Funktionen als exp(8'x;,) zu benutzen.

3.4 Modelle mit zeitabhdngigen Parametern

Es existieren verschiedene Ansitze in der Literatur, etwa Karr (1991),
hi(8) = by (y) - exp(rgi) (3.17)
mit
Mie =P+ % (3.18)

wobei zur Vereinfachung der Notation S eindimensional ist. Die Kovariablen sind zeit-
unabhiéngig. Die Schitzung (Karr, 1991) erfolgt mit der partiellen Likelihoodfunktion,
allerdings ergénzt um einen Penalisierungsterm (vgl. auch Gray (1992)). Fiir aktuelle-
re Literatur siehe etwa Martinussen, Scheike und Skovgaard (2002), dort werden ku-
mulierte Regressionsfunktionen mit Hilfe von Kerndichteschitzern berechnet. In Tian,
Zucker und Wei (2005) werden ebenfalls Kerndichteschitzer fiir zeitvariierende Effekte
im Cox—Modell propagiert. In Kauermann (2005) verzichtet man auf eine Einbettung
der zeitvariierenden Effekte in ein Cox—Modell. Die auftretenden Integrale in der Like-
lihood werden mit der Sehnen—Trapezregel numerisch berechnet, was approximativ zu
einer Poisson Regression fiihrt (vgl. auch Cai, Hyndman und Wand (2002)). Weitere
Literaturhinweise findet man auch in Kapitel () bzw. in Abschnitt (4.1J).

3.5 Schatzfunktionen

Der Abschnitt beinhaltet eine kurze Einfithrung in Schitzfunktionen und die Gewinnung
von Schitzern, wobei der Schwerpunkt auf dem Gebiet der stochastischen Prozesse liegt.
Dies erscheint sinnvoll, da bei Lebensdauermodellen mit Zufallseffekten keine (vollen)
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3.5 SCHATZFUNKTIONEN

Likelihoodschitzungen moglich sind. Die Schitzer werden iiber ihre asymptotische Nor-
malitdt motiviert. Es folgt ein Abschnitt zur Anwendung in Hinblick auf Zéhlprozesse,
anschliefend eine Erdrterung der Schitzungen in Lebensdauermodellen. Die Darstel-
lung orientiert sich an Heyde (1997).

3.5.1 Konzept der Schatzfunktionen

Es wird kurz die Gewinnung von Schitzern 6 € R” fiir # € ® c IR” erortert. Dies
geschieht im Hinblick auf die Anwendung im Lebensdauerbereich in einem etwas all-
gemeineren Rahmen als im Likelihoodfall mittels Schitzfunktionen Gy € G,Gr € R?,
wobei p € IN der Dimension des Schitzers bzw. des unbekannten Parametervektors
entspricht, obwohl die Scorefunktion nicht als Schitzfunktion ausgeschlossen wird. Es
kann jedoch sinnvoll sein, einfachere bzw. robustere Schitzfunktionen zu betrachten,
wobei man allerdings einen Effizienzverlust fiir die Schitzer in Kauf nehmen muf3. Um
verschiedene Schiitzer  zu vergleichen, die man als Losung der Gleichung G7(6) = 0
erhilt, beschriankt man sich auf eine Teilmenge, die Klasse der erwartungstreuen Schitz-
funktionen, die asymptotisch normalverteilt sind. Mit G bezeichnet man die Klasse der
quadratintegrierbaren Schitzfunktionen Gy = G7(X, 6) (= G7(6)) mit Parameter 6 und
Beobachtungen {X;(w),t < T}. Es gelte Eo(G7(0)) = 0 sowie die Vertauschbarkeit von
Integration und Differentiation, d.h.

0 0 )
%EB(GT(Q)) =K, (%GT(Q)) = E¢(G7(0)) ,

wobei beide Matrizen fiir alle 8 den vollen Rang haben. Bezeichnet 6, den unbekannten
wahren Parameter, so gilt approximativ

0 = G1(8) =~ Gr(6) + (8 — 60)Eq, (Gr(6o))

Auflosen nach 8 liefert
A . -1
0~ 6 ~ — [Eq(Gr(6)]  Gr(6o)
und nach Bildung des Erwartungswertes gilt unter der o. g. Bedingung

IEq,(0) ~ 6y
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3.5 SCHATZFUNKTIONEN

Zusitzlich fordert man noch den vollen Rang p von E,(G7rGY). Nun kann versucht wer-
den, eine untere Schranke fiir die Varianz der Schitzfunktion zu finden, um so Effizienz
zu definieren. Alternativ konnte ein asymptotischer Effizienzbegriff entwickelt werden.
Die beiden Effizienzbegriffe miissen sich nicht ausschlieBen. Im allgemeinen wird man
sich allerdings mit einer asymptotischen Verteilung des Schitzers zufrieden geben miis-
sen. Deswegen wird die asymptotische Effizienz im weiteren verwendet. Beschrinkt
man sich auf Schitzfunktionen Gr, die zusitzlich noch die Martingaleigenschaft be-
sitzen, so kann man die Martingaltheorie fiir Grenzwertsitze benutzen. Im Hinblick auf
die zeitstetigen Zdhlprozesse geschieht dies gleich fiir zeitstetige Martingale. Es sei also
G ein p-dimensionales Martingal beziiglich 7 und <G> die dazu korrespondierende
(p X p)—wertige vorhersagbare quadratische Variation. Sei M diejenige Teilmenge von
@G, fiir die der multivariate zentrale Grenzwertsatz

(<G>1) 1 Gr -5 NV(O,I,), T oo | (3.19)
gilt, sowie mit & als einer Losung von G7(6) = 0 mittels Taylor—Approximation
0 A
(<G(9)>T)‘% %G(O)T(Q -0 R NV(0,1,), T — o : (3.20)

In der Literatur, (Heyde, 1997) wird vorgeschlagen, anstelle von
%G(@)T = G(#)r den F;-vorhersagbaren Prozef

Gi(6) = /O l EdG,(0)|F-)
zu verwenden. Damit schreibt sich der zentrale Grenzwertsatz als
(<G@)>1) GrO)@ - 6) > NV(0,1,), T — oo
Es folgt unmittelbar
6 - 6YGr(O)<G(0)>7'GrO)@ - )~
Der Ausdruck
I(0) = G1(0)<G(0)>7'Gr(6) (3.21)

wird als Martingal-Information bezeichnet und 148t sich als Verallgemeinerung der
Fisher—Information betrachten. Man erhilt fiir maximales /;(6#) minimale asymptoti-
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3.5 SCHATZFUNKTIONEN

sche Konfidenzbereiche. Derartige Schitzfunktionen bezeichnet man als asymptotisch
effizient, wobei der Vergleich von Matrizen iiber die Definitheit der Differenz erfolgt,
d.h. G7(6) wird als asymptotisch effizient bezeichnet, wenn fiir 6 € ®

I5(0) — I5(0) > 0 fast sicher (3.22)

fiir alle Schatzfunktionen G7(0),T > 0 gilt, die die obigen Aussagen erfiillen. Es ist
nicht ohne weiteres ersichtlich, wie eine optimale Schitzfunktion gefunden werden
kann. Bildet man zu einem ProzeB3 X, die Doob—Meyer—Zerlegung X, = A, + M, mit
Ay = M, = 0 (Existenz vorausgesetzt) beziiglich F; und beschrinkt sich auf die Klasse
der Schitzfunktionen mit

M = {GI(H) : / a(0)dM,(6), asvorhersagbar} (3.23)
0

d.h. auf Martingale mit integraler Darstellung, so existiert die Hutton—Nelson—-Losung
(Hutton und Nelson, 1986), mit dM, = IE(dM,|F,_) ,

G;(0) = / (dM ) (d<M>))"dM, (3.24)
0

wobei (.)” eine verallgemeinerte Inverse bezeichnet. Falls man die Doob—Meyer—Zerlegung
fiir univariate Prozesse durchfiihrt, sind die Prozesse d M, und d<M> skalar. Der Pro-
zell dM; hat die Dimension des Parametervektors 6, ebenso wie die optimale Schitz-
funktion G7.

3.5.2 Schatzfunktionen und Zahlprozesse

Die hier betrachteten Zihlprozesse gestatten noch einige Umformungen. Zur Vereinfa-
chung der Notation werden in diesem Abschnitt nur univariate Zihlprozesse betrachtet.
Da sich fiir Zihlprozesse der Kompensator A, auch schreiben 148t als

At = <M>, s
bzw. mit dem vorhersagbaren Intensitidtsprozel A, = A,(6)

dA, = d<M>, = A dt
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3.5 SCHATZFUNKTIONEN

und (unter Beachtung, dass nachdifferenziert werden muf3)
_ : ) i 0
dM, = E(dM,|F,-) = —dA, = —A,(0)dt = —%/lt(é’)dt ,

vereinfacht sich die Schitzfunktion G;(¢) zu (das Minuszeichen ist irrelevant)

" " A,(0)
0) = ) . .
G;(0) /0 oM (3.25)

Wegen dM; = dN; — dA; = dN — Ads 146t sich dies umformulieren zu

. " A,(0) " A,(0)
Gi0)= | “=LdN,— | A, . 2
HC) /0 To™ /0 Lo (3.26)

Den Schiitzer 6 erhilt man iiber die Gleichung G;(6) = 0.

W R(, R
/ ( )dNS :/ L)/ls(e)ds . (3.27)
0 /15(9) 0 /15(9)
Dies 148t sich weiter vereinfachen zu
A, L,
> 9 _ / AOds (3.28)
{s<t:Ny#Ns_) 45(0) 0

d.h. die Integration entspricht einer Summation iiber die Sprungstellen (N, # N;.)
des Zihlprozesses. Zur Berechnung der asymptotischen Varianz des Schitzers muf} die
Martingal-Information /5(68) berechnet werden. Mit

A5(0)
A5(6)

by(0) :=

erhilt man nach Vertauschung von Integration und Differentiation unter Zuhilfenahme
von M(0) = M (6)

t

%GI(Q)ZGI(Q): / by(0)dM(6) + / by(8)dM,(0) , (3.29)
0 0
sowie

dG () = by(0)dM,(6) + by(0)dM(6) . (3.30)

38



3.5 SCHATZFUNKTIONEN

Wegen E(b,(0)dM,(0)|F,-) =0 folgt nach Ubergang zu den vorhersagbaren Zuwichsen
E(dG,(0)|F;-) = B(by(0)dM(0)|F;-) = —by(0)A,(0)ds

Somit erhilt man

G.(0) = - / by(O)1(0)ds
0

Zur Berechnung von <G>, verwendet man (Andersen et al., 1993, S. 71) die integrale
Struktur der Schitzfunktion. Dies fiihrt zu (vgl. (2.33))

t
<G(0)>; = j{ <b(0)>, d<M(O)> (3.31)
0
und mit d<M(0)>; = A4(0)ds sowie der Vorhersagbarkeit von b,(6) zu
t
<GO)> = / (bs(0))° A,(O)ds = =G (6) : (3.32)
0

Die Martingal-Information vereinfacht sich zu

IG(H):/bS(H))lS(H)ds . (3.33)
0

Beispiel
e Homogener Poisson—-Prozef3 mit Parameter A; = 6,6 > 0 und N, = n; dies fiihrt

mit 4,(6) =1 zu
t
E=/1ds = 9:E
0 ), ‘

Fiir die Martingal-Information /;(6) erhdlt man

"1 t ~ 0
IG:/ —ds=- = Var(d) = -
. 07T g ‘

e Cox—Modell:
Falls a(6) in (3.23) nicht von der Baseline Hazard abhingt, erhélt man als Schétz-
funktionen (siehe Chang und Hsiung (1990)) die gleiche Losung wie beim Cox—
Modell.

Bemerkungen

39



3.6 BAYESIANISCHE INFERENZ FUR LLEBENSDAUERMODELLE

1. In Fall des homogenen Poisson—Prozesses erhilt man als Losung fiir die Punkt-
schidtzung die Maximum-Likelihood—Schiétzung (Snyder, 1975, S. 76) bzw. fir
seine Varianz (Snyder, 1975, S. 85). Im allgemeinen erhilt man allerdings keine
in @ lineare Gleichung, etwa im Fall 4, = exp(x,0) mit x, als vorhersagbarem
Kovariablenproze3 und Parameter 6. Ebensowenig 146t sich das Integral auf der
rechten Seite im allgemeinen analytisch 19sen, falls der Kovariablenprozel3 zeitab-
hiingig ist. Dies gelingt etwa fiir x; = s. Man hat also in der Praxis zwei Probleme:
Die Berechnung des Integrals sowie die Losung der nichtlinearen Gleichung, letz-
teres dann allerdings mehrdimensional.

2. In der Praxis wird man fiir die Varianz einen Varianzschéitzer verwenden, im obi-
gen Fall etwa, indem 6 durch 6 ersetzt wird.

3. Aufgrund der asymptotischen Normalverteilung lassen sich asymptotische Konfi-
denzbereiche angeben. Die Giite der Approximation ist abhidngig davon, in wel-
chem Umfang bereits im Endlichen die Asymptotik greift. In der Literatur Heyde
(1997) wird deshalb alternativ vorgeschlagen, Konfidenzbereiche unmittelbar an-
hand der Schitzfunktionen G zu konstruieren. Man vermeidet dadurch den Fehler,
den man bei der Taylorapproximation begeht, d.h. beim Ubergang von G7(6) nach
G1(9)(6 - 0). Die Konfidenzbereiche lassen sich dann iiber die x>—Verteilung kon-
struieren:

{0 : GHO)<G(O)>7'Gr(0) < x3,)

3.5.3 Schatzfunktion und Lebensdauermodelle

Eine genaue Betrachtung erfolgt nach der Beschreibung der jeweiligen Lebensdauermo-
delle. Die bisherigen Ausfiihrungen haben bereits aufgezeigt, dass die Inferenz teilweise
identisch bzw. parallel zum Likelihoodfall verlduft, was auch im folgenden zu erwarten
ist. Der Vorteil der Schitzfunktionen ist ihre Flexibilitit, z.B. kann man sie kombinieren
(Heyde, 1997) oder sie fiir gemischte Modelle anwenden (Heyde, 1997).

3.6 Bayesianische Inferenz fiir Lebensdauermodelle

Unter der Annahme, dass die Modellparameter ZufallsgroBen sind, lassen sich baye-
sianische Verfahren anwenden. Man spricht von der a priori Verteilung der zufélligen
Parameter, wobei die a priori Verteilung entsprechend dem Vorwissen gewdhlt wird.
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Die Modellierung folgt iiber die a posteriori Verteilung bzw. die a posteriori Dichte, die
proportional dem Produkt aus der Likelihoodfunktion und der a priori Dichte ist. Zur
Gleichheit anstelle der Proportionalitét bedarf es noch einer Normierungskonstante, die
im allgemeinen von den Beobachtungen abhéngt und je nach Dimension der Parameter
schwer zu berechnen ist. Einfache Modelle erhélt man bei konjugierten Verteilungsfa-
milien, da die a priori und die a posteriori Dichte zur gleichen Verteilungsfamilie geho-
ren. Bei diesem Ansatz entfillt die Berechnung der Normierungskonstante, die a priori
Information kann zusammen mit der Likelihood in geschlossener Form verarbeitet wer-
den. Dieser Zugang ist im Rahmen der Lebensdauermodelle zu eng, zum einen da die
Einschrinkung auf konjugierte Verteilungsfamilien sehr restriktiv ist, zum anderen da
nicht klar ist, wie die zeitstetige Modellierung mit Kovariablen erfolgen soll. Es ist nahe-
liegend die Struktur auszunutzen, die von der ZihlprozeBtheorie geliefert wird. Damit
stehen der Likelihood- und der IntensitdtsprozeB zur Verfiigung. Wurden bisher die un-
bekannten GroBlen 6 € ® des Intensitidtsprozesses bzw. der Hazardrate als unbekannte
feste Parameter aufgefal3t, so betrachtet man sie nun als Zufallsgroflen mit a priori Ver-
teilung v auf ©. Die Dichte f;(6) der a posteriori Verteilung r lautet (Aven, 1986)

L(6) - v(6)

O =
70 = T @ave)

wobei die Martingaleigenschaft von L, wesentlich ist. Analog zur frequentistischen In-
ferenz lassen sich multiplikative Intensititsmodelle oder Cox—Modelle (Hjort, 1986)
formulieren. Es existieren asymptotische Aussagen (Rao, 1999) betreffend der Konsi-
stenz des Schitzers sowie beziiglich der asymptotische Normalitédt, man vergleiche dies
mit dem Maximum-Likelihood Fall (Borgan, 1984).

3.6.1 Anmerkungen zu Bayesianischen Verfahren bei hochdimensionalen
Modellen

Bei der Bayesianischen Inferenz spielt die a posteriori Verteilung eine wesentliche Rolle.
Von Interesse sind dabei z.B. der a posteriori Modus, der Erwartungswert, die Varianz
oder die Quartile. Sie geben auf Basis der a priori Verteilung und der Daten in Form
der Likelihood Auskunft iiber die Verteilung der Parameter. Ein Problem dabei ist die
Normierungskonstante, die man bei der Integration der Likelihood iiber die zufilligen
Parameter mit der a priori Verteilung erhilt, da der Wert meist nicht auf analytischem
Weg gewonnen werden kann. Ein einfaches Verfahren, das zu approximativen Losun-
gen der Integration fiihrt, ist die Laplace Approximation (MacKay, 2003). Sie wird kurz
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bei den gemischten Modellen skizziert (s. u.). Alternativ konnen Gitterverfahren zur Be-
stimmung des Integrals verwendet werden. Neben den Vollgitterverfahren gibt es noch
Diinngitterverfahren (Gerstner und Griebel, 1998), fiir die gelegentlich auch der Aus-
druck Smolyak—Quadratur verwendet wird. Sie wurden eingefiihrt, da bei Vollgitterver-
fahren der Aufwand exponentiell mit der Anzahl der Dimensionen wichst. Diinngitter-
verfahren wurden bisher in der Statistik kaum benutzt (Ausnahme: (Garcke, Griebel und
Thess, 2001)).

Ublicherweise werden Simulationsverfahren bei der bayesianischen Inferenz verwendet,
da das Dimensionsproblem bei Monte Carlo Verfahren eher von untergeordneter Bedeu-
tung ist. Entscheidend ist die Verwendung effizienter Simulationsverfahren. Auflerdem
sei als Vorgriff schon gesagt, dal bei den verwendeten Verfahren die Normierungskon-
stante keine Rolle spielt, da man Quotienten von a posteriori Verteilungen betrachtet.

3.6.2 Simulationsmethoden

Die Realisierung beliebig verteilter ZufallsgroBBen erfolgt am Computer. Das Vorgehen
erfolgt in zwei Schritten: Im ersten Schritt werden unabhéngige auf (0,1) gleichverteilte
ZufallsgroBen realisiert. Das Interesse an den gleichverteilten Zufallsgrof3en wird durch
folgende Inversionsmethode motiviert: Sei & ~ GV(0, 1) und F eine stetige und streng
monotone Verteilungsfunktion, 77 := F~!(¢); dann folgt wegen

Py <1 =PF () <n=P¢<F@®)=F()

Man kann also im zweiten Schritt mittels der Transformation F~! ZufallsgroBen er-
zeugen, die gemil F verteilt sind. Bei diesem Vorgehen wird idealisierend vorausge-
setzt, dass unabhingige, auf (0,1) gleichverteilte Zufallsgro3en, realisiert werden kon-
nen. Dies ist am Computer nicht moglich, da dieser deterministisch arbeitet; man spricht
daher auch von Pseudozufallszahlen. Eine Vielzahl von Zufallszahlengeneratoren be-
ruht auf der linearen Kongruenzmethode. Die Zufallszahlen werden dabei rekursiv be-
rechnet, die benutzte Abbildung hat die Eigenschaft, ergodisch zu sein — zumindest fiir
reelle Zahlen (Sirjaev, 1988, S. 396). Da am Rechner nur mit endlicher Zahlengenauig-
keit gearbeitet werden kann, geht diese Eigenschaft zwar verloren, die Zufallszahlenge-
neratoren gelten allerdings als gut untersucht. Eine Methode zum Ziehen von Zufallsgro-
Ben, die ohne explizite Angabe von F bzw. F~! funktioniert, deren Berechnung oft nur
numerisch moglich ist, ist die sogenannte Rejection Methode. Bei hochdimensionalen
Verteilungen wie sie fiir die Bayes’sche Modellierung benotigt werden, versagen aller-
dings diese klassischen Verfahren. Als Ausweg verwendet man Markov Chain Monte
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Carlo—Verfahren.

3.6.3 MCMC Verfahren

Wenn kein exaktes Verfahren zum Ziehen von ZufallsgroBen & mit Verteilungsfunktion
F und Verteilung v existiert, kann versucht werden, ZufallsgroBen (&,),cn, jeweils mit
Verteilungsfunktion F,, n € IN, bzw. Verteilung v,,n € IN zu erzeugen, so dass F,(x)
die gewiinschte Verteilungsfunktion F(x) approximiert. Beschrinkt man sich dabei auf
Folgen (£,).en, die die Markov Eigenschaft erfiillen, d.h.

]P(§n+] € B|‘§:] = xl,--',fn =Xxp) = ]P(§n+] € B|§n = X,) 5 (334)

so existiert eine gut entwickelte Theorie, die im folgenden kurz dargestellt wird.

Markovketten

Markovketten (&,),en mit Werten in (IR, 8(IR)) heilen homogen oder stationdr, falls fiir
die Ubergangswahrscheinlichkeiten oder Markovkerne

P eBl|é=x) =P €B|&=x), BeB, neN (3.35)

gilt. Stillschweigend sei vorausgesetzt, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten jeweils
eine Version einer reguldren bedingten Verteilung P(A | x) sind, deren Existenz aus den
topologischen Eigenschaften des Borel’schen Raumes (IR, B(R)) folgt (Sirjaev, 1988,
S. 237). Die Ubergangswahrscheinlichkeiten bestimmen zusammen mit einer Startver-
teilung IP(A) = P(& = A) die endlich dimensionalen Verteilungen der Markovkette
(Breiman, 1992, S. 130). Die Ubergangswahrscheinlichkeit P, € B| & = x) kann als
diejenige Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, in einem Schritt vom Startwert x, in
die Menge B zu gelangen. Allgemeiner kann die Menge B in n Schritten (zum ersten
mal) erreicht werden und es gilt

P& eBl&H=x)

wobei die Ubergangswahrscheinlichkeit eine Version der reguliren bedingten Verteilung
P"(A | x) 1st. Es existiere nun ein Wahrscheinlichkeitsmal} 7, so dass die Gleichung

m(A) = /P(A | x)(dx), Ae8B (m = IPm) (3.36)

43



3.6 BAYESIANISCHE INFERENZ FUR LLEBENSDAUERMODELLE

erfiillt ist. Maf3e v mit dieser Eigenschaft nennt man invariant fiir P(A | x). Fiir sie gilt
auch (mittels vollstdndiger Induktion)

7(A) = /P"(A | x)t(dx), Ae€B (7 =P'm) . (3.37)

Invariante Malle erscheinen als geeignete ‘Kandidaten’ fiir die Grenzverteilung, wobei
noch geklirt werden muf3, welche Voraussetzungen P(A | x) bzw. P"(A | x) zusitzlich
erfiillen miissen, so dass fiir beliebige Startverteilungen v

Pv—-nx fir n— o 7 fast sicher

gilt. In der Literatur findet man eine Vielzahl theoretischer Aussagen dazu, siehe z. B.
(Tierney, 1994). Es erscheint allerdings zweckmiBiger, sich auf die praktischen Pro-
bleme zu konzentrieren. Abgesehen davon sind in vielen Fillen die weiteren Voraus-
setzungen (Irreduzibilitidt und Aperiodizitit) als erfiillt anzusehen. Sie (Irreduzibilitit
und Aperiodizitit) sollen ein gutes Mischungsverhalten sicherstellen, d.h. dass man je-
de meBbare Menge, die keine Nullmenge ist, mit positiver Wahrscheinlichkeit in endlich
vielen Schritten erreicht. Zu iiberpriifen ist die Invarianz, worauf allerdings meistens ver-
zichtet wird; statt dessen priift man die (leichter zu beweisende) Zeitumkehrbedingung
(Tierney, 1994), die hinreichend fiir die Invarianz ist. Von grof3er praktischer Bedeutung
wiren natiirlich Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit. Fiir Markovketten, de-
ren Zustandsraum eine kompakte Menge ist, gibt es derartige Aussagen (Winkler, 1995,
S. 87). Sie lassen sich jedoch nicht ohne weiteres auf nichtkompakte Zustandsraume ver-
allgemeinern. Ein wichtiges Hilfsmittel in diesem Fall sind die Lyapunov—Funktionen
(Tong, 1990) bzw. (Lasota und Mackey, 1985).

Metropolis—Hastings Algorithmus

Unter der Annahme, dass die invariante Verteilung zu jeder Startverteilung gegen die
Grenzverteilung konvergiert, sucht man eine Ubergangswahrscheinlichkeit, so dass die
dazu invariante Verteilung m die gesuchte Verteilung ist, von der man ZufallsgroBen
simulieren mochte. Bei der Wahl des Ubergangskerns kann das Metropolis—Hastings
Verfahren verwendet werden. Die zu simulierende Verteilung sei &, mit positiver Dich-
te f(x),x € RY Bei bayesianischen Verfahren handelt es sich oft um die a poste-
riori Verteilung der zufilligen Parameter. Q sei ein Markovkern mit positiver Dichte
g(x | X'),x,x’ € R?. Der Metropolis—Hastings Algorithmus besteht nun aus den folgen-
den zwei Schritten:
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1. Vorschlagsschritt: Realisiere ein X" gemall Q bei gegebenen x

Jx) - gq(x|x)

f(x) - q(x’ | x)

Mit Wahrscheinlichkeit a(x’, x) wird x" als neuer Wert akzeptiert, anderenfalls behilt
man x bei. Einen Beweis fiir die Invarianz des Markovkerns findet man in Tierney
(1994). Es gibt eine Vielzahl von Varianten des Metropolis—Hastings Algorithmus. An-
stelle dem Vorgehen, alle Koordinaten in einem Schritt zu dndern, kann dies auch kom-
ponentenweise vorgenommen werden. Zu beachten ist hierbei, dass die Irreduzibilitit
verloren gehen kann, vgl. Besag, Green, Higdon und Mengersen (1995). Entscheidend
fiir ein komponentenweises Vorgehen ist die Akzeptanzrate, die im allgemeinen sehr ge-
ring ist, falls alle Koordinaten in einem Schritt neu berechnet werden. Andererseits wird
die Konvergenzgeschwindigkeit negativ beeinflufit, falls man jeweils nur eine Koordina-
te in einem Schritt neu berechnet, da man —bildlich gesprochen— an den alten Werten
‘kleben’ bleibt. Fiir die Wahl von Q existieren ebenfalls verschiedene Vorschlige, wobei
der Varianz der Vorschlagsdichte eine besondere Bedeutung zukommt. In der Literatur

2. Akzeptanzschritt: a(x’,x) =1 A

findet man z.B.

(a) independence sampler (Tierney, 1994):
q(x" | x) = g(x'),

(b) random walk (Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller und Teller, 1953):
X =x+€, e€~F,

(c) Langevin Methode (Liu, 2001): dhnlich dem random walk, zusétzlich wird der
logarithmierte Gradient der Dichte der gewiinschten Verteilung mitverwendet,

(d) Gibbs sampler (Geman und Geman, 1984): Neue Werte werden komponentenwei-
se gezogen mit den exakten bedingten Verteilungen.

Die Qualitidt des Metropolis—Hastings Verfahrens wird unter anderem anhand der Samp-
lingpfade beurteilt. Sie liefern Hinweise auf die Konvergenz bzw. Konvergenzgeschwin-
digkeit. Eine koordinatenweise hohe Autokorrelation des Parametervektors bzw. eine
hohe Korrelation zwischen den Koordinaten indiziert ein schlechtes Konvergenzverhal-
ten. Man versucht dem vorzubeugen, indem man blockweise neue Werte vorschligt
(Knorr-Held, 1999) und die Beobachtungen ‘ausdiinnt’, d.h. man verwendet nur jeweils
die m—ten Werte. Als Alternative kann man Hybride Monte Carlo Verfahren verwenden.
Neben diesen praktisch orientierten Hinweisen existieren auch theoretische Aussagen.
So spielt fiir das Mischungsverhalten des Metropolis—Hastings Verfahrens der (betrags-
miBig) zweitgroBte Eigenwert des Ubergangskerns eine Rolle (Winkler, 1995). Im Fall
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von endlichen Zustandsriumen muf dazu nur der entsprechende Eigenwert der Uber-
gangsmatrix betrachtet werden. Im allgemeinen bedarf es dazu numerischer Techniken,
siehe etwa Mason und Handscomb (2003) oder Fischer (2003).

3.6.4 Hybride Monte Carlo Verfahren

Der Begriff Hybride Monte Carlo (HMC) Verfahren wird nicht ganz einheitlich verwen-
det; eine Einfiihrung findet man etwa in Liu (2001). Sie werden manchmal auch als Ha-
milton Monte Carlo Verfahren bezeichnet. Die Hybriden Monte Carlo Verfahren haben
ihren Ursprung in der Molekulardynamik. Man modelliert den Zustand eines geschlosse-
nen Systems, indem man das Energieniveau einer Vielzahl von Teilchen im Zeitverlauf
betrachtet. Jede Konfiguration der Teilchen entspricht genau einem Energieniveau. Die
Gesamtenergie bleibt idealisierend konstant fiir alle Teilchen iiber die Zeit betrachtet.
Man versucht durch die Beobachtungen im zeitlichen Verlauf Riickschliisse auf das Sy-
stem zu ziehen. Hier tauchen bereits erste Parallelen zur Wahrscheinlichkeitstheorie auf,
ndmlich zu ergodischen Prozessen, da die (rdumliche) Mittelung iiber alle Teilchenkonfi-
gurationen ersetzt wird durch eine zeitliche Mittelung. Die Modellierung des zeitlichen
Verlaufes erfolgt mittels Differentialgleichungen unter Beachtung des Hamilton’schen
Prinzips (Forster, 1993, S. 93), (Courant und Hilbert, 1993, S. 210), sich von einem
Zustand mit minimaler Energie zum néchsten Zustand zu bewegen. In der praktischen
Umsetzung werden die Differentialgleichungen durch Differenzengleichungen approxi-
miert. Es wurde vorgeschlagen (Duane, Kennedy, Pendelton und Roweth, 1987), mittels
dieser Differenzengleichungen neue Werte zu generieren und in einem Akzeptanzschritt
iber ihre Annahme oder Ablehnung zu entscheiden (s. u.). Hybride Monte Carlo Verfah-
ren zeichnen sich im Gegensatz zu anderen Markov Chain Monte Carlo Verfahren also
dadurch aus, dass man auf eine Vorschlagsdichte verzichtet und neue Werte aufgrund
von physikalischen Prinzipien ermittelt. Den Akzeptanzschritt konnte man auch als Feh-
lerkorrektur der zeitlich diskretisierten Molekulardynamik betrachten. Die HMC Metho-
den haben in der Statistik bisher wenig Anklang gefunden, abgesehen von Neal (1993),
Gustafson, MacNab und Wen (2004), Ishwaran (2000) und Heumann (2003). Ordnet
man jedem Teilchen i, i = 1,...,d,d € IN, seine (der Einfachheit halber eindimensio-
nalen) Raumkoordinaten x; und seinen Impuls p; zu, so kann man das Energieniveau
H(x, p) des Systems zu einem festen Zeitpunkt in den Vektoren x = (xy,...,x,) € R
und p = (py, ..., pa) € R? beschreiben durch

Hx,p) =UX) +k(p)
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wobei mit U(x) die potentielle Energie und mit k(p) die kinetische Energie bezeichnet
wird. Fithrt man noch die Zeit 7 ein, so erhélt man die Raumkoordinaten und den Impuls
als Funktionen in der Zeit. Man schreibt deshalb auch x(7) bzw. p(¢). Da die Gesamtener-
gie konstant ist, gleichen sich die Verdnderungen der kinetischen und der potentiellen
Energie tiber die Zeit fiir alle Teilchen aus. Unter Verwendung des Hamilton’schen Prin-
zips lassen sich die Veridnderungen der Zustdnde iiber die Zeit beschreiben durch die
Hamilton’schen Gleichungen

0 0
EX(I) = %H(X, p) (3.38)
und

0 0
P =5 Hx.p) . (3.39)

Wiihlt man fiir die kinetische Energie k(p)

d

2
kpy =

i=1

so vereinfachen sich die Ableitungen. Der sogenannte Leapfrog— Algorithmus basiert

auf dem Diskretisierungsschema (6 > 0, i = 1,...,d)
ot
x;(t + 0t) — x;(t) = Ot - (pl (t + E)) (3.40)
beziehungsweise
ot ot 0
; —)=-pilt—-=)=6t-—H . 41
Pz(t+2) P,<t 2) ot P l (3.41)

Die Approximationen haben noch weitere Eigenschaften (Liu, 2001), die dazu fiihren,
dass die Zeitumkehrbedingung erfiillt wird. Neue Werte x" und p’ werden mittels des
Leapfrog— Algorithmus generiert, um dann bei dem Akzeptanzschritt

ax',x) =1 Aexp(-HX,p’) + H(X,p)) (3.42)

zu entscheiden, ob sie angenommen werden. Fiir bayesianische Simulationen ersetzt
man beim HMC die Teilchen durch den Parametervektor, die a posteriori Verteilung
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n(x) schreibt man als exp(—U(x)). Zusitzlich erhélt man noch einen Vektor unabhéngi-
ger standardnormalverteilter ZufallsgroBBen mit Dichte exp(—k(p)), die allerdings nur fiir
den Leapfrog Algorithmus und den Akzeptanzschritt bendtigt werden. Betrachtet man
in diesem Kontext nochmal den Leapfrog—Algorithmus, so erkennt man, dass durch
%H Informationen des Gradienten der logarithmierten a posteriori Dichte verarbeitet
werden. Durch den Vektor der Impulsvariablen schafft man sich iiber die Gesamtener-
gie des Systems einen zusitzlichen Spielraum fiir die Parameter, d.h. sie diirfen sich
freier voneinander bewegen. Dazu 146t man den Leapfrog—Algorithmus iiber mehrere
Zeitschritte laufen. Da die Impulsvariablen auch im Akzeptanzschritt ihr Gewicht er-
halten, wird verhindert, dass nur solche Parameterwerte gezogen werden, die sehr nahe
am (unbekannten) Maximum (einer Losung der Differentialgleichung (Forster, 1993,
S. 154)) der a posteriori Dichte liegen, was die Verwendung des Gradienten der loga-
rithmierten a posteriori Dichte vermuten lassen wiirde. Die Idee dieses Algorithmus ist
es also, mittels Hilfsvariablen ein hoheres Energieniveau zu erreichen, so dass die vorge-
schlagenen und akzeptierten Werte den Bereich der a posteriori Verteilung gut abdecken
und sich dabei unabhiingig voneinander moglichst frei bewegen konnen, womit man die
bei den MCMC Verfahren sonst iibliche hohe Korrelation bzw. Autokorrelation vermei-
den mochte. Dafiir nimmt man den hoheren Aufwand in Kauf. So muf3 man in jedem
Leapfrog—Schritt den Gradienten neu berechnen. Ausgehend von einem Parametervek-
tor X = (x1,...,Xx4) € R¢ sieht ein Schritt des HMC Algorithmus wie folgt aus:

1. Realisiere einen Impulsvektor p = (py,..., ps) € R¢ mit i.i.d. standardnormalver-
teilten ZufallsgroBen als Komponenten;

2. Ausgehend von (x, p): Generiere neue Werte (x’, p’) mit Schrittweite 6 und einer
Schrittanzahl L;

3. Akzeptiere den neuen Wert X" mit Wahrscheinlichkeit

ax',x) =1 Aexp(-HX',p’) + H(x,p)). (3.43)

Der Vektor p’ wird aufler im Akzeptanzschritt nicht weiter benotigt. Es folgen einige
kritische Anmerkungen sowie Hinweise.:

e Durch die Schrittweite ¢ sowie die Anzahl der Schritte L erhilt man zwei Ein-
stellgroBen des Leapfrog—Algorithmus. Im allgemeinen ist der Approximierungs-
fehler von Differenzengleichungen um so groBer, je groBBer das Gitter, in diesem
Fall ¢, ist. Groe Werte sind demnach ungiinstig, kleine Werte hingegen entspre-
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chend ‘kostspielig’ (mit gro3eren Werten von L), da in jedem Schritt der Gradient
neu berechnet werden muf3. Die Qualitéit des Leapfrog Algorithmus hidngt auch
vom Gradienten der logarithmierten a posteriori Dichte ab. Da man mit einem fiir
alle Parameter konstanten zeitlichen Gitter ¢ arbeitet, kann es zu unerwiinschten
Verzerrungen kommen, wenn die Werte des Gradienten fiir einzelne Koordinaten
stark voneinander abweichen.

e Wihlt man fiir L = 1, so erhilt man ein MCMC Verfahren, bei dem die vorge-
schlagenen Werte nach dem Langevin Verfahren bestimmt werden.

e Bei dem hier vorgestellten HMC Verfahren wurde simultan fiir alle Parameter
ein neuer Wert vorgeschlagen — dies 146t sich sicherlich jedoch auch blockweise
gestalten, z.B. fiir Hyperparameter.

e Es wurde bisher angenommen, dass die Impulsvariablen am Anfang alle unab-
hingig identisch standardnormalverteilt sind. Als Erweiterung kann man auch
Gewichte m; zulassen, d.h. man erhilt unterschiedliche Massen (Varianzen) fiir
die Impulsvariablen. Die kinetische Energie schreibt sich dann als

kp)=p'M'p (3.44)

wobei M eine positiv definite, symmetrische Matrix ist. Eine Rolle konnte dies
spielen, falls der Gradient komponentenweise stark unterschiedliche Werte an-
nimmt. Eventuell kann man durch eine geschickte Wahl der Varianzen die Ska-
lierung des Gradienten ausgleichen. In Choo (2000) wird vorgeschlagen, die Hes-
sematrix der zweiten Ableitungen von U(x) fiir M zu verwenden oder vereinfa-
chend nur die Hauptdiagonalelemente m;. Das Differenzenschema (3.40)) schreibt
sich nun anstelle von ¢ mit 6; = 6 mL, Dies soll zu einer besseren Skalierung fiihren.
Der Nachteil dabei ist, dass man pro Leapfrog Durchlauf zumindest approximativ
die Hesse Matrix berechnen muB. Vorschlige fiir M finden sich in Abschnitt (4.6)).

e Inder Literatur Liu (2001) wird noch vorgeschlagen, anstelle von U(x) mit U’ (x) =
U(x)/c, ¢ > 1 im Leapfrog—Algorithmus zu arbeiten, falls die Dichte viele Bar-
rieren hat. Es sei dahingestellt, inwiefern man mit einem Parameter derartige Bar-
rieren iiberwinden kann (die man im allgemeinen nicht kennt) und wie man den
Parameter dabei zu wihlen hat. Die Idee riihrt vermutlich vom Simulated Anne-
aling.

e In MacKay (2003, S. 388) findet man einen Vergleich (anhand der Samplingpfa-
de) zum random walk Metropolis Algorithmus. Es handelt sich um ein kiinstli-
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ches Beispiel, einer zweidimensionalen Normalverteilung, wobei die Komponen-
ten sehr hoch miteinander korreliert sind.

e Ein Verfahren, dass auf die Verwendung von Ableitungen verzichtet, geht auf
Skilling zuriick (MacKay, 2003), leider ist es nicht fiir hochdimensionale Proble-
me geeignet.
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4 Lebensdauermodelle mit flexibler Hazardrate

Dieses Kapitel befalit sich mit der Modellierung des Intensitdtsprozesses. Wenn von
der Hazardrate gesprochen wird, ist der zu modellierende Teil des Intensititsprozesses
gemeint. Zu Beginn wird ein allgemeines Modell aufgestellt, es folgen technische De-
tails tiber Splines und penalisierte Splines sowie ein kurzer Abschnitt iiber gemischte
Modelle. Im Anschlufl wird die Verwendung penalisierter Splines bei gemischten Mo-
dellen erortert. Eine Anwendung dazu findet sich in Kneib und Fahrmeir (2004). Bei
diesem Ansatz benotigt man nicht die sonst iiblichen rechenintensiven Verfahren der
Kreuzvalidierung zur Berechnung der Glédttungsparameter der penalisierten Splines.

4.1 Modell einer allgemeinen Hazardrate

Im Hinblick auf eine stochastische Modellierung in einem fiir die Praxis hinreichend all-
gemeinen Rahmen werden flexible Ansitze der Modellierung des Intensititsprozesses

/L‘[:Y['h,'[ izl,...,l’l (41)

untersucht. Die Modellierung erfolgt zunichst ohne Beriicksichtigung der Zensierung.
Betrachtet man Verallgemeinerungen, die dem Cox—Modell angelehnt sind, lieBe sich
h;; = h;(0) aufspalten in

hi(0) = hi(y) exp(ie) (4.2)

wobei die positive Funktion /,(y) als (unendlich- dimensionaler) Storparameter aufge-
faBBt wird. Alternativ schreibt man

hiy = exp(ni; + log(hi)) . (4.3)

Die Wahl der Exponentialfunktion fiir 4;, ist vorteilhaft, da diese strikt positiv ist. Die
eigentliche Modellierung geschieht mittels Priadiktoren 7;, wobei der Index i sich auf
das i-te Individuum bezieht und der Index ¢ auf den Zeitpunkt ¢. Der Pridiktor fiir das
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4.2 SPLINEFUNKTIONEN

Individuum i/ lautet

p q
na@) =XiB+ Y filu)+ Y giOxs (4.4)

J=1 J=1

Der Vektor 6 enthilt alle Parameter. Im Fall von f; spricht man von nichtlinearen, bei
g; von zeitvariierenden Effekten, die mittels ‘glatter’ Funktionen modelliert werden. In
der Literatur (z.B. Hastie und Tibshirani (1993)) werden héaufig Splines fiir die Model-
lierung der glatten Funktionen verwendet. Eine Anwendung im geoadditiven Survival-
bereich mit bayesianischen Methoden findet sich in Hennerfeind, Brezger und Fahrmeir
(2005). Splines ergeben sich als optimale Schitzung fiir Funktionen in Sobolevraumen
beziiglich einer Halbnorm (siche unten Formel (4.7). Die Splinefunktionen gestatten
eine Darstellung der geschitzten Funktionen fj und 2; mit jeweils endlich vielen Para-
metern «;; bzw. deren Schitzungen @;; und Basisfunktionen B;;, d.h.

K(f)
Fi0) =y, By(x) (4.5)

I=1
beziehungsweise

K(g;j)

8= Byt . (4.6)

=1

Bei der Termen K(f;) bzw. K(g;) handelt es sich lediglich um kompliziert aussehende
Indizes, die die Obergrenze von / anzeigen. Die zur Darstellung der glatten Funktionen
zu schitzenden Parameter werden dabei zum Teil als zufillig betrachtet. Das Modell
beinhaltet also feste und zufillige Parameter (alternativ: Effekte). Solche Modelle wer-
den auch als gemischte Modelle bezeichnet. Im folgenden werden einige Aussagen iiber
Splines zusammengestellt, allerdings nur soweit, wie es ihre Anwendung fiir die Model-
lierung der Hazardrate erfordert. Sinngemif gilt dies auch fiir die gemischten Modelle.

4.2 Splinefunktionen

Wird als Ausgangspunkt das Interpolationsproblem von Daten gewihlt, so kann man
die Splines als Funktionen betrachten, die den Interpolationspolynomen in dem Sinne
iberlegen sind, dass ihr Grad nicht von der Anzahl der Daten abhéngt. Zu den Werten
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4.2 SPLINEFUNKTIONEN

x = (xo,...,X,) liegen Beobachtungen y = (y,...,y,) vor. Partitioniert man den Da-
tenbereich A = {xp < x; < ... < x,} in disjunkte Intervalle, wobei die Randpunkte der
Intervalle als Knotenpunkte bezeichnet werden, so werden die Splines als stiickweise
Polynome definiert, so dass sie an den inneren Knotenpunkten gewisse Differenzierbar-
keitseigenschaften aufweisen. Unter der Annahme, dass sich der Einflul der Kovaria-
blen auf die abhiéngigen Variablen funktional durch eine glatte Funktion darstellen 1483t,
versucht man, diesen mittels glatter Funktionen zu modellieren. Beschrinkt man sich
dabei auf Funktionen aus dem Sobolevraum K7'[xo, x,], d.h. auf die Menge aller Funk-
tionen g auf [xo, x,], fiir die die (m — 1)—te Ableitung g™~ absolutstetig ist und deren
m—te Ableitung stiickweise stetig und quadratintegrierbar ist, so 146t sich zeigen, dass
das Kriterium

n

_1 ol )2 o m 2
w(g)—nZ(y, g(x;j)) +A/ (Ig™x) 1) dx ,2>0 4.7)

i=0 *0

sein eindeutiges Minimum {iber alle Funktionen des Sobolevraumes annimmit, falls g ei-
ne Splinefunktion ist. Zu dem Kriterium (4.7) sei noch erwihnt, dass der erste Term die
Anpassung an die Daten steuert, der zweite Term die Glattheit der Funktion. Wahlt man
m = 2, so wird durch |g?| die Kriimmung an der Stelle x approximiert und fx); 1g@*dx
kann als Mal} der Gesamtkriimmung interpretiert werden, deren Einflul durch A gesteu-
ert wird. Man bezeichnet daher A auch als Glattheitsparameter. Im Gegensatz zu Interpo-
lationspolynomen 1aBt sich fiir interpolierende Splinefunktionen unter gewissen Bedin-
gungen zeigen, dass sie gegen die zu interpolierende Funktion konvergieren, falls das
Gitter A hinreichend fein gewéhlt wird (Stoer, 1999, S. 109). Zur Darstellung einer Spli-
nefunktion konnen unterschiedliche Systeme von Basisfunktionen verwendet werden,
z.B. B-Splines (Stoer, 1999) oder einseitige Splines (Himmerlin und Hoffmann, 1994)
(englische Bezeichnung: Truncated Power Splines). Im Hinblick auf die numerische
Stabilitit ist die Verwendung von B-Splines als Basisfunktionen vorteilhaft (Deuflhard
und Hohmann, 1991). Demgegeniiber wird sich zeigen, dass die einseitigen Splines aus
modelltheoretischer Sicht einfacher zu schitzen und interpretieren sind. Daher werden
beide Klassen von Basisfunktionen dargestellt.

4.2.1 Definition und Basisfunktionen
Eine Funktion f heilit Splinefunktion der Ordnung r + 1 und vom Grad r zur Partition

A, falls sie auf jedem Teilintervall von A mit einem Polynom vom Grad < r iiberein-
stimmen und an den inneren Knotenpunkten mindestens (r — 1) —mal differenzierbar ist.
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4.2 SPLINEFUNKTIONEN

Es 148t sich zeigen, dass S, ,, d.h. die Menge aller Splinefunktionen vom Grad r zur
Partition A der Feinheit n ein Vektorraum der Dimension n + r ist. Die Elemente f des
Vektorraums lassen sich darstellen durch

n—1

fx) = Z @;B; 11(x)

i=—r

mit n + r linear unabhiingigen Basisfunktionen B, ,;(x), die B—Splines genannt werden.
Sie lassen sich rekursiv nach folgendem Schema berechnen:

t, = .. =t =Xxg <t :=x1 <..<t, =X, 4.8)

und B;(x) = ]l{linsml}

X —1 t,—Xx
B (x) = ——Biy-1(x) + ———Bi1,-1(X) : (4.9)
i+r—1 — I i+r — lix1
Der Tréager der B—Splines B, ,(x) ist das Intervall (#;,7;.,). Dies und die Tatsache, dass
bei der Rekursion nur positive Zahlen addiert werden, verleiht den B—Splines eine hohe
numerische Stabilitét (vgl. Stoer (1999, S. 117)).

Die alternative Darstellung erfolgt mit einseitigen Splines (Hammerlin und Hoffmann,
1994). Mit (z), = max(0, z) schreibt sich dabei die Splinefunktion f als

@) =) B+ anlx—x), (4.10)
=0 k=1

mit den Monomen 1, ..., X" und den abgebrochenen Potenzen (x — x;)’;, wobei es sich bei
x; um die Gitterpunkte von A handelt.

4.2.2 Penalisierte Splines

Das Kriterium (4.7) bezieht sich auf den Kleinste—Quadrate Schitzer. Es 14Bt sich er-
weitern, indem man die Quadratsumme durch die Loglikelihoodfunktion /(a, y) ersetzt.
Beim Kriterium (4.7)) wird davon ausgegangen, dass jede Beobachtung auf einem Kno-
tenpunkt liegt. Diese Annahme wird im folgenden aufgegeben. In der Literatur (Eilers
und Marx, 1996) wurde eine Vereinfachung des Penalisierungsterms vorgeschlagen, die
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4.3 GEMISCHTE MODELLE UND ZUFALLSEFFEKTE

auf den Differenzen der Koeffizienten der B—Splines beruht,

Y(@) = lany) + 1) (M)’ (4.11)

i=k+1

mit A*a; = A¥!(Aa;), Aa; = a; — a;_; als Differenzenoperator der Ordnung k. Dabei
geht die Differenz benachbarter Basiskoeffizienten in den Strafterm ein. Man beachte,
dass [ B;,(x)dx = 1 gilt. Die Standardwahl fiir k bei kubischen Splines ist k = 2. In
diesem Fall 148t sich der vereinfachte Penalisierungsterm auch dadurch motivieren, dass
man die zweiten Ableitungen diskret approximiert durch die zweiten Differenzen, wo-
bei man sich auf die Koeffizienten der B—Splines beschrinkt. Fiir die Wahl der Knoten
gibt es keine genauen theoretischen Vorgaben, sie richten sich eher nach Gesichtspunk-
ten des praktischen Modellierens. So mochte man etwa eine zu gro3e Parameteranzahl,
verursacht durch eine zu hohe Knotenanzahl, vermeiden. Ist die Knotenanzahl hinge-
gen zu klein, wird man die unbekannte glatte Funktion nur ungeniigend approximieren.
Im Gegensatz zu Regressionssplines scheint die Anzahl der Knoten nicht so wichtig
zu sein, da der Strafterm fiir eine gewisse Stabilitit sorgt (Gray, 1992, S. 943). Wihlt
man die Knotenpunkte datenabhingig, so kommen empirische Quantile in Frage, man
vergleiche etwa mit (Cai et al., 2002). Die Schitzung von A erfolgt z.B. mit der Kreuzva-
lidierung (Hastie und Tibshirani, 1990) oder mit dem Kriterium von Akaike (Eilers und
Marx, 1996). Eine weitere und weniger rechenintensive Alternative zur Bestimmung des
Glattungsparameters A beruht auf einem bayesianischen Ansatz mit gemischten Model-
len.

4.3 Gemischte Modelle und Zufallseffekte

4.3.1 Definition der Gemischten Modelle

Man spricht von gemischten Modellen, wenn es sich bei den zu schitzenden Parametern
um Zufallsgroen handelt. Sie haben sich als sehr vielseitig erwiesen (vgl. etwa Mc-
Culloch und Searle (2001)). Urspriinglich wurden sie entwickelt fiir unbalanzierte Ver-
suchspléne (Laird und Ware, 1982), angewendet werden sie auch bei Longitudinaldaten.
Sie eignen sich insbesondere fiir die Modellierung von geclusterten Daten zur Beriick-
sichtigung von Abhingigkeiten, aber auch zur Beriicksichtigung einer erhohten Variati-
on der Daten. Ein weiterer Aspekt ist die sparsame Parametrisierung, weil die Zufalls-
effekte durch ihre Verteilung beschrieben werden. In der Regel gibt es bei gemischten
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Modellen feste und zufillige Parameter. Fiir i = 1,...,n Beobachtungen bezeichne Y;
die Responsevariablen und x;, z; die Kovariablenvektoren. Der korrespondierende Para-
metervektor B bezieht sich auf die festen Effekte und u auf die zufélligen Effekte. Fiir
generalisierte gemischte Modelle erhilt man unter der Annahme, dass die bedingten
Verteilungen fy,,, von Y; gegeben u; unabhiingig sind und zu einer Exponentialfamilie
gehoren, folgenden linearen Priadiktor

nm=XB+zu . (4.12)

Die bedingte Dichte fiir Y lautet

S X, Z.8) = [ [ frwOilw.xi2:.8) . (4.13)
i=1

Sei fy(u|D) die Dichte von u mit Parameter D. Da die Realisierungen der zufélligen
Parameter nicht beobachtet werden konnen, kann man, aufler bei linearen gemischten
Modellen, nicht mit der vollstindigen Likelihoodfunktion arbeiten. Integriert man iiber
die zufilligen Effekte, so erhilt man die marginale Likelihoodfunktion

1.0 = [ [] Al x.mpfutaDrdn (4.14)
i=1

Dies gelingt meist nicht analytisch; einen Ausweg bietet die sogenannte Laplace—Ap-
proximation (Tierney und Kadane, 1986), siehe auch (Liu und Pierce, 1994) fiir einen
Zusammenhang zur Gaufl Hermite Integration. Unter der Annahme, dass die Zufallsef-
fekte einer multivariaten GauB3verteilung geniigen, d.h.
-1 | P
Ju(u|D) o< |D|72 exp —Eu D™ 'u (4.15)
und mit der Abkiirzung

1
eXp(—K(u,ﬂ, D)) = leu(Y|U, X’ Z’ﬂ) - eXp |:_§utD_lu:|

folgt, dass sich (4.14]) schreiben 146t als

LB, DY) « |D|"? / exp(—k(u, B, D)) du
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Man erhilt dann (vgl. Breslow und Clayton (1993)) als Approximation fiir L bzw. In L
1 1 NS /(N
InL(B, DY) ~ =5 In(D) — 5 In " (0,8, D)| - k' (0,8,D), (4.16)

wobei @ die Funktion (@i, 8, D) maximiert. Mit «'({1, 8, D) bzw. (11,8, D) werden die
ersten beiden partiellen Ableitungen von k beziiglich u bezeichnet. Unter Vernachléssi-
gung des Terms %ln k" (0,8, D)| (vgl. Breslow und Clayton (1993)) erhilt man fiir die
fixen bzw. zufilligen Effekte Schitzgleichungen (mit E(Y;) = w;)

> Xi—w),  fur o, (4.17)
i=1

n

> Zyi-p)-D'u,  firu . (4.18)

i=1

Aus ist ersichtlich, dass die Varianz der a priori Verteilung die Funktion eines
Strafterms tibernimmt.

Anschliefend miissen noch die Varianzkomponenten geschitzt werden (vgl. Breslow
und Clayton (1993) oder Cai et al. (2002))

1 1 . .
InLDIY) ~ — In(D) - 5 Ink"(@.8.D)| K @.8.D) . (4.19)

Die Funktion In L(D|Y) ist keine vollstandige Likelihoodfunktion, sie wird in der zitier-
ten Literatur unterschiedlich eingeordnet. Wird iiber die Normalverteilungsapproxima-
tion argumentiert (Breslow und Clayton, 1993), so wird auf die Analogie zur REML
Schétzfunktion im linearen Modell hingewiesen (siehe Patterson und Thompson (1971),
Harville (1977)). Alternativ wird sie auch als marginale Likelihood bezeichnet (Cai
et al., 2002). Die beiden genannten Ansitze sind Spezialfille der Modified Profile Li-
kelihood (siehe Barndorff-Nielsen (1983) bzw. Pawitan (2001)). Die Matrix «” (1, ﬁ, D)
des Strafterms % In [&” (10, ﬁ, D)| 148t sich entsprechend als beobachtete Fisher Informati-
on auffassen. Sie soll dem Umstand Rechnung tragen, dass anstelle der ‘wahren’ Werte
von (u,fB) nur mit Schitzungen gearbeitet wird und fiihrt zu einer Bias Korrektur der
Profile Likelihood.

Meistens wird angenommen, dass D eine spezielle Struktur hat, im einfachsten Fall
Unabhingigkeit, d.h. D = [, oder etwa compound symmetry bzw. eine autoregressi-
ve Struktur. Sei 0'5’, die Varianz von u; und Vi o= Diag (o, ..., 074,), dann gelte (siehe
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Fahrmeir und Tutz (1994))
D = ViR(y)V?, (4.20)

wobei der Parameter y die Struktur der Korrelationsmatrix R beschreibt. Alternativ sind
auch Schitzfunktionen moglich, die auf den Pearsonschen Residuen beruhen (Jgrgensen
und Knudsen, 2004). Basierend auf den geschitzten Pearson Residuen t = & (y - fn
lassen sich quadratische Schitzfunktionen (Jgrgensen und Knudsen, 2004) entwickeln
fiir Komponenten 7y, vony

g(h) = r'A;'r — spur(4;'R), 4.21)

wobei A, nur von y abhédngt und so gew#hlt werden muf3, dass ]E(a%g(yh)) # (O ist. Dies
gewihrleistet die Regularitéit der Schitzfunktion. Wihlt man
0 0
Al'=—-——R'=R'" —RR'" (4.22)
7 7

so ist die Schitzfunktion (4.21)) dquivalent zu Maximum Likelihood Schitzfunktion fiir
das lineare gemischte Modell mit Normalverteilung (McCulloch, Casella und Searle,
1992). Parallel zur Bias Korrektur bei der Modified Profile Likelihood wird empfohlen,
die Schitzfunktion zumindest approximativ um den Bias zu korrigieren (Jgrgensen und
Knudsen, 2004)!:

gy =g +pn (4.23)
mit (9 = (ﬂ, U),M = (MU) mit M,J = a%f/,t,)

1 Al

Ba = spur([MIV—fA;IVfM][MfDM]—l) . (4.24)

Der wesentliche Gedanke hierbei ist, den Bias der Varianzschidtzung zu korrigieren, der
durch Vernachlédssigung der Abhingigkeitsstruktur des Response entsteht sowie der Tat-
sache, dass fiir die Mittelwertstruktur nur eine Schitzung vorliegt (s. a. die weiteren
Erorterungen in Abschnitt (4.3.3]) bzw. im entsprechenden Unterabschnitt von (4.3.2)).

Die Schitzungen fiir 8, u und y werden dann wechselseitig iterativ durchgefiihrt. Mog-
licherweise ist es aus numerischer Sicht vorteilhaft, die Kovariablen zu standardisieren.
Bei der Approximation des Integrals (d.19) wird ein Fehler in Kauf genommen, der

I'Stichwort: BAPE =‘Bias adjusted Pearson estimator’
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um so groBer ist, je mehr die Verteilung der abhingigen Variable von der Normalvertei-
lung abweicht und je kleiner die Varianz der zufilligen Effekte ist. Bei einer geringen
Dimension der zufilligen Effekte sind auch andere Integrationsverfahren, z.B Gauss—
Hermite Prozeduren (McCulloch und Searle, 2001, S. 269) moglich. Ein Ansatz, der in
der Statistik bisher kaum verbreitet ist, beruht auf dem Smolyak—Algorithmus (Gerstner
und Griebel, 1998), der verspricht, auch in hoher dimensionalen Bereichen einsetzbar
zu sein. Alternativ kann man bayesianische MCMC Methoden verwenden oder den EM
Algorithmus, meist in einer Monte Carlo Variante (Terminus: MCEM), da man den Er-
wartungswert beziiglich der marginalen Verteilungen nicht analytisch berechnen kann
(Mebane und Wand, 1999). Des weiteren gibt es noch simulative Varianten der Ma-
ximum Likelihood und Newton Raphson Verfahren (Booth, Hobert und Jank, 2001).
Einen kurzen Uberblick findet man in McCulloch und Searle (2001, S. 269 ff).

4.3.2 Gemischte Modelle mit penalisierten Splines

Werden die Penalisierungsterme w'D(6)'w und 1> "7, . (A*@;)* betrachtet, so erkennt
man, dass der Penalisierungsterm bei gemischten Modellen keinen Glittungsparameter
beinhaltet, zumindest nicht explizit, sondern dass der Einflul der glatten Komponenten
iber die Varianz der Zufallseffekte gesteuert wird. Dies ermoglicht eine datengesteu-
erte Schitzung ohne Verwendung von Methoden der Kreuzvalidierung. Daher werden
die Koeflizienten @ im folgenden als zufillige Effekte betrachtet. Die Struktur der Ko-
varianzmatrix D(0) steuert, in welchem Mal3 benachbarte Werte «;, zueinander dhnlich
sind. Bisher wurden an die Zufallseffekte keine Nebenbedingungen gestellt. Im Fall von
Nebenbedingungen oder Rangverlust von D(6) kann es von Vorteil sein, anstelle der
Kovarianzmatrix mit der Prazisionsmatrix Q(6) zu arbeiten (vgl. Breslow und Clayton
(1993)). Der Penalisierungsterm lautet dann ﬁa’ O@)a (mit Var(ay) = 0'(21). Betrach-
tet man fiir k = 1,2 die Summen Z?:k H(Ak({;i)z, die sich in Matrizenform auch als
5@ 01(0) und -’ Qx()a fiir k = 1,2 mit

1 -1 0 - 0
-1 2 -1 0
0 -1 2 -1 0
0:1(0) = Do : (4.25)
0 -1 2 -1 0
0 -1 2 -1
0 e 0 -1 1
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beziehungsweise

0,(0) = : el el e : (4.26)

0 -0 1 =2 1

schreiben lassen, so erkennt man, dass die Matrizen einen Rangverlust um einen bzw. um
' 0,0

zwei Rénge haben. Dies ist nicht weiter verwunderlich, da die quadratische Form ==5==
der ersten Differenzen fiir Vektoren @ mit Komponenten @, = ¢, c € R, Nullner—
gibt, im Fall der zweiten Differenzen sogar fiir ‘lineare’ Vektoren @ mit Komponen-
ten @, = c+d-h,c,d € R, ergibt. Dieser Effekt beruht darauf, dass der Penali-
sierungsterm fx); |g®|*dx fiir lineare Funktionen (wegen der zweiten Ableitungen) den
Wert Null annimmt — dhnlich einer Halbnorm. Er beruht nicht auf der Approximation
von Marx/Eilers. Es konnen deshalb Probleme bei der Parameteridentifikation auftre-
ten. Ahnliche Effekte treten auch bei additiven Modellen auf, falls man mehrere glatte
Komponenten schitzt oder falls zusétzlich noch lineare Effekte geschitzt werden miis-
sen. Diese Probleme bezeichnet man auch als concurvity (Buja, Hastie und Tibshira-
ni, 1989), einer Verallgemeinerung der Kollinearitdt im linearen Modell, bei der der
Mittelwert eindeutig bestimmt ist, die Parameter jedoch nicht eindeutig schétzbar sind,
da die Matrix der Kovariablen nicht den vollen Rang hat. Die Autoren Buja et al. (1989)
schlagen in diesem Fall vor, fiir diejenigen Kovariablen, fiir die man glatte Funktionen

schitzt, auch lineare Effekte (parametrisch) zu schitzen. Anstelle von

K(f) K(g))

[0 =) ayByx)  bzw. g =Y ayBi)
=1 =1

werden die ‘zentrierten’ Varianten
BioXii+ [i(x)  baw. B otii+g,(0) 4.27)

verwendet, wobei man die Parameter .0 und Bg,0 als fest betrachtet und beachtet, dass
der Intercept in dem Vektor x;; (analog: t; = (1,7;)) enthalten ist. In dieser Situation
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lassen sich die glatten Komponenten als Abweichung vom linearen Priadiktor auffassen.
Auf diese Weise gelangt man zu eindeutigen Schitzungen fiir den linearen Teil und den
glatten Teil des Pridiktors. Negativ ist allerdings eine gewisse Uberparametrisierung, da
man jetzt zusitzlich noch die Parameter fiir das lineare Submodell hat. Betrachtet man
die Darstellung anhand einseitiger Splines, so erkennt man, dass die Basisfunktionen in
natiirlicher Weise eine Aufspaltung zulassen wie sie hier gebraucht wird:

fx) = Zﬁlxl + Z ap(x — X)) . (4.28)
1=0 k=1

Im Gegensatz zu den B-Splines braucht man bei den einseitigen Splines keine zusitz-
lichen Parameter. Die Monome bzw. die dazu korrespondierenden Effekte lassen sich
parametrisch schitzen, der EinfluB der abgebrochenen Potenzen wird iiber zufillige
Parameter modelliert. Als Nebenprodukt erhilt man einfache Submodelle ohne glatte
Komponenten (vgl. Gray (1992, S. 947). Im Fall der B-Splines hat die Varianzmatrix
D(6) bzw. die Dispersionmatrix Q(#) eine Bandstruktur. Dies ist zweckmiBig, da sich
die Trager benachbarter Basisfunktionen iiberlappen und damit die dazu korrespondie-
renden (benachbarten) Parameter voneinander abhédngig sind. Bei einseitigen Splines
ist die Situation anders, die zu den Monomen korrespondierenden Parameter werden
als fest vorausgesetzt, die abgebrochenen Potenzen werden abhiingig vom jeweiligen x;
vollstindig iiberdeckt (mit Ausnahme vom Fall k = 1). In der Literatur (Wand, 2003)
wird fiir diese Situation vorgeschlagen, die zufélligen Effekte ¢ als unabhéngig normal-
verteilt anzusehen, d.h. es gilt

a; ~ NV(0,02) . (4.29)

Der Varianzparameter o> der a priori Verteilung steuert das Verhalten, kleine Werte
von o schrinken den Spielraum der Parameter der glatten Komponente ein. Weitere
Hinweise findet man in der Literatur, z.B. Lin und Zhang (1999) bzw. Verbyla, Cul-
lis, Kenward und Welham (1999). In Kneib und Fahrmeir (2004) und insbesondere in
Eilers und Marx (2004) finden sich Hinweise zu den verschiedenen Systemen von Ba-
sisfunktionen, u. a. auch eine Transformation der B-Splines mittels Projektionsmatrizen,
die eine Aufspaltung in fixe Komponenten (Polynome) und zuféllige Komponenten ge-
stattet. Die letztgenannten Autoren favorisieren die Verwendung von B-Splines und die
Schitzung der Smoothing Parameter iiber Kreuzvalidierung gegeniiber Splines im Kon-
text von gemischten Modellen.

61



4.3 GEMISCHTE MODELLE UND ZUFALLSEFFEKTE

4.3.3 Gemischte Modelle fiir die Lebensdaueranalyse

Als Beispiel betrachte man ein Cox—Modell mit zufilligen Effekten u, (Ripatti und
Palmgren, 2000) fiir i = 1,...,n Individuen mit Kovariablen x; und z; und festen Ef-
fekten B. Solche Modelle werden auch als frailty Modelle bezeichnet (Hougaard, 2000).
Die Hazardrate lautet dann

Ay(0) = h, - exp(XiB + ziu) ,

wobei davon ausgegangen wird, dass u entweder gamma— oder normalverteilt ist. Im
Fall, dass u normalverteilt ist mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix D(6), schreibt
sich die vollstandige Cox-Likelihood (Zensierungsindikator ¢; fiir Individuum i) als

Li(w,B, b, DO)) = | | 1 (@B, hi, D(0))"

i=1

T;
-eXp{— / ﬂs(u,ﬁ,ht,D(G))ds}p(u,D(e)) . (4.30)
0

Wird iiber die zufilligen Effekte u mit der Dichte p(u, D(0)) integriert, so erhélt man die
marginale Likelihoodfunktion

LB, b, D(6)) = / 1[4 8.1, D©)
i=1

T;
- exp {— / As(w,B, hy, D(Q))ds} p(u, D(6))du . (4.31)
0

Nach Anwendung der Laplace—Approximation, bei der die Integration ersetzt wird durch
eine Einpunkt—Approximation am Modalwert der Dichte von u sowie unter Vernachlis-
sigung der ersten beiden Terme in der Gleichung (4.19) — zumindest fiir die Schitzung
von u und B — in Ripatti und Palmgren (2000)? erhiilt man die partielle Likelihoodfunk-
tion nach Cox, erweitert um einen Penalisierungsterm, d.h.

L,(u,B,D(9)) = C,(u,B) — %u’D(@)_lu. (4.32)

ZVorsicht, die Gleichungen (5) und (6) der Veréffentlichung sind falsch.
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Dies fiihrt zu Schitzfunktionen?® fiir 8 und u

" ki Xi eXp(XiB + ziu)
> 6 xi- 2o jeny X XD t"B , firg | (4.33)
P > jeray CXp(XB + Z;u)
n ! t t
S 6|7 - Ljenn AEPCBEAW ) oy (4.34)

Die Menge R(t;) enthilt diejenigen Individuen j, fiir die zur Zeit #; noch keine Beob-
achtung erfolgt ist. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Variablen x; bzw. z; komponen-
tenweise fiir mindestens zwei Individuen verschieden sind, anderenfalls sind die dazu
korrespondierenden Parameter nicht schitzbar, da die Schitzgleichung automatisch den
Wert Null annimmt. Dies ist ersichtlich, da in diesem Fall die Komponenten j von x;
bzw. z; aus der inneren Summe gezogen werden konnen, Zihler und Nenner identisch
sind und die innere Klammer den Wert Null annimmt.

Zusitzlich miissen noch die Varianzparameter geschiitzt werden. Dazu wird fiir * (vgl.
Gleichung (@.19))) eine Approximation basierend auf der Partial Likelihoodfunktion ver-
wendet (siehe Ripatti und Palmgren (2000)).

4.4 Bemerkungen zur Wahl des Splinegrades

Die Glattheit der geschitzten Kurven hingt von dem Grad der gewihlten Splines ab.
Kubische Splines liefern demnach optisch sehr glatte Funktionen, Splines vom Grad
Eins lediglich einen Polygonzug. Demgegeniiber ist der numerische Aufwand bei kubi-
schen Splines unter Umstinden wesentlich hoher. Je nach Wahl des Modells konnen die
Schitzfunktionen Integrale enthalten, deren Wert approximiert werden muf, falls der
Grad groBer als Eins ist. Unabhiingig davon wird in der Literatur (Gray, 1992) darauf
hingewiesen, dass beim Cox-Modell fiir gro3e Lebensdauern numerische Instabilitdten
auftreten konnen. Der Grund hierfiir ist, dass die Risikomenge entsprechend klein ist.

3So wiirde auch die korrekte Form der fehlerhaften Gleichungen des Artikels lauten.
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4.5 Modellierung und Schéatzung der Parameter

Bisher wurden hauptsichlich Aspekte der Modellierung aufgezeigt. Diese werden jetzt
angewendet auf eine allgemeine Form einer Intensititsrate. Dazu werden noch kurz die
theoretischen Vorgaben aus Kapitel 2 angegeben. Unmittelbar im Anschluf} erfolgen
Hinweise iiber die Parameterschitzung. Dabei wird auf die Ergebnisse aus Kapitel 3
zuriickgegriffen.

4.5.1 Modellierung der Intensitatsrate

Es wurden einige Eigenschaften des Intensititsprozesses A, zusammengetragen, die ge-
wihrleisten, dass der modellierte Punktprozef3 eine Radon—Nikodym Dichte beziiglich
des homogenen Poissonprozesses mit Parameter 4 = 1 besitzt. Es wird daher vorausge-
setzt, das A, strikt positiv, quadratintegriebar und stetig ist. Letztere Eigenschaft zieht die
Vorhersagbarkeit nach sich. Zusammengenommen stellen diese Voraussetzungen sicher-
lich keine gravierende Einschrinkung dar. Der einfachste Intensititsproze ist sicherlich
ein homogener Poissonproze3 mit A; = const, const > 0. Eine Verallgemeinerung auf
den inhomogenen Poissonprozel fithrt zu A; = h(s), h(s) > 0, bzw. zu A; = exp(h’(s))
mit 4’(s) = In(h(s)). Unter Hinzunahme von Kovariablen gelangt man zu komplizierte-
ren Modellen

/lis(ﬂﬂ a,aq, ual , @2, u(Yz, as, uUKS) =
exp (m(ﬁ) + mis(a) + ng(a@y, u®) + (@, u™) + (@, u"“))

mit festen Effekten 8
n:B) = x\B (4.35)

bzw. festen Effekten a zu zeitvariierenden Kovariablen

nis(a) =xta . (4.36)
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Der griechische Buchstabe 7 entspricht dem Prédiktor, eine Notation, die den Regressi-
onsmodellen entnommen ist. Die Funktion 4’(s) wird mit Splines modelliert

g K
K@i u™) =nenu™) =) aps' + > ' (s-k)
=0 k=0

mit festen Parametern @, und zufilligen Parametern u(}, von denen angenommen wird,
dass sie unabhédngig normalverteilt sind mit

ug' ~NV(©0,02) k=1,...,K

Im folgenden wird dieser glatte Effekt als Typ 1 bezeichnet. Fiir die zeitvariierenden
Effekte der j—ten Kovariable und Individuum i (Typ 2) gilt

g K
I
Nis(@2,u™) = x;; <Z ays + Z ue (s — Kk)i)
1=0 =0

mit festen Parametern «, und zufilligen Effekten «(}, fiir die gilt
up? ~NV(©0,00) k=1,....K

Im Fall glatter Effekte (Typ 3) gilt

8 K
I
ni(@;, u®) = Z @sx;; + Z uy (i) = K
=0 k=0

mit festen Parametern o, und zufilligen Parametern 1} mit
up' ~NV(©0,00) k=1,....K

Die drei Typen unterscheiden sich dahingehend, dass im Fall von Typ 1 und 2 ein glat-
ter Effekt im zeitlichen Bereich, einmal ohne — sonst mit Kovariablen modelliert wird
(zeitvariierende Effekte), bzw. bei Typ 3 ein glatter Effekt in der jeweiligen Kovariable
modelliert wird. Zur Vereinfachung der Darstellung wird im folgenden stets nur ein Ef-

65



4.5 MODELLIERUNG UND SCHATZUNG DER PARAMETER

fekt vom Typ 2 bzw. 3 erwihnt, obwohl nicht ausgeschlossen ist, dass mehrere Effekte
modelliert werden konnen. Im Hinblick auf den Zeitpunkt des Ereigniseintritts sowie
auf die Kovariablenstruktur ist jeweils zu beachten, ob der Pridiktor zeit- und oder indi-
viduenabhingig ist. Die integrierte Intensitétsrate schreibt sich als

14
Ati(ﬁ’ a,a, u®! » @2, uaz’ as, u(l/3) = / /lis(ﬁ’ a,ay, u” , @2, u(l/z’ as, u(13) ds
0

oder ausfiihrlicher

“, a3, u”) =

I
/ exp (xf B+ xia
0

g K
+ E ays' + g up' (s — k)
1=0 k=0

3
Al‘,‘(ﬁ9 a,a,u l’az’ u

8 K
l @
+ X;j E @ys + X;j E u (s — k)
1=0 k=0

g K
+ g ag,xfj + g +up (X — Kk)i) ds
1=0 k=0

Um die nicht von der Zeit abhingenden Terme vor das Integral ziehen zu konnen, fiihrt
man noch folgende Abkiirzung ein

Ai(a, @, u @, u™) = exp (Um(a) + na,u’) + pilas, u‘”)) ,
von der insbesondere bei den partiellen Ableitungen Gebrauch gemacht wird. Es gilt

Ais(B,a, @1, u”, @y, u”, a3, u®)
exp(xiB) exp(n;(as, u®))

A (a,a;, 0", @y, u™?) =

4.5.2 Schatzung der Intensitatsrate

Man kann nun entweder mit der Laplace—Approximation arbeiten oder die Schitzfunk-

tionen aus Abschnitt (3.3)) verwenden. Hier wird letzterer Weg verfolgt, da die Theorie

A0
dazu hinreichend gut ausgebaut ist. Wegen A(6) = exp(n(6)) gilt % = 17(#) und Glei-

chung (3.26) schreibt sich fiir Individuum i unter Beachtung einer nichtinformativen
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Rechtszensierung (vgl. [3.1) mit Zensierungsindikatorvariable 6; und t; = T; A U; als

GO = ). m®)- / i O),(0) ds (4.37)
{s<ti,NS#NS,_)} 0
= 67 (6) - / i (O)(6) ds (4.38)
0

Die Darstellung der Schitzfunktionen beriicksichtigt noch nicht die Tatsache, dass auch
zufillige Parameter geschitzt werden. Dies geschieht weiter unten mit Hilfe von Straf-
termen. Im Unterschied zu Abschnitt (4.3.3) ist die Intensitétsrate A, zusitzlich abhidng-
ig von der Zeit. Dies erfordert die Berechnung des Integrals von A, liber die Zeit. Im Fall
linearer Splines erhilt man eine analytische Losung, der Vektor der partiellen Ableitun-
gen 17;,(0) ist linear in s, z.B. ergibt sich fiir 7;s(@2, u™?) = (x;j, Xij- 8, Xij* (S—Ki)4s - o o, Xij*
(s = kk),) mit (2@ =y (6))

Mi5(0) - 7(0) = DA(0)]"
(17;,(0))? v

/ | 1is(0)Ais(0) ds = (4.39)
0

Bei der unteren Integrationsgrenze ug ist zu beachten, dass sie bei den partiellen Ablei-
tungen von 77;; nach @ Null, bei den Ableitungen nach u; jeweils k; sind. Fiir #; < «; ist
der Wert des Integrals Null. Bei hoheren Splinegraden muf3 numerisch integriert werden.
Schétzungen /§, &, &, a3, a, 0", 4, a» fur B, a,, a», @z, a, u*', w2, u® erhilt man
als Nullstellen der Schitzgleichungen G(.), d.h.

N

GB. &1, &2, &3,0,0",6”,8") = ) Gi()=0 (4.40)
i=1

Es gibt verschiedene Verfahren zum Losen von nichtlinearen Gleichungen. Sie lassen
sich danach unterscheiden, ob man den Gradienten (und evtl. noch die 2. Ableitungen)
verwendet oder nicht. Zum ersten Fall gehoren z.B. Newton Raphson und Quasi New-
ton Verfahren; sie haben den Vorteil, schneller zu konvergieren als gradientenfreie Ver-
fahren (z.B. Nelder Mead Verfahren). Sei 6 = (B,a, 0, 6,,6;) mit den Abkiirzungen
0, = (@, u"), 6, = (@, u*?) und 63 = (a3, u*). Ausgehend vom Startwert 6° werden
iterativ z.B. im k—ten Schritt nach folgender Vorschrift neue Schitzungen generiert

g =g —sk. g8 (4.41)
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wobei s; die Schrittweite und d; die Richtung im k—ten Schritt ist. Das Verfahren bricht
ab, falls 6! ~ 6" bzw. falls G(6**') ~ 0 gilt. In der Literatur Press, Teukolsky, Vet-
terling und Flannery (1992) wird empfohlen, die Schrittweite adaptiv zu wihlen. Zwar
wird durch den Gradienten die optimale (infinitesimale) Richtung angegeben, jedoch
nicht die Schrittweite, die ja automatisch Eins ist, falls man die Schrittweitenbestim-
mung unterldBt. Bei der Schrittweitenbestimmung hat man ein eindimensionales Mini-
mierungsproblem zu 16sen. Zur Berechnung von d; wird — je nach Verfahren — neben
dem Gradienten noch die Hessematrix benotigt. Neben der bisherigen Unterteilung ist
es bei hochdimensionalen Problemen ein weit verbreitetes Vorgehen, blockweise neue
Schitzungen zu berechnen. Dies hat den Vorteil, nicht fiir alle Parameter simultan eine
Hessematrix berechnen zu miissen. Im Vergleich zum obigen Algorithmus wird jetzt der
k—te Schritt blockweise aufgeteilt. Es bietet sich an, eine Einteilung entsprechend den
Parametern der glatten Effekte zu wiihlen. Sei ¢ = (8%, a*, 6%, 65, 6%) die Schitzung zu
Beginn des k—ten Schritts.

1. SeiBf = B*, man berechnet
e =By—sk-dy . p=0,1,...

bis in der p*—ten Iteration eines der Abbruchkriterien erfiillt ist
und setzt ' = B, sowie & = (B, d", 61,65, 65) ,

2. sei a¥ = d*, man berechnet
0
k k _
ap+1—a d ,p=0,1,...

bis in der p*—ten Iteration eines der Abbruchkriterien erfiillt ist
und setzt ac*! = ak* sowie 8¢ = (B!, a1, 64,65, 6%)

3. sei 65, = 6, man berechnet
k _
9 glp_sp'dp ,p—o,l,...
bis in der p*—ten Iteration eines der Abbruchkriterien erfiillt ist
und setzt /"' = ¢} . sowie 0* = (B, a"*', 0, 65, 65)

1p+1 —

4. sei 65, = 65, man berechnet
i k. gk -
02 gzp_sp'dp ,p—o,l,...
bis in der p*—ten Iteration eines der Abbruchkriterien erfiillt ist
und setzt 65" = 65 . sowie 0* = (B!, a1, /1, 651, 64)

p+1 =

5. sei 6%, = 6%, man berechnet
6, =65, —sy-dy ,p=0.1,...

bis in der p*—ten Iteration eines der Abbruchkriterien erfiillt ist
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k+1 _ pk : — (Rk+1 k+1 pk+1 pgk+1 pk+1
und setzt 65" = 65 . sowie ' = (B, a"', 077, 6571, 657"

Bei diesem Vorgehen verzichtet man im Vergleich mit der vollstindigen (Pseudo—) Hes-
sematrix auf die gemischten zweiten partiellen Ableitungen (z.B. aﬁ(z(ﬁ;ak ). Dafiir ist die
1

Dimension in jedem Teilschritt kleiner. Eine Anwendung auf die Schitzfunktionen lie-
fert eine Aufspaltung in marginale Schitzgleichungen G(B), G(a), G(6,), G(6,), G(65),
fiir die man im k-ten Schritt jeweils einen neuen Wert erhilt. Da — abgesehen von der
Schétzfunktion fiir 8 und a — alle Schitzfunktionen zuféllige unabhéngige normalver-
teilte Parameter mit Erwartungswert O enthalten, werden die Schitzfunktionen jeweils
um einen Strafterm Gg(z_) korrigiert und zwar fiir G(6;) mit (u®' = (u}',--- , u%'))

ay

G, (") = Lz(u‘“)t , (4.42)
o,

der die martingale Struktur der Schitzfunktionen nicht zerstort, d.h. es gilt E(G,2 ] 0)) =
0. Ein analoges Vorgehen erfolgt fiir G(u"?),G(u®).

Bei den Schitzfunktionen ebenso wie bei den Ableitungen ist zu beachten, dass be-
ziiglich der Zeit integriert werden muf}. Zur Vereinfachung der Notation sei 6__,.- der
Teilvektor von 6 ohne den Vektor <vek>. Die Berechnungen erfolgen unter der An-
nahme, dass die Integration nach der Zeit und die Differentiation nach den Parametern
vertauschbar ist.

Die marginale Schatzfunktion fir g8

Die Ableitung des integrierten Intensititsprozesses A nach 8 pro Individuum (mit A7,(6)
als Kurzform fiir A7,(6_(,))) lautet

0 0 i
—AN(B.0p) = —=ni(B) expm(B)) exp(n:(63)) / A0 ds (4.43)
B B 0
ti
= x.exp(m(B) + 1:(63)) / A (O)ds . (4.44)
0
Summiert iiber alle Individuen erhilt man
ﬁA(ﬂH )—anﬁz\(ﬂe ) (4.45)
8ﬂ t\P,V-8) — - ﬁﬁ ;\P>V-B . .
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Die marginale Schitzfunktion fiir 8 lautet demnach (6 = (6y,...,6,)")

G(B)

X'5 - X' vek (exp(m(ﬂ) £ 71(6) / 3,0 ds) (4.46)
0

ti
X [6 — vek (exp(n,-(ﬁ) + 1n:(63)) / A;(0) ds)} (4.47)
0

mit

ti

vek (eXp(m(ﬁ) +1:(65)) / A;(6) dS> =
0
I3l tn t
(eXP(m(ﬂ) +171(63)) / A (0) ds, ..., exp(.(B) + 1,(63)) / A,5(0) dS)

0 0
Man beachte die Ahnlichkeit der Schiitzfunktion fiir 8 mit der Schitzfunktion in einem
Poisson’schen generalisierten linearen Modell, falls man ¢ als abhédngige Variable auf-

faBt, die allerdings nur die Werte O und 1 annimmt. Die obigen Darstellungen werden
jetzt fiir die anderen Parameter iibernommen.

Die marginale Schatzfunktion fiir a

0 N0
% Ay (a,0-,) = exp(n:(B) + 1i(65)) / —1is(a) 4;,(0) ds (4.48)
a o Oa

0
mit a—nis(a) = x!,, wobei dies ein Vektor ist. Summiert iiber die Individuen gilt
a

n

0o 0
—A@,0.)=> —A.(a,0.,) . 4.4
oM@, 60.,) Zl (@ 6-0) (4.49)

Die marginale Schitzfunktion G(.) fiir a lautet (X5 = (X5, - - - » Xns))
. 0
G(a) = X,,0 - 8—At(a, 6_.) (4.50)
a

Da die Kovariablen zeitabhiingig sind, erhilt man leicht verdnderte Terme.
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Die marginale Schatzfunktion fiir 6, (Typ 1)

Die partiellen Ableitungen nach den Parametern 6, des glatten Effektes fiir die Baseline
lauten

6
Az,(91,9—9.) = exp(:(B) + 1:(63)) / %(91)/1”(9) ds . (4.51)
In Matrixnotation

0
> o €XP(i(B) + 1:(63)) f ms(91)/1§1(9) ds
0

—NA\(6,,0-
091 t( 1 91)

Zl =0 eXP(Uz(ﬂ) + 771(93)) f a ) nls(gl) /l* (9) ds

0
Zl 10 Al,(ala 0_a,)

0
Sh g AU, 6 )

mit

0
——Nis(01) = (1,51,,,.,si,(s—Kl)ﬁ,...,(s—KK)_{) ) (4.52)

Mis(@1) flis(u)

Die marginale Schitzfunktion G(.) fiir 6, ergdnzt um den Strafterm Gggl (u”) lautet
(ﬁt(al)t = (ﬁltl s " ﬁntn)a ﬁ[(ual)l analOg)

Glay)
G(u®) — G(r(%1 (u) (4.53)

G(6)

. 0
n.(@1)'6 - %At(al 0 a))
= (4.54)
f]t(um)té - (91(19“ e—u"l) - Gcr(%, (ual)
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Die marginale Schatzfunktion fiir 6, (Typ 2)

Die Ableitungen nach den zeitvariierenden Effekten 6, lauten

6
At,(92,9-92)—eXp(m(,B)+m(93)) / 8927715(92)/113(9)615 : (4.55)

In Matrixnotation

Zz =0 eXP(ﬂz(ﬂ) + 771(93)) f nlS(QZ) /l* (9) ds
0
%AI(GZ’Q—&) =
2 0
Z oeXP(Th(ﬂ) + 771(93)) fo ou’ 771&(92) /l* (9) ds
Uk
0
Z[ la Al,(“27 9—02)
= 0
STt ey M7 O
und mit
in- 0)) = x| 1,8 .., 85 (s —Kk)S, .., (5 — kg)$ (4.56)
(992 LS 174 ’ ’ ’ ) +° ’ j

His(@2) 7is(0%)

Die marginale Schitzfunktion G(.) fiir 6,, ergédnzt um den Strafterm G(,(zl2 (u*), sowie
mit 7),(@2)" = (P1rys -+ g, )» 7,(0??)" analog)

Glaz)
G(u®) — G(r(2y2 (u®) (4.57)

G(62)

0
n(ay)'o - EAI(QZa 0-a,)
= . . P ) (4.58)
ﬂ,(ll 2)t6 - (’)uaz 9—11"2) - Go-(ZY2 (u 2)
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Die marginale Schatzfunktion fiir 6; (Typ 3)

Abschlieend erhilt man die Ableitungen fiir die Parameter beziiglich des glatten Ef-
fekts 93

P 5 i
——N(03,0-6,) = ——1;5(65) exp(n:(B) + 77i(93))/ A @) ds (4.59)
26, 26, ;
wobei
0 i
20- Nis(03) = [ L x;, oo X5, (i = k)5 ooy (X — kK)S ) = X (4.60)
3 ~ NG — -,

Xm3 X; a3

gilt. In Matrixnotation gilt

Sooexpmi(B) + mi@)) 1 [y A0 ds

0
0—93/\:(93, 0_g,) = :
Yo exp(mi(B) + mi(0))(x; — kx)§ [y A5,(0) ds
. 0
~ > im1 ?At(ag, 0_q;)
Zi:l EA,(U%, 0_ye3)
Die marginale Schitzfunktion G(.) fiir 65 (mit X,, = (Xiq5, - - - » Xnas)> Xues analog) und
Strafterm Gy2 (u™)
Glas)
GE) = | Gu™) -G,z ) 4.61)
@3
0
Xl 60— _At(a3’ e—a )
* 60’3 3
- 9 (4.62)

X;(13(5 -

A(03,0_ys) — G2 (™)
ou” a3

Bei der Losung der nichtlinearen Gleichungssysteme fiir die Parameter spielen die zwei-
ten partiellen Ableitungen neben den ersten partiellen Ableitungen eine besondere Rolle.
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Hier erhilt man als Pendant zu den zweiten partiellen Ableitungen die Martingal Infor-
mation als Verallgemeinerung der Fisher Information (vgl. Heyde (1997)).

Die Martingal Information fiir marginale Schatzfunktion

Die Formel fiir die Martingal Information lautet

IG<9>—ZIG,(0> Z / ( ”(0)) Ais(0) " ds (4.63)

bzw. im multivariaten Fall als Matrix

t; a
I,(0) = / (a—e/bs(@))/l (9)( 13(9)) : (4.64)
0

Dies 14Bt sich vereinfachen zu
t
I,(0) = / Mis(O)isis(0) ds . (4.65)
0
In Matrixnotation erhélt man fiir 8 mit
n n L
IB)=> I6B) =Y xxiexp((B) + ni(63)) / AOds . (4.66)
i=1 i=1 0

Es folgen die Matrizen fiir die anderen Parameter. Fiir die als Zufallseffekte betrachteten
Parameter der jeweiligen glatten Effekte muf3 noch die Ableitung der Strafterme (vgl.
4.42) G,» 1 (u™), ..., Goa, (u*) mitberiicksichtigt werden. Dies fiihrt zu Diagonalmatrizen

1
D(c? )= O_—Dlag(O 1) i=1,.,3 , (4.67)

p mal q mal

wobei p die Anzahl der festen, ¢ die Anzahl der zufilligen Parameter bezeichnet. In
Matrixnotation gilt fiir die zweiten Ableitungen beziiglich a

Ig(@) =Y Ig(@) =) exp(i(B) + ni(6s)) / X;sX(,A;,(60) ds (4.68)
i=1 i=1
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bzw. 6, (Typ 1)
I(0) = Y I6,(6) + D(o,)
i=1

= 5" exp@i(B) + 1,(65)) /O (0070 4,(0) ds + D(o,)
i=1

bzw. 6, (Typ 2)
I6(8:) = ) I6,(8:) + D(0,)
i=1

=" expmi(B) + ni(6:)) /0 O (02 2, (60) ds + D()
i=1

und 65 (Typ 3)
Is(05) = > I6,(65) + D(0,) =
i=1

n l;
= Xijo,Xij5, exp(mi(B) + 17:(65)) / A;(0)ds + D(02)
i=1 0

Schéatzung der Varianzparameter

In Abschnitt bzw. wurde bereits die Bias Korrektur der Varianzparameter an-
gesprochen. Sie wurde im Kontext von Longitudinaldaten entwickelt (Jgrgensen und
Knudsen, 2004). Hier soll der Ansatz auf die in diesem Abschnitt vorgestellten Sur-
vivalmodelle iibertragen werden. Die Modellierung der (fiir alle Individuen) gemein-
samen Baseline-Hazardrate bzw. der zeitabhidngigen Kovariableneffekte mit zufélligen
Parametern fiihrt dazu, dass der Response (die individuellen Ereigniszeitpunkte) nur
bedingt unabhéngig ist. Zur Vereinfachung der Notation wird in diesem Abschnitt ange-
nommen, dass es nur einen zeitabhingigen Kovariableneffekt gibt. Betrachtet man die
Zensierungsvariablen ¢;, i = 1,...,n als abhingige Variable, so gilt approximativ, dass
(siehe Pawitan (2001), bzw. Cai et al. (2002)) die Zufallsgrolen 6; gegeben den Vektor
u”! bedingt unabhingig und poissonverteilt sind mit Parameter exp (n,-(ﬁ) + 1,(0,) + 0,-)
(= E(;ju")). Der Term o; = In( fol’ A;,(0)ds) wird als Offset bezeichnet, fiir den keine
Parameter geschitzt werden. Da die Zufallseffekte u}' unabhéngig normalverteilt sind
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mit Varianz o7, , folgt, dass (fiir das Individuum i) ui“‘ =X Z,Ile ul'(T; — k;)$ normal-
verteilt ist mit ]E(u“l) = 0 und Varianz o S = O'Q1 4 Zk (T — Kk)ig . Bezeichne n;¢(6,)
den polynomialen Anteil des glatten Priadiktors mit festen Effekten, so lautet der margi-
nale Erwartungswert von 9; unter Verwendung der Momente der Log—Normalverteilung
und der Zerlegung n,(6;) = n;¢(61) + u'™

E@5) = IEIE(@u))
=  E(exp(m;(B) + n:(6)) + 0,))

= exp((B) + n;7(6) + 0)E (exp (1))
o2

= eXP(ﬂz(ﬂ) + 771f(91) + 0; ) eXp( 3”11 )
= M

bzw. ( mit E(IE(6;u*")) = E(V(5;|u*") aufgrund der Verteilungsannahme)

V@) = EV@Hm) + VEG )

= o BB )

= i+ exp(200B) + 17(60) + 00)) Viexp(u'™!))
= i+ exp (2008) + 1ir(0) + 0) ) (X, = eXP(T )
= i+ oxp (2008) + nig(6) + 0)

= pi + pj(exp(oe,) = 1)

exp(0i, J(EXP(0 ) — 1)

Aufgrund der bedingten Unabhingigkeit gilt C(6;,0;[u®) = 0, i # j. Somit berechnet
sich die marginale Korrelation als

C6n6) = ECE &™)+ B(IBEU™) - EEIEE ™) - E&))

= 0+ E[EG ™) EG lu™)] - BO)E®))

= E[exp(ni(B) + n:(61) + 0;) exp(n;(B) + n;(01) + 0))] — uiu;

= exp((B) + nif(01) + 0; + 1;(B) + 1,7(61) + 0 )E(exp(u'™ u®")) — pu;

= exp((B) + if(01) + 0; + Nj(B) + 1;7(61) + 0)(EXP(T i, Ty ) — il

1
= ,,uj[exp(ZO'um,O'ﬁ,m> - 1]

76



4.5 MODELLIERUNG UND SCHATZUNG DER PARAMETER

Damit wird die Mittelwert- bzw. die Varianz- bzw. die Korrelationsstruktur zur Verfii-
gung gestellt um mit dem (pseudo) poissonverteilten Response Pearsonsche Schitzfunk-
tionen aufzubauen ( s. [4.3.1).

Methodik zur Nullstellenbestimmung der Schéatzfunktionen

Die Berechnung der Martingal Information ist aufgrund der — auBler im Fall linearer
Splines — numerischen Integration durchaus aufwendig, insbesondere bei den Parame-
tervektoren #; und 6,, bei denen iiber alle Matrizenkomponenten integriert werden muf.
Bei den Martingal Informationen beziiglich 6; und 6, kdnnten zudem numerische Insta-
bilitdten entstehen, da aufgrund der Multiplikation der Terme 7;,(.) und 7;,(.)’ Potenzen
der Ordnung 2g auftreten, d.h. bei kubischen Splines erhilt man Potenzen bis zum sech-
sten Grad. Ein Verfahren, das moglicherweise nicht ganz so schnell konvergiert, dafiir
aber den Ruf groBerer Robustheit besitzt, ist das Quasi Newton Verfahren, besser die
Klasse der Quasi Newton Verfahren (Stoer, 1999). Sie unterscheiden sich dadurch vom
Newton Verfahren, dass man zwar ebenso die Information des Gradienten iiber die Ab-
stiegsrichtung ausnutzt, aber anstelle der Hessematrix H eine einfache Approximation
wihlt. Der Algorithmus

gl =g — sk gk (4.69)
mit & = H;'G* 148t sich umformen zu
H (0" — 6" = —s*G* ) (4.70)

Anstelle der inversen Hessematrix muf3 nun ein Gleichungssystem mit den Unbekann-
ten A*! = g1 — g% gelost werden. Bei den Quasi Newton Verfahren verwendet man
anstelle von H eine Approximation By. Fiir k = 0 setzt man entweder B® = I, d.h.
die Einheitsmatrix, dann entspricht der erste Schritt dem Gradientenverfahren oder aber
man verwendet eine Differenzenapproximation VG basierend auf dem Gradienten G(.)
mit Komponenten / und Einheitsvektoren e; gemif

1
VG, = E(G(G + he)) — G(6)) . 4.71)
Da die Hessematrix symmetrisch ist, sollte eine symmetrisierte Form der Differenzenap-

proximation verwendet werden (Gill, Murray und Wright, 1993). Bei der Berechnung
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von By, wird eine iterative Formel verwendet

By =B+ U 4.72)
wobei

1
Uy = E()’k — BiAY(Y — B AYY , 4.73)

mit y* = G(6"*")—G(6") und c* = (y* - B A*)'A¥ gilt. Die Matrix U, hat den Rang 1. Man
spricht daher auch vom symmetrischen Rang 1 Verfahren. Die iterative Berechnung ist
niitzlich bei der Losung des Gleichungssystems

BAf = —5°G* . (4.74)

Da die Matrix B, symmetrisch ist, 1d6t sich die Cholesky Zerlegung verwenden

By = LDiL; (4.75)
11

= L\D}D;L, (4.76)

= LI (4.77)

mit L; (bzw. L; und Diagonalmatrix Dy) als untere Dreiecksmatrix (die Diagonalele-
mente von L; haben alle den Wert Eins). Setzt man u* = \/%(yk — B(AY), dann gilt

Biyi = LiDiLL + u* W) (4.78)
= LDy + p' (P, 4.79)
= LD L (4.80)

mit L;p* = u*. Diese Berechnung ist effizienter als eine (vollstindige) Neuberechnung
der Cholesky Zerlegung (Gill et al., 1993, S. 42 ), da die Elemente von Dy und L, in
einem Schritt aus den Elementen von D, und L, berechnet werden konnen. In der Na-
he der Nullstelle kann B als Naherung der Hessematrix aufgefa3t werden. Eine weitere
EinstellgroBe des Algorithmus ist die Schrittlinge s*. Da die Loésung eines nichtlinea-
ren Gleichungssystems G(6) (theoretisch) gleichbedeutend ist mit der Minimierung der
Funktion g(6) = %GI(Q)G(H), 148t sich die Wahl von s* anhand der Funktion g(6) mo-
tivieren. Offensichtlich soll s* so gewihlt werden, dass g(6**!) < g(6%) gilt. Formuliert
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man dies als eindimensionales Optimierungsproblem, so mufl man die Funktion
m(s) = g(8" — s*A%) (4.81)

minimieren. In der Literatur wird eine approximative Losung vorgeschlagen, ndmlich
m(s*) durch ein kubisches Polynom zu ersetzen (Press et al., 1992). Die adaptive Wahl
der Schrittweite diirfte insbesondere zu Beginn des Algorithmus wichtig sein. Nahe
der Nullstelle ist zu vermuten, dass die quadratische Taylor Approximation, die dem
Losungsvorgehen zugrunde liegt, gut pa3t. Das Vorgehen 146t sich folgendermalen zu-
sammenfassen:

1. Im (k = 0) —ten Schritt werden verwendet:
Startwert: 6°,
Gradient: G(6°),
Quasi Hessematrix:
By = I bzw. By = VG(#"),
By = LyL!,
AY ist Losung von:
LoLiA® = —-G(6%),
Durchfiihrung der Schrittweitenbestimmung sy (so < 1)
mit 6°, A° und
Funktion: g(6°),
Gradient:
Vg(@) = BoG(¢"),
Resultat: s,
berechne 6';

2. im (k + 1) —ten Schritt werden verwendet:
Wert 6%,
Gradient G(6"),
Quasi Hessematrix:
Bis1 = By + uf(ub)
Bisi = Ly Ly,
Ayy1 ist Losung von:
Lk+1L;c+1Ak+l = _G(ek),
Durchfiihrung der Schrittweitenbestimmung sy,; (g4 < 1)
mit 6%, g(6%), A1,
Funktion: g(#"),

79



4.5 MODELLIERUNG UND SCHATZUNG DER PARAMETER

Gradient:
Vg(6*) ~ Bi G(6"),
Resultat: s;.1,
Resultat: 65*1;

Der Algorithmus endet, wenn G(6) ~ 0O gilt. Hierzu noch ein Zitat (Press et al., 1992)
(in runden Klammern stehen die oben verwendeten Symbole):

Note that this method essentially mininmizes f (g) by taking [...] steps designed
to bring F (G) to zero. This in not equivalent to minimizing f (g) directly by taking
[...] steps to bring Vf (Vg) to zero.

Hier handelt es sich bei den Gradienten um die jeweiligen Schitzfunktionen G(.) und
bei den Hesse Matrizen H um die jeweiligen Martingal Informationen.

Es wird ein hybrides Vorgehen verfolgt. Beim blockweisen iterativen Vorgehen wird
fiir B und 65 die Martingal Information verwendet, dies entspricht dem Newton Verfah-
ren, fiir den zeitlichen Effekt (6;) und den Effekt der zeitvariierenden Koeffizienten (6,)
werden Losungen gemil3 den Quasi Newton Verfahren berechnet.

Methodik zur numerischen Integration der Schatzfunktionen

Es existiert eine Vielzahl von Verfahren (Stoer, 1999), bei denen das Integral f f(x)dx
moglichst gut durch eine endliche Summe >, w;f(x;) approximiert werden soll. Sie
unterscheiden sich durch die Wahl der Stiitzstellen x;, die Gewichte w; und den Integra-
tionsbereich. Ublicherweise werden sie so gewdhlt, dass ‘einfache’ Funktionen (meist
Polynome) exakt integriert werden konnen. Da die Funktionsauswertungen rechenin-
tensiv sind, ist eine geringe Anzahl n von Stiitzstellen vorteilhaft. Im Rahmen dieser
Arbeit handelt es sich bei der zu integrierenden Funktion um A7(.) bzw. den Vektor
1i5(6)) A7,(0). Die Funktionen sind pro Individuum verschieden, ebenso ist der Inte-
grationsbereich individuenabhéngig [0, #;]. Der hier vorgeschlagene Weg folgt (Mason
und Handscomb, 2003) sowie (Press et al., 1992, S. 192). Er basiert auf der Verwen-
dung von Chebychev Polynomen 7, der ersten Art*. Auf dem Bereich [—1, 1] bilden
die Chebychev Polynome beziiglich einer Gewichtsfunktion w ein Orthogonalsystem
beziiglich der quadratischen Norm, d.h. definiert man als inneres Produkt <f, g> :=
f_ll w(x) f(x)g(x)dx, so gilt <T,,, T,> =0, m # n. Weiter existiert fiir quadratintegrier-

“4dieser Zusatz wird im folgenden stets vorausgesetzt
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bare Funktionen eine Reihenentwicklung, d.h.

[

f@~) aTdx)  mit ¢

i=0

<f’ Ti>
- <T,T>

Die Koeffizienten c; lassen sich im allgemeinen wegen der dafiir nétigen Integration
nicht exakt berechnen. Zur numerischen Integration kann man ein einfaches Integrati-
onsverfahren verwenden, z.B. die Sehnen-Trapezregel mit den Stiitzstellen x; = cos (@) ,
i=1,...,n.Dies fithrt zu

2 n
¢ = S T (4.82)
k=1

Bemerkenswerterweise bleibt die Orthogonalitit an den Stiitzstellen erhalten, d.h. es
gilt Z:’zl Ti(x)T)(x;) =0, k,l < n,k # l. Fiir das praktische Rechnen wird man nur eine
endliche Anzahl von Chebychev Polynomen verwenden. Die Funktion f wird in den
Stiitzstellen durch eine endliche Reihe interpoliert. Eine weitere sehr angenehme Eigen-
schaft der gewihlten Reihendarstellung ist, dass die Chebychev Polynome ein Verhalten
besitzen, das den Minimax Polynomen @hnelt, d.h. dass der maximale Abstand zu der
interpolierten Funktion minimal wird. Fiir diese theoretisch schonen Eigenschaften hilt
sich der dafiir benotigte algorithmische Aufwand in Grenzen. Zuerst muf} der Integrati-
onsbereich von [0, #;] auf [—1, 1] transformiert werden. Danach wird eine Approximati-
on mittels Chebychev Polynomen

T,(x) = cos(n arccos x) (4.83)

durchgefiihrt. Es existiert auch eine rekursive Darstellung der 7, mit Polynomen, die
beim praktischen Rechnen verwendet wird, wobei auf die numerische Stabilitéit des Re-
kursionsverfahren geachtet werden muf} (Press et al., 1992, S. 193). Die Stiitzstellen x;
entsprechen den Nullstellen des Chebychev Polynoms. Die Approximation fiir f lautet

F) ~ Y eTi(x) - 0.5¢ (4.84)

i=1
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mit Koeffizienten c¢;, die gemiB folgender Formel berechnet werden’

Ci

2 n
PO BRACALIEN (4.85)
k=1

% S (cos (”—(k ;O'S))) cos (—i”(k ; 0‘5)) . (4.86)
k=1

Typischerweise werden die Koeffizienten ¢, schnell klein. Da die Polynome nur Wer-
te zwischen [—1, 1] annehmen, wird der Approximationsfehler durch den Term ¢, 7},(x)
bestimmt — man beachte die Orthogonalititseigenschaft der Polynome. Ein weiterer Vor-

teil dieses Vorgehens ist, dass eine Formel existiert, die es ermdglicht, die Koeffizienten
¢; passend zur Funktion f umzurechnen in Koeffizienten C;, die die Stammfunktion von
f approximieren
Ci_1 — Ci .
C,‘ = M , 1> 0 . (487)
2i

Mit den Koeffizienten C; kann nun das Integral fiir beliebiges 0 < y < #; berechnet
werden (Cy fungiert als Normierungskonstante)

/)’ f(x)dx = Z C.T;(y) —0.5C, (4.88)
0 i=1
bzw.
/ fdx = /0 fdx - / F@drx S G -Ti) . (489)
y y i=1

Betrachtet man das Integral der Funktion f(x) als Stammfunktion, so erhélt man eine
Approximation durch Chebychev Polynome. Eine wiederholte Anwendung der Appro-
ximation liefert
Ciii - Ci :
cl === iso0 (4.90)
2i

die Koeflizienten der Polynomdarstellung fiir das Integral der Stammfunktion. Auf die-
se Weise erhilt man iterierte Integralapproximationen, die fiir die partielle Integration
(siehe unten) bendtigt werden. Die Approximation ist relativ effizient, man braucht nur
fiir die Koeflizienten c¢; aufwendige Funktionsauswertungen von f(x) vornehmen. Bei

Die Formel in Press et al. (1992) enthilt in der verwendeten Auflage einen kleinen Fehler
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den weiteren Koeffizienten C; und C!, etc. geniigt die einfache Update Formel. Die nu-
merische Stabilitdt wird im folgenden Text noch analysiert.

Betrachtet man (z.B.) von der Schitzfunktion G;(6;) den Term, der integriert werden
mul und setzt man die untere Integrationsgrenze ein

Y1A;(0) ds S LAO) ds

Vst Az () ds Jy s A0) ds

O’f sE (O ds | = foti s8 A5 (0)ds , (4.91)
Jits = k)% A3,(0) ds Ji(s = k)% 4;,(0) ds
Jo'(s = ke)S A5, (O) ds S (s = kx)% 4;,(0) ds

so erkennt man, dass nach dem Ausmultiplizieren von (s—k;)# die Integrale als Summen
geschrieben werden konnen. Sei g = 3, dann gilt firk = 1,..., K

ti t t
/ (s —kg)’ L(0) ds = / s> A(0) ds — 3k / s X(0)ds
Kie

Kk Ki

t; t;
+ 347 / sA(0)ds - «; / .(0)ds

Kk Kk

wobei die Integrale nur fiir #; > k; berechnet werden miissen. Anderenfalls sind sie Null.
Schreibt man zur Abkiirzung der Notation fiir das (un-) bestimmte Integral

1 s
/ A.(0)ds = I)(u), 1) (u) = / ,@)dr 0<u<s<t
bzw. rekursiv (n > 0)
t; N
/ I'(w)ds = I (u), I"u) = / [(wdr 0<u<s<t |,
so gilt fiir die Integrale mit Hilfe der partiellen Integration
o o[i sA(0)ds = t;12(0) — I1(0) =: AI(0) ,
o Oti s2A5(0) ds = £21°(0) — 24,11 (0) + 217(0) =: AI}(0) ,

o [ S6)ds = 219(0) - 3211(0) + 6512(0) — 613(0) =: AIX0)
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sowie fiir k., k=1,.... K

o [1sAO)ds = 610) - ke, (0) — I (k) =2 ALG)

iKy

iKy iKy

=: Al (kp) ,

o [IS20,(0)ds = 21°(0) — k19, (0) — 261}(0) + 2k, dL, (0) + 203 (k)

o [ISA,(0)ds = £1°(0) — k313, (0) - 22211(0) + 2621, (0)

+ 61,17(0) — 61, (0) — 617 ()
=: A (k) ,

und
ti
/ (s — k)P4Ods = AF (k) — 3AL (k) + 3GAI () — 1P (ky)
K

Im Fall von G(6,) gelten analoge Aussagen, es miissen nur die Terme vor den Integra-
len (rechte Seite) modifiziert werden. Zusitzlich mul3 noch fiir G(a) die Integration der
Funktion x;j,4;,(6) durchgefiihrt werden.

Zusammenfassend bleibt festzustellen, dass man pro Individuum und pro zeitvariieren-
dem Effekt nur die Integrale , I7(u), I] (u), I*(u), [} (u) fir u = 0 bzw. ki, ,k = 1,...,K
approximieren muf}. Das Vorgehen der zugehorigen Chebychev Approximation lautet
(pro Individuum und zeitvariierendem Effekt )

1. berechne A7(6) an den Integrationsstiitzstellen,
2. berechne die Koeflizienten ¢; zur Approximation von A7,(6) ,

3. berechne die Koeffizienten C; zur Approximation f? (u) fiir I?(u) fiir den Bereich
[0, 7;], ‘niitzliches Nebenprodukt’, die Approximationen f?(Kk) fiir I?(Kk) k=1,....K

4. berechne die Koeffizienten C} (aus C;) zur Approximation 1! (u) fiir I!(u) sowie
die Approximationen I (x;) ,

5. berechne die Koeffizienten C? (aus C}) zur Approximation I>(u) fiir I?(u) sowie
die Approximationen I7(k;) ,

6. berechne die Koeffizienten C? (aus C?) zur Approximation I3 (u) fiir I>(u) sowie
die Approximationen j?(Kk) .

Die Eleganz der Chebychev Approximation liegt nun darin, dass man nur einmal die
Funktionsauswertungen vornehmen muB, die Integrale I2(u), ..., I} (u), u = 0,k ...,kx
lassen sich sehr effizient ohne weitere Funktionsauswertungen berechnen. Entscheidend
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ist natiirlich die Anzahl der nétigen Integrationsstiitzstellen und die Stabilitét der iterati-
ven Integration. Dies wird anhand dreier Testfunktionen erortert.

1. f(x) =1.2cos(x)+ x, Integrationsbereich [0, 10],
2. g(x) =0.2exp(2x) ,
3. h(x) = exp (0.25 >3 +025%° (v g j)i) :

wobei im letzten Fall ein dquidistantes Gitter (mit Gitterpunkten g;) auf [0, 1] angenom-
men wird. Fiir beide Funktionen werden die Integrale I/(k;), j = 0,...,3,k = 1,...,5

Integrationsbereich [0, 1],

approximiert an den Stellen

. kg =15Gk-D+1, k=1,..5,

2. k=015 -1)+0.1, k=1,..5,

d.h. die Integrationsbereiche entsprechen jeweils den Intervallen [0, «;]. In beiden Fil-
len lassen sich die Integrale exakt berechnen, so dass sich in Abhingigkeit von der
Anzahl der Chebychev Polynome der absolute sowie der relative Fehler fiir die Inte-
grale berechnen 148t. Der Tabelle entnimmt man die Fehler im Fall von f (E-7 = 1077,
etc.). Offensichtlich wird die Approximation immer genauer, je mehr Polynome man
verwendet. Bereits bei 30 Polynomen ist die Approximation praktisch exakt. Ebenfalls
ersichtlich ist, dass die Approximation der iterierten Integrale bei wenigen Polynomen
(n = 15) etwas schlechter ist.

Anzahl der Chebychev Polynome n
15 20 30
absoluter Fehler f? (w) | E-6/E-7 | E-10 /JE-11 | E-14 /E-15
I'u) | E-4/E-6 | E-9/E-10 | E-14 /E-15
IP(u) | E-4/E-6 | E-8/E-11 | E-13 /E-14
B(u) | E-4/E-5 | E-8/E-10 | E-13 /E-15
relativer Fehler | I°(u) | E-6/E-8 | E-11 /E-12 | E-15 /E-15
I!u) | E-7/E-7 | E-10 /E-11 | E-14 /E-15
I*(u) | E-5/E-6 | E-10 /E-10 | E-14 /E-16
(u) | E-4/E-6 | E-8/E-10 | E-13/E-16

Detailliertere Angaben entnimmt man den Tabellen im Anhang [B.3). In iiber-
einstimmender Weise zum Verhiltnis der GroBe des Fehler zur Anzahl der Polynome
ist die grafische Darstellung der Koeffizienten ¢; , i = 1,...,30. Man sieht, dass die Ko-
effizienten selbst auf der logarithmischen Skala betragsmifBig sehr schnell gegen Null
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gehen (siehe Grafiken (4.1)), (4.2). Da die Chebychev Polynome nur Werte aus dem Be-
reich [—1, 1] annehmen, ist das jeweilige GroBenverhiltnis der Koeflizienten zueinander
entscheidend fiir den Beitrag der korrespondierenden Polynome. Das Symbol ¢ bedeu-
tet, dass der Koeffizient negativ ist, es wurde daher dessen Betrag gezeichnet. Analog

10~ I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 4.1: Betridge der Chebychev Koeffizienten fiir erste Stammfunktion von f, Darstellung auf
logarithmischer Skala

zum geschilderten Fall kann man auch fiir die iterierten Integrale die Koeffizienten gra-
fisch darstellen. Es ist ersichtlich, dass sich ein qualitativ gleiches Verhalten zeigt, die
Koeffizienten werden extrem schnell klein.
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Abbildung 4.2: Betrige der Chebychev Koeffizienten fiir iterierte Stammfunktionen von f, Darstellung
auf logarithmischer Skala
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Eine analoge Analyse erfolgt fiir die Funktion g(x). Betrachtet man die Tabelle sowie die
Grafiken (siehe (@.3)), (4.4))), so sicht man ein dhnliches Verhalten wie fiir die Funktion

f().

Anzahl der Chebychev Polynome
15 20 30
absoluter Fehler f?(u) E-16 /E-16 | E-16 /E-17 | E-16 / E-18
fil(u) E-16 /E-16 | E-17 /E-18 | E-17 / E-18
I?(u) E-16 /E-17 | E-18 /E-18 | E-18 / E-19
I?(u) E-16 /E-16 | E-18 /E-19 | E-18 / E-19
relativer Fehler f?(u) E-14 /E-15 | E-15/E-16 | E-15 /E-16
fil(u) E-13/E-15 | E-15/E-16 | E-15/E-16
I?(u) E-12/E-14 | E-13/E-16 | E-14 /E-16
I?(u) E-11/E-14 | E-13/E-16 | E-13 /E-16

10" I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 4.3: Betrige der Chebychev Koeffizienten fiir erste Stammfunktion von g, Darstellung auf
logarithmischer Skala

Details zu den Fehlern findet man im Anhang [B.6). Im Gegensatz zu einfa-
chen Verfahren (z.B. Sehnentrapezregel) bedarf es nur weniger Chebychev Polynome
/Integrationsstiitzstellen um eine ausreichende Genauigkeit zu erhalten. Die Chebychev
Polynome erweisen sich vermutlich aufgrund ihrer Orthogonalititseigenschaft als ro-
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Abbildung 4.4: Betrige der Chebychev Koeffizienten fiir iterierte Stammfunktionen von g, Darstellung
auf logarithmischer Skala

bust und effizient. Im Fall der dritten Funktion
3 8
h(x) = exp (0.25 Y w4025 (x-g ,-)i)
i=0 j=1

existiert kein exakter Wert fiir die Integration, es erfolgt daher ein Vergleich zu einer
adaptiven Integrationsroutine in Matlab, sowie ein Vergleich zur Integration mittels der
Trapezregel. Die Ergebnisse sind im Anhang (B.7) zu finden. Zu den jeweiligen Inte-
grationsbereichen wurde der Wert von Matlab angegeben sowie bei den alternativen
Verfahren (GauB—Chebychev, Trapezregel) der Wert und der absolute (relative) Fehler
— im Vergleich zu Matlab. Es zeigt sich, dass die Gaufl Chebychev Integration (mit 40
bzw. 50 Basispolynomen) ziemlich gute Ergebnisse liefert, die durchgehend besser sind
als bei der Trapezregel (mit 100, 500, 1000 Stiitzstellen). Sie sind allerdings schlechter
als bei den beiden vorhergehenden Funktionen. Eine Ursache hierfiir konnten Uberlage-
rungseffekte sein (Mason und Handscomb, 2003), die darauf beruhen, dass Polynome
verschiedenen Grades dieselben Nullstellen haben. Betrachtet man die Entwicklung der
Koeffizienten der Chebychev Polynome, so erkennt man, dass der exponentielle Abfall
der Koeffizienten ab etwa dem fiinfzehnten Polynom stark verflacht und die Koeffizien-
ten betragsmiBig relativ dhnlich sind (siehe Grafiken (.3), (4.6).
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Abbildung 4.5: Betrige der Chebychev Koeffizienten fiir erste Stammfunktion von 4, Darstellung auf
logarithmischer Skala

-18 1 1

! ! ! ! ! ! !

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung 4.6: Betrige der Chebychev Koeffizienten fiir iterierte Stammfunktionen von A, Darstellung
auf logarithmischer Skala
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4.6 Schatzung im bayesianischen Kontext

4.6.1 Darstellung der a posteriori Verteilung

Einige grundlegende Aspekte bayesianischer Techniken zur Modellierung wurden in
dem Abschnitt 3.6 vorgestellt. Eine Anwendung dieser Methoden erfolgt nun in diesem
Abschnitt. Fiir die a posteriori Verteilung bzw. Dichte f,,(6|T,y) der jetzt als zufillig
betrachteten Parameter 6 = (B, a, 0, 6, 63) bendtigt man den Likelihoodprozel3 L,(6, T)
mit Beobachtungen T = (14, ..., 1,), die a priori Verteilungen bzw. Dichten f,,,;,(6ly) der
Parameter mit Hyperparametern y sowie Verteilungen bzw. Dichten f,,,(y), fiir die Hy-
perparameter 7y der a priori Verteilungen. Die Modellierung der Intensitéitsrate wurde
bereits in den vorherigen Abschnitten behandelt. Im Gegensatz zum Ansatz {liber ge-
mischte Modelle werden nun alle Parameter als Zufallsgroen betrachtet. Mit dieser
Notation gilt

fpost(elT’ 7) &« Lt(g’ T) ' fprio(9|7) : fhyp(Y) . (492)

Die Likelihood schreibt sich (vgl. (2.40) und (3. als

n ti
L(0.T) = [ [ 20 exp {— / /lsds} . (4.93)
i=i 0

Als a priori Dichte wird fiir die Parametervektoren 8 und a eine nichtinformative Vertei-
lung gewihlt, d.h.

fprio(.) o« const , const € R* . (4.94)

Im Fall von 6, = (@;,u®") (Typ 1) lautet der glatte Effekt (r = 1)

g K
ry — [ r
ns(@,,u") = E ;s + E uy (s = Ki)+ ,

=0 k=0

im Fall von 6, = (a,,u"?) wird lediglich eine Kovariable multiplikativ aufgenommen.
Fiir die Komponenten a,; wird jeweils eine nichtinformative a priori Dichte gewihlt,
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wogegen fiir die Parameter u;" eine Normalverteilung gewihlt wird

2
fprm(uZ’) oc exp(—0.5y,) - exp ( ZEZp()y )) ,k=1,..,K (4.95)

mit exp(y,) als Varianz und der Hyperparameter vy, hat folgende Verteilung

_ 2
Juyp(¥r) o exp <—M) : (4.96)

20'hyp

d.h., der Varianzparameter exp(y,) ist jeweils log-normalverteilt. Der Parameter aﬁyp
sollte entsprechend dem Vorwissen gewéhlt werden, bei ungenauem oder nicht vorhan-
denem Vorwissen grof3 genug, z.B O'%lyp = 10. Damit wird sichergestellt, dass exp(—y,)
hinreichend groBe und kleine Werte annehmen kann. Wihlt man y,, = 0, so streut vy,
um den Wert Null, negative Werte von (i, resultieren dementsprechend zu kleineren
Werten der Varianz exp(y,).

Ein analoges Vorgehen erfolgt im Fall von 8; = (a3,u®), bei dem anstelle eines zeitli-
chen glatten Effekts ein rdumlicher glatter Effekt geschitzt wird. Mit Hilfe der hybriden
MCMC Verfahren werden Realisierungen von Zufallsgroen aus den Verteilungen der
(Hyper-) Parameter simuliert. Damit 146t sich die a posteriori Dichte darstellen als

fpost(ng’ 7) & L,(Q, T) ' fprio(ﬂ) ' fprio(a) H fprio(a(.)) (497)
ISE|

’ H fprio(u;lr) : H fhyp(y)

IgE] I8E]|
o H A exp { / /lsds}
{T,<t}
() )

: ~0.5y,) - _

[Tewcos-en (-5 505
(¥r = Hayp)®

JJexp ( 20;”’ ) ,

IgE| yp

wobei |gE| jeweils die Anzahl der glatten Effekte bezeichnet. Bei Verwendung der hy-
briden Monte Carlo Verfahren benétigt man die (logarithmierte) a posteriori Dichte nur
fiir den Akzeptanzschritt (vgl. 3.42). Zur Generierung neuer Werte benétigt man den
Gradienten der logarithmierten a posteriori Dichte. Mit den oben gewihlten a priori Ver-
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teilungen gilt, dass die Gradienten (blockweise pro Effekt) fast identisch sind mit den
marginalen Schitzgleichungen aus Kapitel (4.3). Anstelle der Strafterme werden nun
Terme der a priori Dichte verwendet. Zusitzlich erhilt man noch einen Gradienten fiir
die Hyperparameter. Somit ergibt sich fiir

B
0 1 oT G 4.98
% nfpost( | 77) & (ﬂ) ( . )
®
0
a—lnfpm(@IT, y) « G(a) (4.99)
a

01 = (a;,u”) (Typ 1)

)

0. In 00T, y) o< G(ay) (4.100)
@,

0 In fL0u(OIT,y) o G(u‘“)+i1nf (u®) (4.101)
ou® post >y Ju® prio .

0, = (@y,u®) (Typ2)

0
Eo In fpos(OIT, y) o< G(aa) (4.102)
)
_c') | o|T Gu™ 0 1 @ 4.103
Ju™ nfpost( | ’7) & (ll )+ M nfprio(u ) ( . )

05 = (a3, u™) (Typ 3)

0

3. I fposOT, 7)o Glas) (4.104)
Q@3
0 . .

pr In f,0s(OIT,y) o< G@U™)+ e In £,i(u™) (4.105)

e Hyperparameter y, (pro glattem Effekt r)

0 0 0
. In fpou(OIT, y,) = oy, In fprio(6lyr) + Iy, In foyp(yr) (4.106)
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Die Ableitung laBt sich schreiben als

0 d d
I fron(OIT,y) = —— 10 frio(Bly,) + —— 1 : 4.107
oy, N fpost(0IT, ) a7, N forio(lyr) + By, n fyp(yr) ( )
K
a, ( r— )
= 3105+ 0.5 exp(—y)] - el
k=1 Thyp

wobei die Summation (k = 1, ..., K) iiber alle Knotenpunkte erfolgt.

4.6.2 Modifikation des Leapfrog Algorithmus

Im Abschnitt (3.6.4) wurde eine Verallgemeinerung vorgeschlagen (Formel [3.44), nim-
lich die Hessematrix zu verwenden. Im Abschnitt (4.5.2)) erfolgte eine blockweise Be-
rechnung. Eine Alternative dazu ist die inkrementelle beobachtete Informationsmatrix
J:(0) (Rao, 1999). Bezeichne I,(0) = IEg(Zt(G)i,T(Q)), die erwartete Information und /,(6)
den Scoreprozef3. Dann gilt unter sehr allgemeinen Voraussetzungen (Rao, 1999)

1(0) = <[O@)>, + > _[ALOIAL©)]" (4.108)

s<t

sowie

1,(0) = Eqo(J(0)) . (4.109)

Wegen Al (0) = [(0) — [(6), wird nur iiber die Sprungzeitpunkte summiert. Der Term
[)(8), bezeichnet die stetige Komponente des Scoreprozesses. Es gilt /() = [; 21,(6)ds,
d.h. l'ﬁ") (6) hingt vom Zufall nur insofern ab, da der Parameter 6 ein Zufallsvektor
(Bayes) ist. Somit kann l'ﬁ”(e) als vorhersagbar angenommen werden und es gilt <[O@)>, =

0. (s.a. die Definition der vorhersagbaren quadratischen Variation (2.26))). Es folgt

; ; 0 0 T
50 = S IALONALON = /0 (55140 (55 In(A,@)) dNs . (@110)

Wegen A,(0) = exp(n,(6)) bestehen die Eintrige der Matrix J;(6) aus den Kovariablen —

bei den Ableitungen nach den festen Parametern, aus den Ereigniszeitpunkten und ihren
Quadraten — bei der Ableitung nach der Baseline-Hazard sowie im Fall zeitabhingiger
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Kovariableneftfekte aus den Produkten von Ereigniszeitpunkten und den korrespondie-
renden Kovariablen (jeweils summiert iiber die Anzahl der Individuen, die noch unter
Risiko stehen).

Beispiel

Sei A,(0) = exp(xB+ap+a;s+ays® +u'(k;—s)?), i=1,...,nmit Ereigniszeitpunkten
T; (bzw. (T,-)i = (k) — T,-)i) und Indikatorvariable C; fiir den Zensierungsmechanismus,
dann hat J,(0) die Gestalt (6 = (8, ay, a1, @z, u'))®

[ Yo Yalg  NaTilg  YaTllg STl
Z xi]lci Z ]]‘Ci Z Ti]lci Z Tiz]lci Z(T,)f_]lcl
YoxTile, > Tig, YT, Y Tle, Y TAT)c,
>oxTile, Y Tile, YTl Y Tile, Y THT) L
S x(T)ile, Y (T)ile, Y TdT)ile, Y THT) 1e, Y (T)ilc |

Die Matrix J,(6) enthilt keine zu schidtzenden Parameter und ist — im Gegensatz zur
Martingal Information — entsprechend einfach zu berechnen. Es wird daher vorgeschla-
gen J,(#) zu invertieren und die Hauptdiagonale als Ersatz fiir M~' zu verwenden. Die
Matrix J,(6) muB} — je nach Art und Umfang der Daten — nicht positiv definit sein. Man
kann sich iiberlegen, dass numerische Instabilititen auftreten bei starker Korrelation der
Kovariablen oder aber —insbesondere bei starker Zensierung— bei einem relativ feinen
Splinegitter, da die meisten Terme am rechten Rand des Gitters Null sind.

®aus Platzgriinden wurde anstelle der korrekten Form >, nur > verwendet
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5 Implementierung der Methoden und Anwendung

In diesem Kapitel wird die praktische Umsetzung der bisher behandelten Modelle be-
schrieben. Die Anwendung der Methoden erfolgt zur Kontrolle an simulierten Datensiit-
zen sowie anhand echter Daten. Zuerst werden Bayes Methoden verwendet. Es folgen
Verfahren, die auf Schitzgleichungen beruhen. Vorweg sollen im folgenden Abschnitt
zwei Beispiele Einblick in die Problematik liefern.

5.1 Einfuhrende Beispiele

Der einfachste Fall der Schitzung eines Intensitédtsprozesses ist eine Stichprobe mit un-
abhingigen und identisch verteilten Zufallsgroen, die eine Lebensdauerverteilung be-
sitzen. Man denke etwa an eine Exponentialverteilung oder an eine Weibullverteilung.
In diesem Spezialfall entspricht der Intensitdtsprozel der Hazardrate der entsprechen-
den Lebensdauerverteilung. Im Weibullmodell lautet die Hazardrate

A = de()* ' LAa>0 (5.1)

die fiir @ = 1 in den Spezialfall der Exponentialverteilung iibergeht.

5.1.1 Ein naives Beispiel

Im Fall der Exponentialverteilung erhélt man als Maximum Likelihood Schitzwert fiir
den unbekannten Parameter A — je nach Wahl der Parametrisierung — das arithmetische
Mittel X oder dessen Kehrwert. Im folgenden sei T exponentialverteilt mit Parametrisie-
rung IE(T) = % Verwendet man zur Berechnung der Hazardrate ein Modell, das eine
glatte Hazardrate schétzt, so wird man nicht das arithmetische Mittel der Realisationen
t;,i = 1,...,n von T verwenden, sondern versuchen, die metrische Struktur der Da-
ten zu erfassen. Ein naiver Schitzer der Hazardrate konnte nun so konstruiert werden,
dass man die Daten der Grofe nach sortiert, in (z.B.) Quartile einteilt und je Quartil
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eine Schitzung der Hazardrate durchfiihrt. In Ermangelung eines speziellen Verfahrens
kann man nun je Quartil die Hazardrate schitzen iiber den Kehrwert des arithmetischen
Mittels. Dann erhilt man folgende Grafik, die anhand eines simulierten Datensatzes
erstellt wurde. Der Datensatz besteht aus n = 200 exponentialverteilten Realisationen
mit Parameter 4 = 1. Die Grafik enthélt die Schitzung der Hazardrate fiir alle Daten.

Hazardrate zu A = 1

0 L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 5.1: ‘quartilsweise’ Schétzung der Hazardrate

Dies entspricht der horizontalen Linie nahe dem (theoretisch exakten) Wert Eins, sowie
die entsprechenden Schitzer pro Quartil. Die Schitzungen pro Quartil sind plausibel.
Betrachtet man die ersten 25% der Daten, so sind die Werte klein und der dazu kor-
respondierende Schitzwert fiir A ist entsprechend grof3. In jedem weiteren Quartil hat
man dann groere Realisationen, so dass die entsprechenden Schitzwerte fiir A immer
kleiner werden. Es ist offensichtlich, dass die Hazardrate anhand der Quartile eine sehr
schlechte Anniherung an die wahre Hazardrate darstellt. Betrachtet man nochmals das
Vorgehen der quartilsweisen Schitzung, so erkennt man, dass das Einteilen der Daten in
Quartile zu einem groBen Bias fiihrt. Dahinter verbirgt sich eine Zensierungsproblema-
tik. Da die Daten der Grof3e nach sortiert wurden, werden bei der Schitzung innerhalb
des ersten Quartils nur die kleinsten Werte beriicksichtigt, alle anderen nicht. Die Zen-
sierung ist hier fatalerweise unmittelbar an die GroB3e der Realisationen gekniipft und
daher liegt keine nichtinformative Zensierung vor, sondern eine (hochst) informative
Zensierung. Unabhingig von den Methoden — Bayes oder Schitzgleichungen — wird
im Rahmen dieser Arbeit die Modellierung eines zeitabhidngigen Intensititsprozesses
A(t) angestrebt. Dazu wird natiirlich nicht in expliziter Weise eine Sortierung der Daten
durchgefiihrt, dies geschieht allerdings implizit, da die metrische Struktur der Daten,
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z.B. in Form von Differenzen zwischen aufeinanderfolgenden Lebensdauern wichtig ist.
Dieses einfache Beispiel lehrt nun zwei Dinge. Erstens kann die Schétzung nicht aus-
schlieBlich lokal durchgefiihrt werden, d.h. dass zur Schitzung des Intensitéitsprozesses
zu einem Zeitpunkt ¢ nur benachbarte Beobachtungen herangezogen werden und zwei-
tens ist die Schitzung einer flexiblen Intensititsrate kein triviales Unterfangen. Zu dem
ersten Punkt sei entschirfend angemerkt, dass bei dem verwendeten ad hoc Verfahren
nicht beriicksichtigt wird, dass die Realisationen einem Prozefl mit gleicher Intensitit
entspringen. Es gibt sehr wohl Methoden, die ebenso auf Intervallen beruhen, aber die
Struktur des Punktprozesses beriicksichtigen (Gamerman, 1991).

5.1.2 Beispiel zur komplexeren Schatzung

Es wurde eine unabhingige, identisch verteilte Stichprobe von n = 200 exponentialver-
teilten ZufallsgroBBen mit Parameter A = 1 erzeugt. In diesem Fall entspricht die Kon-
stante A der Hazardrate. Als Maximum Likelihood Schitzwert erhilt man A = 1.0578.
Die ZufallsgroBe 146t sich auch als weibullverteilt auffassen, wobei beide Parameter den
Wert Eins annehmen. Schitzt man beide Parameter zu den gleichen Daten, so erhélt man
die Werte 1 = 1.0206 und & = 1.1091. In der Grafik (5.2) ist die theoretische Hazardrate,
sowie die geschitzte Hazardrate des Exponentialmodells sowie die geschitzte Hazardra-
te des Weibullmodells dargestellt. Abgesehen von dem Spezialfall, dass im Weibullm-
odell als Schitzung fiir @ genau der theoretische Wert Eins erreicht wird, hat die Hazar-
drate eine verfilschte Form. Dieses Problem mag kiinstlich erscheinen, denn es sollte
bekannt sein, ob die Zufallsvariablen exponentialverteilt sind oder nicht. Geht man aber
davon aus, dass dies nicht genau bekannt ist und sucht sich eine gréere Klasse von
Verteilungen, so erhélt man fast sicher nicht die wahre Form der Hazardrate. Ganz unab-
hingig von den spiter verwendeten Methoden kann also schon in einfachen Beispielen
gezeigt werden, dass die Schitzungen in einem komplexeren Modell nicht unbedingt
die wahre Situation eines einfachen Modells wiederspiegeln. Vermeiden ldft sich dies
wohl am ehesten durch genaue Analyse des Vorwissens, in diesem Fall die Annahme,
dass die Zufallsgroen exponentialverteilt sind oder nicht. In diesem Zusammenhang
dréingt sich geradezu die Frage auf, ob nicht geeignete Verfahren der Modellwahl dieses
Problem befriedigend 16sen, vor allem im Hinblick auf die semiparametrische Model-
lierung. Sei I die wahre Parametermenge und 7, die Menge der geschitzten Parameter
anhand einer Stichprobe vom Umfang n. Eine natiirliche Forderung wire, dass das Ver-
fahren zur Modellwahl konsistent ist, d.h. I, — I (in Wahrscheinlichkeit), (vgl. Bunea
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Abbildung 5.2: Hazardrate, theoretisch und zwei Schitzungen

(2004)). Eine gewisse Popularitit zur Zeit haben Schwellenwertverfahren erlangt, bei
denen Parametern der Wert Null zugewiesen wird, sobald sie betragsméBig unterhalb ei-
ner Schranke liegen, siehe etwa Tibshirani (1996). Dieses (und andere) Vorgehen wird in
(Leeb und Potscher, 2005) kritisiert, in Analogie zur Kritik von Le Cam (Le Cam, 1953)
am Hodges Schitzer. Die Kritik beruht darauf, dass die Konsistenz nicht gleichmiBig
ist (auch nicht lokal), mit der Folge, dass es keine Gewdhr gibt, dass die Verteilung der
geschitzten Parameter (als Funktion der zufélligen Realisationen) auf Basis der end-
lichen Stichprobe wesentliche Charakteristika mit der entsprechenden asymptotischen
Verteilung gemeinsam hat. In der Veroffentlichung Ishwaran und Rao (2005) wird ein
Vorgehen zur Modellwahl vorgeschlagen, dass die Kritikpunkte von Leeb und Potscher
(2005) beriicksichtigt.

5.2 Bayesianische Verfahren

5.2.1 Simulationstudien

Die ersten Beispiele zur Schitzung der Hazardrate liefern Datensédtze mit unabhingig,
identisch exponential- bzw. weibullverteilten Zufallsgrofen. Danach werden via Cox—
Modell Datensitze mit Kovariablen betrachtet. AnschlieBend wird noch ein Datensatz
diskutiert, bei dem ein Kovariableneffekt zeitabhingig ist. Hauptaugenmerk ist die se-
miparametrische Schidtzung der Hazardrate A(¢) , ¢t € [0, T]. Die Hazardrate wird zu
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jedem Parametervektor der MCMC Simulationen auf einem hinreichend feinen, gleich-
abstdndigen zeitlichen Gitter (50 Werte) berechnet. Zu den Zeitpunkten lassen sich die
typischen statistischen KenngroB3en berechnen, z.B. Minimum, Maximum, Median oder
Quantile. Mittels linearer Interpolation lassen sich damit die Hazardrate sowie die Kon-
fidenzbinder fiir den gesamten Zeitbereich visuell darstellen. Jede der entsprechenden
Grafiken enthélt die theoretische Hazardrate (schwarze Linie) sowie die Schitzungen.
Im einzelnen: Das Minimum bzw. Maximum (blaue, kleine Punkte), das 5%- Quantil
sowie das 95% -Quantil (blaue gestrichelte Linien) sowie die Medianschitzung (schwar-
ze Punkte).

Simulation mit weibullverteilten ZufallsgréBen

Da die Exponentialverteilung ein Spezialfall der Weibullverteilung ist, werden die Si-
mulationen zu beiden Verteilungen gemeinsam abgehandelt. Die Simulation der Daten-
sitze erfolgte mit Matlab (Version 13) oder mit R (Version 1.9.1). Es wurden jeweils
Datensitze mit Stichprobenumfang n = 200, 500, bzw. 1000 erzeugt, deren Ereignis-
zeitpunkte mit #; bezeichnet werden. Der erste Datensatz beinhaltet exponentialverteilte
Zufallsvariablen mit Parameter A = 1, der zweite weibullverteilte mit Parametern o = 2
und A = 1. Dies entspricht einer Hazardrate von A(t) = 2¢. Die Zensierung erfolgt durch
weitere n exponential- bzw. weibullverteilte Zufallsvariablen mit Ereigniszeitpunkten
u;, wobei der Skalenparameter variiert wurde, so dass verschiedene Zensierungsszena-
rien erreicht wurden. Dann wird ein paarweiser Vergleich durchgefiihrt, falls ¢, < u;,
so nimmt man an, dass das Ereignis beobachtet wird, anderenfalls geht man davon aus,
dass das Ereignis zensiert ist und die Ereigniszeit u; betrdgt. Es wird also stets der klei-
nere von beiden Werten gewihlt. Dieses Vorgehen entspricht dem Fall der nichtinforma-
tiven Rechtszensierung (vgl. Abschnitt (3.1)), den Beitrag zum Likelihoodproze pro
Individuum findet man in der Formel (3.1). Hierbei ist die Anzahl der zensierten Da-
ten zuféllig. Die folgenden Ausfithrungen der Ceteris Paribus Analyse beziehen sich
auf den Datensatz mit exponentialverteilten Zufallsvariablen, gefolgt von ergiinzenden
Aussagen zum Datensatz mit weibullverteilten Zufallsgroen.

Ceteris Paribus Analyse der Simulationen

Im Rahmen der Simulationsstudien soll der Einflul der ‘EinstellgéBen’ betrachtet wer-
den. Die EinstellgroBBen betreffen die Modellkomplexitit, die Datensituation und die
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Parameter des hybriden Monte Carlo Verfahrens. Eine Liste konnte folgendermal3en
aussehen:

e Wahl der Parametrisierung,

e Transformation des Zeitbereichs,

e Wahl der Schrittweite 7 bzw. Anzahl der Leapfrog Schritte (vgl. Abschnitt (3.5.4)),
e Verwendung von Polynomen zur Modellierung der Hazardrate,

e Verwendung von Splines, Anzahl der Knotenpunkte,

e Grad des Polynoms bzw. Splines,

e Datensitze mit verschieden starker Zensierung,

e Wahl der a priori bzw. Parameter.

Die Beurteilung des Einflusses erfolgt anhand der Samplingpfade und der geschitzten
Hazardrate. Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit ist bei den hybriden Monte Carlo Verfah-
ren kein Kriterium, da sie eigentlich immer tiber 90% liegt oder Null ist. Letzteres tritt
auf, falls die Schrittweite 7 zu gro3 gewihlt wird. Dementsprechend grof} ist der Dis-
kretisierungsfehler des Hamilton Systems, so dass die neuen Werte im Akzeptanzschritt
abgelehnt werden. Die Samplingpfade lassen sich grafisch darstellen. Sie sollten nach
der Burn in Phase keine Muster mehr aufweisen. Im Idealfall sind die Samplingpfade
nicht autokorreliert. Ein oft angewandter Trick zur Reduzierung der Autokorrelation ist
das Ausdiinnen der per MCMC Verfahren vorgeschlagenen Werte, d.h. man verwendet
nur jeden k-ten Wert fiir die weiteren Analysen. Zusitzlich kann man sich einen Einblick
verschaffen, indem man die a posteriori Dichte anhand der simulierten Werte mittels ei-
nes Kerndichteschitzers grafisch darstellt. Weiter lassen sich die Quartile anhand der si-
mulierten Werte angeben, natiirlich auch der empirische Mittelwert und die empirische
Varianz. Die empirischen Mittelwerte lassen sich zur Schitzung der Hazardrate verwen-
den. Bei der Varianz muf} beriicksichtigt werden, dass eine naive Schétzung nicht die
Autokorrelation beriicksichtigt. Die fiir die Analyse verwendete Software R stiitzt sich
daher auf die Spektraldichte, deren Wert an der Stelle Null eine Schitzung der Varianz
darstellt (Brockwell und Davis, 1996).

Wahl der Parametrisierung
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Hat die Hazardrate folgende Form
hi(6) = I (y) - exp(Bxi). (5.2)

so muf} sichergestellt werden, dass h? positiv ist, da die Hazardrate bzw. der Intensitits-
prozel3 strikt positiv ist. Bet den MCMC Simulationen kann es nun passieren, dass die
neu vorgeschlagenen Werte zu einer Hazardrate fiihren, die negativ ist. Als ad-hoc Me-
thode wird man einfach neue Werte simulieren. Dieses Phdnomen tritt insbesondere in
der Burn in Phase auf, wenn die stationdre Verteilung noch nicht erreicht wurde. Eine
wichtige Rolle spielt hierbei die Diskretisierungsschrittweite 7. Bei grolem 7 werden
entsprechend grofle Schritte in der ‘Energielandschaft’ gemacht. Man vermeidet diese
Problematik, indem man die Hazardrate strikt als Exponentialfunktion schreibt oder ei-
ne a priori Verteilung verwendet, die der Positivititsbedingung geniigt.

Transformation des Zeitbereichs

Dividiert man die Ereigniszeitpunkte durch den maximalen Wert, so erhélt man Le-
bensdauern auf [0, 1]. Dadurch verschiebt sich natiirlich die geschitzte Hazardrate —
bei exponentialverteilten Zufallsgroen um eine Konstante. Eine Transformation ist un-
vermeidlich bei groBen Lebensdauern, da iiber die exp- Funktion numerisch integriert
werden muf3. Andere Transformationen sind genauso moglich, beispielsweise, wenn die
Skala der Ereigniszeit in Tagen gemessen wird. In diesem Fall bietet sich ein ‘Einhei-
tenwechsel’ auf Monat oder Jahr an.

Wabhl der Schrittweite bzw. Anzahl der Leapfrog Schritte

Die Anzahl der Leapfrog Schritte wird zufillig bestimmt anhand der diskreten Gleich-
verteilung auf [1,1smax]. Zusammen mit der Diskretisierungsschrittweite T bestimmt
sie die zuriickgelegte Wegstrecke auf dem Energiepotential H(x, p). Mit zunehmender
GroBe von 7 steigt der Approximierungsfehler des Leapfrog Differenzenschemas. Ab
einem gewissen Wert fillt daher die Akzeptanzrate stark ab. Wird hingegen 7 sowie
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1smax sehr klein gewihlt bewegt man sich nur wenig auf dem Energiepotential bis zum
Akzeptanzschritt. Entsprechend ineffizient ist das hybride Monte Carlo Verfahren, da
die Autokorrelation bei den Parametern sehr hoch ist. Ein guter Kompromif3 scheinen
Werte von 0.01 bzw. von 0.005 fiir 7 und 100 fiir 1smax zu sein. Diese Werte miissen
gegebenenfalls modifiziert werden — in Abhédngigkeit von den Kovariablen. Insbesonde-
re falls die Kovariablen nicht standardisiert sind, da dann die Ableitungen wesentlich
groBer sind und 7 kleiner gewéhlt werden mub.

Verwendung von Polynomen, Splines, Grad der Basisfunktionen

Die Darstellung der Hazardrate erfolgt entsprechend dem oben geschilderten Verfahren.
Die Abbildungen (5.3)), (5.3) und (5.6) modellieren jeweils die Hazardrate als Polynom
vom Grad 1 bzw. 2 sowie als Spline vom Grad 1 mit neun Gitterpunkten, die datenge-
steuert quartilsweise gewihlt wurden. Alle Grafiken haben gemeinsam, dass am rechten
Rand der Bereich zwischen minimaler und maximaler Hazardrate trompetenférmig aus-
einanderdriftet. Bei Polynomen (Splines analog) hoheren Grades werden zudem von
dem Maximum der Hazardrate am rechten Rand sehr groBe Werte angenommen, daher
mul} immer die Skala der y-Achse bei der grafischen Interpretation mitberiicksichtigt
werden. Bei Verwendung eines Polynoms vom Grad Eins hat man im Mittel einen leich-
ten Abwirts- oder Aufwirtstrend (vgl. Abbildung (5.7) und (5.8))), wobei allerdings bei
hinreichend groBen Datensitzen (n = 1000) die Konfidenzstreifen entsprechend nahe
bei dem theoretisch exakten Wert liegen. Betrachtet man die Samplingpfade (Abbildung
(5.4)), z.B. bei einem Polynom ersten Grades, so sieht man, dass die aposteriori Dich-
te des zweiten Parameters, der fiir die Steigung verantwortlich ist, nicht symmetrisch
um den Wert Null verteilt ist. Die Splines scheinen eine etwas bessere Anpassung zu
haben, da die Steigung der Funktion eher flacher ist, als bei einer rein polynomialen

Modellierung (vgl. (3.9), (3.10)).
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Density
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Geschétzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1
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Abbildung 5.3: Polynom Grad 1, n = 200
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Geschétzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %
Abbildung 5.5: Polynom Grad 2, n=200

Geschatzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1
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Abbildung 5.6: Spline Grad 1 mit 9 Gitterpunkten, n = 200, 4 = —10

Geschétzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1

3.0
I

2.0

15

1.0

0.5

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.7: Polynom Grad 1, n = 500
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Geschétzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1
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Abbildung 5.8: Polynom Grad 1, n = 1000

Geschatzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1
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Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.9: Spline Grad 1 mit 9 Gitterpunkten, n = 500

Geschétzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1
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Abbildung 5.10: Spline Grad 1 mit 9 Gitterpunkten, n = 1000
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Betrachtet man die Simulationen mit weibullverteilten Daten, so ergibt sich am rech-
ten Rand — ganz analog — wieder ein groBer Konfidenzbereich, insbesondere bei einem
hohen Polynomgrad (siehe Abbildung (5.13))). Bei einem Polynomgrad Eins wird die
Hazardrate tiberschitzt (vgl. Abbildung (5.11))), die Schitzung nimmt einen exponenti-
ellen Verlauf an, bei einem Polynom vom Grad Zwei ist das Ergebnis auch am rechten
Rand recht gut (Abbildung (5.12))). Die Verwendung von Splines fiihrt zu einer Verbes-

Geschatzte Hazardrate zu Weibull verteilt (simulierten) Daten, shape = 2 ,scale= 1

10
|

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.11: Polynom Grad 1, n = 200

Geschétzte Hazardrate zu Weibull verteilt (simulierten) Daten, shape = 2 , scale = 1

T T T
0.0 0.5 1.0 15 20

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.12: Polynom Grad 2, n = 200

serung (siche Abbildung (5.14))), insbesondere wenn der Datensatz vergroBert wird (vgl.
Abbildung (3.13).
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Geschaétzte Hazardrate zu Weibull verteilt (simulierten) Daten, shape = 2 ,scale= 1
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Abbildung 5.13: Polynom Grad 3, n = 200

Geschatzte Hazardrate zu Weibull verteilt (simulierten) Daten, shape = 2 ,scale= 1
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Abbildung 5.14: Spline Grad 1, 9 Gitterpunkte, n = 200

Datensatze mit verschieden starker Zensierung

Es wurden Datensitze erzeugt, bei denen die Anzahl der zensierten Daten bis zu 74.5%
betrug. Es ist zu beobachten, dass der maximale Ereigniszeitpunkt mit zunehmender
Zensierung sinkt. Dies ist normal, da die Wahrscheinlichkeit einer Zensierung steigt, je
groBer die Ereigniszeit ist. Bei entsprechend starker Zensierung passiert dies héufiger.
Die Giite der Schitzung ist — wie nicht anders zu erwarten war — abhéngig vom Grad der
Zensierung. Bei einer Zensierung im Bereich bis zu ca. 20% kann die Schitzung noch
relativ dhnlich zur Berechnung mit vollstandigem Datensatz sein, bei einer stirkeren
Zensierung sind teilweise deutliche Unterschiede auszumachen.

Bei starker Zensierung kommt es insbesondere zu einer Verschlechterung der Schitzun-
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Geschaétzte Hazardrate zu Weibull verteilt (simulierten) Daten, shape = 2 ,scale= 1
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Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.15: Spline Grad 1, 9 Gitterpunkte, n = 1000

gen am rechten Rand - in Ermangelung einer hinreichenden Anzahl von unzensierten
Beobachtungszeitpunkten.

Bei der Analyse ist zu beachten, dass die Ergebnisse von dem Zensierungsmechanis-
mus abhingen (vgl. Abschnitt (3.2.1])). Man gelangt zu den Lebensdauerdaten, indem
man jeweils das Minimum von zwei unabhiingigen Lebensdauerverteilungen betrachtet.
Wihlt man z.B. eine bimodale Verteilung (via Mischungen) fiir die zensierten Daten,
kann dies zu anderen Resultaten fiihren.

Geschatzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1
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Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 52 %

Abbildung 5.16: Polynom Grad 1, n = 200

Im Fall der exponentialverteilten Daten fiihrt die Zensierung zu einer stirkeren Stei-
gung (vgl. Abbildung (5.16)), zudem wird der Konfidenzbereich breiter, insbesondere
am rechten Rand (siehe Grafik (5.17)). Die Splines zeigen ein dhnliches Verhalten, mit
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Geschétzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1
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Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 52 %
Abbildung 5.17: Polynom Grad 2
Geschétzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1
©
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Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 52 %

Abbildung 5.18: Spline Grad 1, 9 Gitterpunkte

Ausnahme des Falles ¢ = 5. Dort wird auch bei einer Zensierung von 52% ein gutes
Ergebnis erzielt (Abbildung (5.18))(siche unten zum Vergleich Abbildung (5.23))) Er-
gebnis ohne Zensierung). Fiir die Situation mit weibullverteilten Daten ergibt sich ein
veridndertes Bild —bei einer Zensierung von 74.5%. Bei Polynomen vom Grad 2 oder
hoher wird die Hazardrate deutlich falsch geschitzt (siehe Abbildung (3.20) bzw. Ab-
bildung (5.21)), wogegen die Schitzung beim Polynomgrad Eins gut ist (Abbildung

G.19).
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Geschétzte Hazardrate zu Weibull verteilt (simulierten) Daten, shape = 2 , scale = 1
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Abbildung 5.19: Polynom Grad 1, n = 200

Geschatzte Hazardrate zu Weibull verteilt (simulierten) Daten, shape = 2 , scale = 1

<
o

15 2.0 25
| |

1.0

0.5

= T T T T = T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 74.5 %

Abbildung 5.20: Polynom Grad 2

Geschatzte Hazardrate zu Weibull verteilt (simulierten) Daten, shape = 2 ,scale= 1
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Abbildung 5.21: Polynom Grad 3
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Wahl der a priori Parameter

Die Modellierung mit Splines fiihrt (je nach Anzahl der Gitterpunkte) zu einer verschie-
den starken lokalen Anpassung. Die Stirke der Anpassung ist abhédngig von der Wahl
der Hyperparameter der a priori Verteilung und deren Einfluf} auf die Varianz der a priori
Verteilung (vgl. Formel und Abschnitt (4.5.1])). Whlt man etwa den Hyperpara-
meter yo der a priori Verteilung der zufélligen Parameter uy_ betreffend der Monome
(t — k)3 sehr klein, so liegen die Werte von uy, nahe bei Null (vgl. die unteren beiden
Zeilen der Grafik (3.24)), uo = —10, 03 = 10).

Geschatzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1
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Abbildung 5.22: Spline Grad 1, 9 Gitterpunkte, n = 200, u = —6

Geschétzte Hazardrate zu Exp( A ) simulierten Daten, A = 1

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.23: Spline Grad 1, 9 Gitterpunkte, n = 200, u = +5

Die korrespondierende Hazardrate befindet sich in Grafik (5.6)). Sie zeigt einen Verlauf,
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der einer rein polynomialen Modellierung gleicht. Wihlt man einen groeren Wert fiir
o, so dndert sich der Verlauf der Hazardrate (siehe (3.22)), mit u = —6 ). Die Grafiken
(3.23) und (3.23) basieren auf dem Wert yy = 5. Die Hazardrate im Bereich [0, 2.5]
einen leicht parabelféormigen Verlauf, bei sonst guter mittlerer Anpassung. Die Samp-
lingpfade weisen eine hohere Autokorrelation auf, dies ist moglicherweise ein Hinweis
auf die Uberparametrisierung bei der Schiitzung einer Konstanten.
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Abbildung 5.24: Spline Grad 1, yp = —10
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Simulation mit Kovariablen

Die Darstellung der Simulation von Datensitzen folgt Bender, Augustin und Blettner
(2005). Ergédnzt man die Hazardrate um Kovariablen, so gilt A(¢|x) = Ao(t) exp(x’S).
Sei Ag(t) = fot Ao(s)ds, so gilt fiir die Verteilungsfunktion F(.|x) des Cox—Modells mit
Kovariablen x

F(ilx) = 1 —exp(-=Ao() exp(x'B)) . (5.3)

Sei n gleichverteilt auf (0, 1), dann 148t sich via Inversionsmethode zeigen, dass sich die
Lebensdauern 7' ~ F(.|x) eines Cox—Modells simulieren lassen geméif

T = Ay'(=In(mexp(-xB)) . (5.4)

Entsprechend gilt fiir das Cox-Exponential (1) Modell

___In@p
= Tlepwd) )
bzw.
~ @)\
B (_/lexp(x’ﬁ)) (5.6)

fiir das Cox-Weibull Modell (vgl. Formel (5.1))). Es wurden Daten zu zwei Modellen si-
muliert, entsprechend dem oben geschilderten Vorgehen, also fiir den Cox-Exponential-
fall (mit Parameterd = 1) und fiir den Cox-Weibull Fall mit den Parametern & = 2 und
A = 1. Es wurden zwei Kovariablen aufgenommen, die Kovariablen wurden simuliert
als Realisationen von normalverteilten ZufallsgroBen mit Erwartungswert y; = 1 und
o3 = 1bzw. g = —0.5 und 03 = 2 mit festen Effekten 8; = 0.5 und 8, = —0.5.
Zusitzlich wurden Datensitze mit verschieden starker Zensierung betrachtet. Als Stich-
probenumfang wurde n = 200 bzw. n = 500 gewihlt. Die Verteilung der Lebensdauern
ist linkssteil, wie man dem folgenden Boxplot (Grafik (5.26)) entnehmen kann. Wih-
rend die maximale Lebensdauer (im unzensierten Fall) 25.091 betrégt, ist der Wert fiir
das 75% Quartil 1.006. Fiir den grofiten Teil des zeitlichen Bereichs steht demnach nur
eine geringe Anzahl von Daten zur Verfiigung. Im Vergleich zu dem Fall ohne Kovaria-
blen ist der Zeitbereich wesentlich grofler. Die Hazardrate im Fall ohne Zensierung bei
einem Polynom vom Grad Eins ist in Abbildung (5.27) dargestellt. Die Samplingpfade
der Parameter sind in den Grafiken (3.28) bzw. (5.29). Die Tabelle (3.1) enthilt einige
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Boxplot der Lebensdauern im Cox—-Exponentialmodell

Lebensdauer

Abbildung 5.26: Boxplot fiir Datensatz mit n = 200

Geschétzte Hazardrate des Baseline Effekts

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.27: Polynom vom Grad 1

deskriptive MaBizahlen. Die Ergebnisse passen gut zu den theoretischen Werten zum
einen bei den festen Parametern, die zu den Kovariablen korrespondieren, zum anderen
fiihren die Schitzungen der Parameter des Polynoms zu einer Hazardrate, die nahe an
der theoretischen Gerade verlduft. Insgesamt kann man sehr zufrieden sein, die Ergeb-
nisse sind eigentlich besser als im Fall ohne Kovariablen. Bei starker Zensierung kann
es zu einer Verschlechterung der Schiatzungen kommen, die sich neben den Parametern,
die fiir die Schitzung der Hazardrate benotigt werden, auch bei den Kovariableneftfekten
niederschlagen kann. Verwendet man anstelle des Polynoms einen Spline zur Schitzung
der Hazardrate erhélt man @hnliche Ergebnisse.

Bei zunehmender Zensierung verbreitern sich die Konfidenzstreifen der geschitzten Ha-
zardrate (vgl. Grafik (3.30)). Zudem steigt die Autokorrelation in den Samplingpfaden.

116



5.2 BAYESIANISCHE VERFAHREN

Tabelle 5.1: Parameterschétzungen fiir ein Polynom ersten Grades

- 2
X XMedian N X0 X0.05 X0.95 X1

o 0.480 0480 0.005 0269 0367 0.598 0.693
B> —-0.509 -0.510 0.002 -0.617 -0.569 -0.441 -0.388
ay -0.097 -0.096 0.014 -0474 -0.277 0.103  0.263
a, 0.001 0.005 0.002 -0.120 -0.066 0.063  0.101
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Abbildung 5.28: Polynom Grad 1
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Kerndichteschatzer Samplingpfade Autokorrelation
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Abbildung 5.29: Polynom Grad 1

Geschétzte Hazardrate des Baseline Effekts

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 70.5 %

Abbildung 5.30: Polynom vom Grad 1
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Die Ergebnisse fiir den Datensatz im Cox-Weibull Modell sind insgesamt ebenfalls rela-
tiv zufriedenstellend. Bedauerlich ist allerdings der trompetenformige Verlauf der Kon-
fidenzstreifen. Entsprechend dem Fall ohne Kovariablen ist der Verlauf der Hazardrate
am rechten Rand giinstiger bei Verwendung eines linearen Splines (hier mit neun Git-
terpunkten) als bei einem Polynom (vgl. Grafik (5.32)) bei n = 500). Die Hazardrate fiir
das Splinemodell ist in Grafik (3.31)) bei einem Datenumfang von n = 200 wiedergege-
ben. Die dazu korrespondierende Tabelle (C.I]) der Parameterschitzungen findet sich im
Anhang.

Geschatzte Hazardrate zu Cox— Weibull verteilt (simulierten) Daten

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.31: Spline vom Grad 1

Geschétzte Hazardrate zu Cox— Weibull verteilt (simulierten) Daten

100
I

80
|

0 1 2 3 4
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.32: Polynom vom Grad 1
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Simulation mit Kovariablen und zeitabhangigen Effekten
Die Formel (5.7)) liefert ein Vorgehen zur Simulation von Datensétzen mit zeitabhingi-
gen Effekten. Sei A(f|x) = Ao(?) exp(x18; + x5052), dann gilt

F(t]x) = 1 — exp[—A(r) exp(x181)] , (5.7)

wobei in Erweiterung zum bisherigen Fall fiir A gilt:

t
A(t) = / Ao(s) exp(x5Ba,)d's . (5.8)
0
Sei T entsprechend F'(.|x) verteilt, dann folgt aus der Inversionsmethode, dass

U = exp[-A(t) exp(x}51)] . (5.9)

gleichverteilt auf [0, 1] ist. Zufallsvariablen, die gemil3 F(.|x) verteilt sind, erhélt man
durch

T = A ' [~ In(U) exp(—x)8)] . (5.10)

Die Inversion ist gewéhrleistet, da die Hazardrate strikt positiv ist. Im allgemeinen 1463t
sich die kumulierte Hazardrate nur numerisch bestimmen. Daher gestaltet sich die Inver-
sion schwieriger, sie ist nicht in geschlossener Form moglich. Wihlt man in Anlehnung
an den exponentialverteilten Fall 1y(r) = A sowie fiir B,

b {(1—().5t)ﬁ2 , fiir 7 € [0, 2] S

0 , sonst ,

(oder einen anderen beliebigen linearen Zusammenhang) so gilt fiir die kumulierte Ha-
zardrate A(?) = Aexp(x|B1)Ao(f) fir0 <t <2

Ao(2)

/ exp(x2fas)ds
0

t
exp(B2x2) / exp(—0.5x,8,5)ds
0

exp(B2x2) [(—0.5x8,) " exp(~0.5x2:5)]

2 exp(Bax2)
W(l — exp(—0.516,x,))
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bzw. firt > 2

Ap(t) A0(2)+/ lds
2

= A2 +1-2

Die Umkehrfunktion Ay'(¢) wird stiickweise definiert, fiir ¢ € [0, Ag(2)]

-1 _ _i _ txZﬂZ
o ) = Bax; tn <1 2eXP(Mﬁz)) ,

wobei die Einschrinkung des Definitionsbereichs (in Abhédngigkeit von A und x,8,) die
Positivitit des Arguments der Logarithmusfunktion garantiert sowie fiir # > A((2)

Ay (1) =t — Ao(2) +2

Die Daten werden analog zu Formel (5.10) gemilB
-1 1 ’
T=Ay1- hl(U)Z exp(—x151)] ,

simuliert, wobei jeweils die Fallunterscheidung beachtet werden mu8.

Zur Uberpriifung wird ein zweigleisiges Vorgehen eingeschlagen. Zum einen wird ein
Datensatz mit einem zeitlich festen Kovariableneffekt erzeugt, bei dem der zeitlich feste
Effekt als zeitverdnderlicher Effekt modelliert wird. Der geschitzte Effekt sollte dann
idealerweise konstant sein. Zum anderen wird ein Datensatz mit einem zeitabhéngigen
Effekt erzeugt, der entsprechend modelliert wird. Wie bisher wird der Baseline-Effekt
ho(t) grafisch auf der linearen Skala dargestellt, also in der Form exp(/(t)), der Effekt
des zeitvariierenden Koeflizienten S, auf der logarithmischen Skala, also in der Form
In(exp(B; - (.) )). Der erste Fall kann als der einfachere angesehen werden, da es moglich
sein sollte, eine konstante Funktion zu schitzen. Der fiir die Simulation verwendete
Wert S betrdgt 0.5. Der Umfang des Datensatzes betrug n = 500. In Grafik (5.33) sieht
man die Schitzung des konstanten Effekts anhand eines Splines vom Grad Eins sowie in
Grafik (3.34). Die Schitzung der Baseline-Hazardrate, der schwarze Strich, entspricht
dem exakten Verlauf.

Bei einem Zensierungsgrad von 64.5% erhilt man fiir den zeitvariierenden Effekt einen
relativ dhnlichen Verlauf im Vergleich zum nichtzensierten Fall. Bei der Schitzung der
Baseline-Hazardrate fiihrt die Zensierung zu einer Verfilschung in Form eines monoton
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Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 1

0 2 4 6 8

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %
Abbildung 5.33: Spline vom Grad 1, 15 Gitterpunkte, ohne Zensierung

Geschétzte Hazardrate des Baseline Effekts

3.0

25

2.0

15

1.0

0.5
|

0.0

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.34: Spline vom Grad 1, 15 Gitterpunkte, ohne Zensierung

fallenden Verlaufs (Grafik (3.33).

Bei der Schitzung zu simulierten Daten mit einem zeitvariierenden Effekt gemaB (5.11)
treten mehr Probleme auf. Die guten Schitzungen in den Grafiken (3.39) und (5.38)
erhidlt man bei einem Datensatz mit n = 2500 ohne Zensierung. Bei einer Zensierung
von 35.4% erhilt man zwar fiir die Baseline-Hazardrate gute Resultate, schwieriger ist
die Schitzung des zeitvariierenden Effekts. Es gelingt nicht, die geknickte Darstellung
zu finden. Vielmehr schiitzt man eine linear fallende Funktion. Dieses Verhalten ist auch
typisch fiir kleinere Datensitze, etwa mit n = 500 oder n = 1000 und bei einer geringen
Anzahl von Gitterpunkten. Eine Schitzung basierend auf einem Spline vom Grad 1 mit
15 Gitterpunkten findet man in Grafik (5.36).
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Geschétzte Hazardrate des Baseline Effekts

T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 65.4 %
Abbildung 5.35: Spline vom Grad 1, 15 Gitterpunkte

Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 1

0 5 10 15 20
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.36: Spline vom Grad 1, 15 Gitterpunkte, ohne Zensierung

Geschétzte Hazardrate des Baseline Effekts

0 10 20 30 40 50
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.37: Spline vom Grad 1, 7 Gitterpunkte, ohne Zensierung
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Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 1

0 10 20 30 40 50
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 0 %

Abbildung 5.38: Spline vom Grad 1, 7 Gitterpunkte, ohne Zensierung

Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 1

1.0

0.5

0.0
|

15

2.0

-25
I

0 2 4 6
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 35.56 %

Abbildung 5.39: Spline vom Grad 1, 7 Gitterpunkte
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AbschlieBende Bemerkungen

Das hybride Monte Carlo Verfahren hat sich als zuverlissig erwiesen. Die Qualitiit der
Ergebnisse hingt von der Datensituation ab. Die etwas enttduschenden Ergebnisse im
exponential — bzw. weibullverteilten Fall sollten vielleicht im Vergleich zu (5.1.2)) be-
trachtet werden. Der Anteil der zensierten Daten spielt bei den Schitzungen eine Rolle,
als Faustregel konnte man sagen, dass eine Zensierung bis ca. 15-20% — je nach Kom-
plexitit der Hazardrate — zu vernachlédssigbaren Verlusten fiihrt. Da die unabhéngige
Rechtszensierung dazu fiihrt, dass das zu betrachtende Zeitintervall kleiner wird — grof3e
Lebensdauern werden eher zensiert — kann eine leichte Zensierung sogar die Schitzung
verbessern. Allerdings kann man sich bei (starker) Zensierung nicht sicher sein, ob der
zeitvariierende Effekt richtig geschitzt wird. Betrachtet man den Fall des zeitabhin-
gigen Kovariableneffekts (siehe Grafik (5.39), so wiirde man wohl félschlicherweise
einen linear abfallenden Effekt vermuten. Die Aussage wird allerdings relativiert durch
die Konfidenzstreifen, die den Wert Null enthalten. Die Konfidenzstreifen sollten stets
mitberiicksichtigt werden.

Das typische Vorgehen soll kurz zusammengefal3t werden. Je nach Groe der Lebens-
dauern sollte abgewigt werden, ob eine Transformation des Zeitbereichs sinnvoll ist.
Bei der Wahl der Schrittweite 7 sollte mit einem kleinen Wert begonnen werden, etwa
7 = 0.0001. Weisen die Sampling Pfade eine (hohe) Autokorrelation auf, so sollte T
vergrofert werden, analog kann eine Erhohung der Anzahl der Leapfrog—Schritte die
Korrelation zwischen den einzelnen Parametern reduzieren. Als Startwert konnte man
etwa einen Wert von 100 wihlen, Werte oberhalb von 200 haben eine eher geringe Wir-
kung. Generell gilt, dass die Schrittweite und die Anzahl der Leapfrog—Schritte zuein-
ander passen miissen. Bei groem 7 und einer groen Anzahl von Leapfrog—Schritten
kann der Approximationsfehler des Leapfrog Schemas zu einer geringen Akzeptanz-
wahrscheinlichkeit fiihren. Um einen visuellen Eindruck von dem mdglichen zeitvari-
ierendem Effekt zu bekommen, sollte man zuerst mit Polynomen (Grad Eins bis Drei)
arbeiten. Danach kann man Verfeinerungen mit Splines vornehmen. In den durchgefiihr-
ten Simulationen zeigte sich, dass bei Splines im Vergleich zu Polynomen der rechte
Rand des Zeitbereichs giinstiger dargestellt wird. Ein Nachteil bei Splines kann sein,
dass sie fiir die Hazardrate kaum gebraucht werden, da die Hazardrate hinreichend gut
durch Polynome dargestellt werden kann. In diesem Fall nehmen die zufélligen Parame-
ter u® sehr kleine Werte nahe bei Null an. Die Monte Carlo Pfade der korrespondieren-
den (Hyper-) Parameter weisen dann eine nur langsam abfallende Autokorrelation auf,
offenbar wegen des schwachen Einflusses auf die Daten. Eine ldngere Burn in Phase
mul in Kauf genommen werden.
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5.2.2 Ergebnisse zu Datensatz PBC

Der Datensatz wurde in Kapitel (I)) vorgestellt. Es werden dieselben Variablen wie im
Cox-Modell (vgl. Abschnitt (I.2])) gewihlt. In einem ersten Schritt wurde angenommen,
dass alle Parametereffekte zeitunabhéngig sind, danach werden Modelle mit zeitabhin-
gigen Effekten berechnet.

In den Bemerkungen am Ende des Abschnitts (3.6.4]) sowie im Abschnitt (4.6.2) wurde
erwihnt, dass man bei der kinetischen Energie k(p) anstelle eines Vektors p miti.1i.d.
standardnormalverteilten Zufallsgroen eine Modifikation vornehmen kann. Diese Mo-
difikation 1468t sich einerseits im Sinne der stochastischen Modellierung inhaltlich als
eine approximative Korrektur zweiter Ordnung (via Korrespondenz zur Informations-
matrix) interpretieren, andererseits als eine Korrektur des Hamilton Systems, da die Pa-
rameter aufgrund der jeweiligen Zugehorigkeit zu den korrespondierenden Kovariablen
nicht als gleichwertig angesehen werden konnen. Anschaulich gesprochen haben die
Parameter (= Teilchen des Systems) eine unterschiedliche Masse und es wird versucht,
dies iiber die Korrektur miteinzubeziehen'.

Zum leichteren Verstindnis der Modelle wird die Notation zur Darstellung der Inten-
sitdtsrate kurz in einer informellen Weise wiederholt und zwar in Gestalt der Priadik-
toren, die exponentiell in die Intensititsrate eingehen. Mit x)8 wird stets der Pridik-
tor der festen Effekte bezeichnet. Der Priadiktor der Baseline-Hazard ist nI;S(ebs), die
individuenspezifischen zeitabhéngigen Préadiktoren lauten entsprechend nﬁf‘“”"“(@edema),
nﬁ?g(bﬂi)(ﬁlog(b,m) und 78 r{”ime)(elog(prot,-me)). Entsprechend des jeweiligen Modells wer-
den fiir die zeitabhédngigen Effekte Polynome oder Splines verwendet. Alle Kovariablen,
die ohne zeitabhingigen Effekt modelliert werden, sind im linearen Préadiktor enthalten.

Modell mit festen Parametereffekten

Bei einem Modell mit festen Parametereffekten und einer Baseline-Hazardrate, die mit
einem Polynom vom Grad 1 modelliert wird, lautet die Intensititsrate (vgl. Abschnitt
4.5.1)) pro Individuum i

Ais = exp(r1*(6y,) + XiB) (5.12)
Die Ergebnisse der Simulationen befinden sich in Tabelle (D.3)), s. S. die a poste-
riori Schitzungen sind — abgesehen vom Effekt fiir log(protime) — denen des Cox—

Modells (vgl. (L2))) sehr dhnlich. Das gleiche Modell wurde anschlieBend mit zentrier-
ten Kovariablen gerechnet (siehe (D.4))). Dies vermindert die Autokorrelation der Samp-

! Auf diese Korrektur bezieht sich im folgenden der Hinweis ‘Modifiziertes Verfahren’
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lingpfade. Zudem verschiebt sich der Parameter &, der die Konstante der Hazardrate
modelliert, entsprechend der multiplikativen Struktur der Hazardrate. Die Ergebnisse
dieser modifizierten Vorgehensweise finden sich in den Tabellen (D.I)) (Kovariablen
nicht zentriert) bzw. (D.2) (Kovariablen zentriert). Vergleicht man die Samplingpfade
der Parameter betreffend die Baseline-Hazardrate (Grafik (D.I))) bzw. (Grafik (D.2)), so
erkennt man, dass bei der modifizierten Version die Samplingpfade kaum autokorreliert
sind.

Modell mit zeitabhangigen Parametereffekten

Die Ergebnisse in Abschnitt[l.2|legen nahe, eine Modellierung der Kovariablen edema,
log(bili), log(protime) mit zeitabhdngigen Parametereffekten durchzufiihren. Der
Grafik (A.I) bzw. der Tabelle (A.I) kann man entnehmen, dass die durchschnittliche
Uberlebenszeit bei der Variable edema stark von den Ausprigungen ( 0, 0.5, 1.0) ab-
hiingt. So gibt es nur zwei Individuen aulerhalb des Zeitbereichs [0, 2.658] ohne Zen-
sierung mit der Ausprigung edema = 1, nimlich 77 = 3.926 und 7, = 9.385. Dies
hat zur Folge, dass das modifizierte Vorgehen bei der Variable edema scheitert, falls
man Splines vom Grad 1 verwendet, da die Matrix J, aus Abschnitt (4.6.2)) nicht den
(numerisch) vollen Rang hat. Bei Splines vom Grad 2 mit einer geringen Anzahl von
Gitterpunkten (z.B. 4) ist kein Rangverlust zu beobachten. Die prinzipielle Frage, ob
man einen zeitvariierenden Effekt fiir eine Kovariable mit wenigen Ausprigungen, die
zeitlich sehr ungleich verteilt sind, schitzen kann, bleibt davon unberiihrt. Moglicher-
weise ist fiir solche Fille eine Stratifizierung der Intensititsrate giinstiger.

Modell mit zeitabhangigen Parametereffekten fiir log(bili), log(protime)

Es wurden 2 Modelle gerechnet, zum einen ein Modell, bei dem die zeitvariierenden
Effekte mit Polynomen vom Grad 3 dargestellt werden (modifiziertes Vorgehen), zum
anderen mit Splines vom Grad 2 mit 4 Gitterpunkten. Die Intensitétsrate lautet

/lis = eXP(U?S(Qbs) + Xf’ﬂ + n:'?g(bﬂi)(elog(bili)) + nl'fv)g(pmﬁme)(elog(protime))) (5 13)
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Eine Tabelle der Ergebnisse fiir den polynomialen Fall befindet sich im Anhang (siehe
Tabelle (D.3), S.[159), ebenso wie die Grafiken der Samplingpfade (siche Abbildungen
(D.6)—(D.9)) bzw. der geschitzten zeitvariierenden Effekte (Abbildungen (D.3)—(D.3),
s. S. bzw. S. [161). Die Ergebnisse im Falle der Splines finden sich ebenfalls im
Anhang (vgl. Tabelle S.[164]bzw. Grafiken D.10-[D.12] S. ff)

Modell mit zeitabhangigen Parametereffekten fiir log(bili), edema
und log(protime)

Es wurde ein Modell gerechnet mit zeitvariierenden Effekten fiir log(bili), edema,
log(protime)

Ais = exp(12* (Ops) +XB+ 179" Grogivity) + 112" Brogprorime) +T1L7" Bedema)) (5.14)

Fiir die zeitvariierenden Effekte wurde ein Polynom vom Grad 3 verwendet (modifizier-
tes Vorgehen). Eine Tabelle zu den Ergebnissen findet sich in (D.7). Die Grafiken ((5.40)
— (5.43)) beschreiben den funktionalen Verlauf. Die korrespondierenden Samplingpfade

befinden sich in (D.13)—(D.16).

Geschatzte Hazardrate des Baseline Effekts
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I

50
I

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 59.9359 %

Abbildung 5.40: Baseline-Hazardrate, Polynom Grad 3

128



5.2 BAYESIANISCHE VERFAHREN

Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 1

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 59.9359 %

Abbildung 5.41: zeitvariierender Effekt fiir log(bili), Polynom Grad 3

Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 2

-2

-4

0 2 4 6 8 10 12
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 59.9359 %

Abbildung 5.42: zeitvariierender Effekt fiir edema, Polynom Grad 3
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Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 3

25

20
I

15

0 2 4 6 8 10 12
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 59.9359 %

Abbildung 5.43: zeitvariierender Effekt fiir log (protime), Polynom Grad 3
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Alternativ wurde ein Modell mit Splines vom Grad 2 mit 4 Gitterpunkten gerechnet. Die
Ergebnisse finden sich in Tabelle (D.8)), die Grafiken mit den zeitvariierenden Effekten
in (5.44)-(5.47). Exemplarisch sind die Samplingpfade fiir die Baseline Hazardrate (sie-
he (D.18),(D.19)) sowie fiir den zeitvariierenden Effekt fiir log(bili) (siehe (D.20),
(D.21)) im Anhang zu finden.

Geschatzte Hazardrate des Baseline Effekts

200
1
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I

50

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 59.9359 %

Abbildung 5.44: Baseline-Hazardrate, Spline Grad 2, 4 Gitterpunkte
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Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 1

Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 59.9359 %

Abbildung 5.45: zeitvariierender Effekt fiir log(bili), Spline Grad 2, 4 Gitterpunkte

Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 2
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-10

0 2 4 6 8 10 12
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 59.9359 %

Abbildung 5.46: zeitvariierender Effekt fiir edema, Spline Grad 2, 4 Gitterpunkte
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Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 3

20
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0 2 4 6 8 10 12
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 59.9359 %

Abbildung 5.47: zeitvariierender Effekt fiir log (protime), Spline Grad 2, 4 Gitterpunkte
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Fazit

Es wurde bereits erwihnt, dass die Bayes Schitzungen unter der Annahme von zeit-
lich konstanten Kovariableneffekten denen im Cox—Modell sehr dhnlich sind. Bemer-
kenswerter ist, dass der funktionale Verlauf der zeitabhingigen Parametereffekte fiir
die Variablen log(bili), edema, log (protime) im Bayes Modell stark dem mit
lowess modellierten Verldufen anhand der partiellen skalierten Schoenfeldresiduen
gleicht. Dies ist ein fiir die Praxis erfreuliches Ergebnis. Zwar konnen die Aussagen
dieses Beispiels nicht verallgemeinert werden, aber es erscheint durchaus sinnvoll im
ersten Schritt ein Cox—Modell zu berechnen, selbst wenn die Proportional Hazard An-
nahme verletzt ist, um danach anhand der Schoenfeldresiduen den glatten zeitlichen
Verlauf des Parametereffekts zu schitzen.

Im Unterschied zu den Schitzungen anhand der Residuen ist die Variation der Funktio-
nen im Bayes Modell am rechten Rand ausgeprigter, zudem weitet sich dort der Konfi-
denzbereich trompetenformig.

Die semiparametrische Modellierung basiert auf Splines und ist so konzipiert, dass die
Glattheit der Splines datengesteuert wird. Je nach Komplexitit des unbekannten zeitva-
riierenden Effekts konnen Polynome vom Grad 2 oder 3 ausreichend sein. Zudem sollte
bei Polynomen die Korrektur (vgl4.6) der Schrittweite des Leapfrog Verfahrens immer
funktionieren, was bei Splines nicht unbedingt gewéhrleistet ist.
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5.3 VERFAHREN MIT SCHATZFUNKTIONEN

5.3 Verfahren mit Schatzfunktionen

Es werden einige Resultate — allerdings auch einige Probleme — zusammengetragen.
Die Resultate beziehen sich auf den Datensatz PBC. Es wurde ein Modell mit festen Ko-
variableneffekten gerechnet, die Baseline-Hazardrate wurde mit Polynomen geschitzt.
Die angesprochenen Probleme sind numerischer Natur. Sie haben ihre Ursache in der
Form der Schitzfunktionen sowie der Modellierung der zeitvariierenden Effekte. Auf
eine Modellierung mit Splines, dem eigentlichen Ziel und eine Schitzung via gemisch-
te Modelle wurde verzichtet. Bei den — im Vergleich zur Verwendung von Polynomen —
komplexeren Modellen ist zu erwarten, dass noch groere numerische Schwierigkeiten
auftreten.

5.3.1 Modell mit zeitunabhangigen Kovariableneffekten

Gewisssermalien als Einstieg in die Verfahren, die auf Schitzfunktionen basieren, wird
ein Modell berechnet, dass konstante Kovariableneffekte annimmt. Die Baseline-Hazardrate
wird als einziger zeitabhidngiger Effekt modelliert. Es wird Bezug genommen auf die
Darstellung in Abschnitt (4.3.2)). Der Beitrag zur Schitzfunktion fiir die festen Kova-
riableneffekte pro Individuum i lautet (vgl. Gleichung 4.46)) und Zensierungsindikator

0i

X! [6,- - <6Xp(m(ﬂ) +7(65)) / 2,0) dsﬂ . (5.15)
0

Die Schiitzungen B erhilt man als Nullstellen der Schiitzfunktion. Analog erhilt man die
Schitzungen fiir die Baseline Hazardrate. Entsprechend Abschnitt (4.5.2)) werden die
Schitzungen blockweise iterativ durchgefiihrt. Es zeigt sich, dass zwar die Schitzfunk-
tion fiir die festen Effekte bzw. fiir die Baseline Hazard jeweils Null ist, dass aber pro
Schitzfunktion (mindestens) ein Schiatzwert divergiert, einmal nach +co, einmal nach
—oo. Zur Vermeidung dieser Konvergenzprobleme wird vorgeschlagen, die Kovariablen
X; zu zentrieren, was auch zum gewiinschten Erfolg fiihrt. Eine Tabelle der Ergebnis-
se findet sich im Anhang (D.9). Neben den Schitzungen aus dem Cox—Modell finden
sich die Ergebnisse der Schitzfunktionen, wobei im ersten Fall die Baseline-Hazardrate
mit einem Polynom ersten Grades, im zweiten Fall mit einem Polynom zweiten Grades
geschitzt wurde. Fiir die fixen Effekte ist der Standardfehler beim Cox—Modell groler,
teilweise um fast 100%. Auffallend ist ebenfalls die geringe Standardabweichung der
Parameter der Baseline-Hazardrate.

135



5.3 VERFAHREN MIT SCHATZFUNKTIONEN

5.3.2 Modell mit zeitabhangigen Kovariableneffekten

In einem weiteren Schritt wurde versucht, Kovariableneftfekte zeitabhingig zu model-
lieren. Hierfiir konnen allerdings keine Ergebnisse dargestellt werden, da die Verfahren
zum Bestimmen der Nullstellen wegen numerischer Schwierigkeiten abgebrochen wur-
den. Als eine mogliche Ursache der Schwierigkeiten konnte die Approximation der Hes-
sematrix durch die Gradienten beim Quasi Newton Verfahren in Betracht kommen, auf
die daher verzichtet wurde. Statt dessen wurde die Approximation der Hessematrix iiber
finite Differenzen durchgehend verwendet, die bisher nur bei der Initialisierung vorge-
schlagen wurde (siehe Formel (4.71))). Der Algorithmus dazu findet sich in Press et al.
(1992). Man braucht dazu zwar mehr Funktionsauswertungen, bekommt aber bei vor-
sichtiger Wahl von 4 eine im allgemeinen gute Niherung der Hessematrix. Dies wurde
auch uiberpriift, indem alle Elemente der Matrix — als Funktionen der Zeit — numerisch
integriert wurden. Dies fiihrte leider ebenfalls nicht zum Erfolg. Ursache war, dass die
Hessematrix nicht positiv definit war, bzw. dass bei der Schrittweitenbestimmung (s.
Seite [79) keine Losung gefunden wurde. Eine mogliche Fehlerquelle konnte natiirlich
auch die numerische Integration darstellen. Die numerische Integration wird besser, je
mehr Chebychev Polynome verwendet werden. Unabhéngig von der verwendetet Zahl
der Polynome konnte keine Losung gefunden werden.

Im folgenden wird versucht, eine Ursache der Probleme zu finden. Der Pridiktor fiir die
J—te Kovariable und das i—te Individuum sei 77;;, = x;;f;(s) mit f;(s) als zeitvariierendem
Effekt. Zur Vereinfachung der Notation wird angenommen, dass f;(s) ein Polynom ist
mit f;(s) = @ + @15 + aps*. Die Aussagen sind allerdings auch fiir Splines giiltig. Der
Pridiktor modelliert den Intensitédtsprozel A;5, d.h. es gilt

Ais = exp(... + Nijs + o) . (516)

Die Schitzfunktionen enthalten die Ableitungen nach den Parametern. Betrachtet man
die partiellen Ableitungen fiir (@, a1, @), so gilt

Ay = x5 (1,5, 89 (5.17)
Fiir die Hessematrix benotigt man die zweiten Ableitungen

A= xidis- (s, s - (Ls, s . (5.18)
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5.3 VERFAHREN MIT SCHATZFUNKTIONEN

Das dulere Produkt der beiden Vektoren fiihrt zu einer Matrix mit Rang 1, die folgende
Gestalt hat

1 s s2
(1,5, - (1,8,89)=| s s* s . (5.19)
S2 S3 S4

Die elementweise Integration iiber die Lebensdauer von [0, 7] fiir das Individuum i dn-
dert nichts daran, dass die Matrix den Rang 1 hat. Um eine Matrix mit vollem Rang
r zu erhalten, muf3 man mindestens die Matrizen von r Individuen aufsummieren, d.h.
je komplexer der zeitvariierende Effekt modelliert wird, desto mehr Individuen braucht
man um eine Hessematrix mit vollem Rang zu erhalten. Ein weiterer Aspekt ist die
zeitliche Struktur der Lebensdauern. Da in der Matrix Polynome auftauchen, wird die
Summe der individuellen Hessematrizen stark beeinfluit durch die Hessematrizen der
Individuen mit den groBten Lebensdauern, da ihre Werte am groBten sind. Insbeson-
dere dominieren sie moglicherweise die rechte Spalte mit den hochsten Potenzen. Die
Kondition der Hessematrix, also das Verhiltnis aus dem grofitem und dem kleinstem
Eigenwert iiber alle Individuen ist fiir den Datensatz PBC aber sehr ungiinstig. Dies
ist nicht weiter iiberraschend angesichts der Struktur der einzelnen Matrizen pro Indi-
viduum. Das Versagen der Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen erscheint unter
diesem Aspekt plausibel. Im vorherigen Abschnitt wurde die Baseline-Hazardrate mit
Polynomen geschitzt. Setzt man x;; = 1, so erkennt man, dass dort die gleichen po-
tentiellen Gefahren lauern wie bei zeitvariierenden Effekten. Komplexere Modelle mit
zeitvariierenden Effekten scheinen einen grofleren Datensatz zu erfordern. Der geringe
Standardfehler korrespondiert zu entsprechend groen Werten in der Hessematrix. Es
ist zu vermuten, dass bei den Matrizen, die fast einen Rangverlust haben, die Varianz
entsprechend unterschitzt wird.

5.3.3 Lokale Modellierung und numerische Kondition

Den obigen Ausfiihrungen ist zu entnehmen, dass die Kondition der Hessematrix von
Beobachtungen mit groBen Lebensdauern dominiert wird. Im Abschnitt [5.1.1] wurde
bereits auf eine Veroffentlichung (Gamerman, 1991) hingewiesen, die ein Verfahren
vorschldgt, dass auf der Intervallbildung beruht. Dabei wird fiir jedes Intervall eine —
sozusagen lokale — Intensititsrate geschitzt. In Anlehnung an dieses Vorgehen wird
vorgeschlagen, den Bereich der Lebensdauern in zwei Intervalle zu partitionieren. Der
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5.3 VERFAHREN MIT SCHATZFUNKTIONEN

Trennpunkt zwischen den Intervallen sei ?,,,. Fiir jedes Individuum i gilt beziiglich
seiner Lebensdauer 7;

Ti = min(Ti’ tpart) + (Tl - Z‘part)+ (520)

Betrachtet man den Zeitbereich von [0, #,,], so kann man fiir diesen Bereich die In-
tensititsrate mit den rechtszensierten Lebensdauern min(77, 7,,,) schitzen. Dies fiihrt
bei der Schitzfunktion (5.13) zu einem verkiirzten Integrationsbereich, der auch dazu
fithren sollte, dass sich die Kondition der Hessematrix verbessert, da die dominanten
Lebensdauern gestutzt werden. Diesem Zweck entsprechend sollte der Wert von 7,
gewihlt werden — abgesehen davon, dass man sich einen moglichst groBen Wert fiir 7,4,
wiinscht. Zur Schitzung der Intensititsrate rechts von t,,, muf allerdings gewihrlei-
stet sein, dass mindestens eine nicht zensierte Beobachtung groBer als #,,,, ist. Denkbar
ist auch, dass man fiir den ‘Restbereich’ [7,4, Timax] €ine vereinfachte Schitzung vor-
nimmt, etwa durch parametrische Verteilungsannahmen, so dass sich die Intensitétsrate
entsprechend einfach schitzen 1d6t.

138



6 Zusammenfassung und Ausblick

On ne finit pas un ceuvre, on I’abandonne (Gustave Flaubert)

Als Einstieg in die semiparametrischen Lebensdauermodelle wurde ein Cox—Modell ge-
rechnet. Der Datensatz motivierte die Fragestellung nach zeitvariierenden Kovariablen-
effekten. Dazu wurde als theoretischer Unterbau der Likelihoodprozel3 dargestellt. In
engem Zusammenhang dazu steht die Doob-Meyer Zerlegung sowie der Kompensator.
LaBt sich fiir die Lebensdauerdaten jeweils der genaue Eintritt des Ereignisses bestim-
men, kann der Likelihoodprozef3 als Radon—Nikodym Dichte beziiglich eines homoge-
nen Poissonprozesses dargestellt werden und der Kompensator 148t sich als Integral des
Intensitidtsprozesses darstellen.

Dieser Intensitdtsproze3 steht im Mittelpunkt der Modellierung, die zum einen auf
Schitzfunktionen basierte, zum anderen auf Bayes Methoden. Die Modellierung der
zeitvariierenden Effekte basierte auf Splines. Im Falle der Schitzfunktionen wurde dar-
gestellt wie man mit einem Ansatz {iber gemischte Modelle die sonst iiblichen Verfahren
der Kreuzvalidierung vermeidet. Dabei werden die Parameter beziiglich der gestutzten
Polynome als Zufallsvariablen aufgefal3t. Parameterschitzungen erhilt man als Nullstel-
len der Schitzfunktionen.

Die bayesianischen Schitzungen wurden mit Markov Chain Monte Carlo Verfahren rea-
lisiert. Dabei wurde auf das Hamilton Monte Carlo Verfahren zuriickgegriffen, dessen
Idee darin besteht neue Werte dadurch vorzuschlagen, dass man auf einem Energieni-
veau entsprechend den diskretisierten Hamilton’schen Bewegungsgleichungen eine ‘ge-
wisse’ Wegstrecke zuriicklegt. Das Energieniveau setzt sich zusammen aus der poten-
tiellen Energie, was der Likelihood entspricht und der kinetischen Energie. Es wurden
Vorschldge gemacht wie man die Fischer Information oder Elemente davon in die kine-
tische Energie miteinfliessen lassen kann, mit dem Ziel die Qualitét der diskretisierten
Bewegungsgleichungen zu erhohen.

Unabhingig von den gewdéhlten Methoden muf3 der Intensitdtsproze8 numerisch inte-
griert werden; dazu wurden Chebychev Polynome verwendet. Die numerische Integra-
tion wurde im Vorfeld mit Testfunktionen tiberpriift und erwies sich — wie auch bei den
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spateren Berechnungen — als zuverldssig.

Die bayesianischen Verfahren wurden in umfangreichen Simulationsstudien getestet. Ei-
ne Besonderheit der Simulationsstudien bzw. Datensituation bei Lebensdauern, die noch
erwihnt werden sollte, sind die zensierten Daten. Die Schitzungen verschlechtern sich
bei hoher Zensierung, womit leider in der Praxis zu rechnen ist. Generell 1d6t sich sagen,
dass je komplizierter der zu schitzende Intensititsprozef3 ist, desto mehr Daten werden
benotigt. Bei eher einfachen zeitvariierenden Effekten kann es ausreichend sein, Poly-
nome zur Modellierung zu verwenden. Wie bereits erwidhnt wurde, weisen die aus den
Schoenfeldresiduen geschitzten zeitvariierenden Effekte eine bemerkenswerte Ahnlich-
keit auf. Leider gilt dies nicht fiir den rechten Rand, hier weisen die bayesianischen
Schitzungen einen sich trompetenformig vergroBernden Konfidenzbereich auf, der auf
Basis der Schoenfeldresiduen nicht zu beobachten ist, nicht zuletzt wegen der Tatsache,
dass die Schoenfeldresiduen beschrinkt sind. Ob die Ahnlichkeit allgemeiner Natur ist
bedarf einer weiteren Forschung.

Die Ergebnisse bei den Schitzfunktionen sind dagegen bescheidener, die numerischen
Probleme und ihre Ursachen wurden diskutiert. Ein moglicherweise interessanter Aus-
weg konnte die am Ende angesprochene lokale Modellierung sein, bei der die Daten
kiinstlich zensiert werden.

Von einem generellen Interesse konnte auch die Beziehung zu intervallzensierten Da-
ten sein. Man kann sich vorstellen, dass fiir die Dauer einer Studie jeweils der exakte
Ereigniszeitpunkt vorhanden ist. Angenommen, danach werden zusétzlich Daten erho-
ben, z.B. durch quartalsweise Arztbesuche, dann wire es natiirlich interessant die Daten
kombiniert zu analysieren. Sie passen allerdings nicht in das hier vorgestellte Konzept,
da ja nach Ende der Studie die Daten nur quartalsweise vorliegen und somit vorher-
sagbar sind. Allerdings 14Bt sich der Likelihoodprozef3 verallgemeinern zum Doleans
Exponential (Rao, 1999), der zusitzlich noch Sprungkomponenten enthilt, namlich die
Quartalszeitpunkte. Ob allerdings eine gemeinsame statistische Inferenz moglich ist,
kann und soll an dieser Stelle nicht beantwortet werden.

Zum Schluf} soll noch angemerkt werden, dass die verwendeten Programme fiir die
Schitzungen in Java geschrieben wurden. Die Grafiken sowie die Tabellen wurden mit
der freien Statistiksoftware R geschrieben.
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Tabelle A.1: Tabellen zum Datensatz PBC
N=312

N time status

age
[26.3,42.3) 78 549 0.24
[42.3,49.8) 78 6.35 033
[49.8,56.8) 78 571 047
[56.8,78.4] 78 4.43  0.55
edema
0 263 591 0.34
0.5 29 436 0.59
1 20 1.69 0.95
log(protime)
[2.20,2.31) 89 541 0.18
[2.31,2.37) 85 6.54 0.28
[2.37,2.42) 61 5.83 051
[2.42,2.84] 77 4.16 0.70
log(bili)

[-1.204,-0.105) 90 6.95 0.16
[-0.105,0.336) 66 6.51 0.21
[0.336,1.253) 78 5.28 0.50
[ 1.253,3.332] 78 3.16 0.74

log(albumin)
[0.673,1.20) 81 3.34 0.68
[1.200,1.27) 76 5.52  0.39
[1.270,1.34) 81 6.32 0.22
[1.340,1.53] 74 691 0.30

Overall

312 549 040
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age
[26.3,44.9)
[44.9,55.4)
[55.4,78.4] .

edema
0
0.5 o

1 )

log(protime)
[2.20,2.32)
[2.32,2.41)
[2.41,2.84] .

log(bili)
[-1.204,0.000)
[ 0.000,0.956)
[ 0.956,3.332] R

log(albumin)
[0.673,1.22) .
[1.218,1.31)
[1.314,1.53]

Overall

Uberlebenszeit
N=312

Abbildung A.1: durchschnittliche Uberlebenszeiten in Abhzingigkeit von Kovariablen
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B Ergebnisse zur Numerischen Integration
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C Ergebnisse der Simulationsstudien
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D Ergebnisse der Analyse des Datensatzes

D.1 Modell mit flexibler Baseline-Hazardrate

Anmerkung zur Notation:

B ist der geschiitzte Effekt fiir die Kovariable age
Bz ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable 1og(albumin)
B ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable 1og(bili)

A

B4 ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable edema
,35 ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable log(protime)

Tabelle D.1: Parameterschdtzungen mit Polynom vom Grad 1, modifiziertes Verfahren

2

X XMedian S X0 X0.05 X0.95 X1

feste Effekte

[31 0.032 0.032  0.000 0.023 0.025 0.039 0.042

,32 -3.003 -2962 0.116 -3.833 -3.546 -2.467 -1.985

,33 0.886 0.883 0.002 0.769 0.811 0.968 1.031

,84 0.739 0.727 0.022 0.409 0.502 0.985 1.176

B5 2.860 2.892 0.248 1.584 2.003 3.682 4.056
Effekte Baseline

& -8.957 -8.881 1.561 -11.966 -10.974 -6.889 -—-5.477

& 0.222 0.223 0.000 0.179 0.190 0.249 0.271
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Tabelle D.2: Parameterschidtzungen mit Polynom vom Grad 1, modifiziertes Verfahren, Kovariablen zen-

triert

X XMedian s X0 X0.05 X0.95 X1

feste Effekte

,@1 0.033 0.033 0.000 0.022 0.026  0.041 0.044

,32 -2.954 -2951 0.128 -3.966 -3.524 -2.347 -1.768

B3 0.894  0.893 0.003 0.734  0.813 0.981 1.020

B4 0.729  0.735 0.021 0.337 0.493 0.960 1.187

[5’5 2.831 2.852 0.257 0.999 1.963 3.619 4.033
Effekte Baseline

& -2.645 -2.646 0.007 -2.871 =2.777 -2.506 -2.434

ay 0.222  0.223 0.000 0.158 0.192  0.248 0.272

Tabelle D.3: Parameterschidtzungen mit Polynom vom Grad 1
X Xtedian 5? Xo X0.05 X0.95 X

feste Effekte

Bl 0.033 0.032 0.000 0.023 0.026  0.040 0.045

,[5’2 -3.030 -3.017 0.111 -3.839 -3.550 -2479 -1.823

,33 0.888 0.892 0.002 0.726 0.814  0.965 0.999

,34 0.720  0.728 0.023 0.330 0.457 0.959 1.054

B5 2.760  2.804 0.223 1.125 1.978 3.465 3.860
Effekte Baseline

& -8.696 —-8.977 1.307 -11.122 -10.049 -6.900 -4.384

& 0.221 0.222 0.000 0.167 0.190  0.250  0.267
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Tabelle D.4: Parameterschitzungen mit Polynom vom Grad 1, Kovariablen zentriert

2

X XMedian s X0 X0.05 X0.95 X1
feste Effekte
,@1 0.033 0.033 0.000 0.019 0.025 0.040 0.045
,@2 2977 -=2.981 0.152 —-4.011 -3.575 -2.346 -1.659
B3 0.893 0.892 0.002 0.760  0.819 0.978 1.038
,[5’4 0.748 0.753 0.022 0.268 0.501 0.963 1.152
,35 2.708 2.750 0.272 1.416 1.887 3.526 3.947
Effekte Baseline
& -2.652 -2.649 0.007 -2917 -2.783 -2.510 -2.435
aQ 0.222 0.223  0.000 0.177 0.193 0.248 0.279
Kerndichtglschétzer Sampligglgpfade A“‘Ok"gi'a“"”
° 2 - l‘\m‘
Kerndichtezschétzer Samplirégpfade AU‘DKOSZ'“O”
) 2 b Lo 1
N r LD

N =239 Bandwidth = 0.005166

thin

=5

Abbildung D.1: Samplingpfade und geschitzte Dichte der Parameter der Hazardrate
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Kerndichteschatzer Samplingpfade Autokorrelation
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D.2 Modell mit flexibler Baseline-Hazardrate, sowie glatten
Kovariableneffekten
far log(bili), log(protime)

Anmerkung zur Notation:

[31 ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable 1og(albumin)

B, ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable age

B3 ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable edema

D.2.1 Modellierung mit Polynomen vom Grad 3

Tabelle D.5: Parameterschidtzungen (Modell: Polynom, Grad 3, modifiziertes Verfahren)

2

X XMedian N X0 X0.05 X0.95 X1

feste Effekte

B -3214 -3215 0.109 -4.180 -3.698 -2.695 —2.348

B> 0.034 0.034  0.000 0.021 0.027 0.041 0.046

[3’3 0.793 0.793 0.023 0.220 0.571 1.051 1.259
Effekte Baseline

Qg -3479 -3.467 0.041 -4.043 -3.838 -3.205 -3.062

a 0.715 0.694 0.023 0.370 0.494 1.007 1.127

1% -0.130 -0.125 0.001 -0.232 -0.202 -0.081 —0.053

&3 0.009 0.009 0.000 0.004 0.006 0.014 0.016
Effekte log(protime)

) 10965 10.943 1.252 8.240 9.148 12.671 14.041

& -5.005 -4.880 1.188 —-8.268 -6.841 -3.415 -2.185

1023 0.625 0.608 0.070 0.002 0.239 1.065 1.361

a3 -0.019 -0.017 0.000 -0.073 -0.048 0.009 0.026
Effekte log(bili)

Qg 0.315 0.312 0.015 -0.031 0.094 0.509 0.654

& 0.602 0.598 0.014 0.292 0.414 0.805 0.970

1% -0.153 -0.151 0.001 -0.260 -0.202 -0.103 —0.070

a3 0.011 0.011 0.000 0.005 0.007 0.015 0.019
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Geschatzte Hazardrate des Baseline Effekts
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Abbildung D.4: zeitvariierender Effekt fiir log(protime), Polynom, Grad 3
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Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 2

0 2 4 6 8 10 12
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 59.9359 %

Abbildung D.5: zeitvariierender Effekt fiir log(bili), Polynom, Grad 3
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Abbildung D.6: Samplingpfade und geschitzte Dichte der Parameter der Hazardrate, Polynom, Grad 3,
modifiziertes Verfahren
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Abbildung D.7: Samplingpfade und geschétzte Dichte der Parameter fiir log(bili), Polynom Grad 3,

modifiziertes Verfahren
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3, modifiziertes Verfahren
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Abbildung D.9: Samplingpfade und geschitzte Dichte der Parameter fiir age, edema und 1og(albumin)
, Polynom Grad 3, modifiziertes Verfahren

163



D.2.2 Modellierung mit Splines vom Grad 2

Tabelle D.6: Parameterschitzungen Modell: Spline, Grad 2, 4 Gitterpunktemodifiziertes Verfahren)

= 2

X XMedian s X0 X0.05 X0.95 X1
feste Effekte
B> -3.234 -3.218 0.094 -3954 -3.702 -2.738 -2.476
B 0.033 0.033  0.000 0.023 0.027 0.039 0.047
Bs 0.673 0.677 0.021 0.371 0.438 0.905 1.100
Effekt Baseline
&o -2.681 -2.681 0.007 -2.873 -2.814 -2.551 -2.506
& 0.271 0.266  0.002 0.199 0.212 0.351 0.370
&y -0.011 -0.012 0.000 -0.035 -0.028 0.005 0.015
ig -0.013 -0.008 0.001 -0.102 -0.076 0.031 0.063
iy 0.044 0.035 0.002 -0.031 -0.003 0.122 0.225
i 0.038 0.029  0.002 -0.092 -0.012 0.124 0.190
g -0.007 0.000 0.002 -0.204 -0.079 0.046 0.096
Effekte log(bili)
&o 0.511 0.509 0.008 0.258 0.367 0.647 0.724
aQ 0.215 0.209 0.004 0.084 0.113 0.329 0.363
an -0.015 -0.013 0.000 -0.050 -0.038 0.002 0.009
ag -0.049 -0.052 0.001 -0.131  -0.109 0.007 0.034
¢ 0.059 0.052 0.002 -0.037 0.001 0.132 0.188
i 0.073 0.073  0.002 -0.046 0.003 0.149 0.234
i 0.026 0.020 0.003 -0.139  -0.067 0.122 0.193
Effekte log(protime)
&o 9.320 9.313 0.770 7.712 7.865 10.816 11.521
ap -3.587 -3.506 0.249 -4.599 —-4372 -2799 -2.512
an 0.315 0.310 0.003 0.163 0.218 0.409 0.445
ag 0.001 -0.001 0.001 -0.134 -0.036 0.045 0.154
¢ 0.001 0.001 0.001 -0.166 -0.047 0.058 0.129
i -0.009 -0.003 0.002 -0.181 -0.076 0.037 0.165
g -0.007 -0.003 0.004 -0.245 -0.112 0.073 0.236
Hyperparameter
lné-% -5.821 -5.830 2509 -11.819 -7966 -3.192 -2.110
In 6—% -5.207 -4976 1.371 -9.012 -7.596 -3.568 —-2.381
In é—% -6.799 -6.871 2.377 -9.463 -9.118 —-4.292 -3.656
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Abbildung D.10: Baseline-Hazardrate, Spline, Grad 2

Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 1
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Abbildung D.11: zeitvariierender Effekt fiir log(bili), Spline, Grad 2
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Geschatzter zeitvarierender Effekt, Nr. 2

0 2 4 6 8 10 12
Bereich der beobachteten Daten, Zensierungsgrad 59.9359 %

Abbildung D.12: zeitvariierender Effekt fiir log(protime), Spline, Grad 2
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D.3 Modell mit flexibler Baseline-Hazardrate, sowie glatten

Kovariableneffekten

fir log(bili), edema, log(protime)

Anmerkung zur Notation:

,@1 ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable 1og(albumin)

A

B> ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable age

D.3.1 Modellierung mit Polynomen vom Grad 3

Tabelle D.7: Parameterschitzungen (Modell: Polynom, Grad 3, modifiziertes Verfahren)

T 2

X XMedian s X0 X0.05 X0.95 X1

feste Effekte

B -3.072 -3.061 0.150 -4.192 -3.671 -2.494 -1.772

B> 0.033 0.033  0.000 0.020 0.026 0.040 0.045
Effekte Baseline

Qo -3.510 -3.522 0.034 -3.963 -3.798 -3.219 -3.100

a 0.818 0.823 0.017 0.511 0.598 1.046 1.131

1% -0.161 -0.160 0.001 -0.237 -0.214 -0.109 —0.094

a3 0.011 0.012  0.000 0.006 0.008 0.015 0.017
Effekte log(bili)

Qo 0.195 0.194 0.018 -0.165 -0.037 0.396 0.566

& 0.683 0.681 0.014 0.391 0.491 0.868 0.943

1023 -0.168 -0.169 0.001 -0.241 -0.217 -0.119 -0.087

a3 0.012 0.012 0.000 0.006 0.008 0.015 0.017
Effekte edema

Qo 1.623 1.617 0.116 0.737 1.098 2.197 2.657

a -0.337 -0.314 0.097 -1.233 -0.842 0.127 0.371

1% -0.026 -0.036 0.007 -0.251 -0.151 0.119 0.205

a;3 0.004 0.004 0.000 -0.015 -0.007 0.013 0.022
Effekte log(protime)

&g 10.019 10.113 1.834 5.568 7.681 12.087 12.994

& —-4.241 -4346 2.039 -8213 -6407 -1.935 0.099

&> 0.463 0.481 0.123 -0.586 -0.136 1.041 1.530

a3 -0.007 -0.007 0.001 -0.077 -0.047 0.032 0.067
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D.3.2 Modellierung mit Splines vom Grad 2

Tabelle D.8: Parameterschitzungen (Modell: Spline Grad 2, 4 Gitterpunkte)

= 2

X XMedian s Xo0 X0.05 X0.95 X1
feste Effekte
B -3.074 -3.074 0.012 -3.355 -3.269 -2.873 -2.650
B> 0.033 0.033  0.000 0.022 0.026 0.041 0.047
Effekte Baseline
& -3.036 -3.051 0.017 -3.417 -3.217 -2.808 -2.739
a 0.655 0.628 0.030 0.334 0.423 0.967 1.038
1% -0.089 -0.087 0.002 -0.189 -0.173 -0.019 —0.002
ig —-0.001 0.007 0.006 -0.224 -0.128 0.126 0.155
iy 0.130 0.128 0.005 -0.054 0.005 0.254 0.354
i 0.126 0.121 0.009 -0.085 -0.027 0.293 0.350
g -0.107 -0.099 0.014 -0.396 -0.283 0.100 0.221
Effekte log(bili)
&g 0.795 0.799 0.008 0.523 0.619 0.926 0.985
a -0.322 -0.329 0.008 -0.508 -0.453 -0.168 —0.050
& 0.151 0.154 0.001 0.078 0.110 0.187 0.197
ig -0.420 -0.422 0.004 -0.555 -0.519 -0.316 -0.270
af 0.280 0.293 0.011 0.048 0.089 0.422 0.513
i 0.150 0.161 0.012 -0.131 -0.031 0.325 0.395
i 0.008 -0.018 0.029 -0.342 -0.277 0.290 0.407
Effekte edema
) 1.320 1.334  0.021 1.037 1.109 1.552 1.603
& -0.080 -0.074 0.017 -0.419 -0.313 0.119 0.204
1023 -0.039 -0.038 0.004 -0.183 -0.143 0.062 0.105
g -0.013 0.009 0.021 -0.377 -0.314 0.182 0.236
iy -0.023 -0.052 0.019 -0.307 -0.249 0.217 0.272
i 0.382 0.431 0.039 -0.146 -0.021 0.618 0.729
i -0.482 -0.467 0.030 -0955 -0.792 -0.213 -0.163
Effekte log(protime)
) 3.686 4.057 0.716 1.646 1.851 4.414 4.535
& 0.606 0.668 0.069 0.117 0.171 0.967 1.051
1023 -0471 -0.500 0.016 -0.663 -0.623 -0.237 —0.198
ag 0.787 0.816 0.052 0.224 0.294 1.105 1.161
iy 0.114 0.126 0.062 -0.352 -0.260 0.512 0.555
i 0.086 0.146 0.063 -0.373 -0.305 0.451 0.507
s -0.716 -0.726 0.021 -1.096 -0.960 -0.475 -0.391
Hyperparameter
In(6%) -3.116 -3.012 0.241 -3.927 -3.812 -2490 -2.253
In(63) -0.552 -0.700 0.218 -1.385 -—1.156 0.296 0.464
In(63) 0.387 0.479 0.280 -0.730 -0.512 1.155 1.301
In(673) 0.318 0.279 0.101 -0.477 -0.247 0.851 1.202
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Abbildung D.18: Samplingpfade und geschitzte Dichte der Parameter der Baseline-Hazardrate,

Grad 2, 4 Gitterpunkte
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Abbildung D.19: Samplingpfade und geschitzte Dichte der Parameter der Baseline-Hazardrate,

Grad 2, 4 Gitterpunkte
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Abbildung D.20: Samplingpfade und geschitzte Dichte der Parameter fiir log(bili), Spline Grad 2, 4

Gitterpunkte
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Abbildung D.21: Samplingpfade und geschitzte Dichte der Parameter fiir log(bili), Spline Grad 2, 4

Gitterpunkte
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D.4 ERGEBNISSE DER SCHATZFUNKTIONEN

D.4 Ergebnisse der Schatzfunktionen

Tabelle D.9: Parameterschitzungen

Standardfehler
feste Effekte Cox Modell
Bi 0.0332 0.0087
B> -3.0599 0.7240
Bs 0.8801 0.0987
Ba 0.7856 0.2990
Bs 3.0140 1.0240
feste Effekte Schitzfunktionen, Modell 2
Bi 0.0409 0.0055
B> -3.8681 0.4417
B3 1.1963 0.0575
Ba 0.8213 0.1817
Bs 3.936 0.6374
Effekte Baseline Hazardrate
& —2.7387 0.1051
& 0.4361 0.0161
feste Effekte Schiitzfunktionen, Modell 1
Bi 0.0397 0.0055
B> —-4.2572 0.4417
Bs 1.2277 0.0575
Ba 0.9929 0.1817
Bs 3.7516 0.6374
Effekte Baseline Hazardrate
&o —3.4934 0.1751
& 0.7994 0.0693
& -0.0303 0.0060

Anmerkung zur Notation:

B ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable age

3> ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable 1og(albumin)
B ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable 1og(bili)

B, ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable edema

[35 ist der geschitzte Effekt fiir die Kovariable log(protime)
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