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Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit sind Hopfalgebren in gezopften monoidalen Kategorien,
die von primitiven Elementen erzeugt werden. Um solche gezopften Hopfalgebren
zu studieren, wird eine geeignete Verallgemeinerung des Begriffs einer Lie-Algebra
gesucht. Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, eine solche Definiti-
on anzugeben sowie eine praktikable Beschreibung der Kategorie der Lie-Algebren
zu finden. Bevor aber eine Ubersicht iiber den Inhalt gegeben wird, soll zunéchst
kurz das Interesse an diesen gezopften Hopfalgebren erldutert, der Ansatz zu ih-
rer Untersuchung mittels Lie-Algebren motiviert und die Ausgangslage beschrieben
werden.

Hopfalgebren spielen in verschiedenen mathematischen und physikalischen Ge-
bieten eine wichtige Rolle. In den letzten beiden Jahrzehnten wurden neue Beispiel-
serien von Hopfalgebren konstruiert und untersucht. Aus diesen lassen sich unter
anderem Losungen der Quanten-Yang-Baxter-Gleichung, die zum Beispiel in der
statistischen Mechanik auftritt, und Invarianten von Knoten gewinnen.

Die deformierten universellen Einhiillenden Ug(g) von halbeinfachen komplexen
Lie-Algebren g stellen eine dieser Beispielserien dar. Diese Hopfalgebren wurden von
Drinfeld [Dri85] und Jimbo [Jim85] unabhéingig voneinander eingefiihrt.

Eine Maoglichkeit, solche mathematischen Objekte zu verstehen, besteht darin,
sie zu zerlegen und die Bausteine zu untersuchen. Bei der Zerlegung der U,(g) treten
allerdings verallgemeinerte Hopfalgebren in gezopften Kategorien auf. Zerlegungen
von gewoOhnlichen Hopfalgebren, bei denen Hopfalgebren in gezopften Kategorien
vorkommen, wurden zuerst von Radford [Rad85] untersucht. Eine Zerlegung der de-
formierten universellen Einhiillenden wurde von Sommerhauser [Som96] angegeben.
Dabei treten jeweils Hopfalgebren in der Kategorie y@ﬁ der Yetter-Drinfeld-Moduln
iiber einer Hopfalgebra K mit bijektiver Antipode auf. Diese gezopfte monoidale Ka-
tegorie wurde von Yetter [Yet90] eingefiihrt. Ferner werden die gezopften Hopfalge-
bren, die sich bei der Zerlegung der U, (g) ergeben, von primitiven Elementen erzeugt.
Dabei heifit ein Element z primitiv, wenn fiir das Koprodukt A(z) =z®1+1® =z
gilt.

Die primitiven Elemente einer klassischen Hopfalgebra sind unter der binéren
Kommutatoroperation [z,y] := xy — yx abgeschlossen und bilden mit dieser Ver-
kniipfung eine Lie-Algebra. Hierdurch ist ein Funktor P : Hopf — Lie von der Kate-
gorie der Hopfalgebren in die Kategorie der Lie-Algebren gegeben. Umgekehrt kann
zu jeder Lie-Algebra g ihre universelle Einhiillende U(g) konstruiert werden. Diese
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2 Einleitung

ist als Hopfalgebra dadurch charakterisiert, dass der Funktor U : Lie — Hopf links-
adjungiert zu P ist. Dabei wird U(g) als Algebra von primitiven Elementen erzeugt.
Uber Korpern der Charakteristik 0 induziert die Adjunktion (U, P) eine Aquivalenz
zwischen der Kategorie der irreduziblen kokommutativen Hopfalgebren und der Ka-
tegorie der Lie-Algebren. Somit werden solche Hopfalgebren vollstandig durch die
Lie-Algebra ihrer primitiven Elemente beschrieben. Eine Darstellung dieses Zusam-
menhangs findet sich zum Beispiel in [Swe69, Abschnitt 13.0].

Die primitiven Elemente einer gezopften Hopfalgebra sind dagegen im Allgemei-
nen nicht mehr unter der Kommutatoroperation abgeschlossen. Deshalb lassen sich
die eben skizzierten Resultate nicht einfach auf Hopfalgebren in gezopften Katego-
rien iibertragen. Der Grund hierfiir ist in der Zopfung zu sehen.

Die Zopfung iibernimmt fiir eine monoidale Kategorie die Rolle des Standardver-
tauschers VW — WV, x®y — yQx auf der Kategorie Vek der Vektorriume. Bei
der Zopfung handelt es sich um eine Familie 7y : V@W — W ®V von natiirlichen
Isomorphismen, die bestimmten Axiomen geniigen. Dabei muss aber nicht mehr not-
wendigerweise T,y o Ty, = idygw gelten, wie dies beim Standardvertauscher der
Fall ist. Sollte diese Bedingung dennoch fiir alle Objekte V und W der Kategorie
erfiillt sein, so spricht man von einer Symmetrie.

Aus den Axiomen der Zopfung folgt insbesondere, dass fiir jedes Objekt V durch

Aven : By — Aut(VE™), b — idyee-1 @Tvy @ idyem—i-1 (1)

eine Darstellung der Zopfgruppe B,, definiert ist. Hierbei sind by, ..., b,_1 die Stan-
darderzeuger von By,. Die lineare Fortsetzung kB;,, — End(V®") sei ebenfalls mit
Ayen bezeichnet. Fiir eine Symmetrie faktorisiert diese Darstellung iiber die sym-
metrische Gruppe S,. Im Fall des Standardvertauschers handelt es sich dabei um
die Permutation der Tensorfaktoren.

Mit Hilfe der Zopfung lassen sich nun bestimmte Konstruktionen auf gezopfte
monoidale Kategorien iibertragen. So ist das Tensorprodukt A® B zweier assoziativer
Algebren A und B mit der Multiplikation

Vagp =(Va®Vp)o(ida®mpa®idp) : (A®B)® (A®B) — A® B

eine Algebra. Hierbei bezeichnen V4 : AR A — A und Vg : B® B — B die
Multiplikationen von A und B. Fiir den Standardvertauscher entspricht V 455 der
komponentenweisen Multiplikation.

Eines der Axiome einer Hopfalgebra besagt nun gerade, dass die Komultiplika-
tion Ay : H — H ® H einer gezopften Hopfalgebra H ein Homomorphismus von
Algebren beziiglich der gerade beschriebenen Multiplikation von H ® H ist. Damit
kann das Koprodukt des Kommutators zweier Elemente z und y auf das Koprodukt
von z und y zuriickgefithrt werden. Insbesondere kann A ([x,y]) explizit berechnet
werden, falls die Elemente x und y primitiv sind. Dabei taucht bei der Berechnung
von Produkten in H ® H die Zopfung auf. Somit héngt es entscheidend von der
Zopfung ab, ob mit x und y auch [z,y| primitiv ist. Aus der Formel fiir das Kopro-
dukt von [z,y] ergibt sich ferner, dass es zweckmifig ist, schon bei der Definition



des Kommutators die Zopfung zu verwenden. Dies fiihrt zum gezopften Kommuta-
tor [,]c := Va4 o (idaga —7a,4), der fiir eine assoziative Algebra A erklirt werden
kann. Allerdings sind auch in diesem Fall die primitiven Elemente einer gezopften
Hopfalgebra nur dann unter dem gezopften Kommutator abgeschlossen, wenn die
Zopfung eine Symmetrie ist.

In [Par97, Par98a, Par98b] verallgemeinert Pareigis fiir die Kategorie yD§ den
Begriff einer Lie-Algebra derartig, dass die Menge der primitiven Elemente einer
Hopfalgebra in yD% mit der Struktur einer Lie-Algebra versehen werden kann. Da-
bei stimmt diese Definition im Spezialfall K = kG, wobei G die triviale Gruppe ist,
mit derjenigen einer gewohnlichen Lie-Algebra iiberein. Und falls G die zweielemen-
tige Gruppe ist, beinhaltet diese Definition die Lie-Superalgebren.

Es soll nun kurz der Ansatz aus [Par97] dargestellt werden, der zur Definition
dieser Lie-Algebren fiihrt. Dazu werden fiir gezopfte Hopfalgebren H sowie Tupel
a = (at)ses, € k™ Verkniipfungen der Form

fo H" - H 212 - Qxp, Z QiLi(1) """ Ti(n)
teSn

betrachtet. Fiir einige dieser Verkniipfungen werden dann Einschrénkungen D, des
Definitionsbereichs angegeben, so dass fiir jedes z € Dg N P(H)®" das Element
fa(z) primitiv ist. Schlielich werden Relationen zwischen diesen partiell definierten
Verkniipfungen ermittelt, die dann zu der Definition einer Lie-Algebra axiomatisiert
werden. Somit besteht der Unterschied zur klassischen Definition einerseits darin,
dass jetzt nicht nur eine 2stellige Verkniipfung vorkommt, sondern auch mehrstellige
Verkniipfungen moglich sind. Andererseits sind die Lie-Algebren nun durch partiell
definierte Verkniipfungen gegeben. Aus diesem Vorgehen ergibt sich ferner, dass die
primitiven Elemente einer gezopften Hopfalgebra wie im klassischen Fall eine Lie-
Algebra bilden.

Eigentlich wird in [Par97] noch nicht mit der Kategorie der Yetter-Drinfeld-
Moduln gearbeitet. Vielmehr l&sst sich die verwendete Kategorie als Unterkategorie
von y@ﬁgg auffassen, wobei G eine abelsche Gruppe ist. Erst in den beiden folgenden
Arbeiten werden die Aussagen fiir die Kategorie YDX verallgemeinert. Ein weiterer
Unterschied besteht darin, dass die obigen Verkniipfungen nun mit Hilfe der Zop-
fung ausgedriickt werden. Dies hat den Vorteil, dass sich Verkniipfungen einheitlich
beschreiben und damit zusammenfassen lassen.

Den Prototyp einer Hopfalgebra, die von primitiven Elementen erzeugt wird,
stellt die Tensoralgebra T(V') eines Objekts V' dar. Dabei ist die Koalgebrenstruktur
von T(V) dadurch festgelegt, dass die Elemente aus V' C T(V) primitiv sind. Die
primitiven Elemente der Tensoralgebra lassen sich aber nicht alle durch sukzessives
Anwenden der Lie-Verkniipfungen von Pareigis aus den Elementen von V' gewinnen.
Sind zum Beispiel ¢1,2,¢2,1,¢2,2 € k mit ¢12¢2,1g22 = 1 und x,y € V, so dass fiir die
Zopfung T7(z ®@y) = q12y® 2, T(Y @) = g1z @y und 7(y @ y) = g22y @ y gelten,
so ist

zy® — qr2(1+ @2)yzy + ¢ oqe2 YT (2)
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ein homogenes primitives Element von J(V'). Dieses Element ldsst sich aber nur dann
durch die Lie-Verkniipfungen von Pareigis gewinnen, wenn ¢ 2 = £1 gilt oder wenn
g2,2 eine primitive 3te Einheitswurzel ist. Damit ist aber ein Grofiteil der obigen
Elemente nicht erfasst.

Elemente von der Form (2) stellen aber ein typisches Beispiel fiir primitive Ele-
mente der Tensoralgebra dar, die im Zusammenhang mit den gezopften Hopfalge-
bren, die bei der Zerlegung der U,(g) auftreten, eine wichtige Rolle spielen. Diese
Hopfalgebren ergeben sich aus geeigneten Tensoralgebren durch Einfiihrung zusétz-
licher Relationen. Dabei sind die deformierten Serre-Relationen von entscheidender
Bedeutung. Im generischen Fall werden sogar alle anderen Relationen von diesen
erzeugt. Den Serre-Relationen entsprechen nun homogene primitive Elemente in der
Tensoralgebra, die heraus faktorisiert werden. Ein Beispiel fiir solche Elemente lie-
fern die Elemente der Gestalt (2). Dass diese Elemente im Allgemeinen nicht aus V'
durch sukzessives Anwenden der Lie-Verkniipfungen von Pareigis gewonnen werden
konnen, hat zur Folge, dass diese gezopften Hopfalgebren nicht mit der universellen
Hiille der Lie-Algebra ihrer primitiven Elemente iibereinstimmen. Somit sind die
gefundenen Lie-Verkniipfungen noch nicht ausreichend. Insbesondere sind auch die
Definitionsbereiche dieser Lie-Verkniipfungen zu restriktiv.

Diese Beobachtungen bilden den Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit.
Hieraus ergeben sich auch die folgenden Anforderungen an die Lie-Algebren.

e Die primitiven Elemente einer gezopften Hopfalgebra sollen mit der Struktur
einer Lie-Algebra versehen werden kénnen.

e Die Menge der primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V') soll als Lie-
Algebra von V' erzeugt werden.

Letztlich kann die in dieser Arbeit angegebene Definition als Vervollstdndigung der
Definition von Pareigis angesehen werden. Dabei gilt das Hauptaugenmerk der Ka-
tegorie ypﬂzg der Yetter-Drinfeld-Moduln iiber der Gruppenalgebra einer endlichen
abelschen Gruppe G vom Exponenten m > 1. Zudem wird vom Grundkorper k an-
genommen, dass er algebraisch abgeschlossen ist und die Charakteristik 0 besitzt.
Zwar gelten einige Aussagen fiir wesentlich allgemeinere Kategorien. Dies trifft ins-
besondere auf die Monadenbeschreibung aus Kapitel 1 sowie die Definition gezopfter
Operaden in Kapitel 2 zu. Spétestens aber die Konstruktion der Lie-Operade ist auf
den Fall ypﬂzg zugeschnitten. Deshalb wird diese Kategorie bei der folgenden In-
haltsiibersicht auch stets als Grundkategorie C verwendet, um das Ganze nicht zu
verkomplizieren und technischen Details aus dem Wege zu gehen.

Im ersten Kapitel werden die Lie-Algebren durch eine Monade definiert. Dieses
Vorgehen wird durch die klassische Situation motiviert, da hier der Vergissfunktor
V : Lie — Vek monadisch ist. Dies bedeutet zum einen, dass der Funktor V einen
Linksadjungierten besitzt. Diese Adjunktion erzeugt dann eine Monade L. Ferner ist
damit die Kategorie Vek- der Algebren iiber der Monade L sowie ein Vergleichsfunk-
tor Lie — Vekb erklirt. Die zweite Forderung, die an einen monadischen Funktor



gestellt wird, besagt nun, dass der Vergleichsfunktor ein Isomorphismus ist. Somit
kann die Kategorie der Lie-Algebren mit der Kategorie Vek" identifiziert werden.

Die Monade L wird auch von einer Adjunktion erzeugt, die die Kategorie der
Lie-Algebren nicht verwendet. Dazu sei P : Hopf — Vek derjenige Funktor, der jeder
Hopfalgebra H den Vektorraum P(H) der primitiven Elemente von H zuordnet.
Dieser Funktor besitzt einen Linksadjungierten T : Vek — Hopf, wobei T(V) fir
jeden Vektorraum V die Tensoralgebra ist. Diese Adjunktion erzeugt dann ebenfalls
die Monade L. Ferner entspricht der Vergleichsfunktor Hopf — Vek!', der von dieser
zweiten Adjunktion induziert wird, unter der Identifikation Lie 2 Vek" dem Funktor
P : Hopf — Lie. Somit ist sowohl die Kategorie der Lie-Algebren als auch der Funktor
P : Hopf — Lie durch die Adjunktion (T : Vek — Hopf, P : Hopf — Vek) bis auf
Isomorphie charakterisiert.

Fiir die Grundkategorie C konnen die Funktoren 7 : C — Hopf und P = [P?o"f :
Hopf — C ganz analog zum klassischen Fall erkldrt werden. Dabei sind diese beiden
Funktoren wieder zueinander adjungiert. Sei L die von dieser Adjunktion erzeugte
Monade. Dann wird die Kategorie Lie der Lie-Algebren in C als Kategorie Ct der
Algebren iiber der Monade L definiert. Nach den obigen Erlduterungen kann dies als
Verallgemeinerung der klassischen Definition von Lie-Algebren angesehen werden.

Aufgrund dieser Definition existieren auch ein Vergissfunktor V = Véie :Lie—C
Hopf

und ein Vergleichsfunktor P = P\ : Hopf — Lie. Fiir diese Funktoren gilt nun
fP?Opf = V'@ie o ‘Pﬂzpf. Somit kénnen die primitiven Elemente einer Hopfalgebra mit

der Struktur einer Lie-Algebra versehen werden. Des Weiteren ist P o T : C — Lie
ein Linksadjungierter des Vergissfunktors V : Lie — C, d.h., fiir jedes Objekt V aus
C ist die Lie-Algebra PT(V') der primitiven Elemente der Tensoralgebra J(V') die
freie Lie-Algebra auf V. Damit sind die vorher gestellten Bedingungen an die Lie-
Algebren erfiillt. Schliellich kann zu jeder Lie-Algebra L auch wieder ihre universelle
Einhiillende U(L) € Hopf konstruiert werden. Dies liefert einen linksadjungierten
Funktor U : Lie — Hopf von P : Hopf — Lie.

Die Definition der Lie-Algebren mittels der Monade L ist allerdings fiir konkrete
Betrachtungen wenig geeignet. Dies liegt daran, dass der unterliegende Endofunktor
der Monade L jedem Objekt V aus C die primitiven Elemente der Tensoralgebra
T(V) zuordnet und diese primitiven Elemente nicht explizit bekannt sind. Deshalb
ist es wiinschenswert, wie im klassischen Fall eine axiomatische Definition dieser
Lie-Algebren zu finden.

Als Zwischenschritt wird hierzu im zweiten Kapitel eine Operade £ angegeben,
die die Kategorie der Lie-Algebren beschreibt und als Lie-Operade bezeichnet wird.
Den Ausgangspunkt fiir die Definition von £ bildet die assoziative Operade 2(, durch
die die assoziativen Algebren gegeben sind. Dabei sollen diese beiden Operaden so
definiert werden, dass

e die Lie-Operade eine Unteroperade der assoziativen Operade ist und

e die assoziative Operade durch Erzeugende und Relationen wie im klassischen
Fall beschrieben wird.
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Um diese beiden Anforderungen gleichzeitig zu erfiillen, muss eine geeignete Defini-
tion von Operaden verwendet werden.

Operaden wurden in [May72] eingefiihrt; siche auch [KrM95]. Durch Operaden
lassen sich bestimmte algebraische Strukturen erfassen, die durch multilineare Ver-
kniipfungen gegeben sind. Dabei wird im Gegensatz zur klassischen axiomatischen
Beschreibung eine Gesamtheit von Verkniipfungen der Form A®" — A betrach-
tet, die unter dem ineinander Einsetzen von Abbildungen und dem Vertauschen der
Argumente abgeschlossen ist.

Operaden konnen in jeder symmetrischen monoidalen Kategorie definiert werden.
Dabei besteht eine Operade aus einer Familie O(n), n € N von Objekten. In gewisser
Weise parametrisiert das Objekt O(n) die n-stelligen Verkniipfungen A®™ — A. Das
Vertauschen der Argumente wird durch eine Rechtsoperation der symmetrischen
Gruppe S, auf O(n) modelliert, wihrend das ineinander Einsetzen von Abbildungen
durch Morphismen

Pkin,.ny) - O(k) @ O(n1) @ -+ @ O(ng) — O(n)

fir k,n,n1,...,n € N mit ny + --- + ng = n beschrieben wird. Schlieflich ist
noch ein Einselement 1 : I — ©O(1) gegeben. Von diesen Daten wird verlangt, dass
das Verketten assoziativ ist und dass 7 ein Einselement beziiglich der Verkettun-
8eN [i(k:n,y,...ny) 1St. Ferner regeln Aquivarianzaxiome die Beziehungen zwischen den
Rechtsoperationen der symmetrischen Gruppen und den Verkettungen.

In gezopften monoidalen Kategorien steht fiir das Vertauschen der Argumente
die Zopfung zur Verfiigung. Deshalb miissen in diesen Fillen bei der Definition von
Operaden die Zopfgruppen anstelle der symmetrischen Gruppen verwendet werden.
Operadendefinitionen, bei denen die Rechtsoperationen der symmetrischen Gruppen
durch Operationen der Zopfgruppen ersetzt sind, kommen in [Fie91] und [Dun95]
vor. Allerdings stammen die Objekte O(n) in diesen beiden Fillen aus einer sym-
metrischen Kategorie. In der vorliegenden Situation ist die Grundkategorie C aber
gezopft. Werden in diesem Fall beliebige Objekte aus C fiir die O(n) zugelassen, so
treten Probleme auf. Deshalb wird im zweiten Kapitel im Detail auf die Definiti-
on von gezopften Operaden eingegangen. Hierbei zeigt sich, dass man sich fiir die
Objekte O(n) doch auf eine symmetrische Unterkategorie von C zuriickziehen muss.
Allerdings koénnen als Algebren iiber einer solchen Operade beliebige Objekte aus
der gezopften Kategorie C verwendet werden.

Zudem werden bei der Definition der Operaden Quotienten der Zopfgruppen
benutzt, um die beiden oben angegebenen Forderungen an die Operaden 2l und £ zu
erfiillen. Dabei miissen diese Quotienten auf bestimmte Art und Weise miteinander
vertréglich sein. Ferner miissen die Darstellungen (1) der Zopfgruppen iiber diese
Quotienten faktorisieren. Die hieraus resultierenden Darstellungen dieser Quotienten
seien wieder mit Xv®n bezeichnet.

Im Fall der Grundkategorie C = ypﬁg wird das System By, = (Bpm.n)nen von
Quotienten der Zopfgruppen verwendet, wobei sich die Faktorgruppe By, , aus der



Zopfgruppe B, durch Einfiihrung der zusétzlichen Relationen

bib; =b3b;  fiir 1 <i,j <n,

b =e fir 1 <i<n

ergibt. Dann ist B,,, zu einem verschrinkten Produkt

St (Z/(m)) )

isomorph. Insbesondere ist damit B, , endlich und die zugehérige Gruppenalgebra
halbeinfach. Dies ist entscheidend dafiir, dass die oben formulierten Anforderungen
an die Operaden 2 und £ erfiillt werden konnen.

Den Prototyp einer Operade stellt die Endomorphismenoperade €nd(V') eines
Objektes V' € C dar. Ihre Komponenten sind durch die Morphismenmengen

end(V)(n) := C(VE™, V)

gegeben. Dabei ist die Rechtsoperation von o € kB, ,, auf f € €nd(V)(n) durch

fo:= foxv(gm (o) definiert. Des Weiteren werden die Verkettungen ft (., ... n,) von
den Abbildungen

CVEE VY x C(VE™M V) x - x C(VE™ V) — C(VE™, V),
(9, froo s f) = go (i@ ® fi)

induziert. SchlieBlich ist die Einheit n : k — C(V,V) dieser Operade durch
n(1) := idy festgelegt. Mit Hilfe der Endomorphismenoperaden lassen sich auch
Algebren iiber einer beliebigen Operade £ beschreiben. So entsprechen die O-
Algebrenstrukturen auf einem Objekt V' € C genau den Morphismen O — &nd(V)
von Operaden.

Die Komponenten der assoziativen Operade sind durch 2(n) := kB, ,, definiert,
wobei die Rechtsoperation von kB, ,, auf 2(n) durch die rechtsregulére Darstellung
gegeben ist. Auf die {ibrigen Strukturdaten dieser Operade soll an dieser Stelle nicht
niher eingegangen werden. Die Algebren tiber dieser Operade entsprechen den asso-
ziativen Algebren. Diese Beziehung ist wie folgt erklért. Fiir eine assoziative Algebra
A sei die Multiplikation von n Faktoren mit V" : A®" — A begzeichnet. Dann sind

A(n) — End(A)(n), 0 — V" 0 Ayen(0)

die Komponenten eines Operadenmorphismus. Durch diesen wird A zu einer Algebra
iiber der Operade 2.

Fiir die Definition der Lie-Operade sind die primitiven Elemente der Tensoral-
gebra von entscheidender Bedeutung. Die Komultiplikation der Tensoralgebra ist
explizit in [Sbg96] beschrieben. Hierbei tauchen Elemente Si; € kBj; auf, durch
die die primitiven Elemente der Tensoralgebra charakterisiert werden kénnen. Ein
Element z € V" C T(V) ist genau dann primitiv, wenn Sy ;- z = 0 fiir alle k,1 > 0
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mit k +1 = n gilt. Als Bezeichnung sei noch &,, fiir die Menge aller Sy ; mit £,7 > 0
und k + | = n eingefithrt. Wird nun

L£(n) == Anngp (&) ={0 €kBpy | Sk o =0 fiir k,l > 0 mit k+1=n}

gesetzt, so ist hierdurch eine Unteroperade £ der assoziativen Operade 2 definiert.
Dies ist die Lie-Operade.

Jeder Operade kann eine Monade zugeordnet werden, die dieselbe Kategorie von
Algebren besitzt. Im Fall der Lie-Operade £ ist der unterliegende Endofunktor dieser
Monade auf Objekten durch

Ve em) v

gegeben. Dieser Funktor ist nun natiirlich isomorph zum Funktor P o7 : C — C,
der jedem Objekt V' € C die primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V') zuordnet.
Hierfiir ist von entscheidender Bedeutung, dass die Algebra kB,, ,, halbeinfach ist.
Genauer gilt sogar, dass die zur Lie-Operade gehorige Monade isomorph zur vorher
definierten Monade L ist. Deshalb ist auch die Kategorie der Algebren iiber der
Operade £ isomorph zur Kategorie Lie = C- der Lie-Algebren und kann mit dieser
identifiziert werden.

Durch die gerade angegebene Definition der Lie-Operade ist aber noch nicht ganz
soviel gewonnen, da es sich hierbei um eine implizite Definition handelt. Allerdings ist
die Problemstellung nun viel klarer umrissen. Aus dieser Definition folgt auch schon,
dass sich die Lie-Algebren in der Kategorie C durch global definierte Verkniipfungen
beschreiben lassen. Ferner ergibt sich, dass maximal eine n-stellige Verkniipfung
benétigt wird, um alle anderen n-stelligen Verkniipfungen zu erzeugen, da £(n) als
kB, n-Rechtsmodul zyklisch ist.

Im dritten Kapitel wird nun versucht, eine axiomatische Definition der Lie-
Algebren anzugeben. Dazu wird zunéchst geklirt, was es bedeutet, eine Operade
durch Erzeugende und Relationen zu beschreiben. Dies ist fiir Operaden iiber der
Kategorie C immer moglich und entspricht einer axiomatischen Definition der durch
die Operade gegebenen algebraischen Struktur. Anschliefend wird versucht, Erzeu-
gende und Relationen fiir die Lie-Operade £ zu finden. Hierzu liegen allerdings noch
keine vollstindigen Resultate vor. Insbesondere das Ermitteln von Relationen diirf-
te sich noch im Anfangsstadium befinden. Hier soll nun noch ein Uberblick iiber
die Hauptresultate gegeben werden, die zur Konstruktion von Elementen der Lie-
Operade fiihren.

Um £(n) C kB, zu bestimmen, stellt sich allgemein das Problem, fiir einen
kB,,-Linksmodul M den Annullator

P(M) := Anny;(6,) ={ve M |Sp;-v=0 fir alle k&,1 >0 mit k +1=n}

zu berechnen. Sei J,, das von &,, erzeugte Linksideal von kB,,. Dann liefert jedes
Element aus J,, eine notwendige Bedingung fiir die Elemente aus P(M). Bezeich-
net e, das Einselement der Zopfgruppe B,,, und wird ferner Dy, := (b1 ---bp—1)"



gesetzt, so liegt e, — Dy 5, in J,,. Somit ist P(M) im Eigenraum der Operation mit
D1, zum Eigenwert 1 enthalten. Dieser Eigenraum ist sogar ein kB,-Untermodul
von M, da D, zentral ist.

Ein weiteres Element aus 7T, ist das Folgende. Das Dynkin-Specht-Wever-
Element ®,, € kB,, sei durch

D, = (en — by "'bnfl)(en — by "'bn72) (en - bl)

fiir n > 0 definiert. Dann gilt ne,, — ®,, € J,,, woraus ®,,-v = nv fiir jedes v € P(M)
folgt. Insbesondere besitzt also jedes v € P(M) eine Darstellung v = ®,, - w mit
w € M. Dieses Resultat verallgemeinert eine Identitédt von Wigner [Wig89] und
damit eine Teilaussage der Theoreme von Specht und Wever sowie Friedrichs [Jac62,
V.4].

Die erste notwendige Bedingung zeigt, dass die Elemente D1 ,, eine wichtige Rolle
spielen. Sei R, ;= {D1 | k =2,...,n}. Dann ist Sy ; mit £+ = n in dem Ring der
Briiche R,,'kB,, invertierbar. Mit

Oy == (en — D12) " (en — D13) ™ - (en — D1y) 7"

und . ) )
T, = Z(bﬂthY 2(51515253)r 2(5151 cbpor)”
r=0 r=0 r=0

ist dabei das Inverse von Sy ,—1 durch ¢,0,T,, gegeben.
Falls M ein Linksmodul iiber der Algebra Q,, := (R, *,kB,)/(en — D1.,) ist, so
kann M auch als kB,-Linksmodul betrachtet werden. Fiir diesen Modul gilt nun

P(M) =9,0,_11, - M, (3)

d.h., in diesem Fall ist P(M) explizit gegeben.
Um hieraus Aussagen iiber £(n) = P(kB,, ) zu gewinnen, wird

kBynn = kSp#, k(Z/(m)) (5)

zunéchst als Linksmodul in m(g) Moduln Mm,n((&j)lgz‘qgn) der Dimension n! zer-
legt. Dabei handelt es sich bei den Parametern §;; € k um m-te Einheitswurzeln. Auf
einem solchen Modul operiert Dy, durch Multiplikation mit dem Skalar []¢&;;. Der
Raum P(Mmm ({ij)) ist nun genau dann von Null verschieden, wenn dieser skalare
Faktor gleich 1 ist. In diesem Fall gilt

(n —2)! < dimy P (M0 (&i5)) < (n— 1)L

Operieren zudem e, — D j, fir k = 2,...,n—1 durch Isomorphismen auf M, ,,(&;),
so gilt dimy P (Mmn(&ij)) = (n — 2)!, und P (M, (&;5)) wird durch die Formel (3)

beschrieben. Dabei sind diese zusétzlichen Bedingungen genau dann erfiillt, wenn

IT 4 #1

igel
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fiir alle Teilmengen I C {1,...,n} mit 1 < |I| < n gilt.

Die Aussagen iiber ’P(Mmm (&J)) ergeben sich grofitenteils auch aus den Arbeiten
[Kha98, Kha99a, Kha00] von Kharchenko. So kommt es bei der Bestimmung von
P(Mm,n(ﬁij)) eigentlich nur auf den Isomorphietyp des kB,-Linksmoduls My, ,,(&;;)
an. Fiir geeignete Objekte V' € C kann M,, ,(&;) aber als kB,-Untermodul von
V@ realisiert werden. Falls dieser Modul als Unterrraum der Tensoralgebra J(V)
betrachtet wird, so entsprechen die primitiven Elemente dieses Unterraumes den
Elementen aus P (M, ;(&i5)). Bei der Bildung des Radford-Biproduktes kG#T (V)
entsprechen die primitiven Elemente von T(V') nun aber bestimmten schiefprimitiven
Elementen von kG#7T (V) [Par98b, Theorem 2.2]. Solche schiefprimitiven Elemente
betrachtet Kharchenko.

Allerdings sind fiir einen beliebigen k B,,-Linksmodul M die Aussagen iiber P(M)
aus Kapitel 3 etwas allgemeiner als bei Kharchenko. Darunter féillt zum Beispiel
Formel (3). Trotzdem sind die Beweise dieser Aussagen direkter und kiirzer als bei
Kharchenko. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass die Elemente aus P(M) in
der vorliegenden Arbeit viel expliziter beschrieben werden. Dies ist insbesondere fiir
die konkrete Handhabung der Lie-Operade £ von Bedeutung. Ferner kénnen aus
der speziellen Konstruktion auch Relationen fiir die Elemente aus P(M) abgeleitet
werden.

Das vierte Kapitel stellt einen Einstieg in die Untersuchung der Beziehung zwi-
schen den Lie-Algebren und den Hopfalgebren in der Kategorie C dar, die durch die
Adjunktion (U : Lie — Hopf,? : Hopf — Lie) gegeben ist. Dazu wird zunéchst fiir
einen kleinen Modellfall, der eine unvollstdndige Definition des Begriffs einer Lie-
Algebra verwendet, eine Verallgemeinerung des Poincaré-Birkhoff-Witt-Theorems
bewiesen: Die universelle Hiille U(L) einer Lie-Algebra L besitzt eine Basis, die
nur von dem unterliegenden Objekt der Lie-Algebra abhéngt, nicht aber von der
speziellen Lie-Algebrenstruktur. Aus diesem PBW-Theorem ergibt sich, dass die
Bestimmung einer Basis von U(L) auf den Fall der abelschen Lie-Algebren reduziert
werden kann, d.h. von Lie-Algebren, deren Verkniipfungen alle Null sind.

Eine ganz andere Verallgemeinerung des PBW-Theorems wird in [Kha99b] be-
wiesen. Dort zeigt Kharchenko, dass bestimmte Hopfalgebren H, die u.a. von schief-
primitiven Elementen und einer abelschen Gruppe G als Menge der gruppenartigen
Elemente erzeugt werden, eine PBW-Basis besitzen. Darunter ist zu verstehen, dass
es eine total geordnete Teilmenge X von H sowie eine Abbildung h : X — NU {oo}
gibt, so dass die Elemente der Form gzi™ ---a2]’» mit g€ G, z; € X, 21 < ... < zy
und 0 < m; < h(z;) eine Basis von H bilden. Das Problem besteht dann iiberwiegend
darin, die Menge X zu bestimmen. Diese hingt wesentlich von der Algebrenstruktur
von H ab. Dabei wird allerdings keine Beziehung zwischen der Menge der schiefpri-
mitiven Elemente von H und der Menge X hergestellt. Eine analoge Aussage gilt
dann auch fiir bestimmte gezopfte Hopfalgebren, die von primitiven Elementen er-

zeugt werden.

Zum Schluss wird noch ein Beispiel dafiir angegeben, dass Lie-Algebren existie-
ren, fiir die L 2 PU(L) gilt. Dies ist selbst dann der Fall, wenn die vollsténdige
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Definition einer Lie-Algebra im Sinne von Kapitel 1 verwendet wird. Somit ist die
Kategorie der Lie-Algebren via der obigen Adjunktion nicht zu einer geeigneten Un-
terkategorie der Kategorie der Hopfalgebren dquivalent, wie es in der klassischen
Situation der Fall ist.

Konventionen

In der gesamten Arbeit bezeichne k stets einen algebraisch abgeschlossenen Korper
der Charakteristik 0. Ferner ist die Kategorie YD% der Yetter-Drinfeld-Moduln iiber
einer Hopfalgebra K mit bijektiver Antipode gebildet, sofern nicht explizit etwas
anderes gesagt wird.
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Kapitel 1

Lie-Algebren in gezopften
Kategorien

In diesem Kapitel wird fiir geeignete gezopfte Grundkategorien C die Kategorie der
Lie-Algebren durch eine Monade definiert. Dies kann als Verallgemeinerung von
gewOhnlichen Lie-Algebren angesehen werden. Dabei ist die Definition so beschaffen,
dass jede assoziative Algebra mit der Struktur einer Lie-Algebra versehen werden
kann und die primitiven Elemente einer Hopfalgebra eine Lie-Unteralgebra beziiglich
dieser Lie-Algebrenstruktur bilden. Ferner wird zu jeder Lie-Algebra ihre universelle
Einhiillende konstruiert. Dabei handelt es sich zunéchst um eine assoziative Algebra,
die dann zu einer Hopfalgebra gemacht wird. Abschliefend wird noch gezeigt, dass
sowohl die schiefsymmetrischen Endomorphismen als auch die Derivationen einer
Algebra eine Lie-Algebra bilden.

Hierbei werden die Grundlagen der Kategorientheorie als bekannt vorausge-
setzt. Dies gilt insbesondere fiir adjungierte Funktoren und Monaden. Hierzu sei
auf [Mac72] und [Par69] verwiesen. Ferner kann [Kas95] fiir die benotigten Begriffe
und Aussagen iiber Zopfungen herangezogen werden.

Als Grundkategorie wird dabei in diesem Kapitel stets eine abelsche, gezopft
monoidale und kovollstindige Kategorie C verwendet, fiir die der Tensorfunktor in
jedem Argument additiv und exakt ist sowie Kolimites erhélt. Der Einfachheit halber
wird ferner angenommen, dass C strikt ist. Das Einsobjekt und die Zopfung von C
werden mit I bzw. 7 = 7€ bezeichnet.

1.1 Die klassische Situation

Zunichst wird der Fall betrachtet, bei der die Grundkategorie durch die Kategorie
Vek der Vektorrdume gegeben ist. Hierfiir sollen einige Aussagen zusammengestellt
werden, die dann den Ausgangspunkt fiir die Verallgemeinerung der Kategorie der
Lie-Algebren bilden. Dazu sei noch einmal ausdriicklich daran erinnert, dass der
Grundkorper nach Voraussetzung die Charakteristik 0 besitzt.

Neben der Kategorie der Vektorrdume sind noch die Kategorien der Algebren, der

13



14 Kapitel 1. Lie-Algebren in gezopften Kategorien

Hopfalgebren und der Lie-Algebren von Interesse. Die Beziehungen zwischen diesen
Kategorien werden durch Funktoren beschrieben. Die hier benétigten Funktoren
lassen sich durch das folgende Diagramm veranschaulichen.

Hopf
T UWNP g
Vek v Lie Vek
J w70_~v
Alg

Dabei sind die vorkommenden Funktoren wie folgt erklért:

o T = ‘J’Xlegk : Vek — Alg und T = ‘J'xgl;f : Vek — Hopf ordnen jedem Vek-
torraum V' die Tensoralgebra T(V') zu, wobei T(V) auf eindeutige Weise eine
Hopfalgebra ist, so dass die Elemente aus V' C T(V') primitiv sind.

oV =V3E : Alg — Vek, V = V5 : Lie — Vek und V = V" : Hopf — Alg

bezeichnen Vergissfunktoren.

e ()7 : Alg — Lie ordnet jeder assoziativen Algebra A die Lie-Algebra A~ :=
(A, [,]) mit Lie-Klammer [z,y] := xy — yz zu.

e Durch P = PU : Hopf — Vek und P = PIP" : Hopf — Lie wird jede
Hopfalgebra H auf die Menge P(H) ihrer primitiven Elemente abgebildet.
Dabei ist P(H) eine Lie-Unteralgebra von H .

e U= u,g‘,eg : Lie — Alg und U = Uhigpf : Lie — Hopf beschreiben die Bildung
der universellen Einhiillenden. Hierbei ist die Hopfalgebrenstruktur von U(L)
dadurch festgelegt, dass die Elemente aus L C U(L) primitiv sind.

Insbesondere kommutieren in dem Diagramm die vier inneren Dreiecke. Ferner be-
finden sich unter diesen Funktoren die folgenden Paare adjungierter Funktoren:

(T : Vek — Alg,V : Alg — Vek)
(T : Vek — Hopf, P : Hopf — Vek)
(PoT:Vek — Lie,V : Lie — Vek)

(U : Lie — Alg, ()~ : Alg — Lie)
(U : Lie — Hopf, P : Hopf — Lie)

Alternativ lassen sich diese Adjunktionen auch durch universelle Eigenschaften be-
schreiben [Mac72, IV.1 Satz 2]. So ist die Tensoralgebra T(V') die freie assoziative
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Algebra iiber dem Vektorraum V', was der ersten Adjunktion entspricht. Siehe hierfiir
zum Beispiel [Kas95, Satz I1.5.1]. Die vierte Adjunktion ergibt sich aus der definie-
renden Eigenschaft der universellen Einhiillenden [Jac62, V.1]. Hieraus folgen auch
die entsprechenden universellen Eigenschaften von T(V) und U(L) als Hopfalge-
bren, was die zweite und fiinfte Adjunktion liefert. Denn einerseits werden primitive
Elemente durch einen Homomorphismus von Hopfalgebren wieder auf primitive Ele-
mente abgebildet. Andererseits ist ein Algebrenmorphismus von einer Hopfalgebra,
die von primitiven Elementen erzeugt wird, in eine andere Hopfalgebra schon dann
ein Morphismus von Hopfalgebren, wenn die erzeugenden primitiven Elemente auf
primitive Elemente abgebildet werden. Schliefflich ergibt sich die dritte Adjunktion
aus der Tatsache, dass die freie Lie-Algebra iiber V' durch die primitiven Elemente
der Tensoralgebra T(V') gegeben ist [Jac62, V.4].

Des Weiteren sind die beiden Vergissfunktoren V : Alg — Vek und V : Lie — Vek
monadisch, da es sich bei Alg und Lie um algebraische Kategorien handelt [Par69,
Kapitel 3]. Somit sind die Kategorien Alg und Lie jeweils isomorph zur Kategorie
der Algebren iiber derjenigen Monade, die durch die zugehorige Adjunktion erzeugt
wird, und kénnen mit diesen Kategorien identifiziert werden.

Die zur Adjunktion (Po T : Vek — Lie, "V : Lie — Vek) gehorige Monade wird da-
bei auch durch die Adjunktion (7 : Vek — Hopf, P : Hopf — Vek) erzeugt. Dies ergibt
sich wie folgt. Zunéchst liefern diese beiden Adjunktionen denselben Endofunktor
PoT : Vek — Vek, der jedem Vektorraum V den Raum der primitiven Elemente der
Tensoralgebra T(V) zuordnet. Uber diesem Endofunktor werden dann die beiden
Monaden gebildet. Ferner besitzen diese beiden Adjunktionen auch dieselbe Einheit
nbe = oo : idyek — Po T, die die Einheit der zugehorigen Monaden darstellt. Diese
ist fiir jeden Vektorraum V' durch die kanonische Inklusion V' — PT(V) gegeben.
Schliellich seien die Koeinheiten dieser Adjunktionen mit

Lie . pHopfaVek ajLie s 1. Hopf . qVek pHopf :
e Plie THopf VWek — idLie bzw. €ver * ThopfPvek — idHopf

bezeichnet. Dann entspricht fiir jede Hopfalgebra H
Hopf _Ho Hopf q-Vek qpHopf Hopf
Pl e (H) = L Thost Puar (H) — PP (H)
unter dem Adjunktionsisomorphismus
Lie (PLP TNas P (H), PLeP' (H) ) = Vek (PUSE' (), VY PLeP' ()
dem Morphismus

Lie qpHopf Hopf Lie pHopf _ pHopf _Hopf Hopf (pHopf .
WekPlie v (H) 0 s Pyee (H) = Pyge ever (H) o i Pyei (H) = 1d?\l_}:Lff(H)7

woraus e\L,‘:kTEpr (H) = T[‘izpfecslff(H ) folgt. Dann gilt aber auch

Lie Lie pHopfaVek _ pHopf HopfVek
VVekEVekiPLie ‘THopf - iPVek €vek THopfv

d.h., die beiden obigen Adjunktionen fithren zu derselben Monadenmultiplikation.
Insgesamt erzeugen also diese beiden Adjunktionen dieselbe Monade.
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Somit ist die Kategorie der Lie-Algebren bis auf Isomorphie durch die Adjunkti-
on (T : Vek — Hopf, P : Hopf — Vek) charakterisiert. Dies kann als Ausgangspunkt
genommen werden, um die Kategorie der Lie-Algebren sowie das obige Beziehungs-
geflecht zu den anderen Kategorien fiir die Grundkategorie C zu verallgemeinern.

1.2 Algebren

Ein Monoid in der Kategorie C werde im Folgenden als Algebra bezeichnet. Fiir
die Einheit und die Multiplikation einer Algebra A werden die Notationen 74 :
I - Aund V4 : A® A — A verwendet. Zusammen mit den Morphismen von
Monoiden bilden die Algebren eine Kategorie Alg. Ordnet man jeder Algebra das
unterliegende Objekt der Grundkategorie C zu, so erhélt man einen Vergissfunktor
V=V3"%: Alg - C.

Da in der Kategorie C abzdhlbare Koprodukte existieren und diese vom Tensor-
funktor in jedem Argument erhalten werden, besitzt der Vergissfunktor V : Alg — C
einen Linksadjungierten [Mac72, VII.3 Satz 2]. Sei nun ein Linksadjungierter T =
T4 g : C — Alg sowie eine Adjunktion fest gewéhlt. Fiir ein Objekt V' aus C wird
die zugehorige Algebra TV als Tensoralgebra bezeichnet. Seien 7, : id¢ — Vo T und
€n 1 T oV — idpg die Einheit und Koeinheit der Adjunktion. Dann wird der Ad-
junktionsisomorphismus Alg(TV, A) = C(V,VA) durch folgende zueinander inverse
Abbildungen beschrieben:

Alg(TV, A) — C(V,VA), f+— V(f)ona(V),

C(V,VA) — Alg(TV, A), g — ea(A4) o T(g). (1)

Sei A= (T =17 := V?Igo?ﬁlg, = VCAIgeATX|g, na) die von der obigen Adjunk-
tion erzeugte Monade. Die Kategorie der Algebren iiber der Monade A werde mit CA
bezeichnet. Dann existieren ein Vergissfunktor VSA : CA — C und ein Vergleichsfunk-
tor K = fK?Lg : Alg — CA mit VgA o Kél\g = Vélg. Hierbei ist der Vergleichsfunktor
fiir ein Objekt A aus Alg durch

K(A) = (VEE(A), VEer(A) : VE® 0 T 0 VEE(A) — VEE(A))

gegeben. Der Funktor X ist sogar ein Isomorphismus von Kategorien. Um dies zu
zeigen, wird verwendet:

Bemerkung 1.2.1. Sei (A, V 4,74) eine Algebraund f : A — B ein Epimorphismus
in C. Es existiere ein Morphismus Vg : B& B — Bmit foV4 = Vpo(f® f). Dann
besitzt B eine eindeutige Algebrenstruktur, so dass f ein Morphismus von Algebren
ist. Diese ist durch (B, Vp,np := fona) gegeben. Ist C eine weitere Algebra, so ist
ein C-Morphismus g : B — C genau dann ein Morphismus von Algebren, wenn go f
ein solcher ist.

Diese Aussagen lassen sich unmittelbar beweisen. Dabei ist als Einziges zu be-
achten, dass aufgrund der Voraussetzungen an die Kategorie C mit f auch f® f und
f® f® f Epimorphismen sind.
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Satz 1.2.2. Der Vergissfunktor V : Alg — C ist monadisch. Insbesondere ist also
der Vergleichsfunktor X : Alg — C” ein Isomorphismus von Kategorien.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit dem Satz von Beck [Par69, 2.3 Satz 2]. Es wur-
de schon erwéhnt, dass der Vergissfunktor V : Alg — C einen Linksadjungierten
besitzt. Damit ist noch zu zeigen, dass der Vergissfunktor Differenzkokerne von V-
zusammenziehbaren Paaren erzeugt.

Sei also f,g: A — B ein V-zusammenziehbares Paar in Alg und A : B — C ein
Differenzkokern von f, g in C. Zu zeigen ist nun, dass C' eine eindeutige Algebren-
struktur besitzt, beziiglich der A ein Morphismus von Algebren ist, und dass h ein
Differenzkokern von f, g in Alg ist.

Hierfiir wird das folgende Diagramm betrachtet.

&
f f B®BM>C

AR A

Va VB

A B

Da f und g Morphismen von Algebren sind, kommutieren in diesem Diagramm das
obere und untere linke Rechteck. Daraus ergibt sich

hoVpo(f®f)=hofoVag=hogoVa=hoVpo(g®g).

Ferner ist mit der unteren Zeile auch die obere Zeile ein Differenzkokerndiagramm
eines zusammenziehbaren Paares [Par69, 2.3 Lemma 3]. Somit existiert genau ein
Morphismus Vg : C ® C — C, der das rechte Quadrat kommutativ macht. Des
Weiteren ist h als Differenzkokern auch ein Epimorphismus. Nach Bemerkung 1.2.1
besitzt damit C eine eindeutige Algebrenstruktur, so dass h ein Morphismus von
Algebren ist.

Ist nun k& : B — D ein Algebrenmorphismus mit ko f = k o g, so gibt es nach
Definition von h genau einen C-Morphismus k' : C — D mit k = k' o h. Aufgrund
von Bemerkung 1.2.1 ist k¥’ mit k sogar ein Algebrenmorphismus. Somit ist 4 auch
ein Differenzkokern von f, g in Alg. O

Nun werden noch einige Aussagen zusammengestellt, die im weiteren Verlauf
bendétigt werden.

Bemerkung 1.2.3. Sei T := (T, ur,nr) eine Monade iiber der Kategorie C und
(B,ap : TB — B) eine T-Algebra. Dann ist eine T-Unteralgebra von B ein Un-
terobjekt in der Kategorie CT der T-Algebren. Eine solche Unteralgebra wird durch
einen Monomorphismus f : A — B aus C' reprisentiert. Im Folgenden werden
derartige Reprisentanten mit den zugehorigen Unteralgebren identifiziert. Teilweise
wird auch einfach die Quelle A als Unteralgebra bezeichnet.
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Fiir eine Unteralgebra f : A — B ist f auch ein Monomorphismus in C [Par69,
2.7 Lemma 3]. Ferner faktorisiert aug o J(f) tiber f, denn fiir die Strukturabbildung
ay : TA — A der Algebra A gilt foas = ap o T(f), da f ein Morphismus von
T-Algebren ist. Ist umgekehrt f : A — B ein Monomorphismus aus C, so dass
ag:TA — Amit foay = apoT(f) existiert, so ist hierdurch eine Unteralgebra
von B gegeben. Denn A ist dann auf eindeutige Weise eine T-Algebra, so dass f
ein Morphismus von T-Algebren ist. Diese T-Algebrenstruktur ist durch (A, a4)
gegeben. Zudem ist f ein Monomorphismus in der Kategorie CT der T-Algebren.

Eine T-Unteralgebra f : A — B von B besitzt nun die folgende Eigenschaft: Fiir
eine T-Algebra C' ist ein C-Morphismus g : C' — A genau dann ein Morphismus von
T-Algebren, wenn f o g ein solcher ist.

Entsprechende Aussagen gelten auch fiir die Kategorie Alg, die isomorph zu CA
ist. Insbesondere ist eine Unteralgebra von (B,V g,np) durch einen Monomorphis-
mus f : A — B aus C gegeben, fiir den np und Vg o (f ® f) iiber f faktorisieren.
Dies entspricht der {iblichen Terminologie.

Bemerkung 1.2.4. Das Einsobjekt I ist mit dem Einheits-Constraint Vi := \j =
pr - I @1 — I als Multiplikation und n; :=id; : I — I als Einheit eine Algebra. Im
vorliegenden strikten Fall gilt sogar V = id;.

Diese Algebra ist ein Anfangsobjekt in Alg, wobei fiir jede Algebra (A,V 4,n4)
der eindeutige Algebrenmorphismus von I nach A durch n4 : I — A gegeben ist.
Da T : C — Alg als linksadjungierter Funktor Kolimites erhlt, ist T(0) fiir ein
Nullobjekt 0 aus C ein Anfangsobjekt in Alg. Damit sind I und T(0) als Algebren
isomorph.

Bemerkung 1.2.5. Das Tensorprodukt A ® B zweier Algebren (A,V 4,7m4) und
(B,Vp,np) ist mit der Multiplikation

Vagp :=(Va®Vp)o(ida®mpa®idp) : AR BRA®B — A®B

und der Einheit nagp := (na @ ng5) o )\1—1 =na®npg:I— AR B eine Algebra.

Ist (C,V¢e,ne) eine weitere Algebra, so entsprechen die Algebrenmorphismen
f: A®B — C eineindeutig den Paaren (f4 : A — C, fp : B — C) von Algebrenmor-
phismen mit Voo (fp® fa) = Veotoco(fB® fa). Diese Bijektion wird durch die
zueinander inversen Abbildungen f — (f4:= fo (ida®np), fB:= fo(na ®idp))
und (fa, fB) — f:=Veo(fa® fp) beschrieben.

Bemerkung 1.2.6. Fiir jede Algebra A := (A,V 4,7n4) ist durch
A0p+ = (A, VAop+ = VA (o] TA,A7 7 Aop+ = 77A)
eine Algebra definiert, die so genannte Gegenalgebra von A. Mit f : A — B ist dann

auch fOPT := f : A°PT — BOPT ein Morphismus von Algebren. Hierdurch ist ein
kovarianter Funktor ()°PT : Alg — Alg erklirt.
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Nun soll noch auf die Beziehung zwischen den Strukturabbildungen der mo-
nadentheoretischen Beschreibungen X(A4) = (A,a4) und K(APT) = (A, agopt)
von A und A°PT eingegangen werden. Dazu sei zunichst fiir jedes Objekt V aus
C mit hy der durch hy o na(V) = na(V) eindeutig bestimmte Algebrenmorphismus
TV — (TV)°P+ bezeichnet. Dann sind aqoha = a%P ohy : TA — (TA)P+ — Aop+
und o gop+ : TA — A°PT Morphismen von Algebren. Diese liefern wegen

agohgona(A) =ago0n(A) =idg = agor+ 0 Na(A)

unter dem Adjunktionsisomorphismus (1.1) denselben Morphismus. Hieraus ergibt
sich «gop+ = a4 0 ha. Es sei noch erwihnt, dass bei diesen Betrachtungen auf die
explizite Angabe des Vergissfunktors V : Alg — C verzichtet worden ist.

Anstelle der Zopfung kann auch deren Inverses verwendet werden, um zu einer
vorgegebenen Algebra A := (A, V 4,m4) eine neue Algebra

AP7 = (A, V qop- :==Vy OTX’Z,T/Aop— =14)

zu konstruieren. Der hierdurch definierte Funktor ()°P~ : Alg — Alg ist zu ()P
invers. Fiir die Strukturabbildungen a4 und « gop- der monadentheoretischen Be-
schreibungen der Algebren A und A°P~ gilt dann qgop- = g 0 h;ll.

Satz 1.2.7. In Alg existieren Differenzkokerne reflexiver Paare.

Beweis. Sei f,g: (A, Va,n4) — (B,Vp,np) ein reflexives Paar in Alg, d.h., es gibt
einen Morphismus k : B — A von Algebren mit fok =idgp=gok.Sei h: B — C
ein Differenzkokern von f,g in C. Auf C soll nun eine Algebrenstruktur definiert
werden, so dass h ein Differenzkokern von f, g in Alg ist.

Hierzu wird

[f ®id,id @]
(A® B) & (B® A) — BoB 12 g
‘ [g ®1id,id ®g] !
[V4o0 (id®k), V4o (k®id)] Vs L Ve
| f i
A y B - C

betrachtet. Dabei wurde die Koprodukteigenschaft von A® B@® B® A zur Definition
von [f ® id,id ® f] usw. verwendet. Sind also j; : A® B - A® B® B ® A und
jo:B®A— A® B® B ® A die Inklusionen, so gelten [f ® id,id®f] o j;1 = f ®id
und [f ® id,id®f] o jo =id®f.

Es gilt nun

fo[Vao(ild®k),Vao (k®id)]oji = foVao (id®k)
=Vpo(f®f)o(idek)=Vpo (f®id)
=Vpol|f®id,id®f] o ji,
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und ganz analog folgt fo[V 40 (id®k),V4o (k®id)]ojs = Vpo[f®id,id®f] o ja.
Dies ist aber gleichbedeutend damit, dass das obere linke Rechteck im Diagramm
kommutiert. Genauso ergibt sich die Kommutativitét des unteren linken Rechtecks.
Damit gilt dann aber auch

hoViolf ®ididef] = hofo[Vao(dek), Vao (keid)
=hogo[Vyo(id®k),Vao(k®id)]=hoVpo|g®id,id®g].

Des Weiteren ist die obere Zeile in dem Diagramm ein Differenzkokerndiagramm.
Entscheidend hierfiir ist, dass das Tensorprodukt in C Kolimites erhélt. Deshalb exi-
stiert genau ein Morphismus Vo : C® C — C, der das rechte Quadrat kommutativ
macht. Ferner ist h als Differenzkokern ein Epimorphismus. Nach Bemerkung 1.2.1
besitzt somit C eine eindeutige Algebrenstruktur, so dass h ein Morphismus von
Algebren ist. Dass h sogar ein Differenzkokern von f, g in Alg ist, folgt nun genauso
wie im Beweis von Satz 1.2.2. O

1.3 Hopfalgebren und primitive Elemente

In einer gezopften monoidalen Kategorie lassen sich Hopfalgebren genauso wie in
der Kategorie der Vektorrdume definieren. Hierfiir sei auf [Maj94] verwiesen. Die
Koeinheit und die Komultiplikation einer Hopfalgebra H werden mit eg : H — [
bzw. Ay : H — H ® H bezeichnet. Dies sind also insbesondere Algebrenmorphis-
men, wobei das Einsobjekt I und das Tensorprodukt H ® H Algebren geméifl den
Bemerkungen 1.2.4 und 1.2.5 sind. Wie im klassischen Fall folgt aus den Axiomen,
dass die Antipode Sy von H ein Morphismus Sy : H — H°P" von Algebren ist.

Zur Definition der primitiven Elemente sei fiir jede Hopfalgebra H ein Differenz-
kern 0y : PH — H von

Ay
ideng +ng ®id

H®H

in C gewé#hlt. Um dies zu einem Funktor fortzusetzen, wird fiir einen Morphismus
f: H — K von Hopfalgebren das folgende Diagramm betrachtet.

0 Ap
PH—H g — —~ H®H
! 1d®77H+77H®1d
Pf f fef
Y Ax
PK K — — KoK
Ox id®@nkg +ng ® id

Hierin kommutieren das rechte obere und untere Rechteck, woraus mit der Definition
von Oy als Differenzkern Ag o f o g = (id®nkx + nx @ id) o f o O folgt. Somit
existiert nun aufgrund der Differenzkerneigenschaft von 6 genau ein C-Morphismus
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Pf . PH — PK, der das linke Quadrat kommutativ macht. Insgesamt ist damit ein
Funktor P = ?gopf : Hopf — C erklért. Ferner ist 6 : [Pgopf — V?o"f eine natiirliche

Transformation von [P?Opf in den Vergissfunktor V?Opf : Hopf — C.

Wie iiblich sind die Koeinheit und die Antipode auf den primitiven Elementen
eindeutig bestimmt.

Lemma 1.3.1. Sei H eine Hopfalgebra. Dann gelten:
1. egofy :PH — I ist der Nullmorphismus.
2. Sgoly:PH — H stimmt mit —0g iiberein.
Beweis. 1. Es gilt
colp=(e®e)oAgoly=(e®e¢)o(id@ny +ny ®@id) oy
=(e+e€)ofg=coly+eoby,
woraus sich die Behauptung ergibt.

2. Es gilt

(id+Su) 00y = Vi o (ng ®id +Si @ nur) 0 O
= Vg o (Sy®id)o (ng ®id+id@nm) o Oy
=Vpyo(Sy®id)oAyoly
=ngoegolg =0,

woraus Sy o 0 = —0p folgt. O

Ist H eine klassische Bialgebra und S : H — H°P ein Algebrenmorphismus, so
ist S schon dann eine Antipode fiir H, wenn das Antipodenaxiom fiir ein Erzeugen-
densystem der Algebra H erfiillt ist [Kas95, Lemma I11.3.6]. Eine Verallgemeinerung
hiervon ist:

Lemma 1.3.2. Sei H eine Bialgebra in C, S : H — H°PT ein Algebrenmorphismus
und d : C — H ein Differenzkern von Vg o (S ®id) o Ay und ng o e in C. Dann
ist C eine Unteralgebra von H.

Beweis. Zunichst einmal ist d als Differenzkern auch ein Monomorphismus in C. Des
Weiteren faktorisiert 7z tiber d, da

Vio(S®id)oAgong =Vgo(S®id)o (ng @ ny)
=Vgo(nu®nm)
=MNH =NH°€H°NH
gilt. Schliefflich existiert wegen
Vio(S®id)oAyoVyo(d®d)
=Vpo(S®id)o (Vg ®@Vy)o (i[d@ry g ®id)o (Ag ® Ag)o(d®d)
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Veo(VeE®Vy)o(thp ®id®id) o (S® S ®id®id)
o (id®7h,n ®id) o (Ag ® Ag)o (d®@ d)

Vo (Vg ®id) o (id®Vy ®id) o (Them,a ®id) o (S ® id ®S ® id)
(Ag ®@Apg)o(d®d)
Vo (Vg ®id)o (tg g ®id) o (Vg ®id®id) o (S ®id ®S ®id)

(

(

(

o

o(Ay ®Ap)o(d®d)
=Vyo(Vyg®id)o (rtgp ®id) o (ng ® S®id) o (eg @ Ax) o (d® d)
=Vpgo(Vyp®id)o (ide®ny ®id) o (S®id) o (eg ® Apg) o (d ® d)
=Vpo(S®id)o(eg @ Ag)o(d®d)=ngo(eg @em)o (d®d)
=ngoegoVgo(d®d)

genau ein Morphismus Vo : C ® C — C mit do Vg = Vg o (d ® d). Somit ist C

eine Unteralgebra von H. O

Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die andere Halfte des Antipodenaxioms.
Damit kann nun die Hopfalgebrenstruktur der Tensoralgebra definiert und anschlie-
Bend ein linksadjungierter Funktor von P : Hopf — C angegeben werden.

Satz 1.3.3. Fiir ein Objekt V' aus C besitzt TV eine Hopfalgebrenstruktur, die cha-
rakterisiert ist durch:

o Agvom(V) =na(V) ®@ngv +ngv @na(V) : V = TV TV
o cqyona(V)=0:V =1
e Syyom(V)=—ma(V): V=TV

Beweis. Wegen der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra werden durch die
obigen Gleichungen eindeutige Algebrenmorphismen A = Aqy : TV — TV @ TV,
e=c¢cgy TV = Tund S = Sqy : TV — (TV)°PT definiert. Zum Nachweis der
noch fehlenden Axiome werden 1 :=ngy : I — TV und ¢ := (V) : V. — TV als
Abkiirzungen verwendet.

Das Koassoziativitdtsaxiom ist eine Identitét von Algebrenmorphismen mit
Quelle TV. Somit ist es ausreichend, die Gleichheit dieser Morphismen nach Vor-
schalten von ¢ : V' — TV zu zeigen. Damit ergibt sich die Koassoziativitat aus

(id@A)oAOL:(id@A)o(L(X)n—{—n@L)
=1NAN+NARLAIN+NRNRIL
=(A®id)o (Lt®@n+n®¢)
=(A®id)oAou.

Bei dem Koeinsaxiom handelt es sich ebenfalls um Identitdten von Algebrenmor-
phismen mit Quelle TV. Somit folgt das Koeinsaxiom aus

(e®id)oAor=(e®id)o (Lt ®@N+nR1)=0@n+1=1
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bzw. der analogen Rechnung fiir die andere Hélfte.

Zum Nachweis des Antipodenaxioms wird ein Differenzkern d : C' — TV von
Vo (S®id)oA und noe gewahlt. Dann ist zu zeigen, dass idgy iiber d faktorisiert.
Wegen

noeor=0=Vo(n®t—1®mn)
=Vo(S®id)o(t@n+n®¢)
=Vo(S®id)oAoy

existiert genau ein Morphismus f : V' — C mit do f = ¢. Da C' nach Lemma 1.3.2
eine Algebra ist, gibt es einen Algebrenmorphismus f : TV — C mit f = f o
Insgesamt ist somit do for = do f = 1, woraus d o f = idqy folgt, da do f
ein Morphismus von Algebren ist. Damit ist die eine Hélfte des Antipodenaxioms
gezeigt, und die andere ergibt sich analog. O

Bemerkung 1.3.4. Fiir die Antipode S = Sgy der Tensoralgebra TV gilt
S =T(—id) o hy = hy o T(—id).

Da dies alles Morphismen TV — (TV)°P* von Algebren sind, ist es ausreichend, die
Gleichheit dieser Morphismen auf V' zu zeigen. Damit folgt die Behauptung aus

T(—id) o hy oma(V) = T(—id) o ma(V) = —na(V)
= —hy ona(V) = hy o T(—id) ona(V).

Bemerkung 1.3.5. Da I und T(0) als Algebren isomorph sind, besitzt I eine
Hopfalgebrenstruktur, so dass I und J(0) sogar als Hopfalgebren isomorph sind.
Die entsprechenden Strukturabbildungen sind durch Ay := )\1—1 =1idy, €7 :=idy und
St :=idy gegeben, da I ein Anfangsobjekt in Alg ist.

Satz 1.3.6. Zu jedem Objekt V aus C gibt es einen Morphismus n (V) :V — PTV
mit folgender universellen Eigenschaft:

Fiir jede Hopfalgebra H und jeden Morphismus j :V — PH ezistiert genau ein
Morphismus f: TV — H von Hopfalgebren mit j = P(f) on (V).

Beweis. Nach der Definition der Komultiplikation der Tensoralgebra TV sowie der
Differenzkerneigenschaft von 0y : PTV — TV gibt es genau einen Morphismus
(V) : V. — PTV mit 05y on (V) = na(V). Nun soll gezeigt werden, dass dieser
Morphismus die behauptete universelle Eigenschaft besitzt. Dazu sei H eine Hopfal-
gebra und j : V — PH ein Morphismus.

Zunéchst einmal kann es hochstens einen Hopfalgebrenmorphismus f : TV — H
mit j = P(f) on. (V) geben, denn fiir einen solchen gilt

fom(V)=fobgyon(V)=0goP(f)on(V)=0goj.
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Wegen der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra ist f hierdurch sogar schon
als Algebrenmorphismus eindeutig festgelegt.

Fiir die Existenz sei umgekehrt f : TV — H als der eindeutige Algebrenmor-
phismus mit f on,(V) = 0 o j gewihlt. Nach (1.1) ist also

= e VAR (H) o T(0 o j). (1.2)

Dies ist sogar ein Morphismus von Hopfalgebren. Hierfiir sind Identitdten von Al-
gebrenmorphismen mit Quelle TV zu beweisen. Deshalb muss die Gleichheit jeweils
nur auf V iiberpriift werden. Die Vertréiglichkeit von f mit der Komultiplikation,
der Koeinheit und der Antipode ergibt sich damit aus

Agofon(V)=Agofgoj=({id®@ng +ng ®id) ol oj

= (id@nu +nu ®id) o fona(V)

= (f® f) o (id®ngv + nyv @id) o na(V)

= (f® f)oAgy ona(V),
egofon(V)=egoblgoj=0=egqyon(V),
Sgofon(V)=Sgobgoj=—0goj=—fonV)

= [ o Sqv om(V).

SchlieBlich erfiillt f die gewiinschte Gleichung j = P(f) o . (V), da
Ooj=fon(V)=fobyyon(V)==0goP(f)on(V)

gilt und Ay ein Monomorphismus ist. O

Korollar 1.3.7. Der Funktor P : Hopf — C besitzt einen Linksadjungierten.
Hierbei kann die Adjunktion so gewdhit werden, dass fiir den linksadjungierten

Funktor T = ‘Tﬁopf : C — Hopf sowie die Einheit n, :id¢ — P o T und die Koeinheit
€L : ToP — idnepr der Adjunktion gelten:

1. vxlogpf ° “Tﬁ ‘J’glg

opf —
2. (G‘Jﬁopf)nL =T

3. VP = (ea V) (T5,00)

g

Beweis. Folgt nach [Mac72, IV.1 Satz 2,(ii)] aus Satz 1.3.6 und dessen Beweis. Dabei
ist die dritte Identitét eine Konsequenz aus der Formel (1.2). O
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1.4 Lie-Algebren

Definition 1.4.1. Sei L := (L := ‘P?Opf o ‘Iﬁopf’ = T?Opfqrfﬁopf, n.) die von der
Adjunktion aus Korollar 1.3.7 erzeugte Monade. Dann ist die Kategorie Lie der Lie-
Algebren in C durch die Kategorie der Algebren iiber der Monade L gegeben, d.h.,
es ist Lie := C".

Aufgrund dieser Definition existieren ein Vergissfunktor VLie : Lie — C und ein
Vergleichsfunktor ’.Pﬂzpf : Hopf — Lie mit V5 o iPEpr = iPHOpf Der Funktor fPEpr
ist dabei fiir eine Hopfalgebra H durch

P (1) = (P55 (B), B e (H) - £(PH (1)) — B (1))

gegeben. Somit bilden die primitiven Elemente einer Hopfalgebra eine Lie-Algebra.

Weitere Beispiele fiir Lie-Algebren liefern Algebren. Genauer gesagt gibt es einen
Funktor ()~ : Alg 22 CA — Lie, der mit den Vergissfunktoren vertriglich ist. Solche
Funktoren entsprechen eineindeutig Morphismen ¢ : L — A von Monaden. Ein
derartiger Monadenmorphismus soll nun konstruiert werden.

Lemma 1.4.2. Es gilt 0(Pg° e,) = (Vo BeaViieP ) (0TGope Ve P ) (L0).

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus der folgenden Rechnung.
0P e) = (V0™ ) (0T hopt P

_ AlgvHoprL)(e‘Jﬁopfj)Hopf)

= (V5 Virg ) (Ve *TRig0) (0Tfiopr ™)

= (Ve eV ) (Ve ™ Thiopt0) (0T fiop P ")

= (Ve % Vg )(0Tfiops Ve ™) (P Thiopt?)

= (Ve eV ) (0T fiop V") (£0)

Hierbei wurde bei der ersten und der fiinften Umformung die Natiirlichkeit von
0 : ‘P?opf — V?Opf verwendet. Das dritte Gleichheitszeichen gilt aufgrund der in
Korollar 1.3.7 formulierten Beziehung zwischen den Koeinheiten €, und €. O

Satz 1.4.3. Die natiirliche Transformation 0 = G‘Jﬁ
mus L — A von Monaden.

opf 1 L — ‘.Tg st ein Morphis-

Beweis. 0 ist mit den Einheiten der beiden Monaden L und A vertréglich, denn nach
Korollar 1.3.7 gilt On, = (HU'ﬁopf)nL = M-

Fiir die Vertriiglichkeit von 6 mit der Multiplikation ist fu, = ,uA(g‘Tc)(Lg)
d.h. (G'J'ﬁopf)( PHopfe ‘Jﬁopf) (V ?IgeA‘Jﬁlg)(HU'ﬁopf'TC)(LGTﬁopf) zu zeigen. Diese Glei-

chung folgt aber unmittelbar aus Lemma 1.4.2 durch Vorschalten des Funktors

jﬁopf' |
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Korollar 1.4.4. Durch (A, aq : TSA — A) — (A, aq00(A) : LA — A) ist ein
Funktor 6* : CA = Lie definiert, der mit den Vergissfunktoren vertrdaglich ist.

Bezogen auf die klassische Algebrendefinition ist ()~ = 0* o Kél\g : Alg — Lie fiir
Algebren A durch

A7 = (VEB(A), VEEen(A) 0 0T opr VEB(A) : LVSE(A) — VEE(A))

gegeben. Fiir diesen Funktor gilt V(L:ie o()” = V?Ig.

Beweis. Nach [BW85, 3.6 Theorem 3] entspricht der Funktor 6* : C* — Lie dem
Monadenmorphismus 6 : L — A aus Satz 1.4.3. U

Ausgehend von einer Hopfalgebra H kann man also auf zwei unterschiedliche
Weisen eine Lie-Algebra gewinnen: Zum einen ’J’::'izpr , und zum anderen (V:logpr ).
Ein Morphismus zwischen den unterliegenden Objekten der Kategorie C ist durch
O : iP?onH — V?onH gegeben.

Satz 1.4.5. Fiir jede Hopfalgebra H ist Op : ‘PEZPfH — (Vzlogpr)* ein Morphismus
von Lie-Algebren.

Beweis. Es ist 0 o (P?Opfq(H) = VélgeAV;llogpf(H) o G‘J'E'OprélgVEf’gpf(H) o L(0y) zu
zeigen. Dies ist aber genau die Aussage von Lemma 1.4.2. U

Dann ist 0y sogar ein Monomorphismus in der Kategorie Lie, da dies fiir den
unterliegenden C-Morphismus gilt. Somit ist ’PEZP'CH wie im klassischen Fall eine

Lie-Unteralgebra von (V:f’gpr ).

Im néchsten Abschnitt wird die Hopfalgebrenstruktur der universellen Einhiillen-
den einer Lie-Algebra analog zur Darstellung in [Swe69] unter Verwendung gewisser
Morphismen von Lie-Algebren konstruiert. Die dafiir bendtigten Aussagen sollen
nun bereitgestellt werden.

Satz 1.4.6. Seien L; := (L;, k; : L(L;) — L;), i = 1,2 Lie-Algebren.
Dann ist (L1 @ Lo, (k1 0L(p1),k2 0 L(p2)) : L(L1 @ Le) — Ly & Ly) mit den
Projektionen p; : L1 & Ly — L; aus C ein Produkt von Ly und Ly in Lie.

Beweis. Nach [BW85, 3.4 Theorem 1] erzeugt der Vergissfunktor Véie Limites. Somit
existieren in Lie endliche Produkte, da die Kategorie C endliche Produkte besitzt.
Ferner ergibt sich aus dem Beweis von [BW85, 3.4 Theorem 1], dass das Produkt
wie angegeben gewahlt werden kann. O

Korollar 1.4.7. Sei L eine Lie-Algebra. Dann gibt es genau einen Morphismus
6:=0r:L— L& L von Lie-Algebren mit p; o6 =idy, i = 1,2. ]

Lemma 1.4.8. Mit 0 ist auch £(0) ein Nullobjekt in C.
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Beweis. Es sind die primitiven Elemente von ‘J’ﬁopf(O) zu bestimmen. Statt ‘J'ﬁopf (0)
kann auch die dazu isomorphe Hopfalgebra I betrachtet werden.

Der Differenzkern von Ay = id; und id; ®n; + n; ® id; = idy +id; stimmt aber
mit dem Kern der Differenz A; —id; ®ny +n; ® id; = idy iiberein. Hieraus folgt die
Behauptung. O

Satz 1.4.9. Ist 0 ein Nullobjekt in C, so ist OL := (0, O(g(0),0) : £(0) — 0) ein
Nullobjekt in der Kategorie Lie.

Beweis. Da 0 ein Endobjekt in C ist, gelten 0(¢(0),0) © #.(0) = O¢c(0),0) © £(0(2(0),0))
und 0¢g(0),0) © n.(0) = idg. Also ist Op eine Lie-Algebra.

Ferner sind fiir eine Lie-Algebra L = (L,xr) die eindeutigen C-Morphismen
Oz,0) : L — 0 und O ) : 0 — L sogar Morphismen von Lie-Algebren, denn es
gelten O(L,O) ORI, = O(L(O),O) OL(O(L,O)) und O(O,L) o O(L(O),O) = K[, © L‘(O(O,L))a da 0 ein
Endobjekt bzw. £(0) ein Anfangsobjekt in C ist. O

Korollar 1.4.10. Die Kategorie Lie ist eine Kategorie mit Nullmorphismen. Dabei
sind die unterliegenden C-Morphismen die Nullmorphismen aus C. O

Korollar 1.4.11. Seien Ly und Lo Lie-Algebren. Dann sind die Inklusionen j; :
L; — L1 &® Lo, i = 1,2 Morphismen von Lie-Algebren.

Beweis. Die Inklusionen j; sind die eindeutig bestimmten C-Morphismen in das Pro-
dukt Ly @ Lo mit pg o j; = ;. Nach Satz 1.4.6 sind dann mit idy, sowie Oy, r,) und
O(L,,1,) auch die Inklusionen j; Morphismen von Lie-Algebren. O

Lemma 1.4.12. Sei V' ein Objekt aus C. Dann ist —L(—idy) : L(V) — L(V) der
eindeutig bestimmte Morphismus, der Oy o (—L(—idy)) = hy o Oy erfiillt.

Beweis. Es gilt

67‘/ o (—L(— ldv)) = _Q‘TV o L(— ldv) = Sg’v o 6‘]"‘/ o L(— ldv)
= S‘J"V O‘I(— ldv) 0(9‘31/ = hv 007‘/,

wobei fiir die letzte Umformung Bemerkung 1.3.4 verwendet wurde. Ferner ist
—L(—1idy) durch diese Gleichung eindeutig festgelegt, da 6y ein Monomorphis-
mus ist. U

Satz 1.4.13. Sei L = (L, k1, : L(L) — L) eine Lie-Algebra. Dann ist auch
LPT := (L, Kpop+ := —kp o L(—idp) : L(L) — L)

eine Lie-Algebra, und —idy, : L — L°PY ist ein Morphismus von Lie-Algebren.



28 Kapitel 1. Lie-Algebren in gezopften Kategorien

Beweis. Dass L°PT eine Lie-Algebra ist, ergibt sich aus

s 0 (L) = g 0 £(—idp) o u (L)
= —kpou (L)oLL(—idy)

—~
-

= —K[ 0 L(KL) o] LL(— ldL)
= —K[, 0 L(— idL) o L(—HL o L(— idL))

- /’iLop+ [¢] L(K/Lopﬁ»)
und

Kop+ O WL(L) = —RLO L(_ idL) © 77L(L)

3 .
(:) —kron(L)o(—idp)

4) .
= kpon(L) (:) idy, .

Dabei gelten (1) und (3) aufgrund der Natiirlichkeit von p, bzw. 1, . Ferner wird bei

(2) und (4) verwendet, dass (L, ) eine Lie-Algebra ist.
SchlieBlich ist —idy, : L — L°PT wegen

K 0p+ OL(—idL) = —K[ © L(—idL) (¢] L(—idL) = —KR] = (—idL) O KRJ,
ein Morphismus von Lie-Algebren. O

Offensichtlich ist mit f : L; — Ly auch foP* := f : LT — L" ein Morphis-
mus von Lie-Algebren. Insgesamt ist damit ein Funktor ()°P* : Lie — Lie definiert.

1.5 Die universelle Hiille
Satz 1.5.1. Der Funktor ()~ : Alg — Lie besitzt einen Linksadjungierten.

Beweis. Aufgrund der Sitze 1.2.2 und 1.2.7 existieren in C* Differenzkokerne re-
flexiver Paare. Somit besitzt der Funktor 6* : CA — Lie nach [Lin69, Korollar 1]
einen Linksadjungierten, da er von einem Monadenmorphismus induziert ist. Dann
existiert aber auch zu ()~ : Alg = C* — Lie ein Linksadjungierter. O

Sei nun zu ()~ : Alg — Lie ein linksadjungierter Funktor U = u,gi,eg : Lie — Alg
sowie eine Adjunktion mit Einheit 7y : idjje — ()~ o U fest gewihlt.

Fiir jede Lie-Algebra L besitzt dann der Morphismus ny(L) : L — (UL)~ von
Lie-Algebren die folgende universelle Eigenschaft: Zu jeder Algebra A und zu jedem
Morphismus f : L — A~ von Lie-Algebren existiert genau einen Morphismus g :
UL — A von Algebren mit g~ ony(L) = f.

Bevor die Hopfalgebrenstruktur der universellen Hiille definiert werden kann,
miissen noch einige Aussagen iiber die universellen Hiillen von L; @& Lo und L°PT
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bewiesen werden. Dabei werden die Vergissfunktoren iiberwiegend nicht explizit auf-
gefiihrt, um die Bezeichnungen moglichst einfach zu halten. Wie iiblich werden also
Objekte und Morphismen in den verschiedenen Kategorien genauso bezeichnet wie
die unterliegenden Objekte und Morphismen der Grundkategorie C.

Lemma 1.5.2. Seien L;, i = 1,2 Lie-Algebren. Dann kommutiert

T(tip1 @ nur, + Mur, @ Lap2)

T(Ly & Ly) T(UL; ® ULy)
A
T(Ly @ Lo) @ T(L1 & Lg) Q1,2
Tp1 ® Tpa

Ty TLy —202T2 | g1 & UL, UL, & ULy

wobei v; := ny(L;) : L; — UL; und o; := ex(UL;) : TUL; — UL; fiir i = 1,2 sowie
a2 = (UL ® ULg) : T(ULy ® ULg) — ULy ® ULy als Abkirzungen verwendet
wurden.

a1 ® Qo

Beweis. Da es sich hierbei um eine Identitét von Algebrenmorphismen mit Quelle
T (L1 ® Ly) handelt, ist es ausreichend, die Gleichheit dieser Morphismen auf L; @ Lo
zu zeigen. Damit folgt die Behauptung aus

(1 @ ag) o (Tty @ Tig) o (Tpy @ Tpe) 0 Aona(Ly @ La)
= (041 o T(t1p1) ® ag o T(LQPZ)) ° (id ONT(Li®Ly) T NT(L1@Ly) @ id) ona(L1 @ Lo)
= [ 0 T(e1p1) o ma(L1 @ La)| @ mur, + mur, ® [0 0 T(eap2) 0 ma(Ly & Lo)]
= [ 0 ma(ULy) 0 tip1] @ qur, + mur, @ [ 0 7a(ULg) o 1opo]
1p1 @ NUL, + NuL, @ t2p2
a120Na(ULy @ ULg) o (L1p1 @ Nur, + Nur, @ t2p2)
= 1,2 0 T(L1p1 ® Mur, + Nur, @ tap2) 0 Na(L1 @ La).

Dabei wurde bei der zweiten Umformung verwendet, dass a; o T(¢;p;), i = 1,2 Mor-
phismen von Algebren sind. Ferner gelten das vierte und fiinfte Gleichheitszeichen,
da 7, und €, Einheit und Koeinheit einer Adjunktion sind. Hierbei beachte man,
dass die Vergissfunktoren in der Notation unterdriickt wurden. U

Satz 1.5.3. Seien L; = (L, k; : L(L;) — L;), i = 1,2 Lie-Algebren. Ferner werden
=nu(L;) : Ly — UL; fiir i = 1,2 als Abkirzungen verwendet. Dann ist

1P1 @ UL, + Mur, @ tap2 : L1 @ Ly — (ULy ® ULg)™

ein Morphismus von Lie-Algebren.
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Beweis. Es werden die Bezeichnungen von Lemma 1.5.2 verwendet. Dann gilt

(t1p1 ® NuL, + Muzy @ tap2) o (k1 0 Lp1, ko 0 Lpa)
= [t10 k1 0Lp1] @ nur, +1ur, ® [12 0 Ko o Lpo]

—
~

o1 0 Oy, 0 Lug 0 Lp1] @ mup, + nur, ® [a 0 Oy, © Lig 0 Lpy)
o1 0 T(up1) 0 Og(rio)] © My + Mz, © [o2 0 T(t2p2) 0 031 01,)]

@) . .

@ (a1 0 T(11p1) ® g 0 T(1ap2)) o (Id @n3(L,01,) + N7(L10Ls) @ 1d) © O3(1,01,)
= (1 ® ag) o (T(t1p1) ® T(t2p2)) 0 Ao Og(r,01,)

3

® o 20 T(t1p1 @ Nur, + Mur, @ t2p2) © 051 e L)

= a12 9 O3ur, euLe) © L(11P1 @ Nur, + Nur, @ t2p2).

Dabei wurde bei (1) verwendet, dass die ¢; = ny(L;) : L; — (UL;)~ Morphismen von
Lie-Algebren sind. Ferner gilt die Umformung (2), da a; und T(¢;p;) Algebrenmor-
phismen sind. SchlieBlich folgt (3) aus Lemma 1.5.2.

Diese Gleichung besagt nun aber, dass t1p1 ® muz, + Mur, ® tap2 ein Morphismus
von Lie-Algebren ist. O

Korollar 1.5.4. Sei L eine Lie-Algebra. Dann ist
nu(L) @ nur + nur @ mu(L) : L — (UL @ UL)™
ein Morphismus von Lie-Algebren.

Beweis. Der angegebene Morphismus ergibt sich durch Verkettung der Morphismen
aus Korollar 1.4.7 und Satz 1.5.3. U

Satz 1.5.5. Seien L;, i = 1,2 Lie-Algebren. Als Abkiirzungen werden v; := ny(L;) :
L; — UL; firi=1,2 und t12 :=ny(L1 & L2) : L1 & Ly — U(L1 & Lg) verwendet.
Dann ist der eindeutig bestimmte Algebrenmorphismus f : UW(L1 @ Lo) — ULy @ ULs
mit foi12 = 11p1 @ NuL, + NuL, @ t2p2 ein Epimorphismus.

Beweis. Seien g; : UL1 ® ULy — A Algebrenmorphismen mit g1 o f = go o f. Dann
ist g1 = g2 zu zeigen. Seien j; : L; — Ly & Ly die Inklusionen. Aus

folU(ji)ow = fourg0j
= (11p1 @ NuL, + UL, @ t2p2) © Ji
= (iduLl ®77UL2) ol
folgt dann f o U(j1) = idyz, ®nur,. Des Weiteren gilt damit
g1 0 (idyz, ®nur,) =g10 foU(j1) = g2 0 foU(j1) = go o (iduz, ®Nuz,)-

Ganz analog wird g1 o (myz, ®idyr,) = 920 (nur, ®idyz,) bewiesen. Nach Bemerkung
1.2.5 folgt aus diesen beiden letzten Gleichungen g = gs. O
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Satz 1.5.6. Sei L = (L,ky,) eine Lie-Algebra. Dann sind
no(L) : L°PT — (U(L)°PT)~ und — ny(L°PT) 1 L — (W(L°PT)°P )~
Morphismen von Lie-Algebren.

Beweis. Es gilt

ea(U(L)PT) 0 iz, 0 L(nu(L)) = ea(UL) 0 har, © Oz, © L(1nu(L))
= —€ea(UL) 0 Ogyr, 0 L(—idur) o L(mu(L))
= —€ea(UL) 0 Ogqz, 0 L(ny(L)) o L(—idy)
=ny(L)o(—kpoL(—idy)).
Hierbei wurden fiir die ersten beiden Umformungen Bemerkung 1.2.6 und Lemma
1.4.12 verwendet. Die letzte Gleichung gilt, da ny(L) : L — UL~ ein Morphismus
von Lie-Algebren ist. Somit ist ny(L) : LPT — (U(L)°PT)~ ein Morphismus von
Lie-Algebren.
Ganz analog zeigt

ea(U(LPT)P7) 0 Ogqqop+) © Ly (LP))

= e (W(LPF)) 0 Ayl opy © Oimons) © L (o (LPT))

= —ea(U(LPF)) 0 Ogyypop+y 0 L(— idy(rop+)) © L(ny(LPT))
= —ea(U(L)) 0 Ogqgropty © L(nu(LPT)) 0 L(—id[)

= —nu(L°PT) o (—kp 0 L(—idr)) o L(—idy)

=ny(L°*T) ok,

dass ny(LP1) : L — (U(L°P+)°P~)~ ein Morphismus von Lie-Algebren ist. O

Korollar 1.5.7. Fiir jede Lie-Algebra L ist —ny(L) : L — (UW(L)°PT)~ ein Morphis-
mus von Lie-Algebren.

Beweis. Der angegebene Morphismus ergibt sich durch Verkettung der Morphismen
—idy : L — L°°* und ny(L) : LT — (U(L)°PT)~ aus den Sitzen 1.4.13 und
1.5.6. O

Satz 1.5.8. Sei L eine Lie-Algebra. Ferner seien ¢r, : UW(L°PT) — U(L)°Pt und ¢y, :
UL — U(L°PT)°P~ die eindeutigen Algebrenmorphismen mit @1, o ny(LOPT) = ny(L)
bzw. P ony(L) = ny(LPT). Dann sind @1, und wszr zueinander invers, und ¢ st
ein natiirlicher Isomorphismus U o ()°PT — ()°PT o U.

Beweis. Aus

P 0 op o my(LPH) = YT o my(L) = wp 0 my(L) = 1y (L)
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und
or o VP ony(L) = ¢ 0 br omy(L) = ¢ 0 ny(LPY) = ny(L)

folgen ¢YP* 0 = idy(rop+y und ¢, o PPt = idy(Lyor+- Somit sind ¢y, und PPt
zueinander invers.

Zum Nachweis der Natiirlichkeit von ¢ sei f : L1 — Lo ein Morphismus von
Lie-Algebren. Dann gilt

u(f)oer °@Yr; © UU(L?H) = U(f) onu(L1) = nu(Le) o f
= @r, oMu(L5PT) o foPT = p, o U(fPF) oy (LTPT),

woraus U(f)°Pt o or, = ¢, o U(fPT) folgt. Damit ist die Natiirlichkeit von ¢
gezeigt. ]

Nun kann die universelle Hiille einer Lie-Algebra mit einer Hopfalgebrenstruktur
versehen werden und anschlieflend ein linksadjungierter Funktor zu ﬂ’ﬂzpf angegeben
werden.

Satz 1.5.9. Sei L eine Lie-Algebra. Dann ist UL auf eindeutige Weise eine Hopfal-
gebra, so dass gelten

o Aygony(L) =m(L) @ nur +mur ®nu(L) : L — (UL @ UL)™
o eyrony(L)=0:L— 1"
o Suzonu(L) =—nu(L): L — (UW(L)*T)"

Beweis. Damit durch die obigen Gleichungen eindeutig bestimmte Algebrenmorphis-
men A := Ayy, : UL — ULQUL, € := ey, : UL — [ und S := Sy, : UL — U(L)°PT
definiert sind, miissen auf der rechten Seite dieser Gleichungen jeweils Morphismen
von Lie-Algebren stehen. Dies ist aber nach den Korollaren 1.5.4, 1.4.10 und 1.5.7
der Fall. Nun sind noch die Koassoziativitit sowie das Koeins- und Antipodenaxiom
Zu zeigen.

Bei der Koassoziativitdt und dem Koeinsaxiom handelt es sich um Identitéten
von Algebrenmorphismen mit Quelle UL. Somit ist es ausreichend, die entsprechen-
den Gleichungen nach Vorschalten von ¢ := ny(L) zu beweisen. Der Nachweis erfolgt
dann ganz analog zum Fall der Hopfalgebrenstruktur der Tensoralgebra aus Satz
1.3.3.

Auch der Beweis des Antipodenaxioms wird mit Ausnahme eines kleinen Zusatz-
arguments analog gefiihrt. Sei dazu d : C' — UL ein Differenzkern von Vo (S®id)oA
und noe. Dann gibt es eine Faktorisierung do f = ¢ von ¢ iiber d. Hierbei ist f mit ¢
ein Morphismus von Lie-Algebren, da d als ein Monomorphismus von Lie-Algebren
aufgefasst werden kann. Also existiert ein Algebrenmorphismus f : UL — C mit
Jov= f. Dieses f liefert nun eine Faktorisierung von idyy iiber d, d.h., es gilt
do f =idyy. Hieraus folgt Vo (S ®id) o A = noe. Die andere Hélfte des Antipo-
denaxioms wird analog bewiesen. O
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Satz 1.5.10. Fir jede Lie-Algebra L gibt es einen Morphismus ny(L) : L — PUL
von Lie-Algebren mit folgender universellen Eigenschaft:

Zu jeder Hopfalgebra H und jedem Morphismus j : L — PH wvon Lie-Algebren
existiert genau ein Morphismus f : UL — H von Hopfalgebren mit j = P(f)onu(L).

Beweis. Wegen Ay, ony(L) = (idyz, @mur + nur ® idyy) o ny(L) gibt es genau einen
C-Morphismus ny(L) : L — PUL mit Oy, o ny(L) = ny(L). Dabei ist mit n,(L)
auch ny(L) ein Morphismus von Lie-Algebren, da 6y, ein Monomorphismus von
Lie-Algebren ist.

Der Nachweis der universellen Eigenschaft von ny(L) erfolgt nun ganz analog
zum Beweis von Satz 1.3.6. O

Korollar 1.5.11. Der Funktor (P::'izpf : Hopf — Lie besitzt einen Linksadjungierten
Uhigpf : Lie — Hopf. Dieser kann so gewdihlt werden, dass Vzlogpf o uhigpf = u/';ifg

gilt. O

1.6 Schiefsymmetrische Endomorphismen und Deriva-
tionen

In diesem Abschnitt wird zusétzlich vorausgesetzt, dass die Kategorie C abgeschlos-
sen ist, d.h., es existiert ein innerer Hom-Funktor hom : C°? x C — (. Dieser ist
durch einen natiirlichen Isomorphismus

CU®V,W)=C(U, hom(V,W))

charakterisiert. Somit ist fiir jedes Objekt V' aus C der Funktor hom(V, —) rechts-
adjungiert zum Funktor — ® V. Die Koeinheit dieser Adjunktion werde durch die
Morphismen ¥y w : hom(V, W) ® V' — W beschrieben.

Dann besitzt end(V) := hom(V, V) eine eindeutige Algebrenstruktur, so dass
durch vy : end(V) ® V. — V eine Operation von end(V) auf V' gegeben ist.
Nun sollen zwei Verfahren zur Konstruktion von Lie-Unteralgebren von end(V)~
beschrieben werden.

Sei dazu zunéchst 4 : V ® V. — [ ein Morphismus aus C. Hiermit seien die
Morphismen

Yy ®id
@ : end(V)@V@VMV@)V—'u»I
und
Ton. ®id idy @9 _
b end(V) @ Ve v SOV By o d(v)y e v AV B gy TR

gebildet. Ferner seien mit 3, 1 : end(V) — hom(V ®V, I) die zugehérigen adjungier-
ten Morphismen bezeichnet. Dann sind die schiefsymmetrischen Endomorphismen
beziiglich p als Differenzkern ¢ : g — end(V) der beiden Morphismen ¢ und 1)
definiert.
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Lemma 1.6.1. Seien g,0 : Tend(V) — hom(V ® V,I) definiert durch
0:=Goe(end(V)) bzw. o :=—1poes(end(V))o ST end(V)-

Ferner sei j : A — Tend(V) ein Differenzkern von ¢ und o. Dann ist A eine
Unteralgebra von Tend(V).

Beweis. Zu zeigen ist, dass A die Einheit von Tend (V') enthélt und unter der Mul-
tiplikation abgeschlossen ist, d.h., ngenavy und Vgenqvy © (j ® j) miissen iiber j
faktorisieren. Hierfiir sind

@O NTend(V) = T © NTend(V)
und
00 Vaenq(v)© (J ®J) =00 Vaeaw) o (J @ J)
Zu zeigen.
Anstatt dieser beiden Gleichungen werden die zugehorigen adjungierten Glei-

chungen bewiesen. Hierbei werden € := e,(end(V')) und S := Sgcnq(vy als Abkiirzun-
gen verwendet. Die erste Gleichung gilt dann wegen

. 1) .
¢ o (eNgend(v) ®idvey) = ¢ 0 (Mena(v) ® idvey)
. . 2
= po (Wyy ®idy) o (Nena(v) @ idvey) @,

2 o (idv @9v) 0 (idy Dfena(v) @ idy)

= po (idy ®@Jyvy) o (idy @MNend(v) @ idy) o (rr,y ® idy)

= po (idy @Iv,y) o (Tena(vy,v ®@1dv) © (ena(vy @ idvey)

= —1 0 (Nend(v) ® idvey)

D _po (€SNTend(vy ® idvey).
Dabei wurde unter anderem benutzt, dass € und S Algebrenmorphismen sind [1,4]
und durch Yy,y eine Operation gegeben ist [2,3]. Die zweite Gleichung ergibt sich
nun aus

9o (eVgend(v) ®idygy) o (j ® j @ idygy)

1 . . . ..
=) po (Vv ®idy) o (Venqvy @idvgy) o (6f ® €f @ idygy)

2 . . . .
@ o (v, ®idy) o (idena(vy @,y @idy) o (€ @ € @ idygy)

3 . . . .
(:) J7Re) (ldV ®79V,V) o (Tend(V),V & ldv) o (1dend(V) ®19V,V & ldv)

o (ESJ ®ej ®@idygy)
= po (Wy,y ®Vyy) o (ef ®idy ®eSj@idy) o (Ta,aey ®idy)
1 . . .
Do (idy ®@9v,v) o (Tena(v),v @ Jv,v) o (€S ® idy ®eSj @ idy)

o (T4,Agv ® idy)
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2 3 3 . . . . .
(:) o (ldV ®19V,V) o (ldV ®vend(v) &® ldv) o (1dV ®eS] X 65] ® ldV)
% (TA,V & idA@V) o (TA7A®V ® ldv)

@ o (idy @y v) o (idy ®€Vgenavy ®idy) o (idy @S5 @ Sj @ idy)

o (idy ®74,4 ®idy) o (Taga,v ®idy)

= po (idy ®y,y) o (idy ®€Vgend(v)Trend(v),Tend(v) ® idy)
o (idy ®5j ® Sj®@idy) o (Taga,y @ idy)

D o (idy ®@dv,y) o (idy ®eSVgenary ®idy) o (idy ®j ® j @ idy)
o (Taga,v ®idy)

= po (idy @v,y) o (Tenq(v),v ®idv) o (€SVgenav) @ idvev)
o(j®j®idvey)

= — 0 (eSVenq(v) @ idvey) o (j ® j @ idygy).

Hierbei gelten die einzelnen Gleichheitszeichen, da € [1,6] und S [7] Morphismen von
Algebren sind sowie ¥y, eine Operation ist [2,5]. Des Weiteren gilt

po (Yyy ®@idy) o (¢j @idygy)
= po (idy ®v,y) o (Tenav),v ®idy) o (eSj @ idygy),

da j ein Differenzkern von ¢ und o ist. Diese Identitét geht bei den Umformungen
[3,4] ein. Schlieflich wurden noch Eigenschaften der Zopfung 7 verwendet. O

Satz 1.6.2. g ist eine Lie-Unteralgebra von end(V)

Beweis. Es ist zu zeigen, dass ex(end(V')) o Ogenqvy © £(7) : L(g) — end(V) iiber
i: g — end(V) faktorisiert. Nach Definition von ¢ als Differenzkern von ¢ und 1; ist
dies gleichbedeutend mit der Giiltigkeit von

(ﬁ o 6A(end(v)) o G‘Tend(V) o L(Z) = {pv © eA(end(V)) o G‘Tend(V) o L(Z)

Um diese Gleichung zu beweisen, wird Lemma 1.6.1 herangezogen. Seien dazu j, ¢
und o wie in diesem Lemma. Dann faktorisiert n,(end(V)) oi : g — Tend(V) iiber
7, denn es gilt
oona(end(V))oi=goes(end(V))ona(end(V))oi=goi
=oi=1oes(end(V))ona(end(V))oi
=~ o ea(end(V)) o Syena(y © nalend(V)) o i
= o on(end(V)) oi.

Somit existiert ein Morphismus f : g — A mit j o f = na(end(V')) o i. Da A eine
Algebra ist, gibt es dann einen Algebrenmorphismus f : Tg — A mit f ona(g) = f.
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Wegen j ofo Na(g) = jof =na(end(V))oi = Tiona(g) gilt dann jo f: T4, woraus
00 Ti = o o Ti folgt.
Nach diesen Vorbereitungen kann die eigentliche Gleichung gezeigt werden.
QZ o eA(end(V)) © H‘Tend(\/) o L(Z) =0° G‘Tend(\/) o L(Z)

=00T(i)obyg=007T(i) ol
= —tocx(end(V)) o S3end(v) © T(7) o Oy
=—9o EA(el’ld(V)) © S‘.Tend(V) o G‘Tend(V) © L(l)
= ¢ oex(end(V)) o Ogenaqyy © L().

Damit ist der Satz bewiesen. O

Das zweite Beispiel fiir Lie-Unteralgebren liefern die Derivationen einer Algebra.
Hierfiir sei A = (A, V4,n4) eine Algebra. Weiter seien

ideng(a) ®Va Va4

p:rend(A) @ AR A end(A) ® A
Va4 ®ida +(ida ®@94,4) 0 (Tena(a),a @ ida)

A,

¥ end(A)®A® A Ao AYA, 4

sowie @, ¥ : end(A) — hom(A ® A, A) die zu ¢ und ¥ adjungierten Morphismen.
Dann sind die Derivationen von A als Differenzkern i : Der(A) — end(A) von ¢ und
1; definiert.
Der Morphismus ¢ kann auch anders dargestellt werden. Dazu wird der Mor-
phismus 7 : end(A) ® end(4) ® A ® A — A mit
v :=Va0(Wa4®044)0 (Idend(a) OTend(a),4 @ ida)

verwendet. Dann ist

7 o (idend(4) @Mend(4) @ 1daga +0end(4) ® idena(a) @ idaga)
= Va0 (94,4 ®@Va,4) 0 (idend(a) DTend(4),4 @ ida)
o (idend(A) ®Mend(4) @ 1da®A F7end(4) @ idend(a) @ idaga)
= Va0 (Waa®Vaa)o0 [(idena(a)ea DMend(a) @ ida) © (idena(a) ©77,4 @ id4)
+ Tend(4) ® Tend(4),4 ® id 4]

= Va0 [Ua4®@ida+(ida®044) © (Tend(a),a @ 1da)] =1,
und fiir den adjungierten Morphismus 7 : end(A) ® end(A) — hom(A ® A, A) von v
gilt ¥ =7 o (idend(4) @end(A) + Nend(4) © idend(4))-

Lemma 1.6.3. Seien g, 0 : Tend(A) — hom(A ® A, A) definiert durch
0:=poex(end(A)) bzw. o:=7o0 [ea(end(A)) @ ex(end(A))] o Agend(A)s

und sei j : C — Tend(A) ein Differenzkern von o und o. Dann ist C' eine Unteral-
gebra von Tend(A).
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Beweis. Es sind
@0 NTend(A) = 0 O TTend(A)
und
00 Vaend(a) © (J ®J) = 00 Vaenaa) © (4 ® )
zu zeigen, damit 1yenga) Und Venqay © (j ® j) iiber j faktorisieren. Der Nachweis
erfolgt hierbei wiederum iiber die zugehorigen adjungierten Gleichungen. Dazu wer-

den ¥ := V4.4, € := ea(end(A)) und A := Agqyqa) als Abkiirzungen verwendet.
Dann gilt die erste Gleichung wegen

: 1 . 2
¥ 0 (€NTena(a) @ idaga) 2o (Mend(4) ® idaga) =V © (Tena(a) ® Va) 2 V4

3 . . . .
AT (0 @) 0 (Mend(a) @ 1da @Nena(a) @ ida) o (idy @77,41d4)

= Vao (¥ @9)o (idenq(a) @Tend(4),4 @ ida) © (Nend(A) @ Nend(4) ® idaga)

YVio@ed)o (idend(4) ®Tend(4),4 ® ida) 0 (€ ® € ® idaga)

o (A®idaga) © (NFend(a) @ 1daga)
= y0(e®e®idaga)(A ®idaga) © (NTend(a) ® idaga).

Hierbei geht ein, dass € und A Morphismen von Algebren sind [1,4] sowie durch ¢
eine Operation gegeben ist [2,3]. Dass die zweite Gleichung erfiillt ist, zeigt

po(e®idaga) © (Vrend(a) ®idaga) o (j ® j ® idaga)

1 . X . 2 . . .
D 9 0 (Vena(a) ® Va) 0 (6 © € @ idaga) 2 90 (idena(a) ©0) 0 (€ ® € ® V.4)

Do (e ® Va) o (ide @9 ® 9) o (ide ®idend(a) @Tend(4),4 @ ida)
o (ide ®e® € ® idaga) o (ide ®AJ ® idagAa)

“) . . .

= Vao (¥®9)o (idend(a) OTend(4),4 @ ida) © (Idend(A)gend(a) @V @ V)
0 (idend(A)@end(A)@end(A) @Tend(4),4 @ ida) 0 (@ e @€ ® € ®idaga)
o (Aj ®AJ R idA®A)

5 . . ,
Dvi0@e)o (idend(4) ®Tend(A),4 @ 1d4) © (Vend(a) ® Vend(4) ® idaga)

o (idend(A) ®Tend(A),end(A) @ Idend(A)pAxa) © (E® €@ € ® € ®idaga)
o (Aj ®AJ R idA®A)

S RNCET)E (idend(4) ®Tend(4),4 ®1da) o (€ ® e ® idaga)

o (Vaend(a) ® Vaend(a) ® idaga)
o (idyend(4) @TTend(A),Tend(4) @ Idgend()@ana) © (A ® Aj ® idaga)

DVio@e)o (idend(a) ®Tend(4),4 ®1da) o (€ ® e ® idaga) o (A oidaga)

o (Vaend(a) ® idaga) o (j ® j @ idaga)-
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Dabei wurde verwendet, dass € ein Algebrenmorphismus [1,6] und ¢ eine Operation
ist [2,5]. Da j ein Differenzkern von p und o ist, stimmt ¥ o (€j ® V 4) mit

Vao (¥ ®9) o (idend(a) @Tend(4),4 ®ida) 0 (e ® e ®idaga) o (Aj ® idaga)

iiberein. Dies geht bei den Umformungen [3,4] ein. SchlieBlich wird noch die
Natiirlichkeit von 7 [5,6] und die Vertréglichkeit zwischen Multiplikation und Ko-
multiplikation der Hopfalgebra T end(A) benutzt [7]. O

Satz 1.6.4. Der(A) ist eine Lie-Unteralgebra von end(A)™~.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass ea(end(A)) o Ogenaca) © L(i) : L(Der(A)) — end(A)
iiber i : Der(A) — end(A) faktorisiert. Dazu wird

@ o ea(end(A)) o Ogenq(a) o L(i) = i o ex(end(A)) o O end(a) © £(7)

bewiesen.

Hierfiir wird zunéchst go T (i) = 0 0 T(i) gezeigt, wobei ¢ und o die Morphismen
aus Lemma 1.6.3 sind. Da der Differenzkern von ¢ und o eine Unteralgebra von
Tend(A) ist, geniigt es, o o na(end(A)) oi = o o na(end(A)) o i zu zeigen. Diese
Gleichung gilt aber, denn es ist

oona(end(A)) oi=@oer(end(A)) ona(end(A))oi=poi= {Eoi
=75 o (idend(4) @Mend(4) + NMend(4) @ idenda(ay) © @
= 774 0 [idend(A) ®77end(A) + Mend(A) ® idend(A)] o eA(end(A)) o nA(end(A)) 01
=7 o [ea(end(A)) ® ex(end(A))]
o [idyend(4) @MTend(4) + Nrend(4) @ idgend(a)] © na(end(A)) o i
=7 o [ea(end(A)) @ ea(end(A))] o Ageng(a) © na(end(A)) o
= o on(end(A)) 0.

Nun zeigt

P oex(end(A)) o Ogena(ay © £(1) = 00 T(@) 0 Ogper(a)
= 0 07(i) 0 O3per(a) = 0 © Ogena(a) © £(7)
=70 [ea(end(A)) @ ea(end(A))] © Ageng(a) © OFend(a) © £(4)
=7 o [ea(end(A)) ® ex(end(A))]
o [idgend(4) @NTend(4) + Nrend(4) @ dgena(a)] © Orend(a) © L(7)
=7 0 [idend(4) ®Mend(4) + NMend(4) ® idend(a)] © €alend(A)) o Ogenq(a) © L(4)
= 1) 0 ep(end(A)) 0 Ogena(a) 0 L(4),

dass die eigentliche Gleichung erfiillt ist. O



Kapitel 2

Operadenbeschreibung

In diesem Kapitel sollen Lie-Algebren als Algebren iiber einer Operade dargestellt
werden. Dies ist fiir Lie-Algebren in der Kategorie der Yetter-Drinfeld-Moduln {iber
einer endlichen abelschen Gruppe mdoglich. Dabei werden allerdings Operaden in ge-
zopften monoidalen Kategorien benétigt. Diese verallgemeinern Operaden in sym-
metrischen Kategorien. Die Definition von gezopften Operaden und ihrer Algebren
stellt den Grofiteil dieses Kapitels dar.

Nachdem einige Begriffe und Hilfsaussagen zusammengestellt worden sind, wer-
den im zweiten Abschnitt Quotienten der Zopfgruppen betrachtet, die bei der Defi-
nition des Operadenbegriffs verwendet werden. Dafiir miissen diese Quotienten auf
bestimmte Art und Weise miteinander vertréglich sein. Der Zweck dieser Quotienten
besteht darin, dass die assoziative Operade so definiert werden kann, dass sie einer-
seits durch Erzeugende und Relationen wie im klassischen Fall beschrieben werden
kann und dass sie andererseits die Lie-Operade als Unteroperade enthélt.

Im dritten Abschnitt werden gezopfte Operaden eingefiihrt. Fiir symmetrische
Operaden existiert neben der in der Einleitung skizzierten Definition eine dquivalente
Beschreibungsmaoglichkeit. Diese Operaden kénnen als Monoide in einer monoidalen
Kategorie aufgefasst werden. Hierfiir sei auf [GJ94], [SO99] und [KaMO01] verwiesen.
Wihrend die erste Variante fiir konkrete Beispiele gut geeignet ist, ist die zweite
Variante bei theoretischen Betrachtungen vorteilhaft. Hier werden fiir die gezopften
Operaden beide Definitionen angegeben, wobei der Schwerpunkt zunéchst auf der
Definition als Monoid in einer geeigneten monoidalen Kategorie liegt. Als Beispiel
fiir eine gezopfte Operade wird die assoziative Operade betrachtet.

Der vierte Abschnitt behandelt Algebren iiber Operaden sowie die einer Operade
zugeordnete Monade. Diese Begriffe sind dabei so gewéhlt, dass Algebren iiber einer
Operade und ihrer zugehorigen Monade {ibereinstimmen. Die zur assoziativen Ope-
rade gehorige Monade ist dabei zur Monade A aus Abschnitt 1.2 isomorph. Existiert
ferner zu jedem Objekt V' aus der Grundkategorie C eine Endomorphismenoperade
¢nd(V), so entsprechen fiir jede Operade O die O-Algebrenstrukturen auf V' den
Operadenmorphismen O — End(V).

Schliellich wird fiir die Kategorie der Yetter-Drinfeld-Moduln {iber einer endli-
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40 Kapitel 2. Operadenbeschreibung

chen abelschen Gruppe die Lie-Operade so als Unteroperade der assoziativen Opera-
de definiert, dass die zugehorige Monade zur Monade L aus Abschnitt 1.4 isomorph
ist.

Sofern nicht explizit etwas anderes gesagt wird, besitze die Grundkategorie C
in diesem Kapitel dieselben Eigenschaften wie im ersten Kapitel, d.h., C ist eine
abelsche, gezopft monoidale und kovollstéindige Kategorie, fiir die der Tensorfunk-
tor in jedem Argument additiv und exakt ist und Kolimites erhilt. Zudem wird
angenommen, dass C strikt ist.

2.1 Prialiminarien

Bei der Definition von Operaden iiber der Kategorie C kénnen nicht beliebige Objek-
te aus C zugelassen werden. Vielmehr wird eine volle Unterkategorie Cs von C verwen-
det. Diese enthalte genau diejenigen Objekte V aus C, die Tg/yv ) T‘(;’W = idygw fiir
alle Objekte W erfiillen. Dann {ibertragen sich alle oben aufgefiihrten Eigenschaften
von C auf die Kategorie Cs. Dabei ist C; sogar symmetrisch.

Fiir diese Arbeit stellt die Kategorie YDX der (rechtsseitigen) Yetter-Drinfeld-
Moduln iiber einer Hopfalgebra K das wichtigste Beispiel der Grundkategorie C dar.
Die linksseitige Version dieser Kategorie wurde in [Yet90, Definition 3.6] eingefiihrt.

Definition 2.1.1. Ein (rechtsseitiger) Yetter-Drinfeld-Modul {iber einer Bialgebra
K ist ein Vektorraum V', der sowohl ein K-Rechtsmodul als auch ein K-Rechtsko-
modul ist, so dass fiir alle h € K undv e V

Vi) - b1y @ vpaphiay = (V- hz))o) © by (v - hez))py (2.1)

gilt. Hierbei wurden fiir die Komultiplikation von K und die Komodulstruktur von
V' die Schreibweisen Ag : K — K ® K, h = hqy ®@ hpy bzw. 6 : V — V ® K,
v v ® vy verwendet. Dabei handelt es sich um eine Variante von Sweedlers

Sigma-Notation. Die Morphismen in YD¥ sind die K-linearen und K-kolinearen
Abbildungen.

Satz 2.1.2. Sei K eine Hopfalgebra mit bijektiver Antipode. Dann ist durch

vw VW =WV, v@w— we ®v-wy (2.2)
fiir Objekte V- und W aus yD§ eine Zopfung auf yD§ definiert.
Beweis. Analog zu [Yet90, Theorem 5.2 und 7.2]. O

Damit die Kategorie yD% gezopft ist, wird im Folgenden stets angenommen,
dass K eine Hopfalgebra mit bijektiver Antipode ist. Mit #hnlichen Methoden wie
im Beweis des Theorems aus [Par01] kann nun C; fiir C = YDE bestimmt werden.

Lemma 2.1.3. Fir ein Objekt V' aus y@ﬁ gilt genau dann Twy o Tv,w = idvew
fir alle W aus y@ﬁ, wenn V die triviale Modul- und Komodulstruktur besitzt.
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Beweis. Zunéchst wird angenommen, dass Ty, oy, = idygw fiir alle W aus y@ﬁ
gilt. Dies wird auf W = K angewendet, wobei K beziiglich der reguléren Operation
(z - h == xh) und der koadjungierten Kooperation (6(h) := h(z) @ S(h))h()) ein
Yetter-Drinfeld-Modul ist. Fiir v ® 1 € V ® K gilt dann

vel=7(v®1)=71(1®v)= Vg v

Somit ist die Komodulstruktur von V trivial.

Die Hopfalgebra K ist auch mit der adjungierten Operation (z-h := S(h))zh(2))
und der koreguléren Kooperation (6(h) = h(1)®h(y)) ein Yetter-Drinfeld-Modul iiber
sich selbst. Somit gilt firv @ h e V@ K

vRh= 7-2(1) ® h) = T(h(l) QU - h(Z))
= (v hez))o) ® S((v - he))pha) (v he)p-

Wendet man hierauf id ®e an, so ergibt sich

ve(h) = (1) : h(Q))[O}E (S((U h ) (h(l ) € ((1) h )
= (v h)je ((v-h)py) € ((U h)ig)) =v-h,

d.h., die Modulstruktur von V ist trivial.
Sei nun umgekehrt die Modul- und Komodulstruktur von V trivial. Ist dann W
ein beliebiger Yetter-Drinfeld-Modul, so gilt

7'2(2) Rw) = T(w[o} Q- wm) = T(w[o} ® ve(wm))
=7(wRv)=vQuw-1=v@w

fiir alle v € V und w € W. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Zur Durchfithrung von universellen Rechnungen mit der Zopfung wird die Zopf-
kategorie verwendet, die die freie gezopfte strikt monoidale Kategorie iiber einem
Erzeuger ist. Diese Kategorie ist aus den Zopfgruppen aufgebaut.

Die Zopfgruppen und die symmetrischen Gruppen seien mit B,, bzw. S;, bezeich-
net. Hierbei sind By, By, Sp und S; gleich der trivialen Gruppe. Fiir n > 2 wird B,

von den elementaren Zopfen by, ..., b,_1 erzeugt mit den Relationen
bzb]bl = bjbl'bj, falls ’Z — ]| = 1, (23)
bibj = bjbi, falls ’Z — ]’ > 2, (2.4)
und S, wird von den Transpositionen ¢; := (i i + 1), ¢ = 1,...,n — 1 erzeugt mit

den Relationen
tit]‘ti = tjtitj, falls ’Z - ]’ = 1, (2.5)
tit; = t;t;, falls ’Z — ]’ > 2,
t2=ec fiir 1 <i<mn-—1. (2.7)
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Hierbei bezeichnet e oder auch e,, das neutrale Element von B,, und S,,.

Sei m = m, : B, — S, der kanonische Epimorphismus mit b; +— ¢; fiir
i=1,...,n — 1. Wie iiblich wird auch kurz b fiir das Bild von b € B,, unter m,
geschrieben. Der Kern von 7, heiflt reine Zopfgruppe und wird mit P, bezeichnet.

Im Weiteren wird ein Schnitt von m, benéttigt. Dazu sei zunéchst fiir jede Per-
mutation s € S, die Menge der Fehlstdnde von s mit

F(s) :=Fn(s):={(,5) |1 <i<j<mn,s(i)>s()}

bezeichnet. Dann heifit 4(s) := |F(s)| die Linge von s. Dieser Wert ist gleich der
minimalen Anzahl an Faktoren, die benétigt werden, um s als Produkt in den Er-
zeugern ti,...,t,—1 zu schreiben.

Die Lingen von s und t;s unterscheiden sich um genau 1: Ist s71(i) < s~ (i +1),
so gelten F(t;s) = F(s)U{(s71(i),s (i + 1)} und £(¢;s) = £(s) + 1. Andernfalls ist
F(s) = F(t;s) U{(s71(i +1),s71(3)} und £(t;s) = £(s) — 1.

Lemma 2.1.4 ([CR87, 64.20]). Es gibt genau einen Schnitt L = L,, : S, — By,
von m, : B, — S, mit L(e) = e, L(t;) = b; firi =1,...,n—1 und L(s1s2) =
L(s1)L(s2) fiir s1,s2 € Sy, mit £(s152) = (s1) + £(s2). d

Bemerkung 2.1.5. Ausgehend von der Zopfgruppe B,, bzw. der zugehorigen Grup-
penalgebra werden im Folgenden die verschiedensten Gruppen bzw. Algebren kon-
struiert. Diese ergeben sich durch sukzessive Restklassenbildung oder die Bildung
eines Ringes von Briichen. Die dabei auftretenden Homomorphismen vom Ausgangs-
objekt in das neu konstruierte Objekt und ihre Verkettungen werden kurz als kano-
nische Homomorphismen bezeichnet. Des Weiteren werden die Bilder von Elementen
aus B, oder kB,, unter diesen kanonischen Homomorphismen genauso wie in B,, bzw.
k By, bezeichnet, falls klar ist, in welcher Gruppe bzw. Algebra gerechnet wird.

Die Zopfkategorie B ist nun eine gezopfte strikt monoidale Kategorie. Die Objekte
von B sind die nicht negativen ganzen Zahlen, und die Morphismenmengen sind
durch
B,, falls m =n,

0 sonst

B(m,n) = {

gegeben. Hierbei werden Morphismen aus B(n,n) entsprechend der Multiplikation
von B, verkettet. Das Tensorprodukt ist fiir Objekte durch die Addition definiert,
und auf Morphismen ist es durch die Gruppenmorphismen ® : By, X B, — Bpin
mit b; ® e, := b; und e,, ® b; := by, 4; gegeben.

Fiir i < j seien d;j := bj_1---b; und u;; := b; - - - bj_1. Dann ist die Zopfung von
B durch die Morphismen

B . _
Tmn "= dl,n+1d2,n+2 tee dm,m+n = Unn+mUn—1,n+m—1 """ Ul,m+1

definiert. Die Kategorie B besitzt die folgende universelle Eigenschaft.
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Satz 2.1.6 ([Kas95, Korollar XIII.3.8]). Sei D eine gezopfte strikt monoidale
Kategorie. Dann gibt es zu jedem Objekt V aus D genau einen gezopften strikten
Tensorfunktor ¢ : B — D mit ¢(1) =V. O

Analog kann die symmetrische Kategorie S definiert werden, falls anstelle der
Zopfgruppen die symmetrischen Gruppen verwendet werden.

Zur Handhabung von Morphismen, die aus der Zopfung durch Tensorproduktbil-
dung und Verkettung aufgebaut sind, wird der Formalismus der verallgemeinerten
Funktorkategorien benutzt. Dazu sei D eine gezopfte strikt monoidale Kategorie. Mit
D" sei das kartesische Produkt von n Kopien der Kategorie D bezeichnet. Insbeson-
dere besitzt also DY genau ein Objekt und einen Morphismus, d.h., D ist isomorph
zum Einsobjekt beziiglich des kartesischen Produktes. Der Einfachheit halber wird
D™ x D™ mit D™ identifiziert.

Fiir jede Permutation s € S, sei D° : D" — D" derjenige Funktor, der die
Komponenten von D" entsprechend der Permutation s vertauscht, d.h., fiir Objekte
Vi,...,Vp aus D gilt D3(Vi,..., Vo) = (Ve-1(1), - - -5 Vs-1(n))- Insbesondere ist dann
Dén = idpn, und fiir s,t € S, gilt Dt = D% o D!. SchlieBlich sei mit ®,, : D"* — D
die Tensorproduktbildung von n Faktoren bezeichnet.

Fiir die verallgemeinerte Funktorkategorie der Kategorien A und D wird {4, D}
geschrieben. Hier wird eine Variante von [Kel72, S. 74] verwendet.

1. Die Objekte von {A, D} sind die Paare (n,T) bestehend aus einer natiirlichen
Zahl n und einem Funktor 7 : A" — D.

2. Morphismen (m,8) — (n,7) existieren hochstens im Fall m = n. Ist diese
Gleichung erfiillt, so ist ein solcher Morphismus ein Paar (s, ) aus einer Per-
mutation s € S,, und einer natiirlichen Transformation ¢ : § — T.A%.

3. Die Verkettung von (t,v) : (n,8) — (n,7T) und (s,¢) : (n,R) — (n,8) ist
durch (¢,9)(s, ) :== (ts, (P.A%)p) erklért.

4. Der identische Morphismus des Objekts (n,T) ist (e,,idy).

Ist die Kategorie D zusétzlich strikt monoidal und gezopft, so iibertragen sich
diese Strukturen auf {A,D}. Dabei ist das Tensorprodukt von Objekten und Mor-
phismen durch

(m,8) ® (n,T) := (m~+n,(8 x7T))
bzw.
(s,0) ® (t,0) = (s ®t,®(p x ¥))

erklart. Das Einsobjekt dieses Tensorproduktes ist (0,J). Hierbei ist der Funktor
J: A% — D dadurch festgelegt, dass er das einzige Objekt von A° auf das Einsobjekt
von D abbildet. Schliefflich ist die Zopfung durch die Morphismen

ﬁ;g}mm = (75 TP (8 X T)) 1 (m,8) @ (n,T) — (n,T) @ (m, 8)
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gegeben. Die Strukturdaten sind insbesondere so gewihlt, dass die Projektion auf
die erste Komponente einen gezopften strikten Tensorfunktor fPiA’D} {A,D} - S
liefert.

Aufgrund der universellen Eigenschaft der Zopfkategorie existiert nun genau ein
gezopfter strikter Tensorfunktor ¢ : B — {D, D} mit ¢P (1) := (1,idp). Fiir diesen
Funktor gilt ©?(n) = (1,idp)®" = (n, ®,). Da ¢ gezopft ist, gilt zudem
P () = Tybim) o)

Damit ist insbesondere das Bild des Morphismus b; = Tfl € By unter ¢P festge-

¥

legt. Hieraus lassen sich die Bilder aller Morphismen bestimmen, da ¢ ein strikter
Tensorfunktor ist.

Die Verkettung iP‘l{ 0P : B — S ist ein gezopfter strikter Tensorfunktor mit
(iPiD’D} o ¢P)(1) = 1. Somit handelt es sich hierbei um den kanonischen Funktor
von der Zopfkategorie in die symmetrische Kategorie. Damit sind die ersten Kom-
ponenten der Bilder unter ¢ bekannt.

Fiir b € B, sei die zweite Komponente von ¢ (b) mit ¢’ (b) bezeichnet. Dies ist
eine natiirliche Transformation ®, — ®,D". Fiir Objekte Vi, ..., Vi, We,..., W,
gilt dann @2 (75 (Vi Vi, Wi, oo, W) = T8 o ov wheaw, - Speziell ist also
©P(b)(V,W) = T‘?W, woraus

D,D}

802D(bi)(vl, R 7Vm) = idV1 Q- idvifl ®T\1/)i,V¢+1 ® idVi+2 Q- ® ide
folgt. Des Weiteren ergibt sich

Py (1) V1@ @ Vi, W1 ® - @ Wn) = T oV, wia-aW,
= 90%)(7_775;,71)(‘/1’ vy Vi, Wy aWn)
= 902D (gpg(bl)(n% TL)) (Vi’ o 7Vm’ Wla s ,Wn)
Allgemeiner gilt fiir m,nq,...,n, € N, b € B, und Objekte Vj;, 1 < i < m,
1<j<n;ausD
@%)(b)(‘/ll ® U ® V1n17' . 7Vm1 ® e ® anm)
= (102D((pg(b)(n17 vee 7nm))(vll7 cee 7anm)-
Abschlieflend soll noch kurz auf Modulkategorien und Monoidalgebren eingegan-
gen werden. Fiir Algebren A und B in C seien mit 4C, Cp und 4Cp die Kategorien
der A-Linksmoduln, der B-Rechtsmoduln bzw. der (A, B)-Bimoduln in C bezeich-
net. Fiir die Strukturabbildung eines A-Links- bzw. eines B-Rechtsmoduls M wird
die Notation Ay = )\3\4/1 :A® M — M bzw. ppr = p¥ : M ® B — M verwendet.

Das Tensorprodukt von C induziert nun zwei unterschiedliche ,, Tensorprodukte”

auf den Modulkategorien. Zum einen ist ein Bifunktor ® : 4Cc X BCp — AeBCosD
auf Objekten durch

((M7AM7PM)7(N7AN7PN)) = (M®N,()\M ®)\N) o (1dA® 7'27]\/[ ®1dN),
(pvr @ pv) o (idwr @75 0 @idp))

(2.8)
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erklart. Andererseits ist ein Bifunktor
% : ACg x gCc — ACc

iitber die Wahl von Differenzkokerndiagrammen

oM @ idy
M®B®N— Me N DN
idy ®AN

definiert. Dabei ist die (A, C')-Bimodulstruktur von M ® N dadurch festgelegt, dass
B

M® N
B

der Epimorphismus gy x ein Morphismus von Bimoduln ist. Ferner ist das Tensor-
produkt der Morphismen f: M — M’ und g : N — N’ durch die Gleichung

qu.no(feg) =(f %) 9) © qM,N

charakterisiert. Diese beiden Tensorprodukte sind jeweils bis auf Isomorphie asso-
ziativ.

Fiir einen A-Linksmodul M induziert die Strukturabbildung Ay : AQ M — M
einen Isomorphismus

XM:Xf/[:A<§M—>M

von A-Linksmoduln, der natiirlich in M ist. Dieser Isomorphismus ist durch die
Gleichung Ay = Amoq a,m festgelegt und besitzt g4, o (na ® idas) als Umkehrab-
bildung.

Die beiden gerade beschriebenen Arten der Tensorproduktbildung sind bis auf
Isomorphie miteinander vertauschbar. Um dies zu konkretisieren, sei fiir n > 1 die
Permutation s,, € Sy, durch

(k) = 2k — 1, falls k < n,
12k —n), falls k>n

definiert. Ferner sei sg := ey € Sy gesetzt. Mit Eij =tj 11 und Usj =5 tj1 =

dl-_jl fiir 4 < j gilt dann s, = (e2 ® $p—1)U2n+1 = (Sn—1 @ €2)dp 2p—1 fiir alle n > 1.

Lemma 2.1.7. Seien A;, B; und C; Algebren in C sowie M; € 4,Cp, und N; € p,Cc,
Bimoduln firi=1,...,n. Dann gibt es genau einen Morphismus

Mi®--@M,) ® (N1®---®Nn)—»(MlgaNl)@---@(Mng@ Ny),
1 n

so dass
¢g(L(Sn))(Ml7"'7M7L7N17---7Nn)
M@ @M @N1®--@ Ny, Mi®N1® - ®@Mn®Nn
(M1®@--®@Mn)  ®  (N1®-QNn) (M1 ® N1)®--®(Mn @ Np)
B1®--®Bn By Bn

kommutiert. Dies ist ein Isomorphismus von (A1®- @ A,,C1®---®Cy)-Bimoduln,
der natiirlich in den M; und N; ist. O
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In der Kategorie C lassen sich wie im klassischen Fall Monoidalgebren bilden.
Diese Monoidalgebren werden von einem Tensorfunktor Set — C von der Kategorie
der Mengen nach C induziert. Dieser ist auf Objekten durch S+ [ g1 definiert.

Konkret ist fiir ein Monoid G in der Kategorie der Mengen die zugehorige Mo-

noidalgebra in C durch
IG = < H LVIGﬂ?IG>

geqG

gegeben. Werden die Inklusionen in das Koprodukt mit ¢, : I — IG bezeichnet, so
ist die Multiplikation von IG durch Vg o (1 ® t,) = tgn charakterisiert. Ferner gilt
fiir die Einheit ;g = te, wobei e das neutrale Element von G ist.

Sind GG1 und G5 Monoide in der Kategorie der Mengen, so existiert ein natiirlicher
Isomorphismus I(Gy x Gg) 2 IG1 ® IGs.

Fiir die Moduln iiber einer Monoidalgebra I'G existiert ein dquivalentes Konzept.
Anstelle von Moduln M und N mit Strukturabbildungen Ay : IG® M — M
bzw. py : N ® IG — N konnen auch Darstellungen, d.h. Monoidhomomorphismen
A = Xj\Gd : G — End¢(M) bzw. py = p% : G°P — Endc(N) verwendet werden.

2.2 Zopfgruppensysteme

Zopfgruppensysteme lassen sich als Quotientenkategorien der Zopfkategorie B ver-
stehen, auf die sich die monoidale Struktur von B iibertrigt.

Definition 2.2.1. Eine Familie Z = (Z,,),en von Quotientengruppen Z,, = B,,/N,
der Zopfgruppen B,, heiffit Zopfgruppensystem, falls N,, C P,, und N, ® N;, € Nypin
fiir alle m,n € N gelten. Ein Zopfgruppensystem Z = (Z,,) heifit endlich, falls alle
Gruppen Z,, endlich sind.

Die Bedingung N,, C P, ist gleichbedeutend damit, dass 7, : B, — S, liber
den kanonischen Epimorphismus ¢,, = ¢Z : B,, — Z,, faktorisiert, d.h., es gibt genau
einen Homomorphismus 72 : Z,, — S, mit 7, = 72 o ¢Z.

Des Weiteren ist N,,, ® N, € Np,1p, dquivalent zur Existenz eines Gruppenho-

momorphismus ® : Z,, X Zy, — Zm4n, der das Diagramm

B,, x By, Briin
gm X Qqn dm-+n
Zom X L Lmtn

kommutativ macht.

Aus einem Zopfgruppensystem kann man wie vorher im Fall der Zopfgruppen
eine gezopfte strikt monoidale Kategorie Z konstruieren. Dann ist der Funktor
Qz : B — Z, der auf Objekten die Identitét ist und auf Morphismenmengen durch
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die kanonischen Morphismen ¢,, gegeben ist, ein gezopfter strikter Tensorfunktor. Im
Weiteren wird ein Zopfgruppensystem mit der eben definierten Kategorie Z identi-
fiziert.

Definition 2.2.2. Sei Z = (Z,,) ein Zopfgruppensystem.

1. Eine gezopfte strikt monoidale Kategorie D faktorisiert {iber Z, wenn der
Funktor P : B — {D,D} iiber Qz : B — Z faktorisiert, d.h. ein Funktor
PP Z — {D,D} mit pP = B> o Qz existiert.

2. Z heifit reflexiv, wenn Z iiber sich selbst faktorisiert.

Die fiir diese Arbeit wichtigsten Beispiele von Zopfgruppensystemen sollen nun
behandelt werden. Fiir m,n € N bezeichne P,, ;, den von den Relationen

bib; =b5b;  fiir 1 <i,j <n, (2.9)
bIm=e fir 1 <i<n (2.10)

erzeugten Normalteiler von B,,. Damit sei By, , := By, /Py, sowie By, == (Bmn)nen-
Man beachte, dass im Fall m = 0 die zweite Familie der obigen Relationen keine
Bedingungen liefert. Mit ¢, , : By, — By, sei der kanonische Epimorphismus be-
zeichnet.

Da die erzeugenden Elemente von P, ,, in der reinen Zopfgruppe enthalten sind,
gilt P, , < P,. Deshalb faktorisiert m,, : B, — S, iiber ¢ : By, — Byn, d.h., es
gibt genau einen Homomorphismus 7., : Bpp — S, mit m, = Tpypn © ¢y pn. Der
Kern von my, ,, ist gleich K, p, := P,/ Py p.

Die Gruppe By, ist dann isomorph zu einem verschrénkten Produkt von K, ,,
mit S,. Bevor dieses verschrinkte Produkt und der zugehorige Isomorphismus
Bmn — Sn#omn, Kmn niher beschrieben werden, soll zum besseren Versténdnis
kurz die allgemeine Situation dargestellt werden. Vergleiche hierzu [Mon93, 7.1.6],
wobei das verschrinkte Produkt dort allerdings andersherum gebildet wird.

Sei also G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G, G := G/N die zugehorige
Faktorgruppe und 7 : G — G der kanonische Epimorphismus. Hierzu sei ein Schnitt
v : G — G von 7 gewihlt, d.h., es gelte T oy = idz. Der Einfachheit halber wird
zudem angenommen, dass dieser Schnitt das neutrale Element erhalt, d.h. v(e) = e
erfiillt. Ferner sei - : N x G — N durch n -z := (%) 'ny(Z) sowie der Kozykel
o :GxG — N durch o(z,9) := v(Zy) " 'v(Z)y(y) definiert. Dann stimmt das
verschrinkte Produkt G#,N von N mit G als Menge mit G x N {iberein. Die
Multiplikation ist durch

(Z#m) (y#n) = zy#o(2,y)(m - y)n
definiert, und das neutrale Element ist durch e#e gegeben. Des Weiteren sind die
Morphismen G — G#,N, © — 7#~(Z) "'z und G#,N — G, T#n — ~(Z)n zuein-
ander invers. Entsprechendes gilt auch fiir die zugehérigen Gruppenalgebren.
Nun soll zunéchst die Gruppe K, , ndher untersucht werden. Dazu werden die
nachstehenden Resultate herangezogen.
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Lemma 2.2.3 ([Art47a, Formel 29]). Fir 1l <i<j sei

Ayji=b;_1- b b2 bfll — bi_l b2 1bj o by

(T B - Jj—2"]—
Dann gilt
(A, falls r<i—1,i<r<j—1,
j<r oder r=1=j5—1,
Ajiq g, alls r=1<j—1,
brAUb;l _ i+1,7 f ‘ J
A+, falls 7= j,
A;leifl,inj, falls r=1— 1,
Ajfl,in,jflAj__lea falls i<r=j5—-1
firr>1undl <i<j. O

Theorem 2.2.4 ([Art47a, Theorem 17 und 18]). Die reine Zopfgruppe P, wird
von A;j, 1 <i < j <n mit den Relationen

(Aij’ falls i<j<r<s

oder 1 <r <s<j,
Aps A At = ATV A A, falls i<j=r<s,
A AL A Ai Ay, falls i <71 <s=j,
\Ai_slAi_rlAiSAirAijAﬁlA;lAirAis, falls i<r<j<s

erzeugt. ]

Sei Py, ,, gleich dem von den Relationen

AijAk:l = AklAij firl <i< 1<nund 1 <k<l<n, (211)
Al =e firl<i<j<n (2.12)

erzeugten Normalteiler von P,. Ziel ist es dann zu zeigen, dass P, und P},
iibereinstimmen, da sich hieraus unmittelbar der Isomorphietyp von K, ,, ergibt.

,n

Lemma 2.2.5. Die Gruppe P,/P,, ,
Kopien der zyklischen Gruppe Z]/(m).

ist isomorph zum direkten Produkt von (g)

Beweis. Aufgrund von Theorem 2.2.4 und der Definition von P?Ql,n ist die Gruppe
P,/ P,, ,, isomorph zu einer Gruppe, die von den (3) Elementen A;;, 1 <i<j<n
mit den Relationen aus Theorem 2.2.4 sowie den Relationen (2.11) und (2.12) erzeugt
wird. Da aber die Relationen aus Theorem 2.2.4 eine Konsequenz der Relationen
(2.11) und (2.12) sind, wird diese Gruppe auch von den A;;, 1 <i < j <n mit den
Relationen (2.11) und (2.12) erzeugt. Diese Gruppe ist aber isomorph zum direkten
Produkt von (g) Kopien der zyklischen Gruppe Z/(m). O
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Zur Vereinfachung der Notation wird Aj; = A;; fir 1 < ¢ < j gesetzt. Da
Py, und P, Normalteiler von B, sind, induziert die Konjugation von B, eine

Linksoperation - : B;, X Ky, — Kyp, b- T 1= bxb—1.

Lemma 2.2.6. Fir die Linksoperation b- Z := bxb=! von B,, auf K, , gilt
b-Aij = Ayi) by

Beweis. Es geniigt, die Gleichung fiir die Erzeuger b,, 1 < r < n von B,, zu zeigen,
d.h. B,J—lijg,fl = Atr(i),tr(j) in By, . Mit Ausnahme der Félle r =i —1und i <r =
j — 1 folgt dies unmittelbar aus Lemma 2.2.3.

Zunichst wird der Fall » = 7 — 1 behandelt. In B,, , gilt l_)?fll_)? = B?l_)?fl bzw.
dquivalent dazu l_);ll_)?_ll_)i = l_)il_)?_ll_)ZI. Mit Lemma 2.2.3 folgt dann
A7 = bjo1 - b1 by 20;b7_1b;7 b

1 b b
—byq Bi+16;15?,15i5;f1 o Bj—*ll

i Yi41 "

Im Fall ¢ < r =j — 1 gilt unter Verwendung von Lemma 2.2.3

1— qu,jfl@',j—pzljf_ll’j = 5?_1(1_);1 e l_);_135§_QZ_Jj,3 e l_)l-) :
—pL... b;ﬁlsb?_lb?_Qb;Elbjizs c by

= b BB by by = A = Ay i)

b, Aub

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Korollar 2.2.7. In K, ,, gilt flijflkl = f_lklf_lij.

Beweis. Es ist flklfll-jfl,;ll = Ay - fll-j = Aﬁkz(‘),ﬁm(j) = flij, da die Identitidt die

K]
unterliegende Permutation von Ay, ist. O

Lemma 2.2.8. Es gilt Pppn = Py, -

Beweis. Wegen A; ;11 = b? sind die erzeugenden Relationen von P, ,, eine Teilmenge
der erzeugenden Relationen von P, . Somit ist zum Nachweis von P, C P}, ,

ausreichend zu zeigen, dass P/ . ein Normalteiler von B, ist. Hierzu wiederum
)

geniigt zu zeigen, dass das Konjugieren der erzeugenden Elemente von P?Qm,n nicht
aus dieser Menge herausfiihrt. Konjugation eines Kommutators AijAklA;le,;ll mit
b € By, ergibt den Kommutator der beiden Elemente bAijbfl, bAyb~! € P,. Dieser
Kommutator ist aber in Py, ,, enthalten, da P, /Py, ,, abelsch ist. Ferner liegt im Fall
m > 1 das Element bAJIb~! = (bA;;b~")"™ in Py, ,, da die Gruppe P,/P},, vom

m,n>’
Exponenten m ist.
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Umgekehrt liegen die Elemente AijAklA;le;ll nach dem vorstehenden Korollar
in P, . Ferner sind auch die Elemente A;? = bj_1--- lebZZmb;_:l e b;_ll in P,y
enthalten, da sie Konjugierte von erzeugenden Elementen von P, , sind. Somit ist

auch Py, ,, C Py, gezeigt. O

Damit ist die Struktur von K,,, gekliart. Zudem faktorisiert die Rechtsopera-
tion Z - b := b—lzb von B,, auf K,, , iiber die symmetrische Gruppe Sj,. Somit ist
die fiir das verschrénkte Produkt benétigte Abbildung - : K, , X S,, — K, un-
abhéngig vom gewihlten Schnitt und eine Rechtsoperation von S,, auf K,,, durch
Gruppenautomorphismen. Diese Operation ist durch Aij t= fltﬂ(i)’tﬂ(j) festgelegt.

Zur vollstdndigen Beschreibung des verschrinkten Produktes muss jetzt nur noch
der Kozykel angegeben werden. Dessen Definition erfolgt unter Verwendung eines
Schnittes von 7y, @ By — Sp. Sel Lyy = @mm o Ly Sy, — Bppn. Wegen
Tmn © Lmn = Tmmn © @mp © Ly = 7, 0 L, = idg, ist dies ein Schnitt von 7, .
Dieser Schnitt erfiillt Ly, ,,(e) = e sowie Ly, n(5t) = Ly n(S)Lm () fiir s,t € S, mit
L(st) = L(s) + £(t).

Satz 2.2.9. Fir s,t € S, sei

Omn(s,t) == H flij = H flij € K-
i<J (4,)EFn (t)\Fn (st)
t(1)>(5)
st(i)<st(j)
Dann gilt Ly, n(S)Limn(t) = Liyn(st)omn(s,t), d.h., omy ist gleich dem Kozykel,
der durch den Schnitt Ly, , gegeben ist.

Beweis. Die Behauptung wird durch vollstdndige Induktion nach £(s) bewiesen.
Im Falle ¢(s) = 0 gilt s = e,,. Damit ist

Tmn(8,1) = Tm,n(en,t) = H Aij = e,
(4,9)EFn(t)\Fn (t)
woraus
Lm,n(s)Lm,n(t) = me(t) = Lm,n(St) = Lm,n(St)O'mJL(S,t)
folgt.

Fiir den Induktionsschritt wird die Giiltigkeit der Gleichung fiir alle s,t € S,
mit £(s) = m angenommen. Dann ist die Gleichung fiir s,¢ € S, mit 4(s) = m+1 zu
zeigen. In diesem Fall existieren § € S, sowie 1 <7 < n mit £(5) = m und s = ¢,5.
Dann gelten 571(r) < 5 Y(r + 1) und F,,(s) = F,(3) U{(57'(r), 5 (r + 1))}. Ferner
ist

Lm,n(S)Lm,n(t) = Lm,n(trg)Lm,n(t) = Lm,n(tr)Lm,n(g)Lm,n(t)
Lunn(t) Lo (38) 0 (3. 1).

1<

Nun erfolgt eine vollsténdige Fallunterscheidung nach £(¢,.5t) = £(st).
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Zunichst wird der Fall £(t,.5t) = £(5t) — 1 behandelt. Mit k := (5t)~(r + 1)
und [ := (5t)7!(r) gelten dann k < [ und F,(5t) = F,(st) U{(k,1)}. Ferner ist
(k,1) € Fr(t), da t(k) =5 1(r +1) > 5 1(r) = t(I) gilt. Damit ist

Omn(S,t) = 11 Aij = Ap 11 Aij = A omn(3,1).
(4,7)€Fn (8)\Fn (st) (4,7)€Fn (t)\Fn (51)

Hiermit ergibt sich die Behauptung, denn es gilt

Lmn(tr)Lmn(§t)Umn(§ t) = Ly (tr) L n(trst)om (3, 1)

(tr)? Linn(5)0mn(5,t) = A p 11 Linn(58)0m,n(5,1)

= Linn(st)A(s)-1(),(st)-1 (1) Tm,n (5, 1)
(st)

= Ly n(st Aklamn(s t) = Lyn(5t)0mn(s,t).

Andernfalls ist €(t,5t) = £(5t) + 1. Wegen Ly, (t;) Ly n(5t) = Ly, n(st) ist dann
Omn(8,t) = Omn(s,t) bzw.

H Aij = H Aij

(4,7)€Fn(t)\Fn (51) (4,7)€Fn (8)\Fn (st)

zu zeigen. Mit k := (5t)71(r) und [ := (5t)"(r + 1) gelten nun k < [ und F,(st) =
F.(5t) U{(k,1)}. Somit ist noch (k,l) & F,(t) zu zeigen. Dies ist aber erfiillt, denn
es gilt t(k) =571(r) <5 Hr+1) =t(l). O

Korollar 2.2.10. 0 : Bin — Sn#tom., Kmpn, bi — ti#te ist ein Isomorphismus
von Gruppen. Hierbei ist die Multiplikation im verschrdnkten Produkt Sn# ., . Kmn
durch (s#Z)(t#y) = st#omn(s,t)(Z - t)y gegeben, wobei oy, , der Kozykel aus dem
vorstehenden Satz ist und die Rechtsoperation von Sy, auf den Erzeugern von K, ,
durch A;j -t = A~ L(a),e-1(j) erklirt ist.

Ferner gelten (7, n 0 Qm}n)(s#f) =5 und (Omn © Limn)(s) = s#e firs € Sy, und
T € Kpyp, d.h., der kanonische Epimorphismus Ty, n @ By — Sp und sein Schnitt
Ly besitzen beziiglich Sp#s,, ,, Kmn eine besonders einfache Gestalt. ]

Aus der Darstellung von B,, ,, als verschranktes Produkt geht insbesondere her-
vor, dass diese Gruppe fiir m > 1 endlich ist. Dies ist entscheidend dafiir, dass eine
Operade angegeben werden kann, die die Kategorie der Lie-Algebren beschreibt.

Lemma 2.2.11. B, = (B, n)nen ist ein reflexives Zopfgruppensystem.

Beweis. Zunichst einmal ist P, ,, in P, enthalten. Damit B, ein Zopfgruppensystem
ist, muss dann noch gezeigt werden, dass P, , X P, s durch den Homomorphismus
® : B, x By — B,4s nach P, .4, abgebildet wird. Hierzu geniigt zu zeigen, dass
erzeugende Elemente des Normalteilers P, , X P, s durch ® in P, .5 abgebildet
werden. Erzeugende Elemente von P, , x P, erhdlt man aus den erzeugenden
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Elementen von P, , und P, ,, die den Relationen (2.9) und (2.10) entsprechen. Diese
werden aber durch den Homomorphismus ® offensichtlich nach P, ., abgebildet.
So gilt zum Beispiel e, ® b?b?b;2b;2 = b?Jrrb?Jrrb;frb;fr € P r4s. Somit ist B, ein
Zopfgruppensystem.

Es bleibt noch zu zeigen, dass B, reflexiv ist. Die erzeugenden Relationen
von P, ergeben sich aus b3™ = ey und b3b3 = b3b3 durch Tensorproduktbil-
dung mit Einselementen. Deshalb geniigt zu zeigen, dass 902m(b%m) = idg und
OO (b2) 5™ (b3) = 5™ (02) 5™ (b3) gelten. Seien dazu ki, ko ks € N, 7 := ky + ky
und s := k1 + ko + k3. Dann ist die Identitéat die unterliegende Permutation von

05 (07) (k1, k) = @5 (b1) (Ko, kr) 0 05 (by) (k1 ko) = 7o, 0 Tom..

Somit liegt cpgm (b3)(k1,k2) in der Untergruppe Ky, von B,,. Analog folgt
o5 (03) (1, k2, k), @5™ (03) (k1, k2, k3) € Kpm.s- Da aber K,, s abelsch ist und Ky,
im Fall m > 1 vom Exponenten m ist, ergeben sich hieraus die Behauptungen. Also
ist B,, reflexiv. O

Lemma 2.2.12. Sei G eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten m > 1. Dann
faktorisiert die Kategorie y’Dﬂzg tber Byy,.

Beweis. Da der Grundkorper k algebraisch abgeschlossen ist und die Charakteristik
0 besitzt, ist die Kategorie nyﬂzg halbeinfach, und alle einfachen Objekte sind eindi-
mensional. Siehe hierfiir zum Beispiel [AG99, Satz 3.1.2]. Sind U, V und W einfache
Objekte in VDS, so ist iy omvw : V@ W — V @ W gleich der Multiplikati-
on mit einer m-ten Einheitswurzel, woraus (rw,y o Ty.w)™ = idygw folgt. Ferner
kommutieren (TV,U o TU,V) ® idy und idy ®(TW,V o TV,W)-

Da jedes Objekt aus yD]ﬁig isomorph zu einer direkten Summe einfacher Objekte
ist, gelten die obigen Aussagen auch fiir beliebige Objekte U, V und W. Wie im
vorstehenden Lemma ergibt sich hieraus die Behauptung. U

2.3 Operaden in gezopften Kategorien

Operaden werden in Abh#ngigkeit von Zopfgruppensystemen definiert. Sei dazu Z =
(Z,) stets ein reflexives Zopfgruppensystem, iiber das die Kategorie C faktorisiert.

Ziel ist es nun, die Funktorkategorie D, := CZ*" = Funk(Z°P,C;) zu einer mo-
noidalen Kategorie sowie D := CZ*" = Funk(Z°P,C) zu einer D,-Linkskategorie zu
machen. Ein Objekt F aus D, (bzw. D) entspricht also einer Familie (F(n))nen von
Objekten aus Cs (bzw. C), bei der jedes F(n) ein IZ,,-Rechtsmodul ist. Die Kategorie
Ds kann auch als Unterkategorie von D aufgefasst werden.

Seien m,n € N, und sei A eine Algebra in C. Eine wesentliche Rolle bei der Kon-
struktion des Tensorproduktes spielen die Funktoren U-Cﬁyn :D X 12,Ca — 12,,Ca.
Diese sind auf Objekten durch

Hopn@ M) = [ @Fowe-eFn,)) @ M

ni+-+nm=n 12, ®®1Zny,
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erkldrt. Hierbei ist der IZ,-Linksmodul M auch ein /7, ® --- ® [ Z,,, -Linksmodul
vermoge des Algebrenhomomorphismus 17, ® --- ® 12, — IZ,, der von dem
Gruppenhomomorphismus Z,,, X --- x Z, 2, Zy, induziert wird. Ganz analog sind
die Funktoren J-Cf%n fiir Morphismen erklért.

Die A-Rechtsmodulstruktur von }Cﬁl7n(3'", M) ist die Offensichtliche. Sie wird
von der Rechtsoperation auf dem hinteren Tensorproduktfaktor M jedes Summan-
den des Koproduktes induziert. Dagegen ist die IZ,,-Linksmodulstruktur erheblich
komplizierter und bedarf einiger Erlduterungen.

Lemma 2.3.1. Seien m,n,n1,...,nym € Nmitny +---+n,, =n, 0 € Z,, sSowie
A eine Algebra in C. Zudem seien Objekte F € D und M € 17,Ca gegeben. Als
Abkiirzung wird n}, == ng-1(3;) firi=1,...,m verwendet. Dann gibt es genau einen

Morphismus Xng,___’nm(a), der das folgende Diagramm kommutativ machit.

75 (0)(F(n1) e, F () ) @A 01 (FF (0) (01,1070m))

F(n1)®-QF (nm )M F(n})®-@F(n),) @M

(Fn))®-©F(n,)) ® M

(F(n1)®-@F(nm) ) ®
1Zn, @@ Zny, IZn,1®-»-®Ianm

Fiir diese Morphismen gelten:

1. X37M7n1,___7nm(a) ist A-rechtslinear.
2. A?,M,nl,...,nm(em) = id.

3. AF My, (0102) = AF Mm__, (1) © AF M ona,.nm (02).
72

ey L m)

4. Fiir Morphismen ¢ : 5 — G aus D und f: M — N aus 1z,Ca ist

A6t (0) © ((9(01) © -+~ ® (1) 1z ®-(-2-©®IZ /)

= () © - oeml))  © [)o g, ()
nl N,

Beweis. Der linke und rechte vertikale Morphismus in dem obigen Diagramm seien
mit ¢ bzw. ¢’ bezeichnet. Da ¢ als Differenzkokern ein Epimorphismus ist, gibt
es hochstens einen Morphismus X;q Mn,...nm(0), der das Diagramm kommutativ
macht. Umgekehrt kann die Differenzkokerneigenschaft von ¢ benutzt werden, um
die Existenz von X]—‘,M,m,...,nm(U) nachzuweisen. Dazu sei v; € Z; fir i = 1,...,m.
Ferner sei 7] := 75-1(;) gesetzt. Dann gelten

¥2 (U)(‘?(nl)v s 7§<nm)) o ﬁ?(n1)®---®?(nm)(71 X ® ’Ym)
= 25(0)(F(n1), -, F(nm)) © (Pr(n) (1) © -+ @ P, (m))
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= (ﬁsf(nfl)(%) ® -+ ® Py(ny, ) 2 ) - F(nm))
= 53—"(n’1)®---®3—"(n;n)(’)’1 Q- ® ’Ym) @S(a)(fr’"(m) s F(nm))

und

>‘M (@22(0-)(’”1’ cee 7nm)) o }‘VM (71 Q- ® 7m)

= A\m (@g(g)(nla cee anm) : (’71 - ® Vm))

(@ @) 75 (0)(n1,-.. ;)

(@ @) 0 A (B3 (0) (1, smm))

da @5 (o) und @3 (o) natiirliche Isomorphismen sind und X ein Homomorphismus

von Gruppen ist. Verwendet man zusitzlich noch, dass ¢’ ein Differenzkokern ist, so
folgt hieraus

7 o (F©@)F ), ... Flnn) © Mt (75 (0) (1, 1))
° (P F(n1)®-- ®5F(nm)(’71® ®7m)®idM)
= o (F(O)Fm), ... F(nn) © At (7 (@) (n1,.. . )

o <id3"(n1)®---®3"(nm) ®XM(71 - Vm)> .

Damit ist die Existenz von Xg,g Mny,...nm (0) gezeigt.

Die vier behaupteten FEigenschaften der Morphismen X§7M,n1,---7nm(0) erge-
ben sich nun unmittelbar aus entsprechenden Eigenschaften der Morphismen

B5(0)(F (1), ..., F(nm)) @ A (@2 (0) (1, .. ., m)). O

Korollar 2.3.2. Seien m,n € N, A eine Algebra in C, F ein Objekt aus D und M
ein (1Zy,, A)-Bimodul in C. Dann gibt es zu jedem o € Zy, genau einen Morphismus
Agea  (g.0n)(0) Hip o (F, M) — H L (F, M), so dass fir alle ny,... ,ny € N mit
niy+ -+ nym =n das folgende Diagramm kommutiert.

(F(n1)@-0F(nm)) (sf(n/l)@---@?(n;n))Ian ®.(.§.§®12n, M

®
1Zny @ ®IZny,
1

HA  (F,M) - A (F.M)

Hierbei ist wiederum nj = ng-1(; gesetzt, und die vertikalen Morphismen sind die
Inklusionen in das Koprodukt.

Durch Agea () + Zm — EndC(G{A (F,M)) ist eine Darstellung definiert.
Hiermit wird fHﬁ,n(S’, M) zu einem (IZ,,, A)-Bimodul. Ferner ist fJ-Cmn(go, f) fir
Morphismen ¢ : F — G aus D und f : M — N aus 1z,,Ca 1Z,,-linkslinear. ]
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Damit ist der Funktor 9—(;74”1 wohldefiniert. Im Fall A = M = IZ, wird auch

kurz Homn(F) fiir HLZ (F,1Z,) geschricben. Insbesondere ist dann Hp, n(F) ein
(I Zy,,17Z,)-Bimodul.

Unter Verwendung dieser Funktoren kann nun ein Bifunktor X : D x D — D
erklirt werden. Fiir Objekte F und G aus D sowie n € N sei

(FRG)( ]_[3‘ 2 Honn(9):

Ganz analog wird der Bifunktor X fiir Morphismen definiert.

Bemerkung 2.3.3. Ein Morphismus ¢ : F1 X JFy — F3 aus D ist durch eine Familie
(¥(n) : (F1 K F)(n) — 3"3(n))neN von Morphismen gegeben, bei der jedes 1(n)

1Z,-rechtslinear ist. Fir m,n,nq,...,n,m € N mit nqy + - -+ + n,,, = n bezeichne
¥, 5
p&mlnf) ) - F1(m) @ Fa(n1) @ - @ Fa(ny,)
—>9’~1( )®3’~2 ®§2(nm)®12

1) ®
—>Hiﬂ (

—Hfﬂ ) @ Haa(F2) = (F18F2)(n)

m

(Fo(m) ® - - @ Fanigy, ® 12
(Fa(na) 2(n ))zzﬁl®---®IZa~ )

ni+-+nm=n

den offensichtlichen Morphismus, der aus der Einheit von IZ,, sowie Differenzkoker-
nen und Inklusionen in Koprodukte aufgebaut ist. Dann ist ¢(n) schon durch die

Morphismen

Ymsn, ) = (n) oplotn? (2.13)

mit nqy + -+ + n,, = n bestimmt. Dabei braucht man IZ, nur auf der Einheit
zu betrachten, da ¢ (n) IZ,-rechtslinear ist. Ferner erfiillen diese Morphismen die
folgenden Bedingungen, die sich aus den vorkommenden Differenzkokernen sowie der
17Z,-Rechtslinearitét von ¢ (n) ergeben.

1. Flirv;, € Z,,, i1 =1,...,m gilt

Y(msn, ..., nm) 0 (idg, (m) @P5,0,) (1) @ -+ @ Pegy(nm) (Ym)
= DFy(n) (71 @ - @ Ym) o (MmN, ... Ny

2. Sei 0 € Z,, und seien n}, := Ng-1(;)- Dann ist

Ym;na, - nm) © (P, (m) (0) @ idgy () © - @ idgy ()
/

= Dy (n) (5 (0) (1, .. ;) 0 P(msm, ... n,)
o (id, (m) ©F5 (0)(Fa(n1), - .., Fo(nm))).
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Umgekehrt ist durch eine Familie
Y(ming, ..., ny) : F1(m) @ Fa(ny) @ - - @ Fa(ny,) — Fs(n)

von Morphismen fiir m,ni,...,ny, € Nmit n; +- - +n,,, = n ein I Z,-rechtslinearer
Morphismus ¥ (n) : (F1 X Fa)(n) — F3(n) definiert, der der Gleichung (2.13) geniigt,
falls die beiden vorstehenden Bedingungen erfiillt sind.

Im Weiteren werden noch andere Familien von Morphismen verwendet, die aus
Einheiten, Differenzkokernen und Inklusionen in Koprodukte aufgebaut sind. Diese
werden dann kurz als kanonische Morphismen bezeichnet. Damit sollen Morphismen,
die komplexe Objekte als Quelle besitzen, einfacher beschrieben werden. Dabei be-
darf es jeweils nur einer Erkldrung, warum man sich auf die Einheiten zuriickziehen
kann. Neben der obigen Begriindung liegt dies in den spéteren Féllen auch an den
auftretenden Differenzkokernen.

Zur Konstruktion des Assoziativititsisomorphismus werden einige Hilfsisomor-
phismen verwendet. Dazu seien A und B Algebren in C sowie k,m,n € N. Ferner
seien Objekte F, G € D, M € 17,C4 und N € 4Cp gegeben.

Zunichst gibt es genau einen Morphismus

R (G, M, N) : Hh (S, M) @ N — HE (3,M & N),
’ ’ A ’ A

der fiir alle nq,...,ny € Nmit ny + -+ 4+ n,,, = n das Diagramm
((9(n1)®---®9(nm))12n1 ®'(-8®12an) (?N ~ (9(n1)®---®9(nm))Ian@}@@an (M§N)
l 1)
honin (5, M,N
Honn (SM)N (SN Hn (S MEN)

kommutativ macht. Hierbei ergeben sich die beiden vertikalen Morphismen aus In-
klusionen in Koprodukte. Dann ist h,g,lb?n(S, M, N) ein Isomorphismus von (IZ,,, B)-
Bimoduln, der natiirlich in §, M und N ist.

Der zweite Isomorphismus héangt von mq,...,mg € Nmit m; +--- +myp = m
ab. Er wird mit h'? (G, M) bezeichnet und ist wie folgt definiert.

(m1,....,mg),n

Ha (G M) = I (Sm) @ @ G(nm)) © M

ni+--+nm=n 120y @@ Znyy,

I I (S(n11) @ -+ ® G(1gmy.)) ® M
nitotng Nt nim, =nt IZn11®'--®Ianmk
=n

N1t TN emy, =Nk

— I 11 (S(n11) ® -+ @ G(ngmy.))

ni+tng N1t tnimg =na
N1t TN emy, =Nk

® [(IZm®---®Ian) ® M
[Znyy @ @1 Zny,, [Zn, ®®1 Zn,,
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nit-4ng  niiteAnim =n

N1t T Nemy, =Nk

® (Ian®---®Ian)] ® M
[Zny, @ @1Zny,, [Zn, @@ Zn,

T 11 [((9<nu)®~--®9(n1ml))

nit-4ng  niiteAnimg =n

® IZm>
IZnu ®"'®IZn1m1

N1t TN emy, =Nk

R ® <(9(nk1) XK Q 9(nkmk))

® Ianﬂ ® M
12y, ®+®1 Fny, [Z) @@ Zn,,

— ]I [( I (8tu) @@ G(nim,)) ® 1Z,,) @8

nittng - N1t nimg 12y, @ @1 Zny
=N =n1

H (S(nk1) @ -+ @ G(nm,,)) ® Ian)] ® M
nk1+"'+nkmk Ian1®"'®Ianmk IZn1®"'®Ian
—

ni+-+n=n IZ"1®'"®Ian

Hierbei ist der vierte Morphismus nach Lemma 2.1.7 ein Isomorphismus. Der Iso-
morphismus hE ) ), n(9 M) ist offensichtlich (IZ,,, ®---®I1Z,y,, , A)-bilinear und

natirlich in G und M.
Schliefilich sei der Isomorphismus hS’L(? ,9, M) erklart durch

Hf]{ (5,32 (S, M))

—H [I Gm)e--eoFm) o 9GS M)

m g T2my @@L Zmy,

— I II @m)e- - oFm)

2
m m1+ -i-m,rC 12y @@L Zm,

ni+--+ng 12y @ @1 Zny,
=n

— I I [T @) e oFm))

m - mi+-t+mg n1+ -‘rn;c
=m

2
[Zmy @ @1 Zn,,

[(%ml’"l(g) ®- ‘{Hmk,nk(g)) M]

®
[Zny @@ Zn,



58 Kapitel 2. Operadenbeschreibung

~I I I [Eeeesm)

m - mittmy nitee+ng
=m —n

®
[ Zmy @ @1 Zm,,

(o (9) @ @ Hone ()] @ M

170, @ ®IZn,
—>H H H {(?(mﬂlé@ Hyn (§)) ® -+

m m1+ +my n1+ +nk m1

F Hon o M
®( (mk) Ig?nk ks k(g))} [Zm@(?@]an
— ]I KHS" my) ® ml’m(g)) 2
n1+_n+nk Zml
F Hongon M
& (H (mk) I%k k> k(9)>:| IZn1®§)®Ian

= _ /A
= m+]:[+nk((3"® G)(n1) @ @ (FKRG)(ny)) Ian®§@_®Ian M =% (FRS,M).

Hierbei wird der erste Isomorphismus von den Morphismen hgnzh ), (G, M) in-
duziert, und der vierte Morphismus ist nach Lemma 2.1.7 ein Isomorphlsmus Es ist
klar, dass hlg7n(9’, G, M) A-rechtslinear und natiirlich in &, § und M ist.

Das bisher Gesagte ist fiir beliebige Objekte F und G aus D richtig. Es wird aber
zusétzlich benotigt, dass hS’L(S’" 9, M) IZj-linkslinear ist. Um dies zu zeigen, wird
das folgende Lemma verwendet, fiir das eine zusétzliche Voraussetzung notwendig

ist.

Lemma 2.3.4. Seib € B,,, und seien V; und Wj fiiri,j = 1,...,n Objekte aus C mit
T‘(,:VJ_M o T‘%’WJ_ = idy,qw,. Als Abkiirzungen werden V; := ‘/E—l(i) und W = W5_1(j)
verwendet. Dann gilt

GSOY(VL@W, ..., Vy @ W, )ogp (L(0)(Viy ooy Vi, Wiy oo, W)
= G5 (L(sn)) (VY. Vi, Wi, W) 0 (05 (0) (Vi ..., Vi) @ @5 (B) (Wi, ..., W)
Beweis. Da ¢¢ : B — {C,C} ein Funktor ist, folgt aus der Giiltigkeit der obigen
Gleichung fiir b und b’ leicht die Behauptung fiir b’ und b~!. Deshalb geniigt es,
die Behauptung fiir die Erzeuger b; der Zopfgruppe B,, zu zeigen. Dies erfolgt durch
Induktion nach n.
Ist n = 1, so sind alle auftretenden Morphismen gleich der Identitét; und im Fall

n =2 gilt

5 (b1) (Vi @ W1, Va @ Wa) 0 5 (L(s2))(Vi, Va, W, W)

_c . c .
= Tiew, Vaew, © (Idv; @7y, w, @ idw,)
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= (idv, ©74; y, ® idwy) © (T47,v, © T, w) © (idv; ©737, 1, ® i)
o (idv, ®71, w, ® idws,)

= (idv, ®70, w, @ idwy) © (THv, ® T w,)

= @5 (L(s2))(Va, Vi, Wa, W1) © (¢ (b1)(Vi, Vo) ® 5 (b1) (W7, Wa)).

Hierbei wurde bei der dritten Umformung die Voraussetzung T€V17V2 o 7627W1 =
idy,gw, verwendet.

Beim Induktionsschritt von n > 2 auf n + 1 erfolgt eine Fallunterscheidung. Fiir
b; mit ¢ < n ergibt sich die Behauptung aus

S Vi @ Wi, ... Va1 @ Wii1) 0 05 (L(sng1)(Vis - ooy Vit Wi, oo, Wii1)
= @5 (b)) (Vi @ Wi, ..., Vi1 @ W)
0 @S(L(sn) @ea)(Viy ..., Vi, Wi, ..., Wi, Vi1, Wig1)
0 @S (dns12ns1)(Vis s Vi1, Wi, oo, W)
WS (L(sn) @ ea)(Vi, ..o, Viets Viy oo Vs Wi o Wit Wi, W, Vit Wi 1)
o (65 (b:)(Viy -, Vi) @ @5 (b)) (W, ..., Wy) @ idy, oy )
o (idvig-@v, O ., wie-ew, @ idw,,,)
WS (L(sn) @ ea)(Vi, ..o, Viets Viy oo Vs Wi o Wit Wi, W, Vit Wi 1)
o (1dv, @@V 0Vie-eVa ®T\C/n+1,W1®---®Wi+1®wi®---®wn ® idw,,.,)
o (K51 (Vi, ..., Vo) ®@idy,,, @¢5(b:)(Wh,..., Wy) @idw,., )
WS (L(sn) @ ea)(Vi, ..., Viet, Viy oo Vs Wi o Wit Wiy o, W, Vit Wi 1)
0 @S (dns1ont1) (Vi oo s Viet, Vis ooy Vi 1, Wiy o, Wi, Way o, W)
o (@5 (b:)(Vi, ..., Vas1) @ 95 (b)) (W, ..., Wii1))
= S (L(3n41) (Vis oo Vie 1, Vis oo Vi, W o Wi, Wiy, W)
o (@5 (b)) (Vi, ..., Vas) @ 95 (b)) (W, ..., Wii1)).

Wird s,41 = (e2 ® $p,)Uz n42 anstelle von s,11 = (s, ® €2)dp11,2n4+1 verwendet,
so folgt die Behauptung fiir b; mit ¢ > 1 ganz analog. Wegen n > 2 ist damit die
Aussage fiir alle Erzeuger b; von By 1 gezeigt. O

Lemma 2.3.5. Seien k,n € N, A eine Algebra in C und M ein (IZ,, A)-Bimodul.
Ferner seien & und G Objekte aus D, von denen mindestens eins in Dy liegt. Dann
ist der Isomorphismus

h/(;?z(ﬁ",S,M) T (3, 56,5, M) — 3, (FR G, M)

17} -linkslinear.
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Beweis. Seien m, m1,...,mg,n1,...,n € Nmit mi+---+mp =mund ny+---ni =
n. Ferner seien n;; € N fiir 1 <7 <k und 1 < j < m; mit i1 + -+ + N, = N4
Dann seien

Py, F(ma) @ - @ Fmg) @ G(na1) @ - @ G(ngm, ) @ M

— [ 96 (5,965 (5. M)

und
By, F (1) @ §(n11) ® -+ @ G(namy) © -+
@ F(mg) @ G(ng1) @ -+ @ G(ngym,, ) @ M
— F(m1) ® §(n11) @ -+ @ §(nim,) @ [ Zp, ® -+
® F(my) @ §(ng) ® -+ @ §(nkmy,) ® 12, @ M
— H L (FRG, M)
die kanonischen Morphismen, die aus Differenzkokernen und Inklusionen in Kopro-
dukte sowie im zweiten Fall auch aus Einheiten aufgebaut sind.
Ein Morphismus mit Quelle [],, 3 (7, 9{,‘;‘%”(9, M)) bzw. Hit (FX G, M) ist
dann eindeutig durch die Familie von Morphismen bestimmt, die man durch Vor-

schalten der ppyy7nf,, Dzw. gnyynk, aus dem gegeben Morphismus gewinnt.

Damit ist hlgggl(ﬁ", G, M) durch

8.0 o

Opn117---7nkmk
= g o [ (L) (Fm), ., Foma), §(nn) @+ @ Sy,
S(nk1) ® -+ ® G(nkm,)) ® idM}

charakterisiert.
Zur Beschreibung der IZj-Linksmodulstruktur von [[,, ﬁ{ﬁm(ﬂ", .‘J’Cfun(S,M))

und J{ﬁn(ff@& M) sei o € Zj. Als Abkiirzungen werden m; := mgz-1(;), nj := ngz-1(;)
und nj; i=ng-1(; 5 fiir 1 <4 <kund 1 < j < m; verwendet. Dann gelten

ML, 36 (3368, (5,00 () © Py,
mlm: o [@S(a)(fff(ml),...,ﬁ(mk)) ©%5(0)(5(m11) ® - ® G(n1my), - -
M

/
NG q s

S(nk1) @ -+ @ §(1km,,)) @ At (B3 (0) (a5 - 77%))]

und

Y M,y
Asca (3mg,mn) (@) © At

/ !
TV ey

. o [@%(J)(?(ml) ®G(n11) @ -+ @ G(nimy), -,

/
LS PRIEELO

F(mi) @ G(nk1) @ -+ @ G(nm, ) @ At (75 (0) (- . 77”%))]-
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Die IZ,-Linkslinearitit von hlgggl(? , G, M) ergibt sich nun aus

mi,...,mM

3 ~
h;fﬂ)’l,(:}d’ 97 M) © )\Hm Hlﬁm(szﬂrﬁ,n(gvM)) (U) © pn117"'7nkmk

BTG M) o pi o [5(0) (Fma). .. o))

Ic'm;C

RF5(0)(S(n11) @ -+ @ G(1my)s- -+, G(k1) @ -+ @ SNy ))
X XM(EQZ(O')(HL . ,nk))

= q::ﬁlt o [@S(L(sk))(ff’(mi), S F (M), S(nhy) @ @ G )
Mk

§(nh) @+ © G}y ) @ iclut |

o [ag(g)(f;(ml), o F(my)) @ B5(0)(S(nn) @ -+ @ G(namy)s -+

=g o [ (o) (Fm) @ G(nn) @+ @ Gy -+

F(mi) © G(nk1) @ -+ @ G(ngmy ) © Ant (5 (0) (- . ,nk))}
© [gog(L(sk)) (F(ma), -+, F(my), G(n11) @ -+ @ §(n1m, ) - - - »

G(nk1) @ -+ ® G(Ngm,)) @ idM}

= Xafgn(cﬂxg,M)(U) © Gy e, © [@g (L(sk)) (F(ma),- -+, F(mg),
G(n11) @ -+ @ G(n1my),- -, S(nk1) @ -+ @ G (N, )) @ idM}

Y 3
= Agcp (gmo.an() © hn(F, G, M) o pliirms
Neben den oben aufgefiihrten Formeln wurde bei der dritten Gleichung das vorherige

Lemma verwendet. An dieser Stelle geht auch die Voraussetzung ein, dass eines der
beiden Objekte F oder G in Dy enthalten ist. O

Korollar 2.3.6. Die Voraussetzungen seien wie im vorstehenden Lemma. Ferner
sei By n(F, G, M) definiert durch

LA ) (T Zin, 3, (S.M))
113 (F) © HA . (S,M) 1196, (512 © 34, (S,M))
m 1Zm m 1Zm

LI, (id,X

}C;‘;L,n(»q’]w))

]fnl f}fﬁ,m (g7ﬂﬁ,n(97M))

3
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Dann ist B n(F, 9, M) ein Isomorphismus von (IZy, A)-Bimoduln, der natirlich in
F, G und M ist. O

Damit sind alle Hilfsmittel bereitgestellt, um den Assoziativitdtsisomorphismus
angeben zu konnen. Die restlichen Daten fiir die monoidale Struktur auf Dy sind
nun wie folgt definiert.

1. Seien F1,Fy, F3 Objekte aus D; und n € N. Dann ist die n-te Komponente des
Assoziativitétsisomorphismus ag, 7, 5, durch

(107 BT =] (]_[ Fik) © Him(F2)) © Honn(F5)

— [T T1(%:(k) 1% Hm(F2)) I% Honn (F3)
— 50 g Cen2) g Hnal3s)

—Ineg, (H%km ) 3 Fonal55)

— [[F1(k) ® Hpn(F2RFs) = (F1 R (F2 K F3)) (n)
k

17y,

gegeben, wobei der letzte Isomorphismus von den By, (52, F3,17,) induziert
wird.

2. Das Einsobjekt J ist durch

J) = {I, falls n = 1,

0 sonst

erklart. Hierbei ist jedes J(n) auf eindeutige Weise ein I Z,,-Rechtsmodul.

3. Der Linkseinheitsisomorphismus fiir ein Objekt F aus D an der Stelle n € N
ist durch

ly(n) : (IR F)(n ]_[a © Hoa®) 2 30) @ (F(n) © 12,)

17 1Z,
— F(n)
definiert. Dabei ergibt sich der erste Isomorphismus durch Weglassen aller

Summanden des Koproduktes, die Nullobjekte sind; und der zweite Isomor-
phismus wird wegen J(1) = I = IZ; von den Moduloperationen induziert.
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4. Ganz analog ist der Rechtseinheitsisomorphismus durch

ra(n) 1 (FRF)(n ]_[3" 8 Honn(d)

=, F ®(1®~~~®1 ® 1Z,) =7

— 9n) 17, (@) Iw) 1meeiz ) ()
gegeben.

Bemerkung 2.3.7. Seien F1,Fo,F3 Objekte aus Dg sowie k,m,n,mq,...,myg,

ni,...,ng natirliche Zahlen mit m; + --- + mp = m und nqy + ---nxr = n. Des

Weiteren seien n;; € N fiir 1 <¢ <k und 1 < j <m; mit n;; + - - + nym; = n;. Die
kanonischen Morphismen

F1(k) @ Fa(m1) @ - @ Fa(my) @ Fz(n11) @ -+ @ Fa(ngm,,)
— Fi1(k) @ Fa(m1) @ -+ @ Fa(my) @ [ Z, @ F3(n11) @ -+ @ Fa(ngem,,) @ 12,

— (L5 2 3052)  HnnlG0) = (5105 B ()
TS k "

und

F1(k) ® Fa(m1) @ F3(n11) @ - @ Fz(nam,) @ - -
® Fa(my) @ Fz(ng1) @ -+ - @ Fg(nkm, )
— F1(k) @ Fa(m1) @ Fz3(n11) @ - @ Fg(nim, ) @ [ Zy, @ -+ -
® Fa(mp) @ Fz(ng1) @ - @ Fz(nim,,) ® 12y, @ IZ,

— %) © G, (F2 R TF3) = (F1 ¥ (T, K F3)) (n)

((91,92),73)
(kyma,...;mpinat,...,nemy, )
Assoziativitétsisomorphismus durch

(F1,(F2,93))

; i bezeichnet. Dann ist der
(k7m17"'7mkan117"'7nkmk)

seien mit p bzw. p

((91,92),93)
a%’%’&%( )o Plksmac.miinan,.. Moy,

F1,(F2,F
= e © (20 B (L)) (Falma). ..., Falm),

973(7111) K- Q& ffg(nlml), . ,ffg(nkl) (SRR ffg(nkmk)))
charakterisiert.

Das Pentagonaxiom in der Kategorie D, wird auf die folgende Identitét von
Zopfen zuriickgefiihrt. Stellt man die beiden Zopfe graphisch dar, so ist ihre Uber-
einstimmung anschaulich klar. Formal liefle sich der Beweis durch eine Induktion
nach k fithren.
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Lemma 2.3.8. Seien k,l,l1,..., I e Nmitly+---+ 1 =1. Dann gilt

(5 (L(sk))(L,...,1,20,...,20)) - (ex @ L(sy))
= (61 & L(Sll) X Qe ® L(Slk)) . (@?(L(Sk))(ll +1,..., 0.+ 1,14, ... ,lk))
((pg(L(Sk))(l, RN 1, ll, - ,lk) X 6[)

m Bk;+2[ . O

Satz 2.3.9. (D4, d,a,l,7) ist eine monoidale Kategorie.

Beweis. Es ist klar, dass a, [ und r natiirliche Isomorphismen sind. Somit sind noch
das Dreiecks- und Pentagonaxiom zu zeigen.

In diesem Beweis seien k,l,m,n sowie l;,m;,n;,m;j,ni;,ng fir 1 < ¢ < k,
1<j <liund 1 <r < m;y; natiirliche Zahlen. Fiir diese gelte stets Iy 4 -+ + 1}, = [,
mi—+-- My =m, N1+ +Ng=mn, M1+ +My, =My, Nj1 +---+Ny, =Ny und
Nij1 + -+ Nijmy; = N

Seien F und G Objekte aus D,. Dann ist zum Nachweis des Dreiecksaxioms
(idgXlg)(m)oag g g(m) = (rgXidg)(m) zu zeigen. Dazu geniigt es, diese Gleichung
(5,9),9)

nach Vorschalten von pgk_ll [
svlyeebks 30y k

) Zu beweisen. Im Fall [ = --- =1 =1

gelten k =1 und J(l;) = I, woraus

((%,3),9)

(id?g 19)(m) 0 ag:7379(m) Op(k,ll,,lk,mlly,mklk)
_ &9 _ : ((5,9),9)
- p(k;ml,...,mk) - (T}.‘Z ldS)(m) Op(k;ll,...,lk;mn,...,mklk)

folgt. Ansonsten ist die Quelle ein Nullobjekt, und die beiden Abbildungen sind auch
in diesem Fall gleich.
Zum Beweis des Pentagonaxioms seien &1, ..., %4 Objekte aus D,. Dann ist

AF,,92,53RF (n)o AF 1 RF,,F3,54 (n)
= (idffl X a?Q,?s,?4)(n) © 47y, F5XTF3,F (n) 0 (ai?l,ffm?s X id3"4)(n)

zu zeigen. Es gentigt, diese Gleichung nach Vorschalten der kanonischen Morphismen

F1(k) @ Fo(l1) ® -+ @ Fa(li) @ Fz(ma1) @ - @ Fz(mgy,,)
® Fa(ni11) @ -+ @ Fa(ngiemy,, )

— F1(k) @ Fao(lh) ®@ -+ @ Fo(ly) © 12 @ Fy(m1) © -+ - @ Fa(my, ) @ I 2
® Fa(n111) ® - ® §4(nklkmklk) ® 12y,

— H(H( F1 (%) IQZ©~ g‘f’,;J(STQ)) I(Eg f]'f[,ﬁb(f}rg)> I?~ j‘fﬁb7n(3'~4)
m ] Nk k i £y

- (((3"1 X Fp) K F3) X 3"4) (n)
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zu beweisen. Wird Gij 1= F4(nij1) ® -+ - @ Fa(njm,;) fiir 1 <i <kund 1 <j <
gesetzt, so lauft dies auf den Nachweis von
[idfﬂ(lc) @5 (L(sk)) (F2(h), - ., Folly), Fa(mar) ® G @ - - @ Fa(may,) @ Gy,
.. ,."fg(mkl) RGLR® ?3(mklk) X lek)}

o [idg, ) @ i1y )0-- 0,01 @5 (L()) (Fa(ma), ., Tl ), G- G ) |

= [ids, ) @ i 0y) @65 (L(s1,) (Falma)s - Falmar,), G, Gy ) -+
@ idg, ) 065 (L(s1,)) (Falma), -, Fa(mag,), G, -, G, |
o [id%(k) @95 (L(sk)) (F2(l) ® Fz(m11) @ -+ @ Fa(myy, ), - .-,
Fo(ly) @ Fz(mp1) @ -+ @ Fz(myy, ), G11 @ - @Gy o, G @ -+ @ lek)}
o [idg, 4y @5 (L(sk) (Fal), -, Fa (), Fo(mr) @ -+ @ Fy (),
Tl

,Fa(mpy) @ -+ @ Fy(mp,)) ® idG11®---®lek]

hinaus. Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften von ¢, wie zum Beispiel Formel
(2.8), ist dies eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 2.3.8. O

Definition 2.3.10. Eine Z-Operade iiber C ist ein Monoid in der monoidalen Ka-
tegorie Dy = CZ™, und die Morphismen von Operaden sind durch die Monoidhomo-
morphismen gegeben, d.h., die Kategorie Op(C) der Operaden iiber C ist gleich der
Kategorie Mon(D;) der Monoide in D;.

Bemerkung 2.3.11. Fiir ein Objekt F aus D, ist ein Morphismus J — F schon
durch die Einskomponente bestimmt. Zudem kann ein Morphismus F X F — F ent-
sprechend Bemerkung 2.3.3 durch eine Familie von Morphismen beschrieben werden.
Damit ergibt sich die folgende alternative Definition fiir eine Operade.

Eine Z-Operade iiber C besteht aus

e ciner Familie O = (O(n))nen von Objekten aus Cs, bei der jedes O(n) ein
17,-Rechtsmodul ist,

e cinem C-Morphismus 7 : I — O(1) sowie

e ciner Familie fi(mn,,. ) @ O(M) @ O(n1) @ -+ @ O(nyy) — O(n) von C-
Morphismen fiir m,n,ny,...,ny, € Nmit ny + - 4+ n,, = n.

Von diesen Daten wird verlangt, dass sie die folgenden Axiome erfiillen.
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1. Aquivarianzaxiome: Seien 7; € Znyy t=1,...,mund v € Z,,. Als Abkiirzung
wird n} := na-1(;) gesetzt. Dann gelten

H(mina,...nm) © (ldD(m) ®ﬁD(n1)(’Yl) K- ® ﬁD(nm)(’Ym))
= Pom) (M1 @+ @ Ym) © L(miny,..m)
und
L(ming,oonm) © (Pogm) (1) @ 1oy © -+ @ idp,.))

= ﬁD(n) (@g(r)/)(nla cee anm)) O Himin,,...nl,)
o(idpm) @B5 (1) (D (1), ..., O(nm))).

2. Einsaxiome: Es gelten

Kimst,...,1) © (idogn) @n°™) = idon)

und
Hamy © (1@ idop)) = idop) -

3. Assoziativitat: Seien k,m,n,m;,n;,n;; € Nfiir 1 <7 <kund 1 < j < m; mit
my+---+mp=m, ny+---+np=nund n; + - + Ny, = n;. Dann ist

,U’(m;nu,...,nkmk) © (M(k;ml,...,mk) b2y idD(n11)®---®D(nkmk))
= H(k;ny,...,ng) © (ldD(k) ®,U'(m1;n11,...,n1ml) ®-® M(mk;nkl,...,nkmk))
o (idogy ©P5(L(1) (D(ma), ..., Dlmy),

O(n11) @ @ O(1my ), (1) ® -+ @ D(nkmk))).

In dieser konkreten Beschreibungsform besteht ein Operadenmorphismus
0 (9,07,07) = (B.1¥ 0¥
aus einer Familie (o(n) : O(n) — P(n))neny von Morphismen, fiir die gelten:
1. ¢(n) ist 1Z,-rechtslinear.
2. (1) on® =n¥.

3. Fir alle m,nq,...,nym € Nmit nqy + -+ + ny, = n ist

P(1) © By, ) = Pl © (£(1) ® 0(01) @+ @ ().

Ein erstes Beispiel fiir eine Operade liefert das Zopfgruppensystem Z = (Z,,)
selbst. Diese Operade heifft assoziative Operade und wird mit A = Az bezeichnet.
Im Fall Z = B, wird auch die Kurzschreibweise 2,, verwendet. Diese Operade
beschreibt die Kategorie der assoziativen Algebren.
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Satz 2.3.12. Durch die folgenden Daten ist eine Operade % = Az = (A, u*,n%)
definiert.

1. Firn € N ist A(n) := 1Z,, der requlire IZ,-Rechtsmodul.
2. %= Ny L — 124.
3. Firm,n,ny,...,nm € Nmitny+---+n, =n set
Weoimny 12 @12, @ - @12, — 17,
derjenige Morphismus, der von der Mengenabbildung
Ty & Zm X Zny X+ X Ty — T,
(0,01, 0m) = 5 (0)(n1,. ;1) - (01 ® -+ © om)
induziert wird.

Beweis. Seien m,n,n1,...,ny, € N mit nqy + --- + n,, = n. Des Weiteren seien
0,7 € Zpy und 0;,7; € Zy, fir i = 1,...,m. Als Abkiirzungen werden n} := Ne—1;)
und g} := 05-1(j) verwendet. Dann sind wegen

ﬁ(%n;nl,...,nm)(gv 0171, -+, Qme) = @g(o')(nh s 7nm) ’ (91'71 X ® Qm')/m)
- /j(glm;nh...,nm)(gv 01y, Qm) : (71 ORI ’Ym)

und

M(Q:n;nl,...,nm)(077 01+, Qm) = @22(0-7)(”17 . 7nm) ) (Ql K- ® Qm)
=05 (0)(nf, -, n0,) -5 (N1, ) - (01 @ -+ @ o)
= @5 (0)(nh, .. np,) - () @@ d),) -5 (V) (01, -+, nm)
~2

- u(m;n’l,...,n/ )(U’ Qll""7Q;n) @22(7)(”17 7nm)

m

die Aquivarianzaxiome erfiillt.
Die beiden Einsaxiome ergeben sich aus

ﬁ(mm;l,...,l)(o-7€17 cee1) = ¢2Z(U)(1: ) (e ®--®e)=0
und
ﬁ%;m)(el’g) =55 (e1)(m) - o0 = 0.

Zum Nachweis der Assoziativitét seien k,m,n,m;,n;,n;; € N sowie o € Zj,
Vi € Zm, und p;; € Zn; firl <i<kund1l<j<m;. Esgelten mi+---+mp =m,
ny+ -+ ng =nund n; + - + Ngy,; = n;. Dann liefert

~2 ~
lu’(m;nn,...,nkmk) (M(k;m17---7mk)(0’ iy 77]@)7 0115 - -+, kak)

= (@5(@5(0)%, cemg) - (@ ®7k))(n11,---,nkmk)> (011 @ ® Okmy)
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=%5(0)(n1,. .., n)  B5 (N @ @) (Ma1s -y ey, < (011 @ -+ @ ey )
=B (@)1, yma) - [FE () (0 many) @ O FF () (it Ty )|
(011 ® -+ ® Okmy)

_ A ~
- u(k§n17---7nk) (0-’ H(mﬁnllv---anlml)(ryl’ 011, .-+, lel)’ DRI
~9
'u(mk?nklv---ynkmk)(’yk’ Ok1y---» Qk‘mk))
die Assoziativitit von . O

2.4 Algebren iiber Operaden und zugehoérige Monaden

Fiir die Definition von Algebren iiber einer Operade wird die Grundkategorie C zu
einer D;-Linkskategorie gemacht. Hierzu wird zunéchst die Kategorie D mit der
Struktur einer Dy-Linkskategorie versehen.

Definition 2.4.1. Sei (A, ®,1,a,l,r) eine monoidale Kategorie. Eine .A-Linkskate-
gorie ist ein Tupel (M, ®, o, ) bestehend aus einer Kategorie M, einem Bifunktor
@ : A x M — M sowie natiirlichen Isomorphismen

a: 0@ xidy) — O@da x©) und Ao xidy) — idu,
so dass fiir alle Objekte A, B,C € A und M € M das Pentagonaxiom
(ida ®ap,c,m) © s Bao,m © (aa,Bc ©@idy) = aaBcom © dagpom  (2.14)
und das Dreiecksaxiom
(ida ©An) o =74 ©idy (2.15)

erfiillt sind.

Bemerkung 2.4.2. Sei M eine A-Linkskategorie.

1. Dann gilt fiir alle Objekte A € A und M € M

AoMm o aram =1la ©idy . (2.16)

Diese Behauptung ldsst sich genauso beweisen wie die entsprechende Aussage
fiir monoidale Kategorien. Vergleiche hierzu [Kas95, Lemma X1.2.2]. Somit ist
die obige Definition dquivalent zu derjenigen aus [Par77].

2. Ist A ein Monoid in A, so lésst sich auf natiirliche Weise der Begriff eines A-
Linksmoduls in M definieren. Die Kategorie dieser Moduln werde wie iiblich
mit 4 M bezeichnet.
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Im vorherigen Abschnitt wurde fiir die Kategorie Dy eine monoidale Struktur
eingefithrt. Diese monoidale Struktur kann nicht auf ganz D erkldrt werden, da
zur Definition des Assoziativititsisomorphismus Lemma 2.3.5 benotigt wird, fiir das
eine zusétzliche Voraussetzung notwendig ist. Allerdings kann der Assoziativitéts-
isomorphismus ag, 7, g, schon dann wie vorher definiert werden, wenn F3 oder F3 in
D enthalten ist. Alle {ibrigen Strukturdaten sowie der Beweis, dass hierdurch eine
monoidale Kategorie gegeben ist, unterliegen dagegen keiner Einschridnkung. Somit
kann mit denselben Formeln wie vorher die Kategorie D zu einer D,-Linkskategorie
gemacht werden.

Sei Dy diejenige volle Unterkategorie von D, die alle Objekte G aus D enthiilt,
bei denen die §(n) fiir n > 0 Nullobjekte sind. Dann ist fiir n > 0 und Objekte F
aus D; und G aus Dy

(FHG)( ]_[3" © JI (S()@--®5(nm)) ®  1Z

IZm e 12, ® @1 Zny,
ein Nullobjekt, da jeder Summand des Koproduktes ein Nullobjekt in Gestalt von

G(n;) fiir ein 4 mit n; > 0 enthilt. Also ist Dy eine Ds-Unterkategorie von D. Ferner
kann angenommen werden, dass

(FRG)( ]_[3" ) © 8 G(0)®™

gilt.

Die Kategorie C ist nun offensichtlich dquivalent zur Kategorie Dy. Somit iiber-
tragt sich die Struktur einer Dg-Linkskategorie von Dy auf C.

Satz 2.4.3. Die Kategorie C ist mit folgenden Daten eine Dg-Linkskategorie:

1. Der Bifunktor ® : Dg x C — C ist auf Objekten F aus Ds und V aus C durch

FoV:.= HS’“(m) I? yem

erkldrt, und fiir Morphismen ist ® ganz analog definiert.

2. Der Einheitsisomorphismus ist fir ein Objekt V aus C durch

MoV = Vem Z 91 @ V=V
v:do g3<m>1§m H()%

gegeben.

3. Fir Objekte F und G aus Dy sowie V aus C ist der Assoziativititsisomorphis-
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mus ag,gy durch die Kommutativitit von

((%,9),V)
F(m) ® §(n1) @ -+ ® G(ny) ® VEN — W) (g 6y 6y
ldg(m) ®¢S(L(sm))(9(n1), cee S(nm), V®n1, ... ,V®nm) Qg GV
Fm) @ G(m) @V @+ @ G(nm) @V Gevy Je@ov)
(mina,...,nm)
fir m,n,n1,...,nym € N mit ny + --- + n,, = n charakterisiert. Hierbei sind
die beiden waagerechten Morphismen die kanonischen Morphismen. D

Definition 2.4.4. Sei O eine Operade iiber C. Die Kategorie der O-Algebren ist
durch die Kategorie oC der 9O-Linksmoduln in C gegeben.

Bemerkung 2.4.5. Sei (A, I,®,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M, ®, a, \)
eine A-Linkskategorie. Dann induziert der Bifunktor ® : A x M — M einen Funktor
€: A — MM = Funk(M, M). Werden zudem ¢q : idyg — E(I) und oA, B) :
E(A) o &(B) — E(A ® B) fiir Objekte A, B € A durch

wo(M) =Xy} M —TIoM
bzw.
p2(A, B)(M) = oyl AG(BOM) = (A® B) o M

erklart, so ist (&, o, p2) ein Tensorfunktor.

Damit induziert £ einen Funktor von der Kategorie der Monoide in A in die
Kategorie der Monaden iiber M. Jedem Monoid (A, pa,n4) in A wird dabei die
Monade

(E(A) = A® —, pecay := E(pa) o p2(A, A), necay = E(na) © o)
zugeordnet. Konkret ist also
Neay(M) = (na ®idy) oAy : M — A0 M

und
peay(M) = (pa©idy)oayly A (AOM) - Ao M

fiir Objekte M aus M. Ferner stimmt die Kategorie der A-Linksmoduln in M mit
der Kategorie der Algebren iiber der Monade E€(A) iiberein.

Wendet man diese Bemerkung auf die D,-Linkskategorie C an, so ist damit ins-
besondere erklirt, was die zugehorige Monade einer Operade ist. Fiir die assoziative
Operade 2 ist die zugehorige Monade €(2A) durch die folgenden Daten beschrieben.
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1. Der Endofunktor £(A) : C — C ist auf Objekten durch

VHQLQV:HIZ,” ® Vem
I1Z,

gegeben und ganz entsprechend fiir Morphismen erklért.
2. Auf einem Objekt V' aus C ist die Einheit ng g durch

(V)

®id
v N1z, Vv 12,0V P1 AoV
definiert. Hierbei bezeichnet pg V) Zm @ VO™ 5 AV den kanonischen

Morphismus, d.h., pg V) st gleich der Verkettung einer Inklusion in ein Ko-

produkt mit einem Differenzkokernmorphismus.

3. Die Multiplikation pggy(V) = (,um@idv)oagllﬂ v ist durch die Kommutativitét
des Diagramms

(2L,(2LV))
12 @12y, QVE @ ... QI Z,, & VEm (min e 1im) A0 RAV)
idrz,, ©5(L(sm) I Znys - 1 23, VE™, L VEMm) T gy
12 @12y, & - Q1Z,, @V (DY) R_AXKA) OV
‘ (m;nly---ynm) ‘
Mmooy @ dyen 2@ idy
p(QL,V) l
17, @ Ven = A0V

fir m,n,n1,...,Nym € N mit ny; 4+ - - - + n,, = n charakterisiert.

Die assoziative Monade A = (T, ua, na) aus Abschnitt 1.2 kann wie folgt gewéhlt
werden. Der Endofunktor T : C — C ist auf Objekten V durch J(V) = [[, V®"
definiert. Werden die Inklusionen in das Koprodukt mit ¢, (V) : V& — T(V) be-
zeichnet, so ist die Einheit der Monade A durch na (V') := ¢1(V') gegeben. Schliefllich
ist die Multiplikation pa durch die Gleichung

pA(V) 0t (T(V)) 0 (tn, (V) @ -+ @ 1y, (V) = t0(V)

fir m,n,n1,...,ny, € Nmit ny 4+ - - - + n,, = n festgelegt.
Der Endofunktor €(2() ist nun offensichtlich isomorph zum Funktor T. Ein solcher
Isomorphismus wird von der Familie
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von Morphismen geliefert. Diese Morphismen lassen sich auch durch
Ya(V) oun(V) = pgl,v) © (Nrz,, @ idyem)

charakterisieren. Im Fall m = 1 besagt diese Gleichung aber gerade, dass Vo na =
Neea gilt, d.h, der natiirliche Isomorphismus Wy : T — &(2A) bildet die Einheit der
assoziativen Monade auf die Einheit der Monade €(2() ab.

Damit also A und () als Monaden via Wg isomorph sind, ist noch zu zeigen,
dass Wy mit der Multiplikation vertraglich ist. Seien dazu m,n,nq,...,n,; € N mit
ni+- -+ ny, = n. Das Tensorprodukt in der Endofunktorkategorie von Wg mit sich
selbst ist an der Stelle V' durch

(idg OPy(V)) o Ug(T(V)) : T(T(V)) — A0 T(V) — A0 (™A V)
gegeben. Hierfiir gilt

(ide ©T(V)) 0 To(T(V)) 0ty (T(V)) © (t0y (V) @ -+ @ 1y, (V)

= (idQl Q\I/Ql(v)) OP(Q[ TV o (7712m ® id‘I(V)®m) o (Lm(v) & Qlny, (V))
(Q(,Ql@V) (idIZm ®\I’Ql(v)®m) © (mzm & Lnl(v) X & lny, (V))

= pINV) 6 (id; 7, @p*V) @ - @ pY))

O (M2 ® Mizgy, @idyen @+ @ Miz,,, @ idyenm )
(A,(=A,V))

(i1 et

) © (12 © M1z, @ idyen @ @ 1yz,, @ idysnm ).

Dabei wurde bei der ersten und dritten Gleichheit die Charakterisierung von Wy
verwendet. Die zweite Gleichheit gilt nach Definition des Tensorproduktes ®, und bei
der letzten Gleichheit wird eine Beziehung zwischen den kanonischen Morphismen

ausgenutzt.
Dass Wy mit der Multiplikation vertréiglich ist, zeigt nun die folgende Gleichungs-
kette.

Ua(V) o pa(V) 0 11 (T(V)) 0 (Lm(v) Q- ® an(V))
= \I]Ql( ) ln V) (Q( V) (njzn & idv@n)

p( Yo (lu(mm,m, M) ® ldV®") (nlzm ® 120, & O Mizy,, © idV@n)
= p1(1 V) © (lu(mm;m,---,nm) ® ldV®") 0 (nlzm ® Nrzn, Q- Q Mz, ® idV@n)
o (idl @S (L(sm)) (1. .., 1, V®n17...,V®nm)*1)

2A .
p( V) (lu(m o 7nm) ® 1dv®n)

o (id,zm DS (L(5m)) (1 Zns -+ s Ty, VE™, . ,V®”’”)_1)

(T]IZm o2y nIan & idV®n1 Q& Nz, & idv®nm)

= peca (V) OP&% ,V)} ) © (12 © N1z, @ idyen @+ @1z, @ idyenm)

= ey (V) o (ida ©¥a(V)) o T (T(V)) 0t (T(V)) © (10, (V) @ -+ @ 11y, (V)
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Hierbei wurden bei der ersten, zweiten und sechsten Gleichheit die Charakteri-
sierungen von pa, Vo bzw. pgwy benutzt. Die dritte Gleichung ergibt sich aus
ﬁ?‘mmhm,nm)(em, €nys---1En,,) = €n. Bel der vierten Gleichheit wurde benutzt, dass
in einer gezopften strikt monoidalen Kategorie die Zopfung gleich der Identitét ist,
falls eines der beiden Argumente das Einsobjekt I ist. SchlieBlich gilt die fiinfte
Gleichung aufgrund der Natiirlichkeit von ¢S (L(s,,)), und bei der letzten Gleichheit
wurde die vorstehende Identitét verwendet.

Satz 2.4.6. Die zur assoziativen Operade 2 gehirige Monade E(A) ist isomorph zur
Monade A = (T, ua,na) aus Abschnitt 1.2. O

Die Kategorie C kann als C-Linkskategorie aufgefasst werden. Dann ist C aber
auch eine Linkskategorie iiber der Unterkategorie Cs. Falls C als Cs-Linkskategorie
abgeschlossen ist, lassen sich Endomorphismenoperaden iiber C bilden. Mit diesen
konnen dann Algebren iiber Operaden durch Operadenmorphismen beschrieben wer-
den. Hierauf soll nun néher eingegangen werden. Dazu werden zunéchst abgeschlos-
sene Linkskategorien ganz allgemein betrachtet.

Definition 2.4.7. Sei (A,®,1I,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M, ®,a, \)
eine A-Linkskategorie. Dann heifit M abgeschlossen, falls fiir jedes Objekt M aus
M der Funktor — ® M : C — M einen Rechtsadjungierten besitzt.

Bemerkung 2.4.8. Nach [Mac72, IV.1 Satz 2] ist eine A-Linkskategorie M ge-
nau dann abgeschlossen, wenn fiir alle Objekte M und N aus M ein Objekt
hom 4 (M, N) = hom(M, N) aus A sowie ein Morphismus

VA(M,N) =9y N :hom(M,N)o M — N

aus M existieren, so dass es zu jedem Morphismus f: A® M — N aus M genau
einen A-Morphismus h : A — hom(M,N) mit f = Yy n o (h ® idpy) gibt. Das
Objekt hom(M, N) wird auch als inneres Hom-Objekt bezeichnet, und 957 n heifit
Auswertungsmorphismus.

Fiir Morphismen f : N — M und g : U — V aus M sei der A-Morphismus
hom(f, g) : hom(M,U) — hom(N, V) durch

In,v o (hom(f,g) ®idn) = goInmu o (idnemr,v) ©f) (2.17)

definiert. Dann ist hom : M x M — (C ein Funktor. Ferner ist der Funktor
hom(M,—) : M — C rechtsadjungiert zum Funktor — ® M : C — M. Dabei ist
die Koeinheit dieser Adjunktion durch ¥ 4(M, —) gegeben. Somit entsprechen sich
unter dem zugehorigen Adjunktionsisomorphismus

M(A® M, N) 2 A(A, hom(M, N)) (2.18)

die Morphismen h : A — hom(M,N) und f:=9ynyo(h@idpy): AOM — N.
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Das Endomorphismenobjekt end (M) := hom(M, M) ist nun auf eindeutige Wei-
se ein Monoid, so dass durch den Auswertungsmorphismus ¥ 7, ps eine Linksoperation
von end(M) auf M definiert ist.

Satz 2.4.9. Sei (A, ®,1,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M,®,a, \) eine ab-
geschlossene A-Linkskategorie. Fir ein Objekt M aus M seien die Morphismen
Pend(nr) : end(M) @ end(M) — end(M) und Nenq(rry : I — end(M) durch

19M,M o (:U'end(M) ® ldM) = 19M,M o (idend(M) ®19M,M) o aend(M),end(M),M (219)
bzw.
Inm © (Mena(ary @ idar) = Aur (2.20)
definiert. Dann ist (end(M), end(r)s Mend(pr)) €in Monoid in A.

Beweis. Als Abkiirzungen werden ¥ := Jp s, p 2= flend(ar) und 1 = Nenq(rr) Ver-
wendet. Dann gilt

Yo (:LL © ldM) © ((:U' & idend(M)) O] ldM)

2.19) . . . .
= "vo (1dend(M) ©Q9) © Qend(M),end(M),M © ((,LL ® 1dend(M)) © ldM)

¥ 0 (idena(ary @9) o (1 ® (idena(ar) ©1dar)) © Cend(M)@end(M),end(M), M

= Do (peidy) o ((dena(rr) @ idend(ar)) @ U) © Cend(n)zend(M),end(M),M

2.19 . . .
( = : Jo (Idend(M) 619) © Qend(M),end(M),M © ((ldend(M) ® 1dend(M)) © 19)

O Qend(M)®end(M),end (M), M
= vo (idend(M) ®’l9) ° (idend(M) G(idend(M) ©Q9))
O Qend(M),end(M),end(M)OM © Xend(M)®end(M),end(M),M -
Ganz analog ergibt sich
Yo (H O] 1dM) © ((idend(M) ®,U') © ldM) © (aend(M),end(M),end(M) © ldM)
=do (idend(M) 619) o (idend(M) G(idend(M) 619))
0 (idend(m) @end(M),end(M),M) © Cend(M),end(M)@end(M),M

0 (@end(M),end(M),end(M) @ idar)-

Nach dem Pentagonaxiom (2.14) stimmen die beiden obigen Ausdriicke iiberein. Mit
der universellen Eigenschaft von 9 folgt hieraus

wo (:u’ ® ld) =po (ld ®:U’) O Qend(M),end(M),end(M)-

Somit ist die Multiplikation p assoziativ.
Die Einsaxiome lassen sich dhnlich beweisen. Dabei gehen die Dreiecksaxiome
(2.15) und (2.16) ein. O
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Satz 2.4.10. Sei (A,®,I,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M,®,a,\) eine
abgeschlossene A-Linkskategorie. Ferner sei (A,pa,ma) ein Monoid in A, M ein
Objekt aus M und~y : A©OM — M ein Morphismus. SchliefSlich sei f : A — end(M)
der eindeutig bestimmte A-Morphismus mit Oprar o (f @ idar) = 7.

1. FEs gilt genau dann v o (na @ idyr) = Ay, wenn fong = Nend(M) 18T
2. Die Gleichung vy o (pa ®@idy) =y o (ida ©@y) o a4 m ist genau dann erfillt,
wenn f o pa = penaar) © (f ® f) gilt.
Insbesondere ist (M, ) genau dann ein A-Linksmodul, wenn f ein Homomorphismus

von Monoiden ist.

Beweis. Aufgrund der Definitionsgleichungen von f und ne,q(ar) gelten
Ym0 (f ©@idar) o (na ©@idar) = v o (na ©idy)

und 9z, © (Mena(ary @ idar) = Apr. Somit folgt aus f o na = Nena(ar) die Gleichung
~vo(na®idyr) = Apr. Nach der universellen Eigenschaft des Auswertungsmorphismus
Yar,m gilt aber auch die Umkehrung. Damit ist die erste Behauptung gezeigt.

Fiir die zweite Aussage werden die beiden Gleichungen

Yarm o (f ©idar) o (na ©@idar) =y o (pa ©idar)

und

O © (fenaary © idar) o ((f © f) ©@idar)

= 91,01 © (idend(ary OVa1,01) © Cend(ar)end(ary,mr © ((f ® f) © idag)
= Oar,01 © (Idena(ary ©0nsar) © (f © (f ©idar)) o aaam

=y mo(fOy)oasan =70 (ida®y)oaaanm

herangezogen. Hieraus ergibt sich ganz analog zur obigen Argumentation die zweite
Aquivalenz. Oder anders ausgedriickt: Unter dem passenden Adjunktionsisomorphis-
mus (2.18) entsprechen sich f opa und yo (ua ©idas) sowie pena(ary © (f @ f) und
vo(ida ®y)oaa, a m. Somit gehen die beiden Gleichungen mittels dieser Adjunktion
auseinander hervor. O

Satz 2.4.11. Sei (A,®,I,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M,®,a, ) eine
abgeschlossene A-Linkskategorie. Ferner sei (A,pa,na) ein Monoid in A sowie
(M,~ynr) und (N,yn) A-Linksmoduln in M. Die zugehdérigen Monoidhomomorphis-
men seien mit for : A — end(M) bzw. fn : A — end(N) bezeichnet, d.h., fyr und
fn sind durch Oy o (far ©@ida) = yu bzw. v no(fv ©@idn) = yn charakterisiert.

Dann st ein Morphismus g : M — N genau dann ein Homomorphismus von
A-Linksmoduln, d.h., g erfillt vy o (idg ®g) = g o yar, wenn

hom(idas, g) o fmr = hom(g,idn) o fn

gilt. Existiert ferner ein Differenzkern h : B — A won hom(ids,g) o far und
hom(g,idy) o fn in A, so ist B ein Untermonoid von A.
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Beweis. Die zu hom(ids, g) o far und hom(g,idy) o fx adjungierten Morphismen
aus M sind

Yp,n o (hom(idas, g) ® idas) o (far @ idar)
2.17) . (2.21)
= gO’l?M’MO(fMQIdM):gO'yM
und
Yu,n o (hom(g,idn) @ idar) o (fv ©idar)
2.17) . (2.22)
= Inno(fn©g) =N o (ida@g).

Somit sind die beiden angegebenen Gleichungen &quivalent zueinander, da sie sich
unter dem Adjunktionsisomorphismus entsprechen.

Sei nun h : B — A ein Differenzkern von hom(id s, g) o far und hom(g,idy)o fn.
Damit B ein Untermonoid von A ist, muss gezeigt werden, dass sowohl 4 : I — A
als auch pgo (h®h) : B® B — A iiber h faktorisiert. Nach Definition von h als
Differenzkern sind hierfiir

hom(idas, g) © far ona = hom(g,idn) o fy ona

und
hom(idys, g) o far o pa o (h® h) = hom(g,idy) o fxy opa o (h® h)

zu zeigen. Es werden nun jeweils die zugehorigen adjungierten Gleichungen in M
bewiesen, die wegen (2.21) und (2.22) sowie der Natiirlichkeit der Adjunktion durch

goymo (na®@idy)=yno(na®g)
und
govmo (pa®@idy) o ((h®@h)@idy) =yn o (ua ©g)o ((h®h) ©idy)
gegeben sind. Die erste Gleichung ist nun wegen
goymo(na®idy) =goAy =Ayo(id©g) =yvo(na®g)

erfiillt, wobei fiir die erste und letzte Umformung die Einsaxiome der Moduln M
und N verwendet wurden, wiahrend die zweite Gleichung aufgrund der Natiirlichkeit
von A gilt.

Zum Nachweis der zweiten Gleichung sei zunichst angemerkt, dass

hom(ids, g) o far o h = hom(g,idy) o fxyoh
nach Definition von h gilt. Die hierzu adjungierte Gleichung in M lautet

goyymo(h®idy) =yno (h® g). (2.23)
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Dann ist aber

goymo (pa ®@idp) o ((h®h) ®idpy)
goym o (ida ®yar) o aaanm o ((h®h) ©idar)
= goymo (idaOym)o (h® (h@idw)) o appum

2.23 _ . .
G2 v o (h®g) o (idp Oyar) o (idp ©(h @ idar)) o e B

2.23 .
(4:2%) v o (ida @yn) o (RO (h©® g)) o appm
= Ay o (ida@yn)oagano (h@h)Og)

= yvo(pa®@g)o((h®h)@idu).

Hierbei wurde bei der ersten und letzten Gleichung die Assoziativitat der Modulope-
rationen benutzt. Ferner geht bei der zweiten und fiinften Umformung die Natiirlich-
keit von « ein. O

Korollar 2.4.12. Sei C als Ds-Linkskategorie abgeschlossen. Dann existiert zu je-
dem Objekt M aus C eine Endomorphismenoperade End(M ), die vermdge des Aus-
wertungsmorphismus ¥ = Iy 2 EM(M) © M — M universell auf M operiert,
d.h., ist O eine Operade und vp; : O © M — M eine Operation, so gibt es genau
einen Morphismus fyr : O — End(M) von Operaden mit ypr = 0 o (far © idar).

Ist (N,vyn) ein weiterer O-Modul aus C mit zugehdrigem Operadenmorphismus
fn O — End(N), soist ein C-Morphismus g : M — N genau dann ein Morphismus
von Moduln, wenn homop, (idas, g) o far = homp, (g,idxN) o fn gilt. Diese Bedingung
muss nur auf einem ,FErzeugendensystem® von O uberprift werden. U

Es ist nicht unbedingt notwendig zu zeigen, dass C als D,-Linkskategorie abge-
schlossen ist. Vielmehr folgt dies schon, falls C als C,-Linkskategorie abgeschlossen
ist. Dies soll nun gezeigt werden.

Lemma 2.4.13. Sei (A, ®,1,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (M,®,a, \) ei-
ne abgeschlossene A-Linkskategorie. Ferner sei (A,ua,n4) ein Monoid in A und
(M,~pr) ein A-Linksmodul in M. Wird fiir ein Objekt N aus M der A-Morphismus
Phom(M,N) : hom(M, N) ® A — hom(M, N) durch

Ipr,N © (Phom(ar,ny @ idar) = Inr N © (idpom(ar,n) OVM) © Qhomamr,Ny,am (2:24)

definiert, so ist (hom(M, N), ppom(ar,n)) €in A-Rechtsmodul in A.

Ist des Weiteren (U, py) ein A-Rechtsmodul in A, so ist ein A-Morphismus
f: U — hom(M,N) genau dann A-rechtslinear, wenn der zugehdrige adjungier-
te Morphismus g := Oy N o (f ©idy) die Gleichung

go (py ®idy) = g o (idy @yar) 0 v am (2.25)

erfillt.



78 Kapitel 2. Operadenbeschreibung

Beweis. Damit (hom(M, N), ppom(ar,n)) ein A-Rechtsmodul in A ist, miissen das
Einsaxiom und die Assoziativitéit gezeigt werden. Da es sich hierbei um Identitdten
von Morphismen mit Ziel hom(M, N) handelt, konnen genauso gut die zugehori-
gen adjungierten Gleichungen bewiesen werden. Mittels der Definitionsgleichung von
Phom(M,N) Sowie der Axiome der A-Linkskategorie M lassen sich diese Gleichungen
auf das Einsaxiom und die Assoziativitéit von (M, ~yys) zuriickfithren. Diese Rech-
nungen sind kanonisch und sollen deshalb nicht im Detail durchgefiihrt werden.

Exemplarisch soll hier nur auf die Charakterisierung der A-rechtslinearen Mor-
phismen f : U — hom(M, N) eingegangen werden. Es gelten

Yar,n o (f ©idar) o (py ©@idyr) = g o (pr ©idar)
und

Ia1,N © (Prom(r,n) @ idar) o ((f @ id4) © idpy)

(2.24) . . :
= " Ip,N © (idhom(m,N) OYM) © Ohom(M,N),A,M © ((f ®ida) © 1dM)

= Yuno(fOvm)oayam =go (idy ®ym) o ay.am-

Somit ist die Gleichung f o pu = ppom(as,ny © (f ®ida) adjungiert zu (2.25), was die
Behauptung liefert. O

Satz 2.4.14. Fulls C als Cs-Linkskategorie abgeschlossen ist, so ist C auch als Ds-
Linkskategorie abgeschlossen. Fir Objekte M und N aus C kinnen die inneren Hom-
Objekte und Auswertungsmorphismen dabei wie folgt gewdhlt werden.

1. Die n-te Komponente von homp, (M, N) € Dy ist durch
homp, (M, N)(n) := home, (M®", N)

definiert. Dabei ist die Rechtsoperation von I[Z, auf diesem Objekt gemdfS dem
vorstehendem Lemma durch diejenige Linksoperation von IZ, auf M®™ gege-
ben, die von der Zopfung induziert wird.

2. Der Auswertungsmorphismus Up,(M,N) : homp (M, N)® M — N ist durch
19'DS (M, N) o pglhomos (M,N)7M) — 1903 (M®n, N)
charakterisiert, wobei fiir ein Objekt F aus Ds mit

pM s F(n) @ MO — F(n) @ M - [[F(m) @ M*"=F oM
1Z, m 1Zy,

der kanonische Morphismus bezeichnet ist.

Ferner gilt dann homop,(f,g)(n) = home, (f®",g) fir Morphismen f: N — M und
g:U —V aus C sowie n € N.
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Beweis. Es ist zu zeigen, dass der Auswertungsmorphismus dp, (M, N) die geforderte
universelle Eigenschaft besitzt. Dazu sei ein Objekt F aus D sowie ein C-Morphismus
f:FOM — N gegeben.
Fiir die Eindeutigkeitsaussage wird nun angenommen, dass ein D¢ -Morphismus
¢ : F — homp, (M, N) mit 9p (M, N) o (¢ ®idp) = f existiert. Dann gilt
oM = 9p,(M,N) o (p @ idar) 0 p7M)
= 9, (M, N) 0 "> MM o (o(n) @ idyren)
= ¢, (M®",N) o (p(n) @idpen).
Durch diese Gleichung ist aber ¢(n) eindeutig festgelegt, da ¥¢, (M®™, N) nach Vor-
aussetzung die universelle Eigenschaft aus Bemerkung 2.4.8 besitzt.

Zum Nachweis der Existenz eines Dg-Morphismus ¢ : § — homp (M, N) mit
Up,(M,N) o (¢ ®idps) = f werden nun umgekehrt die Komponenten von ¢ durch

Je,(M®", N) o (p(n) ® idysen) = f o pi™*"
definiert. Zunichst sei angemerkt, dass ¢(n) nach dem vorstehenden Lemma 17,,-
rechtslinear ist, da die entsprechende Version von Gleichung (2.25) erfiillt ist. Dies
ergibt sich aus der Tatsache, dass pg’M) o (pg(n) ®@idpren) = pf’M) o (idg(n) @yaren)
nach Definition von p%?’M) gilt, wobei pg(,) und ypren die Rechts- bzw. Linksopera-

tion von 17, auf F(n) bzw. M®" bezeichnen. Somit ist ¢ : F — homp_ (M, N) ein
Morphismus aus Ds. Analog zur obigen Rechnung ergibt sich nun

FopTM = (M, N) o (p(n) ®idpen)
= Op, (M, N) 0 p™Ps MMM o (o) @ id pyen)
=, (M, N) o (p ®idp) o plT:M),

woraus Up,(M,N) o (p ®idps) = f folgt. Somit ist C als Ds-Linkskategorie abge-
schlossen.

Zum Nachweis der letzten Behauptung seien f : N — M und g : U — V
Morphismen aus C sowie n € N. Dann sind home, (f®, g) und homp, (f, g) durch die
Gleichungen

Ve, (N®", V) o (home, (f¥", g) ® idyen)
= go e, (M, U) o (idhome, (pon,uy @)

bzw.
797-75 (Nv V) o (homDs (fv g) © ldN) =go 197-75 (M7 U) © (idhom»ps (M,U) ®f)
definiert. Hiermit ergibt sich

Je, (N, V) o (homp, (f, g)(n) ®idyen)
— 9p,(N,V) o pglhomDs (N,V),N) o (hornDS (f,9)(n)® idN®")
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= Jp,(N,V)o (homDS (f,q9) ® idN) ° pglhompS (M,U),N)
(homp, (M,U),N)

=govp,(M,U)o (idhomDS(M,U) @f) 0 Pn
= godp, (M, U) o pi™" WM o (idy oy @F57)
= g oV, (M®",U) o (idpome, e,y ")
= ¢, (N®",V) o (home, (f®", g) ® idyen),

woraus homp_(f, g)(n) = home, (f®", g) folgt. O

Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich insbesondere auf die Kategorie yD§ der
Yetter-Drinfeld-Moduln anwenden.

Satz 2.4.15. Sei C := YDE. Dann ist C als C,-Linkskategorie abgeschlossen. Dabei
konnen die inneren Hom-Objekte und Auswertungsmorphismen fiir Objekte M und
N aus C wie folgt gewdhlt werden.

1. Das innere Hom-Objekt hom(M, N) ist durch den Vektorraum YDE (M, N)
der Yetter-Drinfeld-Morphismen M — N gegeben, der beziiglich der trivialen
Modul- und Komodulstruktur ein Objekt aus Cg ist.

2. Der Auswertungsmorphismus 9pr,n : hom(M,N) ® M — N st durch die
Zuordnung f @ m— f(m) festgelegt.

Beweis. Fiir f € hom(M,N), m € M und h € K gelten

"9M,N((f ® m) : h) = ’l9M7N(f . h(l) &m - h(2)) = 29M7N(f6(h(1)) X m - h(Q))
=y (f® (m-h)) = f(m-h)=f(m) h=0yn(f@m) h

und

D ((f @ mg) @ (f @m)y = O (fio) @ mpo)) ® fruympy
= Iu N (f @ mp) @ mpy = f(mg) @ mpy = f(m) @ f(m)py
= 19M7N(f ® m)[o} & 19M,N(f b2y m)[l]-

Somit ist ¥, n ein Homomorphismus von Yetter-Drinfeld-Moduln.

Es bleibt noch zu zeigen, dass U7,y die universelle Eigenschaft aus Bemerkung
2.4.8 besitzt. Dazu sei ein Objekt U aus C; und ein Yetter-Drinfeld-Homomorphismus
f:U® M — N gegeben. Dann ist zu zeigen, dass es genau einen Cg-Morphismus
g :U — hom(M,N) mit f =3Iy no(g®idyr) gibt. Diese letzte Gleichung ist genau
dann erfiillt, wenn f(u ® m) = g(u)(m) fir alle w € U und m € M gilt. Hierdurch
ist aber g eindeutig festgelegt.

Umgekehrt wird durch g(u)(m) := f(u®@m) fir u € U und m € M eine k-lineare
Abbildung g : U — Homg (M, N) definiert. Dann ist noch zu zeigen, dass g(u) fir
alle v € U ein Homomorphismus von Yetter-Drinfeld-Moduln ist. In diesem Fall
kann g ndmlich als Morphismus U — yDg(M , N) aufgefasst werden. Zudem ist
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dieser Morphismus als k-lineare Abbildung dann auch in C4 enthalten. Da U nach
Lemma 2.1.3 die triviale Modul- und Komodulstruktur besitzt, gelten fiir u € U,
méeMund h € K

gu)(m-h) = f(u® (m-h)) =f((u®@m)-h)=flu®@m)- h=gu)(m)- h

und

g(u)(myg) @ mpy = f(u®mpg) @mpy = f(ujp @ mp) @ ugymp
f(w@m)g) @ (u@m)p = fu@m)g ® flu®m)y
= g(u)(m)j @ g(u)(m)p-

Damit ist die Behauptung gezeigt. U

Bemerkung 2.4.16. Im Fall C = yD§ ist C also als Cs-Linkskategorie abgeschlos-
sen. Wegen Satz 2.4.14 ist C dann auch als Ds-Linkskategorie abgeschlossen. Somit
existiert nach Korollar 2.4.12 zu jedem Objekt V' aus C eine Endomorphismenope-
rade End(V). Konkret ist diese Operade durch folgende Daten gegeben:

1. Die n-te Komponente von €nd(V) ist €ndo(V)(n) = YDE(VE" V). Dabei wird
die Rechtsoperation von kZ,, auf diesem Objekt durch die Linksoperation von
kZ, auf V® induziert, d.h, o € Z, operiert auf f € YDE(V®" V) durch

fo=fopan(o).

2. Die Einheit V) . k — é&nd(V)(1) = YDE(V, V) ist durch n®V)(1) = idy
festgelegt.

3. Fir m,n,n1,...,nym € N mit n;y + --- + n,, = n ist die Multiplikation
Eno(V)

. ein Morphismus
(msni,enm)

YDEWwE™ vy yDEWVE V) g ... @ yYDEWVE ™ V) - yDEWE" V),

derdurchg® f1® - @ frn—go (f1 ® -+ ® fp,) definiert ist.

Schlieflich ergibt sich aus dem vorstehenden Satz, dass fiir C = YDE der innere
Hom-Funktor der Cs-Linkskategorie C ein gewShnlicher Hom-Funktor ist. Somit gilt
home, (f,g)(h) = go ho f fiir Yetter-Drinfeld-Morphismen f: N — M, h: M — U
und g : U — V. Nach Satz 2.4.14 ist dann

homp, (f, g)(n)(k) = home, (f*",g)(h) = goho f*"

fiir n € N sowie Morphismen f: N — M, h: M®® - U und g: U — V.
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2.5 Lie-Operaden

In diesem Abschnitt wird die Kategorie y@ﬁ der Yetter-Drinfeld-Moduln iiber der
Hopfalgebra K als Grundkategorie C verwendet. Ferner sei Z ein reflexives Zopf-
gruppensystem, iiber das C = ypg faktorisiert.

Da yD§ eine k-lineare Kategorie ist, induziert die Zopfung fiir jede natiirliche
Zahl n und jedes Objekt V aus ypﬁ eine Darstellung

Aven = A2 - kB, — Ende(VE").

Mit dem bisherigen Formalismus lésst sich das Bild eines Gruppenelementes b € B,
durch Ayon(b) = ¢S (b)(V,...,V) beschreiben. Diese Darstellung faktorisiert iiber
kZ,. Die durch diese Faktorisierung definierte Darstellung kZ,, — End(V®") werde
auch mit Ayen = )\H{‘/Z@"n bezeichnet.

Falls das Zopfgruppensystem Z endlich ist, soll nun eine Z-Unteroperade der as-
soziativen Operade definiert werden, deren zugehorige Monade isomorph zur Monade
L aus Abschnitt 1.4 ist. Dazu ist insbesondere fiir jedes n € N ein kZ,,-Untermodul
£(n) = £z(n) von A(n) = kZ, zu definieren, so dass fiir jedes Objekt V aus YDE

P em) o ver

oot kZm
natiirlich isomorph zur freien Lie-Algebra L(V) ist. Die freie Lie-Algebra L(V) ist
dabei gleich der Lie-Algebra der primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V'). Somit
ist es notwendig, die primitiven Elemente der Tensoralgebra zu charakterisieren.

Die Tensoralgebra T(V) besitzt eine Graduierung, bei der die Elemente vom

Grad n durch T,(V) := V®" gegeben sind. Hierdurch wird eine Graduierung auf
T(V) ® T(V) induziert. Die homogenen Elemente vom Grad n sind dabei durch

(T RTV)), = B Tn(V)@Tn(V)

ni+n2=n

gegeben. Beziiglich dieser Graduierungen ist sowohl die Komultiplikation Ay als
auch id ®ng(y) + 13y ®id graduiert. Somit bilden die primitiven Elemente P(T(V'))
einen homogenen Untermodul von T(V'). Wird mit P, (T(V)) := P(T(V)) N T, (V)

der Untermodul der primitiven Elemente vom Grad n bezeichnet, so gilt
P(T(V)) = P Pu(T(V)).

Deshalb geniigt es, die primitiven Elemente in T, (V) zu bestimmen. Dafiir werden
explizite Formeln fiir die Komultiplikation der Tensoralgebra bend6tigt. Hierbei treten
Mischpermutationen auf.

Definition 2.5.1. Seien k,l € N und n := k + [. Eine Permutation s € 5,, heifit
(k,1)-Mischpermutation, falls s~1(i) < s71(j) fiir alle i < j < kund k < i < j gilt.
Die Menge aller (k,l)-Mischpermutationen wird mit Sy, ; bezeichnet.
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Mit den Mischpermutationen kénnen nun die Elemente

Ski:= Y L(s) kB,

SGS}C,[
fir k,I,n € N mit k + [ = n definiert werden. Ferner sei fiir n > 0
Sy :=={Sk|k+1=nund &, > 0}

sowie J, das von &,, erzeugte Linksideal in kB,,. Benttigt werden auch noch die
Zopfgruppensymmetrisierer

Sni= Y L(s) € kBy.

SESH

Die Elemente Sj; und S,, erfiillen nun die Rekursionsformeln

Sno0=Son=éen (2.26)
Sky = (Sku—1®er) + (e—1 ® 71) (Sk—1,4 ® €1) (2.27)
= (€1 ® Sk—1,) + (T1x ® e1-1) (€1 ® Spy—1) (2.28)
bzw.
So=¢e0, S1=¢1 (2.29)
Sk+1= (Sk ®S1)Sky (2.30)

fir k,I,n € N mit k,1 > 0 [Sbg96].

Bemerkung 2.5.2. Seien k,[,n € N mit k41! = n. Dann ist eine Mischpermutation
s € Sk, schon vollstindig durch die Menge I der Urbilder s71(1) < --- < s71(k)
bestimmt. Die zugehorige Mischpermutation lasst sich auch als

s =5 (s, ) (xr(1),1 = xr(1), ..., xr(n), 1 — x1(n))

schreiben, wobei x die Indikatorfunktion der Menge I bezeichnet. Es gibt also insbe-
sondere (Z) (k,1)-Mischpermutationen in S,,. Diese werden durch die k-elementigen
Teilmengen von {1,...,n} beschrieben.

Bemerkung 2.5.3. Seien k,l,n,r,m1y,...,m, € Nmit r > 0und k+1 =n =
m1 + -+ +m,. Dann kann Sy ; auch als

Z (pg(L(STTl))(khml - kl? cee 7k7"7m7’ - kT’)(Slﬁ,mlfkl Q- ® Skr,m'r*kr)

kl “l"‘l’kr:k
ki<m;

geschrieben werden. Anstatt ndmlich bei der Erzeugung der (k,1)-Mischpermutati-
onen die Urbilder von 1,...,k aus {1,...,n} jeweils in einem Schritt auszuwihlen,
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kann man auch wie folgt vorgehen. Zunéchst werden kq,..., k. mit k1 +---+ k. =k
und k; < m; gewdhlt. Anschlieend werden k; Elemente aus der m;-elementigen
Menge

{m1+---+mi_1—i—l,...,ml—l—---—i—mi}

ausgewéhlt. Daraus ergibt sich die obige Darstellung.

Lemma 2.5.4 ([Sbg96, Theorem 2.7]). Sei V' ein Objekt aus YDE. Die Inklu-
sionen in die Tensoralgebra seien mit 1,(V) : V™ — T(V) bezeichnet. Dann ist die
Komultiplikation A der Tensoralgebra T(V') durch

Aouwp(V) = Z (Lm (V) ‘nz(v)) ° XV®” (Snins)

ni+n2=n

charakterisiert. ]

Korollar 2.5.5. Sei V' ein Objekt aus y’D% und n > 0. Dann gilt
Po(T(V)) = Annje.(Sy,) = {x € V¥ |sx =0 fiir alle s € &,},

d.h., die Menge der primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V') vom Grad n ist
gleich dem Rechtsannullator von &,, in VO™,

Beweis. Die Menge der primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V') vom Grad n
ist gleich dem Kern von

(A —id®n—-n® id) o (V) = Z (Lm(v) @ Lny (V)) o Ay@n (Sm,nz)-
ni+n2=n
ni,n2>0
Da die Bilder der (t5, (V) @ 15, (V)) © Ayen (Snine) in unterschiedlichen direkten
Summanden liegen und die ¢y, (V) ® 1, (V') injektiv sind, ist dieser Kern gleich dem
Durchschnitt der Kerne der Ayen(Sy, n,) fiir n1,n2 > 0 mit ny +ny = n. Dies stimmt
mit dem angegebenen Annullator iiberein. O

Definition 2.5.6. Sei n > 0. Fiir einen kB,,-Linksmodul M sei

P(M) := Ann};(J,,) = Ann’y,(S,)
={veM|Si;-v=0 fir alle k,l > 0 mit k + [ = n}.

Die Elemente aus P(M) heiflen primitiv oder Lie-Elemente.

Mit dieser Definition besagt Korollar 2.5.5, dass die Menge der primitiven Ele-
mente der Tensoralgebra T(V) vom Grade n gleich P(V®") ist. Somit hat man
allgemein das Problem zu 16sen, fiir einen kB,,-Linksmodul M den Raum P(M) zu
bestimmen.

Die Lie-Elemente der assoziativen Operade 2l = 2z bilden nun eine Unterope-
rade von 2.
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Satz 2.5.7. Firn € N sei

B o, falls n =0,
L(n) = L£z(n) == {p(an% falls n. > 0.

Dann ist £ eine Z-Unteroperade von 2. Diese wird als Lie-Operade bezeichnet.

Beweis. Zunéchst einmal ist £(n) ein kZ,-Untermodul der rechtsreguléren Darstel-
lung 2A(n) = kZ,,. Damit ist £ ein Unterobjekt von 2l in der Kategorie D;. Ferner
gilt £(1) = kZ; = 2(1), da &; die leere Menge ist. Also liegt die Einheit von 2
schon in £.

Es bleibt somit noch zu zeigen, dass £ unter der Multiplikation abgeschlossen
ist. Seien dazu m,n,nq,...,N;m € N mit nqy + - - - n,, = n. Dann ist

zu zeigen. Hierbei kann m,n; > 0 angenommen werden, da anderenfalls die Be-
hauptung wegen £(m) ® £(n1) ® --- ® L£(n,y) = 0 klar ist. Es kann sogar m > 1
vorausgesetzt werden, da £(1) = kZ; = k nur die skalaren Vielfachen der Einheit
enthélt, woraus /‘(Qi;n) (£(1)®L(n)) = £(n) folgt. Insbesondere gilt damit n > m > 1.

Seiennun ¢ = ) c,0 € £(m) und d; € £(n;) fiir t = 1,...,m. Als Abkiirzungen
werden nf := nz-14;) und k{ := kz-1(; verwendet. Dann gilt fir k,{ > O mit k+l =n

Sk,l M(Q(mmh___mm)(c QAR ® dm)

= chSk,l @22(0)(n1,...,nm)(d1 ® - R dp)

:an Z ¢§(L(3;L1))( (177'”(17_ (177"'7k;7n7ngn_k1%)

o kit tkm=k
ki<n;

(Sk‘i'v"i’*ki’ ®- - ® Sk;’n,nfnfk;’n)ag(g)(nh ceonp)(di @ ®dy)

—Z — o, 0 o o o o
= § Co E ¥2 (L(Sml))( 1,11 — 1""7km’nm_km)
g k1+"'+k5m:k

ki<n;

E?(O’)(nl? e 7nm)(skf1,n1—k1 ® U ® Sk‘mynm_km)(dl ® o ® dm)

Hierbei wurde bei der zweiten Umformung Bemerkung 2.5.3 und bei der letzten die
Natiirlichkeit von %2 (o) verwendet. Da d; in £(n;) enthalten ist, gilt Sk, n;,—k, di = 0,
falls 0 < k; < n; ist. Somit bleiben von der inneren Summe nur noch diejenigen
Summanden {iibrig, bei denen k; = 0 oder k; = n; fiir alle ¢ gilt. Diese Summanden
werden also schon durch die Menge I von Indizes i € {1,...,m} beschrieben, fiir
die k; = n; gilt. Ferner sind fiir diese Summanden die Sy, 5,1, jeweils gleich dem
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Einselement. Da %< ein Funktor ist, ergibt sich mit Formel (2.8) fiir die obige Summe

Z Z COGQZ(L(S;J))(”?XE(I)(l)? ng(l - XE(I)(l))7 SRR
I1C¢{1,..m} o©

. ni:k o g
el Ny Xa (1) (m)7 nm(l — Xa(I) (m)))

@f(a)(nl,...,nm)(dl ® - Qdp)

= 2. {Z o5 (P (L(5) (xo(n (1, 1 = o) (1)
R
z1)(m), 1 — X&) (m))a) (n1,... ,nm)}

(d1 @ @dp).

Es geniigt nun zu zeigen, dass fir I C {1,...,m} mit },.; n; = k die innere Summe
verschwindet. Seien dazu k' := |I| und I’ := m — k’. Wegen 0 < k < n gilt dann
0 < k' < m bzw. k',I' > 0. Hieraus folgt Sy c = 0, da ¢ in £(m) liegt. Es wird
aber benoétigt, dass sogar schon ein bestimmter Teil c¢; von Sy y ¢ verschwindet.
Zu o € Zp, gibt es genau eine (k,l')-Mischpermutation s, die () in {1,...,k’}
iiberfithrt, d.h., fiir die so(I) = {1, ..., Kk} gilt. Diese Mischpermutation ist durch

@5 (51 (Xa () (1), 1 = X (1), ... Xa(1) (M), 1 = Xa(ry (M)

gegeben. Somit enthélt

eri= Y o5 (Lls ) (o (1,1 = Xan (Ds-+ 5 Xy (1), 1 = Xa(ry (M) @

g

genau diejenigen Summanden von Sy i ¢, deren unterliegenden Permutationen die
Menge I auf {1,...,k’} abbilden. Da ¢; und Sy ; ¢ — ¢y in unterschiedlichen direkten
Summanden von kZ,, liegen, miissen sie beide schon gleich 0 sein. Wendet man aber
auf ¢; die lineare Fortsetzung von Z,, — Z,, o +— %2 (0)(n1,...,nmy) an, so ergibt
sich die obige innere Summe. U

Fiir die Lie-Operade £ gilt £(n)V®" C P,(T(V)). Somit kénnen die Elemente
aus £(n) dazu verwendet werden, um primitive Elemente zu produzieren.

Es ist allerdings moglich, dass £(n) = 0 fiir alle n # 1 gilt. Dies trifft zum
Beispiel im Fall Z = B zu, wie man wie folgt sieht. Die Zopfgruppen sind graduiert,
falls man den Erzeugern b; den Grad 1 zuordnet. Dann ist 0 der kleinste Grad, der
in den Elementen S, ; vorkommt, und die zugehorige homogene Komponente ist das
Einselement ej;. Somit kann nur 0 im Annullator von Sy ; liegen.

Dieselbe Argumentation ist fiir alle Zopfgruppensysteme moglich, die aus den
Zopfgruppen durch Hinzunahme von homogenen Relationen beziiglich der obigen
Graduierung entstehen. Insbesondere trifft dies fiir By zu. Wenn das Zopfgruppen-
system allerdings endlich ist, so kann man mit den £(n) alle primitiven Elemente
der Tensoralgebra gewinnen.
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Satz 2.5.8. Sei Z ein endliches Zopfgruppensystem. Dann ist die zur Lie-Operade £
gehorige Monade isomorph zur Monade L aus Abschnitt 1./. Insbesondere ist damit
die Kategorie Lie der Lie-Algebren isomorph zur Kategorie der £-Algebren.

Beweis. Nach Satz 1.4.3 ist die Monade L eine Untermonade von A. Ferner ist die zur
Lie-Operade gehorige Monade €(£) eine Untermonade von €(2). Die Monaden A und
& () sind nun nach Satz 2.4.6 zueinander isomorph. Somit geniigt zu zeigen, dass sich
die Untermonaden L und E(£) von A bzw. £() unter dem Monadenisomorphismus
Uy : A — E(R) entsprechen.

Mit v : £ — 2 sei der im Beweis des vorstehenden Satzes konstruierte Ope-
radenmorphismus bezeichnet. Ferner sei 0, (V) : Pp(T(V)) — VO fiir n € N der
kanonische Monomorphismus. Dann reicht zu zeigen, dass es fiir jedes n € N einen
Isomorphismus

An(V) 1 £(n) 2 VET — P (T(V))

gibt, der das Diagramm

~y(n) k(? id
£(n) k(EZQ yen _ A(n) k(EZQ yen
An(V) \ Ay en
@n
Pu(T(V)) 7o) 14

kommutativ macht.
Falls n = 0 ist, so ist durch den Nullmorphismus ein geeigneter Isomorphismus

Xo(V) : £(0) @ VE =0 —0="Py(T(V))

gegeben.

Somit ist noch der Fall n > 0 zu betrachten. Dann ist die Gruppenalgebra k7,
halbeinfach, da die Gruppe Z,, endlich ist und der Grundkorper k die Charakteristik
0 besitzt. Deshalb existiert ein idempotentes Element f’ € kZ,,, dass das Linksideal
J, C kZ, erzeugt. Dann ist f := 1 — f’ € kZ, ein idempotentes Element, das
orthogonal zu f ist. Fiir jeden kZ,,-Linksmodul M gilt damit Ann’,;(&,,) = f - M.
Insbesondere gelten also £(n) = f-kZ, und P,(T(V)) = f- V& = £(n) - VO
Somit induziert die kZ,-Linksmodulstruktur Ayen : kZ, ® VO — V& yon V&
durch Einschréinkung einen Morphismus A, (V) : £(n) ® V" — P, (T(V)). Dieser
Morphismus ist durch 6,,(V)o A, (V) = Ayen o (7(n) ®idyen) charakterisiert. Ferner
ist er surjektiv und faktorisiert iiber den kanonischen Epimorphismus

0 L(n) @ VE" — £(n) k(? yen,

Somit gibt es genau einen surjektiven Morphismus

(V) : £(n) 2 VE — P (T(V))
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mit An(V) o gn = A (V). Dieser macht das obige Diagramm kommutativ. Zudem ist
An (V) ein Isomorphismus. Das Inverse ist dabei durch die Verkettung von ¢, mit
dem Morphismus P, (T(V)) — £(n) @ VO™, 2 — f ® z gegeben. O

Dieser Satz kann also insbesondere angewendet werden, wenn die Hopfalgebra K
die Gruppenalgebra einer endlichen abelschen Gruppe G vom Exponenten m > 1 ist,
da Z = B,, ein endliches Zopfgruppensystem ist, iiber das C = y@ﬁg faktorisiert. In
diesem Fall werde die oben definierte Lie-Operade mit £, bezeichnet. Dann kann die
Kategorie Lie der Lie-Algebren als Kategorie der £,,-Algebren aufgefasst werden.



Kapitel 3

Axiomatische Beschreibung

In diesem Kapitel wird versucht, eine axiomatische Definition fiir die Lie-Algebren
anzugeben. Dazu wird im ersten Abschnitt zunéchst gekldrt, was es bedeutet, eine
Operade durch Erzeuger und Relationen zu beschreiben. Ferner wird gezeigt, dass
iiber geeigneten Kategorien eine solche Beschreibung fiir jede Operade existiert und
einer axiomatischen Beschreibung der durch die Operade gegebenen algebraischen
Struktur entspricht.

Ziel der folgenden Abschnitte ist es dann, Erzeuger und Relationen fiir die Lie-
Operade £,, zu finden. Dazu werden als Erstes Aussagen iiber den Raum P(M) der
Lie-Elemente eines kB,-Linksmoduls M bereitgestellt. Hieraus kénnen Elemente
der Lie-Operade £,, gewonnen werden, zwischen denen dann Relationen ermittelt
werden. Allerdings reichen die gefundenen Elemente nicht aus, um die Lie-Operade
zu erzeugen. Deshalb wird darauf verzichtet, eine axiomatische Definition der Lie-
Algebren anzugeben, da diese sowieso nur provisorischen Charakter haben konnte.

Am Anfang des ersten Abschnitts wird zunéichst wieder eine abelsche, gezopft
monoidale und kovollstindige Kategorie C als Grundkategorie verwendet, fiir die
der Tensorfunktor in jedem Argument additiv und exakt ist sowie Kolimites erhlt.
Zudem wird wie iiblich angenommen, dass C strikt ist.

Fiir den Schluss des ersten Abschnitts sowie die restlichen Abschnitte wird die
Kategorie YDE der Yetter-Drinfeld-Moduln iiber der Hopfalgebra K als Grundkate-
gorie gewahlt. Dabei wird die Hopfalgebra K gegebenenfalls noch weiter spezialisiert,
zum Beispiel als Gruppenalgebra einer endlichen abelschen Gruppe.

Des Weiteren bezeichne Z = (Z,,) stets ein reflexives Zopfgruppensystem, iiber
das die Kategorie C faktorisiert.

3.1 Erzeugende und Relationen fiir Operaden
Damit Operaden durch Erzeugende und Relationen beschrieben werden koénnen,
werden freie Operaden sowie Ideale und Quotientenoperaden bendétigt. Deshalb sind

diese Objekte ein zentraler Gegenstand dieses Abschnitts.

89
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Freie Operaden sind nun einfach freie Monoide in der monoidalen Kategorie D;.
Ihre Existenz ist also gleichbedeutend damit, dass der Vergissfunktor

V =V : 0p(C) = Mon(Ds) — Ds

einen Linksadjungierten besitzt. Da aber das Tensorprodukt in D, im Allgemeinen
keine abzihlbaren Koprodukte im zweiten Argument erhélt, ist die klassische Kon-
struktion von freien Monoiden als Koprodukt iiber die endlichen Tensorpotenzen,
wie sie in [Mac72, VII.3 Satz 2] beschrieben wird, in der Kategorie D nicht moglich.
Statt dessen ergibt sich die Existenz der freien Operaden aus

Satz 3.1.1 ([BJT97, Satz B.1]). Sei (A, ®,1,a,l,r) eine monoidale Katego-
rie mit endlichen, nichtleeren Koprodukten und filtrierenden Kolimites, so dass
der Tensorfunktor im ersten Argument endliche, nichtleere Koprodukte sowie in
beiden Argumenten filtrierende Kolimites erhdlt. Dann besitzt der Vergissfunktor
V : Mon(A) — A einen Linksadjungierten. d

Wie oben angemerkt wurde, ist der Tensorfunktor auf der Kategorie Dy insbe-
sondere im zweiten Argument problematisch. Deshalb soll hier etwas ausfiihrlicher
auf diejenigen Aussagen eingegangen werden, die zusétzlich benotigt werden, um zu
zeigen, dass dieser Tensorfunktor filtrierende Kolimites im zweiten Argument erhélt.
Hierbei diirfte es sich um Standardresultate handeln.

Zunichst sei daran erinnert, dass eine Kategorie J filtrierend heifit, wenn sie
nichtleer ist und wenn gelten:

1. Zu je zwei Objekten j1,jo € J existieren ein Objekt j € J sowie Morphismen
ji — g furi=1,2.

2. Zu je zwei Morphismen u,v : j1 — jo gibt es einen Morphismus w : jo — j3
mit wowu =wow.

Dann heifit der Kolimes eines Funktors & : J — A filtrierend, falls die Kategorie J
filtrierend ist.

Lemma 3.1.2. Sein > 0, und sei J eine filtrierende Kategorie. Dann gelten:

1. Zu Morphismen u; : j — j;, i = 1,2 gibt es ein Objekt k € J sowie Morphis-
men v; : j; — k firi=1,2 mit vi ouy = v9 0 Us.

2. Zu Objekten j1,...,jn aus J gibt es ein Objekt j € J und Morphismen j; — j
firi=1,...,n.

3. Seien u;,v; : j; — j, @ = 1,...,n Paare von parallelen Morphismen mit ge-
meinsamen Ziel j. Dann existiert ein Morphismus w : j — k mit wou; = wow;
firt=1,...,n.

4. Seien uy; : j; — k, Morphismen firi=1,...,n und k = 1,2. Dann existieren
ein Objekt k € J sowie Morphismen v, : k. — k, r = 1,2 mit viouy; = vaousg;
firt=1,...,n.
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Beweis. 1. Zu j1, j2 existieren ein Objekt &’ und Morphismen v} : j; — k' fiiri = 1,2.
Des Weiteren gibt es zu den beiden parallelen Morphismen v} owu; : j — k', i = 1,2
einen Morphismus w : k' — k mit wov] ou; = wo v} ouy. Dann ist die Behauptung
fir v; ;== wo v} : j; — k erfiillt.

2. Diese Aussage ist eine Verallgemeinerung der ersten Eigenschaft einer filtrie-
renden Kategorie auf n Objekte und kann durch eine einfache Induktion aus dem
Fall fiir n = 2 gezeigt werden.

3. Die Behauptung wird durch eine Induktion nach n gezeigt. Der Induktionsan-
fang n = 1 entspricht genau der zweiten Eigenschaft einer filtrierenden Kategorie.
Im Induktionsschritt von n nach n + 1 existieren aufgrund der Induktionsvoraus-
setzung Morphismen w, : j — k., v = 1,2 mit wy ou; = wyov; firi =1,...,n
und wsy 0 Up4+1 = wa © Up41. Nach der ersten Aussage dieses Lemmas gibt es nun zu
wi, wy Morphismen w,. : k, — k fiir 7 = 1,2 mit w} o w; = w) o wy. Dann ist der
Induktionsschritt fiir w := w} owy : j — k erfiillt.

4. Zu den Objekten k1, ko existieren Morphismen v/, : k. — j fiir r = 1,2. Dann

sind v} 0wy, oug; ¢ j; — j, @ = 1,...,n Paare von parallelen Morphismen mit
Ziel j. Also gibt es nach der vorherigen Aussage einen Morphismus w : j — k mit
wouvjou; =wouvhouy; fiir i = 1,...,n. Dann wird die Behauptung aber von
vi=woul ik, — k, r=1,2 erfiillt. O

Dieses Lemma besagt insbesondere, dass fiir n > 0 und fiir eine filtrierende
Kategorie J der Diagonalfunktor A? : J — J"™ final ist. Dabei ist der Diagonal-
funktor auf Objekten j und Morphismen h aus J durch A (j) = (j,...,j) bzw.
A (h) := (h,...,h) erklart.

Ferner sei angemerkt, dass hier der Begriff final im Sinne der Definition [Sbt70,
9.1.1] verwendet wird. Danach heifit ein Funktor ¥ : 7 — A final, wenn gelten:

1. Zu jedem Objekt A € A gibt es ein Objekt j € J und einen A-Morphismus
A — F(j).

2. Sind w; : A — F(j;), i = 1,2 zwei Morphismen der obigen Gestalt, so gibt es
ein Objekt k& € J und Morphismen v; : j; — k mit F(v1) o ug = F(v2) o us.

Korollar 3.1.3. Sei n > 0, und sei J eine filtrierende Kategorie. Dann ist der
Diagonalfunktor A% + J — J" final.

Beweis. Als erstes ist zu zeigen, dass zu jedem Objekt (j1,...,Jj,) aus J™ ein Objekt
j € J und ein Morphismus (j1, ... ,jn) — A%(j) = (4, ..., ) existieren. Dies ist aber
gerade die zweite Aussage aus dem vorstehenden Lemma. Des Weiteren ist zu zeigen,

dass zu zwei Morphismen u, = (ur1,...,%rn) : (J1,---,Jn) — A% (k;), r = 1,2 ein
Objekt k aus J und Morphismen v, : k. — k, 7 = 1,2 mit A (v1)ou; = A’ (vg)ous,
d.h. mit v1 ouy; = vy owug, fiir i = 1,...,n existieren. Dies entspricht der letzten
Aussage aus dem vorherigen Lemma. O

Schliefllich werden noch Aussagen iiber Kolimites von Funktoren bendétigt, de-
ren Quelle ein kartesisches Produkt von Kategorien ist. Derartige Kolimites lassen
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sich sukzessive berechnen [Par69, 2.7 Lemma 1]. Eine konkrete Formulierung dieser
Aussage ist im folgenden Satz festgehalten. Darin bezeichnet

K7 : B — BA = Funk(A, B)

fiir Kategorien A und B den Konstantenfunktor. Dieser ist fiir Objekte A € A und
B € B sowie Morphismen f € A, g € B durch X5(B)(A) := B, X4(B)(f) := idp
und X7 (g)(A) := g erklirt.

Satz 3.1.4. Sei F : Ay x Ay — B ein Funktor. Fiir jedes Objekt A1 € A1 besitze der
Funktor F(Ay1,—) : Ay — B einen Kolimes

(S(A1), (A1) : F(A1, —) — K (5(41)) ).

Dann gibt es zu jeden Morphismus f: Ay — A} aus Ay genau einen B-Morphismus

S(f) : S(A1) — G(A}) mit
@(A1)(A2) 0 F(f,ida,) = G(f) o (A1) (As)

fiir alle Objekte As € As. Hierdurch ist ein Funktor G : Ay — B definiert.

Der Funktor F besitzt nun genau dann einen Kolimes, wenn der Kolimes von
G existiert. Ist in diesem Fuall (B,w N R fKél(B)) ein Kolimes von G, so ist
(By:F— KélXAQ(B)) mit (A1, A2) == (A1) o p(A1)(A2) ein Kolimes von F,
und jeder Kolimes von F kann so dargestellt werden. U

Aus diesem Satz ergibt sich leicht das folgende Resultat.

Satz 3.1.5. Seien F; : A; — B; firi =1,....nund G : By x---x B, — B
Funktoren. Ferner sei (Bi,gpl- T — Ké’(BZ)) ein Kolimes von F;, der von G im
i-ten Argument erhalten wird. Dann ist (§(Bi,...,Bn),5(¢1,...,¢n)) ein Kolimes
des Funktors Go (Fp, - ,F,) : Ay x -+ x A, — B. O

Mit der folgenden Hilfsaussage kann nun gezeigt werden, dass freie Operaden
existieren.

Lemma 3.1.6. Sei n > 0, und sei J eine filtrierende Kategorie. Ferner seien F :
J = Aund G : A" — B Funktoren. Der Kolimes von F mdge existieren und von

dem Funktor G in jedem Argument erhalten werden. Dann erhdlt auch der Funktor
GoA" : A— B den Kolimes von F.

Beweis. Sei (A, : F — iKﬁ(A)) ein Kolimes von F. Nach dem vorherigen Satz
ist (S(A,...,4),5(¢,...,¢)) ein Kolimes von Go (F,---,F) : J" — B. Da die
Kategorie J filtrierend ist, ist der Diagonalfunktor A" : J — J" nach Korollar
3.1.3 final. Gemé8 [Sbt70, 9.1.1] ist dann (G(A, -+, A),S5(p, -+ ,)A%) cin Kolimes
von §o (F,---,F) oA + J — B. Aus der Definition des Diagonalfunktors ergibt
sich nun unmittelbar, dass (F,--- ,F) o A" = A% o F und (p,--- ,0)A% = Alp
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gelten. Somit ist ((GoA4)(A), (G0 A} )¢) ein Kolimes von Go A’y oF. Dies bedeutet
aber gerade, dass der Funktor Go AZ‘ den Kolimes von F erhalt. O

Satz 3.1.7. Sei (Ds,X,d,a,l,r) die monoidale Kategorie aus Satz 2.5.9. Insbeson-
dere ist also das Tensorprodukt auf Objekten F und G durch

(FRG)(n) = [[Fm) © IT e - @5mnm) ® 1Z,

Zm ni+-+nm=n IZn1®"'®Ian

gegeben. Dann ist Dy kovollstindig, und das Tensorprodukt X erhdlt im ersten Ar-
gument beliebige Kolimites und im zweiten Argument filtrierende Kolimites.

Beweis. Mit C ist auch die Kategorie Cg kovollsténdig. Dann ist nach der dualen
Version von [Par69, 2.7 Satz 1] aber auch die Funktorkategorie Dy = Funk(Z°P,C;)
kovollstéandig. Somit sind nur noch die Behauptungen iiber den Tensorfunktor zu
zeigen. Dabei geniigt es, das Tensorprodukt X als Funktor D x D — D mit D =
Funk(Z°P,C) zu betrachten.

Zunéchst sei angemerkt, dass fiir eine Algebra A in C der Vergissfunktor V :
AC — C von der Kategorie der A-Linksmoduln in die Grundkategorie C Kolimites
erzeugt, da das Tensorprodukt von C Kolimites im zweiten Argument erhélt. Deshalb
erhilt ein Funktor G : A — 4C genau dann den Kolimes eines Funktors ¥ : J — A,
wenn VoG : A — C diesen Kolimes erhilt. Eine entsprechende Aussage gilt dann
auch fiir Kategorien von Rechts- oder Bimoduln. Somit kann im Folgenden die Mo-
dulstruktur vernachléssigt werden.

Im vorliegenden Fall handelt es sich jeweils um Moduln iiber Monoidalge-
bren IG. Fiir diese kann auch wie folgt gezeigt werden, dass der Vergissfunktor
V : 16C — C Kolimites erzeugt. Die Kategorie ;gC kann mit der Funktorkategorie
CY% = Funk(G, C) identifiziert werden. Die zu G gehorige diskrete Kategorie |G| be-
sitzt genau ein Objekt. Deshalb kann die Funktorkategorie C!¢l mit C gleichgesetzt
werden. Die Inklusion |G| — G induziert nun einen Funktor C¢ — Cl¢l. Beziiglich
der Identifizierungen ;6C = C€ und C = CI¢l entspricht dieser Funktor dem Ver-
gissfunktor V : ;¢C — C. Die Analoge Aussage von [Mac72, V.3 Satz 2| fiir Kolimites
besagt aber gerade, dass der Funktor C¢ — CI€! Kolimites erzeugt.

Der Tensorfunktor X : D x D — D erhélt nun Kolimites im ersten Argument, da

e Kolimites in der Funktorkategorie D = Funk(Z°P,(C) argumentweise gebildet
werden [Par69, 2.7 Anmerkung zu Satz 1];

e Kolimites von Kolimes-Konstruktionen, hier also von Differenzkokern- und Ko-
produktbildungen erhalten werden [Par69, 2.5 Lemma 2 und 2.7 Satz 3|; al-
ternativ kann man auch damit argumentieren, dass Kolimites mit Kolimites
vertauschen [Par69, 2.7 Korollar 2];

e das Tensorprodukt von C in jedem Argument Kolimites erhélt.



94 Kapitel 3. Axiomatische Beschreibung

Ferner erhélt das Tensorprodukt X filtrierende Kolimites im zweiten Argument.
Hierfiir wird neben den obigen Argumenten noch zusétzlich benotigt, dass fiir feste
natiirliche Zahlen m,ni,...,n,, der Funktor D — C, § — G(n1) @ -+ @ G(nm)
filtrierende Kolimites erhélt. Dies ist aber nach dem vorstehenden Lemma der Fall,
da der Funktor D™ — C, (G1,...,9m) — 91(n1) ® - - ® G (ny,) in jedem Argument
Kolimites erhélt. U

Korollar 3.1.8. Der Vergissfunktor V = V¥ : Op(C) — D; besitzt einen Links-
adjungierten ¥ = F57% ¢, : Ds — Op(C). O

Bemerkung 3.1.9. Sei (A, ®,1,a,l,r) eine monoidale Kategorie und (A, p4,m4)
ein Monoid in A. Dann besitzt der Vergissfunktor V : A4 — A einen Linksad-
jungierten. Ein solcher linksadjungierter Funktor & : A — A4 ist auf Objekten V
und Morphismen f : V. — W aus A durch F(V) := (V ® A, (idy ®ua) 0 av,a,4)
und F(f) := f ® id4 gegeben. Dabei kénnen die Einheit n : idg — V o F und
Koeinheit € : F oV —— id4, der Adjunktion als n(V) := (idy ®na) o r;' bzw.
eW,pw : W®A— W) := py gewihlt werden.
Dann besitzt aber auch der Vergissfunktor
V=V : Dy =CZ" - N

s

einen linksadjungierten Funktor

3’%% :CY — D,

S

Hierbei wird die obige Konstruktion eines freien Moduls argumentweise angewendet.

Bemerkung 3.1.10. Sei C = YDE. Dann kann Cs nach Lemma 2.1.3 mit der Ka-
tegorie Vek der Vektorrdume identifiziert werden. Der Vergissfunktor Vek — Set
besitzt in Gestalt der Konstruktion des freien Vektorraums einen linksadjungier-
ten Funktor. Wendet man diese Konstruktion argumentweise an, so ergibt sich ein
Linksadjungierter fiir den Vergissfunktor V = V‘S’:tk§ : CN = Vek! — Set!.

Insgesamt wurde also gezeigt, dass die Vergissfunktoren Op(C) — D und
D, — CY sowie CN — Set" im Fall ¢ = YDE linksadjungierte Funktoren besitzen.
Aus diesen Vergissfunktoren lassen sich weitere Vergissfunktoren durch Verkettung
gewinnen, zu denen dann ebenfalls Linksadjungierte existieren. Fiir diese Adjunk-
tionen soll eine einheitliche Notation verwendet werden.

Dazu seien A und B zwei verschiedene Kategorien von Op(C), Ds und CY sowie
Set" im Fall C = yDg, wobei A in dieser Liste vor B stehe. Dann gibt es einen
Vergissfunktor V = V4 : A — B. Zu diesem Vergissfunktor sei eine Adjunktion
fest gewahlt. Dabei werde der zugehdrige linksadjungierte Funktor mit 5 : B — A
bezeichnet. Ferner seien 73 : idg — V4 o F5 und €5 : F5 o V4 — id4 die Einheit
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und Koeinheit dieser Adjunktion. Hiermit lassen sich die Adjunktionsisomorphismen
Py A(FL(=), =) — B(= Vi ()
und
\Ili : B(—,V?(—)) - A(g:f\(_)v _)
beschreiben. Fiir Objekte A € A und B € B sowie Morphismen f : F5(B) — A und
g: B — V4(A) gelten
O3 (B, A)(f) = V5(f) oms(B) : B — Vi(4) (3.1)
und
VA(B, A)(g) = e5(A) 0 Fi(g) : Fu(B) — A. (3.2)

Falls die Objekte A und B klar sind, werden auch die Kurzschreibweisen ®3(f)
und U5(g) verwendet. Ferner werden die Vergissfunktoren in der Notation zum Teil
unterdriickt.

Zur Konstruktion von Quotientenoperaden werden Ideale bendtigt. Diese Ideale
werden ganz analog zu [GK94, 2.1.3] definiert.

Definition 3.1.11. Sei (9, u©,7°) eine Operade iiber C. Ein Ideal von O ist ein
Unterobjekt ¢ : I — O von O in Dy, so dass fiir alle k,n,ng,n1,...,n,, € N mit
0 <k <ngundn; +---+ny, =n ein C-Morphismus

—u,k
M(no;n17~~~,nn0)

:O(ng) ® - @O (np—1) @I(ng) @ O(Npg1) ® - @ O(Nyyy) — I(n)
mit

. . —u,k
M)(?m;m,---,nno) o (ldD(no) R Rung) @ ® 1dD(nn0)) =(n)o F(nosnaeoiing) (3.3)

existiert.

Lemma 3.1.12. Sei ¢ : (O, 12, 7°) — (B, u¥,n%) ein Morphismus von Operaden.
Dann ist der Kern ¢ : Ke(p) — O von ¢ in der Kategorie Dy ein Ideal von O.

Beweis. Seien k,n,ng,...,np, € Nmit 0 < k < ng und ny + -+ + ny, = n fest
gewahlt. Dann ist
p(n)o N)(%O;nl,...,nno) © (idD(no) ®-@ung) @@ idD(nno))
= ey (0(10) © - ® (i) 0 (1) ® -+ @ P(ny)
der Nullmorphismus, da ¢(ny) o t(ng) = 0 gilt und das Tensorprodukt diesen Null-
morphismus erhélt. Deshalb faktorisiert der Morphismus

u’(?m;m,...,nno) 0 (idp(ng) @+ @ ¢(ng) ® -+ ®@idp(n,,))
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iiber «(n) : Ke(p)(n) — O(n). Dies bedeutet aber gerade, dass es einen Morphismus

—,k .
M(no;nl,...,nno) .

gibt, der die Gleichung (3.3) erfiillt. O

O(no) @ -+ @ Ke(p)(ng) @ - - @ O(nny) — I(n),

Bevor nun Quotientenoperaden konstruiert werden kénnen, wird noch eine ka-
tegorientheoretische Hilfsaussage bendotigt.

Bemerkung 3.1.13. Sei n > 0, und seien f; : K; — M;, ¢ = 1,...,n Morphismen
aus C. Ferner sei g; : M; — N; ein Kokern von f;. Dann gibt es zu jedem Morphismus
h:My®---®@M, — Nmit ho(idpy;, ® - ® f;®---®idy,) =0 firi=1,...,n
genau einen Morphismus o : N1 ® --- ® N, — N mit h = ho (g1 ® - @ gn).

Dies sieht man wie folgt. Sei J die Kategorie mit zwei Objekten A und B, die
aufer den Identitdten die beiden Morphismen f,g: A — B besitzt. Die Funktoren
Fi + J — C seien durch F;(A) = K;, F;(B) = M;, Fi(f) := fi und Fi(g) :== 0
erklért. Dann entspricht der Kokern von f; dem Kolimes von F;. Nach Satz 3.1.5 be-
sitzt der Funktor F := @, (%1,...,F,) : J™ — C einen Kolimes, wobei N1 ® - -- ® N,
als zugehoriges Kolimesobjekt gewéhlt werden kann.

Sei nun N ein Objekt aus C und ¢ : § — ﬂ(gn(N) eine natiirliche Trans-
formation. Da das Tensorprodukt von C Nullmorphismen erhélt, gibt es zu je-
dem Objekt C # (B,...,B) aus J" einen Morphismus in J" mit Quelle C,
der durch ¥ auf den Nullmorphismus abgebildet wird. Aus der Natiirlichkeit von
¢ folgt dann p(C) = 0. Somit ist ¢ schon vollstindig durch den Morphismus
h:=¢B,....,B): M1 ®---® M, — N festgelegt. Umgekehrt definiert ein solches
h genau dann eine natiirliche Transformation ¢ : F — chn(N ), wenn ho F(f) =0
fiir alle Morphismen f # id aus J" gilt, deren Ziel (B,..., B) ist. Sei f; derjeni-
ge Morphismus aus J", deren i-te Komponente gleich f ist, wihrend alle anderen
Komponenten gleich idp sind. Jeder Morphismus f # id aus J" mit Ziel (B, ..., B)
muss in einer seiner Komponenten entweder den Morphismus f oder den Morphis-
mus ¢ enthalten. Im ersten Fall kann dann f = f; o g fiir ein geeignetes ¢ und einen
Morphismus g aus J" geschrieben werden, und im zweiten Fall gilt F(f) = 0. Somit
ist die Bedingung h o F(f) = 0 nur fiir die Morphismen f;, i = 1,...,n zu iiber-
priifen. Somit entsprechen die natiirlichen Transformationen ¢ : F — 5(0‘7”(]\/' ) den
Morphismen h : M1 ® --- ® M, — N mit ho (idy, ® - ® f; ® --- ®@1idpy,) = 0 fiir
1=1,...,n.

Im Fall des obigen Kolimes von JF ist die zugehorige natiirliche Transformation
F - JCCJ" (N1 ® -+ ® Ny,) durch den Morphismus g1 ® - -+ ® g,, bestimmt. Hieraus
ergibt sich dann die Behauptung.

Satz 3.1.14. Se: (D,MD,UD) eine Operade tiber C, und sei v :J — O ein Ideal von
O. Ferner sei m =7, : O — O ein Kokern von ¢ in D. Dann ist O auf eindeutige
Weise eine Operade, so dass w ein Morphismus von Operaden ist.

Ist des Weiteren ¢ : O — B ein Operadenmorphismus mit o o = 0, so gibt es

genau einen Operadenmorphismus B : O — B mit ¢ = o .
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Beweis. Sei (O, uB, 775) eine Operadenstruktur auf O, so dass 7 ein Morphismus von
Operaden ist. Dann gelten

n° =m(1) on® (3.4)

und o
”ao;nh---7nn0) o (ﬂ(no) R ® ﬂ(nno)) =m(n)o Mgm;nh---,nno) (3.5)
fiir alle n,ng,...,ny, € N mit ny + -+ + np, i n. Da W(no) ® - @ m(ny,) ein

Epimorphismus ist, sind durch diese Gleichung 7 und ;i emdeutlg festgelegt
Umgekehrt kann durch die Gleichung (3.4) ein Morphismus n° : I — O(1)
definiert werden. Ferner ist

W(n) © /“Lglo;nl,...,nno) © (ldD(no) ® e ® L(nk) ® T ® ldD(nno))
—u,k
=m(n) 0 u(n) © Bipoin,.nng) = 0

fiir 0 < k < ng, da ¢ ein Ideal von O und 7(n) ein Kokern von ¢(n) ist. Dann existiert
aber nach der vorstehenden Bemerkung genau ein Morphismus

“ﬁzo;n17---7nn0) :O(ng) @ -+ @ O(ny,) — O(n),

der die Gleichung (3.5) erfiillt.

Damit O hierdurch zu einer Operade wird, miissen noch die Aquivarianzaxiome,
die Einsaxiome und das Assoziativitdtsaxiom aus Bemerkung 2.3.11 gezeigt werden.
Hierbei handelt es sich jeweils um Identitdten von Morphismen, deren Quelle ein
Tensorprodukt von Objekten der Form O(n) ist. Da das Tensorprodukt von Mor-
phismen der Gestalt 7(n) ein Epimorphismus ist, geniigt es, diese Gleichungen nach
Vorschalten eines solchen Epimorphismus zu beweisen. Unter Verwendung der De-
finitionsgleichungen (3.4) und (3.5) sowie der IZ,-Rechtslinearitéit von 7(n) lassen
sich dann die obigen Axiome leicht auf die entsprechenden Axiome von (9, 2, 7°)
zuriickfithren. Deshalb soll hier nur exemplarisch das zweite Aquivarianzaxiom ge-
zeigt werden. Dazu seien m,n,ni,...,n,; € N mit nqy + --- + n,, = n. Ferner sei
v € Zp,. Als Abkiirzung wird n} := Na-1(;) gesetzt. Dann gilt

Bominsmm) © (Pom) (V) @ idg,y @+ @ idgg, ) o (m(m) @ m(n1) @ - - @ m(n))
=m(n)o Mﬁn.m,,,,,nm) o (Pom)(7) ®@idom,) @+ @idpm,,))

m(n )OPD(n)( ( )1, nm))oﬂ(mnl, )
o (idp(n) @25 (7)(O(n1), ..., O(nm)))
o) BE )1, 1)) © s g0 (w(m) @ 7(n]) @ -+ @ ()
o (idp(m) ®B5(7)(D(n1), ... »D(Hm)))
) @501, 1)) © sy © (i) 875 (D (1), -, D (1))

o( m) @ w(ny) ®---®7r(nm)).
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Hierbei wurde bei der ersten und dritten Umformung verwendet, dass 7(m) bzw.
w(n) [ Zy,- baw. 1Z,-rechtslinear ist sowie die Definitionsgleichung (3.5) gilt. Die
zweite Gleichung ist aufgrund des entsprechenden Aquivarianzaxioms der Operade
O erfiillt. Schlielich gilt die letzte Gleichung wegen der Natiirlichkeit von 7 (7).
Hieraus ergibt sich dann das zweite Aquivarianzaxiom fiir O, und die andere Axiome
werden analog bewiesen.

Somit ist (O, 2, nY) eine Operade. Ferner besagen die Definitionsgleichungen
(3.4) und (3.5), dass 7 : © — O ein Morphismus von Operaden ist.

Seinun ¢ : O — P ein Operadenmorphismus mit por = 0. Da der Vergissfunktor
V: Op(C) — Dy treu ist und 7 ein Epimorphismus in Dj ist, kann es héchstens einen
Operadenmorphismus @ : O — P mit ¢ = B o 7w geben. Umgekehrt gibt es einen
D,-Morphismus @ : O — P mit ¢ = Pom, da por =0 gilt und 7 ein Kokern von ¢
in Dy ist. Dieser Morphismus ist wegen

P on® =3(1) om(1) on” = (1) o n” =¥

mit den Einheiten vertréglich. Hierbei wurden die Definitionsgleichungen fiir n° und
® benutzt sowie die Tatsache, dass ¢ ein Morphismus von Operaden ist. Zudem folgt
aus

— I5) _ o

B(1) © iy, © (1(M) @ 7(11) ® - @ W(nm)) = B(n) 0 T(1) © PGy )

= 00 © W) = Fi gy © (£7) © 001) @ -+ & ()

By (Bm) @) @ ©B(n)) 0 ((m) © (1) & -+ @ ()
fir m,n,ny,...,nm € N mit ny + -+ + n,, = n, dass P mit der Multiplikation
vertraglich ist, da m(m) @ 7(n1) ® - - - @ w(nyy, ) ein Epimorphismus ist. Also ist ¥ ein
Morphismus von Operaden. ]

Bemerkung 3.1.15. Die eben konstruierte Operade O wird als Quotientenoperade
bezeichnet. Fiir sie wird auch die Notation /¢ verwendet. Wird zudem fiir das
Unterobjekt ¢ : I — O die Kurzschreibweise J benutzt, so wird auch 9/J fiir diese
Operade geschrieben.

Fiir das Weitere wird nun zusétzlich vorausgesetzt, dass in Cs beliebige Durch-
schnitte existieren. Dann besitzt auch die Funktorkategorie Dy = Funk(Z°P,Cy)
beliebige Durchschnitte, und diese Durchschnitte werden argumentweise gebildet.
Diese Voraussetzung ist zum Beispiel erfiillt, wenn in C beliebige Durchschnitte exi-
stieren.

Lemma 3.1.16. Sei (O, u®,n°) eine Operade. Ferner sei (1; @ J; — O)ier eine
Familie von Idealen von O und v : 3 — O der Durchschnitt der Unterobjekte J;,
i€ 1. Dann ist v :J — O ein Ideal von 9.
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Beweis. Seien v; : J — J; die durch den Durchschnitt definierten Morphismen mit
t = 1; oy; fiir alle ¢ € 1. Fiir feste k,n,ng,...,np, € N mit ny +--- +ny,, =n und
0 <k < ng gilt dann

0 ido(n) @ @ ulng) @+ ®id )
Pnoma,....;nng) © (idone) tng 1d9(n,)
= Mﬁzo;nl,...7nn0) © (ldD(no) Q& (Ll(nk) o Vl(nk‘)) R Q 1dD(nn0))

_LiJ{I ] i
= 1i(n) o P noint,....nng) © (ldD(no) ®- Qui(ng) ®-+ ® ldg("no))

fiir alle 4 € I, da die ¢; : J; — O Ideale sind. Somit faktorisiert der Morphismus

Mf?m;m,...,nno) o (idp(ng) @+ @ ¢(ng) @ - @ idp(n,,))

iiber alle ¢;(n), ¢ € I. Dann faktorisiert dieser Morphismus aber auch iiber den
Durchschnitt ¢(n) dieser Unterobjekte. Also existiert ein Morphismus

—u,k
M(no;m,---,nno)

:O(ng) ® - ®I(ng) ® -+ ® O(ngy) — I(n)
mit

. . —u,k
:u's(?m;nl,...,nno) © (ldD(no) ® e ® [’(nk) ® e ® ldD(nno)) - L(n) ° :u’(no;nl,...,nno)'

Dies besagt aber gerade, dass ¢ : J — O ein Ideal von £ ist. O

Aufgrund dieses Lemmas ist nun die folgende Bezeichnung gerechtfertigt.

Definition 3.1.17. Sei (O, 12, n?) eine Operade und v : R — O ein Morphismus
aus Dy. Die Klasse aller Ideale von 9, iiber die ~y faktorisiert, sei mit I(7) bezeichnet,
d.h., I() enthilt genau diejenigen Ideale ¢ : J — O von O, zu denen ein D;-
Morphismus v : R — J mit v = ¢ o v existiert. Der Durchschnitt aller Elemente aus
I(7) heifit das von ~ erzeugte Ideal. Dieses werde mit () : (R) — O bezeichnet.

Lemma 3.1.18. Sei ¢ : O — P ein Morphismus von Operaden, v : R — O ein
Ds-Morphismus und () : (R) — O das von v erzeugte Ideal. Dann gilt genau dann
pory =0, wenn o (y) =0 ist.

Beweis. Es gelte zunéchst ¢ oy = 0. Da ¢ ein Morphismus von Operaden ist, ist
der Kern ¢ : Ke(p) — O von ¢ nach Lemma 3.1.12 ein Ideal. Zudem faktorisiert
~v wegen ¢ oy = 0 iiber den Kern von ¢. Somit ist ¢ in I(7) enthalten. Nach der
Definition des Durchschnitts gibt es dann aber insbesondere einen D ;,-Morphismus
v:(R) — Ke(p) mit (y) = ¢ ov. Hieraus folgt ¢ o (y) = porov =0.

Sei nun umgekehrt ¢ o (v) = 0. Da ~ iiber alle Elemente aus I(vy) faktorisiert,
faktorisiert  auch tiber den Durchschnitt der Elemente aus I(-y). Somit existiert ein
D¢-Morphismus v : R — (R) mit v = ()ov. Dann gilt aber poy = po(vy)or =0. O
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Korollar 3.1.19. Sei (9, 12, 7°) eine Operade und v : R — O ein D,-Morphismus.
Mit m =7y :=mpy 1 O — O = O/ (y) sei die Quotientenoperade von O nach dem
von v erzeugten Ideal bezeichnet. Dann gilt o~ = 0. Ferner gibt es zu jedem Mor-
phismus ¢ : O — B von Operaden mit p oy =0 genau einen Operadenmorphismus
Z:9O - P mit p="7pom. O

Definition 3.1.20. Sei V' ein Objekt und v : R — VOP(C)S'"SP (V') ein Monomor-

phismus aus CY'. Ferner sei
7 1= W5 () : 95 () — VEOFE (V)
der zu v adjungierte Morphismus aus D,. Hiermit sei die Quotientenoperade
O(V.R) = 95,,(V) / (7)
der freien Operade ?gg(c)(V) nach dem von 74 erzeugten Ideal gebildet. Ferner sei

Lv,r) = PR (m3) 1 V = VR (O(V, R))

der zu w5 : ?gg(c)(V) — O(V,R) adjungierte Morphismus aus CY. Dann heifit
(O(V,R), L(V’R)) die von V mit den Relationen R erzeugte Operade.

Bemerkung 3.1.21. Die Funktorkategorien Ds = CZ” und CL' sind mit Cs abelsch
[Par69, 4.7 Satz 1]. Hierbei wird die abelsche Struktur dieser Funktorkategorien
argumentweise aus derjenigen von Cg gebildet. Hieraus ergibt sich, dass der Ver-
gissfunktor V : D, — CY additiv ist. Aus der expliziten Beschreibung (3.1) des
Adjunktionsisomorphismus folgt dann, dass

DDV, W) : Morp, (F5,(V), W) — Morg(V; V5 (W)

ein Isomorphismus von Gruppen ist. Insbesondere entsprechen sich also die Null-
morphismen unter dieser Adjunktion.

Satz 3.1.22. Sei V ein Objekt und v : R — Vop(c)ﬁrﬁp(c)( ) ein Monomorphismus

aus CN. Ferner sei (9O(V, R), Lv,r)) die von V mit den Relationen R erzeugte Ope-
rade. Dann gelten:

1. Vopc)( 0p<6>(( )))07:0'

2. Zu jeder Operade B und jedem CL-Morphismus v : V — VO" (P) mit

VOP(C)(\I,OP(C)( )) oy = 0

existiert genau ein Morphismus ¢ : O(V, R) — B mit Vop(c)( )oLv,R) =V
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Beweis. Es werden die Bezeichnungen aus Definition 3.1.20 verwendet.

1. Nach Definition ist 75 der zu (y,z) adjungierte Morphismus aus Op(C). Somit
ist V(m5) o0y = 0 zu zeigen. Nach der vorstehenden Bemerkung gentigt nun zu zeigen,
dass der zu V(m5) oy adjungierte Morphismus aus D der Nullmorphismus ist. Dieser
adjungierte Morphismus ist aber durch

N N -
e (VRO (m5) 09) = VL (m3) 0 U, (7) = V& (m5) 07 (3.6)

gegeben. Hierbei geht bei der ersten Umformung die Natiirlichkeit des Adjunkti-
onsisomorphismus ein, wiahrend bei der zweiten Gleichheit nur die Definition von 4
eingesetzt wurde. Nach Korollar 3.1.19 steht aber auf der rechten Seite der Gleichung
(3.6) der Nullmorphismus, womit die Behauptung bewiesen ist.

2. Ganz analog zur obigen Rechnung ergibt sich, dass der zu

e
V§§(C’ (Wopie)(¥)) 0
adjungierte Morphismus aus D, durch
cl ~
V%ps(C) (\IIOp(C)(V)) oy

gegeben ist. Nach der Voraussetzung an v sowie Bemerkung 3.1.21 handelt es sich
dabei um den Nullmorphismus. Da O(V, R) die Quotientenoperade der freien Ope-
rade F (V) nach dem von 7 erzeugten Ideal ist, gibt es somit nach Korollar 3.1.19
genau einen Operadenmorphismus ¢ : O(V, R) — P mit p o715 = \Ilgg(c)(y). Wegen
der Natiirlichkeit des Adjunktionsisomorphismus ist Vggfc)(go) oy,g) = v die hierzu

adjungierte Gleichung in CY. O

Der vorstehende Satz beschreibt also die universelle Eigenschaft einer durch Er-
zeugende und Relationen gegebenen Operade O(V, R), indem die Operadenmorphis-
men mit Quelle O(V, R) charakterisiert werden. Nun soll noch gezeigt werden, dass
jede Operade durch Erzeugende und Relationen dargestellt werden kann.

Lemma 3.1.23. Sei O eine Operade und ¢ : I — O ein Ideal von 9. Ferner sei
p : V. — J ein Epimorphismus in Ds. Dann ist das von v := 10 ¢ erzeugte Ideal
gleich ¢.

Beweis. Sei () : (V) — O das von v erzeugte Ideal. Da ~ nach Definition iiber
¢ faktorisiert, liegt ¢ in I(7y). Dann ist aber () als Schnitt der Elemente aus I(vy)
kleiner als ¢. Somit gibt es einen Morphismus v : (V) — J mit (y) = ¢ o v. Hierbei
ist ¥ mit () ein Monomorphismus.

Ferner faktorisiert «y iiber (), da - per Definition iiber alle Elemente aus I(vy)
faktorisiert. Also gibt es einen Morphismus 6 : V' — (V) mit v = () o § Dann gilt
aber insgesamt top = v = (y) 00 = tov o, woraus ¢ = v o folgt, da ¢ ein
Monomorphismus ist. Dann ist aber v mit ¢ ein Epimorphismus.
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Damit ist gezeigt, dass v sowohl ein Mono- als auch ein Epimorphismus ist.
Dann ist aber v schon ein Isomorphismus, da die Kategorie Dy abelsch ist [Par69,
4.2 Lemma 2|. Also beschreiben ¢ und () dasselbe Unterobjekt von O. O

Satz 3.1.24. Sei O eine Operade. Dann existieren ein Objekt V' und ein Monomor-
N

phismus v : R — VSg,“)?‘g;(C)(V) aus CY, so dass O isomorph zur Operade O(V, R)

15t. )

Beweis. Sei V := vgg“” () und

(3.2) _eN N
mi=eh (D) = W (idy (o)) : ?§Z<C>V§§‘C)(D) — 9.

Es wird nun benétigt, dass V%’)S(C)(W) ein Epimorphismus in Dy ist. Dazu geniigt zu
zeigen, dass

3.1) N
= ‘p%ps(c)(ﬂ) = ‘I)%Z(C)\I’gspw)(ldv(ﬁ))

(3.2)

VR (m) 0 2 (F VO (D))

N N
= XV U5 (idy (o)) = ¥y, (dy(o)) exs (V29 (9))

ein Epimorphismus in D, ist. Da aber der Vergissfunktor V : Dy — CY treu ist,
ist der letzte Morphismus in der obigen Gleichungskette ein Epimorphismus in D
[Par69, 2.12 Satz 3.

Sei nun ¢ : Ke(m) — FV(O) der Kern von 7 in Ds. Nach Lemma 3.1.12 ist ¢ ein
Ideal von FV(9). Ferner ist 7 ein Kokern von ¢ in D, da 7 ein Epimorphismus in
der abelschen Kategorie Dy ist [Par69, 4.2 Lemma 2]. Nach Satz 3.1.14 ist dann O
auf eindeutige Weise eine Operade, so dass 7 ein Operadenmorphismus ist. Somit
muss es sich hierbei um die vorgegebene Operadenstruktur handeln. Durch diese
Konstruktion ist aber die Quotientenoperade FV(9) /¢ definiert. Also ist O gleich
dieser Quotientenoperade.

Zu zeigen ist damit noch, dass es einen Monomorphismus vy : R — V§§<C>§§§(C)(V)

in CY gibt, dessen zugehoriger adjungierter Morphismus 7 in D, das Ideal ¢ erzeugt.
Hierzu sei

N
7 = Vi (1)« Vi (Ke(m)) — Vi Fope) Vor @ (9)

gewihlt. Da der Vergissfunktor als ein rechtsadjungierter Funktor Monomorphismen
erhélt [Par69, 2.7 Lemma 3|, ist 7 mit ¢ ein Monomorphismus. Der zu v gehorige
adjungierte Morphismus in D; ist

N N (3.2) N N

= s (y) E efN (V%TC)gg;(C)vgg(fz)(g)) o gf)VCDN(L) =0 e?N (Ke()),

wobei fiir die Umformung am Ende die Natiirlichkeit der Koeinheit benutzt wurde.
Da aber der Vergissfunktor Dy — CL treu ist, ist ef§ (Ke(m)) ein Epimorphismus.

Nach dem vorstehenden Lemma stimmt dann das von 7 erzeugte Ideal mit ¢ iiberein.
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Somit ist die Operade £ isomorph zu derjenigen Operade, die von V' mit den durch
~v gegebenen Relationen erzeugt wird. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts soll noch etwas néher auf den Yetter-Drinfeld-
Fall eingegangen werden. Ab jetzt wird also stets C = yD§ als Grundkategorie ver-
wendet. In dieser Situation kann die Definition einer durch Erzeuger und Relationen
gegebenen Operade leicht abgeéndert werden. Dazu wird anstelle der Adjunktion
(F :CN - D,V : D, — CY) die Adjunktion (F : Set — D,,V : Dy — Set)

verwendet.

Definition 3.1.25. Sei V' = (V,)nen eine Familie von Mengen und R = (R, )nen
eine Familie von Teilmengen

etN
R, C (V;’)ﬁ)gﬁ)p(c)(v))(n)'

Die zugehorigen Inklusionsabbildungen seien mit -, bezeichnet. Ferner sei 7 :
S:S;EN(R) — V%Z(C)ng‘ﬂ)(V) der zu v := (Yn)nen adjungierte Morphismus aus D;.
Hiermit sei die Quotientenoperade

OV, R) := Fge, (V) / (3)
der freien Operade fﬂsj:i)(V) nach dem von 7 erzeugten Ideal gebildet. Ferner sei
LRV — V;);(NC) (O(V7 R))
der zum kanonischen Epimorphismus 75 : Eg‘i:i) (V) — O(V, R) adjungierte Morphis-

mus aus Set"'. Dann heift (O(V, R), v, R)) die von V mit den Relationen R erzeugte
Operade.

Abgesehen von Bemerkung 3.1.21 wurde beim Beweis der Sétze 3.1.22 und 3.1.24
nur von der Tatsache Gebrauch gemacht, dass (F : CY — Dy, V : Dy — CY) eine
Adjunktion ist, bei der der Vergissfunktor V : Dy — CL treu ist. Die Bemerkung
3.1.21 hat im vorliegenden Fall die folgende Entsprechung: Der Nullmorphismus
0: Sr’ﬁzN(V) — W aus D, wird unter dem Adjunktionsisomorphismus &2 (V, W)
auf denjenigen Morphismus f : V — VZ?N(W) abgebildet, bei dem f,(v) fiir jedes
n € N und jedes Element v € V,, der Nullvektor aus V(W)(n) ist.

Damit lassen sich die beiden obigen Sétze mit ihren Beweisen unmittelbar iiber-
tragen. Somit ldsst sich jede Operade iiber der Kategorie y@ﬁ durch Erzeuger und
Relationen beschreiben. Ferner wird die universelle Eigenschaft der Operade O(V, R)
durch den nachstehenden Satz beschrieben. Hierbei wie auch bei den folgenden Be-
trachtungen wird auf die explizite Angabe der Vergissfunktoren verzichtet.

Satz 3.1.26. Sei V = (Vy)nen eine Familie von Mengen und R = (Ry)nen eine
Familie von Teilmengen R,, C (Egi:i)(V))(n) Ferner sei (O(V, R), vv,r)) die von V.
mit den Relationen R erzeugte Operade. Dann gelten:



104 Kapitel 3. Axiomatische Beschreibung

1. Jedes Element r € R,, wird durch die n-te Komponente

m(n) = (Uise, (Lvm)) (0) : (Foe, (V) (n) — O(V, R)(n)
des Quotientenmorphismus m: F(V) — O(V, R) auf Null abgebildet.

2. Sei P eine Operade, v : V — B ein Morphismus aus Set™ und v : F(V) — P
der zugehdirige adjungierte Morphismus aus Op(C). Falls jedes Element r € R,
durch v(n) auf Null abgebildet wird, existiert genau ein Operadenmorphismus
p:O(V,R) =B mit poryg = V. O

Fiir die Anwendung dieses Satzes soll noch kurz auf freie Operaden eingegangen
werden. Dazu sei V = (V},)nen eine Familie von Mengen. Fiir die folgende Betrach-
tung wird fiir die freie Operade Ege;i’:) (V') auch die Kurzschreibweise F (V') verwendet.
Ferner werden die Elemente aus den Mengen von V und ihre Bilder in der freien
Operade F (V) unter der Einheit ¢ty := n;)e’z(Nc)(V) V- ffgﬁ:i)(V) der Adjunktion
gleich bezeichnet.

Die Einheit n7(V) : k — F(V)(1) der freien Operade ist durch das Element
E = Egy) = P V(1) € F(V)(1) festgelegt. Mit U = (U,,) sei nun dasjenige
Unterobjekt von F(V) in Set" bezeichnet, das genau diejenigen Elemente enthiilt,
die aus £ und den Elementen aus den Mengen V,,, n € N durch sukzessives Anwenden

(O1) der Vektorraumstrukturen der F(V')(n),

(02) der Rechtsoperation von Z,, auf F(V)(n) sowie

F(V)
(m;ni,....,nm)

(O3) der Multiplikationen g fiir m,ny,...,nm €N

gewonnen werden koénnen. Dann enthilt U die Einheit der Operade F(V') und ist
unter den Operationen (O1)-(O3) abgeschlossen. Somit ist U eine Unteroperade
der freien Operade F(V), die die Bilder der Elemente der V,,, n € N enthélt. Also
faktorisiert vy : V. — F(V) iiber die Inklusion j : U — F(V), d.h., es gibt einen
Morphismus v : V — U in Set" mit 1y = jov.

Nach der universellen Eigenschaft der freien Operade existiert zum Morphismus
v ein Operadenmorphismus ¢ : F(V) — U mit v = ¢ o ty. Insgesamt gilt somit
Lty =jov =jopouriy, wobei joy ein Morphismus von Operaden ist. Hieraus folgt
wiederum mit der universellen Eigenschaft der freien Operade, dass j o ¢ = id gilt.
Damit sind die einzelnen Komponenten der Inklusion j nicht nur injektiv, sondern
auch surjektiv. Also ist j ein Isomorphismus. Dies bedeutet aber gerade, dass U =
F(V) gilt. Somit sind alle Elemente der freien Operade F (V') beschrieben.

Damit ist insbesondere geklart, welche Gestalt die Elemente haben, die als Re-
lationen bei der Definition einer Operade durch Erzeugende und Relationen auf-
treten konnen. Ferner ldsst sich hiermit fiir eine Operade B und einen Morphismus
v:V — P aus Set" der zugehérige adjungierte Operadenmorphismus 7 : F(V) — P
explizit angeben. Da 7 ein Morphismus von Operaden ist, bildet er die Einheiten
aufeinander ab und ist mit den Operationen (O1)-(O3) vertréiglich. Insbesondere
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wird also Eg(y) durch ¥(1) auf Eg = n*(1) abgebildet. Aufgrund der Adjunkti-
onsbedingung gilt zudem v = ¥ o ty. Somit wird fiir jedes v € V,, das Element
w(n)(v) € F(V)(n) durch v(n) auf v(n)(v) abgebildet. Insgesamt wird also ein
Ausdruck, der unter Verwendung der Operationen (O1)-(O3) aus den Elementen
der Mengen vy (n)(V,,) sowie dem Element Eg() gebildet ist, unter v auf dasje-
nige Element von 3 abgebildet, das ganz analog aus den zugehorigen Elementen
der Mengen v(n)(V;,) sowie dem Element Eg unter Verwendung der entsprechenden
Strukturen der Operade P gebildet ist. Hiermit kann dann {iberpriift werden, ob ein
Element r € F(V)(n) durch v(n) auf das Nullelement von B(n) abgebildet wird,
was fiir die Anwendung des obigen Satzes bendtigt wird.

Fiir eine Operade O(V, R), die durch Erzeugende und Relationen gegeben ist,
ldsst sich nun die Kategorie der Algebren iiber dieser Operade axiomatisch be-
schreiben. Nach Korollar 2.4.12 entsprechen die Algebren iiber der Operade O(V, R)
den Paaren (A, ) bestehend aus einem Objekt A aus C und einem Morphismus
v : O(V,R) — ¢nd(A) von Operaden. Mit Hilfe der Beschreibung der Endomor-
phismenoperaden im Yetter-Drinfeld-Fall aus Bemerkung 2.4.16 ist ein solcher Ope-
radenmorphismus ¢ nach dem obigen Satz durch folgende Daten spezifiziert. Zu
jedem Element v € V,, ist ein Morphismus v(n)(v) : A®™ — A von Yetter-Drinfeld-
Moduln anzugeben. Von diesen Verkniipfungen wird verlangt, dass sie die durch
die Relationen R definierten Axiome erfiillen, d.h., fiir jede Relation r € R,, muss
v(n)(r) : A®™ — A der Nullmorphismus sein. Hierbei ist 7 : F(V) — €nd(A)
der zu v : V. — €nd(A) adjungierte Operadenmorphismus. Des Weiteren ist ein
C-Morphismus f : A — B zwischen zwei Algebren (A,vg : V — ¢nd(A4)) und
(B,vp : V — €nd(B)) iiber der Operade O(V, R) genau dann ein Morphismus von
Algebren, wenn f o v4(n)(v) = vg(n)(v) o f&" fiir alle n € N und v € V,, gilt.

Als Beispiel soll nun noch die assoziative Operade 2l aus Satz 2.3.12 behandelt
werden. Dabei soll gezeigt werden, dass diese Operade so durch Erzeugende und
Relationen beschrieben werden kann, dass die zugehorige axiomatische Beschreibung
der klassischen Definition der Kategorie der assoziativen Algebren entspricht.

Hierzu sei zunéchst Va = (Va(n))nen wie folgt definiert. Die Mengen Va(0) :=
{e} und Va(2) := {m} seien jeweils einelementig, wihrend alle anderen Va(n) leer
seien. Mit E := 7 ("A)(1) € F(Va)(1) seien

Ra(1) := {uf;flng) (m@ E®e) — E, iy (m@es E) - E}
und
F(V, F(V;
Ra3) = {iaph)m @ m @ B) iy (me Bem)|

sowie Ra(n) := 0 fiir n # 1,3 gesetzt. Eine Algebra iiber der Operade O(Va, Ra)
entspricht dann einem Tupel (A, V4 : A® A — Ans : k — A), fir das
Vao(ida®na)—ida, Vao(na®ida) —idg und VAO(VA ®idg) —Vao(ida ®VA)
jeweils Nullabbildungen sind. Dies besagt aber gerade, dass (A4, V 4,m4) eine assozia-
tive Algebra ist. Ferner sind die Morphismen in dieser Kategorie gerade die Homo-
morphismen von assoziativen Algebren. Somit beschreibt die Operade O(Va, Ra) die
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Kategorie der assoziativen Algebren. Es soll nun gezeigt werden, dass die assoziative
Operade 2 isomorph zur Operade O(Va, Ra) ist.

Lemma 3.1.27. Sei (O, u2,7°) eine Operade. Es sei Eo :=n°(1) € O(1) gesetzt.
Fiir Elemente ep € O(0) und mgo € O(2), die die Relationen

:“8;1,0) (mo ® Ep ® ep) = Ey, (3.7)
/’Lg;o,l) (mD & €O & ED) - ED7 (38)
1321y (Mo @ Mo ® Ep) = pdy ) (Mo @ Bo ® my) (3.9)

erfillen, seien m, = m2 € O(n) induktiv definiert durch mg := e und

fiir n > 0. Dann gelten m1 = Eo und mo = mg, und fir k,n,nq,...,ng € N mit
ny+---ngp=mn ist

) (T oy - G ) = 1, (3.10)

Beweis. Die Gleichung m; = Eg entspricht gerade der Voraussetzung (3.8). Mit dem
ersten Einsaxiom fiir Operaden gilt damit dann mo = ”8;1,1) (MmoRFEo®FEy) = mgo.

Die Gleichung (3.10) wird nun zunéchst fiir den Fall £ = 2 induktiv nach nq
bewiesen. Hierbei werden r := ni und s := ng als Abkiirzungen verwendet. Der
Induktionsanfang s = 0 ergibt sich aus

M)(D2;r,0) (mga ® m, @ mg) = N?jz;r,o) (mo @ m, ® ep)

= 11300 (M0 @ i) (Bo @ my) @ g (e0))
- M?l;r) (M?z;l,o) (mo @ By @ ep) @ my)

(3.7

- 'ugﬂ")(ED ® m”) = My.

Dabei wurden bei der zweiten und letzten Gleichung die Einsaxiome der Operade
) benutzt, wihrend die dritte Umformung aufgrund der Assoziativitdt der Opera-
denmultiplikation gilt.

Der Induktionsschritt von s > 0 auf s + 1 ist dann wegen

IU’(DZ;T,S-‘,-I)(mQ ®@my @ m8+1)
= WQirss1) (M0 @ p(l ) (Bp ® my) @ p3,q 1) (mo © my @ Ep))
= N8~r5 Nz 8-1 9y (Mo ® Eo @ mo) @ m, @ ms @ Ep)

3.9)
3rsl)( 1) ( mD®mD®ED)®mr®ms®ED)

:“(2 ir+s,1) (mo ® :“(2 75) (MO @My @ Mg) @ N(1 1y (Eo ® Ep))

v
= N(Z;r+s,1)(m>3 ® Myys @ Eo) = My ys41
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erfiillt. Hierbei wurden unter anderem bei der ersten und fiinften Umformung die
Einsaxiome der Operade sowie bei der zweiten und vierten Gleichung das Assozia-
tivitdtsaxiom verwendet. Somit ist der Fall k = 2 gezeigt.

Der allgemeine Fall wird nun durch eine Induktion nach k bewiesen. Im Induk-
tionsanfang ist u’(%) (mg) = myg zu zeigen. Diese Gleichung ist aber nach dem ersten
Einsaxiom der Operade O erfiillt. Schlielich ergibt sich der Induktionsschritt von
k>0auf k+1 aus

O
M(k+1;n1,...,nk+1)(mk+1 Q@mp; @+ & mnk+1)
O O
- ’u(k‘Jrl;m,...,nkﬂ)('u(2;k,1)(m9 ©my, © Ep) @ M, @ -+ @ mnk+1)

O O
= H@intetngngeg) (mD ® 'u(k‘ml,---,nk)(mk My, @+ @ My ) @ mnk+1)
vV o
- M(Q;m-i-m-i-nk,wﬂ)(mo ® My © Mg 1) = Mgy -
Dabei wurden bei der zweiten Umformung die Einsaxiome und das Assoziati-
vitdtsaxiom der Operade D benutzt, und bei der letzten Gleichung geht der Fall
k = 2 ein. U

Satz 3.1.28. Sei A die assoziative Operade aus Satz 2.5.12. Dann ist A isomorph
zur Operade O(Va, Ra).

Beweis. Da eine Operade, die durch Erzeugende und Relationen gegeben ist, bis auf
Isomorphie durch die universelle Eigenschaft aus Satz 3.1.26 festgelegt ist, geniigt
zu zeigen, dass die Operade 2 mit einem geeigneten Morphismus ¢ : Vo — 20 aus
Set" die universelle Eigenschaft von O(Va, Ra) besitzt.

Sei O eine Operade. Dann entspricht ein Set™-Morphismus v : Vo — © der Wahl
zweier Elemente e € O(0) und meo € O(2). Ferner werden alle Elemente 7 € Ra(n)
genau dann unter dem adjungierten Operadenmorphismus v : F(Va) — O auf Null
abgebildet, wenn die Elemente ep, mo und Ep := n°(1) € O(1) die Relationen
(3.7)-(3.9) erfiillen. Somit ist Folgendes zu zeigen:

1. In der assoziativen Operade 2 gibt es Elemente eg € 2(0) und my € A(2),
so dass diese Elemente zusammen mit Ey := n%(1) € (1) die Relationen
(3.7)-(3.9) erfiillen.

2. Ist © eine Operade mit Elementen en € O(0) und mgy € O(2), die den Relatio-
nen (3.7)-(3.9) geniigen, so gibt es genau einen Morphismus ¢ = (¢,) : A — O
von Operaden mit ¢g(eg) = e und a2 (my) = me.

Das neutrale Element der Gruppe Z, sei mit e, bezeichnet. Dann gilt in der
assoziativen Operade 2

M(Q[m;nl,---,nm)(em Qen ®: - ®ep,) =en

fir m,n,nq,...,nyn € Nmit n;+---+n,, = n. Ferner ist die Einheit dieser Operade
durch das Element Eg := n*(1) = e; € (1) festgelegt. Daraus ergibt sich unmit-
telbar, dass die Elemente eg := eg und mg := ea die Relationen (3.7)-(3.9) erfiillen.
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A

Damit ist der erste Punkt gezeigt. Es sei noch angemerkt, dass m,; = e, fiir die im
vorstehenden Lemma definierten Elemente m2 € 24(n) gilt.

Sei nun O eine Operade mit Elementen ey € O(0) und mgy € O(2), die die
Relationen (3.7)-(3.9) erfiillen. Zunéchst wird angenommen, dass ein Operadenmor-
phismus ¢ : 2 — O mit @p(ey) = ep und 2(mg) = me existiert. Da ¢ mit der
Multiplikation der Operaden vertriglich ist und die Einheit der Operade 2 auf die
Einheit von 9 abbildet, zeigt eine einfache Induktion, dass @n(m%) = mr? gilt. Dann
ist aber ,(0) = pn(en-0) = pnlen) -0 = op(mP) -0 =m0 fiir 0 € Z,. Somit ist
¢n, auf einer Basis von 2((n) festgelegt. Daraus ergibt sich die Eindeutigkeit von .

Zum Nachweis der Existenz von ¢ : 2 — O werden die einzelnen Komponenten
von ¢ zuniichst durch ¢, (o) := m2 - o fiir ¢ € Z, als k-lineare Abbildungen defi-
niert. Insbesondere gelten dann ¢g(eg) = en und pa(my) = mye, d.h., ¢ bildet die
beiden vorgegebenen Elemente der Operade 2 auf die entsprechenden Elemente der
Operade O ab. Ferner gilt fiir Elemente go,0 € Z,

pnl00) = my - 00 = (m;) - 0) -0 = pu(0) - 0.
Also ist ¢, eine kZ,-rechtslineare Abbildung.

Somit verbleibt noch zu zeigen, dass ¢ sogar ein Morphismus von Operaden ist.
Wegen ¢1(Ey) = @1(e1) = mP = Eg respektiert ¢ die Einheiten. Zum Nachweis
der Vertraglichkeit von ¢ mit der Operadenmultiplikation seien k,n,n1,...,nr € N
mit n; + -+ +ni = n sowie 0 € Zj und o; € Z,, fiir ¢ = 1,...,k gewéhlt. Zudem
sei nj 1= nz-1(;) als Abkiirzung gesetzt. Dann gilt

1) _
en (1 (0@ 1 ® - © 1)) 2 00 (BE (@) (1. ymp) - (018 @ o)

22 (@F o) (n1,... i) - (01 ® - © o)

B o O O O _

= Wity (M @M @ @my ) - (@5 (0) (1, ) - (01 ® - @ o))
@ o O fs) O

= :U'(k;nl,...,nk) (mk 0 My, K- mnk) : (01 X ® Uk)

6 o O fs) O

= Iu‘(k;nl,...,nk) (mk 0® My, * 01 Q- ® My, - o-k)

®6) o

- ’u(k;m,...,nk)(gpk(g) ® pn, (01) ® -+ @ oy (Jk))'

Dabei wurde die Definition der Multiplikation der Operade 2 [1] sowie des Mor-
phismus ¢ [2,6] verwendet. Ferner geht das vorstehende Lemma [3] und die beiden
Aquivarianzaxiome fiir die Operade O ein [4,5]. O

Damit ist gezeigt, dass die assoziative Operade 2 eine Beschreibung durch Er-
zeuger und Relationen besitzt, die der axiomatischen Definition der Kategorie der
assoziativen Algebren entspricht. Das eigentliche Interesse gilt hier aber der Unter-
operade £ = £,, von A = 2, aus Abschnitt 2.5. Ziel ist es nun, Erzeuger und Rela-
tionen fiir die Operade £ zu finden. Dabei ist es sicherlich wiinschenswert, moglichst
wenige Erzeuger und einfache Relationen zu haben.
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Aus der Definition von £,,(n) als Untermodul der reguléren Darstellung einer
halbeinfachen Algebra ergibt sich, dass £,,(n) als kB,, ,-Rechtsmodul von einem
Element erzeugt wird. Somit besitzt die Operade £,, zumindest ein abz&hlbares
Erzeugendensystem V| = (V_(n))nen, bei dem jedes Vi (n) einelementig ist. Unter
Beriicksichtigung der zusétzlichen Operadenstruktur wére es dabei auch denkbar,
dass nicht alle diese Erzeuger benotigt werden. Um aber iiberhaupt solche Erzeuger
zu finden, ist es sinnvoll, £,,(n) zunichst unabhéngig von der Operadenstruktur nur
als kB, ,-Modul zu betrachten und explizit zu bestimmen.

3.2 Notwendige Bedingungen fiir Lie-Elemente

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass bestimmte Elemente in dem Linksideal
J, von kB, liegen, das von den Elementen Sy, ; fiir £,1 > 0 mit £+ = n erzeugt wird.
Fir einen kB,-Linksmodul M annulliert jedes Element aus J,, alle Elemente aus
P(M). Somit liefern solche Elemente notwendige Bedingungen fiir die Lie-Elemente
von M.

Man beachte, dass hier in der Gruppenalgebra zur Zopfgruppe gearbeitet wird.
Es werden also noch keine Eigenschaften verwendet, die erst in bestimmten Quoti-
entengruppen erfiillt sind.

Die Elemente H,, € B,, seien induktiv definiert durch

Hy := eg € By, (3.11)
Hot1 = (e1 @ Hp)mh 1 = 751 (Hy ® €1) € By (3.12)

Fiir n > 1 ist dann die Konjugation mit H,, auf den Erzeugern der Zopfgruppe B,
durch b; — b,_; fir i = 1,...,n — 1 gegeben. Hieraus folgt leicht, dass

HnSkJH;Ll = Sng (3.13)

fiir alle natiirlichen Zahlen k, I, n mit k + [ = n gilt.

Die Antipode S der Tensoralgebra T(V') ist ein Antiautomorphismus von Alge-
bren, der auf V' C T(V') durch —idy gegeben ist. Deshalb stimmt S auf V& c T(V)
mit dem durch die Operation von (—1)"H,, definierten Endomorphismus von V®"
iiberein. Da die Antipode S nach Lemma 1.3.1 auf primitiven Elementen als —id
wirkt, werden die Elemente aus P,,(T(V')) von e,, + (—1)"H,, annulliert. Es soll nun
gezeigt werden, dass e, + (—1)"H,, in J,, enthalten ist.

Lemma 3.2.1. Fiirn > 1 gelten

Z (_1)l(ek ® Hl)Sk;,l =0 wund Z (—1)k(Hk X el)SkJ =0.
k+l=n k+l=n

Beweis. Der Beweis der ersten Gleichung erfolgt durch eine Fallunterscheidung nach
n. Fiir n = 1 ist die Behauptung wegen (e; ® Hy)S1,0 — (0 ® H1)Sp1 = €1 —e1 =0
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erfiillt. Andernfalls ist n > 1. Dann ergibt sich die Behauptung aus

> (1) (er @ Hy)Sky

k+l=n
ki>1
2.27
2D Z (—1)!(ex ® H) ((Sky—1 ® e1) + (ex—1 ® 713) (Sk-1, ® €1))
k+l=n
Ti>1
3.12
P2 ST (1) (er ® H)(Skio1 @ 1) + (g1 ® Hig1) (Sk-10 @ €1))
k+l=n
i1
= > (D" @Hu)(Sra®e) + Y (=1 (e @ Hipa)(Ski @ 1)
k+l=n—1 kt+l=n—1
E>1 I>1

- _(en—l ® Hl)(sn—l,O & 61) + (_l)n_lHn(SO,n—l & 61) = —€p + (_l)n_lHn-

SchlieBlich ist die zweite Gleichung erfiillt, da sie aus der ersten durch Konjugie-
ren mit H, hervorgeht. O

Korollar 3.2.2. Firn > 1 sind e, + (—1)"H,, und
en —H2 = (en — (—1)"H,) (en + (=1)"H,)
i J, enthalten. O

Somit werden die Lie-Elemente eines kB,,-Linksmoduls M von e,, — H% annulliert.
Oder anders ausgedriickt: P(M) ist im Eigenraum des Operators H2 zum Eigenwert
1 enthalten. Das Element H2 besitzt in den Erzeugern b; der Zopfgruppe B, die
Darstellung H2 = (by - - - b,,_1)™. Ferner erzeugt dieses Element das Zentrum von B,,.
Deshalb ist der Eigenraum zum Eigenwert 1 der Linksoperation von H2 auf M ein
kB,-Untermodul von M. Nur in diesem Untermodul kénnen die Lie-Elemente von
M liegen.

Sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper k der Charakteristik 0. Dann sind die
primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V') durch die Theoreme von Specht, Wever
[Jac62, V.4 Theorem 8] und Friedrichs [Jac62, V.4. Theorem 9] charakterisiert. Um
diese Charakterisierung zu formulieren, sei zunéchst mit g die Lie-Unteralgebra von
T(V)~ bezeichnet, die von V erzeugt wird, d.h., g ist der kleinste Untervektorraum
von T(V), der V enthélt und unter der Kommutatoroperation [z,y] := zy — yz
abgeschlossen ist. Oder anders ausgedriickt: g ergibt sich aus V durch sukzessi-
ves Anwenden des Kommutators. Ferner seien die Dynkin-Specht-Wever-Elemente
D, Cin € kB,, induktiv definiert durch

Py :=0€kBy, | :=¢; € kBy, (314)
Dpy1 = (ens1 — T ) (P ®e1) = D ®er — (1 ® Dp) 75, € kBpyy (3.15)
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bzw.

®o:=0 € kBy, &1 := ¢, € kB, (3.16)
Byi1 = (ent1 — 70,)(e1 @ By,) € kByiy (3.17)

fiir n > 1. Im Hinblick auf das Folgende werden diese Elemente gleich {iber den
Zopfgruppen erklirt. Fiir die klassische Situation wére es ausreichend, die ®,, und
®,, iiber den symmetrischen Gruppen zu definieren.

Sei n > 0. Dann sind nach den Theoremen von Specht, Wever und Friedrichs fiir
z € T, (V) =Ve" C T(V) die folgenden Aussagen dquivalent:

1. zeg. 3. ¢px =nx.
2. x ist primitiv. 4. &)naz = nx.

Zum Beweis sei Folgendes angemerkt. Fine einfache Rechnung zeigt, dass der Kom-
mutator zweier primitiver Elemente wieder primitiv ist. Daraus ergibt sich unmittel-
bar, dass die zweite Aussage aus der ersten folgt. Die Implikation von 3. bzw. 4. nach
1. ist eine direkte Konsequenz der Definition der Dynkin-Specht-Wever-Elemente.
Dass die zweite Aussage die dritte bzw. vierte Aussage impliziert, wird in [Wig89]
mit einer Identitdt in der Tensoralgebra bewiesen.

Diese Charakterisierung der primitiven Elemente der Tensoralgebra vom Grad
n > 0 iibertrégt sich nicht unmittelbare auf gezopfte monoidale Kategorien, da der
Kommutator [,] := Vo (id —7) in solchen Kategorien auf den primitiven Elementen
nicht abgeschlossen ist, d.h., die Implikation von 1. nach 2. besitzt hier keine Giiltig-
keit. Verallgemeinert werden kann allerdings die Identitdt von Wigner und damit
die Implikation von der zweiten zur dritten bzw. vierten Aussage.

Lemma 3.2.3. Fiir jede natiirliche Zahl n gelten

Y (er@@)Spy=mnen und > (k@ €)Sky = nep.
ktl=n kti=—n

Beweis. Es gentigt, die erste Gleichung zu beweisen, da sich die zweite Gleichung
aus der ersten durch Konjugation mit H,, ergibt.

Im Fall n = 0 sind beide Seiten dieser Identitét gleich 0. Fiir n > 1 wird die
Gleichung nun durch Induktion nach n bewiesen. Hierbei ist der Induktionsanfang
wegen (eg ® ®1)So,1 + (1 ® ®¢)S1,0 = e1 + 0 = e; erfiillt. Der Induktionsschritt von
n > 1 nach n + 1 ergibt sich nun aus

Z (ex @ ;)Sky = Ppy1 + Z (ex ® ®;)Spy

k4l=n+1 k+l=n+1
Td>1
(2.27) B
= Dpq+ Z (er ® P1)((Ski—1 @ e1) + (ex—1 © 711)(Sk—1,1 @ €1))
k+l=n+1

kI>1
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= &, + Z (e @ Pry1)(Sky®er) + Z (ery1 ® Pp)(er @ Tll,gl)(sk‘,l ®e1)

k+l=n k+l=n
E>1 I>1
= D (@ ®@Pu)(Ski®e) + Y (err1 @ B)(er ®74)(Ska ©e1)
e

= enrit ) ((er®Prp1) + (i1 @ Br)(er @ 711)) (Ska @ 1)

k+l=n
>1

3.15
( :O) en+1 + Z (ek ® q)l ® 61)(51971 ® 61)

k+l=n
>1

IV
= ept1+ Z (er @ P ®er)(Sky®er) = eng1 +neppr = (N4 1)epqr.
k+l=n

Damit ist die Behauptung gezeigt. U

Korollar 3.2.4. Firn > 1 sind

ne, — ®, = Z (e ® ®1)Sk; und ne, — d, = Z (Cik ® €1)Sk,i

k+l=n k+l=n
k,>1 k,i>1

i J, enthalten. O

Sei n > 1 und M ein kB,,-Linksmodul. Dann wird jedes Lie-Element v € P(M)
von ne,—®, annulliert, d.h., v geniigt der Gleichung ®,v = nv. Da n im vorliegenden
Fall invertierbar ist, besitzt v die Darstellung v = @n%v. Somit ist v in ®,, - M
enthalten.

Bemerkung 3.2.5. Sei kBB := [[, kB, als Vektorraum. Dann ist k3 zusammen mit
dem Faltungsprodukt x eine Algebra. Hierbei ist fiir Elemente ¢ = (¢;,) und d = (d,,)
aus kB die n-te Komponente von ¢ * d durch

(C * d)n = Z (Ck & dl)SkJ
k+l=n

definiert. Das Einselement beziiglich dieser Multiplikation ist durch E = (E,) mit
Eo :=eo und E,, := 0 fiir n > 0 gegeben. B
Es seien S := ((—=1)"H,), ® = (®,), ® = (®,), | := (ey) und J := (ney).

Abgesehen von der Nullkomponente ist Lemma 3.2.1 dann dquivalent zu
[«*S=E=Sxl (3.18)
Zudem lésst sich in diesem Formalismus die Aussage von Lemma 3.2.3 kurz als

l%®=J=0x| (3.19)
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schreiben.
Des Weiteren ist fiir jedes Objekt V aus YDE durch

Y =1y kB — End(T(V)), ¢ @ Xy (en)

ein Homomorphismus von Faltungsalgebren erklért. Insbesondere ist also das Bild
von E unter ¢ gleich dem Einselement 7 o e der Faltungsalgebra (End(T(V)), ).
Ferner ist ¢(S) die Antipode von T(V) und #(l) die Identitét. Durch (®) und
1/)(;1;) sind Dynkin-Specht-Wever-Operatoren auf T(V') gegeben. Schliefllich stimmt
(J) auf V" C T(V) mit der Multiplikation mit n {iberein.

Anwendung von 1 auf die Gleichung (3.18) liefert somit das Antipodenaxiom
fiir die Tensoralgebra T(V'). Ferner ergibt sich aus (3.19) die in [Wig89] bewiesene
Identitét.

3.3 Kharchenkos Ansatz

Sei V € )H)ﬁg ein Yetter-Drinfeld-Modul iiber einer abelschen Gruppe G, der Sum-
me eindimensionaler Yetter-Drinfeld-Moduln ist. Dann verwendet Kharchenko zur
Berechnung der primitiven Elemente der Tensoralgebra J(V) nicht die Elemente
Sk, die sich aus der Beschreibung der Komultiplikation von T(V') ergeben, sondern
benutzt eine andere Charakterisierung der primitiven Elemente [Kha98, Abschnitt
7]. Dieser Ansatz soll nun in dem hier vorliegenden Formalismus dargestellt werden.
Dabei wird wiederum iiber den Zopfgruppen gearbeitet, wodurch die Aussagen etwas
allgemeiner sind als bei Kharchenko. Es sei noch erwéhnt, dass Kharchenko meistens
mit dem Radford-Biprodukt kG T (V') und schiefprimitiven Elementen anstelle von
T(V) und primitiven Elementen arbeitet.

Zur Formulierung der Aussagen werden S,-Graduierungen verwendet. Hierzu
seien zunéchst einige Bezeichnungen eingefiihrt. Sei A eine S,-graduierte Algebra.
Fiir jede Permutation ¢t € S, sei die Menge der homogenen Elemente vom Grad ¢
aus A mit A; bezeichnet. Dann ist also A gleich der direkten Summe der Ay, t € S,,.
Insbesondere besitzt jedes Element a € A eine eindeutige Darstellung

a = E a¢

teSn

mit a; € Ay. Fir ky, ... ke by, .00 € {1,...,n} seien

l17 7lr . l1, 7lr .

ARG = D A wdafh = ) a
teSh, teSn,
t(ki):li t(ki)ZlZ

gesetzt. Im Fall k; = [; werden auch die Abkiirzungen Ay, . = A[:ig: und

. :1’ ’:T verwendet. Des Weiteren seien noch fiir jede natiirliche Zahl k
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die Bezeichnungen

A<y = @ Ay und a<p = Z ag

teSh, teSn,
t(1)<k t(1)<k

eingefiihrt. Ganz analog seien A, A>g, Asp und acy, a>p, a~y definiert. Dieselben
Notation werden auch im Falle eines S,-graduierten A-Moduls M benutzt.

Im Folgenden sei die Gruppenalgebra kB,, stets mit derjenigen S,-Graduierung
versehen, bei der die Basiselemente b € B,, homogen sind und der zugehorige Grad
durch die unterliegende Permutation 7(b) € S,, gegeben ist.

Definition 3.3.1. Sei M ein S,-graduierter kB,-Linksmodul. Ein Element v € M
heifit rechts- bzw. linksprimitiv (beziiglich der ersten Stelle), falls Sy ;- v € M<y,
bzw. Sy -v € Msy fiir K, > 0 mit £ + [ = n gilt. Die Menge der rechts- bzw.
linksprimitiven Elemente von M werde mit P,(M) bzw. P;(M) bezeichnet.

Bemerkung 3.3.2. Sei M ein S),-graduierter kB,,-Linksmodul. Da M<; N M~ =0
fiir 0 < k < n gilt, ist P(M) = P.(M) NPy (M).

Die rechts- und linksprimitiven Elemente lassen sich nun unter Verwendung von
Dynkin-Specht-Wever-Elementen vollstéindig beschreiben. Dabei sollen zunéchst die
rechtsprimitiven Elemente behandelt werden.

Lemma 3.3.3. Fiirn >0 gilt ®,, € P.(kB,,).

Beweis. Der Beweis wird durch eine Induktion nach n gefiihrt. Der Induktionsanfang
ist wegen ®1 = e € kBy = P,.(kBy) erfiillt.

Fiir den Induktionsschritt von n > 0 nach n+ 1 seien k,l > 0 mit k+1=n+ 1.
Dann ist Sy ®p11 € (kBp41)<k zu zeigen. Es gilt

3.15
Sk Pnt1 2 Sk(ent1 — 751)(Pn @ e1)

2.27
(° ; [(Ski—1®@e1) + (ex—1 ® Tﬁ)(skq,l ® e1)](®n @ e1)

— [(e1 ® Sp—1,) + (Tfk ®e—1)(e1 ® Sk,z—1)]7'€1(‘1>n ®eq)
= [ens1 — (Tfk ® 61—1)7'5,1] (Ski-1Pn ®e1)

+ [(ek,l ® Tll,gl) — 7?,1] (Skfl,lq)n ® 61).

Die letzten beiden Summanden werden nun einzeln betrachtet. Fiir den ersten
Summanden erfolgt dabei eine Fallunterscheidung nach I. Ist | = 1, so ist dieser
Summand gleich [6n+1 — 7'1,”7',%1] (P, ® e1). Da die Identitéit die unterliegende Per-
mutation von 7,7, ist, liegt dieses Element in (kBp41)<n. Im Fall [ > 1 gilt
Ski-1Pn ®e1 € (kByy1)<y aufgrund der Induktionsvoraussetzung. Ferner bildet die
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unterliegende Permutation von (71 ; ® €;_1)7,,1 die Elemente 1,. ..,k auf sich selbst
ab. Daraus folgt die Behauptung.

Fiir den zweiten Summanden erfolgt eine Fallunterscheidung nach k. Falls k£ = 1
ist, so gilt (ex—1 ® 7,1) — o1 = 0, d.h., der zweite Summand verschwindet. Ist
k> 1, so gilt S_1;P, ® e1 € (kBpt1)<k—1 nach Induktionsvoraussetzung. Die

unterliegenden Permutationen von e;_1®7; 1 und 7, 1 bilden die Elemente 1,..., k—1
auf sich selbst bzw. auf 2,...,k ab. Somit ist der zweite Summand in (kB,11)<k
enthalten. O

Lemma 3.3.4. Sei n > 0, und sei M ein S, -graduierter kB, -Linksmodul. Dann
gilt P.(M) N My = 0.

Beweis. Fiir n = 1 ist die Behauptung wegen M~ = 0 klar.

Andernfalls wird der Beweis durch Widerspruch gefiihrt. Dazu wird angenom-
men, dass v € P,(M) N M1 mit v # 0 existiert. Dann ist m := min{k | v|} # 0}
wohldefiniert, und wegen v € Msi gilt 1 <m <n. Firk:=m—-1undl:=n—k
gelten somit &k, > 0 und k + [ = n. Aus der Voraussetzung v € P,.(M) folgt damit
Sk, - v € M<y, woraus sich insbesondere (Sy; - v)[!* = 0 ergibt.

Fiir eine (k, [)-Mischpermutation s gilt andererseits s ~!(m) < --- < s71(n). Also
ist s71(m) < m, und es gilt s~(m) = m genau fiir s = e,. Ist des Weiteren t € S,
mit £(1) > m, so gilt

st(y=m & t(l)=sm) & t()=m=s"'m) & t(l)=m A s=e,.

Da v € M>, nach Definition von m gilt, folgt hieraus (Si; - v)|{* = v|{* # 0. Dies
ist ein Widerspruch. O

Satz 3.3.5. Sein > 0, und sei M ein S,-graduierter kB, -Linksmodul. Dann ist
or 1 My = M|} — P.(M),v — ®, - v wohldefiniert und bijektiv. Insbesondere gilt
also Pr(M) = ®,, - M.

Beweis. Zum Nachweis der Wohldefiniertheit von ¢, seien k,I > 0 mit k +1 = n.
Aufgrund von Lemma 3.3.3 gilt dann Sy ;®,, € (kBy)<. Fiir v € M; folgt hieraus
Sk (Pp-v) = (SkPp)-v € M<j. Somit ist ®,, - v rechtsprimitiv, und die Abbildung
@, ist wohldefiniert.

Offensichtlich gilt (®,); = e,. Hieraus folgt (®,, - v); = v fiir v € My, woraus
sich die Injektivitdt von ¢, ergibt.

Abschlielend ist noch die Surjektivitdt von ¢, zu zeigen. Dazu sei v € P,(M).

Nach dem bisher Gezeigten ist dann ®,, - v1 und damit auch w = v — &, - 11
rechtsprimitiv. Ferner gilt w; = vy — (P, - v1)1 = v1 — v1 = 0. Insgesamt ist also
w € Pr.(M) N Msq, woraus nach Lemma 3.3.4 w =0, d.h. v = ®,, - v; folgt. O

Diese Resultate lassen sich mittels des nachstehenden Lemmas auch auf links-
primitive Elemente iibertragen.
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Lemma 3.3.6. Sein > 0, und sei M ein S,-graduierter kB, -Linksmodul. Dann ist
die Abbildung ¢ : P.(M) — Py (M), v — H ' - v wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Sei v € Pp.(M). Fir k,l > 0 mit K+ = n gilt dann S;;, - v € M<;. Da
die unterliegende Permutation von H,! ein Element i € {1,...,n} auf n —i + 1
abbildet, folgt Sk,ngl Sv = H;lshk -v € M~y. Hierbei wurde (3.13) verwendet.
Somit ist H;,! - v linksprimitiv, und die Abbildung 1 ist wohldefiniert.

Ganz analog zeigt man, dass P;(M) — P,.(M),v — H,,-v wohldefiniert ist. Dann
sind diese beiden Abbildungen aber offensichtlich zueinander invers. O

Um die Aussage von Satz 3.3.5 ganz analog fiir linksprimitive Elemente zu for-
mulieren, soll das Element H,'®, noch anders dargestellt werden. Dabei treten
Dynkin-Specht-Wever-Elemente @/, € kB,, auf, die analog zu den ®,, unter Verwen-
dung der inversen Zopfung definiert sind. Konkret ist also

b :=0¢€kBy, @) :=e; €kBy,

1 = (ent1 — (Tfn)_l)@; ®e1) € kB

fiir n > 0.

Lemma 3.3.7. Firn > 0 gilt H,®, = (-1)""1®,,.

Beweis. Die Behauptung wird durch Induktion nach n gezeigt. Der Induktionsanfang
ist dabei wegen ®; = ®| = Hy; = e; erfiillt. Der Induktionsschritt von n > 0 auf
n + 1 ergibt sich aus

Hnt1®) 41 = Hog1(engr — byt -0, (@), @ e1)
= (ent1— by - b7 Hu 1 (B, @ 1)
= (enJrl - (Tn,l)il)Tn,l(an)In & 61)
= (=1)"(ent1 — Tn,1)(Pn ® e1) = (=1)"®py1.

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Satz 3.3.8. Sein > 0, und sei M ein S,-graduierter kB, -Linksmodul. Dann ist

o+ My — Py(M),v — @ - v wohldefiniert und bijektiv. Insbesondere gilt also
Pi(M) =, - M.

Beweis. Nach Lemma 3.3.7 stimmt ¢; bis auf den Faktor (—1)"~! mit der Verkettung
der Abbildungen ¢, : My — P.(M),v — ®,-v und ¢ : P.(M) — Py(M),v — H;1-v
aus Satz 3.3.5 bzw. Lemma 3.3.6 iiberein. Also ist ¢; mit ¢, und 1 bijektiv. O

Der folgende Satz bildet dann bei Kharchenko den Ausgangspunkt fiir die Be-
rechnung der primitiven Elemente.



3.4. Lie-Elemente 117

Satz 3.3.9. Sein > 0, und sei M ein Sy-graduierter kB, -Linksmodul. Ferner sei
D(M) :={ve M |®, -v=2), v} Dannisty: D(M) — P(M),v — @, -v
wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Sei v € D(M). Dann ist v € M, und aufgrund der Séitze 3.3.5 und 3.3.8
ist das Element ®,, - v = @/, -v in P.(M) NP (M) = P(M) enthalten. Somit ist
wohldefiniert.

Die Injektivitdt von v ergibt sich unmittelbar aus der Injektivitdt der Abbildung
w, aus Satz 3.3.5. Somit verbleibt noch, die Surjektivitéit von v zu zeigen. Dazu sei
w € P(M) = P.(M)NP;(M). Dann existieren u,v € M; mit ®,, - u =w = P/, - v.
Wegen (®,,)1 = e, = (P),)1 folgt hieraus u = (P, - u); = wy = (P}, - v)1 = v. Also
ist w = ®,, - v mit w € D(M). O

3.4 Lie-Elemente

Sei M ein kB,-Linksmodul. Nach Korollar 3.2.4 lisst sich jedes primitive Element
aus M als &, - v fiir ein geeignetes v € M schreiben. Um umgekehrt festzustellen,
ob ein Element der Form ®,, - v primitiv ist, ist es sinnvoll, die Elemente Sy, ;®,, fiir
k,l > 0 mit k + [ = n zu studieren. Es wurde schon in Abschnitt 2.5 gezeigt, dass
P(kB,) = 0 gilt. Somit wird ®,, jedenfalls nicht von allen Sj; annulliert.

Lemma 3.4.1. Firn > 1 gilt in kB,

Sl,n—l(en - 571,1) =(en — by 7'571,1)(51,71—2 ®e1).
Beweis. Es gilt

2.27
Sl,n—l(en - 5—171) E2:28§ [(Sl,n—Q & 61) + Trl?—l,l] - [en + bl (61 & Sl,n—?)] Tyl?—l,l

= (en—10 7'5—1,1)(51,11*2 ® e1).
Damit ist die Behauptung gezeigt. U

Werden die Elemente ¥,, € kB,, induktiv definiert durch

Uy :=e; € kBy,
Upi1 = (€nt1 — by Tsl)(‘l’n ®e1) € kBpia

fiir n > 0, so ergibt sich aus dem vorstehenden Lemma durch eine einfache Induktion:

Korollar 3.4.2. Firn >0 gilt S1,—1®, = ¥,,. O

Ausgehend von dieser Gleichung soll nun gezeigt werden, dass die Sy ; in einem
geeigneten Ring von Briichen R, 'kB,, invertierbar sind.
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Das Element blTE_Ll besitzt den Zykel (23 --- n) der Linge n — 1 als unterlie-
gende Permutation. Somit ist die (n — 1)-te Potenz dieses Elementes in der reinen
Zopfgruppe enthalten. Genauer gesagt handelt es sich bei (1)17'5"’_1’1)"_1
ment (by - - - b,—1)", das das Zentrum der Zopfgruppe B,, erzeugt. Dies sieht man wie
folgt. Aufgrund der Natiirlichkeit der Zopfung gilt

um das Ele-

7'r]f—1,1bl = bk+l7'7]f—1,1 (3.20)
fir 0 <k <nund 0 <! <nmit k+ [ < n. Hieraus folgt
k _ k
(b17n—1,1)" = b1+ br7y 14 (3.21)

fiir 0 < k < n. Insbesondere ergibt sich im Fall kK = n — 1 die behauptete Identitét.
Die Gleichung (3.21) kommt in der Literatur zum Beispiel in [Art47b, Formel 6] vor.
Des Weiteren folgt

-2

(en —b1Tn—1,1) (b17n-1.1)% = en — (b1 - bp_1)"
k=0

3

Da in dieser Gleichung die beiden Faktoren auf der linken Seite untereinander so-
wie mit der rechten Seite kommutieren, ware e,, — by7,—1,1 invertierbar, sofern das
Element e, — (by - b,—1)" invertierbar ist. In diesem Fall wire das Inverse von
en — b17,—1,1 durch

n—2

(en — (br-- bn—l)n)_l Z(b1 To-11)" (3.22)

k=0

gegeben. Dies soll nun formalisiert werden. Dazu sei
Dij = (b -bjo1 )™ = A i1 (AiiroAiraie) - (AijAigry - Ajo1y)

fiir 1 < 4 < j als Abkiirzung eingefiihrt. Die zweite Gleichheit findet man zum
Beispiel in [Bir75, Korollar 1.8.4]. Dabei kann D;; als Element von B,, fiir alle n > j
aufgefasst werden. Da D1, zentral in B, ist, kommutiert D;; mit allen Elementen,
die in der von den b;, fiir ¢ < k < j erzeugten Untergruppe liegen.

Es sei nun R, := {e— D1 ; | 1 < j < m} gesetzt. Dies kann wieder als Teilmenge
jeder Algebra kB, fiir n > m verstanden werden. Hiermit lésst sich dann der Ring
der Briiche R, 'kB,, bilden [Coh73, Satz 1.2.1]. Genauer gesagt handelt es sich dabei
um einen Ringhomomorphismus 3 : kB, — R 'kB,, der die folgende universelle
Eigenschaft besitzt: Zu jedem Ringhomomorphismus ¢ : kB,, — A, fiir den alle ¢(a),
a € R, invertierbar sind, existiert genau ein Ringhomomorphismus ¢ : R, 'kB, — A
mit p =Y o f.

Der Ring R;'kB, kann konkret wie folgt konstruiert werden. Als k-Algebra
wird R,; 'kB,, von Elementen b;, ¢; und d; fiir i = 1,...,n — 1 erzeugt. Von diesen
Elementen wird gefordert, dass die b; die Zopfrelationen (2.3) und (2.4) erfiillen sowie
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die Relationen b;c; = 1 = ¢;b; und (1 — (by--- b)) )d; = 1 = d;(1 — (by --- b))
firi =1,...,n— 1 gelten.

Es sei noch einmal an die Konvention erinnert, dass die Bilder von Elementen
aus kB,, unter dem kanonischen Homomorphismus 3 : kB,, — R,,'kB,, genauso wie
in der Algebra kB,, bezeichnet werden.

In R, 'kB,, ist nun e, — b17p—1,1 invertierbar. Das Inverse ist dabei durch Formel
(3.22) gegeben. Ferner sind in R;,'kB,, auch die Elemente

en — Dij _(TJ i+1li—1 & en— J)( — D5 z+1)( z+1z 1@ en— J) (3.23)

fiir 1 <14 < j <n invertierbar.
Werden nun die Elemente ©,, € R, kB, und Y,, € kB,, induktiv durch

O1:=e¢ € RflkBl,
Oni1:= (On @e1)(ent1 — Dini1) ' € Rn—ll—lkBTH‘l

bzw.

Tl =e1 € ]kBl,

Yo := (T, ®er) Z blTnl € kBn11
k=0

fiir n > 0 definiert, so ergibt sich unmittelbar, dass ©, T, das Inverse von ¥, in
R, kB, ist, d.h., in R,,'kB,, gilt

OnTnT, = e = 1,0, 1. (3.24)

Hierbei sei nur kurz darauf hingewiesen, dass beim Inversen von W, alle Terme der
Form (e — D1 ,,) ! am Anfang zusammengefasst werden kénnen, da e — Dy, zentral
in kB, ist. Deshalb kommutieren auch alle Faktoren von ©,, untereinander.

Aufgrund von Korollar 3.4.2 ist ¢,,0,T,, nun ein Rechtsinverses von S ,_1 in
R, 'kB,,. Bevor gezeigt wird, dass Sin-1 und ¢,0, T, sogar zueinander invers sind,
werden noch zwei Hilfsaussagen bereitgestellt.

Lemma 3.4.3. Sein > 1. Dann gilt fir 0 < k,l <n

blkarle:—l,l’ fa/llsk+l<n_1,

by by nTatty, fallsk+1>n—1.

(b17n—1,1)%b1 - by = {

Beweis. Im Fall k+1 <n —1 gilt

3.21 3.20
(blTnfl,l)kbl“’bl ( = ) bl"'kaﬁqJ by b ( = ) by b mF
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Und fir k+1>n—1ist

(D17n—11)%b1 b = (bim1,) T (b1 1)y
3.21) 1
= b bkgit1-nT, Hﬁl "(b1 T 1,1)" ! lb1---bz

— k+1
= b1 bhpip1n T,

Dabei wurde bei der vorletzten Umformung der zuerst gezeigte Fall benutzt. O

Lemma 3.4.4. Sein > 1. Dann gilt

n—2 n—1
2(51 Tn-1,1)" Stn-1 = (S1n—2 ® 1) Z o1
k=0 k=0

Beweis. Die linke Seite der behaupteten Gleichung ist

n—2 n—2 n—1
Z(bl Tn—l,l)k Sl,n—l = (bl Tn—l,l)kbl by,
k=0 k=0 1=0
und fiir die rechte Seite gilt
n—2 n—1
(Srn2®e1) Z 11—22131 buTh_ 11

=0 k'=

Auf beiden Seiten der Gleichung treten also jeweils n(n — 1) Summanden auf. Fiir
jedes m € {0,...,n(n — 1) — 1} gibt es nun eindeutig bestimmte &, 1, k', !’ mit

m=kn+Il, 0<l<n, 0<k<n-—1

bzw.
m=Kmn-1)+0I 0<l'<n-1, 0<K <n.

Im Fall k+1 < n —1 gelten dann k¥’ = k und I’ = k + [. Ansonsten ist n — 1 <
k+1<2(n—1), woraus sich ¥ =k + 1 und I’ = k + 1+ 1 — n ergeben. Nach dem
vorstehenden Lemma stimmt somit der zum Indexpaar (k,1) gehorige Summand der
linken Seite mit dem zu (k’,1") gehérigen Summanden der rechten Seite iiberein. [

Satz 3.4.5. Sein > 0. Dann ist Sy ,—1 in Rflllan invertierbar, und das Inverse ist
durch ¢,0,7Y, gegeben.

Beweis. Dass ©,0, YT, ein Rechtsinverses von Sj,_1 ist, wurde schon oben ange-
merkt. Somit ist noch zu zeigen, dass ®,,0, Y, auch ein Linksinverses von Si,_1
ist. Dies wird induktiv nach n bewiesen.
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Der Induktionsanfang n = 1 ist dabei wegen S1 9 = ®; = ©1 = T = ¢; klar. Im
Induktionsschritt von n > 0 auf n 4 1 gilt

i
L

q)n—l—l@n—i—lTn—i-lSl,n - q)n—f—l@n—i-l(Tn ® e1) (blTn,l)ksl,n
0

=
Il

n
= ®,110,11(TnS1n-1 ® €1) Z ™
k=0

n
= (€n+1 - Tn,l)(q)ngnﬁrnsl,nfl ® 61) <Z Tﬁ,l) (€n+1 - Dl,n+1)_1
k=0

n
= (en-i—l - Tn,l) <Z Tr’il) (en—i-l - Dl,n—&—l)il
k=0

= (ent1 — Tﬁf)(%ﬂ —Dini1) P =ent1

Hierbei wurde bei der zweiten Gleichheit das vorstehende Lemma verwendet, und
bei der vierten Gleichung geht die Induktionsvoraussetzung ein. O

Korollar 3.4.6. In R, kB, ist S,, invertierbar.

Beweis. Die Behauptung wird durch eine Induktion nach n gezeigt. Fiir n = 0 und
n = 1 ist die Behauptung wegen Sg = eg und S; = ey klar.

Im Induktionsschritt von n > 0 auf n+1 wird die Identitdt S, 11 = (e1 ®S5,)S1.n
verwendet. Da e; ® S,, und S; ,, nach der Induktionsvoraussetzung bzw. dem obigen
Satz invertierbar sind, ist dann auch S,,41 invertierbar. O

Korollar 3.4.7. Seien k,l,n natiirliche Zahlen mit k +1 = n. Dann ist Sy in
R kB, invertierbar.

Beweis. S, 0 = e, = So, sind offensichtlich invertierbar. Und im Fall &k, > 0 gilt
Sn = (Sk ® S;)Sk,. Nach dem vorstehenden Korollar sind aber S,, und S ® S
invertierbar. Also ist auch Sy ; invertierbar. O

Mit Hilfe der bisher bewiesenen Aussagen und Formeln kann fiir bestimmte kB,,-
Linksmoduln M der Raum P(M) der Lie-Elemente vollstindig angegeben werden.
Dabei kommen auch nicht triviale Lie-Elemente vor.

Nach Korollar 3.2.2 operiert Dy, auf allen Elementen aus P (M) als Identitét.
Da aber D;, zentral in kB, ist, ist die Menge aller Elemente aus M, auf denen
D, als Identitdt operiert, ein kB,-Untermodul von M. Somit geniigt es, nur kB,,-
Linksmoduln M zu betrachten, auf denen D1, als Identitét operiert.

Um die vorstehenden Resultate anwenden zu kénnen, wird ferner angenommen,
dass die Elemente e — D1, fiir 1 < m < n auf M durch Isomorphismen operieren.
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Zusammenfassend lassen sich diese Bedingungen dann auch so ausdriicken, dass die
Operation von kB,, auf M iiber die Algebra

Qn = (R, ' kBy,)/(e = D1,y)

faktorisiert. Im weiteren Verlauf wird eine Erweiterung eines nicht trivialen Quoti-
enten von kB,, konstruiert, in der die Bilder der Elemente e — D1, fiir 1 <m <mn
invertierbar sind sowie das Bild von e — D1 j,, verschwindet. Deshalb ist @, auf jeden
Fall von 0 verschieden.

Satz 3.4.8. Sein > 1, und sei M ein Q,-Linksmodul. Dann gilt
P(M) = 2,01 ®e1)Yy - M.

Beweis. Fiir k,1 > 0 mit k+1 = n ist S ®S; aufgrund von Korollar 3.4.6 invertierbar
in Q,,. Damit gilt Sg; = (S, ®S;1)S, = (S;.' ®S;1)(S1 ® Sy—1)S1,n—1. Dann wird
aber jedes Element aus M, das von Sy, annulliert wird, auch von S;; annulliert.
Hieraus folgt P(M) = Ann’y;(S1,—1) ={ve M | Sy p—1-v =0}

In @, sind ¥,,_1 ® e; und ©,,_1T,,_1 ® e; zueinander invers. Zusammen mit
Korollar 3.4.2 folgt hieraus

Sl,nflq)n(@nfl b2y el)Tn = \I’n(@nfl b2y el)Tn
n—2
= (en - blTn—l,l) Z(blTn—l,l)k =€p — Dl,n =0.
k=0
Deshalb handelt es sich bei den im Satz angegebenen Elementen um Lie-Elemente.
Somit ist noch zu zeigen, dass alle Lie-Elemente in M die angegebene Form
besitzen. Dafiir sei u € P(M). Dann existiert nach Korollar 3.2.4 ein v € M mit
=, -v. Da 0,_1T,_1® e in Q, invertierbar ist, operiert dieses Element durch
einen Isomorphismus auf M. Also existiert ein w € M mit v = (0,1, 1 ®e1) - w.
Fiir das Element w gilt nun

(en —=b1Tn—11) w="517-1Pn(0n_1Th1®e€1) w=S1p-1-u=0

bzw. b;Tp,—1,1 - w = w. Hieraus folgt aber

1 1 n—2
@ (On_1 @ €))L+ ——w = ——0p (O 1 L1 @e1) Y (by7n11)"w
n—1 n—1 =
= (I)n(gnfl’rnfl b2y 61) cw =Py, v =u,
d.h., w ist von der behaupteten Gestalt. U

Die Aussage dieses Satzes lidsst sich unter Verwendung von S,-Graduierungen
etwas prézisieren. Dazu sei angemerkt, dass sich die 5,,-Graduierung von kB,, auf
die Algebra @Q,, iibertrdagt. Das liegt daran, dass sowohl die Elemente aus R,_1 als
auch das Element e — D1, homogen beziiglich dieser Graduierung sind. Dass dies
bei der Bildung des Ringes der Briiche ausreichend ist, ergibt sich direkt aus der
konkreten Konstruktion dieses Ringes, wie sie oben beschrieben worden ist.
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Satz 3.4.9. Sein > 1, und sei M ein S,-graduierter Q,-Linksmodul. Dann ist
@ : Mg —P(M),v— 0,(0,1®e)Ty- v
wohldefiniert und bijektiv.

Beweis. Die Abbildung ¢ ist nach dem vorherigen Satz wohldefiniert.

Zum Nachweis der Injektivitéat wird ¢ als Abbildung M7 2 — M betrachtet. Diese
Abbildung kann als @3 0 3 0 1 mit @1 : My 9 — M, v — Zz;g(bﬂnfl,l)k U, ot
M, — My,v+— (01T, 1®e1)-vund @3 : M1 — M,v — ®,,-v geschrieben werden.
Es gentiigt nun zu zeigen, dass die ¢; injektiv sind. Die unterliegende Permutation von
byTn—1,1 ist der Zykel (23 --- n). Deshalb bildet fiir 0 < k < n — 2 die unterliegende
Permutation von (blTn_l,l)k das Element 2 auf 2 + k ab. Somit gilt fiir v € M »

n—2
(Z(blTn—l,l)k . 1)) =",
1,2

k=0

)

woraus die Injektivitéit von ¢1 folgt. Die Abbildung s ist injektiv, da ©, 11, _1®e;
invertierbar ist. Schliefllich ist 3 aufgrund von Satz 3.3.5 injektiv.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist. Hierzu wird die Beweisfiihrung
des vorstehenden Satzes etwas verfeinert. Sei also u € P(M). Nach Satz 3.3.5 exi-
stiert dann ein v € Mj mit u = ®,, - v. Da ©,,_11,,_1 ® €1 in (@)1 invertierbar ist,
gibt es hierzu ein w € My mit v = (0,1 Y,_1®e;)-w. SchlieBlich sei z := wy 2. Nun
ist noch w = ZZ;S(blTn_M)k -z zu zeigen, denn dann gilt u = ®,(0,,_1 ®e1) L), - 2
mit z € My 2 Wie im Beweis des vorherigen Satzes folgt b;7,_1,1 - w = w. Dann gilt
aber

w1y = (1 701)F 72 w) |15 = (by7ne1,1) 2 - w2

fiir 2 < k < n, woraus

n n—2
w=Y wly =) (711" 2
k=2 k=0
folgt. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Fiir einen S,-graduierten kB,,-Linksmodul M sind die homogenen Komponenten
insbesondere Vektorrdume iiber dem Grundkorper k. Dabei konnen die M; auch
als k-Rechtsvektorrdume aufgefasst werden. Dies ordnet sich der folgenden etwas
allgemeineren Situation unter.

Sei K ein Korper, der mit der trivialen S,,-Graduierung versehen ist, d.h., alle Ele-
mente in K sind homogen vom Grad e,,. Fiir einen S,,-graduierten (kB,,, K)-Bimodul
M ist dann durch M, — My, v — L(t) - v fiir jedes t € S, ein K-rechtslinearer
Isomorphismus definiert. Somit sind die homogenen Komponenten von M als K-
Rechtsvektorrdume zueinander isomorph. Aus dem vorstehenden Satz ergibt sich
damit:
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Korollar 3.4.10. Sein > 1, und sei M ein S,,-graduierte (Q,,K)-Bimodul. Dann
gilt
dimg P(M) = (n — 2)! - dimg M.

Im Fall dimyg M, = 1 ist also insbesondere dimg P(M) = (n — 2)!. d

Als Nichstes soll gezeigt werden, dass dimg P(M) > (n — 2)! fiir jeden S,,-
graduierten (kB,,, K)-Bimodul M gilt, auf dem D, als Identitét operiert und der
dimg M, = 1 erfiillt. Es wird jetzt also nicht mehr angenommen, dass die Elemente
en — D1y fiir 1 <m < n auf M durch Isomorphismen operieren.

Diese Behauptung entspricht der ersten Aussage aus [Kha00, Theorem 6.1], und
auch die Beweisfithrung wird von [Kha00] iibernommen. Hierzu werden die primi-
tiven Elemente durch ein homogenes lineares Gleichungssystem beschrieben, und
anschliefend wird der Rang der zugehorigen Matrix betrachtet. Fiir einen bestimm-
ten generischen Fall kann der Rang dieser Matrix aus den bisherigen Resultaten
abgeleitet werden. Dies liefert dann eine Obergrenze fiir den Rang der Matrix im
allgemeinen Fall.

Aus den Bedingungen an den Bimodul M ergibt sich, dass die Linksoperation
von kB, iiber die Algebra

A, =kBy/(en — Diy)

faktorisiert. Dies ergibt sich wie folgt. Wegen dimg M, = 1 sind die homogenen
Komponenten von M jeweils eindimensional als K-Rechtsvektorrdume. Dann ope-
riert aber jedes Element aus der reinen Zopfgruppe P, auf jeder homogenen Kom-
ponente durch Rechtsmultiplikation mit einem Skalar aus K. Also kommutieren die
Operationen von Elementen aus P, untereinander. Insbesondere stimmen die Ope-
rationen von b?b? und b?b? auf M iiberein. Zudem wurde vorausgesetzt, dass D1,
auf M als Identitdt operiert. Hieraus ergibt sich die Behauptung. Deshalb geniigt
es, Sp-graduierte (A, K)-Bimoduln M mit dimg M, = 1 zu betrachten.

Als Vorbereitung soll jetzt noch der generische Fall beschrieben werden. Da-
zu wird eine Erweiterung der Algebra A,, konstruiert, die einen Korper Q(K,,) als
Unteralgebra enthilt. Diese Erweiterung wird dann als (A,, Q(K,))-Bimodul be-
trachtet.

Nach Korollar 2.2.10 ist die Algebra kB, isomorph zu einem verschrinkten
Produkt einer Laurentpolynomalgebra K, := kKj, in (g) Unbestimmten A;;, 1 <
1 < j < n mit der Gruppenalgebra H = kS,,. Ein solches verschrénktes Produkt
einer kommutativen Algebra A mit einer Gruppenalgebra H = kG ist gegeben durch

1. eine Rechtsoperation von G auf A durch Algebrenautomorphismen, d.h., A ist
eine H-Rechtsmodulalgebra, sowie

2. einen normierten invertierbaren 2-Kozykel o : H® H — A fiir diese Operation,
d.h., fiir g, h, k € G gelten:

(a) o(g,e) =o(e,h) =1 (Normierung)
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(b) o(g,h) € A* (Invertierbarkeit)
(c) o(gh,k)[o(g,h) - k] = o(g, hk)o(h,k) (Kozykelbedingung)

Im Fall kB, = kS, #,K, ist die Rechtsoperation von §,, auf K,, durch
Aij -t = Ap1(y,01()

fir t € S, festgelegt. Hierbei wird A;; wieder mit A;; identifiziert. Ferner ist der
Kozykel 0 = 0y, := 00, : kS, ® kS,, — K,, durch

O'(S,t) = H Aij
1<j

t(1)>(5)
st(i)<st(j)

fir s,t € S, erklart.

Hiermit ldsst sich auch die Restklassenalgebra A, = kBy,/(1 — D) leicht
als verschrianktes Produkt darstellen. Zunédchst kann 1 — Dy, =1 — ngi <j<n Ajj
als Element aus der Unteralgebra K, C kS,#,K, aufgefasst werden. Mit dem
Element 1 — ngi <j<n A;; ist auch das hiervon erzeugte Ideal von K, invariant
unter der Operation von S,. Somit gibt es genau eine Rechtsoperation von S,, auf
K, = Kn/(1 = Tli<jcj<n Aij) durch Algebrenautomorphismen, so dass der kano-
nische Epimorphismus ¢q : K, — K, Sp,-rechtslinear ist. Fiir diese Operation ist
T := ¢ o o ein normierter invertierbarer 2-Kozykel. Somit kann das verschrénkte
Produkt kS, #5K , gebildet werden. Ferner ist id ®q : kSp#, K, — kSp#5K, ein
Algebrenepimorphismus mit Kern (1 — [[, <i<j<n A;;). Also gilt

A =kBon | (1= Dy1) 2 (kSy#o Ky) / (1 - 1I Al-j) ~ kS, Ho K.

1<i<j<n

Siehe hierzu auch [Pas89, Lemma 1.4].

Aufgrund der Relation ngi <j<n A;; = 1 lésst sich in K, jedes A;; durch die
anderen Unbestimmten ausdriicken. Hieraus ergibt sich, dass K, isomorph zu einer
Laurentpolynomalgebra in (g) — 1 Unbestimmten ist. Ferner wird jede Laurentpoly-
nomunteralgebra von K,, die von (g) — 1 der Unbestimmten A;; erzeugt wird, unter
q isomorph auf K, abgebildet. Insbesondere gilt also ¢(P) # 0 fiir jedes P # 0 aus
K,, in dem nicht alle Unbestimmte A;; vorkommen.

Als Laurentpolynomalgebra ist /K, ein Integrit#itsring und kann somit in seinen
Quotientenkérper eingebettet werden: ¢ : K, — Q(K,). Die Rechtsoperation von
S, auf K, durch Algebrenautomorphismen lisst sich dann eindeutig auf Q(K,)
fortsetzen. Fiir diese Operation ist ¢ := 107 ein normierter invertierbarer 2-Kozykel.
Somit kann das verschrinkte Produkt kS,#5Q(K,) gebildet werden. Ferner ist
id®e : kS, #5K, — kS,#59(K,) ein Monomorphismus von Algebren. Also kann
kS, #5Q(K,) auch als Erweiterung der Algebra A, betrachtet werden. Zudem ist
der Quotientenkérper Q(K,,) als Unteralgebra in kS, #5Q(K,) enthalten.
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Die Algebra kS, #5Q(K,) besitzt eine S,-Graduierung, bei der die Elemente
t#amitt € S, a € Q(K,,) homogen vom Grad t sind. Beziiglich dieser Graduierung
ist jede homogene Komponente ein eindimensionaler Q(K ,,)-Rechtsvektorraum, und
die Inklusion A, — kS,#5Q(K,) ist ein Morphismus von S,-graduierten Alge-
bren. Somit ist M := kS, #5Q(K,) ein S,-graduierter (A,,, Q(K,))-Bimodul mit
dlmQ(Fn) Me =1.

Da A,, ein Quotient von kB, ist, kann M auch als kB,,-Linksmodul betrachtet
werden. Sei p : kB,, — kS, #5Q(K,) die Verkettung des Epimorphismus kB,, — A,
mit der Inklusion A,, — kS, #5 Q(fn) Dann operiert jedes Element a € kB,, auf M
durch Linksmultiplikation mit p(a). Die Elemente p(1—D1 ,,) sind nun fiir 1 <m <n
invertierbar. Ferner gilt p(1—D; ;) = 0. Deshalb faktorisiert p iiber den kanonischen
Homomorphismus kB,, — @Q,. Also ist M auch ein S,-graduierte (Q,, Q(K,))-
Bimodul. Nach Korollar 3.4.10 gilt somit dimgz | P(M) = (n — 2)!.

Damit sind nun alle benétigten Hilfsmittel bereitgestellt, um die eigentliche Be-
hauptung beweisen zu kénnen.

Satz 3.4.11 ([Kha00, Theorem 6.1]). Sein > 1, und sei M ein S, -graduierter
(Ay, K)-Bimodul mit dimg M, = 1. Dann gilt dimg P(M) > (n — 2)!.

Beweis. Sei ve # 0 aus M,. Fiir t € S, sei damit v, := L(t) - v. € M, gesetzt. Dann
ist (v4)ies, eine K-Basis von M.

Die homogenen Elemente vom Grad e der Algebra A,, = kS, #zK ,, bilden eine
Unteralgebra, die mit K, identifiziert werden kann. Es gibt dann genau eine Abbil-
dung ¢ : K, — Kmit a-v. =0, - o(a) fiir a € K,,. Dabei handelt es sich um einen
Ringhomomorphismus.

Seien k,l > 0 mit k + [ = n. Dann ist die Linksmultiplikation mit Sj; eine
K-rechtslineare Abbildung. Die zugehorige darstellende Matrix beziiglich der Basis

(vt)tes, sei mit M(k) = (mgkt) bezeichnet. Fiir t € ), gilt

s )s,tGSn

Skicve= Y L(s)-vy= > L(s)L(t)-ve= Y L(st)a(s,t) v

SES]CJ SES]@,L Sesk,l
= > L(st) - ve - 0(@(s,1)) = Y var - (@ (s, 1)),
Sesk,l SESkJ

woraus

0 _ Je@EGstThe), falls stTh e Sy,
> 0 sonst

fir s,t € S, folgt. Hiermit sei

gebildet.
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Dann ist P(M) als K-Rechtsvektorraum isomorph zum Kern von M. Somit gilt
dimg P(M) > (n — 2)! genau dann, wenn rg(M) < n! — (n — 2)! fiir den Rang der
Matrix M gilt. Dies ist aber gleichbedeutend damit, dass alle Minoren der Grofle
n! — (n—2)!'+ 1 von M verschwinden.

Im Fall M = kS, #59(K,,) wurde schon gezeigt, dass dimg P(M)=(n—2)!
gilt. Dann verschwinden also auch die angegebenen Minoren. In diesem Fall stimmt
aber ¢ : K, — Q(K,) mit der Inklusion in den Quotientenkorper iiberein. Ferner
ist die Matrix M schon iiber der Unteralgebra K, definiert. Deshalb verschwinden
die Minoren der GréBe n! — (n — 2)! + 1 schon iiber K.

Im allgemeinen Fall geht dann die Matrix M und die zugehorigen Minoren aus
diesem generischen Fall durch Anwendung des Ringhomomorphismus ¢ : K, — K
hervor. Dann verschwinden aber auch hier die Minoren der Grée n!—(n—2)!+1. O

Nun soll noch kurz auf obere Schranken fiir die Dimension von P(M) eingegangen
werden. Dazu ldsst sich das Folgende sagen.

Satz 3.4.12. Fir n > 1 sei ein Sy,-graduierter (A,,K)-Bimodul M gegeben, der
dimg M. = 1 erfillt. Dann ist dimg P(M) < (n — 1)!, wobei die Gleichheit genau
dann gilt, wenn die Linksoperation von A, auf M dber kS, faktorisiert.

Beweis. Da jedes primitive Element von M insbesondere auch rechtsprimitiv ist, folgt
dimg P(M) < dimg Pr(M) = (n—1)! aus Satz 3.3.5. Falls zudem die Operation von
A, auf M iiber kS, faktorisiert, stimmt die Operation von ®,, auf M mit derjenigen
von @/, iiberein. Dann gilt aber dimg P(M) = (n — 1)! nach Satz 3.3.9.

Somit ist noch zu zeigen, dass dimg P(M) < (n—1)! gilt, falls die Operation von
A, auf M nicht iiber kS, faktorisiert. In diesem Fall existieren t € S, und 0 < i < n,
so dass 1 — A; ;41 auf M; durch Rechtsmultiplikation mit einem Skalar r # 0 aus
K operiert. Zunéchst soll nun gezeigt werden, dass t = e und 7 = 1 angenommen
werden kann.

Nach Formel (3.23) geht 1 — A; ;41 aus 1 — Ay 5 durch Konjugation mit einem
invertierbaren Element hervor. Deshalb ist auch die Operation von 1 — Ao auf M
von Null verschieden. Somit kann 7 = 1 angenommen werden. Ferner sei M/ := Mg
fiir jedes s € S, gesetzt. Hierdurch ist dann eine weitere S,-Graduierung auf M
definiert, beziiglich der M ein S,-graduierte (A4,,K)-Bimodul ist. Dann operiert
aber 1 — A; 5 auf M! = M; durch Rechtsmultiplikation mit 7 # 0. Deshalb kann die
Graduierung auch gleich so gewéhlt werden, dass t = e gilt.

Sei nun v # 0 aus M.. Dann ist ®,, - v nach Satz 3.3.5 rechtsprimitiv. Wegen
(Wp)e =1— Ay gilt ferner

S1n-1Pn - v)e =¥y, v)e=(1—A12) - v=0v-7%#0.
Deshalb ist ®,, - v nicht primitiv. Damit ist ein Element in M gefunden, das zwar

rechtsprimitiv, aber nicht primitiv ist. Hieraus folgt die Behauptung. ]

Um die bisherigen Resultate auf einen beliebigen kB,,-Linksmodul M anwenden
und Elemente aus P(M) berechnen zu kénnen, besteht das Problem, einen Untermo-
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dul von M zu bestimmen, der sogar ein ),,-Modul ist. Im Fall der Algebren kB, , fiir
m > 0 ist dies aber ohne weiteres moglich. Damit lassen sich dann einige Aussagen
iitber die Lie-Operaden £, gewinnen. Diese Resultate sollen nun zusammengestellt
werden.

Dazu sei zunéchst kurz an die Definition von £,, erinnert. Die Grundkategorie ist
in diesem Fall C = ypﬂzg, wobei G eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten
m > 1ist. Dann faktorisiert die Zopfung von C iiber das endliche Zopfgruppensystem
Z = By, = (Bmn)nen. Die Komponenten der Lie-Operade £,, sind nun durch

& (n) 0, falls n = 0,
m(n) =
P(kBy,n), fallsn >0

gegeben.

Die Gruppenalgebra kB,, ,, ist dabei isomorph zu einem verschriankten Produkt
der Unteralgebra kK, , mit der Gruppenalgebra kS,,, wobei die Gruppe K, , zu
einem direkten Produkt von (g) Kopien der zyklischen Gruppe Z,, mit m Elementen
isomorph ist. Aufgrund der Voraussetzungen an den Grundkorper ist dann kK, ,
isomorph zu einem direkten Produkt von m(3) Kopien des Grundkorpers k. Diese
Zerlegung entspricht einer vollstéindigen Familie von paarweise orthogonalen und
unzerlegbaren Idempotenten der Algebra kK, ,. Wird mit p,, = (k) die Gruppe
der m-ten Einheitswurzeln von k bezeichnet, so sind diese Idempotente durch

1 m—1
Em,n(gij) = Em,n((fij)1§i<j§n) = H R Z gz;kA’f:‘]

1<i<j<n k=0

fir Familien (&5)1<i<j<n mit &; € py, definiert. Fiir diese Elemente gilt nun insbe-
sondere A,sEp, 7(&ij) = &rsEmn(&ij). Falls alle &;; gleich € sind, so wird auch Eyy, ()
fir Ep, n(&;) geschrieben.

Bei den E,, ,,(&;;) handelt es sich zudem um eine vollstdndige Familie von paar-
weise orthogonalen Idempotenten der Algebra kB, ,. Wird hiermit M, »(&;;) =
kB Emn(&ij) gesetzt, so ist

kBm,n — @ Mm,n(ézy)

(&ij)1<i<i<n
&ij Elm

eine Zerlegung von kB, ,, als Linksmodul, woraus
PkBmn)= P P(Mun(&)))
(&ij)i<i<i<n

&ij Elm

folgt. Somit gentigt es, die P(Mmm(fij)) zu bestimmen. Hierbei ist jeder der Moduln
M, 5(&ij) sogar Sp-graduiert und besitzt die Dimension n!.
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Es seien noch

1 m—1 1 m—1 .
Em,n = E D]f,n = R (bl : bn—l) "
k=0 k=0
und M, ,, = kB, nEp, gesetzt. Dann ist E,, , ein zentrales und idempotentes

Element von kB,, ,,. Ferner ist M, , der Eigenraum der Linksoperation von D,
auf kB, ,, zum Eigenwert 1. Hierbei handelt es sich um einen Bimodul. Da D1, auf
M, 5(&i5) durch Multiplikation mit dem Skalar H1§i<j§n &i; operiert, stimmt M, ,
mit der Summe derjenigen Moduln M,, ,(&;;) iiberein, die

II =1 (3.25)

1<i<j<n

erfiillen. Ganz analog ist auf der Seite der idempotenten Elemente F,, , gleich der
Summe aller E,, ,,(§;), die der Bedingung (3.25) geniigen.

Schlielich werden zur expliziten Beschreibung bestimmter Elemente aus £,,(n)
noch Elemente A,,Q, € kB, benétigt. Fiir eine endliche Teilmenge I C N\ {0}
sei zunéchst

gesetzt. Ist n die grofite Zahl, die in I vorkommt, so kann A; als Element von By
fir alle k > n aufgefasst werden. Insbesondere gilt dann D1, = Ay » in Bop.
Hiermit seien nun

A, = H (1 - AI) und Q,, = H (1 - AI)

1c{1,...n} Ic{1,...,n}
1<|I|<n If{‘ll,l,k}
<|1|<n

definiert. Dabei ist die Bedingung I # {1,...,k} beim zweiten Produkt so zu ver-
stehen, dass dies fiir alle k € N gilt.

Satz 3.4.13. Seien m > 0 und n > 1 natirliche Zahlen. Dann gelten:
1. Der Raum P(Mmm(fij)) ist genau dann nicht trivial, wenn die Bedingung
(5.25) erfillt ist. In diesem Fall ist (n — 2)! < dimy P(Mpn(&;5)) < (n— 1)L
3. Falls Bedingung (3.25) und
IT 4 #1 (3.26)
1,5€l
1<j
fir alle Teilmengen I C {1,...,n} mit 1 < |I| < n erfillt sind, so gelten

und dimy P (M n(&ij)) = (n = 2)L.
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Beweis. 1. Die Linksmultiplikation mit D; , auf dem Modul M,, ,(&;;) besitzt genau
dann Eigenvektoren zum Eigenwert 1, wenn die Bedingung (3.25) gilt. Nach Korollar
3.2.2 kommen aber nur solche Elemente als nicht triviale Lie-Elemente in Frage. Dies
zeigt, dass (3.25) notwendig ist. Umgekehrt kann M,, ,(&;;) als A,-Modul aufgefasst
werden, falls die Bedingung (3.25) erfiillt ist. Dann ergibt sich aber die behauptete
Dimensionsaussage aus den Sétzen 3.4.11 und 3.4.12. Dies zeigt insbesondere, dass
(3.25) fiir n > 2 hinreichend ist. Im Fall n = 2 besagt (3.25) schliefilich, dass ;2 =1
gilt. Dann kann aber M, 2(£1,2) als Modul iiber kS, betrachtet werden, woraus
dimy P(My,2(€12)) = 1 nach Satz 3.4.12 folgt.

2. Da D, auf M,, ,, als Identitét operiert, kann M,, ,, als A,-Modul verstanden
werden. Somit geniigt zu zeigen, dass ©,Q,Y,, € P(A,,) gilt. Hierzu wird zunéchst
die Algebra R;ElAn betrachtet. Dies ist ein Quotient von @Q,. Daraus ergibt sich
unmittelbar, dass Satz 3.4.8 auf R;ElAn—Moduln iibertragen werden kann, d.h., fiir
jeden R;ilAn—Linksmodul M gilt P(M) = ®,(0,-1®e1)Y,,- M. In R;ilAn ist A,
aber invertierbar und zentral. Ferner gilt (©,_1 ® e1)A,, = Q,. Hieraus folgt

P(M) = (I)n(@n—l ® el)TnAn -M = (I)n(@n—l & el)AnTn -M =9,Q,T, - M.

Insbesondere gilt dann ¢,9,7Y,, € P(R;ElAn). Aus den Vorbetrachtungen zu Satz
3.4.11 ergibt sich unmittelbar, dass A,, eine Unteralgebra von R;ElAn ist. Das Ele-
ment ,,, T, liegt in dieser Unteralgebra, weshalb ®,Q,Y,, € P(A4,) gilt.

3. Falls die Bedingungen (3.25) und (3.26) erfiillt sind, kann M, ,(&;) als
Linksmodul sowohl iiber R;ElAn als auch tber @, aufgefasst werden. Dann gilt
P(Mm,n(fij)) = $,0,7,, - M, »(&;) nach dem Beweis des zweiten Punktes, und
aus Korollar 3.4.10 ergibt sich die Dimensionsaussage. O

Wird mit £y, ,, die Summe aller Ey, ,,(&;;) bezeichnet, die den Bedingungen (3.25)
und (3.26) geniigen, so ist E,’nm ein zentrales idempotentes Element der Algebra
kB n. Fiir den Modul My, ,, := kB, nEy, ,, gilt dann P(M], ) = ©,Q,T,, - M, ,
nach dem letzten Punkt des obigen Satzes. Da Ej, ,, zentral ist, handelt es sich
hierbei um einen Untermodul des Rechtsmoduls P (kB ,,). Dieser Untermodul wird
zum Beispiel von ®,Q,Y,E;, , erzeugt. Ferner kann kein Element aus P(M,, ,,) via
der Multiplikation der Lie-Operade aus kleineren Lie-Elementen gewonnen werden.
Etwas lax ausgedriickt liegt dies daran, dass aufgrund von (3.26) fiir keine echte
Teilmenge von Argumenten die Bedingung (3.25) erfiillt ist, die fiir die Existenz von
nicht trivialen Lie-Elementen notwendig ist. Somit muss auf jeden Fall ein Erzeuger
aus £,,(n) gewihlt werden, falls E;, ,, von Null verschieden ist. Dieser Erzeuger muss
dabei so beschaffen sein, dass @nQnTnE;%n in dem hiervon erzeugten Rechtsmodul
enthalten ist.

Fir die Moduln M,, (&), die (3.25), aber nicht (3.26) erfiillen, kénnen von
Null verschiedene Lie-Elemente vermége der Multiplikation der Lie-Operade aus
kleineren Lie-Elementen gewonnen werden. Allerdings wird in Bemerkung 4.0.3 ein
Beispiel dafiir angegeben, dass nicht alle Lie-Elemente von M, ,,(§;;) auf diese Weise
produziert werden kénnen.
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Bemerkung 3.4.14. Die beiden Elemente (bQQQTQE;n’Q = <I>2E;n72 = ®yF,, 2 und
@393T3E;n73 generieren alle 2er- und 3er-Verkniipfungen der Lie-Operade £,,. Fiir
n = 2 ist die Bedingung (3.26) leer und damit immer erfiillt. Somit werden durch
®2E,, 5 alle Elemente aus £,,(2) produziert. Ferner ist (3.25) nur bei der Wahl
€12 = 1 erfiillt. Somit ist £,,(2) sogar immer eindimensional.

Gilt im Fall n = 3 die Bedingung (3.25), so besitzt P(M,, 3(&;;)) die Dimension
eins oder zwei. Nach Satz 3.4.12 wird die Dimension 2 genau dann realisiert, wenn die
Linksoperation auf M,, 3(&;;) iiber kSs faktorisiert, was genau fiir die Wahl &;; = 1
fiir 1 <4 < 5 < 3 der Fall ist. Dies entspricht aber der klassischen Situation. Deshalb
konnen diese Lie-Elemente aus den Elementen von £,,(2) gewonnen werden. Ist an-
sonsten die Bedingung (3.26) nicht erfiillt, so kann mindestens ein eindimensionaler
Unterraum von P (M, 3(&;;)) aus den Elementen von £,,(2) gewonnen werden. Die-
ser Unterraum muss dann aber aus Dimensionsgriinden schon der ganze Raum sein.
SchlieBlich liefert ®3Q3 3}, 5 alle Elemente aus P (M 3(&i5)), falls sowohl (3.25)
als auch (3.26) gelten.

3.5 Relationen

Bei der Beschreibung einer Operade durch Erzeuger V = (V,,) und Relationen R =
(R,,) kommt den Relationen die entscheidende Bedeutung zu. Von den Erzeugern ist
fast nur interessant, welche Méchtigkeiten die Mengen V,, besitzen. Bei dem Versuch,
die Lie-Operade durch Erzeuger und Relationen zu beschreiben, sind aber auch die
Erzeuger wichtig. Griinde hierfiir sind:

1. Fiir die konkret vorgegebene Lie-Operade £,, soll eine Beschreibung durch
Erzeuger und Relationen gefunden werden. Hierzu sind Erzeuger von £, zu
finden sowie alle Relationen zu bestimmen, die diese Elemente erfiillen. Somit
kommt den konkret gewéhlten Erzeugern zumindest wiahrend des Berechnungs-
prozesses eine zentrale Rolle zu.

2. Es besteht nicht nur ein Interesse daran, Erzeuger und Relationen fiir die Lie-
Operade zu finden. Genauso wichtig ist der Morphismus von der Lie-Operade
in die assoziative Operade, der den Funktor ()~ : Alg — Lie induziert. Dieser
Morphismus von Operaden ist dadurch festgelegt, dass die abstrakten Erzeuger
auf die zugehorigen konkreten Erzeuger abgebildet werden, die zur Berechnung
der Relationen gewéhlt worden sind und jetzt als Elemente der assoziativen
Operade aufgefasst werden.

Insbesondere lassen sich nur unvollstéindige Resultate iiber die Relationen erzielen,
solange keine Klarheit iiber die Erzeuger der Lie-Operade £,, besteht. Zudem héngen
die Relationen entscheidend von der Wahl der Erzeuger ab.

Hier sollen nur einige wenige Relationen angegeben werden, die zwischen den vor-
her ermittelten Lie-Elementen bestehen. Somit handelt es sich hierbei nur um einen
ersten Einstieg in die Problematik, die Operade £,, durch Erzeuger und Relationen
zu beschreiben.
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Die auftretenden Relationen konnen zwei unterschiedlichen Klassen zugeord-
net werden. Zum einen erzeugt jedes Element v aus £,,(n) einen kB, ,-Rechts-
untermodul. Die Struktur dieses Untermoduls wird durch den Rechtsannullator

AnnﬂzBmm (v) ={o €kBy,p |v-0 =0}

von v in kB, , beschrieben. Dieser Annullator ist ein Untermodul der rechtsre-
guléren Darstellung der halbeinfachen Algebra kB,, ,,. Als solcher wird er von einem
Element o, erzeugt. Somit wird die Struktur des von v erzeugten Moduls durch die
Relation v - o, = 0 charakterisiert. Natiirlich ist es auch denkbar, mehrere Relatio-
nen von dieser Art einzufiihren. Dies kénnte dann sinnvoll sein, wenn kein einzelner
Erzeuger des Annullators bekannt ist oder aber dieser Erzeuger zu kompliziert ist.
In der klassischen Situation ist das Antisymmetrieaxiom bei der Definition von Lie-
Algebren von diesem Typ.

Als zweite Moglichkeit treten Relationen auf, bei denen die Operadenmultipli-
kation vorkommt. Bei den klassischen Lie-Algebren ist das bei der Jacobi-Identitét
der Fall.

Zunichst sollen nun Relationen vom ersten Typ angegeben werden. Genauer
sollen fiir v = ©,Q0,1,E,,, bzw. v = CD,LQnTnE;n,n Elemente aus Annian(v)
ermittelt werden. ’

Lemma 3.5.1. Sein > 1. Dann gilt ,$,Y,51,-1 =0 in A,.
Beweis. Nach Lemma 3.4.4 und Satz 3.4.5 gilt in R;ilan

q)n((—)n—l ® el)Tnsl,n—l

T
[N}

= (en = Tn-11)(Pn10m 1 Tn1®e1) Y (b17n-1.1)"S1n1

k=0
n—1
k
= (en — Tn—1,1)(Pn—10,-1Tp_1S1n—2 ® €1) E Tn-11
k=0
n—1
k
= (en - Tn—l,l) E Tn—1,1 = €n — Dl,na
k=0

woraus ©,(0,-1 ®e1)Y,S1,-1 =01in R;ElAn folgt. Wird diese letzte Gleichung
mit dem zentralen Element A, multipliziert, so ergibt sich ®,,2,,Y,,S1 ,—1 = 0. Diese
Gleichung ist dann auch in der Unteralgebra A, von R;EIAn giiltig. O

Lemma 3.5.2. Sein > 1, und sei M ein R;&lAn—Link:smodul. Dann gilt
Ann?w(CI)nQnTn) = Sl,n—l - M.

Beweis. Dass Sy ,—1 - M in dem Annullator von ®,,7,, in M enthalten ist, ergibt
sich aus dem vorstehenden Lemma. Sei nun umgekehrt v € Ann’y,($,,Y,), d.h.,
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es ist u € M mit ©,9,Y,-u = 0. Multiplikation dieser Gleichung von links mit dem
zentralen Element A ! liefert

0= (I)n(@n,1 X el)Tn - U

2

= (en = Tn-1.1)(®n10n_1Tn_1®e1) Y (b17n-11)" u.
0

3
|

b
Il

Hierbei ist ®,,_10,,_1Y,_1 ® €1 in R;ElAn invertierbar, und das Inverse ist nach
Satz 3.4.5 durch Sy ,,—2 ® e; gegeben. Ferner gilt

n—1
k
Anny (e — Tpo11) = E Tno11 " M.
k=0

Dies ergibt sich folgendermafien. Da 77 ;; = 1 in R;ilAn gilt, kann M in Ei-
genrdume des durch 7,_1; gegebenen Operators zerlegt werden. Dann stimmt der
obige Annullator mit dem Eigenraum zum Eigenwert 1 iiberein, und durch Multipli-
kation mit % Zz;é Trlfil,l ist die Projektion auf diesen Eigenraum gegeben. Deshalb
besitzt der Annullator die angegebene Darstellung.

Insgesamt existiert dann ein v € M mit

n—2 n—1 n—2
Z(blTn—m)k ‘u=(S1p_2®eq) Z Tr]f—l,l ‘U= Z(blTn—l,l)k Stn—1-0.
k=0 k=0 k=0

Hierbei wurde bei der letzten Gleichung Lemma 3.4.4 verwendet.
Schliefllich kann M in die Eigenréume des Operators by7,—1,1 zerlegt werden, da
(b1Tn—11)" 1 =11in R;ElAn gilt. Hieraus ergibt sich leicht die Identitét

n—2
Ann), (Z(bﬂnm)k> = (en — b1Tn—1,1) - M.

k=0

Da u —S; -1 - v in diesem Annullator enthalten ist, existiert somit ein w € M mit
u=S1p-1-v+ (en —b17Tp—1,1) - w. Wegen Lemma 3.4.1 gilt zudem e, — b17,—11 =
51,n—1(6n—Tn—1,1)(51_,711_2®61) in R;ilAn, woraus insgesamt u € Sy ,—1-M folgt. O

Satz 3.5.3. Seien m > 0 und n > 1 natiirliche Zahlen.
1. In kB, . gilt ©,, Y, Ep, nS1,n—1 = 0.

2. Der Rechtsannullator Annﬁ;an(‘annTnE;n,n) wird als kB, ,-Rechtsmodul

von S1n—1 und 1 — Ej, , erzeugt.

Beweis. 1. Durch b; — b;Ey, p, i = 1,...,n—11ist ein Morphismus A,, — kB, - Epp
von k-Algebren definiert. Unter diesem Morphismus geht die Identitidt aus Lemma
3.5.1 in die behauptete Gleichung iiber.
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2. Da Ej,,, ein idempotentes Element ist, liegt 1 — Ej, , in dem Annullator

Anngp  (@nS, Y By, ). Ferner ist By, zentral und erfiillt £y, = EnnE), .
Deshalb ist nach dem ersten Punkt auch S;,_1 in diesem Annullator enthalten.
Sei nun umgekehrt a € Anngp (2,0, T, Ey, ). Wegen a = E, ,a+(1-E}, ,)a
geniigt zu zeigen, dass E;nyna € Sl7n,1 - kB, p, gilt. Durch b; — biE;n,n fiir 1 =
1,...,n— 1 ist ein Morphismus R;ilAn — kB, - E;n,n von k-Algebren festgelegt.
Via dieses Morphismus ist kB, ,, - E;nm ein R;EIAn—Linksmodul. Beziiglich dieser
Modulstruktur ist dann E;nyna in Annj, BB, n((annTn) enthalten. Damit ergibt

sich die Behauptung aus dem vorherigen Lemma. O

Im Fall n = 2 wird Annﬁ;BmQ(QQQQTQET’nQ) = Ann&BmQ(CI)QEmQ) sogar von
Si,1 = ez + 711 = ez + by allein erzeugt. Dazu ist 1 — ET’n’Q € Si1,1 - kB, 2 zu zeigen.
Fiir £ € p, gilt nun Sy 1(ex — b1)E2(8) = (e2 — A12)En2(§) = (1 = §)En2(§),
woraus Ep, 2(€) € S1.1 - kB, p, fiir alle € € p,y, \ {1} folgt. Wegen

1- E;n,Q =1- Em,Z(l) = Z Em,Z(E)
geﬂm\{l}

ergibt sich dann die Behauptung.

Somit ist die Modulstruktur des von ®2F,, o erzeugten Rechtsmoduls durch
(P2Em2) - S1,1 = 0 baw. (P2E,,2) - 1,1 = —P2E,, 2 charakterisiert. Fiir eine Lie-
Algebra L ist dies gleichbedeutend damit, dass die durch ®,F,, o definierte Ver-
kniipfung L ® L — L wie im klassischen Fall antisymmetrisch ist.

Als Beispiel fiir Relationen, bei denen die Operadenmultiplikation auftritt, soll
jetzt noch die zweite Jacobi-Identitét aus [Par98b] in den vorliegenden Formalismus
iibertragen und verallgemeinert werden. Hierzu werden zunéchst einige Hilfsaussagen
bewiesen.

Lemma 3.5.4. Sein > 1, und sei N,, die von Ayj, j = 2,...,n erzeugte Unter-
gruppe von B,,. Dann ist N, ein Normalteiler von B,|3 = {b € B, | b(1) = 1}.

Beweis. By|i wird als Gruppe von by, ..., b, 1 sowie Ai2,..., A, erzeugt. Dies
ergibt sich unmittelbar aus der Beschreibung von B,, als verschrinktes Produkt der
reinen Zopfgruppe P, mit der symmetrischen Gruppe S,. Somit geniigt zu zeigen,
dass brAijr_l und b;lAijr firr =2,...,n—1und j = 2,...,n in N, liegen.
Nach Lemma 2.2.3 und Theorem 2.2.4 gilt

Ay, falls r < j — 1 oder j < r,
byA1jbyt =< Ay, falls r = 7,
Ali,;ALjflALJ” falls T = j — 1,

womit b, Ay ;b L € N, gezeigt ist. Ferner folgt aus dieser Formel A1 € b Npb, ' bzw.
b, 1A1,j b, € N,,. Nicht ganz so offensichtlich ist dabei hochstens der Fall r = j. Dieser
Fall ergibt sich aus by A1, A1, 1 A7 0t = A1 (A7) Arr A )ALy = Avy

Damit ist die Behauptung gezeigt. U
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Lemma 3.5.5. Sei k > 1. Dann gilt gog(ALk)(Q, 1, ey 1) = A17k+1A27k+1 m Bk+1.
Beweis. Fiir k = 2 gilt

05 (A12)(2,1) = 5 (b1)(1,2)¢5 (01)(2,1) = 705 751 = (b2b1)(b1bs)
= (b2biby ' )b5 = A1 34, 33.

Hiermit kann der allgemeine Fall bewiesen werden:

05 (ALr)(2,1,...,1)
= (p5(e1)(2) ® B

(#5(en)2) @ @5 (b b ly) (1,
= (e2®@by—o -+ b1)(A13423® ex_s)(e2 @by -+ b Ly)
=bg - bgA13A23b50 bt = Ag g1 Ao

Y

= 5 (b1 -+~ baApaby ' bl;ll)(2, 1,...,1)
bi—z---b1)(1,...,1)) (¢§(A1,2)(2, 1) ® @B ena)(,..., 1))

1))

Dabei wurde insbesondere bei der zweiten Umformung davon Gebrauch gemacht,
dass P ein Tensorfunktor ist. O

Satz 3.5.6. Fir n > 0 bezeichne M,11 den Quotientenmodul der linksrequldren

Darstellung von kB, 11 nach dem von epi1 — A1, 3 = 2,...,n+ 1 erzeugten Un-

termodul. Dann ist My 1 ein Spi1-graduierter kB, 11-Linksmodul. In diesem Modul
gilt fiir jedes Element b € B,

A 1

Z (<P2 (b)(l7 e 1,2, 1)(en+1 —e®T1® en,kfl)(ﬁ,k & en,k)) ‘1

1

= ((ent1 — T1.n)(e1 ® D)) ‘1

Hierbei steht die zwei in @5 (b)(1,...,2,...,1) an der (k + 1)-ten Stelle.

Beweis. Auf den Modul M, iibertragt sich die S, 1-Graduierung von kB, 1, da
ein Untermodul heraus faktorisiert wird, der von homogenen Elementen beziiglich
der Graduierung erzeugt wird. Somit ist noch die Identitét zu zeigen.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist e; ® b. Zur Ermittlung des Wertes der linken
Seite werden die unterliegenden Permutationen der einzelnen Summanden betrach-
tet. Die zu 71, ® €, und (e @ 711 @ €5——1) (71,1 @ €n—j) gehorigen Permutationen
bilden 1 auf k41 bzw. k+2 ab. Ferner werden k41 und k+2 durch die unterliegende
Permutation von ¢ (b)(1,...,2,...,1) auf b(k+1) bzw. b(k+ 1) +1 abgebildet. Mit
ro= 571(1) liefert dann nur der Summand zum Index k = r — 1 einen Beitrag zur
linken Seite. Somit ist die linke Seite durch ¢5(b)(1,...,2,...,1)(T1r-1 @ €n_rt1)
gegeben. Damit ist noch zu zeigen, dass dieses Element in M, mit e; ® b {iberein-
stimmt.

Dazu sei ¢ := b(T1,—1 ® en—r) gesetzt. Dann ist ¢ in B,|{ enthalten. Deshalb
existieren nach Lemma 3.54 ¢; € N, und ¢2 € B,,—1 mit ¢ = (e; ® ¢3)c1. Das
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Element ¢; kann als ¢; = A?jl Ai";m mit ¢; € {£1} und 1 < j; < n geschrieben
werden. Aufgrund der beiden vorstehenden Lemmata gibt es nun ein A € N,,41 mit
B B/ g€ B m
w5 (c1)(2,1,...,1) = ¢5 (Alfjl)(Q, 1. 1) -5 (Ai,jm)@’ 1,...,1)
= (A1 Azji11)" - (ALjnt1 A1)
= A A 1A= (e ®@a)A

Insgesamt gilt dann
O5B)(A,... 2, 1) (T @ enpi1)
= @g((el ® 62)01 (7'1_77}_1 ® en—r)) (17 A 727 M 1)(7—1,7"—1 ® en—r—l—l)
=Bler @) (2,1,...,1)5(c1)(2,1,...,1)
gog(Tf’rlfl ®en—r)(L,..y2, 0, 1) (T1 -1 ® €p—ry1)

= (e2 ®c2)(e1 ® CI)A(TQ_J},l ® en—r)(T1r—1 ® €n—rt1)

= (e1 ®@)Aler © 71,1 @ en ) (71} 1 @ enri1)(T1r—1 @ €nri1)
= (a1 @ )A(e1 ® 1,y @ enr)

= (e1 ®@c)(e1 ® 7'1_;_1 R enr)A = (e @b)A

fiir ein geeignetes Element A’ € Np11. In M, 1 stimmt dieses Element aber mit
e1 ® b iiberein. O

Fiir natiirliche Zahlen m > 0 und n > 1 sei py,,, € kB, , definiert durch

1 m—1
b= 1125 4,
k=0

=2

Dann ist p,,, , ein Idempotent, fiir das Ay jpmn = pm,yn fiir j = 2,...,n gilt.

Satz 3.5.7. Seien m,n > 0 natirliche Zahlen. Es sei D := ®9Ey, o € £,,(2) gesetzt.
Dann gilt fiir jedes L € £,,(n)

n—

1
k-1
M(Eny?l,...,l,Zl,...,l) (L R @D e?(n )) (T1k ® en—k)Pmnt1
k=0

= 1) (D @ €1 ® L) Pt

Beweis. Das Element D € £,,(2) ist durch

1 m—1 1 m—1
D=—® A, = — — A
- 2 ; 1,2 m(ez 7'1,1) ; 1,2

gegeben, und L € £,,(n) C kB, ,, kann als

L= Z CoO

UeBm,n
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mit ¢, € k geschrieben werden. In kB,, 41 gilt nun fiir k =0,...,n —1
1 m—1
E Az+1,k+2 (Tl,k ® enfk)pm,n-‘rl
r=0
1 m—1
= (Tl,k & ep— R)E Ag,k+2pm,n+1 = (Tl,k & enfk:)pm,n—f—l-

Il
o

T

Zusammen mit dem ersten Aquivarianzaxiom der Operadenmultiplikation folgt
hieraus fiir einen typischen Summanden der linken Seite der behaupteten Identitét

k-
'u’ﬁzn'll a1,2,1,1) <L Ref*@D®e ®(n 1)> (TL,k ® en—k)Pmyn+1

k ®(n—k—1
- 'u(n,l, S1,2,1,0,1) (L 2 et @By @ e )>

1 m—1
E Az+1,k+2(7—1,k ® en—k)pm,nJrl
r=0
—k—1
= M(n,l, L1,2,1,..,1) (L ® R P2 ® ey " )> (T1k @ en—k)Pmon+1
Z cg—Bm (0’) I A 1)(€k R Py ® en,k,l)(ﬁ,k ® en,k)pm7n+1.

0€Bm n

Auch die rechte Seite der obigen Gleichung wird zunéchst umgeformt. Dafiir wird

Z5m (A12)(1,n) = B5™ (b)(n, DBE™ (b1)(1,n) = Tn1T1m
=bybpbp by =01 bp1bpo1 - b1 AL
=...=A10A13 - A1 pt1

benétigt. Aufgrund von Lemma 3.5.4 und der Definition von pj, 41 gilt dann

Z5m( 12)(L,n)(e1 ® L)pmmt1 = (A12- - A1 ny1) (61 ® L)Pmns1
= (61 ® L)pm,n—i—l-

Hiermit ergibt sich fiir die rechte Seite der obigen Gleichung

'u'ér;nl,n) (D ®e; ® L)pm7n+1

—

m—

_ % (Ggm(ez)(l,n) _ @ljm (7-171)(1771)) @fm(A§72)(1,n)(e1 ® L)pmnt1
r=0

= (en+1 — Tin)(e1 @ L)pmpt1 = Z Colent1 — Tin)(€1 ® O)Ppmnt1-
0€Bm n

Nach diesen Vorbereitungen kann nun die eigentliche Behauptung bewiesen wer-
den. Da es sich hierbei um eine Identitét von Lie-Elementen in dem S,,11-graduierten
kB, +1-Linksmodul kB, ,,+1 handelt, geniigt nach Lemma 3.3.4 zu zeigen, dass die in
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kBm,n—i—lH gelegenen Komponenten der beiden Seite gleich sind. Durch b +— bpp, p41
ist nun ein Homomorphismus kB, 1 — kBp, n+1 von S, i-graduierten kB, 1-
Linksmoduln definiert. Da die Elemente 1 — Ay, j = 2,...,n + 1 im Kern die-
ses Morphismus liegen, faktorisiert der Morphismus iiber die Quotientenabbildung
kB,+1 — M,+1. Hieraus folgt, dass die Gleichung in M,,; aus dem vorherigen Satz
eine entsprechende Gleichung in kB, ,+1 induziert. Somit gilt fiir jedes 0 € By, 11

i
L

1
(Eégm (J)(17 2y 1)(ek ® P2 ® en—k—l)(Tl,k ® en—k)pm,nJrl) ‘1
0

i

= ((en+1 - Tl,n)(el ® J)pm’nJrl) ‘1

Hieraus ergibt sich die Behauptung unmittelbar. U

Bemerkung 3.5.8. Sei G eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten m und
L eine Lie-Algebra in yl)ﬁig. Dann definiert jedes o € £,,(n) eine Verkniipfung
[~]s : L®" — L. Der Yetter-Drinfeld-Untermodul von L mit trivialer Modul-
und Komodulstruktur sei mit Lg bezeichnet. Auf diesem Untermodul induziert
[~]esEp. 1 L ® L — L durch Einschrénkung eine Verkniipfung [~] : Lo ® Lo — Lo.
Mit dieser Abbildung ist Lg eine gewdhnliche Lie-Algebra. Ferner definiert [—|s, 5, ,
einen Morphismus Lg® L — L. Durch diesen wird L zu einem Ly-Modul. Dann sind
auch alle Tensorpotenzen von L Moduln iiber Lgy. Der vorstehende Satz besagt nun
insbesondere, dass die Abbildungen [—], : L®" — L Homomorphismen von Lg-
Moduln sind.

3.6 Die Lie-Algebren von Pareigis

In den Arbeiten [Par97], [Par98a] und [Par98b] wurde eine Verallgemeinerung des
klassischen Begriffs einer Lie-Algebra angegeben. Dabei ist die algebraische Struktur
durch partiell definierte Verkniipfungen gegeben. In diesem Abschnitt soll nun die
Bezichung zwischen diesen Lie-Algebren und den Lie-Algebren aus der vorliegenden
Arbeit exemplarisch erldutert werden. Insbesondere soll verdeutlicht werden, dass
der hier verwendete Begriff einer Lie-Algebra als Vervollstdndigung der Definition
der Lie-Algebren von Pareigis aufgefasst werden kann.

Im Prinzip wird die Definition der Lie-Algebren bei Pareigis auf eine ganz dhnli-
che Weise gewonnen wie die Definition der Lie-Operaden in Abschnitt 2.5. Fiir eine
assoziative Algebra A werden zunichst Verkniipfungen A®" — A bestimmt, die aus
der Multiplikation von A und der Zopfung aufgebaut sind und im Falle einer Hopfal-
gebra auf der Menge der primitiven Elemente abgeschlossen sind. Hierzu miissen al-
lerdings die Definitionsbereiche der Verkniipfungen eingeschrinkt werden, wodurch
die partiell definierten Verkniipfungen entstehen. Anschliefend werden Relationen
zwischen diesen Verkniipfungen ermittelt, die zum Begriff der Lie-Algebra axiomati-
siert, werden. Insbesondere besitzt dann jede assoziative Algebra die Struktur einer
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Lie-Algebra. Diese verallgemeinerten Lie-Klammern einer assoziativen Algebra sol-
len nun mit der assoziativen Operade und ihrer Lie-Unteroperade in Verbindung
gebracht werden.

Sei m > 0 fest gewihlt. Als Grundkategorie C wird nun die Kategorie yD% der
Yetter-Drinfeld-Moduln iiber einer Hopfalgebra K verwendet, fiir die die Zopfung
iiber das Zopfgruppensystem B, faktorisiert. Dies ist zum Beispiel fiir K = kG der
Fall, wobei G eine endliche abelsche Gruppe vom Exponenten m ist.

Sei A eine assoziative Algebra in C. Die Multiplikation von n Faktoren werde
mit V" : A%" — A begzeichnet. Die Definitionsbereiche fiir die verallgemeinerten
Lie-Klammern von Pareigis sind dann durch

An(C):{ZEA@m’Aij-ZZCszﬁr1§i<j§n}

fiir alle » > 1 und primitiven n-ten Einheitswurzeln ¢ € k gegeben. Hierauf sind die
Lie-Klammern durch

[<le: AMQ) = A, 2= o= ) COVRL(Y) - 2)
teSn

definiert. Der Fall n = 1 kann dabei vernachléssigt werden, da die zugehorige Lie-
Klammer die Identitét auf A ist und somit keine Information enthélt. Zu diesen
Definitionen siehe [Par98a, Lemma 2.4 und Korollar 4.2].

Die Operation von Emm(@) auf A®" ist ein Projektionsoperator auf den Un-
terraum A"({) C A®". Deshalb koénnen die partiell definierten Lie-Klammern auf
ganz A®" fortgesetzt werden, indem die Operation mit E,, (¢ 2) vorgeschaltet wird.
Daraus ergeben sich die global definierten Verkniipfungen

[“le: A% > A, 2 [2e = > (TOVHLE) Enn(C?) - 2).
teSn

Die Algebrenstruktur von A entspricht einem Morphismus ¢ : A, — €nd(A) von
Operaden. Nach dem Beweis von Satz 3.1.28 sind die Komponenten von ¢ durch

on(0) : AP — A, 2+ V" (0 - 2)

fiir o € kB, , gegeben. Somit ergibt sich die vorstehende Lie-Klammer als Bild von

Frn(Q) =Y ("OL{#)Emn((?) € kB = A (n) (3.27)
teSH

unter .

Lemma 3.6.1. Sein > 1 und ¢ € k eine primitive n-te EFinheitswurzel.
1. Es gilt Fry n(C) bi = ¢ Frpn(€) fiir 0 < i <mn.

2. Das Element Fy, () ist in £,,(n) enthalten.



140 Kapitel 3. Axiomatische Beschreibung

Beweis. 1. Fiir einen einzelnen Summanden von Fy, ,,(¢) b; gilt

CHOLE) B (C)bi = LB B (%) = O L L(t:) B ()
= C_e(t)L(tti)Um,n (t, ti)Em,n(<2)~
Es erfolgt nun eine Fallunterscheidung nach £(t¢;). Im Fall ¢(tt;) = £(t) + 1 gilt
Omn(t,ti) = en. Andernfalls ist £(tt;) = £(t) — 1, und es gilt

Um,n(tyti)Em,n(CQ) = Ai,i+1Em,n(C2) = CQEm,n(C2)'

Hiermit ergibt sich dann in beiden Féllen

¢ L) o (6P = CC I L(tt:) By (6)-

Da aber tt; mit ¢ alle Permutationen durchléuft, folgt hieraus die Behauptung.
2. Seien k,l > 0 mit k£ + [ = n. Dann ist Sy, ;F, »n(¢) = 0 zu zeigen. Es gilt nun

Sk,lFm,n(C) = Z Z Cié(t)L(s)L(wEm,n(CQ)

SES}CJ teSn

= Z ZC_g(t)L(St)O'mm(s,t)Em,n(CQ)

SESk’l teSy

= Z ZC—f(t)+2an(t)\Fn(st)lL(St)Emn(CZ)

SESk’l teESn

= Z ( Z C L(s7 ) +2|Fn(s _lt)\Fn(t)|>L(t)Em,n(CQ)-

teSn \s€Sk L

Die inneren Summen seien mit ¢(t) fiir ¢ € S, abgekiirzt. Nach der ersten Aussage
dieses Lemmas gilt Sy 1Fn n(C)L(t) = Cg(t)Sk,lFmvn(C) fiir jede Permutation ¢t € S,,.
Andererseits ist

SkaFnn(QL(t) = Y e(s)L(s)Emn(¢?)L(t)

SESK

= Z L(st)omn(s, t)Em,n(CQ)

SESn

= 3 IO s) L (st) By (C2).

SESn

Somit gilt (‘Pe(st) = ¢AFO\Fr(sle(s) fiir alle Permutationen s,t € S, d.h., ¢(s)
und c¢(st) unterscheiden sich nur um einen skalaren Faktor ungleich Null. Deshalb
geniigt zu zeigen, dass

Z C (s7H)+2|Fn (s H\Fnlen) Z Cﬁ _1) _ Z Cﬁ

SESk 1 SESk l SeSk l

verschwindet.
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Jede Permutation s € S,, besitzt eine eindeutige Darstellung s = (¢t; ® t2)t mit
t1 € Sk, t2 € S;und t € Si;. Dabei gilt £(s) = £(t1) + £(t2) + £(t) fiir die Léngen
dieser Permutationen. Hieraus folgt

Sn(l') = Sk(m)Sl(x)Sk,l(x), (3.28)

falls fiir jede Teilmenge W C S,, das Polynom W (z) durch W(z) = 3" _y 2
definiert wird. Nach [Hum90, Theorem 3.15] besitzt das Poincaré-Polynom S, (z)
der symmetrischen Gruppe S, die Faktorisierung

Fiir die primitive n-te Einheitswurzel ¢ gelten deshalb S, (¢) = 0 und Si(¢) # 0 fur
0 < k < n. Aus der Gleichung (3.28) folgt somit c¢(ey) = Sk (¢) = 0. O

Damit sind die F}, ,(¢) Elemente der Lie-Operade £,,. Die Definition der Lie-
Algebren von Pareigis lésst sich dann als Versuch deuten, die von den Elementen
Fpn(€) erzeugte Unteroperade von £, axiomatisch zu beschreiben. Diese Erzeuger
sind allerdings in zweierlei Hinsicht unvollsténdig.

1. Fipn(C) ist ein Lie-Element in dem Modul M, (¢?) = kB, 5 Em.n(¢?). Hier-
bei ist My, ,(¢?) ein Bimodul {iber der Algebra kB, ,, da Ep, (¢?) zentral
ist. Dieser Modul ist sogar S,-graduiert und besitzt die Dimension n!. Fer-
ner entspricht die Linksoperation von Dy, der Multiplikation mit dem Skalar
¢"»=1) = 1. Somit besitzt der Raum P(M,,,,(¢?)) der Lie-Elemente nach
Satz 3.4.11 mindestens die Dimension (n — 2)! und ist zudem ein kB, -
Rechtsuntermodul von My, ,,(¢?).

Nach der ersten Aussage der vorstehenden Lemmas erzeugt F, ,(¢) aber nur
einen eindimensionalen kB, ,,-Untermodul von P (M, »(¢?)). Der einzige Aus-
weg bestiinde darin, dass sich weitere Elemente aus P(M,, ,(¢?)) via der Ope-
radenmultiplikation aus kleineren Lie-Elementen ergeben. Falls n = p eine
Primzahl ist, ist auch dies nicht méglich, da dann Dy, fiir 1 < k < n von links
auf Mmm(@) durch Multiplikation mit dem Skalar ¢¥* =1 £ 1 operiert.

2. Nach Satz 3.4.13 existieren in dem Modul M, »(&i5) = kBmnEmn(&ij) ge-
nau dann nicht triviale Lie-Elemente, wenn D1 ,, = ngi <j<n A;; auf diesem
Linksmodul als Identitét operiert. Dies ist eine klar schwiichere Bedingung als
diejenige, dass die A;;, 1 < i < j < n mit demselben skalaren Faktor ¢ 2 auf
einem derartigen Modul operieren, wobei ( eine primitive n-te Einheitswurzel
ist.






Kapitel 4

PBW-Theorem

Als Einstieg in die Untersuchung der universellen Einhiillenden einer Lie-Algebra
wird in diesem Kapitel fiir einen kleinen Modellfall, bei dem mit einer unvollstdndi-
gen Definition des Begriffs einer Lie-Algebra gearbeitet wird, ein PBW-Theorem
bewiesen: Die universelle Hiille U(L) einer Lie-Algebra L besitzt eine Basis, die
nur von dem unterliegenden Objekt der Lie-Algebra abhéngt, nicht aber von der
speziellen Lie-Algebrenstruktur. Fiir diese Formulierung des PBW-Theorems ist es
essentiell, dass eine unabhéngige Definition von Lie-Algebren vorliegt.

Aufgrund dieses PBW-Theorems kann die Bestimmung einer Basis von U(L) auf
den Fall der abelschen Lie-Algebren reduziert werden, d.h. von Lie-Algebren, deren
Verkniipfungen alle Null sind. Ferner ergibt sich aus diesem Theorem auch, dass
in dem Modellfall die fiir die Verkniipfungen verwendeten Relationen ausreichend
sind. Abschlielend wird noch gezeigt, dass es gezopfte Lie-Algebren L gibt, fiir die
L 22 PU(L) gilt. Dies ist selbst dann der Fall, wenn mit der vollstéindigen Definition
von Lie-Algebren im Sinne von Kapitel 1 gearbeitet wird.

Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung 3. Dann wird hier eine Unterkategorie
der Kategorie ypﬁg der Yetter-Drinfeld-Moduln iiber der Gruppe G als Grundka-
tegorie verwendet. Die Kategorie yD]ﬁjg ist halbeinfach. Die Isomorphietypen der
einfachen Objekte werden dabei durch die Elemente der Gruppe G x G parametri-
siert. Fiir ein Element (g,x) € G X G sei V (g, x) eindimensional als k-Vektorraum.
Mit v - h := vx(h) und §(v) := v ® g fiir v € V(g,x) und h € G ist V(g,x) dann
ein einfaches Objekt in yD]ﬁjg. Ferner ist jedes einfache Objekt aus dieser Kategorie
zu genau einem V(g, x) isomorph. Hierfiir sei zum Beispiel auf [AG99, Satz 3.1.2]
verwiesen.

Das Tensorprodukt zweier einfacher Moduln aus YDES ist wieder einfach. Ge-
nauver gilt V (g1, x1) ® V (g2, x2) = V (9192, x1Xx2) fiir (i, xi) € G x G. Die Zopfung
ist auf diesem Tensorprodukt durch

7:V(g1,x1) ® V(92, x2) = V (92, x2) ® V(91, x1), v @ w — x1(g2)w @ v
explizit beschrieben.

143
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Fiir eine Untergruppe I' C G x G bezeichne Cr diejenige volle Unterkategorie
von yD]ﬁig, die alle Objekte enthilt, die isomorph zu einer direkten Summe von
einfachen Objekten V(g,x) mit (g,x) € I sind. Dann ist Cr eine abelsche und
monoidale Unterkategorie von ypﬂzg.

Seien jetzt nicht triviale Elemente ¢ € G und y € G fest gewihlt. Dann ist
¢ := x(g9) € k eine primitive 3te Einheitswurzel, und (g, x) erzeugt eine zyklische
Untergruppe I' der Ordnung 3 von G x G. Als Grundkategorie wird nun C := Cr
verwendet. Insbesondere besitzt dann jedes Objekt V aus C eine eindeutige Zerlegung
V = V@ Vi@ Vs, wobel V; zu einer direkten Summe von Kopien des einfachen Moduls
V(g% x*) isomorph ist.

Die Kategorie C kann auch mit der Kategorie der G-graduierten k-Vektorrdume
identifiziert werden. Siehe zum Beispiel [Par98b, Abschnitt 1]. Eine mogliche Ar-
gumentation ist die Folgende. Die G-graduierten k-Vektorrdume entsprechen den
Rechtskomoduln iiber kG' [Mon93, Beispiel 1.6.7]. Ferner ist durch g — x ein Grup-
penhomomorphismus ¢ : G — G festgelegt. Derartige Homomorphismen entspre-
chen eineindeutig den Bicharakteren A : G x G — k* via A(g1,92) = ©(92)(91)-
Der Bicharakter A macht kG nun zu einer koquasitriangulédren Bialgebra [Mon93,
Beispiel 10.2.6]. Analog zu [Mon93, Beispiel 10.6.14] kann aber fiir jede koquasitrian-
guliire Bialgebra B = (B,r : B® B — k) die Kategorie M? der B-Rechtskomoduln
als volle Unterkategorie von yDg aufgefasst werden. Hierbei ist fiir jeden Komodul
V' die Rechtsoperation durch v-h := v[o]r(h®v[1]) definiert. Im konkreten Fall ergibt
sich damit genau die Unterkategorie C.

Bei der Definition von Lie-Algebren wird nun eine Beschreibung mittels partiell
definierten Verkniipfungen verwendet, da Bereiche, auf denen die Lie-Verkniipfungen
prinzipiell verschwinden, fiir die Konstruktion der universellen Einhiillenden vollig
belanglos sind. Ferner werden hier auch nur 2er- und 3er-Verkniipfungen beriick-
sichtigt. Hierzu werden die 2er- und 3er-Verkniipfungen aus [Par97, Definition 4.1]
mit den zugehorigen Axiomen benutzt. Fiir den vorliegenden Fall sind die meisten
Daten der Definition in [Par97, Beispiel 4.8.4] konkretisiert.

Definition 4.0.2. Ein Objekt L = Lo® L1 Lo aus C zusammen mit C-Morphismen
L) L®Ly+Lo®L—L und [,]: L@ LY - L

heifit Lie-Algebra, falls fiir alle t € S5, x, 21,22 € Lo, y € L sowie z1,...,24 € L1
oder z1,...,24 € Lo gelten:

L1) [z, y] = —ly, 2]

(L2) [211) 2e2)» 20(3)) = [21, 22, 23]

(L3) [z1, [x2, y]] + [m2, [y, 1] + [y, [#1,22]] =0

(L4) [z, [21, 22, 23] ] = [[2, 21), 22, 23] + [21, [2, 22), 23] + [21, 22, [2, 23]]
(L5)

L5) [21,[22, 23, 24]] + [22, [23, 2, 21]] + [23, [24, 21, 22]] + [24, [21, 22, 23]] = O
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Bemerkung 4.0.3. Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 3.4 gelten
Eyy L¥? =F35(1) L =L® Lo+ Lo® L
und
Ejyy- L% = (FE33(¢) + E33(€%)) - L9 = E33(€%) - L® = LP o LY.

Somit ergeben sich die obigen Definitionsbereiche durch Anwendung der Projektions-
operatoren Ej, und Ej 5. Ferner entsprechen die Lie-Klammern einer assoziativen
Algebra, deren Eigenschaften zu der obigen Definition axiomatisiert wurden, auf
diesen Definitionsbereichen den Elementen ®3Fj3 5 und ®3Q3Y3Ej 5 der assoziativen
Operade. Nach Bemerkung 3.4.14 sind die Verkniipfungen somit ausreichend, um
alle 2er- und 3er-Verkniipfungen zu erfassen.

Allerdings ergibt sich aus [Par98b, Theorem 7.1], dass gegeniiber [Par97, Defini-
tion 4.1] eine 6stellige Verkniipfung mit Definitionsbereich L?(i <) L?G weggelassen
worden ist. Ob diese Verkniipfung aus kleineren gewonnen werden kann, ist offen.

Auf jeden Fall fehlt aber eine 4stellige Verkniipfung. Dies sieht man wie folgt.
Sei V = Vi & Vo mit dimg V3 = 3 und dimy Vo = 1. Hierzu seien Basen x4, 2, x3 von
Vi und z4 von V5 gewihlt. Der von den Elementen ;1) ® -+ ® xyy), t € Sy auf-
gespannte k-Vektorraum sei mit U bezeichnet. Dies ist ein kB3 4-Linksuntermodul
von V& der Dimension 4! = 16, auf dem D1 4 als Identitdt operiert. Ferner ist U
Sy-graduiert, falls dem Element ;1) ®- - -@xy(4) der Grad t~! zugeordnet wird. Nach
Satz 3.4.11 gilt damit dimy P(U) > 2. Andererseits ergibt sich aus den obigen Axio-
men der Lie-Verkniipfungen, dass die skalaren Vielfachen von [[.%'1,.%'2,1‘3],.%’4] die
einzigen Lie-Elemente von U sind, die unter Verwendung der Lie-Algebrenstruktur
der Tensoralgebra T(V') aus V' gewonnen werden kénnen. Somit muss es eine 4stellige
Lie-Verkniipfung geben, die die fehlenden Elemente produziert.

Fiir jede assoziative Algebra A ist auf dem unterliegenden C-Objekt durch

[, yle = zy —ya (4.1)
und
[21, 29, Zg]c = Z zt(l)zt(g) Zt(3) (42)
teSs

fiir x oder y aus Ag sowie z1, 29,23 € Ay oder z1, 29,23 € As eine Lie-Algebra A~
erkldrt [Par97, Lemma 4.3]. Hierdurch ist ein Funktor ()~ : Alg — Lie definiert.

Auf Ebene der Algebren ist die universelle Hiille dann durch einen linksadjun-
gierten Funktor U : Lie — Alg von ()~ gegeben. Dieser kann auf Objekten als
U(L) := T(L)/I1, gewéhlt werden, wobei T(L) die Tensoralgebra von L ist und das
Ideal Iy, von [z,y]. — [x,y] und [z1, 22, 23] — [21, 22, 23] fiir = oder y aus Ly sowie
21,290,235 € L1 oder z1,z3,23 € Lo erzeugt wird. Aus der Definition von I ergibt
sich unmittelbar, dass U(L) die geforderte universelle Eigenschaft besitzt.
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Nun soll fiir jede Lie-Algebra L ein Représentantensystem fiir eine Basis von U(L)
aus Elementen von J(L) bestimmt werden. Dazu sei zunéchst eine total geordnete
und homogene Basis B = (B, =) von L fest gewéhlt, die zp < x1 < x9 fiir alle
x; € B; := BN L; erfiillt. Das freie Monoid iiber B sei mit (B) bezeichnet. Dann
kann die Monoidalgebra k() mit T(L) identifiziert werden.

Zur Konstruktion des Représentantensystems einer Basis von U(L) wird nun ein
Reduktionssystem Sz, C (B) x k(B) verwendet. Dieses bestehe aus den Elementen

<yw, zy + [y, x]) (4.3)
1
3 —
<z 5 [z, 2, z]) (4.4)
1
(zgzl, — 292120 — zlzg + 5[22, 22, 21]) (4.5)
1
(zgz%, — 212921 — z%zg + 5[22, 21, zl]) (4.6)
<2322Z1, - ) amaea + s 2, Z1]> (4.7)
teSs\{e}

fiir alle x € By und y € B mit © < y sowie alle z, 21, 29, 23, die innerhalb eines
Paares alle entweder aus B; oder aber aus By stammen und z; < z9 < z3 erfiillen.
Abgesehen von skalaren Faktoren ungleich Null stimmen dann die Elemente W — f,
(W, f) € S, mit den Elementen

[y, 2]e — [y, 2] (4.8)
[23,22,21]6 — [23,22,21] (49)

fiir x € By und y € B mit x < y sowie z1, 29,23 € By oder 21, 29,23 € By mit z1 <
z9 < zg iiberein. Wann immer die Elemente W — f, (W, f) € S, verwendet werden
und es nicht auf skalare Faktoren ungleich Null ankommt, kénnen somit genauso gut
die Elemente der Form (4.8) und (4.9) benutzt werden. Dies hat den Vorteil, dass
hierdurch die Reduktionen (4.4) bis (4.7) gemeinsam behandelt werden kénnen. So
wird das von den W — f, (W, f) € Sp, erzeugte Ideal auch von den Elementen der
Form (4.8) und (4.9) erzeugt. Da die Lie-Verkniipfungen linear in jedem Argument
sind und die Axiome (L1) und (L2) erfiillen, handelt es sich bei diesem Ideal um I7y,.
Somit passt das obige Reduktionssystem zu der Restklassenalgebra U(L).

Sofern nun jede Mehrdeutigkeit von Sy, relativ zu einer geeigneten Halbordnung
< von (B) auflosbar ist, ldsst sich nach dem Diamantenlemma [Ber78, Theorem 1.2]
ein Reprisentantensystem fiir eine Basis von U(L) direkt angeben. Dabei wird von
der Halbordnung auf (B) gefordert, dass sie monoidal ist, die absteigende Kettenbe-
dingung erfiillt und mit dem Reduktionssystem S vertriglich ist, d.h., es miissen
gelten:

1. Fiir A, B, B’,C € (B) folgt aus B < B’ die Relation ABC' < AB'C.

2. Ist (Ap)nen eine Folge von Elementen aus (B) mit A; > A;44 fiir alle i € N,
so existiert ein N € N mit A; = A;41 fiir alle ¢ > N.
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3. Fiir jedes (W, f) € Sp, ist f eine Linearkombination von Elementen A € (B)
mit A < W.

Im vorliegenden Fall kann dieselbe Halbordnung wie im Beweis von [Ber78, Theorem
3.1] benutzt werden. Um diese Halbordnung zu definieren, sei zunéchst fir A =
x1--xy, € (B) mit f(A) die Anzahl der Fehlsténde von A, d.h. die Anzahl aller
Paare (4,7) mit 1 <i < j <nund z; > z; bezeichnet. Dann sei A < B fiir Elemente
A=z1- -2y und B=y; -y, aus (B) gesetzt, falls

e m < n ist oder aber

e m = n und f(A) < f(B) gelten sowie eine Permutation ¢ € Sy, mit y; = x4(;)
fir = 1,...,m existiert.

Die reflexive Hiille dieser Relation definiert dann eine Halbordnung < auf (B), die
offensichtlich die geforderten Bedingungen erfiillt. Fiir jedes A € (B) sei nun noch
mit 74 derjenige k-Untervektorraum von k(B) bezeichnet, der von den Elementen
B(W — f)C fir B,C € (B) und (W, f) € St mit BWC < A aufgespannt wird.

Das Reduktionssystem S; besitzt nur Uberlappungs- und keine Inklusions-
mehrdeutigkeiten. Eine Uberlappungsmehrdeutigkeit von S; ist ein Quintupel
(01,02,A, B,C) bestehend aus o; = (W;, fi) € Sy und A,B,C € (B) \ {1} mit
W1 = AB und Wy = BC. Eine solche Mehrdeutigkeit heifit auflosbar relativ zu
<, wenn f1C — Afs € Ixpc gilt. Diese Bedingung ist dquivalent zur Existenz von
a,f € k mit (a, 5) # 0 und

0e a(W1 — fl)C + ﬁA(WQ — fg) + IaBc. (4.10)

Dabei muss notwendigerweise a + 3 = 0 gelten, da o + § der Koeffizient von ABC
in einer zugehorigen Darstellung der Null ist. Es ist nun aber nicht erforderlich, die
Auflosbarkeit aller Mehrdeutigkeiten zu zeigen.

Bemerkung 4.0.4. Seien ((U, f),(V,g), A, BC,D) und ((V,g),(W,h),B,CD, E)
Uberlappungsmehrdeutigkeiten von S; mit C' # 1, die relativ zu < auflésbar
sind, d.h., es gelten fD — Ag € Iapcop und gF — Bh € Igcpg. Dann ist auch
(U, f), W, h),AB, C, DE) eine Uberlappungsmehrdeutigkeit von Sy, die wegen

fDE — ABh = (fD — Ag)E + A(gE — Bh) € Iapcpr

ebenfalls relativ zu < auflosbar ist.

Die Auflésbarkeit der Mehrdeutigkeiten von Sy, wird auf die nachstehenden Lem-
mata zuriickgefiihrt. Dabei wird nur das erste Lemma exemplarisch bewiesen. Die
restlichen Behauptungen lassen sich ganz analog und ebenso einfach zeigen.
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Lemma 4.0.5. Seien z1,...,24 € By oder z1,...,24 € By mit 21 = 29 = z3 = 24.
Ferner sei t € Sy, und die Skalare o, 5 € k seien durch

= {_1, falls Z(1) = Z1, bzw. 3= {17 falls 21y = 24,

0 sonst 0 sonst
definiert. Dann liegt [2y1y, [212)> 21(3)> Z1(a))e) . — [201)» [20(2) 2e3) s 2e)]] im

04([24723722]0 — [z4723722])z1 + BZ4<[23,zz,zl]c — [23, 22, 21]) + 1oz -
Beweis. Es gilt

[ze1), [22) 2e3)0 2], — (201 [202) 243) 22
= [z1), [21(2)» 23)» 2e@)e — [202) s 243> 2],
+ [21), [212)» 203), 2w )] . — [2e0) [202)> 223) 20) ]

= 21) <Zt(2 Z(3)s 2t (4)]e — [Zt(z),zt(g),zt(4)]>
(Zt 2)5 24(3)» Zt(4)le — [Zt(2)aZt(S),Zt(4)]>Zt(1)
+ ([%(1)7 [zt(2)7zt(3)azt(4)]]c - [%(1)7 [zt(2)7zt(3)72t(4)]])'

Da die 2stellige Lie-Verkniipfung dem Axiom (L1) geniigt, ist der dritte Summand
in diesem letzten Ausdruck eine Linearkombination von Elementen W — f fiir die
(W, f) € St gilt und W ein Monom der Lénge zwei ist. Deshalb ist dieser Summand
in I,,,,2,, enthalten. Ferner sind die ersten beiden Summanden wegen Axiom (L2)
skalare Vielfache von Elementen B(W — f)C mit B,C € (B) und (W, f) € Si. Zum
Nachweis der Behauptung miissen somit noch die maximalen Monome in diesen bei-
den Summanden betrachtet werden. Im Fall z;;) # z4 ist das grofite Monom des
ersten Summanden kleiner als 24232221, so dass dieser Summand dann in 1, ...,
enthalten ist. Ansonsten ist der erste Summand gleich 24([23, 29, 21)c — [23, 22, zl]).
Insgesamt liefert dies den angegebenen Faktor 3. Ganz analog liegt der zweite Sum-
mand nur dann nicht in I, 42,2, wenn z;q) = 21 gilt. In diesem Fall stimmt er aber
mit —([24, 23, 22)c — [24, 23, 22])21 iiberein. Hieraus ergibt sich der Wert von «. [

Lemma 4.0.6. Seien x1, x5 € By und x3 € B mit x1 < x5 < x3. Dann liegt fiir jede
Permutation t € S3 das Element [mt(l), [mt(Q),xt(g,)]c]c — [Cﬂt(l), [xt(g),mt(g)ﬂ in

a([mg,mg]c — [arg,xz])m + ﬁxg([m,wl]c — [2327961]> + Loszoar

wobei die Skalare «, 3 € k durch

_ {sign(t), falls t(1) =1, how. = {—sign(t), falls t(1) = 3,

0 sonst 0 sonst

gegeben sind. [
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Lemma 4.0.7. Seien z1, 29,23 € B1 oder z1,29,23 € By mit 21 = z9 = z3. Ferner
set x € By. Dann ist [w, [21, 22, Z3]C]c - [ac, [21,2’2,2’3]] n
- <[Z3, 22, Zl]c - [23, 22, Zl]>x + Izgmnm
enthalten. O
Lemma 4.0.8. Seien z1, 29,23 € By oder z1,20,23 € By mit z1 X zo = z3. Ferner
seten x € By und t € S3. Dann ist mit
=1, falls zy1) = 21 und 22 # 23,
a:= ¢ =2, falls zy1) = 21 und 22 = z3,
0 sonst

das Element [[m,zt(l)]c,zt@),zt(g)]c - [[w,zt(l)],zt(g),zt(g)] m

042322 ([Zla 'CE]C - [Zla fE]) + I23Z2215L'
enthalten. O

Satz 4.0.9. Alle Mehrdeutigkeiten von Sy, sind auflosbar relativ zu <.

Beweis. Es wurde schon angemerkt, dass das Reduktionssystem Sy nur Uberlap-
pungsmehrdeutigkeiten besitzt. Solche Mehrdeutigkeiten (01,092, A, B, C) treten bei
folgenden Monomen ABC' auf:

1. Yroxq, 3. ZAR3Z921,

2. z3z9217, 4. z524232921
fir x,x1,29 € By, y € Bund z1, -+ ,25 € By bzw. z1,...,25 € Bo mit 1 < 22 < ¥y
und z; X 241, 0 =1,...,4.

Nach Bemerkung 4.0.4 ergibt sich die Auflosbarkeit der Mehrdeutigkeiten auf
den Monomen vom vierten Typ aus der entsprechenden Aussage fiir die Monome
vom dritten Typ. Somit sind nur noch die ersten drei Féille zu behandeln. Dazu
wird gezeigt, dass in diesen Fillen die Bedingung (4.10) erfiillt ist. Dabei kénnen
die Elemente W — f, (W, f) € S, auch durch die Elemente der Form (4.8) und (4.9)
ersetzt werden, da es bei Bedingung (4.10) nicht auf skalare Faktoren ungleich Null
ankommt.

Fir z1,...,24 € By oder z1,...,24 € By mit z; < z;41, ¢ = 1,2,3 gilt nun
aufgrund von Axiom (L5)

- [?1» [22’ Z3; %4 ]

21, 225Z35Z4 cle

[
J PN PR
[
[

]
(23, 24, 21]c]
Jo
]

1]]
- 23?[24,'21)22}
- 247[21722723]

24, [21, 22, 23]c ],

N—— — N 0

(I
+<[
([, [0, 20, 2
+<[
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Dieses Element ist aber nach Lemma 4.0.5 in
a<[24, 23, 22]c — [24, 23, 22])21 + ﬁz4<[23, 22, 21]e — [23, 22, 21]) + Lygznz

mit « = —|{i | z; = z1}| und B = |{i | z; = z4}| enthalten. Wegen chark = 0
sind dann « und S von Null verschieden. Somit ist in diesem Fall die Bedingung
(4.10) erfiillt, d.h., alle Mehrdeutigkeiten von S; auf Monomen vom dritten Typ
sind auflosbar relativ zu <.

Ganz analog wird in den anderen beiden Fillen verfahren. Fiir die Mehrdeutig-
keiten auf Monomen der Form yxzox fiir ; € By und y € B mit 1 < z9 < y wird
die Relation (L3) und Lemma 4.0.6 verwendet. Dieser Fall entspricht der klassischen
Situation und soll deshalb nicht weiter behandelt werden.

SchlieBlich gilt fiir 21, 29, 23 € By bzw. 21, 29,23 € Bomit 21 < 20 < zz3und z € By
aufgrund von Axiom (L4)

< ; 21,22,230 ) 21)22,Z3

[

x, Zl ¢y 22,23

c 21,1'22,3

Jo=l=
Jo = [l=,
J.= 1
J.— 1

217227 T Z3 c 317227 z, 23

[

E
(I

([0, [, 22]er 29
(I

Nach Lemma 4.0.7 und 4.0.8 liegt dieses Element in

- ([23, 22, 21)c — |23, 22, 21])$ + Bz329 <[Z1, xle — [21, x]) + Lgooia

fiir ein geeignetes 3 € k. Genauer gesagt wurde dabei auch noch Relation (L2)
verwendet, um die Elemente in die Form von Lemma 4.0.8 zu bringen. Damit ist
auch in diesem Fall die Bedingung (4.10) gezeigt. O

Korollar 4.0.10 (PBW-Theorem). Sei L eine Lie-Algebra in C. Des Weiteren
sei B = (B, =) eine total geordnete Basis von L aus homogenen Elementen, so dass
xo < x1 < X9 fiir alle x; € B; := BN L; gilt. Mit R(B) sei die Menge aller Elemente
aus dem freien Monoid (B) iber B bezeichnet, die kein Teilwort der Form

e yx fir x € By undy € B mit x <y oder
® 232021 fiir z1,29,23 € B1 oder z1, 22,23 € By mit z1 < 29 < 23
enthalten. Dann ist R(B) ein Reprdsentantensystem fir eine Basis von U(L).

Beweis. Die angegebenen Teilworte, die nicht auftreten diirfen, sind genau diejenigen
Monome, die als erste Komponente der Reduktionen aus S;, vorkommen. Somit folgt
die Behauptung mit dem Diamantenlemma [Ber78, Theorem 1.2] direkt aus dem
vorstehenden Satz. d
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Korollar 4.0.11. Fiir jede Lie-Algebra L in C ist der kanonische Homomorphismus
g, : L — U(L) injektiv.

Beweis. Nach dem vorstehenden Korollar gilt B C R(B). O

Insbesondere ist also jede Lie-Algebra isomorph zu einer Lie-Unteralgebra von
A~ fiir eine geeignete assoziative Algebra A. Deshalb geniigen die abstrakten Lie-
Verkniipfungen allen Relationen, die fiir jede assoziative Algebra A von den Lie-
Klammern (4.1) und (4.2) erfiillt werden. Dann entsprechen aber die oben definier-
ten Lie-Algebren in C den Algebren iiber derjenigen Unteroperade der assoziativen
Operade 23, die von den beiden Elementen <I>2Eé72 und <I>3§23T3Eé73 erzeugt wird.
In diesem Sinne sind die angegebenen Relationen fiir den Modellfall ausreichend.

Da eine Operade allerdings nicht durch die Kategorie ihrer Algebren festgelegt
ist, ist es moglich, dass diese Unteroperade durch die aufgefiihrten Relationen noch
nicht vollsténdig beschrieben ist. Die fehlenden Relationen miissen dann aber iiber
der Kategorie C automatisch erfiillt sein.

Zum Abschluss soll noch ein Beispiel fiir eine Lie-Algebra L mit L 2 PU(L)
angegeben werden. Dies ist auch dann moglich, wenn Algebren L iiber der Lie-
Operade £3 in C betrachtet werden.

Hierzu sei L ein Objekt aus C mit L = Lq und dimy L = 2. Dann ist L mit
der trivialen Struktur eine Algebra iiber der Operade £3. Dabei ist fiir alle n > 1
und jedes Element o € £3(n) die zugehorige Lie-Verkniipfung [—], : L®" — L die
Nullabbildung. Ferner muss e; € £3(1) notwendigerweise auf id;, abgebildet werden.
Insgesamt ist dadurch ein Morphismus £3 — €nd(L) von Operaden erklirt, der L
zu einer Algebra iiber £3 macht.

Die universelle Hiille von L ist nun durch U(L) := T(L)/I gegeben, wobei I
als Ideal von allen primitiven Elementen der Tensoralgebra T(L) erzeugt wird, die
homogen vom Grad > 2 sind. Es sei eine Basis x,y von L fest gewé#hlt. Dann sind

1
52yl = 2%y + ayz + ya’ (4.11)
1 2 2
ey yle = 2y +yay +y7a (4.12)
1
é[x,x,x]c =3 (4.13)
1
syl =97 (4.14)

primitive Elemente der Tensoralgebra T(L), da sie vermoge der Verkniipfung (4.2)
aus den primitiven Elementen z und y gewonnen werden. Insbesondere sind diese
Elemente also in I enthalten. Es soll nun zunéchst gezeigt werden, dass I sogar von
diesen vier Elementen als Ideal erzeugt wird.

Sei I' das von den Elementen (4.11) und (4.12) erzeugte Ideal von T(L). Hiermit
wird die Quotientenalgebra H := T(L)/I' gebildet. Da I’ von primitiven Elementen
erzeugt wird, ist H sogar eine Hopfalgebra. Fiir z := yx — £xy gelten

zr — E2xz = ya? — Cayr — E2xyx + 2%y = ya® + zyx + 2%y
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und

yz — 2y = y'w — Eyry — Eyay + 2y’ = yPr +yay + zy’.
Deshalb ist H als Algebra isomorph zur Algebra H’, die von Elementen z und y
vom Typ (g, x) sowie z vom Typ (g2, x?) mit den Relationen

yr = Exy + 2 (4.15)
2 = 212 (4.16)
yz =22y (4.17)

erzeugt wird.

Satz 4.0.12. Die Elemente x"2%y' mit r,s,t € N bilden eine Basis von H'.

Beweis. Die Behauptung wird durch eine Anwendung des Diamantenlemmas bewie-
sen. Dabei wird das verwendete Reduktionssystem durch die Relationen (4.15) bis
(4.17) beschrieben. Ferner seien die Erzeuger von H’ durch z < z < y total geordnet.
Analog zum Beweis des PBW-Theorems kann hiermit eine monoidale Halbordnung
auf den Monomen in den Erzeugern definiert werden, die die absteigende Ketten-
bedingung erfiillt. Diese Halbordnung ist dann auch mit dem Reduktionssystem
vertraglich.

Es kommt nur eine Mehrdeutigkeit vor, und zwar auf dem Monom yzz. Wegen

yzx — E2yxz — xyz + 222 — Exay + €222
und
yzx — E2zyx — zay + 222 — Exay + €222

ist diese Mehrdeutigkeit auflosbar. Somit ist das Diamantenlemma anwendbar, wor-
aus sich die Behauptung ergibt. O

Da H und H' als Algebren isomorph sind, iibertréigt sich via dieses Isomorphis-
mus die Hopfalgebrenstruktur von H auf H’. Insbesondere sind dann die beiden
Elemente x,y € H’ primitiv. Hieraus kann die Komultiplikation auf den Basisele-
menten " 2%y’ berechnet werden.

Dazu werden die ¢g-Binomialkoeffizienten benétigt. Diese sind zunéchst in dem
Funktionenkorper k(q) erklért. Mit den g-Zahlen

n—1 n
. gt —1
(”)q-—kzoq T -1

sind die g-Binomialkoeffizienten fiir alle k,n € N durch

k—1
(n—m)q
—22  fall <k<
(o) - {IL s meossen
. —
sonst
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gegeben. Diese Elemente sind sogar schon in der Polynomalgebra k[q] C k(g) ent-
halten [Kas95, Satz IV.2.1].

Sei A eine k-Algebra. Dann definiert jedes Element a € A einen Auswertungs-
morphismus kl[g] — A mit ¢ — a. Die Bilder der ¢-Binomialkoeffizienten unter
diesem Morphismus werden mit (Z)a bezeichnet. Fiir zwei Elemente z,y € A mit
yx = axy gilt dann die ¢-Version der binomischen Formel [Kas95, Satz IV.2.2]:

(@+y)" = f: <Z> aﬂ:ky"_k. (4.18)

k=0

Satz 4.0.13. In H' ist das Koprodukt A(x"z%y') fiir r,s,t € N durch

I VD D (A RO N e KO

ki+ko=r l1+la+lz3=s mi+mo=t

k1 11, lo+m ko+lo I3, m
Ck1,ka,l1,l2,13,m1,m2 <x YT @ a2y 2)

gegeben. Hierbei wurde

2o ¢ (22) + ko (201 +l2)+ (ko +la+21
Cky,k2,l1,l2,l3,m1,ma *— (1-¢ )25(2)+ 22l t2) (ka2 +2s)m

als Abkiirzung verwendet.

Beweis. Es gilt (1®@z)(z®1) =¢(z®@z) =&(x®1)(1 ® ), und ganz analog ergibt
sich (1®y)(y®1) =£(y®1)(1®y). Mit der binomischen Formel (4.18) folgen daraus

Ale") =A@) = (z0l+1er) = m%r (;Dg (xkl - m;@)

und

t

A ty mi m2y

W)= > <m1> (Y™ ®y™)
m1+meo=t 3

Das Koprodukt von Potenzen von z ist dagegen aufwendiger zu berechnen. Zunéchst

einmal ist

A(z) = A(yz — Exy) = A(y)Az) — EA(z)A(y)
—(Y1+10YER1+102)—¢@Eol+10z)(ye1+117Y)
=yr@l+yzr+&ry+1Qyr—E(ryl+ry+ly@x+1Q xy)
=(yr—try) @1+ (1 - yor)+1© (yr — wy)
=2@1+(1-&)yor)+10z.

Ferner gelten
(1®2)(201)=¢((:z®2)=¢:z01)(1® 2),
(1e2)yer)=Eyoz) =Eyorz) =Eyes)(le =),
(you)(z01)=zer) =£(yor) =z 1)(y®@).
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Somit liefert eine zweifache Anwendung der binomischen Formel (4.18)
A(2®) = A(2)° = ((z 1+(1-yor)+1e z>

B @ (ze1+1-)yoa) 1)
0 13

Z <l1 j_ 12>£ <l1 Z l2>£(1 — 52)12(211 ®1)(y® x)lg(l ® 213).

li+la+13=s

SchlieBlich zeigt eine einfache Induktion, dass (y ® )" = ¢ (3) (y" ®z™) gilt. Hiermit
folgt dann
(@M @) @ 1)(y @) (1o ) (Y™ @ y™)
_ E(lg)( k1 ® ku)(zllle ® leZIS)(yml ® me)
(l ) 2(2l1+12) ( klzllyl2 ® xk2+122l3)( m g ym2)
(l )+k2 (21 +12)+ (k2 +l2+213)m (.‘Ekl zl1yl2+M1 ® xk2+l2 lsyﬂm)

Wegen A(z"2%y!) = A(x")A(2*)A(y?) ergibt sich damit insgesamt die behauptete
Formel fiir die Komultiplikation. O

Bevor mit Hilfe dieser Formel die primitiven Elemente von H’ berechnet
werden konnen, muss noch gekliart werden, wann die Spezialisierungen der g-
Binomialkoeffizienten verschwinden. Fiir einen Skalar ¢ € k gilt nach Definition
(1-=¢)(n)¢ =1—¢" Im Fall ¢ # 1 ist deshalb (n)¢ genau dann Null, wenn (" =1
gilt. Ferner ergibt sich aus der Definition der Binomialkoeffizienten die Gleichung

(Z)C f:[l(mk - fglo(n —m).

fiir 0 < k < mn. Aus diesen Betrachtungen erhélt man die folgende Aussage.

Lemma 4.0.14. Seir > 1, und sei ¢ € k eine primitive r-te Finheitswurzel. Dann
z’st(Z)C#Ofiirallek:,nGNmit0§k§n<7“. O

Um hieraus den allgemeinen Fall abzuleiten, wird noch eine Hilfsaussage
bendotigt.

Lemma 4.0.15. Sei r > 1, und sei ( € k eine primitive r-te Einheitswurzel. Fir
k,l,m,n e Nmit 0 <k, l <r gilt dann

(o) = () (1),

Hierbei ist (Z) ein gewohnlicher Binomialkoeffizient.
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Beweis. Eine Variante der ¢g-Binomialkoeffizienten erh&lt man, wenn in der Definition
anstelle der ¢-Zahlen (n), mit

- 2

ply = T = =

qa—q e

gearbeitet wird. Die zugehérigen Binomialkoeffizienten seien mit [} ], bezeichnet.

Fir diese gilt
nl _ k(k—n) <”>
i, -G,

Unter Beriicksichtigung dieser Gleichung ist die Behauptung dann #quivalent zu
[Lus93, Lemma 34.1.2, c|. O

Korollar 4.0.16. Seir > 1, und sei { € k eine primitive r-te Einheitswurzel. Ferner
seien k,l,m,n € N mit 0 < k,l <r. Dann ist genau dann

<m“—{—l>
=0,
mr + k ¢

wenn m >n oder k > 1 gilt. [

Satz 4.0.17. Die Elemente z, y, 3 und y> bilden eine k-Basis des Raumes P(H')
der primitiven Elemente der Hopfalgebra H'.

Beweis. Die angegebenen Elemente sind nach Satz 4.0.12 linear unabhéingig in H'.
Ferner sind sie als Bilder von primitiven Elementen unter dem Homomorphismus
J(L) — H = H’' von Hopfalgebren selber primitiv. Somit ist noch zu zeigen, dass
alle primitiven Elemente von H' in dem von z,y, x>, 4> aufgespannten Raum liegen.

Eine Basis von H' ® H' ist durch die Elemente 2" 251" @ 2"2 2522 r;, s;,t; € N
gegeben. Durch die Formel aus Satz 4.0.13 wird das Koprodukt A(z"2%y") beziiglich
dieser Basis dargestellt. Dabei sind 2" 2° @y’ und 2" ® 2%y’ die einzigen Basiselemente
der Form z* 2! @y™ oder zF® zty™, die im Koprodukt von z”z%y* vorkommen. Ferner
sind die zugehorigen Koeffizienten dieser beiden Elemente jeweils eins. Somit tauchen
2"2* ®@y! und 2" ® z°y’ nur im Koprodukt von z”z%y! auf. Deshalb miissen in einer

Basisdarstellung
— r s, t
a = § Qp gt 2°Y
r,s,teEN

eines primitiven Elements a € H' alle Koeffizienten «, s verschwinden, bei denen
mindestens zwei der drei Indizes r,s,t von Null verschieden sind. Somit sind alle
primitiven Elemente von H’ in dem von z”, 2%, y* mit 7, s,t € N\ {0} aufgespannten
Raum enthalten.

Werden den Erzeugern x, y und z von H' die Grade (1,0), (0,1) bzw. (1,1) zu-
geordnet, so sind die Relationen (4.15)-(4.17) homogen. Deshalb ist hierdurch eine
N2-Graduierung auf H’ definiert. Diese induziert eine N>-Graduierung auf H' @ H'.
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Ferner respektiert die Komultiplikation diese Graduierung, da dies fiir die Erzeuger
der Algebra H' der Fall ist. Deshalb bilden die primitiven Elemente einen gradu-
ierten Unterraum. Da die Elemente z”, 2%, y* mit r,s,t € N\ {0} homogen sind
und paarweise verschiedene Grade besitzen, ist eine Basis von P(H’) schon durch
Elemente dieser Form gegeben. Es bleibt damit noch zu zeigen, dass die Elemente
x”, 2%yt fiir r,s,t € N\ {0} mit r,¢ & {1,3} nicht primitiv sind.

Sei r = 3k mit £ > 1. Dann ist der Koeffizient von 22 ® 2"~ in der Basisdar-

stellung von A(z") gleich (g)g = (lf) (8)6 # 0. Ferner ist 2 ® 2773 wegen k > 1

verschieden von 2" ® 1 und 1 ® 2". Deshalb ist 2°* in diesem Fall nicht primitiv. Im
Fall 7 = 3k+m mit 0 < m < 3 ist der Koeffizient von ®2"~! in der Basisdarstellung
von A(z") durch (71")5 = (g) (T)E # 0 gegeben. Ferner gilt z ® "' # z ® 1, wenn
r > 1 ist. Somit ist auch fiir diese r das Element =" nicht primitiv. Die entsprechende
Aussage tiber die Potenzen von y wird ganz analog bewiesen.

Sei nun s = 3k mit £ > 0. Abgesehen vom Faktor cg,0,3.5-3,0,0 # 0 ist dann
(g)g(g)g = (]1“) ((1]) # 0 der Koeffizient von 3® ® 232573 in der Darstellung von A(z%).
Somit ist z3% fiir & > 0 nicht primitiv. SchlieBlich ist im Fall s = 3k + m mit
0 < m < 3 der Koeffizient von y®z2°~! in der Basisdarstellung von A(z*) abgesehen
vom Faktor cp0,0,1,5-1,00 # 0 durch G)ﬁ(é)ﬁ = (]8) (T)E(é)ﬁ # 0 gegeben. Deshalb

ist auch z3%+™ fiir 0 < m < 3 nicht primitiv. O

Korollar 4.0.18. Das Ideal I der Tensoralgebra T(L) werde von allen primitiven
Elementen erzeugt, die homogen vom Grad > 2 sind. Dann wird I als Ideal von den
Elementen (4.11)-(4.14) erzeugt.

Beweis. Mit I sei das Ideal von T(L) bezeichnet, das von den Elementen (4.11) bis
(4.14) erzeugt wird. Dann ist zu zeigen, dass jedes primitive Element von T(L), das
homogen vom Grad > 2 ist, in I liegt.

Die kanonische Abbildung f : T(L) — H = T(L)/I’ ist ein Homomorphismus von
graduierten Hopfalgebren, da die Erzeuger (4.11) und (4.12) des Ideals I’ homogen
sind. Somit ist fiir jedes primitive Element a € T(L), das homogen vom Grad > 2
ist, das Bild f(a) primitiv und homogen von einem Grad > 2. Wegen H = H' folgt
aus dem vorherigen Satz, dass f(a) in dem von x3 und y* aufgespannten Unterraum
von H enthalten ist. Hieraus ergibt sich, dass a € I’ + span{z3,y3} C I gilt. O

Damit ist die Hopfalgebra U(L) = T(L)/I konkret genug beschrieben, um ihre
primitiven Elemente berechnen zu kénnen. Diese werden ganz analog zu den primi-
tiven Elemente der Hopfalgebra H = H' bestimmt.

Sei U’ die von den Elementen x und y vom Typ (g, x) sowie z vom Typ (g2, x?)
mit den Relationen (4.15) bis (4.17) sowie

23 =0 und y> =0 (4.19)

erzeugte Algebra. Dann sind U(L) und U’ als Algebren isomorph, wodurch sich die
Hopfalgebrenstruktur von U(L) auf U’ iibertrigt. Diese Hopfalgebra U’ kann auch
als Quotient von H’ nach dem von 22 und y? erzeugten Ideal gewonnen werden.
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Satz 4.0.19. Die Elemente x"z%y* mit r,s,t € N und r,t < 3 bilden eine Basis von
U'.

Beweis. Diese Behauptung wird analog zu Satz 4.0.12 wieder mit dem Diamanten-
lemma bewiesen. Im Vergleich zur Algebra H’ wird U’ nur durch mehr Relationen
beschrieben. Somit muss das Reduktionssystem aus dem Beweis von Satz 4.0.12 um
diejenigen Reduktionen ergénzt werden, die den zusétzlichen Relationen (4.19) ent-
sprechen. Dagegen wird dieselbe Halbordnung auf den Monomen in den Erzeugern
verwendet wie im Beweis von Satz 4.0.12. Diese Halbordnung ist auch im vorliegen-
den Fall mit dem Reduktionssystem vertriglich.

Es bleibt noch zu zeigen, dass alle neu hinzugekommenen Mehrdeutigkeiten
auflosbar sind. Diese treten bei den Monom 33z, y3, z2® und y3z auf. Wegen

yir = Yty + yPz — Eyay® + Lyzy + Eyzy
—ay’ + 2y + (E+ ) — 0+ (1464822 =0

und 3z — 0 ist die erste Mehrdeutigkeit auflésbar. Die Auflésbarkeit der zweiten
Mehrdeutigkeit wird ganz analog bewiesen. Auch von den letzten beiden Mehrdeu-
tigkeiten soll nur eine exemplarisch gezeigt werden, da der Beweis der anderen ganz
dhnlich verlduft. Wegen za3 — &2xza? 32+ 0 und z2? — 0 ist nun
auch die dritte Mehrdeutigkeit auflosbar. Somit kann das Diamantenlemma ange-
wendet werden. Hieraus ergibt sich dann die Behauptung. O

— Exlzr o

Satz 4.0.20. Fine Basis fiir den Raum P(U’) der primitiven Elemente der Hopfal-
gebra U’ ist durch x, y und 2> gegeben.

Beweis. Da U’ ein Quotient der Hopfalgebra H' ist, induziert die Formel aus Satz
4.0.13 eine entsprechende Formel fiir das Koprodukt der Basiselemente z”z%y,
r,t < 3 von U’. Fiir eine Basisdarstellung miissen allerdings noch alle Summan-
den weggelassen werden, die Potenzen von x oder y mit Exponenten grofler als zwei
enthalten. Dies sind diejenigen Summanden, fiir die lo4+my > 2 oder ko +1s > 2 gilt.
Alle Argumentationen aus dem Beweis von Satz 4.0.17, die nicht diese Summanden
verwenden, kénnen dann {ibernommen werden. Damit ist nur noch zu zeigen, dass
23 primitiv ist, nicht aber die Elemente z3* fiir & > 1.

Zunichst wird die Formel fiir A(23) aus Satz 4.0.13 betrachtet. Der Binomialko-

effizient (llil3)£ ist nur in den Fallen [1 +1y = 0 oder [; +15 = 3 von Null verschieden.

Im ersten Fall miissen dann I; = Iy = 0 und I3 = 3 gelten. Im zweiten Fall ist nun

(lll—th)g = (l?;)g genau dann ungleich Null, wenn I; = 0 oder [y = 3 ist. Aus [y =0

folgt aber lo = 3. Der zugehorige Summand entfillt dann aber, da in ihm 23 = 0
vorkommt. SchliefSlich impliziert {1 = 3, dass lo = [3 = 0 ist. Insgesamt sind damit
nur zwei Summanden von Null verschieden. Diese sind 2% ® 1 und 1 ® z3. Somit ist
23 primitiv.

Sei nun s = 3k mit £ > 1. Dann wird in der Basisdarstellung von A(z®) das
Element 23 ® 2573 betrachtet. Wegen k > 1 ist dieses Element auf jeden Fall von
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z°® 1 und 1 ® 2° verschieden. Ferner ist der Koeffizient dieses Basiselementes bis
auf den Faktor cg,3,0,s—3,0,0 7 0 durch (5)5@)5 = (]1“) # 0 gegeben. Damit ist z3%
fiir £ > 1 nicht primitiv. O

Somit gilt PU(L) = span{z,y, (yx — xy)3} 2 L fiir die triviale Lie-Algebra L
mit dimy L = 2 und L = L;. Deshalb kann die Kategorie der Lie-Algebren via der
Adjunktion (U : Lie — Hopf,P : Hopf — Lie) nicht zu einer Unterkategorie der
Kategorie der Hopfalgebren dquivalent sein.



Zusammenfassung

Die primitiven Elemente einer gewochnlichen Hopfalgebra sind unter der bin&ren
Kommutatoroperation [z,y] := xy — yx abgeschlossen und bilden mit dieser Ver-
kniipfung eine Lie-Algebra. Umgekehrt kann zu jeder Lie-Algebra ihre universelle
Einhiillende konstruiert werden. Dabei handelt es sich um eine Hopfalgebra, die
von primitiven Elementen erzeugt wird. Durch diese Zuordnungen sind zueinander
adjungierte Funktoren gegeben, die iiber Kérpern der Charakteristik 0 eine Aqui-
valenz zwischen der Kategorie der irreduziblen kokommutativen Hopfalgebren und
der Kategorie der Lie-Algebren induzieren.

Fiir gezopfte monoidale Kategorien ldsst sich der Begriff einer Hopfalgebra ver-
allgemeinern. Allerdings besitzen die Lie-Algebren in derartigen Kategorien keine
offensichtliche und einfache Entsprechung, so dass die eben geschilderten Beziehun-
gen zu den Hopfalgebren ihre Giiltigkeit behalten. Um Hopfalgebren in gezopften
Kategorien zu untersuchen, die von primitiven Elementen erzeugt werden, soll eine
geeignete und praktikable Verallgemeinerung der Lie-Algebren gefunden werden.

Dazu wird die Kategorie der Lie-Algebren zunéchst durch eine Monade definiert.
Fiir geeignete gezopfte Grundkategorien C kann der Funktor P = [P'gon : Hopf — C
erklart werden, der jeder Hopfalgebra H die primitiven Elemente von H zuordnet.
Dieser Funktor besitzt einen Linksadjungierten T : C — Hopf. Sei L die von die-
ser Adjunktion erzeugte Monade. Dann wird die Kategorie Lie der Lie-Algebren
in C durch die Kategorie Ct der Algebren iiber der Monade L definiert. Dies kann
als Verallgemeinerung des klassischen Begriffs einer Lie-Algebra verstanden werden.
Ferner ist damit auch ein Vergissfunktor V : Lie — C sowie ein Vergleichsfunktor
P = fPE:pf : Hopf — Lie gegeben. Fiir diese Funktoren gilt ‘J’E'Opf ="Vo (P::'izpf.
Somit konnen die primitiven Elemente einer Hopfalgebra mit der Struktur ei-
ner Lie-Algebra versehen werden. Schliefilich wird noch gezeigt, dass der Funktor
P : Hopf — Lie einen Linksadjungierten U : Lie — Hopf besitzt, was der klassischen
Konstruktion der universellen Einhiillenden entspricht.

Die Definition der Lie-Algebren mittels der Monade L ist allerdings fiir konkre-
te Betrachtungen wenig praktikabel, da der unterliegende Endofunktor der Monade
L jedem Objekt V aus C die primitiven Elemente der Tensoralgebra T(V') zuord-
net und diese primitiven Elemente nicht explizit bekannt sind. Deshalb besteht die
Notwendigkeit, eine andere Beschreibung der Kategorie der Lie-Algebren zu finden.

Falls die Kategorie y@%g der Yetter-Drinfeld-Moduln iiber der Gruppenalgebra
einer endlichen abelschen Gruppe G als Grundkategorie C verwendet wird, so kann
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eine Operade £ definiert werden, die die Kategorie der Lie-Algebren beschreibt und
als Lie-Operade bezeichnet wird. Hierfiir werden Operaden in gezopften monoidalen
Kategorien benétigt. Diese stellen eine leichte Verallgemeinerung von Operaden in
symmetrischen monoidalen Kategorien dar. Allerdings ist ihre Definition nicht vollig
unproblematisch. Deshalb wird auf diese Operaden und ihre Algebren im Detail
eingegangen.

Die Lie-Operade ist zunéchst nur implizit als Unteroperade der assoziativen Ope-
rade erklart. Fiir eine Konkretisierung dieser Operade ist deshalb eine Beschreibung
durch Erzeugende und Relationen gesucht. Dazu wird als Erstes gezeigt, dass sich
Operaden iiber der Grundkategorie yDﬁg stets durch Erzeugende und Relationen
beschreiben lassen und dass dies einer axiomatischen Definition der durch die Ope-
rade gegebenen algebraischen Struktur entspricht. Anschlieffend werden Elemente
der Lie-Operade berechnet sowie Relationen zwischen diesen Elementen ermittelt.
Hierzu liegen aber noch keine vollsténdigen Resultate vor.

Abschlieflend werden noch zwei Aussagen iiber die universellen Einhiillenden von
Lie-Algebren gezeigt. Zum einen wird fiir einen kleinen Modellfall, der eine unvoll-
stdndige Definition des Begriffs einer Lie-Algebra verwendet, eine Verallgemeinerung
des Poincaré-Birkhoff-Witt-Theorems bewiesen: Die universelle Hiille U(L) einer Lie-
Algebra L besitzt eine Basis, die nur von dem unterliegenden Objekt der Lie-Algebra
abhéngt, nicht aber von der speziellen Lie-Algebrenstruktur. Zum anderen wird ein
Beispiel einer Lie-Algebra angegeben, fiir die L 2 PU(L) gilt.



Summary

The primitive elements of an ordinary Hopf algebra are closed under the binary
bracket operation [z,y] := xy — yz and form a Lie algebra with respect to this
operation. Conversely, given a Lie algebra one can construct a universal envelop-
ing algebra, which is in fact a Hopf algebra that is generated by primitive elements.
These two processes define a pair of adjoint functors inducing over fields of character-
istic zero a category equivalence between the category of irreducible cocommutative
Hopf algebras and the category of Lie algebras.

Hopf algebras can be defined in any braided monoidal category. But there is
no such obvious and simple generalization of the notion of a Lie algebra preserving
the category equivalence described above. This thesis aims to give a suitable and
applicable definition of Lie algebras in braided monoidal categories in order to study
braided Hopf algebras generated by primitive elements.

First we give a definition of the category of Lie algebras through monads. For
suitable underlying braided monoidal categories C, there is a functor P = T?Opf :
Hopf — C, assigning to each Hopf algebra H its set of primitive elements. This
functor has a left adjoint T : C — Hopf. Let L be the monad generated by this
adjunction. Then the category Lie of Lie algebras is defined as the category C of
algebras over the monad L. This can be viewed as a generalization of the classical
notion of Lie algebras. Moreover, this leads to a forgetful functor V : Lie — C and a
comparison functor P = iPEpr : Hopf — Lie, for which the equation [P?o"f = Vo’P:jzpf
holds. Therefore, the primitive elements of a Hopf algebra can be equipped with the
structure of a Lie algebra. Finally, we show that the functor P : Hopf — Lie has a
left adjoint U : Lie — Hopf, which corresponds to the classical construction of the
universal enveloping algebra.

The definition of Lie algebras by the monad L, however, is not very useful for
concrete considerations, since the underlying functor of the monad L assigns to
each object V' € C the primitive elements of the tensor algebra T(V) and these
primitive elements are not explicitly known. Therefore, it is necessary to find another
description for the category of Lie algebras.

Using the category ypﬁg of Yetter-Drinfeld modules over the group algebra of
a finite abelian group G as our base category C, we define an operad £, which
describes the category of Lie algebras and is called Lie operad. For this construction
we need operads in braided monoidal categories. These operads slightly generalize

operads in symmetric monoidal categories. Since their definition is not completely
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straightforward, we study these operads and their algebras in detail.

At first the Lie operad is defined only implicitly as a sub operad of the associative
operad. In order to make this definition more explicit, we are interested in finding
generators and relations of the Lie operad. For this we show that any operad over
the base category ypﬁg can be described by generators and relations and that this
corresponds to an axiomatic definition of the algebraic structure given by the operad.
Then we compute some elements of the Lie operad and determine relations between
these elements.

Finally, we prove two statements about universal enveloping algebras. First
we prove a generalization of the Poincaré-Birkhoff-Witt theorem for a sample case,
which uses an incomplete definition of Lie algebras: The universal enveloping algebra
U(L) of a Lie algebra L has a basis, which is independent of the Lie algebra structure,
but is determined only by the underlying object of the Lie algebra L. In the end we
give an example of a Lie algebra L satisfying L 2 PU(L).
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