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Zusammenfassung

Im Standardmodell der Kosmologie wird von einer homogen-isotropen Materiever-
teilung ausgegangen. Da Homogenitét der sichtbaren Materie, wenn {iberhaupt, erst
auf groflen Skalen beobachtbar ist, stellt sich die Frage, welche Bedeutung die Mo-
dellparameter des Friedmann-Modells in einem relativ inhomogenen Universum be-
sitzen. Eine Antwort wére, die Modellparameter als raumliche Mittelwerte von lo-
kalen Feldern zu verstehen. So kann man zum Beispiel die im Friedmann-Modell
auftretende homogene Dichte mit der {iber grofle Skalen gemittelten Dichte identi-
fizieren. Da aber Mittelung und Zeitentwicklung nicht kommutierende Operationen
sind, ist dieses Vorgehen inkonsistent. Wir mitteln in einem konsistenten Ansatz be-
reits die Ausgangsgleichungen. Die daraus abgeleitete Gleichung hat die Form einer
Friedmanngleichung mit einer rdumlich gemittelten Dichte, sowie einem gemittelten
Skalenfaktor. Zusatzlich tritt aber ein Term auf, der die Riickwirkung der Inhomoge-
nitdten auf die Entwicklung des Skalenfaktors darstellt. Er ist damit ein Maf} dafiir,
inwiefern die Zeitentwicklung des gemittelten Skalenfaktors dem Skalenfaktor eines
global homogenen Modells folgt. Der in dieser Arbeit entwickelte Formalismus bie-
tet damit die Moglichkeit, inhomogene Modelle mit homogen-isotropen Modellen zu
vergleichen.

Als Ausgangsgleichungen fiir die Mittelung bieten sich die Einsteinschen Gleichun-
gen (ART), sowie im Newtonschen Grenzfall das Euler-Newton-System (NT) an. In
beiden Féllen wird als Modell ein nichtrotierendes Staubmedium, das in Strukturbi-
lungsszenarien verbreitete Anwendung findet, zugrunde gelegt. Es stellt sich heraus,
dass unter diesen Bedingungen die Einsteinsche Beschreibung im 3 4+ 1 Split auf
einen formal dhnlichen Riickwirkungsterm fiithrt wie in der NT, allerdings tritt als
zusétzlicher Parameter die gemittelte intrinsische Kriimmung der dreidimensiona-
len Hyperflachen auf, die sich dynamisch deutlich vom Kriimmungsparameter bei
Friedmann-Modellen unterscheidet. Auch wird in der ART iiber gekriimmte Hyper-
flachen bei der Mittelwertbildung integriert. Damit sind die Mittelwerte regional von
der Raumkriimmung abhéngig, auch wenn man formale Analogien in der Dynamik
bei Mittelwerten in der ART und in der NT findet. Will man die Abweichungen der
Kenngroflen eines durch Mittelung erhaltenen Modells von denen eines homogen-



isotropen Modells quantifizieren, so hat man zwei Moglichkeiten, wenn man analy-
tisch vorgehen will.

Erstens verwenden wir im Rahmen des Newtonschen Strukturbildungsmodells ge-
brauchliche Approximationen, wie die lineare Eulersche Storungstheorie und die
Zel’dovich-Nédherung . In der ART kann man analog zur NT vorgehen und eine ver-
allgemeinerte Form der Zel’dovich-Néherung entwickeln, wobei wir im Vergleich zu
fritheren Arbeiten keine flache Anfangsmetrik fordern. Die relativistische Zel’dovich-
Néherung als zur Zeit bestes Werkzeug in den nichtlinearen Bereich der Struktur-
bildung vorzudringen zeigt uns die Dynamik des mittleren Kriimmmungsskalars und
des Riickwirkungsterms in dieser Ndherung. Die wichtigsten Ergebnisse sind:

e Ein Untersystem der Einsteinschen Gleichungen fiir Staub wird gefunden, das
formal gleich dem Lagrange-Newton-System ist. Damit kann man die relativi-
stische Verallgemeinerung der Zel’dovich-Nédherung begriinden.

e Wir kénnen Ausdriicke fiir die Riickwirkung sowohl in der Zel’dovich-Néhe-
rung, als auch in deren relativistischer Erweiterung angeben. In dieser Néhe-
rung gelingt uns die Darstellung des gemittelten Kriimmungsskalars.

e Dabei kénnen wir ein Modell entwickeln, das fiir ebene und sphérische Sym-
metrie exakt ist.

e Die Riickwirkung kann man als zeitabhéngigen A-Term, beziechungsweise als
Dunkle-Materie deuten.

e Im Modell treten neben fallenden Moden in héherer Ordnung wachsende Moden
auf. So wirken sich Unterstrukturen auf der Raumdoméne zu einem spéteren
Zeitpunkt in verstiarktem Mafle aus.

Zweitens kann man in sphérischer Symmetrie von einer radial inhomogenen Dichte-
verteilung ausgehen. In diesem Spezialfall kennt man eine analytische Losung und
kann die Parameter unseres Modelles als Funktion dieser Losung angeben. Das gilt
sowohl fiir die N'T als auch fiir die ART. Da in der NT der Riickwirkungsterm bei
sphérischer Symmetrie verschwindet, bietet dieser Spezialfall eine gute Moglichkeit
Raumkriimmungseffekte zu studieren. Wir entwickeln, abweichend vom {iblichen Vor-
gehen, die Losung fiir sphérisch-symmetrischen Staub aus den Einsteinschen Glei-
chungen im 3 + 1-Split in mitschwimmenden Koordinaten. Auf diesem Weg ist ei-
ne direkte Berechnung der intrinsischen Kriimmung der raumartigen Hyperflichen
moglich. Wir geben dann die im Mittelungsformalismus entwickelten regionalen Para-
meter als Funktion dieser Losung an. Anders als in der NT stellt man eine Abhéngig-
keit von den Anfangswerten auf der gesamten Doméne, statt wie in der NT nur von
den Anfangswerten auf dem Rand, fest. Wir demonstrieren diese Abhdngigkeit an
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einem speziellen Beispiel, bei dem wir eine Uberdichte mit Gaufischem Dichteprofil
betrachten. Auf den Punkt gebracht haben wir damit Folgendes erreicht:

e Uns gelingt eine exakte Darstellung aller regionalen Parameter bei sphérischer
Symmetrie als Funktion der bekannten Losung.

e Am Beispiel werden die Unterschiede zwischen den regionalen Parametern in
der NT und in der ART gezeigt.

e Die Auswirkungen der Mittelung iiber gekriimmte raumartige Hyperflichen
gegeniiber dem Eulerschen Raum treten dabei hervor.

Beobachter sind an konkreten Aussagen iiber die Groflie der Abweichungen vom
Standard-Friedmannmodell interessiert. Den Ausgangspunkt fiir uns bietet das Po-
werspektrum der Dichtefluktuationen. Die geringe Amplitude dieser Fluktuationen
macht die Raumkriimmungseffekte, die bei sphérischer Symmetrie diskutiert wurden,
vernachlissigbar. Um N&aherungslosungen fiir die Zeitentwicklung des gemittelten
Skalenfaktors zu erhalten, die iiber die lineare Theorie und die Zel’dovich-N&herung
hinausgehen, setzt man den Riickwirkungsterm in der Zel’dovich-N&herung in die ver-
allgemeinerte Friedmann-Gleichung ein. Die so erhaltene Differentialgleichung kann
numerisch gelost werden. Damit erhélt man ein von der Doménengréfie abhéngiges
und vom globalen Modell abweichendes Verhalten des Skalenfaktors. Im Vergleich der
regionalen kosmologischen Parameter mit den Parametern eines Friedmann-Modells
zeigt sich die Problematik der Bestimmung von Parametern aus unserer lokalen Um-
gebung. Konkret bedeutet das':

e Ohne Uberdichte auf der Doméne (im Top-Hat Modell erhélt man damit kei-
ne Abweichung vom Hintergrund) kollabieren im Falle einer 1-o-Abweichung
der Anfangswerte vom Ensemble-Mittel bereits solche Doménen, deren Radius
heute im Einstein-De-Sitter Modell 16Mpc betragt.

e Bei einer 3-0-Abweichung kann man fiir Doménen, die sich heute im Einstein-
De-Sitter Modell auf 100Mpc Radius ausgedehnt haben, eine 3%ige Abwei-
chung des regionalen Skalenfaktors vom Skalenfaktor des Hintergrundes fest-
stellen.

e Bei den kosmologischen Parametern sind die Auswirkungen der Inhomoge-
nitdten stéirker spiirbar. In diesem Fall stellt man im Bemsparameter sogar
Abweichungen von iiber 200% fest.

1Unsere Betrachtungen beziehen sich auf einen Einstein-De-Sitter Hintergrund, wobei wir
h = 0.5 annehmen.

111



e Obwohl der Riickwirkungsparameter relativ klein ist, ist sein nicht verschwin-
dender Wert dafiir verantwortlich, dass der regionale Kriimmungsparameter
(bei 3-0-Abweichung der Anfangswerte und einer Doméne, die sich heute im
Einstein-De-Sitter Modell auf 100Mpc Radius ausgedehnt hétte) um mehr als
100% vom Hintergrundwert abweicht.

Eine kosmologische Konstante kénnte auf Skalen von 50Mpc durch den Riickwir-
kungsterm ersetzt werden. Diese Aussage gilt allerdings nicht fiir grofie Skalen, da
wir wie iiblich Homogenitéit und Isotropie auf groflen Skalen annehmen. Damit wei-
chen die regionalen Parameter bei wesentlich gréofleren Entfernungen als 100Mpc
nicht von den Parametern des Hintergrundes ab.
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Kapitel 1

Einleitung

Geleitet von der Erfahrung, dass sich in der Gegenwart Beobachtbares mit gewisser
RegelméBigkeit aus einer kontinuierlichen Abfolge in der Erinnerung verblassender
Zustédnde seiner Umwelt ergibt, schafft sich der Mensch Modelle. Dabei werden die
beobachtbaren Zustdnde und Vorgénge auf das Wesentliche reduziert. Modelle haben
ihre Niitzlichkeit im Bereich der téglichen Entscheidungsfindung hinreichend bewie-
sen. Verschiedene, von uns modellhaft erfasste Einzelvorgdnge und Zustdnde aus
einem iibergeordneten Modell heraus zu erkldren, macht sich die Physik zur Aufga-
be. Das Werkzeug der Physik ist die Mathematik als Lehre vom logischen Schlieflen.
Die theoretische Physik erstellt somit ein mathematisches Modell eines Zustandes
oder Vorganges unserer Umwelt. Jedes mathematisches Modell beruht auf Voraus-
setzungen, die in der Realitédt praktisch nie exakt erfiillt sind. Zieht man die Logik
der Mathematik nicht in Zweifel, liegt es an der Nichterfiillung der Voraussetzun-
gen, wenn das Modell fehlschldagt, das heifit vom Theoretiker Angekiindigtes nicht
beobachtet wird. Hat man eine Theorie aufgestellt und an einigen Experimenten
hinreichend iiberpriift, so verwendet man diese Theorie universell in allen Bereichen
unserer Umwelt. Es wird so lange extrapoliert, bis man einen Widerspruch in der
Theorie selbst gefunden hat oder bis sich eine Beobachtung mit dem Modell nicht
hinreichend erkléren lésst.

Den Endpunkt dieser Extrapolation in Richtung grofler Zeitskalen und Raumberei-
che stellt die Kosmologie dar. Wihrend bis zu Beginn des letzten Jahrhunderts die
Kosmologie eher dem Bereich der Philosophie zugeordnet werden kann, gilt sie durch
wesentlich verbessertes Beobachtungsmaterial heute als Teilgebiet der Physik. An-
deren empirischen Wissenschaftszweigen gegeniiber hat sie aber den Nachteil der
groffen Raum- und Zeitskala. So liefern Beobachtungen praktisch eine Momentauf-
nahme dieses einen Kosmos in dem wir leben. Bei physikalischen Disziplinen, deren
Theorien durch Laborversuch verifizierbar sind, lernt man Effekte der Umgebung



und Anfangsbedingungen durch Wiederholung der Versuche so zu kontrollieren, dass
das Wesentliche sichtbar wird. In der Kosmologie ist ein solches Vorgehen unméglich.
Man kann in diesem Fall nur testen, ob die gesammelten Beobachtungen mit dem Mo-
dell, das man sich aus den bekannten und durch Laborversuche bestétigten Theorien
zusammengesetzt hat, in Einklang zu bringen ist in dem Vertrauen, dass ein Fort-
schreiten auf der Groflenskala nicht génzlich neue Theorien hervorbringt. Misslingt
das oder bleiben Fragen offen, wird eine neue Theorie gesucht, die in das Gesamtbild
passt.

Friedmann-Gleichung

Die ART, die ihre Giiltigkeit im Labor, im Bereich des Sonnensystems (Periheldre-
hung des Merkur, Lichtablenkung an der Sonne) und auflerhalb der Milchstrafle
(Gravitationslinsen) unter Beweis gestellt hat, bietet sich als grundlegende Theorie
der Gravitation an. Die Einsteinschen Gleichungen lauten !:

R, — %gw,R =87GT,, — Agu. (1.1)
Der Energie-Impuls-Tensor T}, der Materieverteilung und die Kosmologische Kon-
stante A bestimmen so die Raum-Zeit-Kriitmmung {iber den Ricci-Tensor R, und
den Ricci-Skalar R. Auch die NT wird in der Epoche der Strukturbildung haufig
verwendet, da sie bei kleinen Garavitationsfeldern und geringen Geschwindigkeiten
eine gute Nidherung darstellt. In beiden Féllen benutzt man als Modell eine idealen
Fliissigkeit, die sich unter dem Einfluss der eigenen Gravitation bewegt. Der Energie-
Impuls-Tensor in der ART ist in diesem Fall:

Tuy = (Q + p)u,uuu + 9P (12)

mit dem Druck p und der Ruheenergiedichte o. Selbst fiir eine Fliissigkeit mit der
einfachsten Zustandsgleichung, einem drucklosen Staubmedium, existieren sowohl
in der NT als auch in der ART keine allgemeinen Losungen. Einen Ausweg bieten
Losungen mit spezieller Symmetrie. In der Kosmologie hat sich die Annahme von
rdumlicher Homogenitéit und Isotropie durchgesetzt®. Die innere Geometrie einer
solchen Raum-Zeit-Struktur wird durch das Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW-Linienelement) beschrieben:

dr?

1 —kr?

ds® = dt* — a(t) ( +r?do? + rzsin29d¢2> : (1.3)

'Eine ausfiihrlichere Darstellung der Gleichungen und ihrer Herleitung als in dieser kurzen Ein-
leitung findet man zum Beispiel in [58], [13], [50].
2genauer: der Homogenitét und Isotropie einer raumartigen Hyperfliche



Dabei bezeichnet man a(t) als Skalenfaktor (er beschreibt die globale Kontrakti-
on oder Expansion) und £ als Kriimmung der raumartigen Hyperflichen. Der flache
Raum hat die Kriimmung £ = 0. R&ume mit £ > 0 bezeichnet man als elliptisch oder
geschlossen, mit £ < 0 als hyperbolisch oder offen. Die Zeit ¢t wird von einem in der
Fliissigkeit mitschwimmenden Beobachter gemessen. Mit dem FLRW-Linienelement
vereinfachen sich die Einsteinschen Gleichungen zu zwei unabhéngigen Differential-
gleichungen:

N
a kA 8rGo
G »
i [(a\® k
2— + (—) + = — A = —8rGp. (1.5)
a a a

Diese Gleichungen, die man auch als die Friedmannschen Differentialgleichungen
bezeichnet, bestimmen die Zeitentwicklung des Skalenfaktors a(t). Lost man Gl. (1.4)
nach ga® auf, differenziert nach der Zeit und verwendet Gl. (1.5), so erhilt man:

d

-(0a”) = —3pa’. (16)

Die Ruheenergiedichte héngt iiber eine Zustandsgleichung mit der Form p = ap mit
dem Druck zusammen. Die Integration von Gl. (1.6) liefert:

0 oc a 30H), (1.7)

Ausschlaggebend fiir die Entwicklung des Kosmos sind drei Materiearten:

Staub: In einem mit staubférmiger Materie gefiillten Kosmos wird p = 0, also
a = 0 angenommen. Gl. (1.4) mit Gl. (1.7) ergibt:

N 2
a k A C
(a) + ﬁ _ 5 = 5’ ¢ = const. (1-8)

Der einfachste Staubkosmos mit £ = 0 und A = 0 wird als Einstein-De-Sitter-Modell
bezeichnet. Fiir ihn gilt:

a(t) o (t/to)3. (1.9)

Strahlung: In einem strahlungsdominierten Kosmos gilt die Zustandsgleichung
p = 0/3, also a = 1/3, fur relativistische Teilchen. Eingesetzt in Gl. (1.7) und GI.

(1.4) erhélt man:
N
A
(2) + E N £ ¢ = const. (1-10)

a a2 3 a*
Im einfachsten Fall (A = 0,k = 0) gilt fir den Skalenfaktor:

a(t) o« (t/ty)?. (1.11)



Vakuum: Die Zustandsgleichungen fiir Staub und relativistische Teilchen beruhen
auf klassischer Physik. Dariiber hinaus werden andere Zustandsgleichungen verwen-
det. In Inflationsmodellen, bei denen die Dynamik durch ein skalares Potential er-

zeugt wird, erhdlt man eine Zustandsgleichung der Form p = —p, also a = —1. Gl.
(1.7) und GL (1.4) liefern in diesem Fall:
N\ 2
E A
(g) + 2T 3=6 = const. (1.12)

Deshalb kann man den A-Term als Materie dieser Zustandsgleichung verstehen. Die
Auswirkungen einer solchen Materie auf den Skalenfaktor sind im einfachsten Fall

(k=0):
a(t) o< exp (ct). (1.13)
Diese drei Materiesorten (der A-Term wird als Materie interpretiert) dienen im Prin-

zip zu jedem Zeitpunkt der Entwicklung des Kosmos als Quelle. Es ist {iblich, soge-
nannte kosmologische Parameter einzufithren. Gl. (1.4) kann man umschreiben:

Qo+ U+ +Q, =1,

A k 1 Omo a% O0r0 aé
it: W=—s, lh=——=—, Qp=—"—--—, Q.= ——. 1.14
i Y Pl H?a?’ 0. a3 0. a* (1.14)
Dabei wird p. = % als kritische Dichte bezeichnet, o,,0 und p,¢ sind die Staub-

und Strahlungsdichte zum Zeitpunkt, wenn der Skalenfaktor den Wert ag annimmt.
Héaufig spricht man mit den Kosmologischen Parametern ihre Werte zum heutigen
Zeitpunkt an, ohne dies explizit zu erwdhnen. Wir verwenden zur Unterscheidung
Q0 = Qp(to). Damit gilt:

() (om0 0 ()" +00 (2) 00 (2) ) =1 129

Extrapoliert man zuriick in der Zeit und damit zu einem kleineren Skalenfaktor,
so wird Q, gegeniiber den anderen schnell verschwindend klein® und auch €, strebt
schneller gegen 0 als €2,,, €2,.. Die Strahlungsdichte wachst in Richtung Urknall schnel-
ler als die Staubdichte. Geht man zum heutigen Zeitpunkt von einem materiedomi-
nierten Kosmos aus, so gab es einen Zeitpunkt, an dem die beiden Energiedichten
von vergleichbarer Gréfenordnung waren. Davor spricht man von der strahlungsdo-
minierten Ara.

3Ein anfinglich verschwindend kleiner A-Parameter wird oft als unnatiirlich angesehen (Fine-
Tuning-Problem).



Standardmodell der Kosmologie

Das Modell, das heute von den meisten Kosmologen verwendet wird* beginnt mit
einem singulédren Skalenfaktor. Dieser Zeitpunkt wird oft als Urknall bezeichnet. Bis

zur Planck-Zeit o
t, = (—) ~ 107%s (1.16)

cd

hat sich noch kein (GUT-)Modell durchgesetzt. Danach geht man von drei aufeinan-
derfolgenden Phasen aus, welche durch die, mit der Expansion abnehmenden, Ener-
giedichte gekennzeichnet sind:

Inflation: Die Expansion des Kosmos wird von einem Skalarfeld getrieben. Damit
dominiert Materie mit der Zustandsgleichung p = —p und der Skalenfaktor wichst
exponentiell. Durch einen Phaseniibergang stoppt das exponentielle Wachstum und
der Kosmos geht in eine strahlungsdominierte Ara iiber. Der Kriimmungsparame-
ter ist nach dieser Phase verschwindend klein. Dichtefluktuationen entstehen durch
Fluktuationen des Inflatonfeldes und haben ein skaleninvariantes Spektrum, das als
Harrison-Zel’dovich-Spektrum bezeichnet wird.

Strahlungsdominierte Phase: Der Kosmos ist mit unterschiedlichen Teilchen
bevélkert. Uberschreitet die Energiedichte im Kosmos die Ruhemasse einer gela-
denen Teilchenspezies, so wird die Energie der Photonen Teilchen-Antiteilchenpaare
erzeugen. Erst spéter, wenn die Bindungsenergie von Atomkernen und danach die To-
nisationsenergie von Atomen unterschritten ist, kénnen sich leichte Elemente bilden.
Zu diesem Zeitpunkt, der sogenannten Rekombinationsphase, endet die strahlungs-
dominierte Ara. Danach wird das Universum durchsichtig, da die Compton-Streuung
unbedeutend wird. Die zu dieser Zeit emittierten Photonen bilden den Mikrowellen-
hintergrund. Zur Berechnung der Dynamik der Dichtefluktuationen in dieser Epoche
geniigt lineare Theorie. Damit entwickeln sich die Fouriermoden des Fluktuationsfel-
des unabhéngig. Das anfinglich skaleninvariante Spektrum verdndert sich aufgrund
wechselwirkender Strahlung und Materie sowie der Tatsache, dass sich Fluktuatio-
nen, die den Horizont iiberschreiten, anders entwickeln als solche, die kleiner als der
Horizont sind. Der Effekt ist eine Dampfung der Fluktuationen auf kleinen Skalen.

Materiedominierte Phase: Nach der Rekombinationsphase bestimmen dunkle
Staubmaterie und die Kosmologische Konstante die Expansion. In der Anfangsphase

4wegen seiner weiten Verbreitung und auf Grund der Tatsache, dass viele Beobachtungen heute
im Sinne dieses Modells interpretiert werden, sei es als Standardmodell bezeichnet



gilt lineare Theorie. Damit wachsen die Dichtefluktuationen an. Haben sie einen
Wert um eins erreicht, setzt eine nichtlineare Entwicklung ein, die schneller als die
lineare Theorie zu Konzentrationen fithrt. Diese wirken als Potentialfallen fiir die
spérlich vorhandene baryonische Materie und bilden den Ursprung von Galaxien
und Galaxienhaufen, die mit der Zeit virialisieren und sich so von der Expansion des
Kosmos abkoppeln. Die heutige Epoche ist gekennzeichnet durch eine Beschleunigung
der Expansion, verursacht durch eine Kosmologische Konstante.

Beobachtung und Standardmodell

Das Standardmodell hat einen Kern, der im Verhéltnis zu seinen restlichen Bestand-
teilen gut abgesichert ist. Er besteht aus zwei Hypothesen von qualitativem Charak-
ter:

e Der Kosmos dehnt sich bis heute aus und kiihlt dabei ab.

e Kleinen Dichtefluktuationen wachsen mit der Zeit, so dass aus einem homoge-
nen ein relativ inhomogenes Universum entsteht.

Die Argumente dafiir sind die Beobachtung der Mikrowellenhintergrudstrahlung, so-
wie deren geringe Fluktuationen, die Elementhéufigkeit, der Hubble-Fluss und die in-
homogene Galaxienverteilung®. Es diirfte schwierig sein, ein Modell zu finden, welches
den beiden Hypothesen widerspricht und diese Beobachtungen in d&hnlich schliissiger
Weise erklart.

Die weiteren Bestandteile des Standardmodells sind weniger gesichert. Sie stiitzen
sich vor allem auf die Kosmologischen Parameter. Diese konnten durch Beobachtung
der Haufigkeitsverteilung der Elemente, von Supernovae und den Fluktuationen des
Mikrowellenhintergrundes® eingegrenzt werden mit dem Ergebnis:

QkO =~ O, QmO ~ 03, QAO ~ 0.7. (117)

Das stimmt gut mit Inflationsmodellen iiberein, die einen verschwindend kleinen
Kriimmungsparameter voraussagen. Zusétzlich erzeugen die einfachsten Inflations-
modelle ein Skaleninvariantes Fluktuationsspektrum und sie sind in der Lage, die

5Man sieht auch auf den gréfiten beobachtbaren Skalen in Galaxienkatalogen noch signifikante
morphologische Strukturen (siche: [41] und Referenzen darin).
neue Ergebnisse siehe: [65] und Referenzen darin



Homogenitéit des Mikrowellenhintergrundes zu erkliren”. Damit bietet das Standard-
modell einen in sich konsistenten Ansatz.

Es hat allerdings auch Liicken. So ist nur ein geringer Anteil an €,,¢ bis jetzt als ba-
ryonische Materie, Strahlung und Neutrinos direkt beobachtbar. Ein Teil scheint in
Galaxien und Galaxiehaufen gravitativ wirksam zu sein. Man hat bis jetzt aber kein
physikalisches Modell fiir diese dunkle Materie. Auch mangelt es an einem physika-
lischen Mechanismus zur Erzeugung des Inflatonfeldes und direkt nach dem Urknall
fehlt eine, die fundamentalen Krifte vereinigende, Theorie, welche die Anfangsbedin-
gungen fiir die spitere Entwicklung liefert. Neben diesen Erklarungsliicken besteht
auf Seiten der Theoretiker ein grofies Unbehagen beziiglich des A-Parameters. Sein
niedriger Wert zu Beginn wird als unnatiirlich angesehen.

Es wird gehofft, dass eine grundsétzliche Erweiterung der bisher bekannten Phy-
sik eine Losung bringt. Das bedeutet die Giiltigkeit weitergehender, fundamentaler
Theorien zu postulieren. Es besteht aber auch die Moglichkeit, dass die Vorausset-
zung der Homogenitét und Isotropie zu ungenau ist, so dass sich gewisse offene Fragen
nicht oder in anderer Form stellen. Um dies zu testen, ist ein Formalismus notwendig,
der es ermoglicht, Friedmann-Modelle mit inhomogenen Modellen zu vergleichen.

Effektive Dynamik

Ob das Universum auf Skalen > 100M pc als homogen und isotrop angesehen wer-
den kann, ist bis heute nicht sicher. Statistische Analysen deuten darauf hin und die
homogen-isotrope Hintergrundstrahlung lisst den Ubergang zur Homogenitit auf ir-
gend einer Skala > 100 M pc realistisch erscheinen. Direkt beobachtbar ist allerdings
die Inhomogenitat der sichtbaren Materie bis zu dieser Griéflenskala. Wie wirkt sich
diese Inhomogenitéit aus? Zunéchst finden alle Beobachtungen auf einer lichtarti-
gen Hyperflache statt. Mit einer inhomogenen Verteilung der Materie ist auch die
Raum-Zeit-Struktur inhomogen, wodurch sich die Interpretation der Beobachtungs-
daten #éndert. In zweiter Linie dndert sich auch die Dynamik, die durch die ART
gegeben ist. Wie grofy die Abweichungen vom Friedmann-Modell sind, ist wegen der
Nichtlinearitét der Grundgleichungen, sowie der unendlichen Reichweite der Gravi-
tationskraft nicht ohne weiteres abzuschétzen. Dies ist erst moglich, wenn man ein
Vergleichsmodell hat, das Inhomogenitéten beriicksichtigt.

Die Annahme bei Friedmann-Modellen, dass die dort auftretende homogene Dichte
mit einer gemittelten Dichte auf einer gewissen Skala identifiziert werden kann, legt

"Ohne Inflation hitte man kausal nicht zusammenhingende Raumbereiche und damit keine
Moglichkeit, durch einen physikalischen Ausgleichsprozess Homogenitéit zu erzeugen.
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die Betrachtung iiber einen Raumbereich gemittelter Groflen nahe. Unter effektiver
Dynamik verstehen wir die Dynamik dieser Gréflen. Da Mittelung und Zeitableitung
nichtkommutative Operatoren sind, fithrt eine Mittelung der dynamischen Gleichun-
gen auf Zusatzterme. Man findet eine Gleichung, die im Spezialfall einer homogenen
und isotropen Materieverteilung die altbekannte Friedmann-Gleichung ergibt. Im in-
homogenen Kosmos enthélt diese Gleichung Zusatzterme, die damit die Abweichung
vom Friedmann-Kosmos darstellen. Diese sind unter dem Namen Riickwirkungsterm
zusammengefasst. Seine Untersuchung, sowie die Auswirkungen auf die Dynamik von
Raumdoménen und iiber Raumdoménen gemittelte Groflen steht im Mittelpunkt die-
ser Arbeit. Da der Mittelungsformalismus in der ART in Analogie zur NT entwickelt
wird, verwenden wir beide Theorien als Grundlage. Zusétzlich nehmen wir an, dass
der Kosmos mit einer drucklosen Fliissigkeit (Staub) angefiillt ist. Die vorliegende
Arbeit ist folgendermafien aufgebaut:

e Der erste Abschnitt verwendet die NT als Grundlage. Dabei wird das Newton-
sche Fliissigkeitsmodell (2.1.1) kurz vorgestellt. Kinematische Variablen (2.1.2)
verdeutlichen den physikalischen Hintergrund. Im Hinblick auf einen Vergleich
mit der ART leiten wir das Lagrange-Newton-System her (2.1.3). Exakte Ab-
weichungen vom Friedmann-Modell sind nur in Kenntnis einer allgemeinen
Losung des Newtonschen Staubmodells angebbar. In Ermangelung einer sol-
chen ist man bei der Quantifizierung auf Losungen mit speziellen Symmetri-
en oder auf analytische Approximationen angewiesen. Wir verwenden die li-
neare Eulersche Storungstheorie (2.2.1) und die Zel’dovich-Naherung (2.2.2),
die an dieser Stelle eingefithrt werden. Die Mittelung als Werkzeug eine ma-
kroskopische Theorie aus einer lokalen zu erzeugen versetzt uns in die Lage,
mit Friedmann-Modellen zu vergleichen. Uber die Kommutationsregel (2.3.1)
und die Mittelung des Euler-Newton-Systems (2.3.2) kommt man zur verall-
gemeinerten Friedmann-Gleichung (2.3.3). Sie hat die Form der eigentlichen
Friedmann-Gleichung bis auf einen Term, den wir als Riickwirkungsterm be-
zeichnen. Die Ahnlichkeit verleitet zur Definition von Kosmologischen Parame-
tern auf einer Raumdoméne (2.3.4), wobei dadurch ein zusétzlicher Parameter
in die Diskussion eingebracht wird. Zur gendherten Berechnung des Riickwir-
kungsterms kann man die lineare Eulersche Stérungstheorie (2.4.1) und die
Zel’dovich-N#herung (2.4.2 ) verwenden. Diese schliefit die eben symmetrische
Losung (2.4.3) als exakte Losung mit ein.

e Der zweite Abschnitt verwendet die ART als Grundlage, also die Einstein-
schen Gleichungen mit dem Energie-Impuls-Tensor einer drucklosen Fliissig-
keit. Die Fluidelemente eines solchen Mediums bewegen sich auf Geodéaten
durch die Raumzeit. Garantiert man Rotationsfreiheit, so ist die Aufspaltung
der Raumzeit in raumartige Hyperflichen und eine universelle Zeitkoordinate
moglich. Die Einsteinschen Gleichungen (3.1.1) lassen sich dann im sogenann-
ten 34-1-Split formulieren (3.1.2). Die rdumliche Mittelung wird jetzt als Mitte-

8



lung iiber raumartige Hyperflichen verstanden. In Triaden (3.1.3) erkennt man
das Analogon zur Jakobi-Matrix der Transformation auf Lagrange-Koordinaten
in der NT, wenn man die Einsteinschen Gleichungen im Triadenformalismus
aufschreibt (3.1.4). In diesem Sinne lésst sich die Zel’dovich-Naherung in der
ART verallgemeinern (3.2.1). In der ART ist die Mittelwertbildung anders als
in der N'T nur iiber skalare Groéflen definiert. Eine Mittelung der Einstein-
schen Gleichungen im 3+1-Split (3.3.2) liefert mit einer Kommutationsregel
(3.3.1) auch in der ART eine verallgemeinerte Friedmanngleichung der gleichen
Form wie der N'T. Zusétzlich existiert aber die gemittelte Hamilton-Constraint-
Gleichung. Daher ist es in der ART moglich, zwei Sétze von kosmologischen
Parametern zu definieren (3.3.3). Da der gemittelte Kriimmungsskalar dreidi-
mensionaler Hyperflichen in der ART zusétzlich in Erscheinung tritt, berech-
nen wir ihn und den Riickwirkungsterm niherungsweise (3.4.1), (3.4.2).

e Im néchsten Abschnitt beschéftigen wir uns mit den Unterschieden, die eine
Formulierung im Rahmen der ART im Vergleich zur NT mit sich bringt am
Modell einer sphérisch-symmetrischen Staubverteilung. In der N'T verschwindet
der Riickwirkungsterm (4.1.1) und die Dynamik einer Raumdoméne ist die ei-
nes Friedmann-Kosmos mit gleicher mittlerer Dichte (4.1.2). In der ART helfen,
anders als in der NT, geometrischen Uberlegungen nicht weiter, so dass man
die explizite sphérisch-symmetrische Losung fiir ein Staubmedium braucht. Wir
kommen zur sogenannten Tolman-Bondi-Losung iiber die Einsteinschen Glei-
chungen im 3+1-Split (4.2.1), was uns zusétzlich Ausdriicke fiir die intrinsische
und die duBlere Kriimmung der raumartigen Hyperflichen liefert. Jetzt kann
man den Skalenfaktor (4.2.2), den regionalen Hubble-Parameter (4.2.3), den
Riickwirkungsterm (4.2.4), die gemittelte intrinsische Kriimmung (4.2.5) und
die regionalen kosmologischen Parameter (4.2.6) als Funktion des Oberfléchen-
radius angeben. Mit verschiedenen Anfangsdichteverteilungen berechnen wir
numerisch deren Dynamik (4.3).

e Im néchsten Abschnitt quantifizieren wir die Abweichungen vom Friedmann-
Modell. Die Entwicklung des Skalenfaktors einer Raumdoméne liefert hier die
numerische Integration der verallgemeinerten Friedmann-Gleichung (5.2), wo-
bei die Anfangswerte (5.2.1) aus dem Powerspektrum bei z = 200 gewonnen
werden. Da die Anfangsmetrik in diesem Fall nahezu Euklidsch ist, sind die Un-
terschiede im Riickwirkungsterm, berechnet mit den Approximationen und den
symmetrischen Losungen, in der ART und der NT, verschwindend. Es werden
der ebene und sphirische Kollaps (5.2.2), sowie unsymmetrische Anfangsbe-
dingungen (5.2.3) behandelt. Nach einem Vergleich mit der linearen Theorie
(5.2.4) widmen wir uns den Beobachtungsgréfien Hubble- und Bremsparameter
(5.3.1). Das Kapitel schliet mit einer Diskussion der Kosmologischen Parame-
ter (5.3.2), die von uns um den Riickwirkungsparameter erweitert worden sind.

e Im Anhang wird erklart, wie die im letzten Abschnitt verwendeten Anfangs-
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daten aus dem Powerspektrum berechnet werden kénnen. Dabei stellen wir
zunéchst einen Zusammenhang zwischen den Dichtefluktuationen und den, im
Zel’dovich-Ansatz auftretenden, Abweichungen der Trajektorien vom Hinter-
grundmodell her (A.1). Daraus kann man unsere eigentlichen Anfangsdaten, die
gemittelten Invarianten des Fluktuationsfeldes, berechnen (A.2). Die Anfangs-
doméne wird als Kugel gewéhlt. Die Dichtefluktuationen werden normalerweise
als Gaufisches Zufallsfeld behandelt. Wir berechnen daraus die Varianz der als
Zufallsgrofien aufgefassten Invarianten und deren Kombinationen (A.3). Um
konkrete Zahlenwerte zu erhalten, verwenden wir die Transfer Funktion eines
CDM-Modells (A.4).
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Kapitel 2

Effektive Entwicklung von
Raumdomanen im Newtonschen
Staubmodell

In Entfernungen kleiner als der Hubble-Radius und unter Ausschluss starker Gravi-
tationsfelder, wie etwa in der Nahe von Schwarzen Lochern, ist der Euklidsche Raum
eine gute Naherung. Es stellt sich heraus, dass die Lagrangesche Formulierung des
Mittelungsprozesses im Newtonschen Fall analog zur Mittelung in der ART betrach-
tet werden kann. Das motiviert eine genaue Analyse des Verhaltens von mit dem
kosmischen Staub mitschwimmenden Doménen im Lagrange-Newton-Bild.

2.1 Das Newtonsche Fliissigkeitsmodell

Mit Fliissigkeit ist hier ein Gas bestehend aus nicht kollidierenden oder kollidie-
renden Teilchen gemeint, das sich nur unter dem Einfluss der Gravitation durch
den Euklidschen Raum bewegt. Dieses Gas wird mit einem Kontinuumsmodell be-
schrieben, wobei die Geschwindigkeit in den einzelnen Raumpunkten als mittlere
Geschwindigkeit der Teilchen in einem geeigneten Volumen betrachtet werden kann.

Solch ein Modell lédsst sich beispielsweise auf Baryonen (Wasserstoff oder Helium)
nach der Rekombination, auf Kalte-Dunkle-Materie bevor es zum “Shell Crossing”
kommt und (mit relativistischen Korrekturen) auf die gekoppelte Photon-Baryon-
Fliissigkeit anwenden (siehe auch: [9]).
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Nimmt man an, dass heute die dominante Materiekomponente im Kosmos aus kalter
dunkler Materie besteht, die als Potentialfalle fiir baryonische Materiekomponenten
wirkt, so bestimmt die Dynamik dieses Dunkle-Materie-Staubes den Strukturbil-
dungsprozess.

2.1.1 Euler-Newton-System

Das Euler-Newton-System kann methodisch aus zwei unterschiedlichen Uberlegungen
gefolgert werden. Einmal {iber die Verteilungsfunktion und die Boltzmann-Gleichung,
oder als Ergebnis eines rdumlichen “Coarse-Graining”. Da wir an grofiskaligen Phéno-
menen interessiert sind, nehmen wir als Ausgangspunkt folgendes System von Glei-
chungen:

do =~V - (ov) (2.1)
atV+(V-V)V—g—%V~p (2.2)
Vxg=0 (2.3)
V.g=A—-47Gop. (2.4)

o(x,t) ist das Massendichtefeld, v(x,t) das Geschwindigkeitsfeld, g(x, t) die gravita-
tive Feldstédrke und p(x, t) ein isotroper Druckterm; x sind nicht-rotierende Eulersche
Koordinaten; A notiert die Kosmologische Konstante.

Der Druckterm in Gleichung (2.2) kann vernachlédssigt werden, wenn die Teilchen
der Fliissigkeit selten stoflen. Dieses Modell bezeichnet man als Staub-Modell. Im
folgenden werden wir uns auf dieses Modell beziehen.

Mit der Einfithrung des Gravitationspotentials ¢ folgt die Poisson-Gleichung;:

Vxg=0 = g=-V¢ (2.5
Ad = drGo — A.

D
~

Die Gleichungen (2.2) und (2.4) beinhalten die Gleichheit von trager und schwerer
Masse. Das gesamte Gleichungssystem besteht aus gekoppelten, nichtlinearen, parti-
ellen Differentialgleichungen fiir die das Gas charakterisierenden dynamischen Varia-
blen v und p. Aus zwei Griinden ist es bisher nicht gelungen, bei beliebigen Anfangs-
bedingungen, fiir diese vier Variablen eine allgemeine analytische Losung anzugeben.
Erstens fithrt die konvektive Ableitung in Gleichung (2.2) zu Nichtlinearitéten, und
zweitens bendtigt man zur Losung der Poisson-Gleichung Randbedingungen oder die
Kenntnis von g im ganzen Kosmos.
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¢ ergibt sich nach (2.4) und (2.6) zu:

. o(%) Ly
=G | P2 ——— — —Az* 2.7
o) = =G [ i 2~ s 2.7
Die gesamte Materieverteilung bestimmt die lokale Dynamik in nichtlokaler Weise.
Dieses prinzipielle Problem kann man durch die Annahme von Homogenitdt und
[sotropie auf groflen Skalen l6sen. Bei der Behandlung von inhomogenen Kosmologien
stosst man in diesem Punkt auf Schwierigkeiten.

Der A-Term kann in der Newtonschen Theorie nicht streng begriindet werden. Er
wird in die Diskussion miteinbezogen, da er in vielen Strukturbildungsszenarien eine
entscheidende Rolle spielt.

Nimmt man Homogenitdt und Isotropie an, so gilt:

vixt) = H(tx, H() =" olx.t) = onlt),

und man folgert aus dem Euler-Newton-System die bekannten Friedmann-Gleichungen
fiir die zeitliche Entwicklung des Skalenfaktors a(t):

3@ +4rGog(t) — A =0, (2.8)

a(t)

oder in integrierter Form

»)
a 8rG Ak

L (2.9)
a 3 3 a
Die Integrationskonstante £ kann man im allgemeinrelativistischen Fall mit der kon-
stanten Kriimmung R 3-dimensionaler, raumartiger Hyperflachen identifizieren. Der

Skalenfaktor a(t) beschreibt hier die globale Entwicklung.

Da im Kosmos offensichtlich Materiestrukturen vorhanden sind, stellt sich die Frage,
ob die Expansion einer groen Raumdomaéne, die eine inhomogene Materieverteilung
beinhaltet, gleich der homogenen Expansion ist. Es wird sich zeigen, dass dies nicht
gilt.

2.1.2 Euler-Newton-System in kinematischen Variablen

Um die Bewegung eines Fliissigkeitselements zu beschreiben, ist es sinnvoll, verschie-
dene kinematische Grofien einzufithren. Dazu zerlegt man den Geschwindigkeitsgra-
dienten’: .

Vij = U(4,5) -+ Ul4,4] = Qij -+ Wij = 0y -+ 596” + Wij, (210)

!Die Ableitung nach Eulerschen Koordinaten wird durch ein Komma gekennzeichnet.
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dabei ist:

(Vij — vj4). (2.11)

1 1
Vig) = 5(%‘ + Uji) 5 Vil = B

0;; bezeichnet man als Scherungstensor und o = @/%O’Z‘jO'ij als Scherungsrate. Durch

o wird der Grad der Verzerrung eines Fluidelements beschrieben. Die Expansionsrate
6 steht fir selbstédhnliche Verdnderung und die Rotationsrate w = |J] fiir Drehungen
des infinitesimalen Fliissigkeitsvolumens.

Differenziert man die Euler-Gleichung (2.2) nach z; so gilt:
di(vij) = —VikVk; + Gij, (2.12)
wobei d,; die Lagrangesche Zeitableitung bedeutet?,
dy =0+ (v- V).

Setzt man Gleichung (2.10) in (2.12) ein und benutzt die Quellengleichungen (2.3)
und (2.4), so erhédlt man:

: 1
0=— 562 +2(w? — %) + gra (2.13)

, 2
Wij = — gewij — OikWkj — WikOkj + J[ij] (2.14)

2 2
dij = - 5901‘]‘ — O;kO0kj — WikWk; + §(02 — wz)éi- (2,15)

1
+ 9.5 — §5ij9k,k-
~— —

EEij
Mit der Kontinuitatsgleichung (2.1) ergibt sich auflerdem:
o= —ob. (2.16)

Das System von Gleichungen (2.13, 2.14, 2.16) ist dquivalent zum Euler-Newton-
System, wenn man die Giiltigkeit der Feldgleichungen fordert. Fasst man es als ein
System gewdohnlicher Differentialgleichungen auf, so ist es allerdings nicht geschlos-
sen.

2.1.3 Lagrange-Newton-System

Die Lagrangesche Beschreibung einzufiithren hat mehrere Griinde: Zum einen ist sie
fundamental fiir das Versténdnis des Lagrangeschen Mittelns, zum anderen bietet sie

2Sie wird im Folgenden mit einem Punkt iiber der abzuleitenden GroSe gekennzeichnet

(d,A = A).

14



die Méglichkeit, Strukturbildung im Eulersch-nichtlinearen Regime zu verfolgen [71,
26, 25 und es stellt sich heraus, dass die Lagrangesche Formulierung fiir Newtonschen
Staub in Formensprache direkt mit den Gleichungen der ART, fiir dieses Medium,
verglichen werden kann.

Die sogenannte Zel’dovich-Néherung, die zur Berechnung des Riickwirkungsterms
herangezogen wird, ist Lagrangesche Storungstheorie erster Ordnung mit Zusatzein-
schrankungen.

Anstelle der Lage eines Fluidelements im Euklidischen Raum betrachtet man die
Trajektorienschar f(X,¢), wobei X die Eulerposition des Teilchens zur Zeit ¢y be-
zeichnet. Als Koordinatentransformation aufgefasst bedeutet dies:

x =f(X,t) und X =f(X,ty).

Die Funktionaldeterminante der Transformation wird mit J bezeichnet:

0(Xy, Xo, Xg).

J(X,1)

Der Vorteil Lagrange-Koordinaten anstelle von Eulerschen Koordinaten zu benutzen
ist der: Betrachten wir ein Fliissigkeitselement im Euklidschen Raum und verfolgen
seine Bewegung, so dndert sich seine Geschwindigkeit entlang seiner Bahn (ausge-
driickt durch 9;v) und aufgrund der Kriimmung seiner Bahn, eingebettet in den
Euklidschen Raum (ausgedriickt durch (v -V)v). Die totale zeitliche Ableitung (La-
grangesche zeitliche Ableitung) d; = 0, + (v - V) wird zur partiellen Zeitableitung
bei konstantem X.

In Lagrangeschen Koordinaten ist die Trajektorie selbst die dynamische Variable, so
dass fiir die totale zeitliche Ableitung gilt:

f(X,t) = v(X,1) (2.17)
Damit ist f(X,t) die einzige Variable, die wir benétigen, um das System vollstandig
zu charakterisieren. Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung ergeben sich durch
Integration. So kann f(X, ¢) als Integralkurve des Geschwindigkeitsfelds gesehen wer-
den. Léings dieser Kurve reduziert sich d; auf die partielle Ableitung 0;. Den Lagran-
geschen Ausdruck fiir die Entwicklung der Dichte gewinnt man durch differentialgeo-
metrische Betrachtung oder durch ein Massenerhaltungsargument:

0=M=d, / o(x,t) d®x = d, / o X, )J(X, ) BBX = | di(o])d®X.
Dy

Do Do

Daher mufl der Ausdruck im Integranden verschwinden:

0=do]) = oX,t)J(X,t)= 00Jo
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wobei g9 = 0o(X, tp)und Jy = J(X, ty). Wegen f(X,t;) = X folgt Jo = 1 und es gilt:

Q(X7 tO)
X, t) = ="+ . 2.19
Dies wird auch anschaulich klar: Die Lagrangesche Formulierung gibt Abweichungen
von der urspriinglichen Euler-Position an, J ist somit ein Maf fiir die Deformation

des Fliissigkeitselements léngs der Bahnkurve, die durch X markiert ist.

Wird die Funktionaldeterminante singulédr, so kommt es formal zu unendlich hohen
Dichten. Dies geschieht zum Zeitpunkt des ‘Shell-Crossing’. Eine Riicktransfomation
in den Euler-Raum fiithrt dann auf Mehrstromsysteme (einem Eulerschen Raumpunkt
werden dann mehrere Geschwindigkeiten zugeordnet). Das heisst, die Beschreibung
in Eulerschen oder Lagrangeschen Koordinaten ist ab diesem Moment nicht mehr
dquivalent.

Das Euler-Newton-System lésst sich im Bereich J > 0 auf das Lagrange-Newton-
System eindeutig abbilden. Niitzlich zur Berechnung ist die Einfiihrung von Funk-
tionaldeterminanten?:

J(A, B,C)

A B = ————"— = AiBjCk. 2.2
‘-7( ) 70) 8<X1,X2,X3) €l]k |Z |jc‘k ( O)
Das Lagrange-Newton-System lautet damit?® [23]:
90
= = 2.21
" 0= (2.21)
1 .
ﬂgijkj(fz‘a fis fi) = —4nGo + A. (2.23)

Betreibt man Storungsrechnung, so wird der Vorteil dieser Beschreibung offensicht-
lich. Es geniigt, Abweichungen der Teilchenbahnen f(X,¢) von Bahnen im homogen-
isotropen Fall zu betrachten, wahrend man in der Eulerscher Beschreibung Storungen
in allen dynamischen Variablen einfiithren muss.

Kleine Abweichungen von Friedmann-Trajektorien konnen durchaus bedeuten, dass
die Dichte stark von der homogenen Dichte abweicht und Strukturbildung kann auch
in Storungstheorie niedriger Ordnung bis in den Eulersch-nichtlinearen Bereich ver-
folgt werden.

Das Lagrange-Newton-System wurde storungstheoretisch untersucht. Dabei macht

man den Ansatz:
f=a(X+p). (2.24)

3Dabei bezeichnet li = % die Ableitung nach Lagrangeschen Koordinaten.
4Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert.
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Der Skalenfaktor a ist eine Losung der Friedmann-Gleichung, deren Quellterm als ho-
mogen isotrope Hintergrunddichte gy verstanden wird. Das Vektorfeld p = p(X, )
bezeichnet dabei die mit a reskalierte Abweichung der Trajektorien von den Tra-
jektorien des Hintergrundes. Fiir kleine Abweichungen kann p als Storung aufge-
fasst werden, die ein systematisches storungstheoretisches Vorgehen ermoglicht. Die
Schliisselgleichung dazu liefert obiger Ansatz, eingesetzt in Gl. (2.23). Es gilt:

T b5 = ST i £y, 5) + 252 T api . 0) + T(apis . ). (2:25)
Wir definieren den Dichtekontrast:
g=2—91 (2.26)
OH

Damit und mit €7 (fi, f;, fx) = 6J, sowie H = a/a laft sich Gleichung (2.23)
schreiben als:
1
3 +2H 51]kt.7(apzaf]7fk) Ezjkj(apwf]afk)
= —47TG5QH —4nGoy + A. (2.27)

Der Skalenfaktor a soll die Friedmann-Gleichung (2.8) erfiillen. So erhélt man:

1
amkj(apz,fg,fk) 87,31“7(6%7 [is fr) = —4mGéog. (2.28)

Die Hintergrunddichte zum Zeitpunkt to sei oy (t9) = 0on. Die Kontinuitatsgleichung
fiir den Hintergrund liefert dann oy = gor/a®. Bezeichnet man mit & = (go —
oorr)/oom den Dichtekontrast zum Zeitpunkt ¢y und benutzt Gleichung (2.21), so
ergibt sich nach Multiplikation mit der Funktionaldeterminanten:

2H e T (aps, fi, fr) + e T (api, £, fx) = —87G (00 — 00w J/a?). (2.29)

Das ist eine Differentialgleichung fiir das Stérungsfeld p. Bis hierher ist unsere Rech-
nung exakt. Auf Gleichung (2.29) wird die Lagrangesche Stérungstheorie aufgebaut.
Mit der Annahme periodischer Randbedingungen (Torus) kann man zeigen, dass ein
Separationsansatz in beliebiger Ordnung moglich ist [34].

2.2 Lokale Beschreibung

In Strukturbildungsmodellen finden lokale Néherungsverfahren vor allem in der Friih-
phase und auf grolen Skalen Anwendung. Im Hinblick auf die spétere Anwendung im
Mittelungsformalismus und der Verallgemeinerung in der ART werden die Lineare
Eulersche Storungsrechnung und die Zel’dovich-Naherung kurz vorgestellt.
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2.2.1 Lineare Eulersche Storungstheorie

Am besten formuliert man die Lineare Stérungstheorie in mitschwimmenden Koor-

dinaten:
ble

= a0

Der Gradient und die partielle sowie die totale zeitliche Ableitung transformieren
sich wie folgt:

1
V, = avq,

3t|m = 3t|q + Hq . Vq,

1
dt:8t|x+V'vx:8t’q+EU'vq.

Abweichungen vom Hintergrundmodell werden durch

die Pekuliargeschwindigkeit: u = v — Hx,
die Pekuliarexpansionsrate: 6, = 0, — 3H,
die Pekuliarbeschleunigung: w = g — %x,

und den Dichtekontrast: § = %, angegeben.

Zeitliches Verhalten der Pekuliarexpansionsrate und des Dichtekontrastes
im linearen Regime

Transformiert man das Euler-Newton-System auf mitschwimmende Koordinaten und
benutzt obige Groflen, so erhélt man unter Vernachlédssigung von Termen quadrati-
scher Ordnung in den Abweichungen vom Hintergrund [59]:

O26(q,t) + 2HO,|,0(q,t) — 4rGopd(q,t) = 0, (2.30)
1
sowie: 0,0(q,t) = —Eeu(q, t). (2.31)

Die allgemeine Losung von Gleichung (2.30) lautet fiir den Fall des Einstein-De-Sitter
Kosmos (a(t) = (t/ty)*?):

0(a,t) = A(q)a(t) + Bla)a (1) . (2.32)

18



A(q) und B(q) sind Konstanten, die durch die Anfangsbedingungen festzulegen sind.
Mit Gleichung (2.31) erhélt man als allgemeine Losung fiir die Pekuliarexpansions-
rate:

bu(at) = (0 (A@)() - SB@a?) (2.33)

Der Zeitpunkt ty sei so gewahlt, dass die fallende Mode in obigem Losungsansatz
so weit abgeklungen ist, dass sie vernachléssigt werden kann. Damit gilt zur Zeit

(a(to) = 1):

0u(d, to) = —H(to)A(q)a®(t) = A(q) = —meu(% to) - (2.34)
Fiir den Dichtekontrast erhdlt man damit zum Zeitpunkt #:
(a1 to) = — (s to) = — 220, (a, to) (2.35)
H{(tg)a(to) 2

Diese Korrelation des Dichtekontrastes mit der lokalen Expansionsrate zum Zeit-
punkt tq wird bei der Zel’dovich-Naherung verwendet. ¢y bezeichnet dann den An-
fangszeitpunkt, ab dem Strukturbildung in dieser Approximation verfolgt wird.

Verhalten der Rotation des Geschwindigkeitsfeldes im linearen Regime

Die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes ist definiert als:

1 1 1
W= ivm XV = %Vq X (Haq+u> = %Vq X Uu.
Die totale zeitliche Ableitung der Rotation ergibt®:
. 1 1 ) 1
W; = dt(%vq X ll)l' = —le- + %<Vq X u)i — Tazeijkaqjulﬁqluk. (236)

Die Eulergleichung (2.2) lautet in pekuliaren Grofen:
u+ Hu=w. (2.37)

Bildet man die Rotation dieser Gleichung, so gilt mit V, x w = 0:
1V><'+H1V>< 1V><'+H* 0
20 ! 20 ¢ 20 !

Mit Gleichung (2.36) erhélt man eine Differentialgleichung fiir die Rotation des Ge-
schwindigkeitsfeldes:

. 1
w; = —2Hw; — Tﬂeijkaqjulf)qluk. (2.38)

5 Ableitungen beziiglich mitschwimmenden Koordinaten werden durch 6—(; = 0,, gekennzeichnet.
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Mit der totalen zeitlichen Ableitung in mitschwimmenden Koordinaten ergibt sich:

1 1
Orlqwi + au -Vow; = —2Hw; — Q—(Zzeijkaqjulaqluk.

Sowohl & als auch u sind pekuliare Gréflen. Obige Gleichung vereinfacht sich damit

in linearer Theorie zu:
oWy @(a,t) = —2Ha(a, ). (2.39)

Damit gilt im Einstein-De Sitter-Kosmos:
Y
d(q,t) (—) = —. (2.40)
lo
Das heisst, die Rotation des Geschwindigkeitsfeldes verschwindet mit der Zeit. Daher
kann die Pekuliarbeschleunigung parallel zur Pekuliargeschwindigkeit angenommen

werden. Diese Tatsache ist wesentlich bei der Behandlung der Zel’dovich-Néherung,
sowie bei der Festlegung der Anfangsbedingungen.

2.2.2 Zel’dovich-Niherung

Bei der Zel’dovich-Naherung handelt es sich um einen Ansatz fiir die Entwicklung
des Trajektorien-Feldes im Rahmen der Lagrangeschen Beschreibung [71]. Die La-
grangesche Beschreibung wurde in Abschnitt 3.1.2 eingefiihrt. Alle Definitionen aus
diesem Abschnitt haben im Folgenden Giiltigkeit.

Fiir das reskalierte Abweichungsfeld p (Gl.(2.24)) macht Zel’dovich einen Separati-
onsansatz in Raum und Zeit. Der von ihm gefundene Ansatz lautet:

FAX 1) = a(t)(X + &) Vor (X)) (2.41)

Der Ansatz beschrinkt die Allgemeinheit, indem er die Parallelitéit von Pekuliarbe-
schleunigung w und Pekuliargeschwindigkeit u voraussetzt. Das zeigt die Betrach-
tung der ersten und zweiten Zeitableitung der Trajektorien:

u’ =v7? — vy =aX + (a€) Vo — aX = (aé) Vi), (2.42)
w? =g7 — gy = aX + (a€)"Voy — iX = (a€)"Voy. (2.43)

Setzt man den Ansatz in die Storungsgleichung (2.29) ein, so gilt:
(21 + 4€1T + 6€°TIT) (26 H + €) = —81Gox(dy — &1 — €211 — €3TII). (2.44)

Dabei bezeichnen I, II, III, die Invarianten der Matrix 1));;. Bei Betrachtung der
ersten Ordnung vernachléssigt man Terme, die quadratisch oder kubisch in 1;; sind,
das heisst II, ITI. Damit vereinfacht sich obige Gleichung:

M(26H + &) = —87G oy (d — £I). (2.45)
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Diese Gleichung erhélt man ebenso in Lagrangescher Storungstheorie erster Ordnung,
bei der fiir p eine Reihenentwicklung p = Y, £'¢;Vot); verwendet wird. Im allgemei-
nen kénnen Dichte und Geschwindigkeit der Fluidelemente als Anfangsbedingungen
unabhéngig vorgegeben werden. Wahlt man jedoch

0=—Nop = —1, (2.46)
so erhalt man fiir £ die Differentialgleichung;:
£+ 2HE — 4nGop (€ +1) = 0. (2.47)

Setzt man b = £ + 1 und vergleicht die daraus resultierende Differentialgleichung
fiir b(t) mit der Differentialgleichung fiir den Dichtekontrast in linearer Eulerscher
Stérungstheorie, so stellt man Ubereinstimmung fest. Das zeitliche Verhalten von b(t)
ist deshalb gleich dem zeitlichen Verhalten des Dichtekontrastes in linearer Eulerscher
Theorie. Es gilt daher fiir £ (mit: A = 0;k = 0):

£(t) = A(a — 1) + B(a™? - 1). (2.48)

A(X) und B(X) sind noch festzulegende Konstanten in der Zeit. Im Unterschied
zu der Lagrangeschen Storungstheorie erster Ordnung vernachlissigt Zel’dovich die
fallende Mode B(a—3/2 — 1). Die Zel'dovich-Trajektorien stellen somit eine Unter-
klasse von Losungen Lagrangescher Storungstheorie erster Ordnung dar [25]. Mit
der Forderung A = 1 gilt:

2/3
fZX,t)=a(X+ (a—1)Ve)) mit a= (%) . (2.49)

Man kann die Argumentation auch umkehren und Gleichung (2.49) als Ansatz ver-
wenden. Dann folgt & = a, £ = d. Mit Annahme eines Einstein-De-Sitter Hinter-
grundes liefert Gleichung (2.45) zum Zeitpunkt ¢, dann:

16 =—Notp = —L (2.50)

Mit Gleichung (2.42) kann man eine Bezichung zwischen dem Dichtekontrast und
der Pekuliarbeschleunigung zum Zeitpunkt ¢q angeben:

2
z
Die Beschrankung auf die wachsende Mode impliziert also bereits diese Beziehung.
Da auBerdem die Rotation von u verschwindet, bleibt als Anfangsbedingung das
Dichtefluktuationsfeld ¢ iibrig. Die so erzwungene Reduzierung der Freiheitsgrade
des Systems ist in unserem Fall giinstig, da ohnehin keine Anfangsdaten aus Beob-
achtungen fiir die Anfangsgeschwindigkeiten der Fluidelemente zur Verfiigung stehen.
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Dariiber hinaus sind die gemachten Annahmen physikalisch sinnvoll, denn in der
Eulerschen, linearen Theorie stellt sich die Bezichung (2.51) nach dem Abklingen
der fallenden Mode nach einer gewissen Zeit von selbst ein.

Ein Nachteil ist, dass die lineare Lagrangesche Theorie die Beschleunigung vernach-
lassigt, die als Folge der Dichtednderung auf die Fliissigkeitselemente wirkt. Das
heisst Strukturen laufen wieder auseinander und ihre Bildung erfolgt etwas verlang-
samt. Dennoch liefert die Zel’dovich-Néherung bis zum Zeitpunkt des ‘Shell-Crossing’
Voraussagen, die besonders bei glatten Anfangsfeldern erstaunlich gut mit N-Korper-
Rechnungen iibereinstimmen.

Die Zel’dovich-Nédherung ist sogar exakt, wenn die pekuliare Bewegung der Fluid-
elemente und die Anderung des Dichtekontrastes auf eine spezielle Raumrichtung
beschrinkt werden [26]. Bei geeigneter Wahl des Bezugssystems verschwinden dann
alle Komponenten der Matrix 1);; bis auf ¢;;. Damit ist sowohl die zweite Inva-
riante II als auch die dritte Invariante IIT von 4));; gleich null und die Gleichung
(2.45) gilt exakt. Somit stellt die Zel’dovich-Niherung eine Unterklasse von Losun-
gen mit ebener Symmetrie dar, bei der die Anfangspekuliargeschwindigkeit mit dem
Anfangsdichtekontrast {iber die Beziehung (2.51) in Verbindung steht.

2.3 Regionale Beschreibung

Will man Strukturbildungsszenarien verstehen, so muss man die Freiheitsgrade des
Systems reduzieren. Der Ansatz, der hier verfolgt werden soll, ist die Beschreibung
mit auf einer Raumdoméne gemittelten Groflen. Dabei hilft die Lagrangesche Sicht-
weise: Betrachtet man eine Raumdoméne D zur Zeit ¢, so ist das rdumliche Mittel
eines beliebigen Tensorfeldes A definiert als [21]:

(A(x,t))p A(x,t) d*z. (2.52)

:V—DD

Das Lagrangesche Mitteln zeichnet sich dadurch aus, dass dabei die Doméne den ein-
zelnen Fluidelementen folgt, wobei die Masse innerhalb der Doméne erhalten bleibt,
ihre Form sich aber beliebig d&ndern kann. Hingegen bleibt beim Eulerschen Mittel
die Form erhalten, es findet jedoch Materieaustausch statt.

2.3.1 Kommutationsregel

Um die totale zeitliche Ableitung einer gemittelten Gréfle zu berechnen, transfor-
mieren wir auf Lagrange-Koordinaten. Integration iiber ein zeitabhéingiges Gebiet
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D = D(t), oder kurz Dy, reduziert sich auf die Integration iiber D, .

A, 1))p = dy(— /D A(x, t) d*z) :dt(vi /D AX, ) (X, t) dX)

D D JDy,

= —T2(AGx D)o + (Al D) + (Al 1))

Setzt man das Integral der Dichte (2.21) in die Kontinuitétsgleichung der Form (2.16)
ein, so erhélt man:

—=40.
J
Den Term VD /Vp kann man damit weiter umformen:
Vp = dt/ B = / jix = [ L= [ oda
'Dt D() Dt J Dt
Und es gilt: ‘
Vp 1 3
— = — 0d’x = (0)p.
Vb Vb Jp, v =)

Daher gilt fiir ein beliebiges auf der Doméne D definiertes Tensorfeld A die Kom-
mutationsregel [21]:

di(A)p — (Ayp = (A0)p — (0)p(A)p. (2.53)

Die Mittelwertbildung kommutiert also nicht mit der Zeitentwicklung. Diese Tatsache
zeigt, dass die als homogen angenommene Dichte in der Friedmann-Gleichung nicht
ohne weiteres mit der gemittelten Dichte im Universum gleichgesetzt werden darf.

2.3.2 Mittelung des Euler-Newton-System in kinematischen
Variablen

Als Néchstes mitteln wir die Gleichungen fiir die Zeitentwicklung der kinematischen
GroBen in der Form (2.13)-(2.16). Unter Verwendung von (2.53) ergibt sich:

di{o)p = — (O)p(2)p (2.54)
A8)p =A — 4nGlo)o + = (0)p — (O + 207 —o%hp  (259)
di(wi)p :%@%’@D — (wi)p(0)p + {(oijwi)p (2.56)
di(oij)p =%<9%~>D — (wi)p{0)p — (Tirwrj)D — (WirWrj) D (2.57)
+ g( 2 —w?)pdi; + (Eij)p-
Zur Herleitung der Gleichung (2.56) wurde w = %V X v mit w;; = —¢;j5wi, benutzt.
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2.3.3 Verallgemeinerte Friedmann—Gleichung

Wir interessieren uns fiir die mittlere Expansionsrate eines beliebigen Gebietes D;.
Relevant ist hierfiir die gemittelte Raychaudhuri-Gleichung (2.55). Definiert man den
Skalenfaktor eines einfach-zusammanhéngenden Gebietes durch

Vp

70, wobei VE) = Vp(t(]) ;

i =
so folgt fiir die mittlere Expansionsrate:

ap
< >D Vb ap

Damit formt man die gemittelte Raychaudhuri-Gleichung um:

a 2
3@—” +47G(o)p — A = §(<92>D —(0)%) + 2(w* — 0%)p. (2.58)
D
Auf der linken Seite steht die Friedmann-Gleichung (2.8) fiir eine mittlere Quellen-
dichte (0)p = % . Die rechte Seite stellt eine Form der Riickwirkung auf den
D
Skalenfaktor des Gebiets dar. Im Folgenden wird er mit dem Buchstaben Q gekenn-

zeichnet: 5
= Z((0%)p — (0)3) + 20" — 0%, (2.59)

Die obige Gleichung stellt damit eine verallgemeinerte Friedmann-Gleichung fiir in-
homogene Doménen dar. In spiteren Rechnungen wird Q haufig als Funktion der
ersten und zweiten Invarianten des Geschwindigkeitsgradienten v; ; verwendet. Dazu
sind folgende Ausdriicke niitzlich [21]:

I<Ui,j) =V-.-v=40 (260)
1 1
(v ;) = 5((%)2 — V,jVji) = SV (v(V-v) = (v-V)v)
=uwr -0+ %92 (2.61)
1 1 1 3
III(UiJ) = g?}@ﬂjﬁ]ﬂ)kl 5(1)1 Z)(Um'vjﬁ') -+ (Ul 1)

1 1

= gv- (§V'(V(V'V) —(v-V)v)v—(v(V-v)— (V'V)V)-VV)

= éG?’ —+ 29(0’2 + %WQ) —+ Ui,jaj,kgk,i — meiwj . (262)

Der Riickwirkungsterm erhilt dann folgende Gestalt:

Q = 2TH(v;))p — 5 (1(w1, ). (2.63)

24



Da die erste und zweite Invariante als Divergenz geschrieben werden kénnen, lasst
sich die Berechnung des Riickwirkungsterms auf die Bestimmung von Vektorfliissen
durch den Rand der Doméne reduzieren.

Aus den Gleichungen (2.60), (2.61) und (2.63), sowie unter Verwendung des Gau$-
schen Satzes folgt:

Q:VLD/aD(V(V-V)—(V~V)V)-dS—§(VLD/aDV-dS)Q. (2.64)

Um zu zeigen, welche Rolle die homogen-isotrope Hintergrundexpansion bei der Be-
rechnung der Riickwirkung spielt, zerlegt man die Geschwindigkeit v in Pekuliar-
Geschwindigkeit u und Hubble-Fluss Hx: v = Hx + u. Damit giltS:

2 2
§(<I(Uz',j)>73)2 = §<3H +V-u)
2
:6H2+§(V~u>%+4H V-uwp

2(I1(v; ;))p = (V- 2H?x + 2Hu + H(x(V - u))p
—((x-V)u) —u(V-u)+ (u- V)u)p
=6H* +4H(V -u)p + 2(I1(u; ;) p.

Der Riickwirkungsterm hat in pekuliaren Groflen ausgedriickt die gleiche Form wie
in absoluten Geschwindigkeiten:

2
Q = 2(IM(ui))p — S (I(wiy))p (2.65)
Das heisst nur Abweichungen vom Hubble-Fluss tragen zur Riickwirkung bei.

2.3.4 Qualitative Diskussion der verallgemeinerten
Friedmann-Gleichung

Fiir den beobachtbaren Kosmos ist zweifelsohne die Friedmann-Gleichung mit Riick-
wirkungsterm die korrekte Beschreibung. Daher muss man dem formal Rechnung
tragen.

Der Riickwirkungsterm kann als Quellenterm gesehen werden, der die Expansion
beschleunigt oder dampft. Man definiert daher die effektive Dichte:

2 2 2 2 2
4G oo = 4nG(0)p — §(<9 )p — (0)p) — 2(w” — 0%)p. (2.66)
60bwohl pekuliare GréBen oft in Zusammenhang mit einer Transformation auf mitschwimmende
Koordinaten eingefiihrt werden, seien, der Einheitlichkeit halber, in diesem Kapitel alle auftretenden
Groflen in Eulerschen, nicht mitschwimmenden Koordinaten gegeben.
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Die Friedmann-Gleichung mit der effektiven Dichte lautet:

ap(t)
4 —A=0. 2.
3o G 0 (2.67)

Jetzt kann man den Riickwirkungsterm interpretieren: Die Varianz der Expansions-
rate ist eine positive Grofle. Sie erniedrigt die effektive Dichte, und fiithrt zu einem
langsameren Kollabieren der Doméne. Das selbe gilt fiir die Rotationsrate. Eine Sche-
rung aber erhoht die Dichte und beschleunigt den Kollaps. Bilden sich Strukturen,
so verschwindet weder die lokale Scherung noch die Varianz der Expansionsrate auf
dem ganzen Gebiet. Ein Abwigen dieser beiden Groflen wird also das Vorzeichen
der Riickwirkung auf die Zeitentwicklung des Skalenfaktors geben. Die Rotations-
rate w spielt auf groflen Skalen eine geringe Rolle, da sie im Lauf der Expansion
abgeschwiicht wird. In der Gréfenordnung von Galaxien dagegen kann sie zum ent-
scheidenden Term werden. In einer Spiralgalaxie beispielsweise wirkt die Rotation
der Kontraktion entgegen. Das negative Vorzeichen von (w?)p ist damit verstindlich.

Es ist notwendig, bei der Diskussion der kosmologischen Parameter den Riickwir-
kungsterm miteinzubeziehen. Die verallgemeinerte Friedmann-Gleichung in integrier-
ter Form lautet:

>
ap /{ZD SWGMD A 1 /

-+t == dtQ)— 2.68
a2, N al  3ddVy, 3 3d} Q GD( ) (2.68)

Man definiert, wie in der Kosmologie iiblich, folgende Parameter, wobei in unserem
Fall ein Parameter, der den Riickwirkungsterm enthélt, dazukommt.

b= 87??}%» o= 3?[% % = _Hlf{;i;%
t
03 = 3a%1H% /t 0L a2 (i)
So gilt mit Gleichung (2.68):
OF +QF + QP +Qf = 1. (2.69)

Die experimentelle Bestimmung der Parameter enthélt damit einen weiteren Unsi-
cherheitsfaktor, der auch bei Behandlung des Dunkle-Materie-Problems Beachtung
finden muss. Alle Dichteparameter sind abhéngig von der Mittelungsdoméne; das
gilt insbesondere auch fiir den Kriimmungsparameter QF als Integrationskonstante,
die fiir jede Raumdomé&ne verschieden sein kann. Bei der quantitativen Diskussi-
on werden wir einige Beispiele fiir die Entwicklung der regionalen kosmologischen
Parameter betrachten.
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2.4 Riickwirkung

Wie im letzten Kapitel festgestellt wurde, kann man fiir beliebige Doménen eine
Friedmann-Gleichung angeben. Um Abweichungen vom Verhalten einer Doméne im
homogen-isotropen Kosmos festzustellen, ist eine Berechnung der Riickwirkung notig.
Zur ndherungsweisen Berechnung werden die lineare Eulersche Theorie sowie die
Zel’dovich-Naherung herangezogen.

2.4.1 Riickwirkung in Linearer Theorie

Zunéchst ist eine Transformation auf mitschwimmende Koordinaten notig. Mitteln
eines beliebigen Tensors A iiber ein mitschwimmendes Gebiet D, héngt mit dem
Mittel iiber D wie folgt zusammen:

1 a® 1

Ap=— [ Ad’z=—— | Adq 2.70
(Ao Vb Jp ap Vo Dy ! ( )
(Hierbei wurde die Definition von a3, = Y2benutazt.)

0

Fir die erste und zweite Invariante erhilt man in mitschwimmenden Koordinaten:
1
L(u; ;) = a:[(a‘Ijui)?
1

Damit berechnet man den Riickwirkungsterm in pekuliaren Gréflen als Funktion
mitschwimmender Koordinaten mit Hilfe von Gleichung (2.65) zu:

2
a 2 at 2

- -z 110, w.) d®q — — —— 10, u;) d® . 2.71

© a%vo/Dq S T </D (a‘”ul)dq) -

Da in linearer Theorie die Wirbel des Pekuliargeschwindigkeitsfeldes, nach Gleichung
(2.40), im Laufe der Zeit abnehmen, kann man fiir ¢ > ¢, die Pekuliargeschwindigkeit
allein aus ihren Quellen bestimmen. Damit ist durch Gleichung (2.33) die Zeitent-
wicklung von u festgelegt:

ulat) = (1 )1/3 a(q). (272)

to

Fiir die erste Invariante des Pekuliargeschwindigkeitsfeldes erhélt man:

Ia.t) = fu(q,t) = (t>1/3 i

to
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Fiir die zweite Invariante des Pekuliargeschwindigkeitsfeldes gilt dann:

1 2 AN

Der Riickwirkungsterm in linearer Theorie hat damit folgende Form:

2
, t\ 2 ad 2 ° a’ 2 °
lin 3 3
=|— —_— IId°qg — —— d . 2.73
D (to) a%%/Dq GGDBVOQ </DqI (_I> ( )

Ein Problem stellt die Integration {iber das mitschwimmende Gebiet D, dar. Zwar

bezeichnen i und IT Anfangswerte, diese werden jedoch iiber eine mitschwimmen-
de Doméne zum Zeitpunkt ¢ integriert, die sich aus Dy = D(ty) entwickelt hat. Hier
kann man nur im Kontext der Lagrangeschen Theorie argumentieren, da nur in dieser
Theorie die Entwicklung der Doméne mit Hilfe der Teilchentrajektorien nachvollzo-
gen werden kann. Man kann zeigen, dass der Effekt der sich wandelnden Domaéne fiir
geringe Abweichungen von der Homogenitét, zu vernachléssigen ist. Da die lineare
Theorie ausschlieflich in diesem Bereich Giiltigkeit besitzt, gilt ndherungsweise:

1 o 1 . g
— II d3q ~ — II d3X = <II>D07
Vo Dy 0 JDg
L idg~d / 14X = (1)
_ q~ — = .
Vo Dy Vo Do "

Fiithrt man e als Abweichung des Skalenfaktors vom homogenen Verhalten ein:

a — ap
g =

2.74
2 (2.74)

so erhélt man fiir den Riickwirkungsterm:

(%)2/3 i _ (2<1°I>DO - §<i>%o) e (6<IOI>DO - 4<i>%o)

o o ] ]_ o
+ &2 <6<II>DO - 1o<1>?30> NP <2<II>DO - 135(1)%())
o [¢] 2 o
- 8410<I>'2D0 - 854<]:>'2D() - €6§<I>'2D0'

In linearer Theorie werden die relativen Abweichungen ¢ des Skalenfaktors der Doméne
ap vom homogenen Verhalten als gering angenommen. Betrachtet man die nullte
Ordnung in € so ergibt sich:

i = G)/ (200, - 2403, ) - 200 (2.75)

0
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Man erkennt, dass die Riickwirkung mit der Zeit abnimmt. Dieses Ergebnis war zu er-
warten, da der Riickwirkungsterm ja gerade einen Ausdruck fiir die Nichtlinearitéten
in den Grundgleichungen darstellt, die in linearer Theorie vernachlissigt werden. Im
néchsten Schritt benutzen wir zur Berechnung der Riickwirkung eine Ndherung die
es erlaubt, Strukturbildung bis in den nichtlinearen Bereich zu verfolgen. Diese Néhe-
rung basiert auf Lagrangescher Storungstheorie und ist deshalb der Lagrangeschen
Mittelungsprozedur angemessener.

2.4.2 Riickwirkung in der Zel’dovich-N&dherung

Um den Riickwirkungsterm in der Zel’dovich-Ndherung zu berechnen, benutzt man
am besten folgende Form (siehe: [64], [46]):

Q = 2IH(u:))p — S (1(01, ), (2.76)

Da die Trajektorienschar bis zum Zeitpunkt des “Shell-Crossing” eine eindeutige
Abbildung auf ein Gebiet zur Zeit t; ermoglicht, kann die Mittelwertbildung iiber eine
Ausgangsdoméne Dy erfolgen: Es gilt fiir ein beliebiges, auf dem Gebiet definiertes
Tensorfeld A(x,t):

1 Vo
Ap=— | Ad’z= / AJ(X, t)d*X
W= ) Vovs Jo, 10
Vo
= V_<AJ(X7 t))Do' (277>
D
Der Skalenfaktor der Doméne sei definiert als a3, = “% Damit gilt:
2 2 9
Q = —((vi;)J)p, (L(vi) I ) Dy (2.78)

a3, - 3d5,
Niitzlich zur Berechnung ist die Einfithrung von Funktionaldeterminanten:

9(A,B,C)

T4 B.C) = 5x X0, %)

Dabei bezeichnet ; = % die Ableitung nach Lagrangeschen Koordinaten. Der Eu-
lersche Geschwindigkeitsgradient in Lagrangekoordinaten lautet:

du; v 09Xy v 1 of, of, 1

Or, 0%, Or, 9% 20 X, 2y (e d0)
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Damit kann man die Invarianten als Funktionaldeterminanten schreiben [21]:

I(Uz"j) = %Eijkj(fu fj> fk)
II(UZ'J‘) = %Eijkj(fiyfﬁfk)
III(v; ;) = %Eijkj(fmfjafk)'

Der Riickwirkungsterm lautet dann:

Q= ai3<€ijkj(fia fi» 1)) L6<€ij’“7(f’" T3 fi)) - (279)

D 6ap

Um die Funktionaldeterminanten zu berechnen, ist es niitzlich, von folgenden Re-
chenregeln fiir Determinanten Gebrauch zu machen:

J(A+D,B,C) = J(A,B,C) + J(D,B,C),
J(A,B,C)=-TJ(A,C,B),
€ijeJ (Ai, By, Cy) = €iju T (Ai, Cj, By).

Setzt man den Zel’dovich-Ansatz der Form (2.49) ein, so folgt mit ¢(t) = a(t)&(t):

T (fir £, o) =aa® T (Xi, X, Xp) + ¢ T (W, 155 V)

+ (2aac + a*¢) T (Xi, X, ¥w) + (2ace + ac®) T (Xi, by, V),
T (fir fis fr) =0*a T (X3, X5, Xi) + e T (Wi, vy, )

+ (2aac + a*c) T (Xi, Xj, ) + (2ace + ac®) T (Xi, ¥y, Vi)

Die Funktionaldeterminanten kann man als Invarianten des Tensorfeldes v;;; schreiben:

e (Xi, X, Xi) =6,
€ijk\7(Xw k) 2I<¢|w)
Eiij(XM% U) = 21L(¢y5),
€ijid (V1i, Y15, i) = 6 ILL(thys;).

Zur Vereinfachung definiert man:

K= g, H = g, L(pij) = Lo, (W) = o, () = Iy,
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Damit erhélt man die zur Berechnung des Riickwirkungsterms notwendigen Grofien:

—aend (o . fi) =6H + 21, €(3H + K)

+ 211, €*(3H + 2K)

+ 6111, &3 (H + K), (2.80)
%eijkj( fir i, fu) =6H? + 21y E(3H* + 2HK)

+ 211, E*(3H* + 4HK + K?)

+ 6I1L, &*(H? + 2HK + K?). (2.81)

Die Variablen H, K, &, a sind nur Funktionen der Zeit, die auftretenden Invarianten
sind Funktionen von 4);;, das heisst von Ableitungen eines skalaren Anfangsfeldes
als Funktionen der Lagrange-Koordinaten.

Um den gesamten Riickwirkungsterm in der Zel’dovich-Naherung darzustellen, niitzt
man aus, dass ap in dieser Ndherung bereits gegeben ist:

ax = / Jd*X.
Do

Mit der Funktionaldeterminanten in der Zel’dovich-Ndherung
JZ = a®(1 4 €1y + €211, + £°111,), (2.82)

erhalt man:
(a3) = a*(1 + E(To)p, + 2 (o) p, + & (IM1p)p, ). (2.83)

Hier zeigt sich auch die Moglichkeit, das dynamische Verhalten des Skalenfaktors
einer Doméne rein kinematisch zu bestimmen.

Die einfachste Form der Riickwirkung in der Zel’dovich-N&herung ergibt sich, wenn

6
man (ﬁ) in Gleichung (2.79) ausklammert und ap mit (2.83) einsetzt:
D

5‘2
Z _
P (14 €(To)p, + €(Ho)p, + £ (1), )2

Q

X { <2<IIO>DO - §<Io>%o)

2

+ & <6<IIIO)DO 3<IO>D0<IIO>’DO)

+ £ (2(IO>DO<IIIO>DO - %(II())?)O) ] : (2.84)
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Fiir ein Einstein-De-Sitter Modell gilt: ¢ o a~!. Vor dem Term in eckigen Klam-
mern steht damit ein universeller Dampfungsfaktor. Vernachldssigt man (Ilj)p, und
(ITly)p, so erhélt man das gleiche dynamische Verhalten wie in linearer Eulerscher
Theorie.

Bemerkenswert ist die Tatsache, dass unser so gewonnener Riickwirkungsterm in
sphérischer Symmetrie verschwindet! Man kann das leicht iiberpriifen, indem man

die Relationen: 1 1
(s = (0 wnd (s = (D, (2.85)

die im Abschnitt (4.1.1) hergeleitet werden, in obige Gleichung einsetzt. Damit ist
unsere Ndaherung im Falle von sphérischer Symmetrie bereits exakt, obwohl wir eine
Approximation eingesetzt haben, die nur fiir planare Symmetrie exakt ist.

2.4.3 Riickwirkung bei ebener Symmetrie

Die Zel’dovich Naherung ist eine exakte dreidimensionale Losung der Newtonschen
Dynamik im Staub-Modell, wenn die Invarianten Il und ITIj an jedem Punkt ver-
schwinden [26]. Dieses “lokal eindimensionale” Modell enthélt als Unterklasse global
eben-symmetrische Losungen [72]. Damit reduziert sich Gleichung (3.81) auf:

planar _2 52 <IO>2DO
P 3 (1 E(To)py)?

Im letzten Abschnitt werden wir den sphérischen Kollaps mit dem ebenen Kollaps
quantitativ vergleichen. Negative Werte von (Iy)p, entsprechen einer iiberdichten
Doméne im Vergleich zum Hintergrund, positive Werte von (Iy)p, entsprechen einer
unterdichten Region. Bei iiberdichten Doméinen divergiert Q2™ zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt. Dieses Verhalten kann in Analogie zum stark anisotropen “Pancake

Kollaps” gesehen werden.

(2.86)
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Kapitel 3

Effektive Entwicklung von
Raumdomianen im Rahmen der

ART

Die ART behandelt, anders als die NT, die Dynamik der Raumzeitstruktur an sich,
wéhrend die Newtonsche Mechanik eine Beschreibung der Bewegung von Punktteil-
chen in einem absoluten Euklidschen Raum mit absoluter Zeit gibt. Erst durch die
ART als neue Theorie der Gravitation entsteht ein Modell, das mit der speziellen
Relativitatstheorie konsistent ist. Durch die Erweiterung des Mittelungsformalismus
in der ART muss man sich nicht mehr auf Doménen beschrénken, die klein gegen

den Hubble-Radius sind.

3.1 Staubmodell in der ART

Staub bezeichnet hier eine drucklose Fliissigkeit. Fliissigkeitselemente bewegen sich
rotationsfrei und nur unter dem Einfluss der Gravitation auf geodétischen Trajekto-
rien. Dieses Kontinuumsmodell l&sst sich auf kosmische Strukturbildung innerhalb
gewisser Skalen anwenden. Die Vierergeschwindigkeit ist dabei als gemittelte Vie-
rergeschwindigkeit zu verstehen, wobei sich die Mittelungsskala aus dem jeweiligen
Materiemodell ergibt.
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3.1.1 Einsteinsche Gleichungen

Die Einsteinschen Gleichungen fiir Staub lauten:

1
R;w - éguuR = SWGQUMU,/ - Ag/u/a (31)

mit dem Ricci-Tensor R, als Kontraktion des Riemann-Tensors

R, = R (3.2)

UEV?

seiner Spur R , der Vierergeschwindigkeit der Fliissigkeitselemente u*, der kosmolo-
gischen Konstanten A und der Massendichte p.

3.1.2 3+1-Split

Hier betrachten wir die Aufspaltung der Raumzeit in dreidimensionale Hyperflachen,
die orthogonal zur Vierergeschwindigkeit gewédhlt werden. Damit kann man einen
Projektionstensor definieren, der auf die Hyperflachen senkrecht zur Vierergeschwin-
digkeit projiziert.

hop = Gap + Ualtip (3.3)

Die duflere Kriimmung wird wie folgt definiert !:

Die Einsteinschen Gleichungen zusammen mit der Kontinuitétsgleichung sind gleich-
wertig zu folgendem System (siehe: [4]) bestehend aus den Bedingungsgleichungen
(“Constraints”) %

(R+K?— K',K")) =81Go+ A, (3.5)
K, —Kj; =0, (3.6)

Jlli

N —

und den Entwicklungsgleichungen fiir die Dichte und den beiden Fundamentalformen:

0=Kop,
i = —29a K", |
K';=KK'.+ R'; — (4nGo+ A)J'; . (3.9)

Loriechische Indizes laufen von 0 bis 4, lateinische Indizes laufen von 0 bis 3, ein ; notiert die
kovariante Ableitung in Bezug auf die 4-Metrik

Zein || notiert die kovariante Ableitung in Bezug auf die 4-Metrik, ein bezeichnet die Zeitablei-
tung
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Mit Rij bezeichnen wir die intrinsische Kriimmung der dreidimensionalen Hyper-
flichen. Die Gleichung (3.5) bezeichnet man auch als Hamiltonconstraint, die Glei-
chung (3.6) als Impulsconstraint. Dieses System bildet ein geschlossenes Differenti-
algleichungssystem fiir die rdumlichen Tensoren. Tatséichlich ist dieses Gleichungs-
system iiberbestimmt. Das hat zur Folge, dass die Anfangsbedingungen nicht frei
wéhlbar sind, sondern die Bedingungsgleichungen erfiillen miissen. Dieses System
wurde erfolgreich mit storungstheoretischen Ansétzen untersucht (siehe: [45], [62]).

3.1.3 Triaden

Den Triadenformalismus (siche: [28]) an dieser Stelle einzufiihren hat zwei Griinde:
Der erste ist, dass die Formulierung der ART mit Triaden analog zu der Lagran-
geschen Beschreibung in der N'T gesehen werden kann. Der zweite Grund ist, dass
damit eine Verallgemeinerung der Zel’dovich-Néherung im Rahmen der ART moglich
wird.

Wir betrachten zwei Basissysteme, die denselben dreidimensionalen Raum beschrei-
ben sollen. Dann gibt es Ubergangsmatrizen 7% die eine Transformation von einem
Basissystem in das andere bewirken®. Die Triaden sollen invertierbar sein, d.h. wir
fordern die Existenz von Matrizen mit der Eigenschaft:

e’y =6", €% =73; (3.10)

Aus der Invarianz des Wegelements folgt dann fiir das Transformationsverhalten der
Metriken der beiden Systeme:

Gij = n“iﬁbjGab, (3.11)
G = eiaejbgij. (3.12)

Indizes konnen wie iiblich mit der Metrik gehoben und gesenkt werden, wobei zu
beachten ist, dass die Metrik nur Indizes im zu dieser Metrik gehorigen Basissystem
heben und senken kann. Fiir beliebige Tensoren A gilt somit:

Aia = gijAja, (313)
Aab = gabAbi~ (314)

Man erkennt die Analogie zu der Transformation auf Lagrangekoordinaten in der
NT, wenn man das Euklidische Linienelement in der Form aufschreibt*:

dI* = §yda’da? = b, f 1, dX X, (3.15)

3Indizes von a bis 1 kennzeichnen das eine Basissystem, Indizes von i bis z das andere.
4Ein | notiert die Ableitung in Bezug auf Lagrangekoordinaten.
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wobei x! nicht-rotierende Eulersche Koordinaten, und X* Lagrangesche Koordinaten

—

sind, welche entlang der Integralkurven des Geschwindigkeitsfeldes (v = f) konstant
sind. Deshalb kann man d;; f i| % fj| ; als Lagrangesch-Newtonsche Metrik interpretieren.
Wir fiithren also ein zum Deformationsgradienten fi| . korrespondierendes Objekt in
der ART als Einsform ein:

n“(t, Xk) = naiXiv (3.16)

In einem Euklidischen Raum sind diese Einsformen exakt n® = df* und man erhalt
die Lagrangesch-Newtonsche Metrik. Die Erweiterung im Rahmen der ART besteht
nun darin, auch nicht exakte Einsformen zuzulassen. Dann kann man allgemeiner
das Linienelement von dreidimensionalen Riemannschen Rdumen schreiben als:

dI* = g;;dX'dX7 = Gun'n® = Gan®m’;dX dX7, (3.17)

Die Einfiihrung der Triadenmetrik G, und der Matrizen n® bringt eine Eichfrei-
heit. Diese wird in den meisten Anwendungen dazu genutzt die Triadenmetrik Gy,
Euklidisch zu wéhlen: G, = d0,. Wir wollen aber in strenger Anlehnung an die
Lagrangesche Beschreibung in der Newtonschen Theorie 1% (ty, X*) = §%; wiihlen.
Damit gilt fiir die Triadenmetrik G (X*):

gij(to, X*) = Gabn“i(to,Xk)nbj(to,Xk) = Gy (XF). (3.18)

Die Wahl G, = 44, wiirde die dreidimensionalen Hyperfliche zum Anfangszeitpunkt
dem Euklidschen Raum gleichsetzen. Besonders im Hinblick auf die Erweiterung der
Zel’dovich-Néherung ist eine nahe Anlehnung an die Lagrange-Newton-Formulierung
von Vorteil.

3.1.4 Einsteinsche Gleichungen im Triadenformalismus

Unser Ziel in diesem Kapitel ist, die Einsteinschen Gleichungen im 3 4+ 1-Split mit
Triaden zu schreiben. Die Triaden werden als mit der Fliissigkeit mitschwimmend
angenommen. Das heisst, sie werden entlang der Trajektorien parallel transportiert:

(ea'), ut = ¢4’ — K'jes” = 0. (3.19)

Die Bedingung fiir Fermitransport reduziert sich zur Paralleltransportgleichung, wenn
die Bewegung entlang der Geoditen verlauft. Fiir die Triaden gilt die Gleichung;:

0" + 0" K*; = 0. (3.20)
Multipliziert man diese Gleichung mit e,’ so erhilt man fiir die #uffere Kriimmung:
K'; = —e,'n%;. (3.21)
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Die inversen Triaden kann man wieder durch die Triaden selbst ausdriicken:

p 1
€q = ﬁ@zbc 77 377 k- (3.22)
Dabei haben wir die Determinante von 7% mit:
L et 3.23
:geac6 77177]77@ ( ’ )

bezeichnet®. Damit haben wir die Moglichkeit, die duere Kriimmung allein unter
Verwendung der Triaden zu schreiben:

1

Kij = _ﬁeabcezmnnajn mn n- (324>

Im Hinblick auf die Berechnung des Riickwirkungsterms sind die skalaren Invarianten
des dufleren Kriimmungstensors von Interesse:

: 1
=K' = ﬁﬁab(ﬁj n*in ]77 ks (3.25)
1 1 ik -a - c
II = 5([(2 — K' K%)= ﬁeabce”kn a0 s (3.26)
, 1 .
III = det(K";) = @eabce”kﬁambmck. (3.27)

Die Spur der dufleren Kriimmung kann man dann folgendermafien umformen:
. 1 - 1 :
K =tr(K%) = —5tr (9% ;) = —5tr (Infgy))". (3.28)

Benutzt man den Satz: ¢r(ln M) = Indet M fiir reelle symmetrische Matrizen so
gilt ¢ :

K= —%(lng)' — _(nyj) . (3.29)

Die Determinante von ¢;; kann man durch die Determinante der Triadenmetrik
G = det G, und die Determinante der Transformationsmatrix n% (Gleichung (3.23))
ausdriicken:

Vi =JVG. (3.30)

Beachtet man, dass wir die Triadenmetrik zeitunabhéngig gewéhlt haben, so erhilt
man fiir die Spur der &uleren Kriimmung das Ergebnis:

K=-=. (3.31)

5der Buchstabe J wurde gewihlt, um die Analogie in der Funktion der Funktionaldeterminante
bei der Transformation auf Lagrange-Koordinaten in der NT und und det n% zu verdeutlichen.
SWir bezeichnen die Determinante von g;; mit g.
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Damit sind wir in der Lage, die Einsteinschen Gleichungen mit Triaden zu schrei-
ben. Als erstes betrachten wir die Kontinuitétsgleichung. Wie beim Lagrangeschen
Formalismus in der N'T ist es mdoglich, die Kontinuitatsgleichung zu integrieren. Es
gilt:

(JQ)'ngJrJKQ:jQ—J%g:O. (3.32)

Damit kann man das Integral dieser Gleichung angeben. Es gilt analog zur Lagrange-

Newtonschen Theorie: 0
0

7
Jetzt setzen wir K*; aus Gleichung (3.24) in die iibrigen Einsteinschen Gleichungen
im 3 + 1-Split ein, wobei wir die dualen Basisvektoren e, durch die Einsformen n®
darstellen:

(3.33)

G’y = 0, (3.34)
1 imn (:a c ca - c 7 Y 1 7

ﬁeabce (7) anmn n + 277 jnbm’r] n) =0 j (47TG70 + A) - aR js (335)
ieabceijkﬁai7.7b 'nck = SWG@ + A — 1R (336)

J ’ J 27

1 i -a c 7
—€ave€ " | = <J /T ) - (3.37)
2J It lj

Dieses Gleichungssystem ist vergleichbar mit den Gleichungen, die von Kasai [45],
Matarrese und Terranova [52] aufgestellt wurden. Im Gegensatz zu diesen Autoren
verwenden wir in unseren Gleichungen aber ausschliefllich die Basiseinsformen. Da
der Ricci-Tensor als Funktional der Metrik geschrieben werden kann, welche wieder-
um in unseren Einsformen formulierbar ist, stellt das obige Gleichungssystem ein
geschlossenes (iiberbestimmtes) System dar. Setzt man den Ricci-Tensor explizit,
durch Einsformen ausgedriickt, in das obige Gleichungssystem ein, so ist zu erwar-
ten, dass sich das Gleichungssystem noch komplexer gestaltet. Unser Ziel ist jedoch
der Vergleich mit dem Lagrange-Newton-System. Deshalb betrachten wir ein Unter-
system. Indem man die Spur von Gleichung (3.35) bildet kann man den Ricci-Skalar
im Hamilton-Constraint (3.36) eliminieren. Daraus lasst sich mit Gleichung (3.34)
das folgende Untersystem formen:

Gaii*yn’y = 0, (3.38)
1

§eabceiﬂ”fﬁambjnck = AJ — 47Ggy. (3.39)

Dieses Untersystem kann man direkt mit dem Lagrange-Newon-System (2.22, 2.23)
vergleichen. Dabei stellt man Ubereinstimmung fest, wenn man die Einsformen 7¢ mit
dem Lagrangeschen Deformationstensor f i identifiziert. Damit konnen wir bereits in
der Lagrange-Newtonschen Theorie gefundene Losungen in die ART zu iibertragen.
Insbesondere sind wir in der Lage, eine strenge Begriindung fiir eine allgemeinrela-
tivistische Erweiterung der Zel’dovich-Nédherung zu liefern.
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3.1.5 Anfangswerte

Im letzten Kapitel ist es uns gelungen, ein Untersystem fiir die Triaden nbj zu fin-
den, das die gleiche Form wie das Lagrange-Newon-System in NT besitzt. Zur Losung
des Differentialgleichungssystems zweiter Ordnung benttigt man die Anfangswerte
1" j(to) und 7°;(to) sowie die Anfangsdichte go. Dabei ist 7°;(to) von der Koordina-
tenwahl abhingig, die physikalischen Anfangsfelder sind go und 7 ;(to), was in der
NT dem Lagrangeschen Gradienten der Anfangsgeschwindigkeit V" |;(ty) entspricht.
Diese Groflen bestimmen allerdings nur die Entwicklung der Triaden. Die Metrik ist
damit noch unbestimmt. Es gilt:

Gij = n“inbjGab. (3.40)

Wir benotigen daher die Anfangsmetrik Gy;. Diese kann man aber nicht unabhéngig

vorgeben, sondern sie hingt mit obigen Anfangswerten zusammen. Das erkennt man,

wenn man die Einsteinschen Gleichungen im 3+ 1-Split zum Zeitponkt ¢, betrachtet.
Gleichung (3.24) ergibt die duBerer Kritmmung zur Zeit to:

; 1 | 4

K';(ty) = ———=0"an"(to) = ————=n".(to) = —n".(to). 3.41

J( 0) j(t(]) 77]( U) j(to)ng( 0) 77;( 0) ( )

Die Entwicklungsgleichung fiir die Dichte (3.7) liefert keine zusétzliche Bedingung.

Die Entwicklungsgleichung fiir die Metrik (3.8) wurde zu Gleichung (3.41) umge-

formt. Damit verbleiben die Gleichungen (3.5, 3.6) zur Bestimmung der Anfangsme-

tl"lk Gabi
R(Ga) = 167Gy + 2A — I1(1)",(ty)), (3.42)
7' 51i(to) — 1'% (to) = 0. (3.43)

In der letzten Gleichung sind dabei die kovarianten Ableitungen beziiglich der An-
fangsmetrik G, zu bilden. Das Gleichungssystem besteht aus partiellen, nichtlinea-
ren Differentialgleichungen. Damit stosst man bei der Losung auf &hnliche Probleme
wie bei den urspriinglichen Einsteinschen Gleichungen. Man kann aber fiir bestimmte
Anfangsbedingungen G, in guter Naherung als flach wéhlen. Auf diese Moglichkeit
kommen wir bei der Betrachtung der relativistischen Zel’dovich-Ndherung und den
Anwendungen im Rahmen des Standardmodells zuriick.

3.2 Lokale Beschreibung

In Ermangelung einer exakten Losung der Einsteinschen Gleichungen bei fehlender
Symmetrie, werden Dichteinhomogenitdten mit Hilfe der Storungsrechnung analy-
tisch behandelt. Dabei setzt man die Abweichungen vom homogen-isotropen Kos-
mos als gering voraus. Gegeniiber der Storungsrechnung in der NT hat man damit
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auch die Moglichkeit, Fluktuationen die gréfer als der Horizont sind zu beschrei-
ben. Dafiir taucht ein Problem bei Koordinatenwahl auf. Nimmt man Storungen der
FLRW-Metrik an, so kann man diese Storterme durch eine Koordinatentransforma-
tion verdndern. So verhalten sich Stérungen in verschiedenen Eichungen unterschied-
lich und haben daher unterschiedliche (oder gar keine) physikalische Bedeutung. In
der synchronen Eichung wird von mitschwimmenden (Lagrangeschen) Koordinaten
ausgegangen. Damit gibt es in der ART kein Analogon zur Eulerschen Stérungstheo-
rie. Aufbauend auf diese Koordinatenwahl kann man eine Storungstheorie fiir die
Triaden entwickeln und die Zel’dovich-Ndherung in der ART verallgemeinern. Die
relativistische Zel’dovich-Néherung stellt damit in der ART ebenso wie in der NT
eine Moglichkeit dar, Strukturbildung bis in den nichtlinearen Bereich zu verfolgen.

3.2.1 Relativistische Zel’dovich-Niherung

Der Ansatz, der von Zel’dovich [71] zur Beschreibung der nichtlinearen Epoche der
Strukturbildung im Rahmen der Newtonschen Theorie vorgeschlagen wurde, konnte
iber Lagrangesche Storungsrechnung begriindet werden [26]. Er ist in der Klasse
von Losungen Lagrangescher Storungstheorie erster Ordnung ohne Rotation bereits
enthalten. Aus den Analogiebetrachtungen im Kapitel 3.1.3 kann man den in der
Newtonschen Theorie bekannten Ansatz fiir das Trajektorienfeld in die ART iibert-
ragen. Der Ansatz fiir die Triaden lautet:

% = a(t)(0% + £(1)YS) mit a(to) = 1,(to) = 0. (3.44)

Dabei ist £(t) eine globale Funktion der Zeit, die vom Hintergrundmodell abhéngig
ist. Die Funktion Y¢ ist eine Funktion der Startkoordinaten der Fluidelemente und
kann aus den Anfangsgedingungen hergeleitet werden. Mit dieser Wahl der Triaden
kann man die Metrik dreidimensionaler Hyperflichen angeben:

Zg9i = 2G50’ = a® (PG + (Y + V) + EGaY (YY) (3.45)

Da die Gleichungen des Euler-Lagrange-Systems genau die gleiche Form haben wie
ein Teil der Einsteinschen Gleichungen fiir Staub in Formenschreibweise (3.38, 3.39),
kann man die Ergebnisse aus der Newtonschen Theorie einfach iibertragen (Kapitel
2.2.2). Wenn also das Feld Y% die Forderung erfillt:

Vi= 2 =6(X 1), (3.46)

wobei Z ein beliebiges Skalarfeld, das nur von Anfangskoordinaten abhéngt sein darf,
dann erhélt man fir £(¢) in einem Einstein-De-Sitter Hintergrund:

£(t) = (i>2/3 1 (3.47)



Eine Verallgemeinerung der Zel’dovich-Naherung in der ART wurde frither schon von
Kasai [45] vorgeschlagen. Sein Ansatz fiir die Triaden lautet:

7, = a()(0% + X + E()0°) (3.48)

Hier tritt ein zusétzliches Feld X auf, das die Stérung der Anfangsmetrik beinhaltet.
Seine Zel’dovich-Metrik hat dann die Form:

25 = a® (0 + 2Xy5 + 26¢y5) . (3.49)

Wir verfolgen den anderen Weg und gehen von einer allgemeinen Anfangsmetrik Gj;
aus. Der Grund dafiir ist der, dass in der Euler-Lagrangeschen Theorie die Lagrange-
koordinaten so gewahlt wurden, dass sie mit den Eulerpositionen der Fluidelemente
zum Anfangszeitpunk zusammenfallen. Ein analoges Vorgehen in der ART hat da-
her eine allgemeine, gekriimmte Anfangsmetrik zur Folge. Dariiberhinaus impliziert
die Formulierung einer Storungstheorie fiir Triaden, dass nur diese als Storgréfien
aufgefasst werden, und dass die Metrik (als Funktion der Triaden) in der vollen
quadratischen Form verwendet werden kann.

Wie von Zel’dovich in der NT vorgeschlagen, so kann man auch in der ART verfahren
und den Approximationsansatz direkt in die exakte Formel fiir die Dichte einsetzen
(Gl (3.33)):

Qo0

= Ty (3.50)

0
Daher bezeichnet man die Zel’dovich-Néherung auch oft als Extrapolation in das
nichtlineare Regime. Wir greifen diesen Gedanken auf und berechnen den Riick-
wirkungsterm sowie die gemittelte intrinsische Kriitmmung dreidimensionaler Hyper-
flachen in dieser Naherung.

3.3 Regionale Beschreibung

In der ART ist es, anders als in der N'T', nicht mo6glich Tensoren im allgemeinen iiber
ein bestimmtes Gebiet zu integrieren”. Wir umgehen dieses beim Mittelungsproblem
fiir Tensoren auftretende Problem durch die Mittelwertbildung von skalaren Groéfen.
Wir sind also interessiert an der Mittelung eines Skalarfeldes ¢ (gegeben als Funk-
tion von Lagrange-Koordinaten und der Zeit) iber ein Gebiet D einer raumartigen
Hyperfliche.Die Voraussetzung dabei ist, dass die Raumzeit einem solchen 3+ 1-Split
unterzogen werden kann, was fiir Staub bewiesen wurde.

"Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Moglichkeiten in der ART zu Mitteln gibt Stoeger: [66].
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3.3.1 Kommutationsregel in der ART

Wir definieren die Mittelung iiber das Volumenintegral:

()o = - /D WX, 1) VG X. (3.51)

1) ist ein beliebiges Skalarfeld auf der dreidimensionalen Hyperfliche. Das Volumen
der Raumdomaéne selbst ist daher gegeben durch:

Vp = / VIdPX. (3.52)

Der dimensionslose Skalenfaktor des Gebietes wird definiert als:

ap(t) = (‘%)1/3. (3.53)

Mit Vj ist hier das Volumen des Gebietes zum Anfangszeitpunkt gemeint. Die Zeit-
entwicklung von ap(t) ist dann ein Ma8 fiir die effektive Dynamik der Raumdoméne.
Die Doméne folgt den Trajektorien der Fluidelemente. Damit gilt Massenerhaltung:
= Vol

Mp = / 0+/gd*X = const. und damit (0)p (3.54)
D
Als niichstes berechnen wir die Anderungsrate unseres betrachteten Raumvolumens,
indem wir die Zeitableitung des Volumens geteilt durch das Volumen betrachten. Da
d; und d®X kommutieren gilt:
Vo 1 / .3 1 / V9 ~
— = — &’X=— | —/gd’X = —(K)p. 3.55
=y fVex =g [ VEGEX = (k). (35)

Mit den Gleichungen (3.51, 3.55) kann man die Kommutationsregel angeben. Fiir
ein beliebiges Skalarfeld ¢ gilt (siehe: [20]):

(W)p= ()p = (W)p(K)p — (VK)p. (3.56)
Diese Gleichung hat wiederum die gleiche Form wie die Kommutationsregel, die be-
reits in der Lagrange-Newtonschen Theorie hergeleitet wurde. In der ART iibernimmt
die negative duflere Kriimmung die gleiche Rolle wie die lokale Expansionsrate in der
Lagrange-Newtonschen Beschreibung.

3.3.2 Mittelung der Einsteinschen Gleichungen im 3+41-Split

Mittelt man die Raychaudhuri-Gleichung, so ergibt sich die verallgemeinerte Friedmann-

Gleichung;: ) A

ap D

3— 4+47G—— — A = 3.57
ap AT Voad o (3:57)
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oder in integrierter Form ®:

N ¢
ap MD 3kD 2 ~ .
31— — &G — — A= — dt . 3.58
(ap) i Voad, + a?, a Jy, Qapip ( )

Dabei kann der Riickwirkungsterm Q in der ART mit Hilfe der &ufleren Kriitmmung
geschrieben werden:

2 1 o
Q = 2(Il)p — §<I>% mit I=-K, II= 5(1(2 - K',K7). (3.59)
So weit ist alles ganz analog zur Lagrange-Newtonschen Beschreibung. In der ART
gibt es jedoch eine weitere Gleichung, die eine Beziehung zwischen skalaren Gréfien
darstellt. Bildet man den Mittelwert der Hamilton-Constraint-Gleichung (3.5) so
ergibt sich:
SN2
ap Mp 1 Q
3|— ) —81G———=+=(R)p—A=——. 3.60
(22) —srGipts + (R0 (3.60)
Diese Gleichung hat kein Analogon in der Lagrange-Newtonschen Beschreibung. Sub-
trahiert man Gleichung (3.60) von Gleichung (3.58), so erhélt man den Zusammen-
hang der Integrationskonstanten kp mit dem gemittelten Kriimmungsskalar und der
Riickwirkung:

3kp 1 2 [t . Q
— — —(R)p = — dt —. 3.61
a2D 2( >D (],,2D " Qa'Da'D + 2 < )

Damit ist die Integrationskonstante kp iiber den Riickwirkungsterm und den gemit-
telten Kriitmmungsskalar zum Zeitpunkt ¢y, bestimmt:

ko = S({R)n(to) + Q1)) (3.62)

Nur bei @ = 0 besteht ein direkter Zusammenhang zwischen kp und der Kriimmug
dreidimensionaler, raumartiger Hyperflichen. Dann gilt: kp = a2,(R)p/6.

3.3.3 Kosmologische Parameter

In der Kosmologie hat sich die Diskussion immer mehr auf die sogenannten kosmo-
logischen Parameter des Friedmann-Modells konzentriert. Zum Vergleich mit dem
Friedmann-Modell stellen wir analog Parameter auf, die iiber Mittelwerte von Gréflen
auf abgeschlossenen Raumgebieten definiert werden. Genaugenommen haben wir in
der ART zwei Moglichkeiten, solche Parameter zu definieren. Die erste Moglichkeit

8Die Integrationskonstante kp wurde so gewihlt, dass sie bei Homogenitéit und Isotropie dem
iiblichen Kriimmungsparameter k des Robertson-Walker-Linienelementes entspricht.
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besteht darin, die verallgemeinerte Friedmann-Gleichung (3.57) einmal zu integrie-
ren. Die Parameter werden dann analog zu den bereits in der N'T' verwendeten Pa-
rametern definiert:

D — 8nG{o)p D_ _A
P =—_to QD =_2_ ["df Qapa (3:65)
k= T HZa3 fQr T 3a3 2 Jio DUD-

Einen zweiten Satz von Parametern erhélt man, wenn man von der gemittelten
Hamilton-Constraint-Gleichung (3.60) ausgehend folgende Parameter definiert:

D _ 81G{o) D_ A
n = e = (3.64)
QD:_<R>D 02 =_2¢ '
R = 6H3> Qu — 6H3'

Beide Sétze von Parametern ergeben im Grenzfall einer homogen-isotropen Ma-
terieverteilung die iiblichen Parameter des Friedmann-Modells. Wie aber die In-
tegrabilitdtsbedingung G1.(3.61) zeigt, hdngt kp nicht allein von der intrinsischen
Kriimmung der raumartigen Hyperflichen ab. Damit ist es physikalisch sinnvoller,
den Parameter QF als Kriimmungsparameter zu sehen und somit den zweiten Satz
von Parametern zu favorisieren. Fiir beide Siatze von Parametern gilt:

Qb +Q7+Q7+Q5 =1 (3.65)
Qb +Q7+QR+ Q3 =1 (3.66

Diese dimensionslosen kosmologischen Parameter sind von der Grofle der Doméine,
iiber die gemittelt wird, abhéngig. Je kleiner der betrachtete Raumbereich ist, desto
grofer ist die Riickwirkung der Inhomogenitédten. Es stellt sich deshalb die Frage,
ab welcher Entfernung in unserer lokalen Umgebung “Messungen” der Friedmann-
Parameter in Wirklichkeit “Messungen” der regionalen Parameter sind.

3.4 Riickwirkung in der ART

Im Abschnitt 3.3 ist es uns gelungen, eine verallgemeinerte Friedmann-Gleichung fiir
den Skalenfaktor einer Doméne auf einer dreidimensionalen Hyperfliche anzugeben.
Der darin auftretende Riickwirkungsterm ist eine Funktion der &ufleren Kriimmung.
Die Situation ist hier nicht besser als in der NT. Um den Riickwirkungsterm exakt
angeben zu konnen, wire die Kenntnis der dufleren Kriimmung an jedem Punkt

9Um die beiden iiber den Riickwirkungsterm definierten Riickwirkungsparameter zu unterschei-
den, kennzeichnen wir den durch Mittelung der Raychaudhuri-Gleichung gewonnenen Riickwir-
kungsparameter mit QZE und den durch Mittelung der Hamilton-Constraint Gleichung gewonnenen
Riickwirkungsparameter mit QSH.
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der Doméne auf der raumartigen Hyperfliche notwendig. Das wiederum erfordert
die allgemeine Losung der Einsteinschen Gleichungen fiir Staub im 3 + 1-Split. Will
man also quantitative Aussagen iiber die Relevanz des Riickwirkungsterms treffen, so
ist man auf Symmetrieannahmen und Approximationen angewiesen. Die Zel’dovich-
Néherung in der ART als Extrapolation ins nichtlineare Regime bietet sich auch hier
an (siehe auch: [62], [61]). Daraus lassen sich einige Kernaussagen iiber das Verhalten
nichthomogener Raumbereiche ableiten.

3.4.1 Riickwirkungsterm in der Zel’dovich-N&dherung

Im Abschnitt 3.2.1 haben wir einen Ansatz fiir die Triaden gewéhlt, der aus ei-
ner Analogiebetrachtung zur Zel’dovich-Ndherung in der NT gewonnen wurde. Der
Riickwirkungsterm ist als Funktion der dufleren Kriimmung bekannt (3.3).

Q= (I)p — §<I>§> mit T——K , IT— %(W ~ K KT, (3.67)

Unsere Doméne wird als mit der Fliissigkeit mitschwimmend angenommen. Damit
kann man ein Gebiet D zur Zeit t bis zum Zeitpunkt des “Shell-Crossing” bijek-
tiv auf ein Gebiet zum Anfangszeitpunkt Dy abbilden. Die Mittelwertbildung iiber
ein Gebiet zum Zeitpunkt ¢ ldsst sich damit auf die Mittelwertbildung iiber eine
Anfangsdoméne zuriickfithren. Fiir ein beliebiges Skalarfeld v gilt:

Wo = ot [ vVaEX = (0, (3.68)

Unser Ziel ist es, den Riickwirkungsterm ganz mit Triaden zu schreiben. Am besten
benutzt man die Relation (Herleitung analog zur Herleitung von Gleichung 3.21):

Kab = —’f]aieib. (369)
Die inversen Triaden kann man wiederum durch die Triaden selbst ausdriicken:

)

1 7 C
e'y = 2j€bcd€ Ken. (3.70)
Damit kann man die duflere Kriitmmung schreiben als:

a 1 ¥ a C
K% = _ﬁgbcdg kl?? il k77 1 (3-71)

Durch Spurbildung dieser Gleichung erhélt man die erste Invariante:

Kaa = _ﬁgacdgzklnaznckn 1 (3'72)
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Die zweite Invariante der dufleren Kriimmung ist definiert als:

II=-(K?> - K% K",). (3.73)

N | —

Mit Gleichung (3.71) kann man die zweite Invariante ganz mit unseren Triaden aus-
driicken:
1

II = Zeabcajkﬁambmck. (3.74)

Jetzt kann man den Zel’dovich-Ansatz

0 = a(t)(6% + E(1)Y) mit alte) = 1,€(to) =0 (3.75)

einsetzen. Zur Berechnung der ersten und zweiten Invarianten der &ufleren Kriimmung
haben wir von den folgenden Rechenregeln Gebrauch gemacht:

Eabe 7" 0%0%6% = 6, (3.76)
sabcsijkéaiébj = 26F (3.77)
Eape RO = 68 57, — o157 (3.78)

Wenn man zur Vereinfachung die Gréfien:
é a a a a
K= ¢ H= . I(YY) =1, ILYS) =11, III(YY) = 111,

definiert, so kann man wie in der NT die Invarianten schreiben als:

2
—‘371 = 6H + 21y £(3H + K)
a

+ 21T, 2(3H + 2K)
+ 6111, & (H + K) (3.79)
2J

—F I = 6H? + 21y £E(3H? + 2HK)

+ 211, £(3H? + 4HK + K?)
+ 6IIL, &*(H?* + 2HK + K?) . (3.80)

Wir haben unsere Variablen so definiert, dass die weitere Berechnung des Riick-
wirkungsterms identisch mit der Rechnung in NT verlduft: J kann man in der
Zel'dovich-Néherung schreiben (Gl. (2.82)). Damit erhélt man den Riickwirkungs-
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term in dieser Ndherung:

QZ — 52
P (14 €(o)p, + EX(Io)p, + & (ITLy) p, )2

X [ (2<IIO>D0 - §<IO>2D0>
b <6<1110>DO _ §<IO>DO<IIO>DO>

+ &2 (2(10>DO (111, p, — %(II())%O) } : (3.81)

Die Unterschiede zur N'T bestehen in der unterschiedlichen Definition der Grofien.
Wihrend in der N'T das Storungsfeld als Gradientenfeld bereits gegeben ist und damit
eine exakte Einsform darstellt, ist die Storung Y als Abweichung vom Friedmann-
Modell ebenso wie die Triaden eine allgemeine Einsform. Auflerdem sind mit den
Mittelwerten in der ART zum Zeitpunkt ¢q Mittelwerte iiber gekriimmte, raumartige
Hyperflachen gemeint.

3.4.2 Gemittelte Kriimmung in der Zel’dovich-Nédherung

Um Néherungslosungen fiir die Dynamik der auf der Doméne gemittelten Kriimmung
zu erhalten, ist es moglich, zwei unterschiedliche Wege zu verfolgen. Einmal kann
man (R)p aus dem Hamilton-Constraint bestimmen, ein zweiter Weg besteht in der
Berechnung aus der Geometrie und damit aus der Metrik. Wir werden fiir beide
Wege (R)p mit Hilfe der Zel’dovich-Naherung berechnen.

Berechnung der Kriimmung aus dem Hamiltonconstraint:

Das gemittelte Hamiltonconstraint nach (R)p aufgelost ergibt:

<R>D = 167TG<Q>D — 2<II>D + 2A . (382)
Die gemittelte Dichte kann man weiter umformen:
to))p, 1 a?
(o) = LN — Lo 40)(1 + (0(t0))m) = S on(1 + (Bt)n,) . (389
ap ap ap

Gehen wir von einem Hintergrundmodell mit A-Term und mit Kriitmmungskonstante

aus, so gilt:

6k
167Goy = 6H* + = 2A\. (3.84)
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Setzt man die beiden obigen Gleichungen in Gleichung (3.82) ein, so erhélt man:

(R)p = 6L—j(6HZ + i—f —2MN)(1 4 (0(t0))p,) — 2(IT)p + 2A. (3.85)

ap

Um eine Ndherungslosung fiir (R)p zu erhalten, setzen wir fiir alle zeit- und orts-
abhéngigen Groflen ihre mit dem Zel’dovich-Ansatz berechneten Ausdriicke ein. Die
gemittelte zweite Invariante ldsst sich darstellen als:

(I)p = %[31{%5(1@%(3112 +2HK)
+&2(Iy)p, (3H? + 4HK + K?)
+363(IMLy)p, (H* + 2HK + K?)].
Wir ziehen A in der GI.(3.85) in die Klammer und verwenden die in der Zel’dovich-

Néherung giiltige Beziehung:

a3

— = 1+ {(Io)n, + & (To)p, + & (ITg) . (3.86)

Damit gelingt eine ndherungsweise Darstellung von (R)p aus bekannten Zeitfunktio-
nen und gemittelten Anfangsfeldern mit einem universellen Vorfaktor.

3
(R)f = Sr[6k/a*+(0H + 75 = 20)3(t0),
+26(To)p, (3H? + 2HK — A)

+2&%(Ip)p, (3H? + AHK + K* — A)
+363 (1) p, (H* + 2HK + K* — 1/3A))].

Um diese Losung besser interpretieren zu konnen, gehen wir zu einem Einstein-De-
Sitter-Modell als Hintergrund iiber: (A = 0;k = 0; £ = a = (¢/t5)3). Damit erhilt
man fiir (R(ty))p,:

(R(to))p, = 9%(10@@0»90 — 2(I1o)p,) - (3.87)

Unter Verwendung dieses Ergebnisses kann man die genéherte mittlere Ricci-Kriimmung
auf folgende Art schreiben:

(R)% = o (M — (II,) 1 (E _2 E) (3.88)

a3, a? Poz\a a2 &
4 48 30 6
— (1LY py—s (24 _E L —)> .
012

a a? a3
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Der erste Term in der Klammer ist uns bereits aus dem homogen-isotropen Fall be-
kannt. Der zweite und dritte Term ist zum Zeitpunkt tq zwar jeweils eine Ordnung
kleiner, da sie jedoch weniger stark geddmpft werden, gewinnen sie mit fortschrei-
tender Zeit an Wichtigkeit. Nimmt man die relativistische Zel’dovich-Ndherung als
Extrapolation ins nichtlineare Regime ernst, so muss davon ausgegangen werden,
dass kleinskalige Inhomogenitéten, die sich in (Ily)p, und (IIIy)p, niederschlagen,
fiir die gemittelte Ricci-Kriimmung in zunehmendem Mafle eine Rolle spielen.

Berechnung der Kriimmung iiber die Metrik in der relativistischen
Zel’dovich-Niherung

Unser Ziel ist die Berechnung des 3-Ricci-Skalars:
R=g"R;; = g"R",; . (3.89)
Dazu ist die Kenntnis des Riemannschen Kriimmungstensors

RM, = 0", — 0T + T T, = T IR (3.90)
mit
Fkij = %gkl (Oigij + 091 — O19i;)
notwendig. Die relativistische Zel’dovich-Néherung geht von einer Storung der Uber-

gangsmatrizen auf Lagrangekoordinaten aus. Die Darstellung der kontra und kova-
rianten Metrikkomponenten in Form dieser Ubergangsmatrizen ist durch

_ a,b ij __ i, Joyab
95 =1 ;G 97 = ee G

gegeben. Die inversen Ubergangsmatritzen e’ kann man nach folgender Formel be-

rechnen:

. 1 Iy .
ey, = Wgabcg Jknbﬂ? k- (3.91)

Macht man den Ansatz
n% = a(d% +&Y9) ,
so erhélt man fiir die kovarianten Metrikkomponenten:

Gjm = @* (Gjm + EVjm + Yoj) + EGapY 1Y) . (3.92)

Hierbei ist zu beachten, dass § und a reine Funktionen der Zeit sind, wobei Y
und G rein ortsabhéngige Groflen darstellen. Die Berechnung der kontravarianten
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Komponenten der Metrik ist aufwéndiger, da erst die Matritzen 1% invertiert werden
miissen. Die Komponenten der inversen Matritzen lassen sich mit Hilfe der Regeln

ijk ca $b cc
ijk ca b k
Eabet” 5i(5j:2(56,

ijksa _ i sk j <k
€abC€ (51/_61750_6()56

in der relativistischen Zel’dovich-Naherung schreiben als:

(12

= : i yk i 2 ijky by e
“0 = Faerye (20 T YL~ Y+ CeancTYIYE) (3.93)

)

Damit erhélt man fiir die kontravarianten Komponenten der Metrik:

CL4

(detn?)? [
+ 52(}/122Gij . Y’ICng] . ykkyjz + YZY{iGad

g7 = G 4+ £(2YKGYT — YT — YY)
1 jlm~ e/ f ,yid 1 ijky by c ryaj
1 , , ,
+ 53(§gdefeﬂmY7Y{n(Gldyl; — Y G
1 g . .
5V iEae Y Y (VG = Y,G™))

+EH (e M e Y LY LY YT GO (3.94)

Bei der weiteren Berechnung des Kriimmungstensors werden Terme die hoherer Ord-

nung in Y sind vernachléssigt. Damit vereinfacht sich die ko-und kontravariante Me-
trik zu:

4
gj__ ¢ i 9cyk i _ 9gy (i)
g ot (GY + 26V G gy, (3.95)
gij = a” (Gij + 2605 - (3.96)

(mit: Y0 = (Y9 4+ Y7); Y5 = 5(Yi; + Yj:)). Im Vorfaktor des Ausdruckes fiir die
kontravarianten Metrikkomponenten sind noch Terme héherer Ordnung in Y, enthal-
ten. Um sie zu eliminieren, berechnet man det 7% in der relativistischen Zel’dovich-
Néherung, wobei hohere Ordnungen in Y vernachléssigt werden:

detn® ~ a®(1+ &) . (3.97)
Damit kann man den Nenner in Gleichung (3.95) entwickeln und erhélt:
i _ L i (i)
g7 = (G —26Y") . (3.98)
a
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Ein Konsistenztest zeigt, dass die Gleichung
8y = g g5 = (GY = 26V D)(Gjp + 26V () = 0 + O(Y VY ) (3.99)

bis auf Terme von hoherer Ordnung in Y erfiillt ist. Damit erhélt man fiir die Chri-
stoffelsymbole linear in Yij:

Th; =T%; + 26 (GMoys + Y M) (3.100)
mit
° 1
%y = 3G (G + Guyy — G

(\V]

eiji = Y + Yo — Yapu
M = Giji + Gipj — Gijpi -

Diesen Ausdruck fiir die Christoffelsymbole kann man verwenden, um den dreidimen-
sionalen Ricci-Tensor zu berechnen. (Alle Griien, die nur von der Anfangsmetrik G
abhéngen, werden mit einem o iiber dem Symbol gekennzeichnet):

R :%ij + 26 |GM i + G i + w(klikMij‘ + o M
— G joowi — G — @(kl)| Mg — 0™ Mg
+ T (G omji + Y(lm)Mmﬂ)
lzg (kaSOmkl +Yy® Mmkl)
- Fklj(GlmSOmki +ytm) Monki)
— T (G g + Y M0 | (3.101)

’10 '10

Wendet man auf den dreidimensionalen Ricci-Tensor in der obigen Naherung die
gendherte kontravariante Metrik an, so erhélt man den Ricci-Skalar in drei Dimen-
sionen erster Ordnung in Y:

§

O

2
R= = —|— G” [le|k<,0m + G oy + Pt )|ka + 0" My,

- GM jPiki — G oy — o )| Mg — o™ My
+ TN (G o + Y™ My i)
+ T (GF o + Y™ M)

-1k (Glmc,omkZ + YN,
F zk(kaSOmJl +Y( )Mmjl)

2 )
— a—gwﬂ Rij - (3.102)
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Die Rechnung zeigt, dass die nullte Ordnung in Y, das ist genau der Ricci-Skalar
unserer Anfangsmetrik, mit wachsendem Skalenfaktor gedampft wird. Dies ist in
Ubereinstimmung mit fritheren Berechnungen von Kasai. Dariiber hinaus gibt es
einen Zusatzterm, der weniger stark geddmpft wird und der linear in Y ist.

3.5 Beobachtungsaspekte

Wir haben regionale kosmologische Parameter definiert, die unser Modell festlegen.
Die Frage stellt sich im Anschluss daran, ob die von Beobachtern gemessenen kos-
mologischen Parameter den Parametern unseres regionalen Modells entsprechen.

Erstens kann man anmerken, dass alle Beobachtungen auf dem Lichtkegel gemacht
werden. Wir mitteln jedoch iiber raumartige Hyperflichen. Da der Lichtkegel in un-
serer ndheren Umgebung aber nur wenig von der raumartigen Hyperfliche abweicht,
mag der Effekt in Regionen, in denen wir Strukturbildung verfolgen, eine unterge-
ordnete Rolle spielen. Das gilt mit Sicherheit nicht nicht fiir CMB-Beobachtungen.

Zweitens sind kosmologische Parameter keine direkten physikalischen Beobachtungs-
grofen, sondern miissen aus diesen ( z.B. Rotverschiebung, scheinbare Helligkeit, ab-
solute Helligkeit) erst berechnet werden. Dazu wird ein Friedmann-Modell benutzt.
Ein solches Vorgehen lidsst nur folgende Schlussfolgerung zu: Wenn der Kosmos in
ausreichender Ndherung homogen und isotrop ist, dann leben wir in einem speziellen
Friedmann-Kosmos mit den von uns aus Beobachtungen berechneten Parametern. In
einem nicht in ausreichender Ndherung homogen und isotropen Kosmos sind diese
Parameter im Prinzip bedeutungslos. Die Frage ist, ob diese in einem inhomogenen
Kosmos unter falschen Voraussetzungen berechneten Parameter trotzdem in unse-
rem regionalen Modell verwertbar sind, ob und wenn welche Bedeutung sie in diesem
Kontext haben?

Einen Ansatz die Beobachtungsparameter in unserem Modell wiederzufinden, ist die
Abbildung der unregelméfig gekriimmten raumartigen Hyperfliche auf eine Hyper-
fliche konstanter Kriimmung. Dieser Prozess wird auch als Gldtten bzw. Renormie-
rung bezeichnet (fiir eine Zusammenfassung der wichtigsten Resultate siehe: [15]).

Die Idee, geometrische Inhomogenititen durch eine geeignete Deformation der Me-
trik in der Hyperfliche zu glitten (siehe: [29] und Referenzen darin) wird auf unser
Problem iibertragen, indem wir an die Glattungsprozedur folgende Bedingungen stel-
len: Erstens soll der Glattungs-Fluss auf geometrische Skalierungs-Eigenschaften von
Variablen auf der raumartigen Doméne basieren. Zweitens wollen wir regional und
Lagrangesch gléatten, das heisst, die Metrik und andere geometrische und Materieva-
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riablen sollen auf einem geodétischen Ball (mit wihrend der Deformation konstanter
Masse) gegléttet werden. Diese Forderungen (Details siche: [16]) werden von einem
(global normierten) sogenannten Ricci-Deformations-Fluss der Metrik erfiillt, der
ausfiihrlich in der mathematischen Literatur diskutiert wird (siehe: [39], [30], [31]).

Einige Ergebnisse seien kurz erldutert (eine genaue Herleitung findet man in: [16]):
Wir stellen die regional gemittelte Dichte und die dazu korrespondierende, in einem
gegliattetem Ball B gemessene und gemittelte Dichte gegeniiber:

(0p=E (3.103)

Nach Voraussetzung sind die beiden Massen gleich, daher zeigt sich der Unterschied
zwischen den beiden gemittelten Dichten im Volumen, das einmal dem Volumen einer
gegliatteten Doméne, im anderen Fall dem Volumen einer ungleichméflig gekriimmten
Doméne entspricht:

(o), = (9)@%- (3.104)

Ein weiteres Resultat (das explizit den Glattungsfluss mit einschlieit) zeigt die Re-
lation der (konstanten) regionalen Kriimmung im geglitteten Modell zur wirklichen,
regional gemittelten Kriimmung;:

N Vi 2/3
RB:<R>BO( °) — QF, (3.105)

wobei wir ein neues Maf fiir die Riickwirkung geometrischer Inhomogenitéten ein-
gefithrt haben. Wir bezeichnen es mit regionaler Krimmungs-Riickwirkung:

Qp, = /Ooo VB{}—;@ B((R(ﬁ) —(R(B))5,)%) 8, — 2{R™(B)Rap(8))5, | dB, (3.106)

wobei ﬁiab = Ry — % JapR den spurfreien Teil des Ricci-Tensors R, innerhalb der
Hyperfldche bezeichnet. Der eine Teile der regionalen Krimmungs-Rickwirkung be-
steht aus Fluktuationan der skalaren Kriimmung, wéhrend der andere Teil metrische
Anisotropien widerspiegelt. Je nachdem welcher Teil dominiert bekommt man einen
zu kleinen oder zu groflien Wert fiir die wirkliche gemittelte skalare Kriimmung.

Zusammenfassend kann man sagen, dass die wirklichen Quellen in der verallgemei-
nerten Friedmann-Gleichung wie wir sie in Abschnitt (3.3.2) definiert haben mit
heutigen Methoden nicht gemessen werden. Gemessen werden jene Quellen, die wir
theoretisch durch Glattung der Hyperflache erhalten. Sie sind gegeniiber den wirkli-
chen Quellen mit einem “Friedmann-Bias” behaftet. Eine Ausfiihrliche Darstellung
dieses Formalismus fiihrt allerdings aus dem Rahmen dieser Arbeit hinaus.
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Kapitel 4

Effektive Entwicklung von
Raumdominen bei sphéarischer
Symmetrie

Sphérisch-symmetrische Losungen besitzen einen Sonderstatus. So beruhen ein Grof3-
teil der Anwendungen in der ART (schwarze Locher, Sternkollaps, Planetenbahnen)
auf dieser Losungsklasse. Ebenso verhélt es sich in der NT. Hier versucht man mit
dem Top-Hat-Modell die Bildung von Dichtekonzentrationen im stark nichtlinearen
Regime zu erklaren. Fiir uns bedeutet sphérische Symmetrie die Moglichkeit, die in
den beiden vorangehenden Abschnitten formal eingefiihrten regionalen Groflen fiir
konkrete Modelle zu berechnen und es wird deutlich, wie die Raumkriimmung die
effektive Entwicklung von Raumdoménen beeinflusst.

4.1 Sphérische Symmetrie in der NT

In der NT ist die Kraft auf ein Staubteilchen auf dem Rand der Sphére nur von der
Gesamtmasse innerhalb der Sphére abhéngig. Bei sich im Laufe der zeitlichen Ent-
wicklung nicht iiberschneidenden Sphérengrenzen wird seine Bewegung, und damit
die Bewegung der gesamten Sphére, durch eine Friedmann-Gleichung ohne Riickwir-
kung beschrieben. Folglich verschwindet der Riickwirkungsterm. Diese Bewegungs-
gleichung findet man auch in der ART, nur dass in diesem Fall die auftretenden
Groflen eine andere Bedeutung besitzen.
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4.1.1 Riickwirkungsterm

Wir betrachten den sphérisch-symmetrischen Fall mit verschwindender Rotation des
Geschwindigkeitsfeldes. Die Raumdoméne D sei die 3-Sphére B mit dem Radius R
zur Zeit ty und dem Mittelpunkt im Symmetriezentrum. Der Radius der Sphéren-
grenze wird mit rg bezeichnet.

Das Geschwindigkeitsfeld v reduziert sich auf v(r,t)e,, wobei e, den Einheitsvektor
in radialer Richtung bezeichnet. Die gemittelte erste Invariante des Tensorfeldes v; ;
ergibt sich zu:

(I = ! /dVV V—i ds - ve,

Vi B JoB

3 v(rg)

Anrd =3 .
47rrBU(TB) B B

Die gemittelte zweite Invariante kann, wie gezeigt, auch als Divergenz eines Vektor-
feldes aufgefasst werden:

() — 2‘1/3 V'V - ((v-V)v = (V- V)v)
1
~ o [ a8 (I 7 )

Im einzelnen gilt:
v(V -v) = v(r)e, ((erar + eﬁ%aﬁ + e¢m3¢)v(r)er>
(e, (&U(T) + 2”(”) —e, (v(r)@rv(r) + 202(7«))

r T

(v-V)v= ( (r)e,(e0, + e 819 + S —— 1n198 )) v(r)e, = e v(r)ov(r)
und damit
1 20?2
(IT)g = m dS e, (v(r)ov(r) + T v(r)o,v(r))
1T e 2P0 o)
2V Jog ds-e r s %
~ 203

Daraus folgt fiir den Riickwirkungsterm:
2
Q=2<II>B—§(<I>B)2 =0. (4.1)
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Genau dieses Resultat ist auch zu erwarten. Schreibt man auch die dritte Invariante
als Divergenz G1.(2.62), so erhélt man fiir ihren Mittelwert:

(T 5 — &/@Bds (V- (V(V V) = (v- VW) - v
1
T3 Lo dS-(v(V-v)—=(v-V)v)-V)-v. (4.2)

Einzelne Terme haben wir bereits oben berechnet. Damit erhalt man fiir den Aus-
druck, der in beiden Integralen vorkommt:

202(r) .

v(iV.v)—(v-V)v=e¢,

Des Weiteren braucht man die Terme:

202 1 1 202 2
ve’/‘i - eT8T+e79_a79+e<p . ago 'eri :4287«1]4—21)—,
r r r sin ) r r 72
2 2 2 3
(v . _) v (ﬂ_aﬂ; n 2“_2)
r r r
22 2,2 1 1 2
&2 v e (a Feptayt —a) _ 2%,
T r r r sind r
902 2 2
<eri : V) = 2U—0¢(ver) = (QU—&,U> e.
r r r

Damit kann man die gemittelte dritte Invariante in sphérischer Symmetrie angeben:

2 3 2
(II1) 5 = i/ ds - (2”—&@ + 2 - zv—aw) e
oB r

N 3V3 T 7’_2
1 v3
—— [ dS-e,—
3VB 9B © T2
1 Ly v3 V3 1 (1)3 (4 4)
_ rA— —  — ) .
4rrd, T Br% rg o 27 B

Dieses Resultat wurde im Abschnitt 2.4.2 benutzt, um zu zeigen, dass der Riick-

wirkungsterm in der Zel’dovich-Ndherung bei sphérischer Symmetrie ein exaktes
Resultat liefert.

Bemerkung zur Scherung: Betrachtet man den Riickwirkungsterm in anderer
Gestalt, so kann man weitere Schlussfolgerungen ziehen. Fiir kugelférmige Doménen
um ein Zentrum sphérischer Symmetrie ergibt sich:

Q= (1) — (0)3) + 20" — 0%)s = 0.
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Bei einer inhomogenen Materieverteilung gilt:

(0%)5 — (0)5) = (0 — (0)5)*)5 > 0.

Mit (w?)5 > 0 kann die Riickwirkung nur verschwinden wenn (0?)5 > 0. Damit ist
folgende Behauptung gezeigt:

In einer sphérisch-symmetrischen radial-inhomogenen Materieanordnung kann die
Scherung nicht in jedem Punkt verschwinden.

Das gilt natiirlich auch fiir alle kosmologischen Modelle, fiir die der Riickwirkungs-
term global verschwindet, insbesondere fiir Torusmodelle [21].

4.1.2 Analytische L6sung

Nach Newton verhélt sich ein Teilchen auf der Oberfliche einer Kugel um ein Sym-
metriezentrum so, als wire die Gesamtmasse in deren Mittelpunkt vereinigt. Nimmt
man die Kugel als unsere Doméne zur Anfangszeit an, so konnen wegen der Mas-
senerhaltung in der Doméne weder Teilchen den Rand iiberholen, noch kann die
Domaéne andere Gestalt als Kugelform annehmen. Die Bewegungsgleichung des Ra-
dius der sphérischen Doméne entspricht der radialen Bewegung eines Probeteilchens
auf dem Rand:

M
T

Dabei bezeichnet M die Masse der Doméne. Fiir eine sphérische Doméne gilt
Vs = apVy = 4/31r3V, und damit:

. o .
3 4 4rG—— =375 4 47G{o)g = 0.
ag agVo ag

Das entspricht der Friedmanngleichung ohne A-Term und zeigt, dass in sphérischer
Symmetrie nur das Verschwinden des Riickwirkungsterms mit Newtons “Theorem
der Eisernen Sphéren” vereinbar ist.

Man kann alternativ dazu auch von der Energieerhaltungsgleichung ausgehen. Damit
lautet die Bewegungsgleichung fiir eine Sphére mit dem (mitschwimmenden)

Radius 7r:
1, GM FE
—r° — —_
2 r m

(4.5)

Dabei ist F die Gesamtenergie des Probeteilchens auf dem Rand und m seine Masse.
Es ist klar, dass bei Vorgabe der Anfangsgeschwindigkeit 7(¢y), der Sphérengrenze
und des Anfangsradius r(t) die Bewegung der Sphérengrenze nicht von der Masse
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des Probeteilchens abhéngt. Da wir einen Vergleich mit der ART anstreben, fiithren
wir analog zum Volumenskalenfaktor ap einen Oberflichensklenfaktor s% = Sﬁo als
Wurzel des Quotienten aus Oberfliache der betrachteten Sphére zum Zeitpunkt ¢ und
zum Anfangszeitpunkt ¢y ein. In der N'T ist diese Unterscheidung eigentlich unnotig,
da sp = ag = /R gilt. Wir definieren des Weiteren:
2GM 2F
wg = % = gﬂ'G(Qo)BO, kg = —
Damit ist wg proportional zur gemittelten Anfangsdichte multipliziert mit der Gravi-
tationskonstanten, kg ist in der N'T interpretiert proportional zur Gesamtenergie des
Probeteilchens pro Masse des Probeteilchens und Oberfliche der Kugel. Eingesetzt
in Gl (4.5) erhélt man:

(4.6)

5 — —E 4 kg = 0. (4.7)
SB

In der ART taucht diese Gleichung fiir den Oberflichenskalenfaktor in gleicher Form
auf. Dann héngt kr mit der intrinsischen Kriimmung zusammen, wg lésst sich aus
der Ruhedichteverteilung auf der raumartigen Hyperfliche zum Zeitpunkt ¢, berech-
nen, kann aber bei einer gekriimmten Raumdoméne nicht mehr als proportional zur
gemittelten Anfangsdichte angesehen werden (siehe auch: [6]). Die Losungen der Glei-
chung (4.7), sowie die Betrachtung spezieller Anfangswerte werden wir im Rahmen
der ART behandeln.

4.2 Sphéarische Symmetrie in der ART

In der Newtonschen Theorie konnten wir das Verschwinden des Riickwirkungsterms
bei einer sphérisch-symmetrischen Materie-Anordnung zeigen. Dabei hatten wir da-
von profitiert, dass es moglich war, die erste und zweite Invariante des Geschwindig-
keitsgradienten als Divergenz zu schreiben. Uber die Anwendung des Gauf-Theorems
kann daher in der Newtonschen Theorie die Berechnung des Riickwirkungsterms auf
die Berechnung von Oberflachenintegralen reduziert werden. Das erweiterte Gauf3-
Theorem in der ART lautet (iibertragen auf unsere Situation der Integration iiber
dreidimensionale gekriimmte Hyperflichen):

/Piu deXZ/(JPi),i ¢*X = [ PnJdEX (4.8)
D D D

Dabei bezeichnet n; die Flichennormale und P’ ein Vektor-Feld auf der Doméne.
Will man analog zur Newtonschen Theorie vorgehen, so muss man physikalische Fel-
der suchen, deren kovariante Ableitung (immer bezogen auf unsere dreidimensionale
Hyperfliche) die erste und zweite Invariante der duleren Kriimmung ergeben:

% % 1 2 % j
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Es zeigt sich, dass solche physikalischen Felder P?, Z¢, die diese Bedingung erfiillen
i.A. nicht existieren. Man ist deshalb gezwungen, schrittweise vorzugehen.

4.2.1 Sphérisch-symmetrischer Staub im 34 1-Split

Die Betrachtung von sphérischer Symmetrie in der ART hat eine lange Tradition.
Fiir ein Staub-Medium ist eine exakte Losung, die sogenannte LTB-Losung gefunden
worden [11]. Wie im letzten Abschnitt gezeigt wurde, ist bei einer drucklosen, rota-
tionsfreien Fliissigkeit die Aufteilung der Raumzeit in eine Eigenzeit ¢ der Fluidele-
mente und dreidimensionale, raumartige Hyperflichen moglich. Setzt man zusétzlich
sphérische Symmetrie voraus, so hat das Linienelement die Form:

ds® = —dt* + 2*(t, R)dR* + r*(t, R)d*. (4.10)

Die Koordinate R wird als mitschwimmende (Lagrangesche) Koordinate aufgefasst.
z(t, R) und r(t, R) sind beliebige Funktionen, wobei man r(t, R) als das Analogon
zum Newtonschen Radialabstand versteht, in dem Sinne, dass die Oberfliche der
dreidimensionalen Kugel mit diesem Linienelement gleich 4772 ist!. Um die Bewe-
gungsgleichungen fiir z(¢, R) und r(¢, R) zu bekommen, muss man den Ansatz fiir
die Metrik aus dem Linienelement (4.42) in die Einsteinschen Gleichungen einsetzen.
Dabei wurde in der Vergangenheit mit der vierdimensionalen Formulierung gear-
beitet. Wir verwenden dagegen, um eine geschlossene Darstellung zu erreichen, die
Einsteinschen Gleichungen im 3 4 1 Split, wie sie im letzten Abschnitt hergeleitet
wurden. Das hat auflerdem den Vorteil, dass Grofien, wie die intrinsische Kriitmmung
der dreidimensionalen Hyperflichen, direkt aus dem Ansatz fiir die Metrik gewon-
nen werden. Die kovarianten Metrikkomponenten kann man aus dem Linienelement
(4.42) ablesen:
22 0 0
gr=1 0 r? 0 . (4.11)
0 0 r?sin®6
Die kontravarianten Metrikkomponenten sind mit g;,¢* = 5ij :
272 0 0
g =1 0 r72 0 : (4.12)
0 0 (r’sin?0)7!
Fiir den dufleren Kriimmungstensor der dreidimensionalen Hyperflachen erhélt man
aus der Entwicklungsgleichung fiir die Metrik (3.8):

—2 0
) 1 ... z i
0 0o I

'Wir werden daher 7 in Folgendem immer als Oberflichenradius bezeichnen
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und damit die erste und zweite Invariante der dufleren Kriimmung;:

= Ki=>+2", (4.14)
z T

I . AT
II=-((K%)? - K',K’) = | - 2-—. 4.15
S = ayae) = (1) 2l (1.15)
Um die Integrale {iber Raumdoménen zu berechnen, wie sie im Riickwirkungsterm
vorkommen, ist zusétzlich die Kenntnis von /g (in der Lagrangeschen Sprechweise

J) notig:
Vg = y/det(g;;) = zr’sin 6. (4.16)

Neben der dufieren Kriimmung K*; braucht man die intrinsischen Kriimmung R';
und die kovarianten Ableitung von K*; auf der Hyperfliche. Die Christoffel-Symbole
werden nach der Formel

"= %gkl (9jti + Guig — Gijt) (4.17)
mit der Metrik aus Gleichung (5.6) berechnet:
Iy, = Z;,a [y = _2_7:’ Iy = _7"2_7;’ sin” 0,
2, =r?, = T?,, 2, = —sin6 cos¥,
[P, =T%,=cotd, I’,=T7% = T?/ (4.18)

Die restlichen Christoffel-Symbole verschwinden. Die Impuls-Constraint-Gleichungen
(3.6) fiir diese Wahl der Metrik sind:

-/ /
0=K' — K’ =2 <—% + %) . (4.19)
0=K',— K, =0. (4.20)
0=K, — Ky =0. (4.21)

Die zeitliche Integration von Gleichung (4.19) liefert
(4.22)

wobei W (R) eine beliebige Funktion der Lagrange-Koordinate R darstellt. Glinstiger
im Hinblick auf die physikalische Interpretation ist die Einfiihrung einer Funktion 2

F(R) mit W = \/1+ f(R).

VIitf

man kann f als Gesamtenergie der Raumdoméne in der NT verstehen.

z= (4.23)

2
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Da in obiger Rechnung der Energie-Impuls-Tensors nicht eingeht, gilt die Gleichung
(4.19) fiir beliebige, sphérisch-symmetrische Materiemodelle, die in mitschwimmen-
den Koordinaten formulierbar sind. Oft wird daher das Linienelement gleich in der
Form

2 1.2 (r)? 2 2702
ds® = —dt +—1+f(R)dR + rdS) (4.24)

angegeben. Fiir die intrinsische Kriimmung der dreidimensionalen Hyperflichen gilt
mit den Christoffel-Symbolen aus (4.18):

ok k - I ok
Ry =17 — Do £ 110 = T I, =

-2 4227 0 0
" 10 12
0 e 0
-2 rr’’ rr'z r'?

Daraus entsteht der gemischte Tensor:

Jj o gt _
R k= ¢"Ri, =
2 (r” 2'r!
22 ( r 2r ) 0 ) 0
1 (" r'z! r’ 1
0 = (T et 7«—2) +3 0
1 (" r'z r'? 1
0 0 22 <r Tz + 7"2> + r

Einsetzen der aus der Impuls-Constraint-Gleichung berechneten Funktion z geméaf3
Gleichung (4.23) liefert

| -5 0 0

L R 1.2

il f

0 O T ol 2

und fiir den dreidimensionalen Ricci-Skalar:
o f

R=-2—+<%]). 4.26
(rr’ + 72 ( )

Jetzt lassen sich die restlichen Einsteinschen—Gleichungen im 341 Split fiir sphérisch-
symmetrischen Staub angeben. Aus den drei Entwicklungsgleichungen fiir die d&uflere
Kriimmung (3.9) bekommt man zwei unabhéngige Gleichungen:

. .. ,
T_/ + 27’_7‘/ — i/ =4nGo + A. (427)
r rr’rr

P22 e f

S T S e ) T A. 4.28

T + 72 + rr’ 2y 12 mGo+ ( )
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Die Hamilton-Constraint-Gleichung wird zu:

2 f
I D A. 4.2
72 * rr’ et r? SmGo+ (4.29)
Subtrahiert man Gleichung (4.29) vom Zweifachen der Gleichung (4.28) so ergibt
sich:
2r 4+ 72 — f = Ar?. (4.30)

Das Integral dieser Gleichung ist

F  Ar?
=t — 4 — 4.31
e R (4.31)
wobei I’ eine beliebige Funktion der Lagrange—Koordinate R darstellt. Lost man
Gleichung (4.31) nach f auf und setzt den Ausdruck in die Gleichung (4.29) ein, so
gilt fiir die Funktion F"

/!

— 81Go. (4.32)

7»27,/

Die Gleichungen (4.30,4.31,4.32) kann man alternativ zu obiger Ableitung auch direkt
aus der vierdimensionalen Schreibweise der Einsteinschen Gleichungen ableiten. Dies
entspricht der klassischen Vorgehensweise [11]. Losungen dieser Gleichungen sind
unter dem Namen Tolman-Bondi-Losung bekannt. Gleichung (4.31) hat die Form
einer Friedmann-Gleichung. Um diese Analogie ndher zu betrachten, untersuchen wir
die physikalische Bedeutung der freien Funktionen F(R) und f(R). Die verbleibende
Freiheit bei der Wahl der Koordinate r nutzen wir und setzen:

r(to, R) = R. (4.33)

Diese Wahl wird analog zur Lagrangeschen Beschreibung in der Newtonschen Theorie
getroffen, wo wir die Gleichheit der Eulerschen und der Lagrangeschen Koordinaten
zum Zeitpunkt ¢ fordern. F'(R) kann man mit Gleichung (4.32) aus der Dichtever-
teilung g zum Zeitpunkt tg berechnen:

F' = 87GoyR*. (4.34)
Die Integration dieser Gleichung ergibt mit F'(0) = 0:

R
F = 8rG / oo R? dR. (4.35)
0

Dabei ist bemerkenswert, dass die Integration nicht iiber den gekriimmten Raum
erfolgt. Definiert man eine Masse mpg analog zur Masse im Eulerschen, flachen Raum:

R
mg = 47r/ oo R* dR, (4.36)
0
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einen von der Doméne und damit dem Anfangsradius R abhéngigen Skalenfaktor,
der hier nicht das Volumen skaliert

,
sowie eine weitere Funktion kg(R) mit
__/
kn =~ (4.38)

so wird aus Gleichung (4.31):

-2
s 2Gmpr  kr A

% _ WL 4.39
st R3s} + st 3 (4.39)

Das ist exakt die Friedmanngleichung, nur dass hier die Oberflachenskalierung von
der Grofle der Sphére abhéngig ist. Fordert man zusétzlich Homogenitat so fiithrt
sg(R,t) = a(t), mr = ou(47/3)R3s% und kr(R) = k auf die iibliche Darstellung der
Friedmann-Gleichung. Gleichung (4.39) lésst sich noch kompakter schreiben:

w A
§3— 2 4 kp—s3= =0. (4.40)
SB 3
Dabei ist wr = ZGR% nicht wie in der N'T proportional zur mittleren Dichte zum

Zeitpunkt t, multipliziert mit der Gravitationskonstanten, da in der ART bei der
Mittelwertbildung iiber die gekriimmte raumartige Hyperflache integriert werden
muss. Die Beziehung zur Dichte gy, die als Quelle in den Feldgleichungen auftaucht,
zeigt Gleichung (4.36):

R
Der funktionale Zusammenhang von wg mit der Ruhedichte ist also derselbe wie in
der N'T, allein die physikalische Bedeutung von # fOR 0oR? dR als mittlere Dichte
zum Zeitpunkt ty geht in der ART verloren.

R
wr = 87TG/ ooRR* dR. (4.41)
0

Kann man eine Losung fiir Gleichung (4.39) angeben, so ist damit die Dynamik des
Linienelementes der raumartigen Hyperflachen

B ( sg R)/Q
- 1— kgR?
festgelegt. Mit Kenntnis der Metrik ist man jetzt in der Lage Mittelwerte iiber drei-

dimensionale, raumartige Gebiete zu berechnen. Mit Gl.(4.16) und Gl.(4.23), sowie
der Definition GI.(4.38) gilt:

ds® dR? + (spR)*dQ? (4.42)

((ssR)*)’
V1 —kpR2

3sp ist eine Skalierung des Oberflichenradius, wir bezeichnen diese Gréfle deshalb als Ober-
flichenskalierung

RB RB
Velwla = [ wvidR=" [ aF. (4.43)

0
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Im Spezialfall der sphérischen Symmetrie sind damit alle von uns definierten Kenn-
groflen zur Charakterisierung der effektiven Dynamik eines Raumgebietes berechen-
bar.

Losungen

Wir behandeln Modelle mit A = 0. Damit vereinfacht sich Gleichung (4.40):
2R 4 k=0 (4.44)
SB
Losungen dieser Gleichung kann man in Parameterform angeben [50] . Man unter-
scheidet drei Fille:

[ ]CR = OZ
9 1/3
5 = (%) (t — t,)%/3. (4.45)
k 0:
" YR (1 —cosa); t—ta= —E (z —sinz) (4.46)
SR — — — xZ) . —lg = r —SInax). .
5 2kp ’ 2]{;5’{2
° ]i‘R < 0:
WR WR .
sg = ks (coshx —1); t—t,= W(Slnhl' — 7). (4.47)

Dabei sind wg, kg,t, Funktionen von R. t, ist eine Integrationskonstante und be-
zeichnet den Anfang der Expansion der einzelnen Schale, wenn man in der Zeit zuriick
extrapoliert. Unsere Koordinatenwahl legt ¢, iiber die Forderung sz = 1 bei t = 0
fest. Damit gilt:

L] kR = O 5
ta = . 4.48
W (4.48)
o kp>0:
WR . . 2]{33
ta = —5;5(r0 —sinzg) mit z¢ = arccos (1 — — ). (4.49)
2k%/ Wr
e kr <O0:
! SR (sinh ) mit h(1- 2 (4.50)
0« = =5 (sinhxy — zp) mit o = arccos -—. :

Das Anfangswertproblem reduziert sich auf die Wahl der Funktionen wg, kg.

65



4.2.2 Skalenfaktor

In Newtonscher Theorie kann man aus rein geometrischen Uberlegungen folgern,
dass der Riickwirkungsterm im Falle einer sphérisch-symmetrischen Materievertei-
lung verschwindet. Die Skalierung des Fulerschen Radiusvektors zur dritten Potenz
entspricht der Skalierung des Volumens. Das gilt nicht in der ART. Das Volumen der
Doméne kann mit Hilfe der Metrik berechnet werden:

Rp 1
o V1—krR?

Fiir den von uns iiber das Volumen definierten Skalenfaktor gilt damit

Rp
Vg = 47r/ 2r? dR = 47 r'r* dR. (4.51)
0

VB . 41 R 1

= 2= —— (s%R¥ dR 4.52
R e R -
und fiir das Volumen zum Zeitpunkt ¢y:
dmr (s 1
Vo= — (R®Y dR. (4.53)

3 )y VI-kpR?

Zwar erfiillt jetzt sp als Oberflichenskalierung eine Friedmann-Gleichung ohne Riick-
wirkung. Bei der Dynamik von ap kann jedoch der Riickwirkungsterm anders als in
der N'T' auch bei sphérischer Symmetrie nicht vernachléssigt werden.

4.2.3 Hubble-Parameter

Wir berechnen den regionalen Hubble-Parameter Hg = %? Auch er ist natiirlich,
wie der iiber das Volumen definierte Skalenfaktor, eine Funktion der Doménengrsfe
Rp. Nach Bildung der Zeitableitung erhélt man:

ag  Vp

Hp = = )
o an 3VB

(4.54)

Integration und Zeitableitung kommutieren, so dass sich die Zeitableitung auf den
Integranden in Gl. (4.51) tibertragt:

Rp 1
o V1—kgrR?

Die zeitliche Ableitung von sg kann man mit Hilfe von Gl. (4.40) als Funktion der
Anfangswerte und sz schreiben. Damit gilt:

Vi = 4m (sk3sR%) dR. (4.55)

Ar (P8 1

H p—
7 3Vs )y VI—kpR2

(ss (sswr — spkr + 543_/\/3)1/2]%3)/ dR. (4.56)
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Wobei das Volumen Vjz der Sphére durch
Ar [(Rs 1
V= — SE— )
573 o VI—krR® (55

gegeben ist. Damit kann man in Kenntnis der Losung si(¢, R) und der Anfangswer-
te wg(R), kr(R) den regionalen Hubble-Parameter fiir eine sphérisch-symmetrische
Materieverteilung zu jeder Zeit und fiir jeden Radius angeben.

R%) dR (4.57)

4.2.4 Riickwirkungsterm

Jetzt werden wir den Riickwirkungsterm in der ART fiir sphérisch-symmetrischen
Staub berechnen. Die erste und zweite Invariante der d&ufleren Kriimmung sind aus
den Gleichungen (4.14,4.15) bekannt. Damit gilt:

2
0 = 2(In)s — 2{1);
_ 2 r 2+2§f Jd?’X—i / §+2i Jd3X2
Ve g\ \r zr 3VE\Us\z r
871 Rp ) 327’(‘2 </RB )2
= — 72z + 22r1) dR — ir? 4+ 2rrz) dR ) . 4.58
Mit Gleichung (4.23) erhélt man:
& R 1 .9 .
= — — 2¢'rr) dR
Q VB[O 1+f(rr—|— ')
4 Rs 2
— % < = f(?'“'r2 + 27r71") dR)
B \Jo V
8w | [ 1 47T(RB 1, )2
[ —(7"r) dR — — —(rr*) dR . 4.59
Vo o vierl VMRS, i) (459

Da unser Skalenfaktor sz des Oberflichenradius r eine Friedmann-Gleichung erfiillt,
deren Losungen fiir gegebene Anfangsfunktionen kg, wg bekannt sind, ist die Metrik
bestimmt. Um Q zu berechnen, ist daher die folgende Schreibweise von Vorteil:

8#[ Rp 1
N o 1—kpR?

b (Lt ar)
- — — (35S
3WVe \Jo VI—_kpR2 "B

($2BSBR3), dR

. (4.60)
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Eliminiert man die zeitliche Ableitung von sz mit Hilfe der Friedmann-Gleichung
(4.44), so gilt fiir A = 0:

Q

Rp 1
—8”{ (wn/ss — kn)ssR®) dR
0

T Vg N

4 R 1 2
" < ; (\/IUR/SB—/{ZR S%R3)/ dR)

_ = - : 4.61
3Vs V1 —krR? (4.61)

Damit kann man Q fiir bestimmte Anfangswerte kg, wg, bei denen eine Losung sz
existiert, berechnen.

Spezialfille

In zwei Fillen kann man sogar ein Verschwinden der Riickwirkung direkt zeigen. Im
ersten Fall geht man davon aus, dass die Losung fiir s(R,¢) im Ort und in der Zeit
separiert. Damit kann man r = sR schreiben als:

r(t, R) = g()(R). (4.62)

Eingesetzt in Gl. (4.59) erhélt man:

- ['2 ULy an
Vs 7700 VIHT
47 , [ 1 g )2
—— dR 4.63
e T e (4.63)
Fiir das Volumen Vj ergibt sich in diesem Spezialfall mit Gl. (4.51):
Voo g [ Ly an=""g (4.64)
Tty VieT R |
wobei wir zur Vereinfachung
i 1 3\/
o(Rs) = (W% dR (465)

o V1I=f

gewéhlt haben. Damit kann man den Riickwirkungsterm im Falle einer in Raum und
Zeit separierenden Losung berechnen:

Q== [0~ (%) ' (95°0)°] =0. (4.66)
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Ein Spezialfall davon wiederum ist der homogen-isotrope Kosmos. Dann gilt r = aR,
wobei a nur von der Zeit abhingt, und damit:

Q

Rp 1
ﬁ@[ (R®) dR
0

= —a"a
Vi VI+f
2
dr o [T s )
——a R’) dR
Dieser Fall ist trivial und dient als Konsistenztest. Die Annahme von Homogenitét

und Isotropie muss natiirlich wieder auf die altbekannten Friedmann-Gleichungen
fithren.

— 0. (4.67)

Beim zweiten Fall, fiir den ein Verschwinden der Riickwirkung in sphérischer Symme-
trie gezeigt weden kann, handelt es sich um die Wahl spezieller Anfangsbedingungen

so dass
V1+ f=const. =C (4.68)

gilt. Ein Beispiel dafiir ist eine Punktmasse am Ursprung in einem ansonsten leeren
Raum. Fiir den Riickwirkungsterm gilt dann:

/O iy dR - RLB?) ( /O iy dR)2

Ansonsten konnten keine Spezialfille gefunden werden, bei denen der Riickwirkungs-
term verschwindet.

81
Q=

_ - 4.
e 0 (4.69)

4.2.5 Gemittelte Krimmung

In Abschnitt 3.3 ist uns aufgefallen, dass in der ART der iiber die raumartige Hy-
perfliche gemittelte Kriimmungsskalar eine entscheidende Rolle bei der effektiven
Dynamik der Raumdoménen spielt. Bei sphérischer Symmetrie ist man in der Lage,
seine Zeitentwicklung zu berechnen. Nach Gleichung (4.26) gilt:

_Ar R (fr)
(Rjs =1 /0 A iR (4.70)

Verwendet man, wie schon bei der Riickwirkung und beim Skalenfaktor als Anfangs-
bedingungen kg, wg und als dynamische Grole den Oberflichenskalenfaktor sz, so
erhélt man:

_8_7T Rp (SBkRRg)/
- VelJo VI—krR?
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Damit kann man auch (R)g fiir bestimmte Anfangswerte kg, wg, bei denen eine
Losung sp existiert, berechnen. Interessant ist auch der Zusammenhang mit dem
Riickwirkungsterm, der sich aus Gl. (4.61) ergibt:

%{ R (wpR3Y
Vs lJo VI—knR?

. 4_7T </RB (\/ U)R/SB - k’R S%R3)/ dR) ] (472)

Q+(R)g = dR

3Vs V1 —kpR?

Dieser Term taucht in der gemittelten Hamilton-Constraint-Gleichung auf.

4.2.6 Regionale Parameter

In Abschnitt 3.3.3 haben wir regionale Parameter definiert, wobei wir zwei ver-
schiedene Satze von moglichen regionalen Parametern gefunden haben, die sich im
Kriimmungs-und Riickwirkungsparameter unterscheiden. Der zweite Satz von Para-
metern verwendet zur Definiton des Kriimmungsparameters den gemittelten Kriimmungs-
skalar. Mit G1.(4.71) und Gl.(4.56) gilt:

(R)5

08 = -2
B 6HE

(4.73)

Analog kann man in Kenntnis der Riickwirkung bei sphérischer Symmetrie Gl.(4.59)
den Riickwirkungsparameter sowie den A-Parameter des zweiten Satzes von mogli-
chen regionalen Parametern angeben:

B Q9 p_ A

- - 4.74
9 6HZ M 3HE (4.74)

Der regionale Dichteparameter ldsst sich dann mit Hilfe der anden drei regionalen
Parameter berechnen:
Qb =1-0Q3 —Qf —OfF. (4.75)

Der erste Satz von Parametern verwendet zur Definiton des Kriimmungsparameters
die Integrationskonstante kp. Man kann sie berechnen, indem man die Integrabi-
litdtsbedingung Gl.(3.61) zum Zeitpukt ¢, betrachtet:

ko = S (R)plto) + Qlto)) (1.76)

Damit und mit dem regionalen Hubble-Parameter Hpz in sphérischer Symmetrie
Gl.(4.56), sowie dem regionalen Skalenfaktor ag Gl.(4.52) kann man

kp

08— 2
k 2.2
Hgag

(4.77)
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berechnen. Da der regionale Dichteparameter und der regionale A-Parameter in bei-
den Parametersitzen gleich gewdhlt werden, kann man auch den Riickwirkungspa-
rameter des ersten Satzes einfach aus den iibrigen bestimmen:

0g, =1-Q7 —QF —QF. (4.78)

Betrachtet man die von uns definierten zwei regionalen Parameterséitze bei sphéri-
scher Symmetrie, so kann man daraus folgende Schliisse ziehen: Obwohl der erste
Parametersatz, der durch Mittelung der Raychaudhuri-Gleichung gewonnen wird for-
mal gleich dem in der NT ist, haben die regionalen Parameter durch die Mittelung
iiber gekriimmte dreidimensionale Rdume in der ART im allgemeinen andere Werte.
Das kann man aus der Tatsache folgern, dass der Riickwirkungsterm in der ART
bei sphérischer Symmetrie gegeniiber der NT im allgemeinen nicht verschwindet.
Bei beiden Parametrsitzen hat sich gezeigt, dass die einzelnen regionalen Parame-
ter {iber sz vom Dichte und Geschwindigkeitsprofil zum Anfangszeitpunkt abhéngen
und nicht wie in der N'T nur von deren Wert auf dem Rand der Kugel.

4.3 Sphéirische Modelle mit speziellen Anfangsbe-
dingungen

In den letzten Abschnitten ist es uns gelungen, Grofien, wie den Skalenfaktor, die
Riickwirkung und den gemittelten Kriimmungsskalar, sowie regionale kosmologische
Parameter, die das Verhalten einer Raumdoméne als ganzes charakterisieren, als
Funktion des Oberflachenskalenfakors sz und der Anfangswerte kg, wgr zu schreiben.
Anders als in der NT ist in der ART bei sphérischer Symmetrie der Volumenskalen-
faktor az von der genauen Form der Anfangswerte kg, wg, nicht nur auf dem Rand,
sondern auch innerhalb der Doméne abhéngig. Wir betrachten deshalb unterschied-
liche Anfangsprofile, wobei wir uns auf groe Uberdichten beschrinken.

4.3.1 Schalenkreuzen und Kollaps

Mit Sicherheit kann ein Staub-Modell nur so lange Giiltigkeit besitzen, so lange die
Dichte nicht zu grofl wird. Eine divergierende Dichte hétte eine andere Zustands-
gleichung und damit einen anderen Energie-Impuls-Tensor zur Folge. Will man also
ein realistisches Modell konstruieren, kommt dafiir nur eine eingeschriankte Klasse
von Anfangsprofilen fiir wg und ki in Frage. Diese Einschrankungen werden iiber
die Forderung bestimmter Anschlussbedingungen zum Beispiel bei Hellaby und Lake
[40] oder Matravers und Humphreys [53] definiert. Wir betrachten eine physikalisch
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motivierte Ableitung dieser Einschréinkungen. Damit sich keine unendlichen Dichten
am Ursprung oder auf der Oberfliiche bestimmter Schalen bilden muss man fordern,
dass sich Trajektorien von r = szR nicht schneiden. Folgende Uberlegungen zeigen
die Einschrankungen fiir die Anfangsbedingungen.

Falls sich benachbarte Trajektorien, die zur Zeit ¢ = 0 um 6 R voneinander entfernt
sind, schneiden so gilt:
r(R,t) =r(R+JR,t). (4.79)

Mit R gegen 0:
r(R,t) = 0. (4.80)

Das bedeutet, dass der infinitesimale raumartige Abstand, ebenso wie das infinitisi-
male Volumen, zwischen zwei Kugelschalen verschwindet, da mit der Metrik (4.24)
gilt:

dsQ—ﬁdRQ—O falls ' =0
- 1— kpR? o o

dV =dsdmr®* =0 falls ' =0 oder r=0. (4.81)

Beinhaltet also das Volumenelement zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Masse dM und bleibt
diese Masse, wie von uns gefordert erhalten, so gilt fiir die Dichte in der Kugelschale:

dM
o(R,t) = W(R,t) =oo falls ¥ =0 oder r=0. (4.82)
Will man daher verhindern, dass unser Modell seine Giiltigkeit verliert, so muss man
r" # 0 und r # 0 fiir die betrachtete Zeitspanne fordern. Dabei bedeutet ' = 0 bei
R # 0, dass sich entfernt vom Zentrum eine Oberflichendichte bildet, wahrend r = 0
Kollaps auf einen Punkt bedeutet.

Die Bedingungen aus (4.82) schrénkt die Freiheit bei der Wahl der Funktionen wg, kg
ein. Bezogen auf die Losungen mit A = 0 gilt:

r = 0 kann nur bei kg > 0 auftreten. Zu jedem Zeitpunkt ¢ > t; erhélt man in den
anderen Féllen r = sR > 0 fiir R # 0. Bei kg > 0 erfolgt der Kollaps bei x = 27.
Das bedeutet nach Gleichung (4.46) einen Kollapszeitpunkt ¢x von:
TWR

tK - 3—/2 ‘I’ ta. (483)
kg
Die Zeit tsix bei der sich die Trajektorien von r verschiedener Schalen kreuzen,
kann nur implizit als Funktion der Anfangsfunktionen wg, kg angegeben werden.
Die Bedingung dafiir ist ein Vorzeichenwechsel von /. Fiir gegebene wg, kr bedeutet
das die Bestimmung der Nullstellen der Ableitung der Lésungen:
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L4 ]{?R =0:
Qwp 1/3 !

(ssR)' = [ R (T) (tsx —ta)*3 ] =0. (4.84)

o kr>0:

’ R’U}R '

(sgR) = T (1 —coszggk) | =0. (4.85)

o kr<O:
(spR) = <f;;;; (coshxgr — 1)> = 0. (4.86)

Einsetzen von zgg liefert fiir die Schale mit dem Anfangswert R den Zeitpunkt tg,
bei dem sie mit der Nachbarschale zusammenfillt. Die minimalen Forderungen, die
man an die Anfangsbedingungen stellen muss, damit die obigen Bedingungen erfiillt
sind, kann man in [40] nachlesen.

Modellannahmen:

Es gibt eine Reihe von Ansétzen, geeignete Profile fiir die Anfangsdaten zu wéhlen
(siehe: [47], [48]). Wir sind vor allem daran interessiert, wie das zeitliche Verhal-
ten unserer regionalen Parameter von dem Profil der Anfangswerte abhéingt. Um
sinvoll vergleichen zu konnen, gehen wir deshalb davon aus, dass die Domé&nen mit
unterschiedlichen Anfangsfeldern bei einem bestimmten Radius in ein Einstein-De-
Sitter Universum iibergehen. Modelle dieser Art wurden in unterschiedlichen Zusam-
menhéngen diskutiert (siehe: [33], [12], [35]). Die Forderungen an wg und kg kann
man in folgenden Punkten zusammenfassen:

1. Damit ein Anschluss an ein Einstein-De-Sitter-Modell bei einem bestimmten
Radius Ry moglich ist, muss die Masse* innerhalb von Ry bei den Vergleichs-
modellen iibereinstimmen und der Masse einer Kugel mit gleichem Radius im
Hintergrund entsprechen.

2. Die Anfangswerte sollen im Betrachtungszeitraum kein Kreuzen oder den Kol-
laps der Oberflachenradien verschiedener Schalen verursachen.

3. Da eine negative Ruhedichte gy unphysikalisch ist, sind nur solche wg erlaubt,
die dies vermeiden. Mit Gleichung (4.41) bedeutet das:
0087G = 3wg + Rwy > 0.

4gemeint ist hier die analog zur Masse im Eulerschen, flachen Raum definierten Masse Gl. (4.36).
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Nur so lange diese Bedingungen erfiillt sind liefert das Modell physikalisch sinvolle
Ergebnisse. Die Trajektorien des Oberflachenradius sowie die Mittelwerte kann man
mit Hilfe der impliziten Losungen numerisch berechnen.

Bemerkungen zur numerischen Berechnung:

Unser Hauptinteresse gilt der Berechnung von Volumenintegralen (4.52), (4.61),
(4.71). Diese haben die allgemeine Struktur:

Rp 1
o V1—krR? /

Wir sind am Wert des Integrals zur Zeit t interessiert. Im Integranden taucht als
einzige dynamische Funktion sz auf. Da die Zeitabhéngigkeit aber nur in Parameter-
form gegeben ist, miissen wir zu einem bestimmten R; zuerst den Parameterwert x;
zur Zeit t finden, um mit dem Wert sp(R;,t) die Summe zu bilden, die zum Integral
fithrt. Man muss also ¢(z, R) invertieren. Das verlangt mit den Gleichungen (4.46),
(4.47) die Bestimmung der Nullstellen von®:

I= (s, R, wr, kg) dR. (4.87)

WR
2%/

(x —sinzx) +t, —t=0 (4.88)

zu gegebenem ¢t und R. Im Programm zur numerischen Berechnung der Mittelwerte
benutzen wir dazu die Newton-Raphson-Methode (siehe: [60]). Der Wert der Integrale
(4.52), (4.61), (4.71) wird dann mit der Trapezmethode ermittelt. Damit wird auch
die Erzeugende der Rotationsflache (4.92), die zur Veranschaulichung der Geometrie
der Hyperflache zum Zeitpunkt ¢, dient, berechnet.

Einbettung

Man kann bei sphérischer Symmetrie leicht eine Vorstellung vom Aussehen der ge-
kriitmmten Raumdoménen erhalten, wenn man einen Schnitt der raumartigen Hy-
perflache bei konstantem Winkel betrachtet. Setzt man 6 = 7/2, so gilt fiir das
Linienelement dieser zweidimensionalen Flache mit Gleichung (4.42):

(ssR)?

ds® = ~BY
S T kaR?

dR? + (spR)*d¢?. (4.89)

Wir wihlen Koordinaten R, ¢, w fiir den flachen dreidimensionalen Raum so, dass das
Linienelement einer Niveaufliche w = 1 mit obigem Linienelement iibereinstimmt.

Shier nur fiir k£ > 0 exemplarisch aufgeschrieben, fiir k& < 0 ist die Verfahrensweise analog
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Berechnet man mit dem Ansatz
x = sgRcos¢, y=spRsing, z = g(R,t)w (4.90)

das Linienelement des flachen Raumes ds? = da?+dy*+dz? und setzt w = const. = 1,
so stimmt das so erhaltene Linienelement mit (4.89) iiberein, wenn man

R kpR?
g(R) = + /0 (ssR)’ #Ré? dR + ¢ (4.91)

fordert. Die Geometrie der Doméne kann so durch die Niveaufliche w = 1 veran-
schaulicht werden. In Parameterform ist die Flache gegeben durch:

R 5 2 5
r = sgRcos¢, y=sgRsing, z = j:/ (sgR)’ kR—R~ dR +c. (4.92)
0 1 — krR?

Dabei ist ¢ eine Integrationskonstante. Die Fliche ist durch ihre innere Geometrie,
die in der Metrik zum Ausdruck kommt, nicht eindeutig festgelegt. Wir wéhlen ¢ = 0
und z > 0. Die so festgelegte Rotationsfliache veranschaulicht die innere Kriimmung
der dreidimensionalen Hyperflachen.

4.3.2 Das Gaullsche Modell

Eines der einfachsten Modelle ist das eines Gauflschen Profils fiir wg:

1
wr = exp(—R?/2R?) 2 (4.93)
Wobei wir R, als konstante Standardlénge und ¢, als konstante Standardzeit definiert
haben. Fiir die Anfangsdichte gy gilt dann mit G1.(4.41):

_ 3 1 R2/2R%)~ 4.94

Qo—%( —S—RE)GXP(_ / JE (4.94)
Ab einem bestimmten Radius R; = R.v/3 wird die physikalische Dichte negativ und
die Modellannahme 3 ist nicht mehr erfiillt. Ab diesem Radius bis zum Radius Ry,
ab dem wir ein Einstein-De-Sitter-Modell festlegen, setzen wir go(R) = 0. Nimmt
man ausserdem die Geschwindigkeit des Oberflichenradius zum Anfangszeitpunkt
5(ty) = $o tber den gesamten Radius als konstant an, so kommt man iiber unsere
Modellannahmen zu folgenden moglichen Anfangswerten.
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Wir unterscheiden dabei drei Regionen:

1. Region 0 < R < Ry :

wr = exp(—R?/2R?) 1 00 = i 1- R—2 exp(—RZ/QRZ)l
f o2 e 3R? <12

R\’ 1
Sg == exp(—Rf/QRz) (R_H) t—2, k‘R = WR — 8(2)

2. Region R < R< Ry :

w

cﬁ‘\‘,| — n%l =

90:07

wg = exp(—R]/2R?) (%)

R

8= exo(- 22 (3

52
k‘R = WRr — Syp-

N———
w

3. Region Ry < R < o0 :

° 1 3 R\’ 1
2 2 2 2
WR = eXp<_R1/2RC) (—RH) %, 00 = @ exp(—Rl/QRC) <R—H> t—2,

c

R\’ 1
52 = exp(—R}/2R?) (R—H) 2 kr =wr — $5 = 0.

In diesem und in den folgende Modellen wollen wir davon ausgehen, dass die Dichte an
der Grenze Ry zum Einstein-De-Sitter Kosmos 1/7 ihres Wertes bei R = 0 betréagt.
Da R; bereits durch die Tatsache festgelegt wird, dass die Dichte bei Ry = R.\/3 auf
Null gefallen ist kann man Ry berechnen:

R.V3
Ry

1ﬁqm4m< ) — Ry = (Texp(=3/2)*V3R. ~ 2R.. (4.95)

Da wir an den relativen Abweichungen unserer regionalen Parameter interessiert sind,
withlen wir praktische Einheiten. In den Abbildungen ist die Einheit der Zeit [t] = .,
des Radius [R] = R., der Dichte [g] = &%G%, von [wg] = %, und von [k] = ﬁ (wir
haben ¢ = 1 gesetzt). So hat man die Moglichkeit, durch die Festlegung von ¢. und
R, das Modell der jeweiligen physikalischen Situation anzupassen. Man kann die
absoluten Groflen festlegen, die relativen Grofien, wie der Dichtekontrast, sind fiir
das Modell charakteristisch.
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In der Abbildung (4.1) kann man die Dynamik des Modells verfolgen. In der Bildmitte
ist die Geometrie von Raumschnitten zu zwei verschiedenen Zeiten gezeigt. Man er-
kennt am Rand der Doméne den Ubergang in einen flachen Einstein-De-Sitter-Raum,
sowie die Expansion. Wéahrend sich in einem homogen-isotropen Kosmos diese Ex-
pansion allein in einer Skalierung der gesamten Doméne &uflert, erkennt man hier
eine deutliche Forménderung. Diese ist dafiir verantwortlich, dass sich die regiona-
len Parameter in der ART von den Newtonschen unterscheiden. Die Trajektorien im
unteren Bild sind Zykloiden. Mit fortschreitender Zeit kommt es zu einer Dichtekon-
zentration nahe dem Zentrum. Die innerste Schale kollabiert zuerst, spéter folgen
weiter vom Zentrum entfernte Schalen. Ab dem Anfangsradius R ~ 2R, folgen die
Schalen dem Einstein-de-Sitter-Hintergrund.

4.3.3 Das Top-Hat-Modell

Zum Vergleich betrachten wir ein zweites Anfangsprofil fiir die Anfangswerte. Dieses
Modell hat im Zentrum eine konstante Dichte, die bei einem bestimmten Radius R;
aprupt auf Null abfallt und weiter auflien ab dem Radius Ry wieder einen konstanten
Wert annimmt. Ein Modell dieser Art ist unter dem Namen Top-Hat-Modell bekannt
(siehe: [38]). Will man wiederum unsere Modellannahmen erfiillen, so gibt es folgende
Moglichkeit die Anfangsfelder festzulegen:

1. Region 0 < R < Ry :

2. Region Ry < R< Ry :

R\’ 1 , R\’ 1 ,
wR:(fl> 2 0o =0, s%z(—l) —, kr=wg — $;.

3. Region Ry < R < o0 :

R\’ 1 3 (R\°1 R\’ 1 L 2 _ g
wr=—1] = =— =] =, $5=|=—) = =wgr — $5=0.
B \Ry) 2 "8G \Ry) 2 T \By) & "RTWETX

Um sinnvoll vergleichen zu konnen, werden wir diese Doméne in einen Einstein-de-

Sitter-Hintergrund mit der gleichen Dichte wie im ersten Modell einbetten. Auch
die maximale Dichte im Zentrum und der Radius Ry, bei dem der Ubergang zum
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homogen-isotropen Hintergrund stattfindet, werden gleich gewihlt. Das bedeutet,
dass die Dichte bei Ry = 2R, 1/7 des Wertes der Dichte bei R = 0 betragen soll.
Damit gilt:

Ry = (1/7)Y32R,. (4.96)

In der Abbildung (4.3) kann die Dynamik dieses Modells verfolgt werden. Beziiglich
der Einheiten gelten dieselben Anmerkungen wie beim Gauflschen Modell. Die Ver-
formung des Raumschnittes ist in diesem Falle viel ausgeprégter als beim Gaufischen
Modell und der Kollaps erfolgt bei den innersten Schalen gleichzeitig (wie bei einem
Friedmann-Modell positiver Kriimmung).

4.3.4 Das Doppel-Top-Hat-Modell

Dieses Modell ist eine Erweiterung des Top-Hat-Modells. Dabei kommt eine Schale
mit radial homogener Dichte dazu. Es hat im Zentrum eine konstante Dichte, die
bei einem bestimmten Radius R; aprupt auf Null abfillt. Beim Radius Ry nimmt
sie wieder einen konstanten Wert an, um bei R3 erneut auf Null abzufallen. Erst bei
Ry ist die Grenze zum Einstein-De-Sitter-Hintergrund erreicht. Will man wiederum
unsere Modellannahmen erfiillen, so kann man dieses Modell folgendermaflen reali-

3 3
sieren: Fiir alle Regionen gilt: §2 = <§—;> (g—;) t% WR, 00, kg sind abschnittweise
definiert:

1. Region 0 < R< R; :

1 3 k .2
Wr = —, = ——, = WR — S-
R= 0T g TRTURT

2. Region Ry < R < Ry :

3. Region R, < R < Rj:

R\’ 1 3 (Ri\°1 N 5
wp = —_— — = — _— — = WRr — S, .
R R,) 12 %0 87G \ Ry ) 2’ R R 0
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4. Region R3 < R < Ry :

R\’ (R\’ 1 I
wR:(E) (E) 2 00 =0, kr=wr— 5.

c

5. Region R; < R< Ry :

(R R\’ 1 3 31333311k_ o
Wr = E R_H é’ Qo—@ E R_H %E’ R = WRr — 55 = U.
Auch hier wollen wir, wie bei den beiden vorangegangenen Modellen fordern, dass
der Radius beim Ubergang zum Einstein-De-Sitter-Hintergrund Ry = 2R, betriigt.
Die Dichte soll dann 1/7 ihres Wertes bei R = 0 betragen. Damit ist das Modell
allerdings noch nicht vollsténdig festgelegt. Eine konsistente Wahl von Ry, Ry und

Rg ist:
Ry =1/2R., R, =2"Y3/2R., Rs= (16/7)"*R., Ry =2. (4.97)

In der Abbildung (4.5) ist das Modell graphisch dargestellt. Beziiglich der verwen-
deten Einheiten gelten dieselben Bemerkungen wie beim Gauf-Modell. Der Raum-
schnitt weist gegeniiber den anderen beiden Modellen ein zusétliche Ausbuchtung im
Bereich der Schale mit homogener Dichte auf. Bei den Trajektorien des Oberflichen-
radius deutet sich eine Dichtekonzentration auf einer Schale bei R = R, an.

4.3.5 Vergleich regionaler Parameter

Nachdem wir in den letzten drei Abschnitten verschiedene mogliche Modelle vor-
gestellt haben, wollen wir in diesem Abschnitt die Dynamik der regionalen Gréflen
vergleichen. Dazu wéhlen wir zwei verschiedene Doménen:

e Fiir die erste Doméne wihlen wir einen Anfangsgsdius von 1.3R,.. Die dufler-
sten Schalen dieser Doméne koppeln am Ende des Beobachtungszeitraumes bei
unseren Modellen gerade von der Hintergrundexpansion ab.

e Fiir die zweite Doméne wéhlen wir einen Anfangsgsdius von 2R,... Das ist genau
die Grenze zum Einstein-De-Sitter-Hintergrund.

Wir verfolgen die Entwicklung des Skalenfaktors ap und der mittleren Kriimmung
(R)p fur diese beiden Doménen bis kurz vor den Kollaps-Zeitpunkt der innersten
Schale. Dabei vergleichen wir die wirklichen regionalen Gréfien mit den Werten, die
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sie annehmen, wenn die Masse innerhalb der Doméne homogen verteilt ist. Wir ver-
gleichen also ap mit dem Oberflichenskalenfaktor sz und die gemittelte Kriimmung
(R)p mit 6kg,/s%. Genau diese Vergleichsgrofien entsprechen deren wirklichen Wer-
ten, wenn man die N'T zugrunde legt. Im Vergleich der Skalenfaktoren ap und sz
sieht man daher den Unterschied bei der Betrachtung der regionalen Gréflen in der
ART und der NT. Zusétzlich betrachten wir den Unterschied zwischen den beiden
von uns definierten Kriimmungsparametern. Dabei ist (R)5 der (mit —1/6 H3 multi-
plizierte) Kriimmungsparameter aus der gmittelten Hamilton-Constraint-Gleichung
und 6kg,/s% der (ebenfalls mit —1/6H2 multiplizierte) Kriimmungsparameter aus
der gmittelten Raichaudhury-Gleichung.

Skalenfaktor

In der Abbildung (4.2 oben) kann man die Zeitentwicklung des regionalen Skalenfak-
tors ap gegeniiber dem Oberflichenskalenfaktor sg fiir das Gaufl-Modell betrachten.
Fiir die groe Doméne (oben rechts) ist dabei kaum eine Abweichung festzustellen,
wéhrend man bei der kleineren Doméne (oben links) zum Zeitpunkt des Kollaps der
innersten Schale schon eine deutliche Abweichung sieht. Wesentlich grofler fallen die
Abweichungen beim Top-Hat-Modell aus. Bei der kleineren Doméne in Abbildung
4.4 oben links kann man erkennen, dass sich zum Zeitpunkt der Abkopplung der
Doméne von der Hintergrundexpansion die groiten Abweichungen ergeben. Auch bei
der Doméne, deren Auflenschale bereits dem Einstein-De-Sitter-Modell folgt, sieht
man eine starke Abweichung (Abb. 4.4 oben rechts). Dagegen sind die Abweichungen
beim Top-Top-Hat Modell gering (Abb. 4.6 oben). Bei der kleineren Doméne (Abb.
4.6 oben links) ist keine Abweichung festzustellen. Das liegt daran, dass der Radius
der kleinen Doméne hier in den Bereich mit konstanter mittlerer Dichte fallt. Bei
allen Modellen liegt der regionale Skalenfaktor bei der kleinen Doméne unter seinem
Vergleichswert, bei der groflen Doméne dariiber.

Kriimmung

Falls die Masse innerhalb der Doméine homogen verteilt ist gilt (R)s = 6kg,/s%. Das
ist unser Vergleichswert. Sobald die duflerste Schale anfangt zu kollabieren steigt
dieser Wert, wihrend er in einem Einstein-De-Sitter-Kosmos kontinuierlich féllt. Der
wirkliche, gemittelte Kriimmungsskalar zeigt ein anderes Verhalten. Sehr gut kann
man das beim Top-Hat-Modell sehen (Abb. 4.4 mitte). Wéhrend der Vergleichswert
hier noch fallt, wirkt sich beim gemittelte Kriimmungsskalar der Kollaps der inneren
Schalen aus und er beginnt wieder zu wachsen. Bei der kleinen Doméne liegt der Wert
von (R)p am Ende der Entwicklung sogar iiber dem Vergleichswert (Abb. 4.4 mitte
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links). Beim Top-Hat-Modell und beim Doppel-Top-Hat-Modell stellt der Radius der
groflen Doméne die Grenze zum Einstein-De-Sitter-Modell dar. Daher verschwindet
der Vergleichswert 6kg,/sg (Abb. 4.4 mitte rechts, 4.6 mitte rechts).

Der Vergleich der beiden (mit —1/6H2 multiplizierte) Kriimmungsparameter stellt
zugleich ein Maf fiir die Riickwirkung dar, da mit Gl. (3.61) gilt:

6kp 4 [ :
> pys= 1 / dF Qapip + O. (4.98)
ap ap Ji
Auch hier stellt man beim Top-Hat-Modell (Abb: 4.4 unten) die grofiten Unterschiede
zwischen diesen beiden Parametern fest. Erstaunlich ist, dass der relative Unterschied
bei der grofien Doméne im Gauss-Modell (Abb: 4.2 unten rechts) und im Doppel-Top-
Hat-Modell (Abb: 4.6 unten rechts) grofler ist als bei der kleinen Doméne (Abb. 4.2
unten links, 4.6 unten links). Bei allen Modellen wéchst der Unterschied der beiden
verschieden definierten Kriitmmungsparameter an, so dass man davon ausgehen kann,
dass damit auch die Riickwirkung zunimmt.
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Abbildung 4.1: Oben ist das gewéhlte Anfangsdichteprofil dargestellt sowie die daraus
gesultierenden Anfangsfunktionen wg, kg. In der Mitte wird die damit verbundene
Geometrie eines Raumschnittes bei konstantem Winkel zum Anfangszeitpunkt und
zum Zeitpunkt des Kollapses der innersten Schale gezeigt. In der unteren Abbildung
sind einige mit diesen Anfangswerten berechnete Trajektorien des Oberflichenradius

zu schen. Die Einheit der Zeit ist [¢] = ¢., des Radius [R] = R., der Dichte [o] = £25 7,

von [wg] = %, und von [k] = ﬁ
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Abbildung 4.2: Das Bild oben zeigt die Dynamik des Oberflichenskalenfaktors sz
(gestrichelt) und des Volumenskalenfaktors ap (durchgezogen). In der Mitte ist das
zeitliche Verhalten von (R)g (durchgezogen) gegen 6kr/s% (gestrichelt) dargestellt.
Unten kann man die Zeitentwicklung von (R)g (durchgezogen) gegeniiber 6kp/a%
(gestrichelt) verfolgen. Die Abbildungen auf der linken Seite gelten fiir eine Sphére
im Gaufl-Modell mit dem Radius 1.3R,., die auf der rechten Seite fiir eine Sphére im
GauB-Modell mit dem Radius 2R,.. Die Einheit der Zeit ist [t] = t., von [(R)g] =
1/(t2c?) und von kp sowie [kr| = 1/(t2¢?).
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Abbildung 4.3: Oben ist das gewéahlte Anfangsdichteprofil dargestellt sowie die daraus
gesultierenden Anfangsfunktionen wg, kg. In der Mitte wird die damit verbundene
Geometrie eines Raumschnittes bei konstantem Winkel zum Anfangszeitpunkt und
zum Zeitpunkt des Kollapses der innersten Schale gezeigt. In der unteren Abbildung
sind einige mit diesen Anfangswerten berechnete Trajektorien des Oberflichenradius
zu sehen. Die Einheiten sind die gleichen wie in Abbildung (4.1).
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Abbildung 4.4: Das Bild oben zeigt die Dynamik des Oberflichenskalenfaktors sz
(gestrichelt) und des Volumenskalenfaktors ap (durchgezogen). In der Mitte ist das
zeitliche Verhalten von (R)g (durchgezogen) gegen 6kr/s% (gestrichelt) dargestellt.
Unten kann man die Zeitentwicklung von (R)g (durchgezogen) gegeniiber 6kp/a%
(gestrichelt) verfolgen. Die Abbildungen auf der linken Seite gelten fiir eine Sphére
im Top-Hat-Modell mit dem Radius 1.3R,., die auf der rechten Seite fiir eine Sphére
im Top-Hat-Modell mit dem Radius 2R.. Die Einheiten sind die gleichen wie in
Abbildung (4.2).
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Abbildung 4.5: Oben ist das gewéahlte Anfangsdichteprofil dargestellt sowie die daraus
gesultierenden Anfangsfunktionen wg, kg. In der Mitte wird die damit verbundene
Geometrie eines Raumschnittes bei konstantem Winkel zum Anfangszeitpunkt und
zum Zeitpunkt des Kollapses der innersten Schale gezeigt. In der unteren Abbildung
sind einige mit diesen Anfangswerten berechnete Trajektorien des Oberflichenradius
zu sehen. Die Einheiten sind die gleichen wie in Abbildung (4.1).
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Abbildung 4.6: Das Bild oben zeigt die Dynamik des Oberflichenskalenfaktors sz
(gestrichelt) und des Volumenskalenfaktors ap (durchgezogen). In der Mitte ist das
zeitliche Verhalten von (R)g (durchgezogen) gegen 6kr/s% (gestrichelt) dargestellt.
Unten kann man die Zeitentwicklung von (R)g (durchgezogen) gegeniiber 6kp/a%
(gestrichelt) verfolgen. Die Abbildungen auf der linken Seite gelten fiir eine Sphére
im Doppel-Top-Hat-Modell mit dem Radius 1.3R,., die auf der rechten Seite fiir
eine Sphére im Doppel-Top-Hat-Modell mit dem Radius 2R,... Die Einheiten sind die
gleichen wie in Abbildung (4.2).
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Kapitel 5

Quantitativer Vergleich mit dem
Friedmann-Modell

Die Berechnung der Riickwirkung in der Zel’dovich-Ndherung in der N'T und die re-
lativistische Zel’dovich-Naherung haben gezeigt, dass es wachsende Moden gibt, die,
speziell wenn man die Zel’dovich Naherung als Extrapolation ins nichtlineare Regime
auffasst, einen Quellterm fiir die Entwicklung der Doméne als ganzes darstellen. Geht
man davon aus, dass diese Ndherung die Riickwirkung quantitativ unterschétzt, so
wird die Losung der inhomogenen Friedmann-Gleichung einen doménenabhéngigen
Skalenfaktor liefern, der eine Mindestabweichung vom Skalenfaktor des homogen-
isotropen Modells darstellt. Damit erhélt man eine Antwort auf die Frage, bei wel-
cher Gréflenordnug der betrachteten Doméne die Annahme von lokaler Homogenitét
und Isotropie bereits sinnvoll ist. Teile dieses Abschnittes sind in [18] verdffentlicht.

Eine Abschétzung im Abschnitt (5.1.1) wird zeigen, dass sich unter den von uns
gewdhlten Bedingungen die Newtonschen Mittelwerte quantitativ nur minimal von
den Mittelwerten iiber, durch Dichteinhomogenitéiten gekriimmte, raumartige Hyper-
flachen unterscheiden. Daher werden wir zum Grofiteil im Newtonschen Begriffsbild
arbeiten in dem Wissen, dass die Ergebnisse in sehr guter Ndherung auch im Rahmen
der ART giiltig sind.

5.1 Modellannahmen

Wir wollen die bisher entwickelten Methoden dazu benutzen, GroBenvergleiche zwi-
schen den Standardparametern einer sich geméf dem Friedmann-Modell entwickeln-
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den Raumdoméne und einem Raumbereich mit inhomogenen sowie anisotropen
Dichte- und Geschwindigkeitsfeldern zu ziehen. Dabei wollen wir uns im Rahmen des
in der Einleitung erwéhnten Standardmodelles bewegen. Durch die Beschrankung auf
staubformige Materie muss der Anfangszeitpunkt, ab dem wir die Entwicklung der
Doméne verfolgen, in der materiedominierten Ara liegen. Die Anfangsbedingungen
zu diesem Zeitpunkt sind im Rahmen der klassischen Kosmologie durch ein Po-
werspektrum gegeben, das iiber eine Transferfunktion aus dem Harrison-Zel’dovich-
Spektrum gewonnen wird. Mit dieser gegebenen statistische Beschreibung behandeln
wir unsere Anfangsfelder als Zufallsgrofien und betrachten ein-o, zwei-o, und drei-o
Abweichungen von ihren Mittelwerten. Die Anfangsfluktuationen der Dichte sowie
des Geschwindigkeitsfeldes sind zu einem frithen Zeitpunkt im Rahmen des Stan-
dardmodelles klein.

Als Hintergrundmodell wéhlen wir ein SCDM-Modell. Dabei fillt die Hintergrund-
kriimmung sowie der Lambda-Term weg und es gilt:

87TGQH .

e (5.1)

Dabei bezeichnet oy die Hintergrunddichte und H = g die Hubble-Funktion. Die
Anfangsbedingungen sind damit:

£\ 23 9
H= (1 it f = . 5.2
alt) (to) T S L (1 1 20)32 (5.2)

Hj, ist der heutige Wert des Hubbleparameters des Hintergrundmodelles, 2y bezeich-
net die Rotverschiebung, bei der unsere Rechnung startet. Mit H;, = 50km s 'Mpc~!
und zp = 200 bestimmt man den Anfangszeitpunkt unserer Berechnung zu: t, =
4.6 x 1073Gy. Der Skalenfaktor der Doméne wird so gewihlt, dass er mit dem Ska-
lenfaktor des Hintergrundes zum Zeitpunkt ¢, iibereinstimmt:

ap(ty) = a(ty) = 1. (5.3)

Wir betrachten die Entwicklung des Skalenfaktors der Doméne bis zum heutigen
Zeitpunkt z, = 0 und ¢, = 13Gy, mit a(t,) = 201. Ausgehend von Gleichung (2.83)
erhélt man fiir ap zum Anfangszeitpunkt:

in(to) = alto) (1 + HD)p,) = 3% (14 1T)p,) . (5.4)

Oft wird als Anfangsbedingung auch ap(ty) = a(tp) benutzt um den Kollapszeitpunkt
von Doménen zu bestimmen. Numerische Tests zeigen aber, dass durch die Benut-
zung dieser inkonsistenten Anfangsbedingungen der Kollapszeitpunkt verzogert wird

7).
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5.1.1 Relativistische Effekte

Welche relativistischen Effekte sind mit diesen Modellannahmen zu erwarten? In der
Literatur wird angemerkt, dass bei Entfernungen die kleiner als der Hubble-Radius
sind die NT eine gute Nédherung darstellt. Gilt das auch bei der Betrachtung der
effektiven Entwickung von Raumdomé&nen? Aufgrund der Analogie zwischen den
Triaden 7‘,und dem Gradienten der Lagrangekoordinaten fi‘ ; haben diese Grofien
die gleiche Dynamik. Trotzdem kann die Metrik in der ART von der flachen Metrik
abweichen, da g;; = nambjGab gilt. Licht bewegt sich in der ART entlang Geodéten,
wéahrend in der NT die raumartige Hyperflache direkt beobachtbar ist. Neben diesen
Unterschieden gibt es Unterschiede bei den physikalischen Groéflen, die sowohl von
den Triaden als auch von der Anfangsmetrik abhéngen. Dazu zéhlen die rdumlichen
Mittelwerte. Mit Gleichung (3.30) und (3.51) gilt:

(Y)p = VLD/D V(X t) Vg d*X = VLD/D W(X,t) IVG d*X. (5.5)

Sie beinhalten sowohl die Triadendeterminante J als auch die Determinante G der
Anfangsmetrik. Wie in Abschnitt (3.1.5) miisste man im allgemeinen ein Gleichungs-
system nichtlinearer, partieller Differentialgleichungen 16sen, um G aus der Anfangs-
dichte und 7°, zu ermitteln.

Wir wollen einen anderen Weg einschlagen um die Groflenordnung abzuschétzen, in
der sich G bei unseren Modellannahmen bewegt. Wir gehen dabei von einer inho-
mogenen, aber sphérisch-symmetrischen Dichteverteilung aus. Die dreidimensionale
Metrik Gl. (4.42) ist in diesem Fall:

(5 R)/Z
ey Y 0
Gik = 0 (sgR)? 0 : (5.6)
0 0 (spR)%sin 0

Fordert man g;x(to) = G so kann man mit sg(tg) = 1 die Anfangsmetrik G,, und
Triaden n?; in diesen speziellen Koordinaten direkt ablesen:

17k1RR2 0 0
Gup = 0 R? 0 , (5.7)
0 0 RZ?sin%4
(SBR)/ 0 0
n; = 0 sg 0 |]. (5.8)
0 0 SB
Damit kann man die Wurzel der Determinante von G, angeben:
R?sin@
G=_7 (5.9)

V1—krR?
91



Dabei hiingt R?sin 6 mit der Wahl von Kugelkoordinaten zusammen und taucht in
der NT ebenso auf. Den Unterschied, der allein auf die Raumkriimmung in der ART
zuriickzufiihren ist macht also der Faktor /1 — kgR? aus. Mit Gl. (4.41) gilt fiir kg:

8rG [ o, -
kpR? = % 002 AR — R*34(t). (5.10)
0
Mit einem Einstein-De-Sitter-Hintergrund (5.1) sowie der Definition des Dichtekon-

trastes d = p/oy — 1 erhilt man:

R B 5 HQ R 5 B
% o0R? dR = 3?0/ (14 60)R* dR
0 0

R
= HZR? (1 - %/0 So 22 dR) : (5.11)

Als Mittel iiber den Eulerschen, flachen Raum aufgefasst, kann man den letzten Term

auch schreiben als: A

3 .

— | 0oR* dR. = (0o)5. 5.12

[ (3o)s (512)
Die Zeitableitung des anfinglichen Oberflichenskalenfaktors $%(tp) kann man im
Prinzip unabhéngig von der Dichte wéhlen, bewegt man sich dagegen im Rahmen
realistischer Anfangsbedingungen beziiglich des Standardmodells, so ist ein Zusam-

menhang mit dem Dichtekontrast geméfl Gl. (5.4) anzunehmen:

R?$%(ty) = H3 R? (1 - %(I)B> (5.13)

Die Zeld’ovich-Niherung impliziert I = —&y. Damit kann man den Faktor kpR?
als Funktion des gemittelten Dichtekontrastes (dp)s und der Hubble-Funktion des
Hintergrundes zur Zeit t; schreiben:

1 1
krR® = H{ R (§<5O>B + §<50>§3> : (5.14)

Bei einem Einstein-De-Sitter-Modell gilt Hg = H7(1+ 29)%. Dabei bezeichnet Hj, den
Wert der Hubble-Funktion zum heutigen Zeitpunkt, 2, ist die Rotverschiebung. Wir
haben ¢ = 1 gesetzt. Da krR? dimensionslos sein muss, gilt in Einheiten mit ¢ # 1:

2 _ HhR0(12+ 2p) (%<5O>B + %<5O>l23> . (5.15)

Geméf den Modellannahmen gilt H;, = 50km s 'Mpc~! und zy = 200. Den Wert des
gemittelten Dichtekontrastes werden wir im néachsten Abschnitt berechnen. Maximal
werden wir dann eine 3-0 Abweichung von dem als statistische Zufallsgrofie aufgefas-
sten Raummittel der Dichtefluktuation betrachten. Fiir 1-c und 2-0 Abweichungen
sind geringere relativistische Effekte zu erwarten.

krR

Cc
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Fiir die kleinste von uns gewé#hlte Raumdoméne mit einem anfinglichen Radius
von 0.025Mpc betriagt die 3-0 Abweichung des iiber diesen Raumbereich gemittelten
Dichtekontrastes 39 x 1073, Damit kann man einen Wert fiir kzR? angeben:

krR* = 1.859 x 1075, (5.16)

Fiir die groBte von uns gewédhlte Doméne mit einem anfénglichen Radius von 5Mpc
betréigt die 3-0 Abweichung des iiber die Doméne gemittelten Dichtekontrastes 0.01 x
1073. In diesem Fall erhiilt man die GréBenordnung:

krR? = 5.647 x 107°. (5.17)

Damit kann man abschétzen, um wieviel sich Mittelwerte in der ART und in der NT
im Rahmen unserer Modellannahmen unterscheiden. Mit der Tolman-Bondi Metrik
gilt:

R*dR
BK
VBK / V1-— k’RRQ
R
~ / VR AR+ / (hp B2y B2 dER, (5.18)
VBK BK

falls krR? << 1 gilt. Dann kann man den Faktor W nahern mit:
K

-1
1 4 o
— =~ (47r / R?dR+ = (kRRZ)RQ dR)
VBK 0 2 Jy

1 3 (R -
14+ —— [ (kpR)R?dR
VBE( +2R3 (krft") )

1 3

1— RHOR? AR ) . 1
ol 57 (szR VR dR) (5.19)

G1.(5.19) ingesetzt in Gl.(5.18) ergibt:

R
(B ~ () + o / (o B2)0 2 R

2VBE 0

3()e, [T mam2 o7
e /0 (knR?)R? dR2. (5.20)
Falls (kgR?) > 0 und ¢ > 0 so gilt mit (kgrR?),nin: Minimum der Funktion (kpR?)
im Intervall [0, R], (krR?)mas: Maximum der Funktion (krR?) im Intervall [0, R], die
Ungleichung;:

47T R ~ - N 3<2/}>BE R . ~
2VBE/0 (krR)Y R dR_Z—R?’/O (krR*)R? dR
< <w;BE ((kRRQ)maJ: - (kRRz)mzn) < <w;BE (kRRQ)max- (52]_)
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Damit erhédlt man eine Abschéitzung von der Groflenordnung der Abweichung des
Mittelwertes iiber eine gekriimmte Doméne vom Mittelwert iiber einen flachen Raum-

bereich: R
)oe ~ (Whg + BT I (5.22)

Die Berechnung von (krR?) legt nahe, dass (krR?) eine wachsende Funktion von
R ist. Damit sind die Unterschiede in den Mittelwerten um so grofler, je grofler die
Doméne gewéhlt wird. Im néachsten Abschnitt benutzen wir als grofften Anfangsra-
dius 5Mpec. Fiir eine solche Doméne gilt mit G1.(5.17):

(V) = (V)8 +2.8 X 107°(Y),. (5.23)

Bei kleineren Raumbereichen werden die Unterschiede noch geringer ausfallen. Daher
kann man bei der Bildung grofirdumiger Strukturen als gute Naherung die Mittelung
iiber eine Eulersche Raumdoméne verwenden. Der folgende Abschnitt benutzt diese
Vereinfachung.

5.2 Verhalten des Skalenfaktors inhomogener
Doménen

Leitet man die Anfangswerte fiir die Triaden in gleicher Weise aus den Dichtefluktua-
tionen ab wie in der NT, was unsere Analogiebetrachtung nahelegt, so besteht der
einzige Unterschied bei den Mittelwerten in der ART und in der NT in der Anfangs-
metrik, die in der ART einen gekriimmten, in der NT einen flachen dreidimensionalen
Raum beschreibt. Wie die Abschitzung im letzten Abschnitt zeigt, sind die quan-
titativen Unterschiede bei den Mittelwerten in den hier betrachteten Fiéllen jedoch
so gering, dass wir in guter Ndherung mit dem Newtonschen Begriffsbild arbeiten
koénnen.

Als Berechnungsgrundlage dient uns die verallgemeinerte Friedmann-Gleichung (2.58),
wobei der Riickwirkungsterm in genéherter Form geméfl Gleichung (3.81) eingesetzt
wird. Diese Differentialgleichung wird numerisch gelost, wobei die Anfangsbedingun-
gen in Appendix A.1 festgelegt werden. Als Hintergrund wéhlen wir ein Einstein-De-
Sitter-Modell.

Subtrahiert man die Friedmann-Gleichung fiir ein Einstein-De-Sitter-Modell 3% +

47Gop = 0 von Gleichung (3.81) und benutzt oy = %, so erhélt man die folgende
Differentialgleichung fiir ap(t):

3 (d_D _ 9) 3 (9) ()p = Qp | (5.24)

ap a
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mit (0)p = ({0)p — om)/on als iiber die Doméne gemittelter Dichtekontrast. Setzt
man Qp = 0 und (§)p = 0 so zeigt die Gleichung lediglich, dass der Skalenfaktor der
Doméne fiir alle Zeiten dem Skalenfaktor des Hintergrundmodells entspricht, ap = a.
Verschwindet der Riickwirkungsterm ()p = 0 wie bei sphérischer Symmetrie in der
NT (Abschnitt 4.1.1), so entspricht obige Gleichung einer Friedmann-Gleichung, de-
ren Dichteterm jedoch von dem des Hintergrundmodelles abweicht und so der Uber-
dichte oder Unterdichte auf der Doméne Rechnung trégt. Dieses Modell ist auch
unter dem Namen Top-Hat-Modell bekannt [59]. Unser Modell kann damit auch als
Erweiterung dieses Modells verstanden werden, bei dem nicht nur die Gesamtmasse
der Doméne zu deren dynamischem Verhalten beitrégt, sondern auch Einfliisse von
lokaler Scherung und Expansion Beriicksichtigung finden. Ahnliche Erweiterungen
des Top-Hat-Modells findet man bei Engineer et. al. [36]. IThr Hauptinteresse rich-
tet sich jedoch auf eine verbesserte Beschreibung des Virialisierungsprozesses und
anderer Clusterbildungsszenarien.

Um obige Differentialgleichung zu 16sen, legen wir die Anfangsbedingungen in Bezug
auf das Hintergrundmodell geméfl Abschnitt (5.1) fest. Zur numerischen Integration
von Gleichung (5.24) benutzen wir ein Runge-Kutta-Verfahren aus Press et al. [60].
Identische Resultate werden mit dem NDSOLVE Programm von MATHEMATICA

erreicht.

5.2.1 Anfangsbedingungen

In Abschnitt 2.4.2 ist es uns gelungen, den Riickwirkungsterm als Funktion der An-
fangswerte (I)p,, (I1o)p,, (II1y)p, und der Zeitfunktionen a(t), £(t) zu schreiben. Im
Appendix A wird der Zusammenhang zwischen diesen Gréflen und dem anfénglichen
Powerspektrum im Detail behandelt. Wir bestimmen die gemittelten Invarianten bei
einer Rotverschiebung von z = 200. Ein zu frither Startzeitpunkt fiir unsere Be-
rechnungen wére ungiinstig, da die Annahmen des Staubmodelles dann noch nicht
zutreffen und das Powerspektrum seine Form aufgrund nichtgravitativer Einfliisse si-
gnifikant dndert [10]. Im Einstein-De-Sitter-Hintergrund mitschwimmende Doménen
haben zu diesem Zeitpunkt erst den 200sten Teil ihres heutigen Volumens erreicht.
Uber Galaxienkataloge versucht man zum heutigen Zeitpunkt, mit Hilfe statistischer
Methoden, die Skala zu ermitteln, bei der ein Ubergang zu Homogenitit und Isotro-
pie in der Materieverteilung beobachtbar ist. Unser Interesse gilt speziell Doménen,
deren Grofle heute als grofl genug betrachtet werden, um das Friedmann-Modell an-
zuwenden, bei denen man also glaubt, bereits den Ubergang zur homogenen Mate-
rieverteilung zu beobachten. Wir wihlen als Anfangsdoméne eine Kugel Br mit dem
Radius R und nehmen ein Gauflsches Anfangsdichtefeld mit einem Kalte-Dunkle-
Materie (CDM) Powerspektrum an. Aus ihm lassen sich dann die Erwartungswerte
(Ensemble-Mittel) der im Riickwirkungsterm (mit Zel’dovich genéhert) auftretenden
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Tabelle 5.1: Dargestellt sind die gemittelten Massenfluktuationsterme oy, (R),o11, (R),
und oy, (R) fiir eine Anfangsdoméne mit dem Radius R, berechnet mit einem CDM-
Powerspektrum. In der ersten Zeile sind mit aR die Radien angegeben, die unsere
Anfangsdoménen zum heutigen Zeitpunkt im Einstein-De-Sitter-Modell hétten.

aR [Mpc] S 16 50 100 251 203 1005
R [Mp(] 0.025 0.08 0.25 0.5 1.25 2.5 5
or, x103 13 50 14 051 013 0.03 0.01
o, x10° 90 20 2 04 0.07 0.02 0.004

omr, x102 81000 4600 100 5 0.08 0.001 0.00004

Anfangsgrofien ausrechnen. Fiir ein Gaufisches Dichtefeld erhélt man:
E [(TIo)5] = E [(I1y)5] = E [(II1y)5] = 0. (5.25)

Fiir eine einzelne Doméne, z.B. unsere lokale Umgebung, kénnen die Invarianten sehr
wohl positive und negative Werte annehmen, die um ihren Erwartungswert fluktu-
ieren. Wir werden 1-0 2-0 und 3-o-Abweichungen vom Erwartungswert, berechnet
iiber die Varianz of(R) = E [(I5)%], bei der Berechnung der Zeitentwicklung des Ska-
lenfaktors in Betracht ziehen. Die so gewonnenen Anfangswerte héingen damit vom
Powerspektrum und von der Form, sowie der Grole der Doméne ab. Tabelle 5.1 zeigt
einige Werte fiir sphérische Anfangsdoménen verschiedener Radien, wie sie in Appen-
dix A.1 mit dem Standard-CDM-Modell berechnet werden. Wir kénnen auflerdem
zeigen, dass die gemittelten Invarianten, mit der Annahme eines Gauflschen An-
fangsdichtefeldes, statistisch unabhéngige Groflen darstellen und damit unabhéngig
voneinander festgelegt werden koénnen.

5.2.2 Ebener und Sphirischer Kollaps

Fiir den sphérischen Fall wurde bereits in Abschnitt 4.1.1 gezeigt, dass der Riick-
wirkungsterm in der N'T' verschwindet. In ebener Symmetrie ist die Zel’dovich-Néhe-
rung exakt (Abschnitt 2.4.3). Damit hat man bereits zwei Referenzfélle, bei denen
die Gleichung (5.24), mit Qp in der Zel’dovich-N#herung, keine genéherten Terme
enthélt, was bedeutet, dass eine Losung dieser Gleichung eine exakte Losung dar-
stellt. Die beiden Fille werden wir jetzt vergleichen, indem wir Gleichung (5.24) nu-
merisch fiir einen Einstein-De-Sitter-Hintergrund (a(t) = (t/t0)*3, £(t) = a(t) — 1)
integrieren. Ebener Kollaps bedeutet: (II)p, = 0 und (III)p, = 0. Fiir (I)p, wird
der Wert der mittleren Abweichung vom Erwartungswert eingesetzt, berechnet fiir
sphérische Anfangsdoménen mit den Radien R € {0.025,0.08,0.25,0.5}Mpc. // (Im
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Abbildung 5.1: Die Kurven zeigen den Skalenfaktor ap als Funktion der Zeit
beim sphérischen Kollaps (gepunktet) und beim ebenen Kollaps (durchgezogen)
mit (I)p, € {—13,-5.0,—1.4,—0.51,0.51,1.4,5.0,13} x 10~3 von unten nach oben.
Diese Werte sind fiir sphérische Doménen bei einer Abweichung von 1-o vom
Ensemble-Mittel berechnet, deren heutiger Radius im Einstein-De-Sitter-Modell
a(ty)R € {5,16,50,100}Mpc betragen wiirde. (siche Tabelle 5.1). Die gestrichelte
Linie zeigt die Entwicklung des Skalenfaktors im Hintergrundmodell.
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Einstein-De-Sitter-Standardmodell hétten solche Sphéren heute die Radien: a(t,)R €
{5,16,50, 100} Mpc) (siche Tab. 5.1).

Sphérischer Kollaps bedeutet: @Qp = 0 und (0)p # 0, was exakt dem altbekann-
ten Top-Hat-Modell entspricht [59]. Die Grofle der Anfangsdoménen wird wie beim
ebenen Kollaps festgelegt.

In Abbildung 5.1 erkennt man, dass die Entwicklung des Skalenfaktors ap fiir Doménen
mit dem Anfangsradius R = 0.25Mpc stark von der Hintergrundexpansion abweicht.
Wihlt man kleinere Anfangsdoménen, so wird die Abweichung sogar noch grofier
ausfallen. Dabei zeigt sich, dass im zweidimensionalen Fall die Doméne schneller
kollabiert als im sphérisch symmetrischen Fall. Dies ist in Analogie zum “Pancake-
Kollaps” zu sehen. Fiir Raumbereiche die heute im Bereich von 50 oder mehr Me-
gaparsec liegen, ist dieser Effekt weniger dramatisch, obwohl die Abweichungen vom
Hintergrund bereits signifikant sichtbar werden. Dieses Verhalten ist sowohl bei iiber-
dichten, als auch bei unterdichten Regionen zu beobachten. Die Resultate sind in
Ubereinstimmung mit fritheren Ergebnissen aus der Lagrangeschen Stérungstheorie
3, 56, 7, 22, 44].

5.2.3 Unsymmetrische Anfangsbedingungen

Das Verhalten des Skalenfaktors ap wird interessanter, wenn man iiber die exakte
Losung hinausgeht und der zweiten und dritten Invarianten einen von Null verschie-
denen Wert zuweist. Wie oben so wird auch hier von einer Sphére als Anfangsdoméne
ausgegangen. Dichteinhomogenitiaten in der Sphére unterliegen jedoch keinen Ein-
schrankungen durch Symmetrieannahmen. Um die Unterschiede deutlicher zu ma-
chen, setzen wir jetzt (I)p, = 0. Damit betrachten wir eine Doméne mit einer mittle-
ren Dichte, die der Hintergrunddichte zum Anfangszeitpunkt entspricht. Der Effekt
einer nichtverschwindenden zweiten Invarianten wird in Abbildung 5.2 dargestellt.
Schon bei Raumbereichen mit einem anfénglichen Radius von nur R = 0.25Mpc
(dieser Raumbereich wére im Einstein-De-Sitter-Modell auf 50Mpc bis heute expan-
diert), sind deutliche Abweichungen vom Hintergrundmodell zu erkennen. Obwohl
wir Doménen ohne anfingliche Uberdichte betrachten, die aufgrund der konserva-
tiv gewahlten 1-0 Abweichung vom Ensemble-Mittel hiufig im Kosmos vorkommen
sollten, kollabieren in unserem Modell bereits solche Doménen, die im Einstein-De-
Sitter-Modell bis zum heutigen Zeitpunkt auf ~ 16Mpc Radius angewachsen wéren.

Verglichen mit der ersten und zweiten Invarianten ist der Effekt der dritten Invarian-
ten klein (in der betrachteten Zeitspanne). Um das zu zeigen, wéhlen wir Raumberei-
che aus, bei denen (I)p, = (II)p, = 0 gilt. Die Werte von (III)p, werden, bei einer 1-
o-Abweichung vom Ensemble-Mittel fiir sphérische Anfangsdoménen berechnet. Bei

98



250

200 — z

50 —

—
o
(=}
T L B B B B T T
R R A S S R N R R A B R

I I I I | I I I I |
0 5 10

t [Gy]

Abbildung 5.2: Die Kurven zeigen die Entwicklung des Skalenfaktors ap(t) fiir die An-
fangsbedingungen (Iy)s = (Ily)s = 0 und (Ily)s € {—90, —20, —2,2,20,90} x 10~°
als durchgezogene Linien von unten nach oben. Diese Werte sind, bei einer 1-o-
Abweichung vom Ensemblemittel, fiir sphérische Anfangsdoménen berechnet, de-
ren Radien sich im Einstein-De-Sitter-Modell bis heute auf{5,16,50} Mpc ausgedehnt
hétten (see Table 5.1). Die gestrichelte Linie zeigt die Entwicklung des Skalenfaktors
im Hintergrundmodell.
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Abbildung 5.3: Die Kurven zeigen die Entwicklung des Skalenfaktors ap(t) fiir die
Anfangsbedingungen (Ip)s = (IIp)s = 0 und (IIly)s € {—81,—4.6,4.6,81} x 107
als durchgezogene Linien von unten nach oben. Diese Werte sind, bei einer 1-o-
Abweichung vom Ensemblemittel, fiir sphéirische Anfangsdoménen berechnet, deren
Radien sich im Einstein-De-Sitter-Modell bis heute auf {5,16} Mpc ausgedehnt hitten
(see Table 5.1). Die gestrichelte Linie zeigt die Entwicklung des Skalenfaktors im
Hintergrundmodell.

einem Anfangsradius von 0.25Mpc (dieser Raumbereich wére im Einstein-De-Sitter-
Modell auf 5Mpc bis heute expandiert), wird eine Abweichung vom Hintergrund-
modell sichtbar (Abbildung 5.3). Fiir Raumbereiche der Anfangsradien 0.08Mpc ist
der Effekt bereits klein und kann auf grofleren Skalen ganz vernachléssigt werden.
Bis jetzt haben wir nur solche Raumbereiche betrachte, die entsprechend einer 1-o-
Abweichung hiufig im Kosmos auftreten sollten. Inhomogenes Verhalten des Raum-
bereichs wird aber sowohl durch verkleinern der Anfangsdoméne, als auch durch
verstirkte Abweichung vom Ensemble-Mittel erreicht. Um diesen Effekt ndher zu
untersuchen, nehmen wir jetzt 2-0 und 3-0-Abweichungen vom Ensemble-Mittel an.
Wie in Abbildung 5.4 zu erkennen ist, konnen in diesem Fall sogar Raumbereiche
bereits kollabiert sein, deren Radien sich im Einstein-De-Sitter-Modell bis heute auf
50Mpc ausgedehnt hétten. Mit unserem Ansatz nimmt man bereits an, dass der
Riickwirkungsterm auf grofien Skalen einen zu vernachlissigenden Beitrag liefert.
Daher stimmt die Entwicklung des Skalenfaktors beim Ubergang zu gréBeren Ska-
len immer mehr mit der Entwicklung im Friedmann-Modell iiberein (siehe Abbil-
dung 5.5). Trotzdem kann man fiir Raumbereiche, deren Radien sich im Einstein-
De-Sitter-Modell bis heute auf 100Mpc gedehnt héitten, eine bis zu 15%ige Ab-
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Abbildung 5.4: Die Kurven zeigen die Entwicklung des Skalenfaktors ap(t) fiir sphéri-
sche Doménen, deren Radien sich im Einstein-De-Sitter-Modell bis heute auf 50Mpc
ausgedehnt hétten (see Table 5.1). Wir nehmen 1-0 (gepunktete), 2-0 (kurzgestri-
chelt) und 3-0 (langgestrichelt) Abweichungen der gemittelten Invarianten (Iy)g,
(ITy)s und (IIIy)z an (siehe Tabelle 5.1). Die gezeigten Entwicklungen sind mit
<IO>B < 0, <IIO>B <0 ,<III()>B <0 (ijberdicht) und <IO>B > 0, <IIO>B >0 ,<III()>B >0
(unterdicht) gewonnen. Die gestrichelte Linie zeigt die Entwicklung des Skalenfaktors
im Hintergrundmodell.
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Abbildung 5.5: Die Kurven zeigen die Entwicklung des Skalenfaktors ap(t) fiir
Doménen, deren Radien sich im Einstein-De-Sitter-Modell bis heute auf 100Mpc
(obere Abbildung) und 250Mpc (untere Abbildung) ausgedehnt hétten (siche Tabel-
le 5.1). Ansonsten wurden die Konventionen aus Abbildung 5.4 benutzt.
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weichung vom Friedmann-Modell beobachten, wenn man eine 3-o-Abweichung vom
Ensemble-Mittelwert der Invarianten annimmt. Das Volumen eines solchen Raumbe-
reichs entspréche einer Box mit ~ 160Mpc Seitenlédnge. Das entspricht einer Grofle,
die hdufig in N-Koérper Rechnungen benutzt wird. Bei Raumbereichen, deren Radien
sich im Einstein-De-Sitter-Modell bis heute auf 250Mpc gedehnt hétten, stellt man
immer noch eine 3%ige Abweichung vom Friedmann-Modell fest, wenn man eine 3-
o-Abweichung vom Ensemble-Mittelwert der Invarianten annimmt. In den néchsten
Abschnitten werden wir feststellen, dass der Einfluss auf den Bremsparameter und
den Hubbleparameter deutlicher ausfallt, da diese Parameter die Zeitableitungen von
ap enthalten.

5.2.4 Vergleich mit der linearen Eulerschen Nidherung

Wir berechnen die Zeitentwicklung von ap, indem wir den Riickwirkungsterm in der
linearen N#herung (Gleichung 2.75) in die Entwicklungsgleichung fiir den Skalenfak-
tor (Gleichung 5.24) einsetzen und numerisch 16sen. In Abbildung 5.6 vergleichen wir
die Entwicklung des Skalenfaktors in der Zel’dovich-Naherung mit der Entwicklung in
Eulerscher linearer Naherung. Obwohl wir 3-0-Abweichungen in den Anfangsbedin-
gungen annehmen, wird die Entwicklung unterdichter Raumbereiche, deren heutige
Radien im Einstein-De-Sitter-Modell mehr als 50Mpc betragen wiirden, schon sehr
gut durch die Eulersche lineare Naherung beschrieben. Bei iiberdichten Doménen ist
die Ubereinstimmung schlechter. Bei kollabierenden Doménen stellt man bei iiber-
dichten Raumbereichen, deren heutige Radien im Einstein-De-Sitter-Modell weniger
als 100Mpc betragen wiirden, grofle Unterschiede fest. Hier scheint die Eulersche
lineare Theorie fehlzuschlagen. Zu bemerken ist, dass dieses Verhalten mit der Mit-
tellung zusammenhéngt. Lineare Theorie macht keine korrekten Aussagen dariiber,
wohin sich die Massenelemente bewegen. Dies hat ein Vergleichstest mit Lagrange-
scher Storungsrechnung und N-Korper Rechnungen gezeigt [54].

5.3 Kosmologische Parameter im Vergleich

Nicht nur die Entwicklung des Skalenfaktors sondern auch die abgeleiteten Gréfien

wie der Hubble-Parameter Hp = ap/ap und der Bremsparameter gp = —(ip/ap)/Hz
sind von speziellem Interesse. Zusétzlich wurden in den Abschnitten (2.3.4, 3.3.3)

kosmologische Parameter definiert, die im Grenzfall einer homogen-isotropen Mate-

rieverteilung die bei Friedmann-Modellen iiblichen Parameter ergeben. Weichen diese

regional definierten Parameter stark von denen des Hintergrundmodells ab, so ist es

nicht moéglich, durch Mittelung die Parameter des Hintergrundes zu ermitteln.
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Abbildung 5.6: Entwicklung des Skalenfaktors ap fiir 3-o-Abweichungen vom
Ensemble-Mittel wie auch bei Abbildung 5.5. Die Kurven zeigen die Entwicklung
tiberdichter Doménen, deren heutige Radien im Einstein-De-Sitter-Modell a(tg)R €
{50, 100, 250} Mpc betragen wiirden, sowie unterdichter Doménen, deren heutige Ra-
dien im Einstein-De-Sitter-Modell a(to)R € {250,100, 50} Mpc betragen wiirden, in

der angefiihrten Reihenfolge von unten nach oben. Die Entwicklung von a% wird

durch die durchgezogene Linie dargestellt, die Entwicklung von @i durch die ge-
punktete Linie. Die gestrichelte Linie zeigt die Entwicklung des Skalenfaktors im

Hintergrundmodell.

104



L \h\ ‘ i
140 FWR .
LA\ i
\ \
l \\\\\ i
120 - W\ -
100 -
—~~

= . i
- | ]
= l i
80 -
60 -
40 | =
L | | Ll ol

4 6 8 10 12

Abbildung 5.7: Entwicklung des Hubble-Parameters Hp fiir eine sphérische An-
fangsdoméne, deren heutiger Radius im Einstein-De-Sitter-Modell 100Mpc betra-
gen wiirde. Uberdichte Doménen zeigen ein kleineres Hp als im Einstein-De-Sitter-
Universum (durchgezogene Linie), unterdichte ein grofleres Hp. Im iibrigen gelten

die Angaben von Abbildung 5.4.

5.3.1 Entwicklung des Hubble- und Bremsparameters

In Abbildung 5.7 erkennt man, dass eine Abweichung von 20% im Hubble-Parameter
Hp in einer Doméne, deren heutiger Radius im Einstein-De-Sitter-Modell 100Mpc
betragen wiirde (bei 3-0 Abweichung) zum heutigen Zeitpunkt im Bereich des Mogli-
chen liegt. Bei einer Doméne, deren heutiger Radius im Einstein-De-Sitter-Modell
250Mpc betragen wiirde, ist eine Abweichung von 3% wahrscheinlich. Das stimmt mit
den Resultaten von Wu et al. [70] fiir ein regional unterdichtes Universum iiberein.
(siehe auch [57], [67]). Beim Bremsparameter fillt die Abweichung deutlich starker
aus (Abbildung 5.8). In einer 3-sigma Doméne, deren heutiger Radius im Einstein-
De-Sitter-Modell 100Mpc betragen wiirde, stellt man im Bremsparameter Abwei-
chungen von iiber 200% vom Einstein-De-Sitter-Universum fest. Bei einer Doméne,
deren heutiger Radius im Einstein-De-Sitter-Modell 250Mpc betragen wiirde, ist ei-
ne Abweichung von 15% moglich. Man stelle sich vor, dass unser lokales Universum
einen unterdichten Teil des Kosmos darstellt (wie er aus einer Anfangsdoméne mit
0.5-0-Abweichungen der Anfangswerte von ihren Ensemble-Mitteln hervorgeht). In
diesem Teil des Kosmos kénnen, durch Dichteinhomogenitéten mit kleiner Amplitude
zusitzlich lokale Scherungen auftreten, die der durch die Unterdichte bedingten Ex-
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Abbildung 5.8: Zeitentwicklung des Bremsparameters ¢p(t) fiir eine sphéirische An-
fangsdon'[_léine, deren heutiger Radius im Einstein-De-Sitter-Modell 100Mpc betragen
wiirde. Uberdichte Doménen zeigen ein grofieres ¢p(t) als im Einstein-De-Sitter-

Universum (durchgezogene Linie), unterdichte ein geringeres ¢p(t). Im iibrigen gelten
die Angaben von Abbildung 5.4.
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Abbildung 5.9: Zeitentwicklung des regionalen Bremsparameters ¢p(t) fiir eine
sphérische Anfangsdoméne, deren heutiger Radius im Einstein-De-Sitter Modell
100Mpc betragen wiirde. Als Anfangsbedingungen wird fiir (Iy)g eine 0.5-0, fiir
(ITg) 5 und (II1y) 5 eine 3—0 Abweichung vom jeweiligen Ensemblemittelwert gewéhlt,
(ITTy) g und (I1y)p haben das entgegengesetzte Vorzeichen wie (Iy)ps. Die anfinglich
beschleunigt expandierende, unterdichte Region ((Ip)s > 0 bremst letztlich ab (ge-
punktet), wihrend die anfénglich iiberdichte Region (gestrichelt) eine beschleunigte
Expansion zu einem spéten Zeitpunkt zeigt.

pansion entgegenwirken (wir nehmen weiter an, dass die lokale Scherung in unserem
Raumbereich in einer Abweichung von (Ily)s um 3-0 von ihrem Erwartungswert zum
Ausdruck kommt). Eine solche Doméne, in der die Unterdichte “gegen” kleinskalige-
re Dichtefluktuationen arbeitet, zeigt verschiedene Entwicklungsstadien (Abbildung
5.9). Eine anfianglich unterdichte Region kann so in einem spéteren Entwicklungssta-
dium eine verlangsamte Expansion zeigen.

5.3.2 Zeitentwicklung der Kosmologischen Parameter

Ein Grofiteil der in der Kosmologie tétigen Forscher ist heute damit beschéftigt,
die Kosmologischen Parameter des Friedmann-Modells zu bestimmen. Daher ist es
interessant, sich die Zeitentwicklung von analog definierten Parametern in unserem
inhomogenen Modell anzuschauen (siche Abschnitt 2.3.4). Natiirlich muss man einen
zusatzlichen Parameter, den sogenannten Riickwirkungsparameter Qg in unserem
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Modell einfithren. Kennt man die Zeitentwicklung von ap fiir gegebene Anfangsbe-
dingungen, so kann man die Zeitentwicklung von Q2 QP und Qg bestimmen. Wir
fordern als Randbedingung, dass die globale Entwicklung einem Einstein-De-Sitter-
Modell folgt mit 24 = 0 = QF und auf der gréften Skala Q; = 0. Wie im Folgenden
gezeigt wird, kann die Zeitentwicklung der lokalen kosmologischen Parameter stark
von ihren Hintergrundwerten abweichen, auch wenn der Riickwirkungsterm selbst
klein ist. Fiir den Dichte- und Kriimmungsparameter gilt:

H2(ty) — (1 — (To)p, )

Tl = e
Dy ko
Q) = o (5.26)

mit kp = () (to) —1)ap(to)?. Die Zeitentwicklung von Qg ist durch Gleichung (3.64)
gegeben.

Fiir eine homogen-isotrope Materieverteilung kann man QP im Newtonschen Sinne
mit der Gesamtenergie innerhalb der Doméne in Verbindung bringen. Dies ist in
unserem allgemeineren Falle nicht moglich. Hier ist kp lediglich eine Integrations-
konstante, die durch die Anfangsbedingungen gegeben ist.

Bemerkenswert ist, dass obwohl Qg fiir eine unterdichte Doméne vernachléassigbar
sein mag ( Abbildung 5.10), grofle Abweichungen in den anderen Parametern von
denen des Friedmann-Modells auftreten. Fiir eine kollabierende Doméne, deren heu-
tiger Radius im Einstein-De-Sitter-Modell 100Mpc betragen wiirde, kann der lokale
Massendichteparameter sogar um mehr als 100% vom Massendichteparameter des
Hintergrundmodells abweichen (Abbildung 5.11).
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Abbildung 5.10: Entwicklung der kosmologischen Parameter Q¥ (durchgezogen), QP
(kurzgestrichelt) und QF (langgestrichelt) in einer expandierenden (unterdichten)
Doméne mit einem anfanglichen Radius von 0.5Mpc (heutiger Radius im Einstein-
De-Sitter-Modell: 100Mpc). Die gepunktete Linie bezeichnet Q) + QP +Qf. Bei der
linken Abbildung werden 1-0 Abweichungen, bei der rechten 3-0 Abweichungen in
den Anfangsbedingungen benutzt. Die Entwicklung des Skalenfaktors unter diesen

0.8

0.6

0.4

0.2

Bedingungen zeigt Abbildung 5.5.

Abbildung 5.11: Die Entwicklung der Groéflen aus Abbildung 5.10, jetzt fiir kollabie-

rende Doménen.
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Anhang A

Anfangsbedingungen

A.1 Beziehung des Dichtekontrastes zum Skalar-
feld

In Abschnitt 2.4.2 ist es uns gelungen, den Riickwirkungsterm als Funktion der An-
fangswerte (Iy)p,, (IIo)p,, (II1y)p, und der Zeitfunktionen a(t), £(t) zu schreiben. Es
sind die Invarianten des Tensors ¢;;, wobei Vot im Zel’dovich-Ansatz auftaucht.
Um von einem, im Friithstadiun der Strukturbildung gegebenen, Powerspektrum fiir
Dichtefluktuationen ausgehen zu konnen, benétigen wir eine Relation zwischen
und dem anfénglichen Dichtekontrast do(X) = (o(X,to) — 0n(to))/ou(to). Dieser
Zusammenhang ergibt sich iiber die Pekuliargeschwindigkeit zum Anfangszeitpunkt.
mit Gleichung (2.51) gilt:

Nimmt man ein nichtrotierendes Anfangspekuliargeschwindigkeitsfeld an, so kann
man dieses allein aus seinen Quellen bestimmen.

~ k .
u(X, f) = /R % Bl o) e
~ k .
= —a(ty) / Bk u(k, ty) —5e™X, (A.2)
R3 Zk'Q

mit k = |k| und der Fouriertransformierten A(k) eines Feldes A(q):

Alk) = /R g AX)e X (A3)
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Der Zusammenhang mit dem skalaren Feld 1) ergibt sich fiir einen Einstein-de-Sitter-
Hintergrund zu v;; = a(to)w;; (X, to). Mit Gleichung (A.2) kann man die Invarianten
von 1;; als Funktion des Dichtekontrastes berechnen.

A.2 Die gemittelten Invarianten

Um die Rechnung zu vereinfachen, benutzen wir sphérische Anfangsdoménen Br mit
dem Radius R. Die Annahme der stochastischen Unabhéngigkeit des Anfangsdich-
tefeldes an verschiednen Punkten im Raum ermdoglicht es uns, den Ursprung unseres
Koordinatensystems als Mittelpunkt der betrachteten Anfangssphére zu wahlen. Die
Fensterfunktion sei definiert als:

| 1/|Bg| falls X € Bg,
Wr(X) = { 0 sonst, (A4)
wobei |Br| = 47/3 R? das Volumen der Sphiire ist. Die Fouriertransformierte W,
— 2
k)= —————(si — A.
Wr(k) Bl 2r R (sin(kR) — kRcos(kR)), (A.5)

héngt nur von k = |k| ab. Das rdumliche Mittel (A(X))g des Feldes A kann, mit Hilfe
des Faltungstheorems fiir Fourier—transformierte Funktionen, geschrieben werden als:

s = [ EX AXW(X)
=(2n)? / Bk AK)Wr(k). (A.6)

Mit Hilfe der Gleichungen (A.2) und (2.60), (2.61), (2.62) konnen wir die gemittelten
Invarianten mit Hilfe des anfanglichen Dichtekontrastes d(k, ty) = do(k) ausdriicken:

(o), == @) [ &% Gal0W(h) (A7)
(o), —<272T>3 /R &3k, /R %Ky J0(k:1)do (ko)
x Wh(|ki + ka|) (1 - %) : (A.8)

(M), == @0f [ @ [ @ [ sk
R3 R3 R3

x Wr(|k1 + ko + ks|)F(ki, ko, ks), (A.9)
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mit
1 1(ko-k3)® 1(k;-ko)(ky-Kks)(ks-ks)
F(ki. Ky Ks) = — — = - .
(ko k) =5 = 55—+ 3 [ETETE

Vergleichbare Ausdriicke ohne rdumliche Mittelung findet man mit systematischer
Herleitung in [37, 51] (siehe auch [43]).

(A.10)

Um die Entwicklung des Skalenfaktors mit Gleichung (5.24) zu berechnen, ist zusitz-
lich die Kenntnis der normierten Uberdichte (0), = ((0)p—0#)/0on notwendig. Diese
kann man auf die erste Invariante zurtickfiihren:

w
w

(0= g5 (14 (6(t0))p,) = 1= 5 (1= o)) — 1. (A11)

Q
Q

A.3 Verteilung der volumengemittelten Invarian-
ten

Im letzten Abschnitt haben wir die Invarianten als Volumenmittel des anfangli-
chen Dichtekontrastes geschrieben. Um eine konkrete Vorstellung von der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der gemittelten Invarianten zu bekommen, berechnen wir
ihr Ensenble—Mittel und ihre Varianz unter der Annahme, dass es sich bei dp um ein
Gauflsches Zufallsfeld handelt. Ein GauBsches Zufallsfeld ist durch sein Powerspek-
trum Py(k) bereits bestimmt, wobei k = |k| gilt [63]:

E[do(k)do(K)] = 6P (k +K') Py(k). (A.12)

6P (+) ist die Diracsche Delta-Distribution. Im Gegensatz zum raumlichen Mittel (),
iiber eine Raumdoméne bezeichnet E[-] das Ensemble-Mittel. Da ein Gaufisches Zu-
fallsfeld ergodisch ist [1], ergeben Ensemble-Mittel und rédumliches Mittel tiber den
ganzen Raum den gleichen Wert. Wir betrachten jedoch nur sphérische Raumaus-
schnitte.

Per Definition verschwinden alle geraden Momente eines Gauflschen Zufallsfeldes.
Deshalb gilt: E[6o(X)"] = 0 fiir gerade n und mit den Gleichungen (A.7) ,(A.9) folgt:

B[(ly)g,]  =0= El(lo)s, (Mo, .
E[(ITL)g,] =0= E[(IL)g, (T, ]

Das zeigt schon, dass es sich bei (Iy)z und (Ilp) ., ebenso bei (ILy),;  und (L),
um unabhéngige Zufallsvariablen handelt, die damit auch unabhéngig voneinander
festgelegt werden konnen. Die Erwartungswerte der zweiten Invarianten und der Pro-
duckte der Invarianten erfordern einige Berechnungen. Mit den Gleichungen (A.7),

(A.13)
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(A.12) und (A.13) erhélt man:

o} (R) = E | ({To)s, — El(To)s,))’| = EL(Lo)3,

= (2m)° /R 3 Bk Py(k)Wg(k)>. (A.14)

Die Varianz o7 (R) ist gleich der bekannten mittleren quadratischen Fluktuation des
anfianglichen Dichtekontrastes geglédttet mit einer Top-Hat-Fensterfunktion mit dem
Radius R.

Fiir die zweite Invariante erhalt man:
E[(ITp)s, ] = 2(2m)* / d*k; Py(k)

. X /R 3 ks 67 (ks) (1 - (l;%l ('I{I:Q__k’if) Wr(ks). (A.15)

Mit der Transformation auf Polarkoordinaten und der anschlieenden Limesbildung
ko — 0 bekommt man:

E[(ILy), ] = 0. (A.16)

Fiir ein Gaufisches Dichtefeld kann man die Vier-Punkt Korrelationsfunktion in
Zwei-Punkt Korrelationsfunktionen zerlegen:

E[do (k)00 (k)00 (k3 )00 (ki)] =Po (k1) Po(ks)0” (k1 + ka)6” (ks + ky)
+ Py (k1) Py (ko) (ky + k3)0” (ko + ky)
+ Py (k1) Py(ka) 0" (ky + ky)0” (ko + k).

Damit kann die Varianz der zweiten Invarianten mit Gleichung (A.8) berechnet wer-
den:

ofi(R) :IE[(IIO%R] :@ /R3 B3k, /RS d®ky Py(k1) Po(ks)

N ki -Kko)2\ 2
< Wa(lk: + ks])? @%) A

Eine analoge Rechnung ergibt:
E[(Io) 5, (1), ] =0, (A.15)

was zeigt, dass auch (L), und (ITlp), unabhiingig sind und damit eigensténdig
festgelegt werden koénnen.

Ahnlich wie die Vier-Punkt-Korrelationsfunktion kann man auch die Sechs-Punkt
Korrelationsfunktion in Zwei-Punkt Korrelationsfunktionen zerlegen. Das ermoglicht
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es uns E[(IIIO%R} mit Hilfe des Powerspektrums zu schreiben. Nach einiger Rechnung
erhdlt man:

rhu(R) =B, ) ) [ &k [ @k [ dky

% Po(k1) Py (k) Po(ks) [WR(kl)ZGl(kl,kQ,kg)

+WR(|k1+k2+k3’)2G2(k1,k2,k3) ) (A.19)
it (ki -ko)2(k; -ks)?  13(ki-ko)? 5
Kk ko ky) = —2 1 72/ VRS P A2
Gl( 1, 182, 3) k%k%k% + 4 k’%kf% 47 ( 0)
und

2 (k; - o 2(K; - ka)2(ks - ko)?
Gk Koy, Keg) —2 (K1 Ko)" (K - K )" (ks - o)

3 e
ok - ko) (ks - ) (ks - k)
kikaks
2 (k1 - ko) (ki - k3) (ko - k)
3 [yETe
2k ko)t (ky-ka)? 1
- — = . A.21
3 hE ETE (A.21)

A.4 Zahlenwerte

Um die Fluktuationen oy(R) usw. zu berechnen, miissen wir das anfangliche Power-
spektrum Py(k) kennen. Modelle, die die lineare Entwicklung des Powerspektrums
beriicksichtigen, gehen iiblicherweise von folgender Gleichung aus:

P(k,ty) = AK™ T(k,t4)%, (A.22)

mit der Amplitude A, dem anfiinglichen Spektralindex n und der Transferfunktion
T(k,tp). tn, bezeichnet den heutigen Zeitpunkt. Wir benutzen n = 1 und die Trans-
ferfunktion fiir Kalte-Dunkle-Materie (CDM) nach Bardeen et al. [5]. Dabei werden
fiir €2,, = 1 ein geringer Anteil an Baryonen sowie drei verschiedene Neutrino Flavors
beriicksichtigt:

In(1+ rk)
rk

mit r = 9.36Mpc, s = 15.56Mpc, ¢t = 64.4Mpc, u = 21.84Mpc, und v = 26.84Mpc.
In Ubereinstimmung mit Abschnitt 5.2.1 wird ein Einstein-De-Sitter-Hintergrund

N

T(k,ty) = x (14 sk + (th)* + (uk)® + (vk)*) 7, (A.23)
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Abbildung A.1: Dargestellt sind die Werte von o1(R) und opy(R) fiir sphérische An-
fangsdoménen in Abhéngigkeit vom Doménenradius R. Oben ist der Radius der
Doméne angegeben, die diese heute in einem Einstein-De-Sitter Kosmos hétte. Die
gepunktete Linie ist das Ergebnis fiir o7(R) mit dem geglatteten Spektrum aus Glei-
chung (A.25). Die kurzgestrichelte, langgestrichelte und gestrichelt—gepunktete Linie
sind mit einer kleinen Abschneidewellenlénge k, die L = 200Mpc und L = 400Mpc
entspricht, berechnet.

mit Hy = 50kms 'Mpc™' angenommen. k wird in Einheiten von Mpc™' angegeben.
Wir wihlen als Normierung A = 2.19 10*Mpc* die aus ¢(8/0.5 Mpc) = 1 gefolgert
wird (siehe Gleichung (A.14) and Tabelle 5.1). Diese Normierung ist kleiner als die
Cobe-Normierung [27], aber grofer als die Cluster—Normierung [68] fiir dieses CDM—
Modell.

Wir wéhlen unsere Anfangsbedingungen zum Zeitpunkt zy = 200, da sich zu einem
spéteren Zeitpunkt seine Form nicht wesentlich #ndert [10]. Das lineare Powerspek-

trum zum Anfangszeitpunkt ¢o, mit a(tg) = 1, steht in direkter Beziehung zum
linearen Powerspektrum aus Gleichung (A.22) zur heutigen Zeit t;:
P(k,ty)
Py(k) = -, A.24
0( ) a(t0)2 ( )

Mit Verwendung dieses CDM-Modells berechnen wir oy(R) und opr(R) fiir Anfangs-
doménen mit dem Radius R (siehe Abbildung A.1). Hier noch einige Anmerkungen
zur numerischen Vorgehensweise: die Berechnung von oy(R) aus Gleichung (A.14)
macht numerisch keine Schwierigkeiten. Wir benutzen ein einfaches Monte—-Carlo—
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Verfahren. Das Dreifachintegral in Gleichung (A.17) zur Berechnung von oy ( R) erfor-
dert “Stratified—Sampling”. In beiden Féllen sind unsere Resultate bis auf eine Stelle
genau. Die Berechnung von opr(R) aus Gleichung (A.19) erfordert einen grofen Re-
chenaufwand, um die acht Integrale numerisch zu 16sen. Der Effekt von oyp(R) auf
die Entwicklung der von uns betrachteten Doménen ist jedoch so gering, dass hier
eine Abschétzung der GroBlenordnug geniigt. Wir verwenden dabei die Beziehung:
om(R) ~ 1/27 o1(R)3, die in sphiirischer Symmetrie exakt Giiltigkeit hat. Die Wer-
te fiir o1(R), o1r(R) und oypr(R), die in unserer Rechnung benutzt werden, sind in
Tabelle 5.1 angegeben.

Es wurde gezeigt, dass die Genauigkeit der Zel’dovich Approximation dadurch ge-
steigert werden kann, dass man ein gegléttetes Anfangsdichtefeld benutzt, was einem
bei einer bestimmten Wellenlénge abgeschnittenem Powerspektrum P entspricht
(32, 55, 24, 54, 44]. Die optimale Gléattungsskala fir CDM Anfangsbedingungen ist
in unserem Falle ky = 1.687Mpc~! [69]. Das Powerspektrum hat dann die Gestalt:

P,(k) = e F /% py(k). (A.25)

In Abbildung A.1 ist oy(R) dargestellt, berechnet mit Ps(k) anstatt mit Py(k). Schon
fiir Doménen, deren Radius im Einstein-De-Sitter-Modell heute 20Mpc betragen
wiirde, ist der Unterschied verschwindend.

In einer periodischen Box mit der Seitenldnge L wird das Powerspektrum bei kleinen
k-Werten abgeschnitten. Die Unterdriickung von Fluktuationen in den Anfangsbe-
dingungen kann durch das Abschneiden eines Wellenléingenbereichs abgeschéitzt wer-
den: P(k) = 0 fiir k£ < 27/L. In Abbildung A.1 ist der Effekt dieses Abschneidens
angewandt auf oy(R) gezeigt.
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