
Transferreaktionen

zu ungebundenen

Kernzust�anden

Dissertation

der Fakult�at f�ur Physik

der

Ludwig{Maximilians{Universit�at

M�unchen

vorgelegt von

Andreas Ludwig Maximilian Weigel

aus M�unchen

M�unchen, den 13.12.2000



Gott gibt die N�usse,
aber er bei�t sie nicht auf!

Johann Wolfgang von Goethe

F�ur Lisa, Henriette und Fritz

1. Gutachter: Prof. Dr. H. H. Wolter
2. Gutachter: Prof. Dr. G. Graw

Tag der m�undlichen Pr�ufung: 13.02.2001



Zusammenfassung

Das Thema der vorliegenden Arbeit sind Einnukleon-Transferreaktionen zwischen
Kernen, und zwar insbesondere zu Endzust�anden imKontinuum, d. h. zu Dreik�orper-
endkan�alen. Damit beschreibt man inklusive, inelastische Kernreaktionen, wobei der
Energieverlust derart ist, da� das transferierte Nukleon frei sein kann. Solche Re-
aktionen sind von aktuellem Interesse bei der Reaktionstheorie und Struktur von
sogenannten exotischen, d.h. sehr schwach gebundenen Kernen nahe der Teilchenin-
stabilit�at, bei denen die Einbeziehung des Kontinuums von gro�er Bedeutung ist.
Die Beschreibung dieser Transferreaktionen erfolgt im Rahmen der direkten Reakti-
onstheorie, die f�ur bin�are Reaktionen, d.h. solche mit diskreten Endzust�anden, seit
ca. 40 Jahren intensiv genutzt wurde, um spektroskopische Informationen �uber Ker-
ne zu gewinnen. Die Ausdehnung auf 3-K�orperendzust�ande ist nicht trivial und wird
hier zusammenfassend referiert. Die Rechnungen dieser Arbeit benutzen die niedrig-
ste N�aherung der DWBA, wobei jedoch jetzt die Wellenfunktion des transferierten
Teilchens durch eine elastische Streuwelle dargestellt wird. Dies geschieht im einfach-
sten Fall durch eine Potentialstreuwelle. Ein solcher Ansatz ist aber im allgemeinen
nicht ausreichend, da dadurch die Freiheitsgrade des Rumpfes nicht mitber�ucksich-
tigt werden. Durch Kopplung der Teilchen an Rumpfanregungen wird die Struktur
der Teilchenzust�ande, genauso wie bei gebundenen Niveaus, auch im Kontinuum
wesentlich komplexer, und ist f�ur eine genauere Beschreibung von Bedeutung. Im
Rahmen des bereits von Bohr-Mottelson und Soloviev entwickelten Quasiteilchen-
Rumpf-Kopplungsmodells (QPC) ist eine derartige Ber�ucksichtigung m�oglich. Dabei
werden die Rumpfphononen durch einen QRPA-Ansatz beschrieben und die QPC-
Zust�ande durch dynamische Massenoperatoren. Neu ist hier, da� diese Beschreibung
auf das Kontinuum ausgedehnt wird. Das erhaltene Integralgleichungssystem wurde
nach einer Sturm-Liouville-Basis entwickelt und geeignet diskretisiert. Man erh�alt
dadurch eine konsistente, mikroskopische, d.h. auf einer e�ektiven Wechselwirkung
beruhende Theorie, die spektroskopische Gr�o�en liefert mit denen inelastische An-
regungen und Transfer zum Kontinuum beschrieben werden k�onnen.
Die Methode wird auf einige charakteristische F�alle von niederenergetischen Kern-
reaktionen mit leichten Schwerionen (12;13C Projektilen, 12C und 40Ca Targets) an-
gewandt. Dabei werden die gemessenen Spektren quantitativ beschrieben, und zwar
gleichzeitig die resonanten Strukturen und der strukturlose Untergrund im Konti-
nuum. Die Ergebnisse werden auch auf inklusive 12C-Spektren bei 12C+12C St�o�en
angewandt, wobei sie einen wichtigen Beitrag zum Gesamtwirkungsquerschnitt lie-
fern.
Die hier entwickelte Methode ist damit geeignet, Reaktionen zu beschreiben, bei
denen das Kontinuum eine wichtige Rolle spielt. Insbesondere zur theoretischen
Behandlung von aktuellen Streuexperimenten mit radioaktiven Strahlen, sollte sie
daher eine wichtige Rolle spielen.





Inhaltsverzeichnis

0 Einleitung 1

1 Direkte Reaktionstheorie 6

1.1 N-Stufen-�Ubergangsamplitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Hamiltonoperator des Dreik�orperproblems und Mehrfachstreureihe . . 16

1.3 �Ubergangswahrscheinlichkeiten und Wirkungsquerschnitt . . . . . . . 25

2 Einteilchenwellenfunktionen und Formfaktoren im Kontinuum 31

2.1 Einteilchenzust�ande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2 Nichtlokale, energieabh�angige Potentiale . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.3 Diskrete Kontinuumsdarstellung und Wignersche R-Funktion . . . . . 40

2.4 Analytische Fortsetzung und quasistation�are Zust�ande . . . . . . . . 44

2.5 Einteilchenniveaudichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.6 Formfaktoren, spektroskopische Amplituden
und St�arkefunktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3 Kernstrukturrechnungen 61

3.1 QRPA-Modell f�ur angeregte Zust�ande gerader Kerne . . . . . . . . . 62

3.1.1 Dichteentwicklungsansatz und Kontinuums-QRPA . . . . . . . 67

3.1.2 Normierung der Kontinuums-QRPA-Wellenfunktion . . . . . . 71

3.2 Das Quasiteilchen-Rumpf-Kopplungsmodell . . . . . . . . . . . . . . 74

3.2.1 Normierung und Asymptotik der QPC-Wellenfunktion . . . . 79

3.2.2 Beispiel: Im Kontinuum eingebettete gebundene Zust�ande . . 82



iv INHALTSVERZEICHNIS

4 Klassische und semiklassische Beschreibung von Transferreaktio-

nen 90

4.1 Ans�atze des semiklassischen Modells . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.2 Physikalische Interpretationen und Folgerungen . . . . . . . . . . . . 101

4.3 Ergebnisse und Diskussionen der semiklassischen N�aherung . . . . . . 123

5 Ergebnisse der Stripping-Reaktion 40Ca(13C;12B)41Sc 129

5.1 Einteilchen-Potentialzust�ande . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

5.2 Spektroskopische Faktoren und Einteilchenbreiten . . . . . . . . . . . 131

5.3 QRPA-Amplituden und St�arkefunktionen f�ur 40Ca . . . . . . . . . . . 132

5.4 QPC-St�arkefunktionen und S-Matrixelemente f�ur 41Sc . . . . . . . . . 144

5.5 Spektren und Wirkungsquerschnitte f�ur 40Ca(13C;12B)41Sc . . . . . 158

6 Transfer und Pickup-Aufbruch-Reaktionen

Reaktionen von 12C auf 12C 164

6.1 Proton- und Neutrontransfer in die
11B +13 N bzw. 11C +13 C Endkan�ale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165

6.2 QRPA und QPC-Anregungszust�ande f�ur 13C und 13N . . . . . . . . . 176

6.3 Pickup Aufbruchreaktion | Vergleich mit inelastischer Streuung . . . 197

7 Zusammenfassung und Ausblick 200

A Einheiten, Konstanten, Symbole und Begri�e 204

B Transformation zwischen Labor-Schwerpunktsystem 207

C Transformation eines Breakup-Wirkungsquerschnitts auf einen in-

elastischen Wirkungsquerschnitt 209

D Zusammenhang Kontinuumsdarstellung - diskrete Darstellung 215

E Normierung der QRPA- und QPC-Zust�ande 217

F Asymptotik der QPC-Wellenfunktion 221



INHALTSVERZEICHNIS v

G Darstellung des Einteilchenkontinuums durch

ein diskretes Basissystem 224

H Eigenschaften der �Uberlappmatrixelemente 229





Kapitel 0

Einleitung

Kernreaktionen f�uhrten schon fr�uh zu wichtigen Erkenntnissen in der Kernphysik. So
war die Entdeckung des Atomkerns durch Rutherford unmittelbare Folge eines Kern-
reaktionsexperiments. Eine Vielzahl von Eigenschaften nuklearer Systeme konnte
seither in verschiedenen Reaktionen, seien es elastische oder inelastische Streuung,
seien es Transfer oder Einfangreaktionen, analysiert und verstanden werden. Die Un-
tersuchung von Reaktionen erfolgte auch unter Bedingungen, die zu Kernzust�anden
mit extremen Eigenschaften, wie schneller Rotation oder hoher Anregungsenergie,
f�uhren, so da� heute auch Eigenschaften von Kernmaterie au�erhalb des S�attigungs-
punktes studiert werden k�onnen.
Allgemein zeigte sich, da� Kernreaktionen in drei wesentliche Kategorien unterglie-
dert werden k�onnen [Aus70]. Zum einen ist dies die Kategorie der direkten Reak-
tionen, zu denen auch Transferreaktionen z�ahlen und um die es in dieser Arbeit
im wesentlichen geht, zum anderen ist dies die Kategorie der Compoundreaktionen.
Zwischen diesen beiden "Extremen" ergibt sich der �Ubergangsbereich der Vorgleich-
gewichtsreaktionen [Len87]. Welcher Reaktionstyp vorliegt, h�angt von der inneren
Anregungsenergie der Reaktanden bzw. der Zahl der angeregten Freiheitsgrade ab.
Generell gilt, je kleiner der Energietransfer bei einer Reaktion ist, desto mehr zeigt
sie direkten Charakter; �Uberg�ange zwischen den verschiedenen Typen sind ie�end
[Sat83]. Um eine ungef�ahre Vorstellung f�ur diese drei Kategorien zu bekommen, ist in
Abbildung 1 ein schematisches Spektrum dargestellt. Dabei beschreibt der Bereich
bis etwa 10 MeV Anregungsenergie den Bereich der direkten Reaktionen (blau),
gefolgt vom Bereich der Vorgleichgewichtsreaktionen (gr�un) bis etwa 25 MeV. Bei
h�oheren Anregungsenergien handelt es sich dann um Compoundreaktionen (rot).
Hauptziel dieser Arbeit ist die Untersuchung von Einnukleon-Transferreaktionen ins
Kontinuum, d. h. von Pickup und Stripping-Reaktionen (Aufnehm- und Abstreif-
reaktionen) mit einem Dreik�orper-Endkanal. Mit dem verwendeten theoretischen
Modell ist aber auch die Behandlung von Transferreaktionen mit gr�o�eren Fragmen-
ten, wie z.B. �-Teilchen m�oglich [Deu94]. Der Ansatz f�ur die jeweilige �Ubergangs-
amplitude erfolgt im Rahmen der direkten Reaktionstheorie und erfa�t auch teilwei-
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~ 10 MeV
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Direkt Vorgleichgewicht Compound

Innere Anregungsenergie Ejektilenergie

~ 200 MeV

Abbildung 1: Schematische Darstellung des Spektrums einer Nukleon-induzierten
Kernreaktion bei 200 MeV Einschu�energie in Abh�angigkeit der inneren Anregungs-
energie der Reaktanden bzw. Energie des Ejektils. Die G�ultigkeitsbereiche der ver-
schiedenen Kategorien von Kernreaktionen sind eingezeichnet. Die Darstellung ist
nicht ma�stabsgerecht.

se den Vorgleichgewichtsbereich. Anschaulich ist der Mechanismus im Sinne eines
"Teilnehmer-Zuschauer-Modells" [Ser47] zu verstehen. Dies bedeutet, da� z.B. im
Falle einer Stripping-Reaktion A+a! b+B ein Projektil a = b+x, welches aus zwei
Substrukturen b und x zusammengesetzt ist, einen Targetkern A tri�t und dabei le-
diglich der "Teilnehmer" x mit A in Wechselwirkung tritt, w�ahrend der "Zuschauer"
b relativ unbeteiligt bleibt. Konkret wird in dieser Arbeit ein derartiges Modell in
einer semiklassischen N�aherung, die von Bonaccorsa et al. [BBM87] entwickelt wur-
de, untersucht. Diese Vorstellung entspricht im �ubrigen der Annahme, da� direkte
Reaktionen vorrangig an der Ober�ache der Reaktanden ablaufen.
Man kann bei diesen Stripping-Reaktionen zum Kontinuum zwei wesentliche Ar-
ten von Prozessen unterscheiden. Einerseits eine elastische Stripping-Reaktion bei
der das von b getrennte x an A elastisch gestreut wird und andererseits eine in-
elastische Stripping-Reaktion bei der es zu einer Anregung von A oder auch zur
Ausbildung eines Compoundzustandes von A und x kommen kann. Derartige Anre-
gungszust�ande k�onnen durch Mehrstufenprozesse ausgehend vom elastischen Streu-



3

zustand, der dann einen "Doorway"-Zustand zu den komplizierteren Anregungen bil-
det, beschrieben werden. Die so entstehenden komplexen Anregungszust�ande k�onnen
Anteile gebundener Zust�ande im Kontinuum enthalten. ("Bound States Embedded
in the Continuum" [MaW69]). In dieser Arbeit beschr�ankte sich die Behandlung aber
nur auf Transfer-Einstufenprozesse unter Ber�ucksichtigung von Rumpfanregungen
Wie gro� die �Ubergangsamplitude in die verschiedenen Kan�ale ist, h�angt neben
Struktureigenschaften im wesentlichen von der Einschu�energie des Projektils, vom
Q-Wert der Reaktion, also dem Energieverlust, und den Spins der Reaktanden ab.
Einfache Absch�atzungen ergeben sich aus semiklassischen Betrachtungen, wie z.B.
den Brink'schen Regeln [Bri72]. Genauer wird diese Beschreibung bei der Verwen-
dung von Anregungszust�anden des Systems (A + x), d. h. im Kontinuum von rea-
listischen Streuwellenfunktionen von x am Restkern A. Die Eigenschaften dieser
Kontinuumszust�ande spiegeln sich im Spektrum des Ejektils b wieder. Es zeigt sich
dabei, da� diese Spektren bei bestimmten Energien Strukturen aufweisen, die de-
nen von Reaktionen zu vergleichbaren gebundenen Restkernzust�anden sehr �ahnlich
sind. F�ur sogenannte Spiegelkerne �ndet man beispielsweise sich entsprechende spek-
troskopische Amplituden f�ur Neutronen und Protonen, obwohl die Neutronen als
gebundene Zust�ande vorliegen und die Protonen ungebunden sind. In der Litera-
tur �nden sich daher eine Vielzahl von theoretischen und experimentellen Untersu-
chungen, insbesondere von Leichtionenreaktionen, wie (d; p)-Stripping-Reaktionen
([BaT72],[BaT73], [BRT84], [JLM73]) oder (3He; d) ([YKK70]), die sich mit diesem
Thema auseinandersetzen.
Bei der Betrachtung direkter Prozesse sind Stripping- und Pickup-Reaktionen v�ollig
�aquivalent. Me�technisch allerdings, ergeben sich Unterschiede, da man f�ur eine
Pickup-Reaktion das Ejektil im Kontinuum, also einen ungebundenen Zustand nicht
nachweisen kann. In diesem Fall besteht das Target A = B + x aus zwei Substruk-
turen x und B. x wird dann vom Projektil a aufgenommen und bildet intermedi�ar
einen ungebundenen Zustand (b = a+ x). Dieser "Komplex" zerf�allt allerdings wie-
der, so da� man eine derartige Reaktion oft als Pickup-Breakup-Reaktion (Breakup
= Aufbruch) bezeichnet. Bei ausschlie�licher Messung des Ejektils a ist dieser Proze�
nicht von einer inelastischen Streuung von a an A zu unterscheiden. Inklusive Mes-
sungen beinhalten also inelastische Anregungen gebundener Endzust�ande sowie die
oben beschriebenen Beitr�age des Dreik�orper-Endkanals. Durch Umtransformieren
des erhaltenen Pickup-Breakup-Wirkungsquerschnitt f�ur einen Dreik�orper-Endkanal
in einen entsprechenden Zweik�orperwirkungsquerschnitt der inelastischen Streuung
k�onnen diese sogenannten "Side-Feeding"-Anteile mitber�ucksichtigt werden. Dabei
gen�ugt es bei der Berechnung des Formfaktors, die ben�otigte Streuwellenfunktionen
von x an a mit einem einfachen, energieabh�angigen optischen Potential als Einteil-
chenzust�ande zu beschreiben, da die auftretenden resonanten Strukturen, die sich
durch Ankopplung an Rumpfanregungen ergeben, kinematisch "verschmiert" wer-
den.
Im Falle einer Stripping-Reaktion zumKontinuum, respektive einer Pick-Up-Reaktion
zum Kontinuum bei der das transferierte freie Nukleon via Koinzidenzmessung
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nachgewiesen wird, gen�ugt ein solcher Ansatz nicht. Hier m�ussen die Wellenfunk-
tionen des transferierten Teilchens, die in den Formfaktor eingehen, Korrelationen
enthalten, da die Verwendung von ungest�orten Einteilchenzust�anden zur Beschrei-
bung nicht ausreicht. Im Einteilchenbild unber�ucksichtigte Restwechselwirkungen
f�uhren zu einer Fragmentation der Einteilchenzust�ande. Die Ber�ucksichtigung die-
ser Restwechselwirkungen geschah im Rahmen des hier entwickelten Kontinuums-
Quasiteilchen-Rumpfkopplungsmodell, einer Erweiterung des bekannten Modells f�ur
gebundene Zust�ande, da� von H. Lenske bereits erfolgreich zur Berechnung von spek-
troskopischen Amplituden eingesetzt wurde [ELG90], [vNe90]. Im Quasiteilchen-
Rumpfkopplungsmodell werden Rumpfanregungen des Restkerns A an Einteilchen-
zust�ande von x angekoppelt | es werden damit zus�atzliche Restwechselwirkun-
gen ber�ucksichtigt. Man erh�alt dann kompliziertere Wellenfunktionen mit 1- und
3-Quasiteilchenanteilen, die die Fragmentierung der zugrunde liegenden Einteilchen-
zust�ande beschreiben. Im Falle von Kontinuumszust�anden kann aus den QPC-Wellen-
funktionen bzw. aus den zugeh�origen S-Matrixelementen, die Asymptotik der Streu-
wellenfunktion ermittelt werden. Mit diesen Gr�o�en k�onnen dann realistische Form-
faktoren in Abh�angigkeit der Anregungsenergie ermittelt werden. Mit Distorted-
Wave-Born-Approximations- Rechnungen (Born'sche Streuwellenn�aherung) sind dann
Wirkungsquerschnitte und Spektren zu erhalten. Wie ebenfalls in dieser Arbeit re-
kapituliert wird, ist die verwendete DWBA die erste N�aherung einer Mehrfachstreu-
reihe, die sich aus den sogenannten AGS-Gleichungen f�ur das Dreik�orperproblem er-
gibt. Die Herleitung der verwendeten Ans�atze und die exemplarische Anwendung auf
zwei niederenergetische Kernreaktionen mit leichten Schwerionen bildet dabei den
Schwerpunkt dieser Arbeit. Die erhaltenen Ergebnisse, die die zugeh�origen Experi-
mente quantitativ gut beschreiben, lassen den Schlu� zu, da� das vorgestellte Modell
f�ur andere aktuelle Anwendungen geeignet sein sollte. Insbesondere die theoretische
Beschreibung von den sp�ater erw�ahnten Halokernen, aber auch die Behandlung von
"Accelerator Driven Systems" (ADS) geh�oren dazu. Letztere sind von Bedeutung
bei der Teilchenbestrahlung in der Medizin und bei der Aufarbeitung bzw. "Ver-
brennung" von radioaktivem Abfall ("Nuclear Waste") aus Kernreaktoren.
Nach dieser Einleitung ist die Arbeit wie folgt gegliedert: Im 1. Kapitel wird die
Beschreibung von Transferreaktionen im Rahmen der direkten Reaktionstheorie un-
ter besonderer Ber�ucksichtigung von Kontinuumszust�anden rekapituliert. Die Dar-
stellung lehnt sich dabei eng an die B�ucher von G. R. Satchler [Sat83] und W.
Gl�ockle [Glo83] an. Des weiteren wird der Wirkungsquerschnitt f�ur Pickup-Breakup-
Reaktionen diskutiert und auf eine der inelastischen Streuung �aquivalente Darstel-
lung transformiert.
Im 2. Kapitel erfolgt eine zusammenfassende Beschreibung von Wellenfunktionen
f�ur gebundene und ungebundene Einteilchenzust�ande, die als Eingangsgr�o�en f�ur
die Kernstrukturrechnungen dienen. Im Rahmen dieser Diskussion wird unter ande-
rem gezeigt, wie f�ur praktische Rechnungen eine Diskretisierung der Kontinuums-
zust�ande erfolgen kann und wie bestimmte diskretisierte Zust�ande mit quasistati-
on�aren oder Gamowzust�anden zusammenh�angen. Anschlie�end erfolgt die Diskussi-
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on des Formfaktors und der St�arkefunktion f�ur Transferreaktionen. Die Berechnung
von Kontinuumsformfaktoren wird detailliert diskutiert.
Modelle zur Kernstruktur f�ur Kontinuumszust�ande, einmal f�ur g-g-Kerne und f�ur
u-g bzw. g-u-Kerne sind Gegenstand des 3. Kapitels. Die Anregungszust�ande von
Kernen mit gerader Protonen- und Neutronenzahl werden im QRPA-Modell (Qua-
siparticle Random Phase Approximation) behandelt. Das sogenannte Quasiteilchen-
Rumpfkopplungsmodell (Quasiparticle Core Coupling Model, QPC) mit dem unge-
rade Kernzust�ande beschrieben werden k�onnen und das auf einen Ansatz von A.
Bohr und B. R. Mottelson [BoM69] sowie V. G. Soloviev et al [SSV70] zur�uckgeht,
wird diskutiert und zur Beschreibung des Kontinuums erweitert. Man erh�alt als An-
satz ein gekoppeltes Integralgleichungssystem, da� durch Verwendung diskretisierter
Einteilchenwellenfunktion aus Kapitel 2 gel�ost wird.
Um ein etwas besseres qualitatives Verst�andis f�ur den Kontinuumstransfer zu be-
kommen, wird dann im folgenden Kapitel 4, ein semiklassisches Modell vorgestellt.
Dieses Modell, da� von Brink und Bonaccorsa [BPB85], [BoB88] entwickelt wurde,
wird dann auf die beiden Reaktionen, deren mikroskopische Behandlung Gegenstand
der n�achsten beiden Kapitel 5 und 6 ist, angewandt.
Bei den erw�ahnten Reaktionen handelt es sich zum einen um die Stripping Reaktion
40Ca(13C;12B)41Sc (Kapitel 5), zum anderen um die Pickup-Breakup-Reaktionen
12C(12C; (13C !12 C + n))11C und 12C(12C; (13N !12 C + p))11B, die Konkurrenz-
reaktionen zur inelastischen Anregung 12C(12C;12C�)12C sind (Kapitel 6). Zu beiden
Reaktionen gibt es experimentelle Daten, die am Hahn-Meithner-Institut in Berlin
respektive an der KFA in J�ulich gemessen wurden. Die theoretische Behandlung der
Stripping-Reaktion erfolgte unter Verwendung des Kontinuums-QPC-Modells. Die
spektroskopischen Eigenschaften des ungebundenen 41Sc-Kerns wurden mit den ex-
perimentellen Ergebnissen von F. J. Eckle et al. [ELG90] f�ur den Spiegelkern 41Ca
verglichen. Es werden bei den Berechnungen wesentliche Zwischenschritte dokumen-
tiert au�erdem erfolgte ein Vergleich der Ergebnisse mit dem Experiment von M.
Br�aunig et al. [BOB90].
Eine Zusammenfassung der theoretischen Ans�atze und Ergebnisse sowie ein Aus-
blick f�ur weitere interessante Anwendungen ist Gegenstand des letzten Kapitels.
Hier soll die besonders interessante Anwendungsm�oglichkeit zur Berechnung der
Kernstruktur in den Kernreaktionen exotischer Kerne, sogenannter "Halo"-Kerne
erw�ahnt werden, deren Untersuchung in j�ungster Zeit erfolgte [JoR98],[Len98]. So
weisen Einneutron- bzw. Einproton-Halokerne, wie zum Beispiel 11Be oder 17F , f�ur
das letzte gebundene Nukleon sehr kleine Bindungsenergien auf. Im Schalenmodell
ist f�ur derartige Kerne oft �uberhaupt kein gebundener Zustand zu erwarten. Erst
bei Ber�ucksichtigung von zus�atzlichen Rumpfanregungen kann ein derartiger Zu-
stand gen�ugend Energie gewinnen und unter die Teilchenaufbruchschwelle "gescho-
ben" werden. Ein derartiges Verhalten kann im QPC-Modell theoretisch beschrieben
werden. Mit den erhaltenen QPC-Wellenfunktionen k�onnen dann Kernradien und
Dichten der "Halo"-Kerne ermittelt werden und f�ur die konsistente Berechnung von
Formfaktoren ben�utzt werden.



Kapitel 1

Transferreaktionen im Rahmen

der direkten Reaktionstheorie

In dieser Arbeit wird zur theoretischen Beschreibung von Transferreaktionen die
"Distorted Wave Born Approximation" (DWBA) verwendet. Eine ausf�uhrliche Dar-
stellung dieser Methode und eine Herleitung mit der Methode der gekoppelten
Kan�ale ist in der Literatur [Aus70], [Sat83] zu �nden und soll hier im Hinblick auf
Reaktionen, die ins Kontinuum f�uhren, zusammengefa�t werden. Die hier verwen-
dete Nomenklatur und Herleitung lehnt sich im �ubrigen weitgehend an die zuletzt
genannte Referenz von Satchler an.
�Ublicherweise werden Transferreaktionen a+A! b+B als Reaktionen zu bin�aren
Endkan�alen formuliert. Im Falle des Transfers ins Kontinuum und auch bei inela-
stischen Anregungen ins Kontinuum liegt allerdings ein Dreik�orper-Endkanal vor.
Z.B. bewegen sich bei einer Kontinuums-Stripping-Reaktion a + A ! b + A + x
die drei Fragmente b, A und x bis auf die Coulombwechselwirkung au�erhalb der
Reaktionszone unabh�angig voneinander. Wenn bei Experimenten nur inklusive Re-
aktionen gemessen werden, wird man im Falle der oben beschriebenen Stripping-
Reaktion nur den Wirkungsquerschnitt des auslaufenden Ejektils b bestimmen. Bei
einer theoretischen Rechnung werden daher auch nur die direkte �Ubergangsampli-
tude zwischen dem Eingangskanal � = a; A und dem Endkanal � = b; B ben�otigt,
wobei B = (A+x) ist. Als Koordinaten werden geeignete Jacobikoordinaten, d.h. in
diesem Fall die Schwerpunktkoordinaten zwischen A und x und zwischen B = (A+x)
und b verwendet (Siehe Abbildung 1.1). In dieser Darstellung ist der inklusive Trans-
fer ins Kontinuum analog dem Transfer in gebundene Zust�ande.
Anders ist die Situation f�ur eine Pickup-Reaktion a+A! B + a+ x. Hier entsteht
ein intermedi�arer "Komplex" b = a+ x der sofort wieder zerf�allt (Breakup-Proze�).
Wird wiederum a spektroskopiert, so mu� man den Zerfall mitbetrachten.

Solche Prozesse tragen als "Side Feeding"-Prozesse zu inelastischen Streuungen bei
([BRC85], [BOL84]) und bestimmen oft den Wirkungsquerschnitt. Daher wird bei
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Abbildung 1.1: Darstellung der Koordinaten f�ur die � und �-Partition. Gezeigt ist
die Reaktion A(a; b)B. In der �-Partition werden die Koordinaten ~��; ~r� verwendet.
In der �-Partition sind es die Koordinaten ~��; ~r�.

theoretischen Rechnungen zun�achst der Wirkungsquerschnitt der Pickup-Reaktion
bestimmt und anschlie�end in einem zweiten Schritt der Breakup-Proze� und damit
die Winkelverteilung von a.

1.1 N-Stufen-�Ubergangsamplitude

Einer der am h�au�gsten verwendeten Ans�atze zur Berechnung der �Ubergangsampli-
tuden, die zur Interpretation experimenteller Daten von direkten Reaktionen heran-
gezogen werden, ist die N-Stufen-Born'sche Streuwellen N�aherung ( "N-Step Distor-
ted Wave Born Approximation", DWBA.) �Ublicherweise wird in der Literatur nur
die erste Ordnung (N=1) als DWBA bezeichnet, hier soll in einem verallgemeiner-
ten Sinn der Begri� DWBA auch f�ur die n-te Ordnung stehen. Die DWBA, kann als
N�aherung zu einer iterativen L�osung der der Schr�odingergleichung entsprechenden
Lippmann-Schwinger-Integralgleichung aufgefasst werden. Im Falle von Transferre-
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aktionen wird �ublicherweise nur die erste Iteration, also die Einstufen�ubergangsam-
plitude ber�ucksichtigt. Mehrstufen�ubergangsamplituden sind dann durch weitere Ite-
rationen zu erhalten. Aus der �Ubergangsamplitude kann schlie�lich der Wirkungs-
querschnitt erhalten werden. In dieser Arbeit soll zun�achst ein allgemeiner Ausdruck
f�ur die �Ubergangsamplitude zwischen Zust�anden eines Modellraums angegeben wer-
den, aus dem dann die zugeh�orige DWBA-Amplitude abgeleitet werden kann. Dabei
soll besonderer Wert auf Dreik�orper-Endkan�ale gelegt werden.
Vorab sollen einige Bemerkungen zur Notation gemacht werden. Zur Beschreibung
eines Eingangskanal mit einem Projektilkern a und einem Targetkern A, d.h. einer
Zerlegung oder Partition eines N-Nukleonensystems in zwei Fragmente, w�ahlt man
f�ur den Hamiltonoperator Ĥ zur station�aren N-Nukleonen-Schr�odingergleichung

(Ĥ � E)j	i = 0 (1.1)

geeignete Koordinaten, so da� im Schwerpunktsystem der beiden Kerne die Darstel-
lung

Ĥ = ĥ+ K̂� + V̂� (1.2)

g�ultig ist. Die Relativbewegung der beiden Kerne wird dann durch den Operator
der kinetischen Energie K̂� und durch die Wechselwirkung V̂� beschrieben. Der
Hamilton-Operator ĥ� ist die Summe der beiden Kern-Hamilton-Operatoren ĥa und
ĥA, die zu den beiden Schr�odingergleichungen der asymptotisch getrennten, wech-
selwirkungsfreien Kerne a und A geh�oren, also

(ĥ� � "�)j�) = 0 (1.3)

wobei

ĥ� = ĥa + ĥA j�) = ja)
 jA) = jaA); (1.4)

und

(ĥa � "a)ja) = 0 (ĥA � "A)jA) = 0; (1.5)

so da� "� = "a + "A. Im Prinzip kann nun die allgemeine L�osung j	i zu Ĥ als
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Entwicklung nach der vollst�andigen Basis der inneren Kernzust�ande j�) = jaA), in
einer Partition, gem�a� dem Ausdruck

j	i =X
�

��j�) (1.6)

erhalten werden. Da aber die Summe �uber �, damit Vollst�andigkeit gilt, auch al-
le Kontinuums- bzw. Compoundzust�ande von a und A enthalten mu�, erweist sich
diese Darstellung bei praktischen Berechnungen im allgemeinen als ungeeignet. Be-
sonders deutlich wird diese Tatsache bei der Behandlung von Transferreaktionen,
bei denen im Ausgangskanal eine andere Partition als im Eingangskanal vorliegt.
Bei der im folgenden n�aher erl�auterten Methode der gekoppelten Reaktionskan�ale
wird daher der volle Hilbertraum von L�osungen j	i zur Schr�odingergleichung (1.1)
auf einen endlichen, unvollst�andigen Modellraum mit f�ur die betrachtete Reaktion
geeigneten Kan�alen, die aber in unterschiedlichen Partitionen liegen k�onnen, pro-
jiziert. Durch die Projektion auf einen Modellraum ergeben sich e�ektive Wechsel-
wirkungsoperatoren, die noch in exakter Weise die Kopplungen der Modellzust�ande
an den Komplement�arraum enthalten. Diese Operatoren werden dann durch empi-
rische, energiegemittelte Gr�o�en | �ublicherweise optische Potentiale und e�ektive
Kopplungen | ersetzt. Die Wahl dieser optischen Potentiale h�angt wesentlich vom
verwendeten Modellraum ab (und mu� nicht eindeutig sein ). Welcher Modellraum
geeignet ist, h�angt dann von der jeweils betrachteten Reaktion ab.
Mit der Projektordarstellung nach Feshbach [FES80] kann der gesamte Hilbertraum
H in einen Modellraum HP , der nur energetisch o�ene Kan�ale enth�alt, und den da-
zugeh�origen Komplement�arraumHQ, der sowohl o�ene als auch geschlossene Kan�ale
enth�alt, zerlegt werden. F�ur eine beliebige Wellenfunktion j	i ist dann bei Verwen-
dung der Projektionsoperatoren P̂ und Q̂ auf HP bzw. HQ, die Darstellung

j	i = P̂ j	i+ Q̂j	i (1.7)

m�oglich. Der Modellzustand j	modi kann dann wie folgt geschrieben werden

j	modi = P̂ j	i: (1.8)

Durch Ausn�utzen der Projektoreigenschaften kann nun aus der Schr�odingergleichung
(1.1) eine e�ektive Schr�odingergleichung

(Ĥeff � E)j	modi = 0 (1.9)
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f�ur j	modi mit einem e�ektiven Hamiltonoperator Ĥeff erhalten werden, wobei

Ĥeff = P̂ ĤP̂ + P̂ ĤQ̂
1

E(+) � Q̂ĤQ̂
Q̂ĤP̂ : (1.10)

Der zweite Term aus (1.10) ist eine nichthermitesche, energieabh�angige Wechselwir-
kung, ein sogenannter Polarisationsoperator. Der Ausdruck (1.9) stellt allerdings nur
eine Umformulierung der Schr�odingergleichung (1.1) dar, da die Schwierigkeiten des
vollst�andigen Problems im e�ektiven Hamiltonoperator (1.10) enthalten sind. Nur
wenn f�ur einen bestimmten Reaktionstyp geeignete Modellr�aume und dazu einfache,
geeignete Modelle f�ur den e�ektiven Hamilton-Operator gefunden werden k�onnen,
ist die Darstellung (1.9) von Vorteil. Bei praktischen Rechnungen werden f�ur die
e�ektiven Operatoren daher meist optische Potentiale und deren Ableitungen ver-
wendet. Da bis auf weiteres nur e�ektive Operatoren im Sinne von Gleichung (1.10)
diskutiert werden, wird die Indizierung eff unterdr�uckt und werden alle Operatoren
als e�ektive Operatoren aufgefasst.
Sollen z.B. elastische und inelastische Streuung beschrieben werden, so ist ein geeig-
neter Modellraum eine endliche Teilmenge aller gebundenen Zust�ande von a und A,
d.h. Kanalzust�ande j�) der Partition � = (a+A), zu denen auch der Eingangskanal
�o geh�ort. Sollen au�erdem Anregungszust�ande mitber�ucksichtigt werden, in denen
ein Teilchen im Kontinuum ist, so kann diese endliche Teilmenge z.B. um Einnu-
kleonenstreuzust�ande erweitert werden. Der entsprechende Projektionsoperator P̂�
hat dann f�ur eine Teilmenge solcher Zust�ande die Form

P̂� =
X

�n2Hp

j�n)(�nj+
Z
�2Hp

d �j�(�))(�(�)j :=
ZX

�2Hp

j�)(�j; (1.11)

wobei die symbolische Schreibweise mit dem Integralsummenzeichen ausgew�ahlte
Kontinuumszust�ande einschlie�t und die Bra- und Ket-Vektoren zu einem bestimm-
ten griechischen Buchstaben im weiteren Kanalzust�ande in einer Partition beschrei-
ben sollen.
Die allgemeine Modellwellenfunktion mit der Energie E und der Randbedingung
einer einlaufenden Welle im Eingangskanal �o wird mit (1.8) dargestellt als

j	mod
�o (E)i =

ZX
�2Hp

j�)(�j	�o(E)i =
ZX

�2Hp

u�j�): (1.12)

Die EntwicklungskoeÆzienten u� = u�(~r�; E�) sind dann Wellenfunktionen der Re-
lativbewegung zwischen dem Target A und dem Ejektil a zur Energie E� = E � "�.
Sie gen�ugen der asymptotischen Randbedingung einer einlaufenden Welle im elasti-
schen Kanal �o und auslaufenden Wellen im jeweiligen Ausgangskanal �.Verwendet
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man jetzt f�ur den e�ektiven Hamilton-Operator, die f�ur die �-Partition geeignete
Form, entsprechend (1.2), so ergibt sich nach der Projektion mit einem bestimmten
Kanalzustand (�j aus Hp folgende Gleichung zu jedem Kanalzustand

[E� � K̂�]u�(~r�; E�) = (�jV̂�j	mod
�o (E)): (1.13)

Dabei bezieht sich die Indizierung der Operatoren mit griechischen Buchstaben auf
eine bestimmte Partitionsdarstellung der Operatoren. Da die EntwicklungskoeÆzi-
enten u� in 	mod

�o (E) implizit enthalten sind (Gleichung (1.12)), ergibt sich insge-
samt ein gekoppeltes Di�erentialgleichungssytem f�ur alle Kanalzust�ande �. Werden
nur endlich viele diskrete Modellzust�ande ber�ucksichtigt, erh�alt man die bekannten
gekoppelten Kanalgleichungen ("Coupled Channels") [Sat83]. Sollen Zust�ande im
Kontinuum diskutiert werden, z. B. Anregungen bei denen ein Nukleon der Kerne
a oder A energetisch oberhalb der jeweiligen Teilchenaufbruchschwelle zu �nden ist,
so ist die Gleichung (1.13) f�ur kontinuierliche Werte � zu l�osen. Es handelt sich dann
bei (1.13) um eine Integralgleichung bez�uglich der u�. F�ur eine formale L�osung von
Gleichung (1.13) f�uhrt man zun�achst eine Gell-Mann-Goldberger-Transformation
[GeG53] durch, d. h. man ersetzt die Diagonalelemente (�jV̂�j�) durch ein partiti-
onsabh�angiges Hilfspotential U�(~r�) = (�jÛ�j�) und schreibt die Gleichung (1.13)
um:

[E� � K̂� � U�(~r�)]u�(~r�; E�) = (�jV̂� � Û�j	mod
�o (E)) (1.14)

=
ZX

�6=�0
(�jV̂� � Û�j�0)u�0(~r�0; E�0):

F�ur das Hilfspotential Û� wird dabei in der Praxis ein optisches Potential einge-
setzt. Als homogene L�osungen der linken Seite von Gleichung (1.14) erh�alt man die
Streuwellen �(�)

� (~r�; E�), die asymptotisch den Randbedingungen

�(�)
� (~r�; ~p�)! (2�)�

3

2

"
ei ~p�~r� + f 0�(~p�;

~r�
r�
)
e�i p�r�

r�

#
(1.15)

gen�ugen 1. Zwischen beiden Streuwellen besteht die Beziehung

�(�)
� (~r�; ~p�) = �(+)�

� (~r�;�~p�): (1.16)

Mit Hilfe der optischen Greensfunktion mit asymptotisch auslaufenden Kugelwellen

1Als Impulsvektor wird in diesem Kapitel durchgehend ~p bzw. ~q in Einheiten von �h verwendet.
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Gopt� =
h
E� + i� � K̂� � Û�

i�1
; (1.17)

erh�alt man als formale L�osung die Lippmann-Schwinger-Gleichung

u�(~r�; ~p�) = �(+)
� (~r�; E�)Æ�o�

+
Z
d~r�

0Gopt� (~r�; ~r�
0)(�jV̂� � Û�j	mod

�o (E))(~r�
0): (1.18)

Mit dieser Darstellung kann nun die Streuwellen-N�aherung abgeleitet werden. Unter
Ausn�utzen der Asymptotik der optischen Greensfunktion ergibt sich dabei aus der
Gleichung (1.18) die �Ubergangsamplitude

T��o(~p�; ~p�o) = T (0)
� (~p�; ~p�o)Æ��o + h�(�)

� (~p�); �jŴ�j	mod
�o (E)i; (1.19)

wobei Ŵ� = V̂�� Û�. Da Ŵ� bzw. V̂� e�ektive Operatoren sind, ist dieser Ausdruck
identisch zur exakten �Ubergangsamplitude in die entsprechenden Kan�ale.
Stellt man jetzt 	mod

�o (E) durch eine Born'sche Reihe mit der Kanalgreensfunktion

~G(+)
� =

h
E + i� � ĥ� � K̂� � Û�

i�1
(1.20)

dar, also

	mod
�o (E) =

h
1 + ~G(+)

� Ŵ� + ~G(+)
� Ŵ�

~G(+)
� Ŵ� + � � �

i
�(+)
�o (~r�; E�)j�o); (1.21)

so ergibt sich die n-Stufen-�Ubergangsamplitude

T��o(~p�; ~p�o) =
1X
n=1

h�(�)
� (~p�); �jŴ�

�
~G(+)
� Ŵ�

�(n�1) j�o; �(+)
�o (~p�o)i: (1.22)

F�ur n=1 ergibt sich die �Ubergangsamplitude in DWBA-N�aherung. Einen entspre-
chenden Ausdruck erh�alt man, wenn man bei Berechnung der Wellenfunktion aus
Gleichung (1.18) in der Inhomogenit�at nur die elastische L�osung ber�ucksichtigt. Glei-
chung (1.22) ist der Ausgangspunkt f�ur alle weiteren Betrachtungen von inelastischen
Reaktionen.
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Die Verwendung einer einzigen Partition w�are auch im Falle von Transferreaktionen
denkbar, wenn entsprechende Kontinuumszust�ande mitber�ucksichtigt werden. Wie
in Abbildung 1.1 zu sehen, kann die Beschreibung eines Transfers des Teilchens x aus
dem zusammengesetzen System B = A+x in das System a = b+x sowohl bez�uglich
einer Partition � = a + A als auch einer Partition � = b + B erfolgen. Allerdings
m�ussen im betrachteten Modellraum die entsprechenden Kontinuumszust�ande von
x relativ zu den R�umpfen b bzw. A enthalten sein. Der Projektor P̂ auf diesen Mo-
dellraum hat dann folgende Gestalt:

P̂ = P̂� =
ZX

�2Hp

j�)(�j

= P̂� =
ZX

�2Hp

j�)(�j: (1.23)

P̂ ist nach wie vor ein Projektionsoperator, der nur bez�uglich verschiedener erzeu-
gender Systeme dargestellt ist.
Da man bei praktischen Rechnungen auf einen Modellraummit endlich vielen Zust�and-
en beschr�ankt ist, sind bei der Beschreibung von Transferreaktionen Kanalzust�ande
aus mindestens zwei verschiedenen Partitionen, die die Fragmentierungen im Eingangs-
und Ausgangskanal beschreiben, zu ber�ucksichtigen. Ein Operator P̂ , der als Li-
nearkombination von endlich vielen derartigen Kanalzust�anden aus verschiedenen
Partitionen dargestellt wird,

P̂ =
X
�

j�)(�j+X
�

j�)(�j; (1.24)

ist aber kein Projektionsoperator mehr, da die Eigenschaft P̂ 2 = P̂ f�ur Projekto-
ren wegen der Nichtorthogonalit�at von j�) und j�) Zust�anden verletzt ist. Es ist
zwar m�oglich auch in diesem Fall durch Verwendung einer geeigneten Linearkombi-
nation der Zust�ande j�) und j�) einen Projektionsoperator zu konstruieren [Coz65],
doch ergibt sich dadurch auch eine Linearkombination der u� und u� mit der die
Randbedingungen einer Partition � im einlaufenden Kanal und einer Partition � im
auslaufenden Kanal nicht mehr vertr�aglich sind.
In den meisten Anwendungen geht man daher n�aherungsweise von einer Modellwel-
lenfunktion

j	mod
�o (E)i =

N�X
�

j�)(�j	i+
N�X
�

j�)(�j	i (1.25)

mit endlich vielen Zust�anden aus, und berechnet die �Ubergangsamplitude indem
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man die Schr�odingergleichung mit einem Basiszustand j�) oder j�) projiziert. In
Analogie zu Gleichung (1.13) ergeben sich dann die beiden Gleichungen

[E� � K̂�]u�(~r�; E�) = (�jV̂�j	mod
�o (E)) (1.26)

[E� � K̂�]u�(~r�; E�) = (�jV̂�j	mod
�o (E)): (1.27)

Dabei wurde f�ur die e�ektiven Hamiltonoperatoren der beiden Partitionen jeweils
eine Darstellung entsprechend Gleichung (1.2) ben�utzt. Da es zwei verschiedene
Partitionen gibt, sind zwei Darstellungen m�oglich. Man ersetzt in den Gleichungen
(1.26) und (1.27) die beiden Diagonalelemente der Restwechselwirkung wieder durch
ein Hilfspotential Û� (U�(~r�) = (�jV̂�j�)) bzw. Û� (U�(~r�) = (�jV̂�j�)) und erh�alt
f�ur (1.26) die Gleichung (1.14) und f�ur (1.27) den entsprechenden Ausdruck:

[E� � K̂� � U�(~r�)]u�(~r�; E�) = (�jV̂� � Û�j	mod
�o (E)) (1.28)

Wie von C. M. Vincent am Beispiel einer (d; pn) Aufbruch-Reaktion gezeigt wurde
[ViF68], gelten diese Beziehungen auch f�ur Transfers bei denen Kontinuumszust�ande
in einer Partition explizit mitber�ucksichtigt werden. L�osungen zu den Gleichungen
(1.28) und (1.14) k�onnen wieder durch Verwendung optischer Greensfunktionen zu
den beiden Operatoren K̂� + Û� und K̂� + Û� erhalten werden. F�ur die elastische
bzw. inelastische Anregung erh�alt man wieder den Ausdruck aus Gleichung (1.19),
f�ur den Transfer ergibt sich die �Ubergangsamplitude

T��o(~p�; ~p�o) = h�(�)
� (~p�); �jŴ�j	mod

�o (E)i (1.29)

in "Post"-Darstellung, d. h. die Restwechselwirkung liegt im Endkanal vor. F�ur prak-
tische Anwendungen wird in Gleichung (1.29) die Modellwellenfunktion wieder mit
Hilfe der Kanalgreensfunktion aus Gleichung (1.20) ausgedr�uckt. Damit kann die
Transfer�ubergangsamplitude als Summe von n-Stufen-Amplituden in "Post"-Form
in Analogie zu (1.22) dargestellt werden:

T post
��o

(~p�; ~p�o) =
1X
n=1

h�(�)
� (~p�); �jŴ�

�
~G(+)
� Ŵ�

�(n�1) j�o; �(+)
�o (~p�o)i: (1.30)

Eine andere Darstellung erh�alt man durch Betrachtung der Umkehrreaktion. Dann
liegt die einlaufende Welle in einem bestimmten �-Kanal vor, der Transferzustand
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im �o-Kanal. F�uhrt man jetzt, das oben skizzierte Verfahren zur Berechnung der
�Ubergangsamplitude f�ur die Umkehrreaktion erneut durch und n�utzt man die Zeit-
umkehrrelation f�ur die �Ubergangsamplituden aus, also

T����o(�~p�;�~p�o) = T�o�(~p�o; ~p�)(�)���o ; (1.31)

so ergibt sich unter Verwendung von (1.16) die Transfer�ubergangsamplitude in "Prior"-
Darstellung:

T prior
��o (~p�; ~p�o) =

1X
n=1

h�(�)
� (~p�); �j

�
Ŵ�

~G(�)
�

�(n�1)
Ŵ�j�o; �(+)

�o (~p�o)i: (1.32)

F�ur die erste Stufe (n=1) ergeben sich die �ublichen DWBA-Transfer�ubergangsam-
plituden in der "Post" und "Prior" Darstellung:

T prior
��o (~p�; ~p�o) = h�(�)

� (~p�); �jŴ�j�o; �(+)
�o (~p�o)i

= h�(�)
� (~p�)jIprior�� j�(+)

�o (~p�o)i (1.33)

T post
��o (~p�; ~p�o) = h�(�)

� (~p�); �jŴ�j�o; �(+)
�o (~p�o)i

= h�(�)
� (~p�)jIpost�� j�(+)

�o (~p�o)i; (1.34)

mit den Wechselwirkungskernen bzw. Kernmatrixelementen Iprior�� = (�jŴ�j�o) und
Ipost�� = (�jŴ�j�o) in "Prior" bzw. "Post"-Darstellung. Die Restwechselwirkungen

Ŵ� und Ŵ� k�onnen dann, ausgedr�uckt durch optische Potentiale Û und durch die
Wechselwirkungen zwischen den Fragmenten, wie folgt,

Ŵ� = V̂Ax + (V̂bA � Û�) (1.35)

Ŵ� = V̂bx + (V̂bA � Û�); (1.36)

angegeben werden [Sat83]. In DW-N�aherung werden die beiden Terme (V̂bA � Û�)
und (V̂bA�Û�), die sogenannten "indirekten" Wechselwirkungskerne, vernachl�assigt.
Sie sind in einem vollst�andigen Dreik�orperansatz durch h�ohere Terme in der Mehr-
stufenreihe gegeben. Als Endergebnis �ndet man somit aus beiden Herleitungen die
folgenden EFR-DWBA-�Ubergangsamplituden von einer �- in eine �-Partition in
"Post"- und in"Prior"-Darstellung die bei der Diskussion des Formfaktors Verwen-
dung �ndet:
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T prior
��o (~p�; ~p�o) = h�(�)

� (~p�); �jV̂Axj�o; �(+)
�o (~p�o)i

= h�(�)
� (~p�)jIprior�� j�(+)

�o (~p�o)i (1.37)

T post
��o (~p�; ~p�o) = h�(�)

� (~p�); �jV̂bxj�o)�(+)
�o (~p�o)i

= h�(�)
� (~p�)jIpost�� j�(+)

�o (~p�o)i: (1.38)

Die wesentlichen Gr�o�en, von der diese �Ubergangsamplituden abh�angen, sind die
Hilfspotentiale, die in der Praxis wieder durch optische Potentiale ersetzt werden.
Falls U�(~r�) = h�jV̂�j�i bzw. U�(~r�) = h�jV̂�j�i gew�ahlt wird, so kann gezeigt wer-
den, da� "Prior" und "Post" -Darstellung theoretisch gleich sind [Sat83]. Da die
optischen Potentiale U den Diagonalelementen der komplizierten, e�ektiven Wech-
selwirkung V aber nur n�aherungsweise entsprechen, ist die Gleichheit im allgemei-
nen nicht erf�ullt. �Ublicherweise werden die optischen Potentiale an Streudaten bei
der entsprechenden Energie angepasst. Wenn diese "Fits" gut sind, dann wird die
entsprechende "Distorted Wave" mit der wahren asymptotischen L�osung �uberein-
stimmen und auch an der Ober�ache der Reaktionszone nicht allzu sehr abweichen.
Es besteht allerdings keine Garantie, da� im Inneren der Reaktionszone die "Dis-
torted Wave" und die wahre L�osung gleich sind. Die Verwendung eines optischen
Modells kann daher Fehler verursachen, wenn der innere Bereich der Reaktionszone
zur �Ubergangsamplitude beitr�agt.

1.2 Hamiltonoperator des Dreik�orperproblems und

Mehrfachstreureihe

Im letzten Abschnitt wurde die n-Stufen DWBA-�Ubergangsamplitude bestimmt.
Die Herleitung erfolgte rein formal, so da� die Frage, unter welchen mathematischen
Voraussetzungen die erhaltenen Ausdr�ucke gelten, noch o�en ist. Bei der folgenden
Diskussion, die sich argumentativ weitgehend an das Buch von Gl�ockle [Glo83] an-
lehnt, wird sich zeigen, da� f�ur mehr als zwei Teilchen, die an der Reaktion beteiligt
sind, eine Lippmann-Schwinger-Gleichung alleine die Randbedingungen nicht ein-
deutig festlegt, und da� der auftretende Integralkern nicht quadratintegrierbar ist,
so da� eine Born'sche respektive "Distorted Wave"-Born'sche Reihe nicht konver-
gieren mu�. Es sollen daher ausgehend von einem Dreik�orperhamiltonoperator, wie
er in Abschnitt 1.2 formuliert wurde, �Ubergangsamplituden abgeleitet werden, die
die oben beschriebenen, mathematischen Schwierigkeiten ber�ucksichtigen. Ausgangs-
punkt sei zun�achst der e�ektive Gesamthamiltonoperator Ĥ in einer "Dreik�orper-
zerlegung" (A; b; x)
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Ĥ = K̂0 + V̂Ax + V̂Ab + V̂bx + ĥ0; (1.39)

wobei der intrinsische Hamiltonoperator ĥ0 die Summe der Kernoperatoren ĥA, ĥb
und ĥx ist. K̂0 kann bez�uglich verschiedener Impulsoperatoren dargestellt werden.
Verwendet man Jacobikoordinaten 2 (Siehe auch Abbildung 1.1), die z. B. f�ur die �-
Partition (A; (b+x)) bzw. die �-Partition ((A+x); b), wie folgt gegeben sind [New66]

~�� = ~rb � ~rx ~r� = ~rA � mb~rb +mx~rx
mb +mx

~�� = ~rA � ~rx ~r� = ~rb � mA~rA +mx~rx
mA +mx

; (1.40)

so ergeben sich die dazugeh�origen konjugierten Impulsvektoren zu

~q� =
mx

ma

~pb � mb

ma

~px ~p� =
ma

ma +mA

~pA � mA

ma +mA

(~pb + ~px)

~q� =
mx

mB
~pA � mA

mB
~px ~p� =

mB

mb +mB
~pb � mb

mb +mB
(~pA + ~px): (1.41)

Eine entsprechende Aufteilung existiert auch f�ur die dritte m�ogliche Zweifragment-
partition (A + b); x, die als -Partition bezeichnet werde, so da� K̂0 kompakt wie
folgt geschrieben werden kann:

K̂0 =
P̂ 2
S

2(mA +mb +mx)
+

p̂2�
2��

+
q̂2�
2m�

� = �; �; : (1.42)

Der erste Term beschreibt dabei die Schwerpunktbewegung und die beiden anderen
Terme beschreiben Relativbewegungen zwischen verschiedenen Subsystemen. Die
Gr�o�en �� und m� bezeichnen die reduzierten Massen bez�uglich dieser Subsysteme,
also etwa im Falle der �-Partition:

�� =
mA(mb +mx)

mA +mb +mx

m� =
mxmb

mb +mx

: (1.43)

In dieser Darstellung besitzt die kinetische Energie Diagonalgestalt in den Koordi-
naten der entsprechenden Zerlegung. F�ur die Operatoren der potentiellen Energie

2Benannt nach Carl Gustav Jacobi (1804-1851)
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aus Gleichung (1.39) ist dies nicht der Fall, so da� ein Separationsansatz f�ur die
Zust�ande im allgemeinen nicht m�oglich ist.
Zun�achst wird zum Zwecke einer einfacheren Darstellung die Gesamtimpulserhal-
tung ausgen�utzt, also ~PS = ~pA + ~pb + ~px = 0 gesetzt, d.h. es werden Schwerpunkt-
koordinaten verwendet. Weiter soll die Wechselwirkung, die in einer Zweifragment-
partition � auch asymptotisch noch wirkt3, als V̂ � (hochgestellter Index), also z.B.
V̂ � = V̂bx oder V̂

 = V̂Ab, bezeichnet werden. Die Dreik�orperpartition (A; b; x) wird
mit dem Index 0 bezeichnet; f�ur sie ist V̂ 0 = 0. F�ur die anderen Wechselwirkun-
gen im Partitionshamiltonoperator wird V̂� (mit tiefgestelltem Index) geschrieben.
Damit erh�alt man z. B. V̂� = V̂Ax + V̂Ab und V̂0 = V̂Ax + V̂Ab + V̂bx. In dieser Notati-
on k�onnen die Partitionshamiltonoperatoren kompakt, wie folgt geschrieben werden:

Ĥ� = K̂0 + ĥ0 + V̂ � = Ĥ � V̂� � = 0; �; �; : (1.44)

Um auch Anregungszust�ande der Fragmente A, b und x explizit mitber�ucksichti-
gen zu k�onnen, wird in Erweiterung zu [Glo83] der intrinsische Hamiltonoperator
ĥ0 in eine Summe von zwei Hamiltonoperatoren ĥ(�) und ĥ(�) zerlegt. Dabei ist ĥ

(�)

die Summe der Hamiltonoperatoren zu den Fragmenten zwischen denen die e�ekti-
ve Wechselwirkung V̂ � wirkt und ĥ(�) der Hamiltonoperator zu dem verbleibenden

Fragment. Die Eigenzust�ande zu ĥ(�) werden mit j��i, die zu ĥ(�) mit j��i bezeichnet.
F�ur die �-Partition ergibt sich dann z. B. ĥ(�) = ĥb + ĥx mit den Eigenzust�anden
j��i = jbijxi und ĥ(�) = ĥA mit dem Eigenzust�anden j��i = jAi. Diese Kernzust�ande
k�onnen aus Kernstrukturrechnungen erhalten werden. Realistische Modelle daf�ur
werden in Kapitel 3 vorgestellt.
Gleichung (1.44) verdeutlicht die Herkunft der beim Transfer ben�otigten Wechsel-
wirkungen. Die Summe der beiden Operatoren ĥ0 und V̂

� entspricht im Falle � = �
dem Hamiltonoperator ĥ� aus Gleichung (1.4). Der Wechselwirkungsperator V̂� ist,
wie oben erw�ahnt, die Summe aus den Operatoren der Wechselwirkung zwischen A
und x sowie A und b, also gerade der Term, der in die Restwechselwirkung Ŵ� in
Prior-Darstellung eingeht. Entsprechendes gilt f�ur die �- bzw. -Partition, die dann
einer Post-Darstellung entsprechen.
Die Partitionshamiltonoperatoren aus Gleichung (1.44) beschreiben Zwei- bzw. Drei-
fragmentpartitionen. F�ur die weitere Diskussion werden zum vollen Hamiltonopera-
tor und zu diesen Operatoren Resolventen eingef�uhrt:

G(z) =
h
z � Ĥ

i�1
;G�(z) =

h
z � Ĥ�

i�1
(1.45)

Mit Hilfe der Gell-Mann-Goldberger-Relation [GeG53] f�ur station�are Streuzust�ande

3Gl�ockle verwendet an Stelle des Begri�s Partition den Begri� Kanal. Nach Ansicht des Autors
beschreibt der Ausdruck Partition geeigneter die Aufteilung in Massenfragmente, mit der man es
hier zu tun hat.
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j	(+)
� i mit dem einlaufenden Zustand j��i,

j	(+)
� i = lim

�!0
i�G(E� + i�)j��i � = �; �; ; 0 (1.46)

und der Resolventenidentit�at

G(z) = G�(z) + G�(z)V̂�G(z) (1.47)

erh�alt man f�ur die vier Fragmentierungen vier verschiedene Lippmann-Schwinger-
Gleichungen,

j	(+)
� i = j��i+ lim

�!0
G�(E + i�)V̂�j	(+)

� i � = 0; �; �; ; (1.48)

wenn man jeweils die gleiche Partition in (1.46) und (1.47) benutzt. Dabei wurde
au�erdem die sogenannte Lippmann-Identit�at [Lip56]

lim
�!0

i�G�(E� + i�)j��i = Æ��j��i � 6= 0; � 6= 0; (1.49)

ausgen�utzt. Die so erhaltenen LS-Gleichungen (1.48) sind durch zwei wesentliche
Eigenschaften gekennzeichnet: Zum einen haben sie, wie weiter unten diskutiert
wird, einen nicht quadratintegrierbaren Kern (nicht-L2 integrierbaren Integralkern)
4 G�(z)V̂�, das bedeutet, die Norm

jjTr[G�(z)V̂�(G�(z)V̂�)y]jj (1.50)

ist nicht beschr�ankt. Zum anderen sind die L�osungen nicht eindeutig.
Das Problem der Quadratintegrierbarkeit sieht man wie folgt ein: Als Ausgangs-
punkt werde exemplarisch der Integralkern G0V̂0 f�ur eine Aufbruchreaktion betrach-
tet. F�ur ein Matrixelement dieses Kerns in einem Dreiteilchenimpulsraum (zur Ver-
einfachung werden keine intrinsischen Kernzust�ande mitber�ucksichtigt), ergibt sich:

h~pA~pb~pxjG0V̂0j~p 0A~p 0b~p 0xi =
Æ(~pA + ~pb + ~px � ~p 0A � ~p 0b � ~p 0x)

z �P�
p2
�

2��

� [Æ(~p� � ~p 0�)h~q�jV̂ �j~q 0�i+ Æ(~p� � ~p 0�)h~q�jV̂ �j~q 0�i
+ Æ(~p � ~p 0)h~q jV̂ j~q 0i] (1.51)

4Man sagt auch der Integralkern ist nicht in der Hilbert-Schmidt-Klasse
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Die L2-Norm ist dann von folgender Form:

jjG0V̂0jj =
�Z

d ~pAd ~pbd ~pxd ~p
0
Ad ~p

0
bd ~p

0
xjh~pA~pb~pxjG0V̂0j~p 0A~p 0b~p 0xij2

� 1
2

(1.52)

W�ahrend das Quadrat der den Gesamtimpuls erhaltenden Deltafunktion durch �Uber-
gang ins Schwerpunktsystem eliminiert werden kann, bleiben im Integranden Qua-
drate der Art (Æ(~p� � ~p 0�))

2
�ubrig, so da� die L2-Norm nicht existiert. Eine entspre-

chende �Uberlegung gilt nat�urlich auch f�ur die Integralkerne G�V̂� mit � 6= 0. In der
Sprechweise der St�orungstheorie ist dies gleichbedeutend mit dem Auftreten von
nichtzusammenh�angenden Diagrammen ("Disconnected Diagrams") [Joa75].
Die fehlende Eindeutigkeit f�ur ein bestimmtes � sieht man wie folgt ein: Setzt man
die Identit�at (1.47) in (1.46) mit einer von � verschiedenen Resolvente G�(z) ein, so
ergibt sich :

j	(+)
� i = lim

�!0
i�G�(E� + i�)j��i+ lim

�!0
G�(E� + i�)V̂�j	(+)

� i: (1.53)

mit der Lippmann-Identit�at aus Gleichung (1.49), folgt f�ur j	(+)
� i die homogene

Gleichung

j	(+)
� i = lim

�!0
G�(E� + i�)V̂�j	(+)

� i � 6= � 6= 0: (1.54)

Das bedeutet, da� Gleichung (1.48) allein f�ur ein gegebenes � die Wellenfunktion

j	(+)
� i nicht eindeutig bestimmt, denn es sind zwei zus�atzliche, homogene Gleichun-

gen (1.54) n�otig, um die Randbedingungen eindeutig festzulegen. Dies ist mit fol-
gender �Uberlegung einsichtig: Betrachtet man z. B. eine in Partition � einlaufende
Welle j��i so gilt zun�achst (lim�!0 weggelassen):

j	(+)
� i = j��i+ G(+)

� V̂�j	(+)
� i: (1.55)

Diese Gleichung ist aber auch f�ur eine beliebige Beimischung von j	(+)
� i und j	(+)

 i
erf�ullt, da die Gleichung (1.54) gilt. Da aber j	(+)

� i und j	(+)
 i ebenfalls eine inhomo-

gene Lippmann-Schwinger-Gleichung vom Typ (1.48) erf�ullen, ist nur bei zus�atzli-
cher Vorgabe der homogenen Gleichungen (1.54) das Problem eindeutig. F�ur ei-
ne eindeutige L�osung in einem Zweifragmentkanal m�ussen also drei Lippmann-
Schwinger-Gleichungen, zwei homogene und eine inhomogene erf�ullt sein.
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Da in dieser Arbeit Partitionen mit drei freien Fragmenten im Vordergrund stehen,
sollen nun auch noch die entsprechenden Gleichungen f�ur derartige "tern�are Par-
titionen" angegeben werden. j	(+)

0 i bezeichne einen derartigen Zustand, also eine
Wellenfunktion mit drei Teilchen im Anfangszustand. Nach Gleichung (1.46) gilt

j	(+)
0 i = lim

�!0
i�G(E0 + i�)j�0i; (1.56)

wobei j�0i = j~p�i
 j~q�i
 j(A; b; x)i := jp�; q�; �0i als direkte Produktwellenfunktion
der Eigenzust�ande j~p�i, j~q�i und j�0i zu den kinetischen Energieoperatoren p̂2�=2��,
q̂2�=2m� (� gleich �, � oder ) und zum intrinsischen Hamiltonoperator ĥ geschrie-
ben werden kann. Die Wahl der Jacobikoordinaten ist beliebig, da ungebundene
Zust�ande beschrieben werden. F�uhrt man jetzt die Resolventenidentit�at (1.47) f�ur
ein � 6= 0 in die obige Gleichung ein, so erh�alt man f�ur den ersten Term folgenden
Ausdruck

lim
�!0

i�G�(E0 + i�)j�0i = j~p�i 
 j~q (+)
� ; ��i 
 j��i := jp�; (q (+)

� ��); �
�i: (1.57)

j~q (+)
� ; ��i beschreibt dabei einen Streuzustand zu dem Hamiltonoperator q̂2�=2m� +

ĥ� + V̂ �, also ein vollst�andiges Streuproblem f�ur die bin�are Teilpartition der Parti-
tion �, die im weiteren als "Unterpartition" � bezeichnet werde. Betrachtet man z.
B. einen Nukleonentransfer (x = n; p), so ist f�ur � = � die Wellenfunktion j~q (+)

� ; ��i
eine Protonen- oder Neutronenstreuwelle relativ zum Target A. Daher kann man
f�ur das e�ektive Potential V̂ � ein optisches Potential einzusetzen, da� die elasti-
sche Streuung an A beschreibt. Der Ausdruck (1.57) gilt f�ur alle � 6= 0, so da� der
Dreifragmentzustand durch folgende Lippmann-Schwinger-Gleichungen dargestellt
werden kann:

j	(+)
0 i = jp�; (q (+)

� ��); �
�i+ G(+)

� V̂�j	(+)
0 i � = �; �; : (1.58)

Auch hier werden wieder drei Lippmann-Schwinger-Gleichungen zur eindeutigen Be-
stimmung des Aufbruchzustandes ben�otigt. Es k�onnte n�amlich der Fall eintreten,
da� zwei Fragmente beim Verlassen der Reaktionszone die gleiche Geschwindigkeit
und Richtung haben. Um einen derartigen Zustand von einem Zweifragmentzustand
eindeutig zu unterscheiden, bedarf es der beiden anderen Partitionen.
Die n�achste Frage, die sich jetzt stellt ist, welchen Einu� die zus�atzlichen Rand-
bedingungen auf die Form der �Ubergangsamplituden, bzw. die T-Matrizen, haben.
Allgemeine Ausdr�ucke f�ur eine �Ubergangsamplitude zwischen einem Anfangs- und
einem Endzustand sind
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T (+)
�;� = h��jV̂�j	(+)

� i;
T (�)
�;� = h	(�)

� jV̂�j��i: (1.59)

Diese �Ubergangsamplituden k�onnen auch mit Hilfe von �Ubergangsoperatoren Û+
��

bzw. Û�
�� wie folgt dargestellt werden

T (+)
�;� = h��jÛ+

��j��i
T (�)
�;� = h��jÛ�

��j��i: (1.60)

Die �Ubergangsoperatoren selbst, ergeben sich aus drei Lippmann-Schwinger- Glei-
chungen, einer inhomogenen (1.48) und zwei homogenen (1.54). Durch Bilden einer
geeigneten Linearkombination �ndet man zum Beispiel f�ur eine Eingangspartition �
folgendes Gleichungssystem f�ur die zugeh�origen �Ubergangsoperatoren:

Û+
��j��i = V̂�j	(+)

� i = V̂ �G�Û+
��j��i+ V̂ �G�Û+

��j��i
Û+
�� j��i = V̂�j	(+)

� i = V̂ �j��i+ V̂ �G�Û+
��j��i+ V̂ �G�Û+

��j��i
Û+
��j��i = V̂�j	(+)

� i = V̂ �j��i+ V̂ �G�Û+
�� j��i+ V̂ �G�Û+

�� j��i: (1.61)

Setzt man au�erdem f�ur

V̂ �j��i = G�10 j��i (1.62)

ein, so ergeben sich in Operatorschreibweise die sogenannten AGS-Gleichungen (Alt,
Grassberger und Sandhas [AGS67], [GrS69]):

Û+
�� =

�Æ��G�10 +
X
�

�Æ��Û
+
��G�V̂ � = �Æ��G�10 +

X
�

�Æ��Û
+
��G0t̂�

Û�
�� =

�Æ��G�10 +
X
�

�Æ��V̂
�G�Û�

�� =
�Æ��G�10 +

X
�

�Æ��t̂�G0Û�
�� ; (1.63)

wobei die t̂� = V̂ � + V̂ �G�V̂ � Zweifragment�ubergangsoperatoren sind und der Aus-
druck �Æ�� f�ur 1� Æ�� steht.
Die AGS-Gleichungen gelten auch f�ur �Ubergangsoperatoren in tern�are Partitionen,
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also in eine Breakup-Partition. Wie sich zeigen l�a�t [Glo83], k�onnen diese �Uber-
gangsoperatoren auch wie folgt dargestellt werden:

Û+
�0 = Û+

��(1 + G�V̂ �) �; � 6= 0

Û�
0� = (1 + V̂ �G�)Û�

�� (1.64)

Das bedeutet, da� z. B. im zweiten Fall die �Ubergangsamplitude folgenden Glei-
chungen gehorcht:

h�0jÛ�
0� j��i = h�0j(1 + V̂ �G�)Û�

��j��i = h�(�)
� jÛ�

��j��i (1.65)

Der Zustand h�(�)
� j = hp�; (q(�)� ��); �

�j entspricht dann wieder einem Produktzustand
mit einer Streufunktion hq(�)� ; ��j, wie bereits auf Seite 21 erl�autert wurde. Man be-
zeichnet daher h�(�)

� j auch als Kanalstreuzustand ("Distorted Wave-Channel-State"
[Glo83]). Die Aufbruch�ubergangsamplitude wird dann durch Verwendung einer sol-
chen Streufunktion in der Unterpartition formuliert. Dabei sind alle drei Partitionen
gleichberechtigt, d. h. der Break-Up kann explizit mit der Transfer�ubergangsampli-
tude einer inelastischen Streuung h�(�)

� jÛ�
��j��i = hp�; (q(�)� ��); �

�jÛ�
��j��i oder der

Transfer�ubergangsamplitude eines Rearrangement-Prozesses h�(�)
� jÛ�

��j��i =
hp�; (q(�)� ��); �

�jÛ�
��j��i beschrieben werden. Im Ortsraum sind die Gr�o�en hp�j~r�i

dann ebene Wellen in Jacobikoordinaten.
F�ur eine kompaktere Darstellung k�onnen die AGS-Gleichungen (1.63) auch als ma-
trixwertige Operatorgleichungen

Û
�
= G�10 +KÛ�

und Û
+
= G�10 + Û

+Ky (1.66)

mit den Matrizen

Û
�
=

2
664
Û�
�� Û�

�� Û�
�

Û�
�� Û�

�� Û�
�

Û�
� Û�

� Û�


3
775 und G�10 =

2
64 0 G�10 G�10

G�10 0 G�10

G�10 G�10 0

3
75 (1.67)

sowie den matrixwertigen Integralkernen

K =

2
64 0 t̂� t̂
t̂� 0 t̂
t̂� t̂� 0

3
75G0 und Ky = G0

2
64 0 t̂� t̂�
t̂� 0 t̂�
t̂ t̂ 0

3
75 (1.68)
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formuliert werden. An dieser Stelle tritt das bereits auf Seite 19 diskutierte Problem
erneut auf: Die Integralkerne K bzw. Ky sind nicht quadratintegrierbar (nicht L2-
integrierbar).
Durch Einsetzen der AGS-Gleichungen (1.63), bzw. (1.66), in sich selbst

Û
�
= G�10 +KG�10 +K2Û

�

Û
+
= G�10 + G�10 Ky + Û

+
(Ky)2 (1.69)

kann man einen quadratintegrierbaren Kern K2 bzw. (Ky)2 erhalten [Joa75]. Die
entsprechenden Gleichungen sehen dann ausgeschrieben wie folgt aus:

Û+
�� = G�10 +

X
�

�Æ��t̂��Æ�� +
X
�0

�Æ��0Û
+
��0G0t̂�0

X
�

G0�Æ�� t̂�

Û�
�� = G�10 +

X
�

�Æ��t̂��Æ�� +
X
�

�Æ��t̂�G0
X
�0

�Æ�� t̂�0G0Û�
��0 (1.70)

Aus diesen Gleichungen ergibt sich durch iteratives Einsetzen auf der rechten Seite
die folgende Mehrfachstreureihe ([Glo83] , [Joa75]):

Û+
�� =

�Æ��G�10 +
X
�

�Æ��t̂��Æ�� +
X
�

�Æ�� t̂�G0
X
�0

�Æ�0�t̂�0�Æ�0� + :::

Û�
�� = G�10

�Æ�� +
X
�

�Æ��t̂��Æ�� +
X
�

�Æ��t̂�G0
X
�0

�Æ�0�t̂�0�Æ�0� + ::: (1.71)

Mit dieser Mehrfachstreureihe ergeben sich jetzt die bekannten Sto�n�aherungen:

Û+
�� = Û�

�� � t̂� + t̂�

Û+
�� = Û�

�� � G�10 + t̂�: (1.72)

Verwendet man au�erdem f�ur die Zweifragment�ubergangsoperatoren die N�aherung
t̂� � V̂ �, so ergeben sich die ersten Born'schen N�aherungen:

Û+
�� = Û�

�� � V̂ � + V̂ �

Û+
�� = Û�

�� � G�10 + V̂�: (1.73)

Dabei kann mit Gleichung (1.62) f�ur die zweite Gleichung der bekannte Ausdruck

Û+
�� � V̂ � + V̂ � (1.74)
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f�ur den Transfer in \post"-Darstellung erhalten werden. In der \prior"-Darstellung
ergibt sich entsprechend

Û�
�� � V̂ � + V̂ �: (1.75)

Daraus ergeben sich die �Ubergangsamplituden f�ur einen Transfer von der �- in die
�-Partition in PW-N�aherung

h�(�)
� jV̂ � + V̂  j��i = hp�; (q(�)� ��); �

�jV̂ � + V̂  j��i
h�(+)

� jV̂ � + V̂ j��i = hp�; (q(+)
� ��); �

�jV̂ � + V̂  j��i: (1.76)

Durch Verwendung der DWBA ist �ublicherweise eine Verbesserung dieser 1. N�ahe-
rung zu erzielen, d. h. die ebenen Wellen hp�j und hp�j werden durch Streuwellen
(DW) �� und �� ersetzt. Es zeigt sich, da� Terme h�oherer Ordnung in der Mehr-
fachstreureihe durch Verwendung geeigneter optischer Potentiale mit ber�ucksichtigt
werden k�onnen. In erster Ordnung erh�alt man wieder mit den DW-Streuzust�anden
h�j = h(q(�)� ��); �

�j die Darstellungen (1.37) und (1.38) , die in dieser Arbeit den
Ausgangspunkt zur Beschreibung von Transferreaktionen ins Kontiuum bilden.
Theoretische Ans�atze zur Einf�uhrung geeigneter optischer Potentiale sind aus der
Literatur bekannt (z. B. [AGS67], [GrS69], [Edv70], [Rea74], [Reb74]). Ein m�ogliches
Verfahren ausgehend von einer Dreik�orperzerlegung des Hamiltonoperators gem�a�
Gleichung (1.39) geht auf Grassberger und Sandhas [GrS69] zur�uck und wurde f�ur
eine N-K�orperzerlegung von Redish erweitert [Rea74]. Die relativ langwierige Her-
leitung soll hier aber nicht weiter diskutiert werden.

1.3 �Ubergangswahrscheinlichkeiten undWirkungs-

querschnitt

In den bisherigen beiden Abschnitten wurden Ausdr�ucke f�ur �Ubergangsamplituden
angegeben. Hauptgegenstand dieses Abschnitts ist die Formulierung und Festlegung
von �Ubergangswahrscheinlichkeiten und Wirkungsquerschnitten. Dabei wird hier
auf eine genaue Herleitung dieser allgemeinen Gr�o�en verzichtet, eine solche ist in
Textb�uchern �uber Streutheorie (z. B. [WuO62], [New66] oder [Joa75]) zu �nden. Um
auch Vergleiche mit experimentellen Daten zu erm�oglichen, m�ussen die entsprechen-
den Ausdr�ucke oft weiteren Transformationen unterworfen werden. Die daf�ur n�otige
Technik sowie die explizite Transformation zwischen Labor- und Schwerpunktsystem
und die Berechnung eines inklusiven zweifach di�erentiellen Wirkungsquerschnitts
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aus einem dreifach di�erentiellen Wirkungsquerschnitt, sollen in diesem Abschnitt
beschrieben werden und in den Anh�angen B und C weiter ausgef�uhrt werden.
Ausgangspunkt ist die Wahrscheinlichkeit W , da� sich ein System nach der Zeit t
in einem ungest�orten Kanalzustand j��i be�ndet (Es wird wieder die Nomenklatur
aus den letzten Abschnitten verwendet). Im Wechselwirkungsbild ergibt sich diese
Gr�o�e zu

W�;�(t; t
0) = jh��jU�(t; 0)U�(0; t

0)j	�(t
0)ij2 (1.77)

mit den Zeitentwicklungsoperatoren U� und U�. Mit dieser Gr�o�e ist es m�oglich die
"�Ubergangsrate" [Joa75] zu ermitteln, n�amlich

w�;� =
d

d t
lim

t0!�1
W�;�(t; t

0) =
d

d t
jh��jU�(t; 0)j	(+)

� ij2: (1.78)

Die zweite Gleichung gilt mit den Beziehungen limt0!�1U�(0; t
0)j	�(t

0)i =
U�(0;�1j��i = j	(+)

� i. Durch explizites Di�erenzieren und Ausn�utzen der
Tomonaga-Schwinger-Gleichung ([Tom46], [Sch48]) bekommt man damit zun�achst

w�;� = �i h��jV�j	(+)
� ih��j	(+)

� i� + c:c:; (1.79)

und nach Umformen �ndet man,

w�;� = 2 Im( h��jV�j	(+)
� iÆ�;�)� 2�Æ(E� � E�)jh��jV�j	(+)

� ij2: (1.80)

Der zweite Term kann auch mit der "On Shell" �Ubergangsamplitude T�;� = Æ(~P� �
~P�)h��jV�j	(+)

� i bei Ber�ucksichtigung der Gesamtimpulserhaltung dargestellt wer-
den. F�ur Ausgangskan�ale, die sich vom Eingangskanal unterscheiden erh�alt man
also nur den zweiten Term. H�au�g werden �Uberg�ange betrachtet, die z. B. durch die
experimentelle Au�osung bedingt in einem Energieintervall � um einen Wert E lie-
gen. Man ersetzt dann die Æ-Funktion durch eine auf eins normierte Dichtefunktion
�(E), z. B. Lorentz- oder Gaussverteilung. Wie in Kapitel 2 gezeigt wird, k�onnen
mit solchen Dichtefunktionen energiegemittelte St�arkefunktionen f�ur urspr�unglich
diskrete Zust�ande angegeben werden.
Mit den �Ubergangsraten aus Gleichung (1.80) erh�alt man den Wirkungsquerschnitt

���� =
w�;�

F�
: (1.81)
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Die Gr�o�e F� = (2�)�3v� ist dabei der Flu� des Projektils relativ zum Target bei
der Normierung asymptotischer Zust�ande wie in Gleichung (1.15). Durch Einsetzen
von (1.80) �ndet man f�ur den Wirkungsquerschnitt von einem Eingangskanal � in
bestimmte Ausgangskan�ale � den folgenden expliziten Ausdruck: :

���� =
X
�

Æ(~P� � ~P�)Æ(E� � E�)
(2�)4

v�
jT�;�j2: (1.82)

Die Summe � spezi�ziert die m�oglichen Zust�ande im Endkanal. Wegen der verwen-
deten Impulsraumnormierung (genauere Erkl�arung siehe Kapitel 2) ist die Anzahl
der freien Streuzust�ande f�ur ein Teilchen i im Endkanal, also das Pasenraumvolu-
men, in einem Impulsintervall (~pi; ~pi+d ~pi) gerade d ~pi. Besteht die Endpartition aus
n Fragmenten, so folgt mit Gleichung (1.82),

���� =
X
(�)

Z
d ~p 01 d ~p

0
2 � � �d ~p 0nÆ(~P� � ~P�)Æ(E� � E�)

(2�)4

v�
jT�;�j2:

(1.83)

Der Integrand von (1.83) ist der n-fache di�erentielle Wirkungsquerschnitt

d ���
d ~p1 d ~p2 � � �d ~pn =

X
(�)

Æ(E� � E�)
(2�)4

v�
jT�;�j2: (1.84)

Durch eine geeignete Transformation der Relativimpulskoordinaten auf die Energie
und den Streuwinkel 
 = 
(#; ') im Schwerpunktsystem, �ndet man f�ur bin�are
Partionen den �ublichen Ausdruck,

d ���
d


=
X
(�)

(2�)4����
p�
p�
jT�;�(E;
)j2 (1.85)

mit den reduzierten Massen � und den Relativwellenzahlen p� und p�. Bei Ver-
wendung einer Verteilungsfunktion �(Ex) an Stelle der Æ-Distribution in Gleichung
(1.83) �ndet man einen doppelt-di�erentiellen Wirkungsquerschnitt f�ur gebundene
Zust�ande:

d���
d
dEx

= (2�)4����
X
(�)

�(Ex � E�)
p�
p�
jT�;�(E�;
)j2; (1.86)
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der zur einheitlichen Beschreibung eines Spektrums von besonderer Bedeutung ist.
Der Wirkungsquerschnitt mit einer Dreifragmentpartition als Endkanal ergibt sich
aus Gleichung (1.83) zu

d ���
d ~p� d ~q�

=
X
(�)

Æ(E� � E�)(2�)
4jT (+)

�;� (~p�; ~q�)j2: (1.87)

wobei jetzt die ~p� und ~q� wieder die, entsprechend Abschnitt 1.2, Seite 17 de�nier-
ten konjugierten Impulsvektoren zu den Jacobikoordinaten (Gleichungen (1.41) und
(1.40)) sein sollen. In diesem Fall sind die beiden Streuzust�ande im Endkanal wie-
der durch eine Impulsraumnormierung festgelegt.
Auch der Wirkungsquerschnitt (1.87) l�a�t sich durch eine geeignete Transformation
durch zwei Streuwinkel und eine Energie, z. B. die Relativenergie �q� der Unterpar-
tition � (siehe Seite 21), darstellen [New66]:

d ���
d
p�d
q�d �q�

=
X
(�)

(2�)4����m�
p�q�
p�

jT�;�(E; �q�;
p� ;
q�)j2: (1.88)

Dieser Ausdruck ist der dreifach di�erentielle Wirkungsquerschnitt f�ur eine tern�are
Partition. Die experimentelle Bestimmung dieses Ausdrucks ist schwierig, da zwei
Fragmente gleichzeitig zu spektroskopieren sind, was Koinzidenzmessungen erfor-
derlich macht. Man bestimmt daher durch Integration �uber einen der beiden Raum-
winkel, meist nur den inklusiven Wirkungsquerschnitt , der wie folgt gegeben ist:

d ���
d
p�d �q�

=
X
(�)

(2�)4����

Z
4�
d
q�

p�
p�
N(�q�)

r
�

2
q�jT�;�(E; �q�;
p�;
q�)j2

(1.89)

mit der Energienormierungskonstanten

N(�q�) =

 
2m�

�2�q�

! 1

4

=

s
2m�

�q�
: (1.90)

Gleichung (1.89) entspricht dem von G. Baur et al. in [BRT84] angegebenen Aus-
druck 5 und ist einem doppelt-di�erentiellen Wirkungsquerschnitt f�ur bin�are Parti-
tionen entsprechend, geschrieben (Gleichung (1.85)). Ben�utzt man f�ur eine Streuwel-
le in der Unterpartition � eine Partialwellenentwicklung ohne Drehimpulskopplung

5Dort wird allerdings eine andere Normierung f�ur die Streuzust�ande verwendet und �h nicht eins
gesetzt, so da� sich die Endresultate um den Faktor (�h6)(2�)9 unterscheiden.
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entsprechend

�(~q�; ~��) =
�
1

2�

� 3

2 4�

q���

X
`;m

i`ei�`u`(��; q�)Y`;m(�̂�)Y
�
`;m(q̂�); (1.91)

so ergibt sich, nach Multiplikation der Vorfaktor N(�q� )
r

, also damit die in Kapitel 2
beschriebene Energienormierung. Eine Gleichung 1.91 entsprechende Partialwellen-
entwicklung bis zu einem endlichen ` wird in dieser Arbeit als Ausgangspunkt zur
Berechnung der inklusiven Wirkungsquerschnitte f�ur niedrige Unterpartitionsener-
gien �q� verwendet.
Der so erhaltene doppelt di�erentielle inklusive Wirkungsquerschnitt (1.89) kann
als eine nat�urliche Fortsetzung des in Gleichung (1.86) angegebenen energiegemit-
telten Wirkungsquerschnitts aufgefa�t werden. Durch Faltung (nicht durch alleinige
Multiplikation!) mit einer Dichtefunktion ist aus (1.89) ein v�ollig entsprechender
Ausdruck zu erhalten.
Als letzter Teil dieses Abschnitts und in den Anh�angen B und C sollen nun Trans-
formationen von Wirkungsquerschnitten in andere Koordinatensysteme behandelt
werden. Zun�achst soll kurz f�ur bin�are Reaktionen die bekannte Transformation zwi-
schen Labor- und Schwerpunktsystem betrachtet werden. Bei praktischen Anwen-
dungen werden bin�are Reaktionen A(a; b)B meist in den folgenden zwei Koordi-
natensystemen dargestellt: Im Laborsystem, in dem das Target A ruht und das
Projektil a die kinetische Energie Elab hat, und im Schwerpunktsystem oder bary-
zentrischen System, in dem der gemeinsame Schwerpunkt von a und A bzw. b und B
ruht und indem �ublicherweise theoretische Berechnungen durchgef�uhrt werden. Der
Schwerpunkt-Wirkungsquerschnitt ist eine Funktion der Anregungsenergie Ex (von
Target und Ejektil) und des Raumwinkels 
 = (#; '), der gemessene doppelt di�e-
rentielle Wirkungsquerschnitt ist meist als Funktion des Laborwinkels 
lab = (�; �)
und der Laborenergie Elab gegeben. Eine Koordinatentransformation [For83] kann
man allgemein folgenderma�en schreiben:

d �

dE1d
lab
=

d �

dE2d


 
@(cos #;E2)

@(cos �; E1)

!
: (1.92)

Wobei E1 bzw. E2 entweder Ex oder Elab sein kann. Der zweite Faktor auf der linken
Seite von Gleichung (1.92) wird als Jacobi- bzw. Funktionaldeterminante bezeich-
net. Man erh�alt sie aus der Funktionalmatrix der bijektiven Abbildung (�; E1) !
(#(E1; �); E2(E1; �). Es ergeben sich im Prinzip vier m�ogliche Darstellungen f�ur den
Wirkungsquerschnitt je nachdem wie die Ei gew�ahlt werden. Die genaue Formulie-
rung der Abbildungen und die Funktionaldeterminante zwischen den verschiedenen
Koordinatensystemen, ist im Anhang B gegeben. Zur Auswertung der Ergebnisse
werden in dieser Arbeit verschiedene Transformationen ben�otigt, die ebenfalls in
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diesem Anhang zu �nden sind.
Bei der experimentellen Bestimmung von Wirkungsquerschnitten mit mehr als zwei
Teilchen im Ausgangskanal k�onnen oft nicht alle Informationen erfa�t werden, so da�
eine bestimmter Reaktionstyp von anderen Reaktionstypen nicht unterschieden wer-
den kann. Betrachtet man z.B. eine Pickup Reaktion A(a; b)B mit anschlie�endem
Zerfall des Ejektils b in a und x, so kann eine derartige Reaktion bei ausschlie�li-
chem Nachweis von a nicht von einer inelastischen Streuung A(a; a)A� unterschieden
werden. Prinzipiell handelt es sich bei beiden Reaktiontypen sogar um die gleiche
Endpartition, nur in verschiedenen Koordinaten ausgedr�uckt, wie aus Gleichung
(1.65) auf Seite 23 zu sehen ist. Daher w�are jede der Darstellungen bei vollst�andi-
ger Kenntnis der �Ubergangsoperatoren m�oglich und w�urde das gleiche Endresul-
tat liefern. Werden aber nur Ein- und Zweistufenprozesse ber�ucksichtigt, so kann
man zwischen Pickup und inelastischer Anregung ins Kontinuum zumindest von der
Rechnung her unterscheiden. Welcher der beiden Ans�atze oder ob eventuell beide bei
praktischen Rechnungen am geeignetsten sind, h�angt von der betrachteten Reakti-
on ab. Bei der Berechnung des inelastischen Mehrstufen- Wirkungsquerschnitts zeigt
sich, da� immer ein inklusiver Pickup-Aufbruch-Anteil als "side-feeding"-Proze� mit-
ber�ucksichtigt werden mu�. Um aber diesen Anteil entsprechend der inelastischen
Streuung ermitteln zu k�onnen, mu� der dreifach di�erentielle Wirkungsquerschnitt
des Aufbruchkanals d � =d
�d
bd �� (entsprechend Gleichung (1.88)) in Impulsen
der �-Partition geschrieben, so umgeformt werden, da� ein doppelt di�erentieller,
inklusiver Wirkungsquerschnitt d � =d
�d �� (Gleichung (1.89)) in den Impulsen der
�-Partition erhalten wird. Die Energie �� steht dabei f�ur eine Anregungsenergie der
beiden Fragmente a und A.
Wie bei der Berechnung derartiger Wirkungsquerschnitte vorgegangen wird ist im
Anhang C beschrieben.



Kapitel 2

Einteilchenwellenfunktionen und

Transferformfaktoren

Im letzten Kapitel wurde im wesentlichen der Formalismus von Kernreaktionen be-
trachtet. Als Endergebnis f�ur Einstufenprozesse wurden die �Ubergangsamplituden
aus den Gleichungen (1.37) und (1.38) erhalten. Neben den Streuwellen gehen in
diese Gr�o�en die Kernmatrixelemente bzw. Wechselwirkungskerne Iprior�� und Ipost��

ein. Sie enthalten die Kernstruktureigenschaften der Reaktionspartner und sollen in
diesem Kapitel n�aher betrachtet werden. Gegen�uber der �ublichen Behandlung, ist
hier neu, da� die Endzust�ande im Kontinuum liegen. Es sollen wichtige theoretische
Gr�o�en wie die spektroskopische Amplitude und die St�arkefunktion f�ur Kontinu-
umszust�ande diskutiert werden. Im Hinblick auf sp�atere Modellrechnungen und als
Vorbereitung zur Berechnung des Formfaktors f�ur Transferreaktionen m�ussen geeig-
nete Einteilchenwellenfunktionen angegeben werden. Dabei steht die Diskussion von
Resonanzen und die Darstellung von Kontinuumszust�anden durch diskrete Basis-
systeme im Vordergrund. Auch werden in einem Abschnitt dieses Kapitels Einteil-
chenniveaudichten besprochen. Den Abschlu� des Kapitels bildet die Herleitung von
Transferformfaktoren f�ur Kontinuumsreaktionen, die f�ur diese Arbeit von besonderer
Bedeutung sind.

2.1 Einteilchenzust�ande

Wie im Abschnitt 2.6 �uber den Formfaktor gezeigt wird, werden zur Berechnung
von �Uberlappintegralen und Formfaktoren einer Transferreaktion Einteilchenwellen-
funktionen des transferierten Teilchens x relativ zum Target- bzw. Projektilsystem
ben�otigt. Die wesentlichen Eigenschaften derartiger Einteilchenwellenfunktionen f�ur
diskrete Zust�ande und Kontinuumszust�ande werden hier in kurzer und kompakter
Form, �ahnlich der Darstellung in [BZP69] und [LaL88], vorgestellt um auch die No-
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menklatur festzulegen. Au�erdem wird die Diskretisierung des Kontinuums, die in
Analogie zur R-Matrix-Theorie ([WiE47], [LaT58]) erfolgt, diskutiert. Diese Diskre-
tisierung ist ein wesentlicher Aspekt dieser Arbeit und wird im Anhang G ausf�uhrlich
beschrieben.
Die hier verwendeten Einteilchenwellenfunktionen sind L�osungen zu einer Einteilchen-
Schr�odingergleichung zu einem reellen, optischen Potential, d. h. einem sph�arisch-
symmetrischen Potential U(r), das die Summe aus einem Zentralpotential Vcent,
einem Spin-Bahn-Potential V`s und, bei geladenen Teilchen, einem Coulombpoten-
tial Vcoul ist. Auf die Verwendung von e�ektiven Massen [MaW82] oder von ener-
gieabh�angigen Potentialen [JoM88], um nichtlokale oder impulsabh�angige Anteile
im Potential zu ber�ucksichtigen, wird erst sp�ater eingegangen. Die Parameter der
Potentialtiefen der Potentiale Vcent und V`s werden sp�ater variiert, um die expe-
rimentell ermittelten Einteilchenenergien bzw. Einteilchenresonanzen mit der so-
genannten Potentialtiefen-Methode ("Well-Depth-Method") anpassen zu k�onnen.
Die Eigenl�osung �`j;mj

(~r; �) = �`j;mj
(r;
; �) mit dem Energieeigenwert � zu einer

Schr�odingergleichung mit einem wie oben beschriebenen Potential U(r) f�ur Spin 1
2

Teilchen l�a�t sich wie folgt schreiben

�`j;mj
(r;
; �) =

u`j(r; �)

r
Ymj

`;j (
): (2.1)

Die Funktionen Ymj

`;j (
) sind die Eigenfunktionen zu den Drehimpulsoperatoren ^̀2,

ĵ2 und ĵz und ergeben sich aus der Kopplung von Kugel�achenfunktionen und Spi-
noren. Die u`j(r; �) sind die f�ur r = 0 regul�aren Eigenl�osungen zur radialen Schr�odin-
gergleichung, d.h. zu dem Di�erentialoperator

D`j = � �h2

2�

"
d2

d r2
� `(`+ 1)

r2

#
+ U`j(r) (2.2)

f�ur festes ` und festes j. Man erh�alt diskrete Eigenzust�ande u`j(r; �n) := un;`j(r) zu
negativen Eigenenergien (�n < 0) und Kontinuums- oder Streuzust�anden u`j(r; �)
zu einem positiven, kontinuierlichen Spektrum (� > 0). Sie k�onnen durch eine Line-

arkombination der Fundamentall�osungen u
(�)
`j (r; �) und u

(+)
`j (r; �) zu D`j dargestellt

werden. Diese verhalten sich asymptotisch im Falle gebundener Zust�ande wie ab-
fallende und ansteigende Exponentialfunktionen 1, im Falle ungebundener Zust�ande
wie einlaufende und auslaufende Wellen. Allgemein kann u`j(r; �), mit einer Normie-
rungskonstanten N(�) und der S-Matrix oder Streufunktion S`j, wie folgt angegeben
werden

u`j(r; �) =
1

2
iN(�)

h
u
(�)
`j (r; �)� S`j(�)u

(+)
`j (r; �)

i
: (2.3)

1Der zugeh�orige KoeÆzient der Linearkombination wird identisch Null gesetzt



2.1. Einteilchenzust�ande 33

Alternativ kann die Normierung in Abh�angigkeit der Wellenzahl � (� = �h2�2

2�
),

u`j(r; �) =
1

2
iN(�)

h
u
(�)
`j (r; �)� S`j(�)u

(+)
`j (r; �)

i
(2.4)

erfolgen. Die beiden Funktionen unterscheiden sich nur durch die Normierungskon-
stante.
In der zweiten Darstellung (2.4) kann die Wellenfunktion analytisch zu komplexen
Werten von � fortgesetzt werden. Gebundene Zust�ande entsprechen dann diskreten,
rein imagin�aren Werten von � in der oberen komplexen Halbebene, Kontinuums-
zust�ande entsprechen allen Werten von � entlang der positiven reellen Achse. Aus
dieser analytischen Fortsetzung ergeben sich zudem weitere interessante Gr�o�en und
Eigenschaften die im Abschnitt 2.4 diskutiert werden sollen.
Au�erhalb der Reichweite Rint des Kernpotentials (gilt f�ur alle Zentralpotentiale, die
radial st�arker als 1=r2 abfallen [MoM65]) verhalten sich die Fundamentall�osungen

u(�)`j (r; �) (bzw. u(�)`j (r; �)) wie eine Linearkombination von regul�aren und irregul�aren
Coulombfunktionen F`(r; �) und G`(r; �), die im Falle von ungeladenen Teilchen in
sph�arische Bessel- und von-Neumannfunktionen j`(r; �) und n`(r; �) [Sat83] �uber-
gehen. Die im Inneren des Potentials numerisch gewonnenen, bei r = 0 regul�aren
L�osungen k�onnen daher im Au�enbereich an die folgenden Ausdr�ucke angepa�t wer-
den

1

2
iN(�)

h
I
(+)
` (r; �)� S`j(�)O

(+)
` (r; �)

i
=

N(�)
h
F`(r; �) + C`j(�)O(+)

` (r; �)
i
: (2.5)

Wobei die Partialwellenamplitude C`j(�) = 1
2i
(S`j(�) � 1) ist und die einlaufenden

(I
(+)
` ) und auslaufenden (O

(+)
` ) Wellen Linearkombination der Coulombfunktionen,

I
(+)
` (r; �) = G`(r; �)� iF`(r; �)

O
(+)
` (r; �) = G`(r; �) + iF`(r; �); (2.6)

sind. F�ur ungeladene Teilchen reduzieren sich diese auf Besselfunktionen

I
(+)
` (r; �) = ��r [n`(r; �) + ij`(r; �)] = �rh

(�)
` (�r)

O
(+)
` (r; �) = ��r [n`(r; �)� ij`(r; �)] = �rh

(+)
` (�r): (2.7)
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Die hier verwendete Nomenklatur lehnt sich dabei im wesentlichen an die Nomen-
klatur von Lane und Thomas [LaT58] an. Die Ausdr�ucke h

(�)
` und h(+)

` sind die
sph�arischen Hankelfunktionen. Asymptotisch gilt dann f�ur �r � 1 der Zusammen-
hang:

uas`j (r; �) �
1

2
iN(�)

h
f
(�)
` (r; �)� S`j(�)f

(+)
` (r; �)

i
(2.8)

mit

f
(�)
` (r; �) = exp

�
�i
�
�r � �log(2�r)� 1

2
`� + �`(�)

��
: (2.9)

wobei � der Coulomb- oder Sommerfeldparameter und �` die Coulombstreuphase
ist.
Die Konstanten N(�) und S`j(�) respektive N(�) und S`j(�) m�ussen so gew�ahlt
werden, da� sie die jeweiligen Randbedingungen erf�ullen. Im Falle von gebundenen,
diskreten Zust�anden zur Eigenenergie �n (< 0) ist �n eine rein imagin�are Gr�o�e
(�n = ij�nj). Da u`j(r; �) f�ur r ! 1 exponentiell gegen Null geht, ist dies gleich-
bedeutend damit, da� der KoeÆzient N(�) aus Gleichung (2.4) f�ur � ! �n gegen
Null geht und die Streufunktion S`j(�) einen Pol derselben Ordnung haben mu�.

Damit bleibt in (2.4) nur noch die zweite Fundamentall�osung u
(+)
n;`j(r), die f�ur ganz

bestimmte Eigenwerte ij�nj regul�ar ist, �ubrig. Das zugeh�orige Produkt N(�n)S`j(�n)
ist endlich und wird aus der �ublichen Ortsraumnormierung, d.h.

Z 1

0
d r0un;`j(r

0)2 = 1 (2.10)

ermittelt.
Im Falle von ungebundenen Zust�anden sind � und � reelle, positive Gr�o�en. Durch
Anpassen der im Inneren des Potentials, i. a. numerisch gewonnenen, regul�aren
L�osung uin`j (r; �) an die asymptotischen Ausdr�ucke aus Gleichung (2.5) f�ur r = Rint,

erh�alt man die Streufunktion S`j(�) bzw. aus S`j(�) = e2iÆ`j(�) die Streuphase Æ`j(�):

Æ`j(�) = arctan

(
@rF`(r; �)� L`j(�)F`(r; �)

L`j(�)G`(r; �)� @rG`(r; �)

)
r=Rint

; (2.11)

wobei

L`j(�) =

 
@ru

in
`j (r; �)

uin`j (r; �)

!
r=Rint

(2.12)
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die logarithmische Ableitung ist.
Wenn die Streuphase Æ`j(�) einen Wert von �=2 f�ur � = �o annimmt , ergeben sich
Resonanzzust�ande. Aus der Energieabh�angigkeit der Streuphase, bzw. des Sinus der
Streuphase, kann zudem bei Annahme einer Lorentzverteilung die Halbwertsbreite
� von schmalen Resonanzzust�anden ermittelt werden. Es gilt der Zusammenhang

�`j =
h
(@�Æ`j(�))

�1
i
�=�o

: (2.13)

Wie diese Festlegung erfolgt, wird im Abschnitt 2.4 gezeigt. Beispiele f�ur Resonanz-
zust�ande sind in der Abbildung 2.1 zu sehen.

Bei der Normierung der Kontinuums- oder Streuzust�ande wird �ublicherweise eine
Æ-Distributions-Normierung auf die Energie oder den Impuls verwendet. In diesem
Fall ergeben sich f�ur N(�) aus Gleichung (2.3) bzw. N(�) aus Gleichung (2.4) die
Ausdr�ucke:

N(�) =
�

2�

�2��h2

� 1

4

bzw: N(�) =
�
2

�

� 1

2

; (2.14)

soda� jeweils die Orthogonalit�atsrelationen

Z 1

0
d r0u�`j(r

0; �0)u`j(r
0; �) = Æ(�� �0) (2.15)

und

Z 1

0
d r0u�`j(r

0; �0)u`j(r
0; �) = Æ(�� �0) (2.16)

erf�ullt sind. Die gebundenen und ungebundenen Wellenfunktionen bilden ein vollst�andi-
ges Orthonormalystem. Die Vollst�andigkeitsrelation ergibt sich z.B. f�ur die Radial-
wellenfunktionen (2.3) zu

X
n

u�n;`j(r
0)un;`j(r) +

Z 1

0
d �u�`j(r

0; �)u`j(r; �) = Æ(r � r0): (2.17)

Als Abschlu� dieses Abschnitts soll jetzt im Hinblick auf die sp�ater zu diskutieren-
de Kontinuumsst�arkefunktion als auch auf die diskrete Darstellung des Kontinuums



36 Kapitel 2. Einteilchenwellenfunktionen und Formfaktoren im Kontinuum

0.0 5.0 10.0 15.0
ε [MeV]

0.0

0.5

1.0

si
n2 (δ

lj)

p1/2

f5/2

g9/2

4.05 4.15 4.25
ε [MeV]

0.0

0.5

1.0

si
n2 (δ

lj)

g9/2

Abbildung 2.1: Verschiedene Protonresonanzzust�ande zu einem 40Ca-Rumpf. Die Re-
sonanzen wurden zu einem Woods-Saxon-Potential mit geeigneter Tiefe berechnet,
um die folgenden Resonanzenergien zu erhalten: Eres(p1=2)= 2.58 MeV, Eres(f5=2)=
4.98 MeV und Eres(g9=2) = 4.23 MeV. Als Einteilchenbreiten ergeben sich dann die
Werte �(p1=2)= 0.136 MeV, �(f5=2)= 0.10 MeV und �(g9=2)= 5.5 keV. Der Aus-
schnitt zeigt die sehr schmale g9=2-Resonanz im Detail.

ein Ausdruck f�ur ein Integral �uber einen endlichen Bereich �uber das Betragsqua-
drat ju`j(r)j2 angegeben werden [LaL88]. Die Transferst�arke steht ja in engem Zu-
sammenhang mit der Aufenthaltswahrscheinlichkeit des transferierten Teilchens im
Kernbereich. Der hier formulierte Ausdruck h�angt interessanterweise f�ur Radien R0

die gr�o�er als die Reichweite des Potentials U(r) sind nur von der Asymptotik der
Wellenfunktion ab. Um dies zu zeigen wird zun�achst die radiale Schr�odingergleichung

(D`j � �) u`j(r; �) = 0 (2.18)

mit dem Di�erentialoperator D`j ((2.2) nach � di�erenziert. Multipliziert man jetzt
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die zu (2.18) konjugiert komplexe Gleichung mit @�u`j(r; �) und die nach � di�eren-
zierte Gleichung (2.18) mit u�`j(r; �) und bildet anschlie�end die Di�erenz, so ergibt
sich nach Umformen zun�achst

@�u`j(r; �)@r@ru
�
`j(r; �)� u�`j(r; �)@�@r@ru`j(r; �) =

2�

�h2
ju`j(r; �)j2: (2.19)

Dieser und der entsprechende konjugiert komplexe Ausdruck werden bis zu einem
endlichen Radius R0 partiell integriert und man erh�alt

Z R0

0
d r0ju`j(r0; �)j2 =

�h2

4�

�h
@�u`j(r; �)@ru

�
`j(r; �)� u�`j(r; �)@�@ru`j(r; �)

i
r=R0

+
h
@�u

�
`j(r; �)@ru`j(r; �)� u`j(r; �)@�@ru

�
`j(r; �)

i
r=R0

�
:

(2.20)

Im Falle reeller Wellenfunktionen u`j(r; �) l�a�t sich dies schreiben als

Z R0

0
d r0ju`j(r0; �)j2 = � �h2

2�

"
u`j(r; �)

2@�

 
@ru`j(r; �)

u`j(r; �)

!#
r=R0

: (2.21)

Au�erhalb des Potentials U(r) gehen in die rechte Seite von Gleichung (2.20) nur die
asymptotischen Ausdr�ucke f�ur die Wellenfunktion ein, soda� das Integral mit der
Kenntnis der S-Matrix alleine bestimmt werden kann. Diese Beziehung gilt sogar
allgemein, wenn es sich bei der Wellenfunktion um die Gesamtwellenfunktion eines
beliebigen Systems handelt. Erfolgt die Integration �uber den Bereich des Kerninne-
ren, so erh�alt man allgemein ein Wahrscheinlichkeitsintegral f�ur ein Compoundsy-
stem [LaT58]. Integrale �uber die Betragsquadrate einzelner Kanalwellenfunktionen
sind mit Gleichung (2.20) nicht zu ermitteln, falls weitere o�ene Kan�ale vorhanden
sind. Es treten dann zus�atzliche Terme auf, die den Flu� in diese Kan�ale beschrei-
ben.
Die obigen Ans�atze sind f�ur lokale und energieunabh�angige Potentiale durchgef�uhrt
worden. Unter bestimmten Annahmen ist eine Erweiterung, wie in Abschnitt 2.2
gezeigt wird, auch f�ur nichtlokale und energieabh�angige Potentiale m�oglich.
Die aus Gleichung (2.20) gewonnenen Gr�o�en k�onnen als Grundlage zur Bestim-
mung von spektroskopischen Faktoren oder Amplituden dienen.
Unter Verwendung von Gleichung (2.8) kann der Ausdruck (2.20) f�ur gen�ugend
gro�es R0 gen�ahert werden. Damit ergibt sich

Z R0

0
d r0ju`j(r0; �)j2 =

1

�
[@�Æ`j(�) + @��`(�)]
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+ N(�)2
R0

2

�
1� �

�R0
(1� � log( �R0))

� �
1� �

�R0

�

� N(�)2

4�

�
1 +

�

�R0

�
sin(2�`(R0; �) + 2Æ`j);

(2.22)

wobei

�`(R0; �) = �R0 � � log(�R0)� 1

2
`� + �`(�): (2.23)

In diesem Ausdruck spiegeln sich bereits wesentliche Eigenschaften des Kontinuums-
transfers wieder. Im ersten Summanden sind die resonanten Anteile der Streuwelle
enthalten. Er ist gro� f�ur gro�e Energie�anderungen in der Streuphase und ist we-
sentlich f�ur die Form eines Spektrums verantwortlich. Der zweite Summand ist f�ur
einen relativ strukturlosen Untergrund bei Streuprozessen verantwortlich. Der dritte
Summand entspricht einem Interferenzterm der beiden ersten Gr�o�en. Auch er zeigt
starke Energieabh�angigkeit. F�ur sehr scharfe Resonanzen und Werte von R0 von der
Gr�o�enordnung des Kernradius wird der erste Term allein dominieren. Da er zudem
nicht vom Radius abh�angt, wird er auch als "Normierungskonstante" f�ur Resonanz-
zust�ande ben�utzt. Genau dies wird im Abschnitt 2.4 �uber quasistation�are Zust�ande
diskutiert. Eine v�ollig entsprechende Diskussion wurde von G. Baur [BaT73] direkt
f�ur den Wirkungsquerschnitt beim Kontinuumstransfer gemacht.

2.2 Nichtlokale, energieabh�angige Potentiale

Bei der bisherigen Diskussion wurde angenommen, da� es sich bei dem Einteil-
chenpotential U(r) um eine reelle, im Ortsraum lokale und nicht energieabh�angige
Gr�o�e handelt. Diese Annahme ist f�ur eine realistische Beschreibung von Einteil-
chenzust�anden nat�urlich nicht gegeben. Bei mikroskopischen Beschreibungen folgt
die �ortliche Nichtlokalit�at bereits aus dem Fock-Term des Potentials. Eine Energie-
abh�angigkeit ist durch Korrelationen des Einteilchenzustands mit Rumpfanregungen
bedingt, worauf im Abschnitt 3.2 im Detail eingegangen wird. Dieser E�ekt verur-
sacht au�erdem eine Dissipation in noch kompliziertere Zust�ande, was durch einen
Imagin�arteil im Potential beschrieben werden kann.
Tats�achlich ist der Ausdruck (2.20) n�aherungsweise auch f�ur nichtlokale und ener-
gieabh�angige reelle Potentiale erf�ullt. Schr�odingergleichungen mit derartigen Poten-
tialen k�onnen durch Einteilchenhamiltonoperatoren
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~H(r) = �r �h2

2��(r)
r+ ~U(r) (2.24)

mit einem lokalen Potential ~U(r) und einer e�ektiven, radiusabh�angigen Masse ��(r)
beschrieben werden [MaW82], die �ublicherweise als sph�arisch symmetrisch angenom-
men werden. Die e�ektive Masse wird als Produkt angesetzt

��(r)

�
=
��E(r)

�

��k(r)

�
; (2.25)

aus der sogenannten k-Masse ��k(r), die die r�aumliche Nichtlokalit�at, bzw. die Im-
pulsab�angigkeit beschreibt, sowie der sogenannten E-Masse ��E(r), die aus der Zeit-
nichtlokalit�at, d. h. der Energieabh�angigkeit, resultiert. Dieser Ansatz ist ph�anome-
nologisch, die wesentlichen Eigenschaften eines komplizierten Massenoperators sind
jedoch darin enthalten, wie von Ma und Wambach bei der Berechnung von Quasi-
teilcheneigenschaften von Protonen im 208Pb gezeigt wurde [MaW91].
Macht man f�ur den Radialanteil der L�osung zu Gleichung (2.24) den Ansatz

~u`j(r)

r
=
f`j(r)

r

q
��(r)

�
; (2.26)

so erh�alt man die folgende e�ektive radiale Schr�odinger-Gleichung [MaW91]:

@r@rf`j(r) +

(
2��(r)

�h2

h
�� ~U(r)

i
� `(`+ 1)

r2

)
f`j(r) = 0: (2.27)

Mit entsprechenden Umformungen wie im letzten Abschnitt und unter Ber�ucksich-
tigung von ��(r) ! � f�ur gro�e R0 erh�alt man f�ur ein endliches Integral eine der
Gleichung (2.21) entsprechende Gleichung:

Z R0

0
d r0

�(r0)

��
jf`j(r0; �)j2 = ��h2

2

"
f`j(r; �)

2@�

 
@rf`j(r; �)

f`j(r; �)

!#
r=R0

= � �h2

2�

"
~u`j(r; �)

2@�

 
@r~u`j(r; �)

~u`j(r; �)

!#
r=R0

; (2.28)

wobei hier zur Vereinfachung angenommen wurde, da� alle Gr�o�en reell sind. Bei
diesem Ansatz wird besonders deutlich, wieso die Faktoren �(r0)=�, die sogenannten
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"Perey"-Faktoren [PeB61], ben�otigt werden. Die Wellenfunktionen zu einem loka-
len nicht energieabh�angigen Potential zu einer Energie �, f`j(r; �) haben zwar die
richtige Asymptotik, ihr Betragsquadrat ergibt aber ein zu kleines Integral. Durch
nachtr�agliches Einf�uhren eines "Perey"-Faktors ��(r) kann dieser Fehler korrigiert
werden.

2.3 Diskrete Kontinuumsdarstellung undWigner-

sche R-Funktion

Einteilchenkontinuumszust�ande, wie sie bisher diskutiert worden sind, sind geeig-
net zur Beschreibung von Potentialstreuung. Zur Berechnung von Korrelationen
im Kontinuum, d. h. von Kernstrukture�ekten, sind sie jedoch nicht geeignet, da
ihre Ber�ucksichtigung in den entsprechenden Gleichungssystemen zu Integralglei-
chungen f�uhrt. Eine alternative Darstellung des Kontinuums erfolgt daher mit dis-
kreten Eigenzust�anden '�;`j;mj

(~r) und den dazugeh�origen Radialwellenfunktionen
u�;`j(r) (� 2 N), die ein vollst�andiges Funktionensystem zu einem Sturm-Liouville-
schen Eigenwertproblem bilden (siehe z.B. [Wal76]). Dies sind L�osungen zu (2.2), die
zus�atzliche homogene Randbedingungen f�ur ein bestimmtes RS � Rint (Reichweite
der Wechselwirkung!) erf�ullen, d. h. da� die logarithmische Ableitung von u�;`j(r)
an der Stelle r = RS f�ur alle � einen festen Wert B annimmt:

B =

 
@ru�;`j(r)

u�;`j(r)

!
r=RS

8�: (2.29)

Mit diesem Ansatz bilden die u�;`j(r) eine vollst�andige Eigenbasis zu D`j mit Ener-
gieeigenwerten �� f�ur alle r innerhalb des Intervalls [0; Rs]. Auch in diesem Fall
kann man zwischen gebundenen Zust�anden (�� < 0) und ungebundenen Zust�anden
(�� > 0) zum Potential U(r) unterscheiden. Die Normierung dieser Zust�ande erfolgt
allerdings immer im Ortsraum (bez�uglich des Intervalls [0; RS] ) und unterscheidet
sich daher grunds�atzlich von der Normierung auf Deltadistributionen im Falle der
echten Streuzust�ande. F�ur das orthonormierte System u�;`j ist au�erdem folgende
Vollst�andigkeitsrelation erf�ullt:

X
�

u��;`j(r
0)u�;`j(r) = Æ(r � r0) r; r0 � RS: (2.30)

Man kann die echten Kontinuumszust�ande in diesem beschr�ankten Intervall nach
dem vollst�andigen System der u�;`j(r) entwickeln. Dies ist in Anhang G im Detail
diskutiert. Wird als Randbedingung eine verschwindende Ableitung vorgegeben, also
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(@ru�;`j(r))r=RS
= 0;

so ergibt sich im Anhang G, nach Gleichung (G.17) f�ur den Radialanteil des Konti-
nuumszustands die verallgemeinerte Fourierentwicklung

u`j(r; �) =
X
�

�h2

2�

h
u��;`j(r)@ru`j(r; �)

i
r=RS

[ �� �� ]
u�;`j(r): (2.31)

Eine derartige Darstellung bildet die Grundlage der R-Matrix-Theorie. Durch Um-
formen von (2.31) erh�alt man den aus der Literatur bekannten Ausdruck f�ur die
R-Funktion (R-Matrix) [LaT58]:

R(�) =

 
u`j(r; �)

r@ru`j(r; �)

!
r=RS

=
X
�

2�;`j
[ �� �� ]

(2.32)

mit der sogenannten reduzierten Breite

2�;`j =
�h2

2�RS
u��;`j(Rs)u�;`j(Rs): (2.33)

Die R-Matrix entspricht also gerade der logarithmischen Ableitung der Einteilchen-
wellenfunktion. Mit ihr kann also sehr leicht die S-Matrix gewonnen werden. Auf den
Zusammenhang zwischen R-Matrix-Theorie und Kontinuumsdarstellung soll hier al-
lerdings nicht weiter eingegangen werden. Ausgangspunkt f�ur weitere Betrachtungen
ist die Entwicklung (2.31).
Diese Entwicklung ist immer m�oglich und sinnvoll, da die St�arke der Kern-Nukleon-
Wechselwirkung f�ur r = Rs vernachl�assigbar ist. Es ist daher m�oglich, auch mit
diesem Ausdruck ein endliches Ortsraumintegral im Sinne von Gleichung (2.20) zu
berechnen. Wertet man diese Gleichung mit der Entwicklung (2.31) f�ur R0 = RS

aus, so ergibt sich der folgende Ausdruck:

Z RS

0
d r0ju`j(r0; �)j2 =

X
�

�h2

2�

h
u��;`j(r)@ru`j(r; �)

i2
r=RS

[ �� �� ]
2 (2.34)

Diese Gr�o�e ist identisch zur sp�ater besprochenen Niveaudichte. Ein weiterer Vor-
teil der Entwicklung (2.31) ist die Diskretisierung und damit m�ogliche Berech-
nung von Integralgleichungen, wie sie im Rahmen des in Abschnitt 3.2 vorgestellten
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Quasiteilchen-Rumpf-Kopplungs-Modells im Kontiuum erhalten werden.

Um ein Gef�uhl f�ur die Qualit�at der Entwicklung (2.31) zu erhalten, ist in Abbil-
dung 2.2, exemplarisch die numerisch berechnete, radiale Wellenfunktion und deren
Ableitung f�ur einen h11=2-Zustand im Vergleich zur L�osung aus der Entwicklung
dargestellt. Insgesamt wurden f�unfzehn Basiszust�ande mit Einteilchenenergien ��
zwischen 3.0 und 91.0 MeV f�ur die Entwicklung verwendet. Die Wellenfunktionen
und deren Ableitungen wurden exemplarisch f�ur den doppelten Kernradius des 40Ca-
Rumpfs ermittelt. Bis zu einer Energie � von etwa 70 MeV ist ein Unterschied zwi-
schen den entsprechenden Graphen mit blo�em Auge kaum zu erkennen.
Allerdings zeigte sich, da� bei der Berechnung der Streuphase aus der entwickel-
ten Wellenfunktion trotzdem signi�kante Abweichungen auftreten k�onnen. Erst bei
Verwendung eines Lanczos-Verfahrens auf das hier nicht eingegangen werden soll,
konnte die Konvergenz verbessert und die Abweichungen weitgehend beseitigt wer-
den.
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Abbildung 2.2: Radiale Wellenfunktionen und ihre Ableitungen f�ur einen h11=2-
Zustand als Funktion der Energie im Kontinuum f�ur festen Radius r = 2R
(R = 4:28fm angenommener Kernradius von 40Ca). Als Potential wurde ein Woods-
Saxon-Potential mit einem Spin-Bahn-Potential verwendet. Zum einen ist die "ex-
akte" numerische L�osung u`j(2R; �) bzw. [@ru`j(r; �)]r=2R zu sehen, zum anderen ist
die Entwicklung u`j(2R; �; �) bzw. [@ru`j(r; �; �)]r=2R im Sinne von (2.31) gezeigt.
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2.4 Analytische Fortsetzung und quasistation�are

Zust�ande

Die bisherige Formulierung l�a�t sich auf die Verwendung von komplexen Wellenzah-
len � bzw. Energien � erweitern. Die sich daraus ergebenden Folgerungen sollen jetzt
diskutiert werden.
Ausgangspunkt ist die radiale Schr�odingergleichung f�ur beliebige komplexe Wellen-
zahlen � und den zugeh�origen Eigenfunktionen u`j(r; �):

D`ju`j(r; �) =
�h2

2�
�2u`j(r; �) (2.35)

Daraus sind folgende Eigenschaften f�ur die Wellenfunktion und die Streufunktion
abzuleiten ([Hei50], [BZP69], [LaL88]):

a) u`j(r; �) = u`j(r;��) =) S`j(�) = S�1`j (��)

b) F�ur reelle � ist u`j(r; �) = Cu�`j(r; �), C konstant und S`j(�) = S�1`j (�)
�. All-

gemeiner gilt auch f�ur beliebige komplexe �: S`j(�) =
�
S�`j(�

�)
��1

.

c) Aus a) und b) ergeben sich die Eigenschaften:
S�1`j (�

�) = S�`j(�); S`j(���) = S�`j(�); S`j(��) = S�1`j (�)

d) Wenn S`j(�) f�ur bestimmte �o in der oberen komplexen Halbebene Pole hat, so
ergeben sich f�ur den konjugiert komplexen Wert ��o Nullstellen und umgekehrt.
Ist der Realteil von � 6= 0, dann treten Pole und Nullstellen paarweise auf und
zwar f�ur �o und ���o. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 2.3 zu sehen.

e) F�ur Potentiale, die ab einem bestimmten Abschneide-Radius ("cut-o�") iden-
tisch Null sind, liegen Pole aus der oberen Halbebene nur auf der positi-
ven imagin�aren Achse. Die Werte ij�oj entsprechen gebundenen Zust�anden.
F�allt das verwendete Potential nicht st�arker als irgendeine Exponentialfunk-
tion exp (��r) ab, so k�onnen "falsche" oder "�uber�ussige" Pole auftreten.

Diese Pole sind durch Pole der Funktion u
(�)
`j (r; �) bestimmt. Diese Pole sind

unphysikalisch, bedingen aber, da� eine Rekonstruktion des Potentials aus den
Streuphasen alleine nicht m�oglich ist. Bargmann [Bar49] gibt daf�ur Beispiele
an. Diese Tatsache ist im �ubrigen ein Grund daf�ur, da� verschiedene optische
Potentiale dasselbe Streuexperiment erkl�aren k�onnen [MoM65].

f) Mit Ausnahme der u`j(r; �), f�ur die S`j(�) einen Pol auf der positiven, ima-
gin�aren Achse hat (gebundene Zust�ande) oder f�ur die � reell ist (Streuzust�ande),
gilt limr!1 ju`j(r; �)j ! 1.
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κRe(

κIm(

)

)

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung der Pole (x) und Nullstellen (0) einer S-
Matrix. Die dicken Linien entlang der positiven imagin�aren und reellen Achse sym-
bolisieren den Bereich physikalischer Zust�ande, (aus [Hei50]).

Mit diesen Vorbemerkungen ist es m�oglich, Eigenschaften von Resonanzzust�anden,
d. h. quasistation�aren Zust�anden, zu beschreiben. Im Falle eines solchen quasista-
tion�aren Zustands mit der reellen Wellenzahl �ox hat die S-Funktion einen Pol f�ur
die komplexe Wellenzahl �o = �ox + i�oy, also

lim
�!�o

jS(�)j ! 1 (2.36)

Wegen der Beziehung d) ergibt sich ein weiterer Pol f�ur ���o und Nullstellen f�ur ��o
bzw. ��o. Damit l�a�t sich S(�) f�ur einen Pol wie folgt schreiben:

S`j(�) = S0
`j(�)

(�� ��o)(�+ �o)

(�+ ��o)(�� �o)
: (2.37)

F�ur rein reelle � ist der Betrag von S`j(�) = 1 (wegen b)) und da die Funktion
S0
`j(�) in der N�ahe des Pols wie eine Konstante behandelt werden kann, ergibt sich
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S`j(�) = exp 2iÆ`j(�) = exp 2i(Æres`j (�) + Æ0); (2.38)

wobei der resonante Anteil durch

Æres`j (�) = � arctan
�

�oy
�� �ox

�
(2.39)

gegeben ist. Die Ableitung dieser Gr�o�e ist eine Lorentzkurve.
Man berechnet jetzt das Ortsraumintegral des Betragsquadrats der Kontinuumswel-
lenfunktionen im endlichen Intervall von 0 bis R0, wie in den Gleichungen (2.20) bis
(2.22) beschrieben. W�ahlt man R0 klein genug (was bei Berechnung des Formfaktors
in "Prior"-Darstellung (Abschnitt 2.6) immer m�oglich ist), so bleibt n�aherungsweise
nach dem Di�erenzieren von (2.39) und unter Ber�ucksichtigung von (2.14) nur der
Term

1

2
N(�)2

h
@�Æ

res
`j (�)

i
=

1

�

"
�oy

(�� �ox)2 + �2oy

#
(2.40)

�ubrig. Integriert man diesen Ausdruck, der einer Lorentzkurve entspricht, �uber �
so ergibt sich der Wert Eins. Da sich au�erdem die Radialabh�angigkeit der Wellen-
funktion f�ur schmale Resonanzen bez�uglich � kaum �andert, gelten n�aherungsweise
die Zusammenh�ange (Gleichung (2.22) unter Vernachl�assigen der Terme 2 und 3):

Z
Resonanz

d �
Z R0

0
d r0ju`j;mj

(r0; �)j2 �
�

2
�oy

Z R0

0
d r0ju`j;mj

(r0; �ox)j2 � 1: (2.41)

Der Zustand, der durch die Wellenfunktion u`j;mj
(r0; �ox) beschrieben wird, wird

auch als quasistation�arer Zustand bezeichnet. Wird der Ausdruck mit
q
(�oy=N(�ox)

multipliziert, so sind diese Zust�ande wie gebundene Wellenfunktionen normiert.
Eine entsprechende Darstellung ist nat�urlich auch bez�uglich der Energie � m�oglich,
wie man mit Hilfe von Gleichung (2.37) sieht. Die Streufunktion l�a�t sich wie folgt
schreiben:

S`j(�) = S0
`j

�� �o +
1
2
i�

�� �o � 1
2
i�
: (2.42)
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Die Einteilchenresonanzbreite � ist dann n�aherungsweise 2�h2��1�ox�oy; �o ist die
Resonanzenergie. Der der Gleichung (2.40) entsprechende Ausdruck ist eine Lor-
entzkurve bez�uglich der Energie

1

2
N(�)2

vuut2�h2�

�
[@�Æ`j(�)] =

1

�

"
�=2

(�� �o)2 + (�=2)2

#
: (2.43)

Die Wellenfunktion u`j;mj
(r0; �o) kann dann durch Multiplikation mit

q
(��=2) wie-

der einer gebundenen Wellenfunktion entsprechend normiert werden ([BaT73],
[BRT84]). Bei praktischen Rechnungen zeigt sich, da� die Gr�o�e des Radius R0 f�ur
quasistation�are Zust�ande mit Energien, die klein gegen�uber der Zentrifugal- und
Coulombbarriere sind, nicht kritisch ist. (�Ublicherweise wird f�ur R0 der �au�ere klas-
sische Umkehrpunkt der Zentrifugal- und Coulombbarriere ben�utzt [LaT58].) F�ur
Energien, die gr�o�er als die Zentrifugal- und Coulombbarriere sind, ist es ande-
rerseits nicht sinnvoll von quasistation�aren Zust�anden oder Einteilchenbreiten zu
sprechen. Auch die Ableitung des Streuphasenwinkels Æ`j zeigt nicht mehr den ty-
pischen Verlauf einer Lorentzkurve aus Gleichung (2.40) bzw. Gleichung (2.43). Als
Beispiel f�ur quasistation�are Zust�ande sind Wellenfunktionen und die Integrale �uber
ihre Betragsquadrate sowie die zugeh�origen Gesamtpotentiale und die im Abschnitt
2.6 diskutierten �Uberlappwellenfunktionen f�ur einen f5=2-Zustand in der Abbildung
2.4 dargestellt. Aus der Abbildung wird deutlich, da� quasistation�are Zust�ande in ei-
nem �Ubergangsbereich zwischen gebundenen Zust�anden und echten Streuzust�anden
liegen. Sie zeigen daher sowohl Eigenschaften der gebundenen Zust�ande als auch der
Streuzust�ande. Ihre Breiten �oy bzw. � sind eng mit den spektroskopischen Faktoren
gebundener Zust�ande verkn�upft. Im Abschnitt 2.6 wird dies genauer erkl�art.
Die �Ahnlichkeit zwischen quasistation�aren Zust�anden und gebundenen Einteilchen-
zust�anden wird auch in anderer Hinsicht deutlich. Durch Ver�anderung der Potenti-
altiefe geht im Grenzwert j�j = (j�ox � i �oyj) ! 0 der zugeh�orige quasistation�are
Zustand stetig in einen schwachgebundenen Zustand �uber ([BaT73]). Dies ist wegen
der analytischen Eigenschaften der Wellenfunktion nicht verwunderlich. Damit wird
auch klar, warum sehr schmale Resonanzzust�ande bei praktischen Rechnungen oft
durch schwach gebundene Zust�ande ersetzt werden k�onnen.
Da die Wellenfunktionen quasistation�arer Zust�ande im Potentialbereich wesentliche
Beitr�age haben, wie auch in Abbildung 2.4 zu sehen ist, werden sie bei Kernstruktur-
rechnungen oft neben den gebundenen Zust�anden mitber�ucksichtigt. Dabei kann wie
folgt vorgegangen werden : Man erzeugt eine Basis von diskreten Eigenzust�anden
u�;`j;mj

(r), wie sie in Abschnitt 2.3 de�niert wurden, zu Radien RS, die individuell
zu jedem `; j so bestimmt werden, da� die Streuphase f�ur einen der ungebundenen
Eigenzust�ande gerade �=2 betr�agt und damit ein quasistation�arer Zustand generiert
wird. Man hat also gebundene Einteilchenzust�ande, ungebundene Einteilchenreso-
nanzzust�ande und weitere nichtresonante Einteilchenstreuzust�ande als Basis. Mit
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dieser Basis kann man zwei orthogonale R�aume bilden. Einer entspricht dem Raum
der gebundenen bzw. Resonanzzust�ande, der andere dem der o�enen Kan�ale.
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Abbildung 2.4: Radiale Wellenfunktionen und die Integrale �uber die entsprechenden
Betragsquadrate (Figur links oben und Figur links unten) f�ur quasistation�are f5=2-
Zust�ande bei verschiedenen Energien (� = 0.1 MeV, 5.0 MeV, 9.5 MeV). Durch An-
passen der Potentialtiefe ("Well-Depth-Method") wurden quasistation�are Zust�ande
bei den gegebenen Energien ermittelt. In der Figur rechts unten sind die zugeh�origen
Potentiale Vtot(r) , in der Figur rechts oben die Wechselwirkungs�uberlappwellenfunk-
tion zu sehen.

F�ur Kernstrukturrechnungen gen�ugt es oft, nur den ersten Teilraum zu ber�ucksich-
tigen.
Eine �ahnliche Zerlegung in zwei orthogonale Teilr�aume kann auch nach einem Ver-
fahren von Wang und Shakin [WaS70] erfolgen. Quasistation�are Zust�ande werden
hier bis zu einem Abschneide-Radius ("cut-o�"; h�au�g der klassische Umkehrpunkt
f�ur das Potential) berechnet und in diesem Intervall im Ortsraum auf Eins nor-
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miert. Mit dem Orthonormalisierungsverfahren von E. Schmidt werden dann sowohl
die zugeh�origen gebundenen Zust�ande als auch die �ubrigen Streuzust�ande ermittelt.
In [WaS70] wurde dieses Verfahren exemplarisch f�ur die 1d3=2-Resonanz in

16O vor-
gestellt, M. M�uller [Mue95], [MDI95] benutzte es im Rahmen seiner Dissertation, um
einen geigneten Zustandsraum zur Beschreibung der Ankopplung des Kontinuums
an gebundene Zust�ande zu erhalten.
Die obigen Ans�atze gelten nur n�aherungsweise f�ur schmale Resonanzen. Lediglich
im Grenzwert � ! 0 (Im(�) < 0) (in der oberen Halbebene von � existieren Pole
nur zu rein imagin�aren � ) gelten die Aussagen streng. Urspr�unglich wurden qua-
sistation�are Zust�ande von G. Gamow ja auch zur Beschreibung des Zerfalls eines
langlebigen �-Zustands im 238U verwendet [Gam28].
In dieser Arbeit werden quasistation�are Zust�ande als Teil des Kontinuums behandelt.
Die obige Diskussion diente daher nur zur besseren Interpretation und zum besse-
ren Verst�andnis der Eigenschaften von Resonanzzust�anden. Auf Grund der engen
Verwandschaft zu gebundenen Zust�anden wird klar, da� bei st�orungstheoretischen
Ans�atzen vornehmlich die Resonanzen mit gebundenen Zust�anden �uber eine Rest-
wechselwirkung koppeln und daher zu Mischungen f�uhren, die denen in einem System
ausschlie�lich gebundener Zust�ande entsprechen. Ein physikalisches Beispiel hierf�ur
sind die Spiegelkerne 41Ca und 41Sc oder 13C und 13N . Messungen zeigen, da� die
St�arkefunktionen von Neutronenzust�anden unterhalb der Teilchenaufbruchschwel-
le denen der Protonenzust�ande oberhalb der Teilchenaufbruchschwelle entsprechen
(Siehe Kapitel 5 und 6).

2.5 Einteilchenniveaudichte

Im folgenden soll noch der Zusammenhang zwischen Einteilchenniveaudichte und
diskreter Kontinuumsdarstellung vorgestellt werden. Ausgangspunkt ist ein Ansatz
von S. Shlomo [Shl92] f�ur die Einteilchenniveaudichte g(�) mit Hilfe der Einteilchen-
Greensfunktionen G(�)(~r; ~r 0; �):

g(�) =
1

2�i

Z
d~r 0

h
G(+)(~r; ~r 0; �)� G(�)(~r; ~r 0; �)

i
~r=~r 0

:

(2.44)

Diese Greensfunktionen kann man in der Spektraldarstellung bez�uglich der gebun-
denen Zust�ande und der Kontinuumszust�ande �`j;mj

(~r; �) aus Gleichung (2.1) dar-
stellen, also
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G(�)(~r; ~r 0; �) =
X
`j;mj

"X
n

��n;`j;mj
(~r)�n;`j;mj

(~r 0)

�n � �� i�| {z }
gebunden

+
Z
d �0

��`j;mj
(~r; �0)�`j;mj

(~r 0; �0)

�0 � �� i�

#
| {z }

Kontinuum

:

(2.45)

Die Integration in Gleichung (2.44) erfolgt �uber den gesamten dreidimensionalen
Raum. Berechnet man diesen Ausdruck aber f�ur ein endliches Volumen, z. B. f�ur
eine Sph�are 
 vom Radius RS, so k�onnen die Kontinuumszust�ande nach einer diskre-
ten Basis '�;`j;mj

(~r) mit den in Abschnitt 2.3 beschriebenen Eigenschaften entwickelt
werden. F�ur die Einteilchenniveaudichte ergibt sich dann unter Ber�ucksichtigung der
Orthogonalit�at der '�;`j;mj

(~r) der Ausdruck (zur Vereinfachung werden die mj nicht
mit ausgeschrieben):

g
(�) =
X
`j

(2j + 1)

(X
�

" X
n

jh'�;`jj�n;`jij2Æ(�n � �)

!
+ jh'�;`jj�`j(�)ij2

#)
(2.46)

mit den in Anhang G bestimmten Matrixelementen h'�;`jj�n;`ji und h'�;`jj�`j(�)i.
Diese Einteilchenniveaudichte soll nun auf die Niveaudichte freier Teilchen bezogen
werden. Dazu verwendet man eine entsprechende Entwicklung f�ur freie Kontinuums-
zust�ande [Pre63]. Man erh�alt mit

g
0 (�) =
X
`j

(2j + 1)
nX

�

h
jh'0

�;`jj�0`j(�)ij2
io
; (2.47)

f�ur gro�e RS die Gr�o�e

g
(�)� g
0 (�) = gb(�) + gc(�) �
X
`j

(2j + 1)

"X
n

Æ(�n � �) +
1

�
@�Æ`j

#
(2.48)

mit einem Anteil gb f�ur gebundene Zust�ande und gc f�ur Resonanzzust�ande. Dieser
Ausdruck entspricht dem �ublicherweise verwendeten Ausdruck f�ur die Einteilchen-
niveaudichte [Shl92].
Die Gleichung (2.48) liefert somit einen allgemeinen Ausdruck f�ur die Einteilchenni-
veaudichte f�ur ein beliebiges Potential. Auch hier sieht man wieder die enge Verwand-
schaft von gebundenen Zust�anden und Resonanzzust�anden. Setzt man den Ausdruck
(2.39) f�ur die Streuphase ein, so werden die Resonanzen bei einer Integration �uber
die Niveaudichte wie gebundene Zust�ande mitgez�ahlt.
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2.6 Formfaktoren, spektroskopische Amplituden

und St�arkefunktionen

Bei der Behandlung von Transferreaktionen im Rahmen der EFR-DWBA (Exact
Finite Range-DWBA) sind alle wesentlichen Eigenschaften �uber die Struktur der
beteiligten Kerne im Wechselwirkungskern oder Kernmatrixelement enthalten. F�ur
einen Transfer von einer �- in eine �-Partition, also der Reaktion A(a; b)B mit
B = A + x und a = b + x2, l�a�t sich diese Gr�o�e wie folgt angeben:

I�� = hbBj
8><
>:

V̂ �

V̂ �

9>=
>; jaAi = hIbMbIBMBj

8><
>:

V̂ �

V̂ �

9>=
>; jIaMaIAMAi: (2.49)

Dabei bezeichnen die I und M die Drehimpulsquantenzahlen der beteiligten Kerne
und die V̂ � und V̂ � die Restwechselwirkungen in "Post"- oder "Prior"-Darstellung.
Diese Restwechselwirkungen aus I�� k�onnen, wie im Abschnitt 1.2 beschrieben, als
e�ektive Wechselwirkungen eines Dreik�orperproblems dargestellt werden, die noch
exakt sind, aber praktisch nicht berechnet werden k�onnen. Sie werden daher �ubli-
cherweise durch Einteilchenpotentiale oder optische Potentiale Û� bzw. Û� ersetzt.
Sie beinhalten auch nichtlokale Anteile des Potentials, die oft als "Perey"-Faktoren
[PeB61] bei den Wellenfunktionen mitber�ucksichtigt werden. In der Ortsraumdar-
stellung ergibt sich dann folgende N�aherung:

V �(~��; �b; �x) � U�(~��)

V �(~��; �A; �x) � U�(~��): (2.50)

F�ur I�� erh�alt man dann:

I�� =

8><
>:

R
d�xhIBMBjIAMAihIbMbjÛ�jIaMai post

R
d�xhIBMBjÛ�jIAMAihIbMbjIaMai prior:

(2.51)

Dieser Ausdruck l�a�t sich im Ortsraum explizit in den inneren Koordinaten � =
(�x; �A; �b) der drei Fragmente b, A und x und den Jacobikoordinaten ~�� und ~��
(Gleichung (1.40) auf Seite 17) zwischen den entsprechenden Fragmenten schreiben
(siehe auch Abbildung 1.1):

2Exemplarisch wird eine Stripping-Reaktionen diskutiert.
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I��(~��; ~��) =
Z
d�	�

B(~��; �A; �x)	
�
b(�b)

8><
>:

U�(~��)

U�(~��)

9>=
>;	A(�A)	a(~��; �b; �x):

(2.52)

Die Matrixelemente ohne Restwechselwirkung, hIBMBjIAMAi und hIbMbjIaMai, wer-
den �ublicherweise als �Uberlappintegrale bezeichnet [Sat83]. Sie beschreiben den her-
ausprojizierten Anteil des transferierten Teilchens x im Kern B, bzw. a, d. h. die
Wellenfunktionen von x bez�uglich der R�umpfe A, bzw. b. Die beiden anderen Ma-
trixelemente hIbMbjÛ�jIaMai und hIBMBjÛ�jIAMAi werden als Wechselwirkungs-
integrale bezeichnet.
Zur Auswertung der �Uberlappintegrale wird nun folgenderma�en vorgegangen: Die
Gesamtwellenfunktion f�ur das transferierte Teilchen x und den Rumpf c (hier A oder
b)

	(c+x)(~rcx; �c; �x) = N
� 1

2
cx

X
c0;`;j

	c0(�c0) c0;`j(~rcx; �x) (Ic0Mc0jmjjIc+xMc+x) (2.53)

wird nach einer vollst�andigen Basis von Rumpfzust�anden mit den Clebsch-Gordan-
KoeÆzienten (Ic0Mc0jmjjIc+xMc+x) entwickelt. Dabei kann angenommen werden,
da� es sich bei diesen Rumpfzust�anden um exakte Zust�ande des Rumpfes handelt,
und nicht um Modellzust�ande [Sat83]. Die Summation in Gleichung (2.53) erfolgt
�uber alle Rumpfzust�ande c0 und �uber den Drehimpuls ` sowie den Spin j des Teil-
chens x relativ zum Rumpf. (Der besseren �Ubersichtlichkeit halber wurde auf die
Darstellung unterschiedlicher Isospinzust�ande verzichtet. Ncx ist die Anzahl der Nu-
kleonen des Kerns c + x.) Durch Projektion auf einen bestimmten Rumpfzustand
ergibt sich das �Uberlappintegral

hIcMcjIc+xMc+xi = N
� 1

2
cx

X
`j

 c;`j;mj
(~rcx; �x) (IcMcjmjjIc+xMc+x) (2.54)

mit einer einteilchenartigen Wellenfunktion  c;`j;mj
(~rcx) des transferierten Teilchens

x relativ zum Rumpf c. Die �Uberlappwellenfunktion ist eine Observable, ihre expe-
rimentelle Bestimmung ist aber in der Praxis kaum m�oglich. Leicht zug�anglich ist
nur das asymptotische Verhalten der �Uberlappwellenfunktion, da� durch die Sepa-
rationsenergie von c und x gegeben ist, sowie die Drehimpulseigenwerte, die cha-
rakteristische Winkelverteilungen zeigen. Man vergleicht daher im Falle gebundener
Zust�ande, die zun�achst betrachtet werden sollen, auf Eins normierte Einteilchen-
wellenfunktionen ��;`j;mj

(~rcx; �x) zu einem Modellpotential zu entsprechendem Spin,
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Bahndrehimpuls und Bindungsenergie mit den �Uberlappwellenfunktionen und setzt
die Ausdr�ucke proportional zueinander, also

 c;`j;mj
(~rcx; �x) � C(+)

Ic;Ic+x;�;(`;s);j
��;`j;mj

(~rcx; �x): (2.55)

Der Proportionalit�atsfaktor C(+)
Ic;Ic+x;�;(`;s);j

wird dann als spektroskopische Einteilchen-
Amplitude des Zustands bezeichnet. Entsprechend kann man auch die spektroskopi-
sche Einloch-Amplitude angeben. Bei Verwendung von Erzeuger- und Vernichterope-
ratoren ergeben sich f�ur den konkreten Fall der hier betrachteten Stripping-Reaktion
die folgenden Ausdr�ucke

C(+)
IA;IB;�;(`;s)j

(IAMAjmjjIBMB) = hBja+�;(`;s)jmj
jAi

C(�)Ia;Ib;�;(`;s)j
(IbMbjmjjIaMa) = hbja�;(`;s)jmj

jai: (2.56)

Dabei ist zu beachten, da� die Gr�o�en (2.55) und (2.56) modellabh�angig sind: Sie
h�angen vom verwendeten Einteilchen-Potential zur Bestimmung der �� ab. Die Be-
stimmung der spektroskopischen Amplituden erfolgt daher allgemeiner mit der Be-
dingung

S(+)
�;(`;s)j =

Z
d~rcxd�xj c;`j(~rcx; �x)j2

= jC(+)
Ic;Ic+x;�;(`;s);j

j2: (2.57)

Wobei das Betragsquadrat der �Uberlappwellenfunktion als spektroskopischer Fak-
tor S(+)

�;(`;s)j f�ur Einteilchenzust�ande [Cle73] bezeichnet wird. Entsprechend ergibt sich

S(�)
�;(`;s)j f�ur die Lochzust�ande.

Bei der Berechnung von energiegemittelten Wirkungsquerschnitten (siehe Gleichung
(1.86) auf Seite 27) werden diese spektroskopischen Faktoren von �Uberg�angen � zu
gleichen sonstigen Quantenzahlen jeweils mit Energien E� mit Hilfe einer Mittelungs-
funktion �(E � E�) aufsummiert. Damit gelangt man zu einer energiegemittelten
St�arkefunktion

hP ic+x(E) =
X
(�)

�(E � E�)S(+)
� : (2.58)

Solche St�arkefunktionen �nden in der statistischen Mehrstufentheorie zur Beschrei-
bung von Vorgleichgewichtsreaktionen Verwendung. Die Energieabh�angigkeit des
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Wirkungsquerschnitts kann dann durch die St�arkefunktionen, die Winkelabh�angig-
keit durch einen schwach energieabh�angigen Einteilchen-Modellwirkungsquerschnitt
ausgedr�uckt werden. Es ist damit eine Faktorisierung des Wirkungsquerschnitts
in Strukturanteile und Dynamik gegeben, die solche Prozesse berechenbar machen
[Len87].
Die vier �Uberlappintegrale k�onnen mit Basiswellenfunktionen und den spektrosko-
pischen Amplituden z.B. in Priorform n�aherungsweise wie folgt geschrieben werden
[Tam74]:

Post:

hIBMBjIAMAi =
X C(+)

IA;IB�1;(`1;s)j1
[�`1(~��)
 �s(�x)]�1;j1mj1

� (IAMAj1mj1 jIBMB)

hIbMbjÛ�jIaMai =
X C(�)Ia;Ib;�2;(`2;s)j2

[U�(~��)�`2(~��)
 �s(�x)]�2;j2mj2

� (IbMbj2mj2jIaMa) : (2.59)

Prior:

hIBMB jÛ�jIAMAi =
X C(+)

IA;IB;�1;(`1;s)j1
[U�(~��)�`1(~��)
 �s(�x)]�1;j1mj1

� (IAMAj1mj1jIBMB)

hIbMbjIaMai =
X C(�)Ia;Ib;�2;(`2;s)j2

[�`2(~��)
 �s(�x)]�2;j2mj2

� (IbMbj2mj2 jIaMa) : (2.60)

Das Tensorprodukt beschreibt dabei die Drehimpulskopplung des Ortsraumanteils
mit den Spinwellenfunktionen, also z.B.

�`j;Mj
(~�) = [�`(~�)
 �s(�)]jmj

=
X

m`;ms

(`m`smsjjmj)�`m`
(~�)�sms(�): (2.61)

Die Summation in (2.59) bzw. (2.60) erfolgt �uber alle die Quantenzahlen �i; `i; ji,
die zu den festgelegten Anfangs- und Endzust�anden von a und A bzw. b und B
f�uhren k�onnen. Um welche es sich dabei handelt, h�angt von der Art der Reaktion
und den Endzust�anden ab. Die Wellenfunktionen �`m`

(~��) bzw. �`m`
(~��) sind Rela-

tivwellenfunktionen zwischen dem Rumpf A bzw. b und dem transferierten Teilchen
x. Sie beschreiben gebundene Zust�ande von B = (A + x) bzw. a = (b + x), die im
Ortsraum auf Eins normiert sind. Eine detaillierte Beschreibung dieser Einteilchen-
wellenfunktionen erfolgte in Abschnitt 2.1.
Die Ausdr�ucke aus (2.59) und (2.60) k�onnen noch weiter vereinfacht werden, indem



2.6. Formfaktoren, spektroskopische Amplituden

und St�arkefunktionen 55

man, bei Annahme eines sp�arisch symmetrischen Potentials, die rein winkelabh�angi-
gen Gr�o�en mit Drehimpulsalgebra separiert

I�� =
X

G(
�;
�)f(��; ��): (2.62)

Es bleiben dann ein winkelabh�angiger GeometriefaktorG und ein sogenannter Form-
faktor f �ubrig [Tam74]. (Nach Satchler [Sat83] sind die Formfaktoren nur die radia-
len Anteile des Kernmatrixelements.) F�ur sie ergeben sich in Post- und Priorform
explizit die folgenden Ausdr�ucke:

f�1;(`1;s)j1;�2;(`2;s)j2(��; ��) = C(+)
IA;IB;�1;(`1;s)j1

C(�)Ia;Ib;�2;(`2;s)j2

u�1;`1j1(��)

��

u�2;`2j2(��)

��

8><
>:
U�(��) post

U�(��) prior.
(2.63)

Die Gr�o�en u�1;`1j1(��) und u�2;`2j2(��) in Gleichung (2.63) sind jetzt die radialen
Wellenfunktionen mit den Hauptquantenzahlen �1 und �2.
Um die �Ubergangsamplitude (1.37) bzw. (1.38) mit den Kernmatrixelementen aus
(2.59) berechnen zu k�onnen, mu� jetzt noch eine letzte Umformung erfolgen. Die
Relativkoordinaten ~�� und ~�� werden durch die Kanalkoordinaten ~r� und ~r� darge-
stellt. Wie bei dieser Drehimpulskopplung vorgegangen wird, ist in der einschl�agigen
Literatur ([Aus70], [Tam74], [Sat83]) beschrieben.
Es bleibt jetzt noch die Bedeutung der spektroskopischen Amplituden bzw. spektro-
skopischen Faktoren zu diskutieren. �Ublicherweise dienen sie dazu, direkte Vergleiche
mit dem Experiment zu machen. Dabei geht man wie folgt vor: Man bestimmt durch
Rechnung einen di�erentiellen Wirkungsquerschnitt mit einer auf Eins normierten
Modellwellenfunktion mit geeigneter Energie und geeigneten Drehimpulsquanten-
zahlen (Aus den Winkelverteilungen kann entnommen werden, welche Drehimpuls-
quantenzahlen ben�otigt werden.). Die absolute Gr�o�e des Wirkungsquerschnitts wird
dann durch Vergleich mit den Daten mit dem spektroskopischen Faktor skaliert.
D. h. die spektroskopische Amplitude ist ein Ma� f�ur das Auftreten eines Einteil-
chenzustandes oder der Einteilchenanteile bei dem betre�enden �Ubergang. Aus ei-
ner Kernstrukturtheorie, die �uber die Einteilchen-N�aherung hinausgeht, kann durch
Projektion auf einen Einteilchenzustand ebenfalls eine spektroskopische Amplitude
abgeleitet werden und genau das soll in dieser Arbeit erfolgen. Diese spektroskopi-
sche Amplitude ist dann ein Ma� f�ur den Einteilchenanteil der Modellwellenfunktion.
Ein Vergleich der experimentellen mit der theoretischen spektroskopischen Ampli-
tude liefert also direkte Hinweise �uber die Kernstruktur.
Der Ansatz (2.55) ist aber nicht frei von Unsicherheiten, da die Modellwellenfunktio-
nen vom verwendeten Potential abh�angen und die einfache Proportionalit�at nicht f�ur
alle ~rcx gelten wird. M�oglichst genau sollte Gleichung (2.55) im asymptotischen Be-
reich erf�ullt sein, da im Falle eines direkten Reaktionsmechanismus die Reaktion vor-
rangig an der Periph�are des Rumpfes c statt�ndet. Da im Falle gebundener Zust�ande
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in Abh�angigkeit von ihrer Separationsenergie � die �Uberlappfunktionen exponenti-

ell wie r�1cx exp(�
q
2��=�h2rcx) abfallen, m�ussen die Einteilchenmodellzust�ande diese

Bedingung ebenfalls erf�ullen. Zu diesem Zweck werden sie f�ur die jeweilige Separati-
onsenergie � zu einem ph�anomenologischen Potential (z. B. Woods-Saxon Potential)
berechnet, das geeignet angepa�t wird. Dieses Verfahren soll auch in dieser Arbeit
f�ur gebundene Zust�ande angewendet werden, obwohl es nicht unproblematisch ist.
Stillschweigend wurde bis jetzt angenommen, da� die �Uberlappfunktionen im Sinne
von Gleichung (2.57) integrierbar sind, d.h. es handelte sich um gebundene Zust�ande
f�ur die �Uberlappfunktionen, die au�erhalb der Reichweite des Kernpotentials expo-
nentiell abfallen. F�ur �Uberlappfunktionen aber, die einer Kontinuumswellenfunk-
tionen entsprechen, ist die De�nition (2.55) f�ur die spektroskopische Amplitude im
allgemeinen nicht sinnvoll, da die Normierung ungebundener Zust�ande mit einer
Æ-Distribution erfolgt. Ein der Gleichung (2.55) entsprechender Ausdruck existiert
daher f�ur Kontinuumszust�ande nur mit Einschr�ankungen. Infolgedessen �ndet man
in der Literatur daf�ur verschiedene Ans�atze. Diese sollen nun diskutiert werden
Zun�achst soll ein Ansatz von Vincent und Fortune [ViF73] betrachtet werden. Sie
benutzten bei der Berechnung eines Formfaktors, respektive eines spektroskopischen
Faktors, nur den auslaufenden Anteil O

(+)
` (r; �) der Wellenfunktion (siehe Gleichung

(2.5)). Der ungestreute Anteil F`(r; �) der f�ur kleine Energien � und gro�e ` klein

gegen�uber O
(+)
` (r; �) ist, wird also vernachl�assigt. Damit erh�alt man f�ur das asym-

ptotische Verhalten der �Uberlappwellenfunktion n�aherungsweise den Ausdruck:

uc;`j(r; �) � N(�)CIc;Ic+x;(`;s);j(�)O(+)
`j (r; �): (2.64)

Die Gr�o�e CIc;Ic+x;(`;s);j(�) ist jetzt eine Partialwellenamplitude, die nicht zuf�alliger-
weise so geschrieben wird wie die spektroskopische Amplitude. F�uhrt man das Inte-
gral �uber das Betragsquadrat dieser Wellenfunktion im Ortsraum aus und integriert
anschlie�end �uber die entstandene Æ-Distribution, so erh�alt man analog zur De�ni-
tion des spektroskopischen Faktors aus Gleichung (2.57) die Gr�o�e:

�redc;`j(�) = jCIc;Ic+x;(`;s);j(�)j2; (2.65)

die im Weiteren als spektroskopische Faktordichte bezeichnet werden soll. Vom par-
tiellen elastischen Wirkungsquerschnitt unterscheidet sich �redc;`j(�) nur um einen ki-
nematischen Faktor.
Nun werden die Partialwellenamplituden bzw. die spektroskopischen Faktordichten
f�ur realistische Modellwellenfunktionen stark uktierende Gr�o�en sein. Besonders f�ur
gro�e ` und Energien nahe der Teilchenaufbruchschwelle wird man resonante Struk-
turen �nden. F�ur isolierte Resonanzen l�a�t sich daher die spektroskopischen Fak-
tordichte im Bereich der Resonanzenergie �res mit einer Ein-Niveau-Breit-Wigner-
Formel darstellen:
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�redc;`j(�) =
�2
c

(�� �res)2 + �2
tot

= �
�2
c

�tot

1

�

�tot
(�� �res)2 + �2

tot

: (2.66)

Dabei bezeichnet �c die Teilchenbreite (Partialbreite) und �tot die Gesamtbreite.
Die rechte Seite von Gleichung (2.66) suggeriert bereits welches Ergebnis bei der
Integration �uber die Resonanz erhalten wird, n�amlich:

s
(+)
Ic;Ic+x;(`;s);j

(�) =
Z
Res

d �0�redc;`j(�
0) = �

�2
c

�tot
: (2.67)

Dieser "spektroskopische Faktor" s
(+)
Ic;Ic+x;(`;s);j

(�) von Vincent und Fortune [ViF73]

bezieht sich auf eine Einteilchenwellenfunktion mit der Asymptotik O
(+)
`j (r; �res) und

hat daher keinen stetigen �Ubergang bez�uglich der Energie zum spektroskopischen
Faktor gebundener Zust�ande. Doch diese Problematik kann �uberwunden werden
(siehe [BaT73]). Setzt man f�ur die Einteilchenwellenfunktion im Bereich der Energie
�res eine Einteilchenresonanz an, so gilt asymptotisch:

usp`j (r; �) = sin(Æ`j(�; �res))N(�)O
(+)
`j (r; �); (2.68)

wobei die Streuphase in der N�ahe einer Resonanz durch folgenden Ausdruck (siehe
auch Gleichung (2.39) auf Seite 46):

Æres`j (�; �res) = � arctan

 
�sp

�res � �� �sp

!
(2.69)

geschrieben wird. Integriert man jetzt das Betragsquadrat der Einteilchenwellen-
funktion �uber r und anschlie�end �uber die Æ-Distribution, so erh�alt man wieder
eine Ein-Niveau-Breit-Wigner-Formel, mit der Breite �c = �tot = �sp. Integration
�uber � im Bereich der Resonanz ergibt dann den Wert ��sp. Allgemein l�a�t sich ein
spektroskopischer Faktor f�ur Resonanzzust�ande in v�olliger Analogie zu gebundenen
Zust�anden schreiben:

S(+)
Ic;Ic+x;res;(`;s);j

=
�2
c

�tot�sp
: (2.70)

Allgemeiner l�a�t sich auf diese Weise auch die folgende spektroskopische St�arkefunk-

tion f�ur Resonanzen im Kontinuum de�nieren:

S(+)
Ic;Ic+x;(`;s);j

(�) =
jCIc;Ic+x;(`;s);j(�)j2

�sp(�)
: (2.71)
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Um �uber die Teilchenaufbruchschwelle hinaus eine kontinuierliche Darstellung zu
haben, wird die in Gleichung (2.71) angegebene St�arkefunktion mit einer Dichte-
funktion �

hS(+)
Ic;Ic+x;(`;s);j

(E)i =
Z
d �0�(E � �0)S(+)

Ic;Ic+x;(`;s);j
(�0) (2.72)

gefaltet. Diese Gr�o�e ist dann eine energiegemittelte Gr�o�e und ist die nat�urliche
Fortsetzung des Ausdrucks f�ur gebundene Zust�ande aus Gleichung (2.58).
Die De�nitionen (2.70) und (2.71) machen aber nur Sinn f�ur schmale Resonanzen
und wenn die berechnete Einteilchenbreite �sp bei der Energie des gemessenen Zu-
standes ermittelt werden kann. Sie ist au�erdem mit Unsicherheiten behaftet, wie G.
Baur in [BaT73] anmerkt. Bei der Berechnung der Einteilchenwellenfunktion wer-

den nur die "gestreuten" Anteile O
(+)
` der Wellenfunktion (siehe Gleichung (2.5)

ber�ucksichtigt. Der ungestreute Anteil F` bleibt unber�ucksichtigt. Zudem ist die
k�unstliche Ver�anderung der Potentialtiefe zur Anpassung der Resonanz, als Refe-
renzgr�o�e f�ur hohe Anregungsenergien mit Sicherheit unrealistisch. Verwendet man
die vollst�andige Streul�osung so erh�alt man einen "ungestreuten" Anteil der Wellen-
funktion. Dieser "ungestreute" Anteil kann aber f�ur h�ohere Energien und niedrige
`-Werte durchaus vergleichbar mit dem "gestreuten" Anteil sein | damit haben die
obigen De�nitionen keine G�ultigkeit mehr. Hier soll daher ein alternativer Ansatz
vorgestellt werden, der die Verwendung einer Wellenfunktion mit korrekter Asym-
ptotik im Formfaktor erlaubt. Dazu wird wieder von der asymptotischen Darstellung
des Radialteils der Wellenfunktion (Gleichung (2.5)) ausgegangen, wobei die Partial-
wellenamplitude wieder durch die S-Matrix ausgedr�uckt wird. Diese Wellenfunktion
wird mit der ortsunabh�angigen Gr�o�e e�iÆ`j multipliziert und dann als Summe von
Real- und Imagin�arteil dargestellt ([MoM65]):

N(�)e�iÆ`j(�)
�
F`(r; �) +

1

2i
(jSj`je2iÆ`j(�) � 1)O

(+)
` (r; �)

�
=

N(�)
1 + jS`jj

2
[sin(Æ`j(�))G`(r; �) + cos(Æ`j(�))F`(r; �)] +

iN(�)
1� jS`jj

2
[cos(Æ`j(�))G`(r; �)� sin(Æ`j(�))F`(r; �)] (2.73)

Man sieht sofort, da� f�ur jS`jj = 1 der Imagin�arteil den Wert 0 annimmt, was ja
gleichbedeutend damit ist, da� keine inelastischen Beitr�age vorhanden sind. Mit
den Abk�urzungen v`j(r; �) und w`j(r; �) f�ur den Real- und Imagin�arteil l�a�t sich ein
gekoppeltes Gleichungssystem f�ur eine Schr�odingergleichung mit dem komplexem
Potential U`j(r) + iW`j(r) und dem Di�erentialoperator D`j aus Gleichung (2.2)
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aufstellen:

[D`j � �] v`j(r; �) = �W`j(r)w`j(r; �)

[D`j � �]w`j(r; �) = W`j(r)v`j(r; �): (2.74)

Bei bekannter S-Matrix kann dann durch Anpassen des komplexen Potentials eine
komplexe Wellenfunktion ermittelt werden, die der Asymptotik aus Gleichung (2.73)
gehorcht. Mit diesem Ansatz wird eine nat�urliche Erweiterung der "Well-Depth"-
Methode f�ur gebundene Zust�ande erhalten. Physikalisch ist dieser Ansatz leicht ein-
zusehen, wenn man den Transfer ins Kontinuum als ein "doppeltes Streuproblem"
au�asst: Zum einen als Streuung des Ejektils am Target, zum anderen als Streuung
des transferierten Teilchens am Target oder Projektil. F�ur beide Streuungen wird
ein optisches Potential verwendet. Dieses Verfahren setzt allerdings voraus, da� die
S-Matrix f�ur die elastische Streuung aus Experimenten oder theoretischen Modellen
bekannt sein mu�. Ein geeignetes Modell daf�ur ist das Kontinuums-QPC-Modell,
das im n�achsten Abschnitt vorgestellt wird.
�Uber Einteilchenst�arkefunktionen bzw. spektroskopische Faktoren zur Beschreibung
von Kontinuumzust�ande kann zusammenfassend folgendes festgestellt werden: Sinn-
volle De�nitionen f�ur diese Gr�o�en sind nur f�ur quasistation�are Zust�ande, oder noch
allgemeiner Zust�ande deren Energie kleiner als die Zentrifugal- und Coulombbarriere
ist, m�oglich. Nur in diesem Energiebereich ist die De�nition eines Abschneideradius
R0, z. B. dem klassischen Umkehrpunkt des Potentials, bzw. die De�nition einer
Einteilchenbreite sinnvoll. F�ur Einteilchenenergien, die gr�o�er als die �au�ere Po-
tentialbarriere sind, erfolgt der Vergleich zwischen Experiment und theoretischen
Ans�atzen besser �uber die S-Matrix des Streuzustands des transferierten Teilchens
relativ zum Rumpf des Targets (Stripping) oder Ejektils (Pickup). Transfer ins Kon-
tinuum kann, wie ausf�uhrlich in Kapitel 1, Abschnitt 1.2 beschrieben, als ein "dop-
peltes Streuproblem" aufgefasst werden, zwischen zwei Teilchen in einer Unterpar-
tition und zwischen dem dritten Teilchen und dem Schwerpunkt der Unterpartition.
Will man also, z. B. Protonen- bzw. Neutronenstransfer ins Kontinuum beschreiben,
so ist ein m�oglicher geeigneter Ansatz bei der Berechnung der �Uberlappwellenfunk-
tionen, bzw. des Formfaktors, die Verwendung eines geeigneten optischen Potentials
f�ur die elastische Nukleonstreuung. Ein derartiges Potential kann aus der Kenntnis
der S-Matrix zum Beispiel aus mikroskopischen Modellen, wie sie im n�achsten Ka-
pitel beschrieben werden, erhalten werden.
Bevor mit der Behandlung dieser Modelle begonnen wird, mu� noch ein numeri-
sches Problem diskutiert werden. Es besteht darin, ein geeignetes Berechnungsver-
fahren f�ur die �Ubergangsamplituden (1.33) und (1.34) in Kontinuumszust�ande zu
�nden. Im Falle von Kontinuums�uberlappwellenfunktionen der Art (2.54) wird das
entsprechende Integral nur langsam, respektive �uberhaupt nicht konvergieren. Eine
m�ogliche L�osung f�ur dieses Problems besteht darin, die Integration in der komple-
xen r-Ebene durchzuf�uhren. (Verfahren von Vincent und Fortune [ViF70]). Eine
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andere M�oglichkeit besteht darin, eine geeignete Post- bzw. Prior-Darstellung zu
verwenden. Verwendet man im Falle einer Stripping-Reaktion die Prior-Darstellung
(2.60), so wird die Streuwelle im Wechselwirkungsintegral zus�atzlich mit dem Po-
tential U�(��) multipliziert. Mit einem im Ortsraum hinreichend stark abfallenden
Potential erh�alt man dann einen Konvergenzfaktor [Wei89]. Umgekehrt mu� man f�ur
eine Pickup-Reaktion die Post-Darstellung (2.59) verwenden. Um die Konvergenz zu
gew�ahrleisten, darf in diesem Fall keine Coulombkorrektur des Wechselwirkungspo-
tentials ber�ucksichtigt werden. Dies ist zumindest n�aherungsweise erlaubt.



Kapitel 3

Kernstrukturrechnungen

Im letzten Kapitel wurde gezeigt, da� zur Berechnung der Formfaktoren f�ur eine
Kernreaktion �Uberlappintegrale und Wechselwirkungsintegrale ben�otigt werden. Es
ist ein wesentliches Anliegen dieser Arbeit, diese Integrale mit Hilfe m�oglichst rea-
listischer Wellenfunktionen zu berechnen, um die beteiligte Kernstruktur in den
Reaktionen testen zu k�onnen. Ein Ansatz f�ur realistische Modellwellenfunktionen
der wichtigsten niederenergetischen Zust�ande gerader Kerne sind Phononanregungs-
zust�ande. Ihre einfachsten Komponenten ("Doorway"-Zust�ande) sind 1-Teilchen-1-
Loch-Anregungen. Um Grundzustandskorrelationen miteinzuschlie�en, m�ussen ne-
ben Teilchen-Loch-Anregungen auch Teilchen-Teilchen- und Loch-Loch-Anregungen
ber�ucksichtigt werden. Eine solche Beschreibung ist im Quasiteilchen-Formalismus
m�oglich. F�ur Systeme mit gerader Nukleonenzahl ist dieser Ansatz, der im ersten
Abschnitt dieses Kapitels beschrieben wird, auch als Quasiteilchen-Random-Phase-
N�aherung ( Quasiparticle-Random-Phase-Approximation (QRPA)) bekannt [RiS80].
F�ur Atomkerne mit ungerader Nukleonenzahl sind die einfachsten "Doorway"-Zu-
st�ande 2-Teilchen-1-Loch-Zust�ande bzw. 1-Teilchen-2-Loch-Zust�ande. Auch in die-
sem Fall k�onnen zus�atzlich Grundzustandskorrelationen mitber�ucksichtigt werden.
Man gelangt dann, zumQuasiteilchen-Rumpf-Kopplungsmodell, das in seinem Grund-
konzept bereits von Bohr und Mottelson [BoM69] beschrieben wurde. Die Behand-
lung dieses Modells erfolgt im zweiten Abschnitt.
Beide Modelle sollen unter besonderer Ber�ucksichtigung des Kontinuums diskutiert
werden.
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3.1 QRPA-Modell f�ur angeregte Zust�ande gera-

der Kerne

Zur Beschreibung von realistischenWellenfunktionen, respektive realistischen St�arke-
funktionen, f�ur Kerne mit gerader Nukleonenzahl, wird in dieser Arbeit die Quasipar-
ticle-Random-Phase-Approximation (QRPA) in der Form der Dichte-Entwicklungsme-
thode (Density Expansion Method (DEM)) von H. Lenske [Len87] verwendet. Sie
basiert auf der wohlbekannten QRPA, die zum Beispiel in [RiS80] beschrieben wird.
Beim �ublichen QRPA-Ansatz m�ussen die QRPA-Gleichungen in Form eines Eigen-
wertproblems hoher Dimensionalit�at gel�ost werden. In dem hier verwendet Ansatz
wird das QRPA-Problem als ein Selbstkonsistenzproblem f�ur die QRPA-Energieeigen-
werte und die QRPA-�Ubergangsdichten, die nach kollektiven �Ubergangsfeldern ent-
wickelt werden, dargestellt. Die folgende Herleitung schlie�t sich an [Siu93] und
[Len87] an. Im besonderen werden in dieser Arbeit erstmalig im Rahmen des QRPA-
DEM-Ansatzes Kontinuums-QRPA-Gleichungen aufgestellt. Dieser Ansatz ist die
Verkn�upfung des von Krewald et al. aufgestellten Kontinuums-RPA-Ansatzes mit
der Dichte-Entwicklungs-Methode von H. Lenske [Len87].
Ausgangspunkt ist ein Modell-Hamilton-Operator in der Darstellung der zweiten
Quantisierung

Ĥ = Ĥ0 + V̂ res = ĤSM
0 � �N̂ + V̂ pair + V̂ res =X

k

(�k � �)(a+k ak + ~a+k ~ak)�G
X
kk0>0

a+k ~a
+
k ~ak0ak0 k = f�; j;mjg

+
X
mjin

vmnija
+
ma

+
n aiaj (3.1)

mit einem Einteilchen-Operator Ĥ0 und einer Restwechselwirkung V̂ res. Ĥ0 ist hier
die Summe aus einem Schalenmodell-Hamilton-Operator ĤSM

0 und einem mit der
Fermienergie � multiplizierten Teilchenzahloperator N̂ sowie einer Paarwechselwir-
kung V̂ pair mit konstanter Paarkraft. Die Restwechselwirkung V̂ res ist eine realisti-
sche Quasi-Teilchen-Loch-Wechselwirkung. Die Grundzustands-Wellenfunktion zu
Ĥ0 ist der BCS-Zustand

jBCSi = �k>0(uk + vka
+
k ~a

+
k )j�i (3.2)

mit den Teilchen- und Lochbesetzungswahrscheinlichkeitsamplituden vk und uk, f�ur
die v2k + u2k = 1

v2k + u2k = 1 (3.3)
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gelten mu�. Unter dieser Nebenbedingung und der Nebenbedingung gegebener Teil-
chenzahl N ergeben sich durch Variation von hBCSjĤ0jBCSi nach uk oder vk die
sogenannten BCS-Gleichungen. F�ur konstante Paarkraft G wie in Gleichung (3.1)
lauten diese

2(~�k � �)ukvk = �(u2k � v2k); (3.4)

mit dem Gap-Parameter

� =
X
k

Gukvk (3.5)

und den Quasiteilchenenergien ~�k = �k�Gv2k ergeben sich die Besetzungswahrschein-
lichkeitsamplituden iterativ zu

~�k = �k �Gv2k:

8><
>:

uk

vk

9>=
>; = 1� ~�kp

~�k
2
+�2

: (3.6)

Mit den auf diese Art berechneten Besetzungswahrscheinlichkeitsamplituden lassen
sich die sogenannten Quasiteilchen-Operatoren (QT-Operatoren) �uber die Bogolyubov-
Valatin-Transformation mit den normalen Teilchen- bzw. Loch-Operatoren darstel-
len:

�+
k = uka

+
k � vk~ak

��k = uk~ak + vka
+
k ; (3.7)

wobei ~ajk;mk
= (�)jk+mka+jk;�mk

gilt. F�ur eine 2-QT-Anregung werden zwei 1-QT-
Operatoren zu gutem Gesamtdrehimpuls J;M gekoppelt. Explizit ergibt sich:

Q+
�;JM =

h
�+
�1;j1


 �+
�2;j2

i
�;J;M

= (1 + Æ12)
� 1

2

X
m1;m2

hj1m2j2m2jJMi�+
�1;j1m1

�+
�2;j2m2

(3.8)

und

~Q�;JM = (�)J+MQ�;J;�M = (�)J+M [��1j1 
 ��2j2]�;J;�M (3.9)
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Der Multiindex � ist durch die �i's festgelegt, die das Spektrum der Einteilchen-
energien und weiterer Quantenzahlen, wie z.B. die Parit�at, des jeweiligen Einteil-
chenzustands spezi�zieren. Die N�aherung der QRPA besteht darin, da� diese 2-QT-
Operatoren n�aherungsweise die Quasiboson-Kommutatorregel im Sinne von Erwar-
tungswerten

h
Q�;JM ; Q

+
�0;J 0M 0

i
� hBCSj

h
Q�;JM ; Q

+
�0;J 0M 0

i
jBCSi = Æ��0ÆJJ 0ÆMM 0 (3.10)

erf�ullen, sowie die exakten Kommutatorregeln

h
Q+
�;JM ; Q

+
�0;J 0M 0

i
= [Q�;JM ; Q�0;J 0M 0] = 0 (3.11)

gehorchen. Man macht nun mit diese 2-QT-Operatoren den folgenden Ansatz f�ur
angeregte Kernzust�ande, sogenannte Phononzust�ande, mit Drehimpulsquantenzah-
len J und M sowie der Parit�at �:

jci = jciJM = 
+
c;JM j0i = (

X
�

[xc�Q
+
�;JM � yc� ~Q�;JM ] (3.12)

+
Z
�(�)

X
d�[�c�(�)Q

+
�(�);JM � �c�(�) ~Q�(�);JM ])j0i:

Die KoeÆzienten xc� , y
c
�, �

c
�(�) und �

c
�(�) sind dann die L�osungen der QRPA-Eigenwert-

gleichungen, bzw. ergeben sich aus der im n�achsten Abschnitt beschriebenen Metho-
de. In Gleichung (3.12) erfolgt bereits die Einbeziehung des Kontinuums �uber die
Summe diskreter und die Integration kontinuierlicher Quasiteilchenzust�ande. Diese
2-QT-Phononoperatoren erlauben die �ubliche Formulierung der QRPA-Gleichungen
[KKS76]:

hBCSj
h
Q�;JM ;

h
Ĥ;
+

c;JM

ii
jBCSi = EchBCSj

h
Q�;JM ;


+
c;JM

i
jBCSi

hBCSj
h
~Q+
�;JM ;

h
Ĥ;
+

c;JM

ii
jBCSi = EchBCSj

h
~Q+
�;JM ;


+
c;JM

i
jBCSi:

(3.13)

Explizit erh�alt man dann folgende Gleichungen:

(E� � Ec)x
c
� +

X
�0
(A��0x

c
�0 +B��0y

c
�0)

+
Z

�0(�)0

X
d�0[A��0(�0)�

c
�0(�0) +B��0(�0)�

c
�0(�0)] = 0 (3.14)
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(E� + Ec)y
c
� +

X
�0
(A��0y

c
�0 +B��0x

c
�0)

+
Z

�0(�0)

X
d�0[A��0(�0)�

c
�0(�0) +B��0(�0)�

c
�0(�0)] = 0 (3.15)

(E�(�) � Ec)�
c
�(�) +

X
�0
(A�(�)�0x

c
�0 +B�(�)�0y

c
�0)

+
Z

�0(�0)

X
d�0[A�(�)�0(�0)�

c
�0(�0) +B�(�)�0(�0)�

c
�0(�0)] = 0 (3.16)

(E�(�) + Ec)�
c
�(�) +

X
�0
(A�(�)�0y

c
�0 +B�(�)�0x

c
�0)

+
Z

�0(�0)

X
d�0[A�(�)�0(�0)�

c
�0(�0) +B�(�)�0(�0)�

c
�0(�0)] = 0: (3.17)

Dabei bezeichnet � wiederum eine 2-Quasiteilchenanregung mit der Energie E� und
c den jeweiligen QRPA-Zustand mit der Eigenenergie Ec. Die Gr�o�en A��0 , A��0(�0),
A�(�)�0 und A�(�)�0(�0) bzw. B��0 , B��0(�0), B�(�)�0 und B�(�)�0(�0) sind 2-Quasiteilchen-

Matrixelemente der Teilchen-Loch Restwechselwirkung V̂ res [RiS80]. Ein Index �(�)
symbolisiert dabei, da� das Matrixelement mit einem Kontinuumsteilchenzustand
der Energie � gebildet wird.
Im Gegensatz zum bekannten QRPA-Eigenwert-Problem f�ur diskrete gebundene
Zust�ande handelt es sich bei dem obigen Gleichungssystem im mathematischen
Sinne um ein Integralgleichungssystem. Dieses ist �aquivalent zu dem bereits von
Bloch [Blo66] sowie von Mahaux und Weidenm�uller [MaW69] beschriebenen Inte-
gralgleichungssystem f�ur das Kontinuumschalenmodell. Der verwendete Kon�gura-
tionsraum ist hier auf 2-Quasiteilchen-Zust�ande eingeschr�ankt. Auf der linken Seite
der Gleichungen (3.16) und (3.17) sind die Energien E�(�) kontinuierlich. Es erge-
ben sich dann f�ur Ec = �E�(�) Nullstellen. Damit die Gleichungen L�osungen haben,
m�ussen also die Kontinuums-QRPA-Amplituden �c�(�) �

c
�(�) Pole erster Ordnung in

der Energie haben. Um diese Singularit�aten bzw. Pole zu ber�ucksichtigen, macht
man f�ur die Kontinuums-QRPA-Amplituden den folgenden Ansatz, der von Dirac
[Dir27] begr�undet wurde:

�c�(�) = ac�(�)Æ(E�(�) � Ec) + P
bc�(�)

E�(�) � Ec
(3.18)

�c�(�) = f c�(�)Æ(E�(�) + Ec) + P
gc�(�)

E�(�) + Ec
: (3.19)

Die Amplituden ac�(�) und f
c
�(�) vor den Deltafunktionen sind dabei KoeÆzienten, die

zur Festlegung der Randbedingungen verwendet werden. Setzt man die Ausdr�ucke
aus (3.18) und (3.19) in (3.14) bis (3.17) ein, so erh�alt man die folgenden Gleichun-
gen f�ur die QRPA-Amplituden mit Kontinuumszust�anden:
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bc�(�) +
X
�0
(A�(�)�0x

c
�0 +B�(�)�0y

c
�0) (3.20)

+
Z

�0(�0)

X� d�0[A�(�)�0(�0)

bc�0(�0)
(E�0(�0) � Ec)

+B�(�)�0(�0)

gc�0(�0)
(E�0(�0) + Ec)

]

=
X
�0(�0)

(A�(�)�0(�0)a
c
�0(�0)

+B�(�)�0(�0)f
c
�0(�0)

)

gc�(�) +
X
�0
(A�(�)�0x

c
�0 +B�(�)�0y

c
�0) (3.21)

+
Z

�0(�0)

X� d�0[A�(�)�0(�0)

gc�0(�0)
(E�0(�0) + Ec)

+B�(�)�0(�0)

bc�0(�0)
(E�0(�0) � Ec)

]

=
X
�0(�0)

(A�(�)�0(�0)f
c
�0(�0) +B�(�)�0(�0)a

c
�0(�0)):

Entsprechende Gleichungen ergeben sich auch f�ur die KoeÆzienten zu gebundenen
Zust�anden mit den Gleichungen (3.14) und (3.15). Das Symbol

RP� steht dabei f�ur
eine Hauptwertintegration �uber die Energie und eine Summation �uber verschiedene
Kan�ale und �0 steht f�ur E�(�) = �Ec. Die Gr�o�en ac�(�0) und f c�(�0) werden durch
die Randbedingungen festgelegt. Wie diese aussehen, h�angt vom jeweils betrachte-
ten physikalischen Problem ab. Um z. B. die Protonen- oder Neutronenstreuung an
einem u-g bzw g-u-Kern zu beschreiben, wird als Randbedingung ein Anfangszu-
stand vorliegen, der durch die Kopplung verschiedener Einteilchenzust�ande mit dem
Grundzustand des u-g bzw. g-u Kerns beschrieben werden kann. In diesem Fall sind
also verschiedene Eingangskan�ale mit den zugeh�origen KoeÆzienten ac�(�0) und f

c
�(�0)

zu ber�ucksichtigen. Das Gleichungssystem (3.20) bis (3.21) ist dann ein inhomogenes
Integralgleichungssystem. Es hat kontinuierliche L�osungen in der QRPA-Energie Ec.
Analytische L�osungen sind f�ur realistische Wechselwirkungen nat�urlich nicht zu er-
halten. Typischerweise werden Integralgleichungen der Art (3.14) bis (3.17) durch
Diskretisierung gel�ost [RMS67]. Da die verwendeten realistischen Teilchen-Loch-
Wechselwirkungen kurzreichweitig sind, k�onnen die Wellenfunktionen mit denen die
Matrixelemente gebildet werden, aber auch bez�uglich einer geeigneten Basis (z.B.
Oszillatoreigenbasis oder Kavit�atseigenbasis (siehe Anhang H) in einem beschr�ank-
ten Intervall entwickelt werden [KKS76]. Bei diesem Verfahren ist der Zusammen-
hang mit den diskreten QRPA-Gleichungen leicht zu erkennen. Die Normierung
von Kavit�atseigenfunktionen beinhaltet gerade eine Art Niveaudichte (siehe Seite
49) relativ zu den echten, ungebundenen Zust�anden. In jedem Fall, gleichg�ultig ob
die L�osung �uber Diskretisierung oder durch Entwicklung nach einer Eigenbasis in
einem beschr�ankten Intervall erfolgt, ist allerdings ein Gleichungssystem hoher Di-
mensionalit�at zu l�osen. Dieses numerische Problem kann bei Verwendung der im
n�achsten Abschnitt beschriebenen Dichteentwicklungsmethode n�aherungsweise um-
gangen werden.
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Noch eine Bemerkung zu der hier verwendeten e�ektiven Restwechselwirkung V̂ res:
Sie enth�alt spin- und isospinabh�angige Terme. Im Ortsraum ist f�ur sie die folgende
Formulierung m�oglich:

V̂ res(�i; �j) =
X


V(�i; �j) =
X


v(�i; �j)(~�i ~�j)
S
 (~�i~�j)

T
 : (3.22)

Dabei sind die ~� und ~� Spin- und Isospin-Paulimatrizen. Die Summation �uber den
Index  ist durch den Gesamtdrehimpuls J , den Isospin T den Gesamtspin S und
den Drehimpuls � festgelegt. Die �i bzw. �j beschreiben die inneren Koordinaten der
Teilchen- und Lochzust�ande. Die in den QRPA-Gleichungen (z.B. (3.14) bis (3.17))
angegebenen Matrixelemente A��0 und B��0 lassen sich dann als Summe der jeweili-
gen Spin-Isospin-Anteile darstellen:

A��0 =
X


A
()
��0 =

X


h�jVj� 0i

B��0 =
X


B
()
��0 =

X


h~�jVj� 0i (3.23)

Diese Darstellung soll im weiteren auch Verwendung �nden.

3.1.1 Dichteentwicklungsansatz und Kontinuums-QRPA

H. Lenske [Len87] entwickelte einen Dichtentwicklungsansatz, in dem die weiter un-
ten de�nierten QRPA-�Ubergangsdichten �c n�aherungsweise in Zustands- und Radi-

alabh�angigkeit separiert werden. Ausgangspunkt sind die QT-�Ubergangsoperatoren
�̂ in einem geeigneten Kopplungsschema  (enspricht Gesamtdrehimpuls J, Spin
S und Isospin T),

�̂(�) =
X
�

h
�;�(�)Q

+
;� + ~�;�(�) ~Q;�

i
; (3.24)

mit den Matrixelementen, d. h. QT-�Ubergangsdichten

h�j�̂(�)j0i = �;�(�) = u�1;j1u�2;j2[ �1;j1(�)
  �2;j2(�)];�

� u�1;j1v�2;j2[ �1;j1(�)
 ~ �2;j2(�)];�

� u�2;j2v�1;j1[ ~ �1;j1(�)
  �2;j2(�)];�

+ v�1;j1v�2;j2[ ~ �1;j1(�)
 ~ �2;j2(�)];�: (3.25)
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Bei den  �;j(�) und ~ �;j(�) handelt es sich hier um 1-Teilchen bzw. 1-Lochzust�ande.
Damit enthalten die QT-�Ubergangsdichten, neben Teilchen-Loch- bzw. Loch-Teilchen-
�Ubergangsdichten auch Loch-Loch- und Teilchen-Teilchen-�Ubergangsdichten. Die
QRPA-�Ubergangsdichte ergeben sich dann, unter Mitber�ucksichtigung von Konti-
nuumsanteilen, zu

�c(�) = hcj�̂(�)j0i =
X
�

[xc��;�(�) + yc� ~�;�(�)]

+
Z

�(�0)

X
d�0
h
[�c�(�0)�;�(�0)(�) + �c�(�0)~�;�(�0)(�)

i
: (3.26)

Mit der Darstellung der Kontinuumsamplituden aus Gleichung (3.18) und (3.19),
ergibt sich f�ur die Dichte:

�c(�) =
X
�

[xc��;�(�) + yc� ~�;�(�)]

+
Z

�(�0)

X� d�0
"
bc�(�0)�;�(�0)(�)

E�(�0) � Ec
+
gc�(�0)~�;�(�0)(�)

E�(�0) + Ec

#

+
X
�(�0)

h
ac�(�0)�;�(�0)(�) + f c�(�0)~�;�(�0)(�)

i
: (3.27)

Dieser Ausdruck wird n�aherungsweise durch einen Separationsansatz aus einem Pro-
dukt einer zustandsabh�angigen Amplitude N c

 und einer gemittelten, zustandsun-
abh�angigen Dichte �� erhalten:

�c(�) = N c
 ��(�): (3.28)

Die Rechtfertigung f�ur diesen Ansatz ist die Erfahrung aus Kernstrukturrech-
nungen, da� f�ur Phononzust�ande die Form der �Ubergangsdichte f�ur Zust�ande �ahn-
licher Anregungsenergien Ec bei festem  nicht signi�kant unterschiedlich ist.
Durch Einsetzen von (3.28) in (3.14) bis (3.17) ergeben sich die QRPA-Gleichungen
in der folgenden entkoppelten Darstellung:

xc� = �X


N c

�U(�)

E� � Ec

yc� = �X


N c

~�U
�

(�)

E� + Ec
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bc� = �X


N c

�U(�(�))

gc� = �X


N c

~�U
�

(�(�)): (3.29)

Dabei sind die Gr�o�en �U(�) bzw.
~�U
�

(�) die folgenden �Ubergangsst�arken:

�U(�) =
Z
d �i�

�
;�(�i) �U(�i)

~�U
�

(�) =
Z
d �i~�

�
;�(�i) �U(�i): (3.30)

Die in (3.30) eingef�uhrten gemittelten Einteilchenfelder �U(�i) ergeben sich schlie�-
lich durch Faltung der gemittelten Dichte ��(�j) mit den verschiedenen Anteilen der

realistischen Teilchen-Loch-Restwechselwirkung V̂ res:

�U(�i) =
Z
d �j ��(�j)V(�i; �j): (3.31)

Schlie�lich sind noch die Zustandsamplituden N c
 zu ermitteln. Man macht jetzt f�ur

die Restwechselwirkung V̂ res die folgende separable Darstellung (dies ist f�ur lokale
Wechselwirkungen immer m�oglich) und nimmt man weiter an, da� V = V + gilt,
dann folgt:

V̂ res(�i; �j) =
X


V(�i; �j) =
X


h
� �U

+
 (�i) �U(�j) + � �U

+
 (�j) �U(�i)

i
; (3.32)

wobei die �U(�i), wie in (3.31) gegeben sind. Die Kopplungsst�arkekonstante � erh�alt
man aus (3.31) durch umformen

1

�
=
Z
d �i��

�
(�i) �U(�i): (3.33)

Multipliziert man die Gleichung (3.33) mit den Zustandsamplituden N c�
 , so ergibt

sich mit (3.28)

N c�


�
=
Z
d �iN

c�
 ���(�i) �U(�i) =

Z
d �i(�

c
)
�(�i) �U(�i): (3.34)

Wird f�ur die �Ubergangsdichte jetzt wieder die urspr�ungliche De�nition verwendet,
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so ergibt sich mit (3.26) bzw. (3.27)

N c�


�
=

X
�

�
xc�� �U(�) + yc��

~�U
�

(�)
�

+
Z

�(�0)

X� d�0
2
4bc��(�0) �U(�(�

0))

E�(�0) � Ec
+
gc��(�0)

~�U
�

(�(�
0))

E�(�0) + Ec

3
5

+
X
�(�0)

�
ac��(�0)

�U(�(�0)) + f c��(�0)
~�U
�

(�(�0))
�
: (3.35)

Setzt man f�ur die KoeÆzienten xc�� , y
c�
� , b

c�
� und gc�� die QRPA-Gleichungen (3.29)

ein, dann erh�alt man eine inhomogene, matrixwertige Dispersiongleichung der Di-
mensionalit�at ,

X
0

 
Æ0

1

�
+�c

0

!
N c�
0 = Æ0I

c
 (3.36)

mit dem Polarisationsoperator

�c
0 =

X
�

2
4 �U(�) �U

�
0(�)

E� � Ec
+

~�U (�)
~�U
�

0(�)

E� + Ec

3
5

+
Z

�(�0)

X� d�0
2
4 �U(�(�

0)) �U�
0(�(�

0))

E�(�0) � Ec
+

~�U (�(�
0)) ~�U

�

0(�(�
0))

E�(�0) + Ec

3
5 (3.37)

und der Inhomogenit�at

X
0;�(�0)

Æ0
�
ac��(�0)

�U(�(�0)) + f c��(�0)
~�U
�

(�(�0))
�
: (3.38)

Aus der Gleichung (3.36) kann nun die jeweilige Zustandsamplitude N c
 durch In-

vertieren der Matrix aus (3.36) erhalten werden:

N c�
 =

X
0

 
1

�
+�c

!�1
0

Ic0 (3.39)

Soweit sind s�amtliche Gr�o�en mit Ausnahme der Konstanten ac�(�0) und f c�(�0) in
der Inhomogenit�at Ic festgelegt. Diese Gr�o�en werden wieder durch die jeweiligen
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Randbedinungen bestimmt ([KKS76], siehe z. B. Seite 66). Bei einer Anzahl von
� QT-Kon�gurationen k�onnen � L�osungen angegeben werden, die jeweils dadurch
erhalten werden, da� bis auf ein ac�(�0)+i �b

c
�(�0)

alle �ubrigen, derartigen Gr�o�en iden-
tisch 0 gesetzt werden [RMS67]. Die f c�(�0) werden, da E�(�0) immer 6= �Ec gilt, von
vornherein gleich 0 sein. Sie wurden nur eingef�uhrt um eine symmetrische Darstel-
lung zu erm�oglichen. Die gesuchte QRPA-L�osung ist dann eine Linearkombination
dieser L�osungen mit der Normierung hcjc0i = Æ(Ec � Ec0). Wie diese Normierung
genau zu erhalten ist, ist Gegenstand des n�achsten Abschnitts.
Der hier beschriebene QRPA-Dichteentwicklungsn�aherung hat gegen�uber dem �ubli-
chen QRPA-Ansatz den Vorteil, da� sehr gro�e 2-QT-Kon�gurationsr�aume ber�uck-
sichtigt werden k�onnen, ohne da� Gleichungssysteme von gro�er Dimensionalit�at be-
rechnet werden m�ussen. Die Dimension der verallgemeinerten Dispersionsgleichung
(3.37) ist gleich der Anzahl  der Spin-Isospin Austausch-Kan�ale der Restwechsel-
wirkung V̂ res.  nimmt daher f�ur nat�urliche und unnat�urliche Parit�atszust�ande mit
dem Gesamtspin Jc = 0 den Wert 2, f�ur Jc > 0 den Wert 4 an.

3.1.2 Normierung der Kontinuums-QRPA-Wellenfunktion

Das Skalarprodukt zweier QRPA-Zust�ande jc0i und jci ergibt sich mit Hilfe der
Quasiboson-Kommutatorregel (3.10) und mit dem Ausdruck (3.12) zu

hcjc0i =
X
�

[xc�� x
c0
� � yc�� y

c0
� ] +

Z
�(�0)

X
d�0
h
�c��(�0)�

c0
�(�0) � �c��(�0)�

c0

�(�0)

i
(3.40)

Die QRPA-Zust�ande m�ussen orthogonal zueinander sein (siehe auch [Tho61]) und
k�onnen daher durch geeignete Wahl der KoeÆzienten wie folgt normiert werden:

hcjc0i =

8><
>:
Æcc0 Ec � Es

Æ(Ec � Ec0) Ec � Es

: (3.41)

Unterhalb der Schwellenenergie Es f�ur den Teilchenaufbruch ist also die �ubliche
Orthonormierungsbedingung zu erf�ullen, oberhalb der Schwellenenergie Es mu� die
Normierung auf eine Deltadistribution erfolgen. F�ur die KoeÆzienten � und � gelten
die Ans�atze (3.18) und (3.19), so da�, wie in Anhang E gezeigt, unter Ber�ucksichti-
gung der individuellen Schwellenenergien E�

s zu jeder 2-QT-Streuzustandsklasse �,
die Gleichung

X
�

h
xc 2� � yc2�

i
+
Z

�(�0)

X� d�0
"

bc 2�(�0)
(E�(�0) � Ec)2

� gc2�(�0)
(E�(�0) + Ec)2

#
= 1 Es � Min(E�

s );
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(3.42)

f�ur gebundene Zust�ande und f�ur Es �Min(E�
s ) die Gleichungen

X
�

h
xc 2� � yc 2�

i
+
Z

�(�0)

X
d�0
"

bc 2�(�0)
(E�(�0) � Ec)2

� gc2�(�0)
(E�(�0) + Ec)2

#
+

lim
Ec0!Ec

X
�; Ec�E�

s

ac��(�o)b
c0

�(�o)
� bc��(�o)a

c0

�(�o)

Ec0 � Ec

= 0; (3.43)

X
�;Ec�E�

s

(ac 2�(�o) + �2bc 2�(�o)) = 1 (3.44)

f�ur ungebundene Zust�ande erf�ullt sein m�ussen. Gleichung (3.42) f�ur gebundene
QRPA-Zust�ande enth�alt also auch Anteile von 1-Quasi-Phonon-Kontinuumszust�an-
den. Diese Beimischung ist typisch bei der Darstellung der Eigenfunktion eines
komplizierten Operators mit einem diskreten und kontinuierlichen Spektrum durch
eine anderes Basissystem. Der Term in gc2�(�0) ist der Anteil von 1-Quasi-Phonon-
Vernichtern im Kontinuum. Da f�ur den Grundzustand meist keine Kontinuumsan-
teile mitber�ucksichtigt wurden, kann dieser Term bei praktischen Rechnungen Null
gesetzt werden. Die L�osungen zu gebundenen Zust�anden mit fester Energie Ec sind
im �ubrigen bis auf zuf�allige Entartung eindeutig. Diese Eigenschaft gilt nicht f�ur
ungebundene Zust�ande. Hier tritt Entartung auf. Zu jedem 1-Quasiphonon-Zustand
mit den Quantenzahlen � gibt es f�ur alle Energien Ec, die gr�o�er als die individuel-
le Schwellenenergie E�

s der Zustandsklasse, die gleich der entsprechenden negativen
Lochenergie ��i ist, immer eine L�osung. Ab dieser Energie liegt der Teilchenzustand
als Kontinuumszustand vor, d.h. dieser Zustand beschreibt einen Streuzustand oder
o�enen Kanal. Mit steigender QRPA-Energie Ec nimmt die Zahl dieser "o�enen"
Kan�ale zu. Gibt man als Randbedingung einen einlaufenden Zustand in einem be-
stimmten Kanal �o vor, dann m�ussen die KoeÆzienten aus (3.44) die folgenden
Bedingungen erf�ullen:

ac�(�o) � i �bc�(�o) =

8><
>:

1 � = �o

0 � 6= �o

(3.45)

Mit Gleichung (3.45) k�onnen die KoeÆzienten ac�(�o) aus den QRPA-Gleichungen
eliminiert werden. Man erh�alt dann ein inhomogenes Gleichungssystem mit den Ko-
eÆzienten xc� , y

c
� und b

c
�(�), dessen L�osung im allgemeinen eindeutig ist. Zuf�alliger-

weise k�onnen allerdings f�ur bestimmte Energien homogene L�osungen erhalten wer-
den. Diese beschreiben ins Kontinuum eingebettete, diskrete Zust�ande, die in dieser
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Beschreibung nicht ans Kontinuum ankoppeln. Bei Ber�ucksichtigung zus�atzlicher,
komplizierterer Kon�gurationen, also z.B. 2-Quasiphononzust�anden, in der Wellen-
funktion erhalten diese L�osungen aber ebenfalls eine Breite.
Setzt man in die Ausdr�ucke (3.42), (3.43) und (3.44) die QRPA-Gleichungen (3.29)
ein, also die Ergebnisse aus dem Dichte-Entwicklungsansatz, dann ergeben sich die
Normierungsbedingungen

X
�

2
4 X



N c

�U(�)

E� � Ec

!0@X
0

N c�
0
�U�
0(�)
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0
@X



N c

~�U (�)
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1
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0))

E�(�0) � Ec

!0@X
0

N c�
0
�U�
0(�(�

0))

E�(�0) � Ec

1
A +

 X


N c

�U(�(�

0))

E�(�0) + Ec

!0@X
0

N c�
0
�U�
0(�(�

0))

E�(�0) + Ec

1
A
9=
; = 1 (3.46)

und

X
�;Es�E�

s

2
4ac 2�(�o) + �2

 X


N c

�U(�(�0))

!0@X
0
N c�
0
�U�
0(�(�0))

1
A
3
5 = 1: (3.47)

Die Beitr�age des ersten Terms in (3.43) haben sich gerade aufgehoben. Mit Gleichung
(3.45) k�onnen die KoeÆzienten wieder so festgelegt werden, da� die Zustandsampli-
tude N c

 gem�a� Gleichung (3.39) ermittelt werden kann.
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3.2 Das Quasiteilchen-Rumpf-Kopplungsmodell

Wie im Abschnitt 3.1 diskutiert, ist die Beschreibung angeregter Kernzust�ande von
Kernen mit gerader Nukleonenzahl im Rahmen des QRPA-Modells m�oglich. Aspek-
te der Kernstruktur von Systemen mit ungerader Nukleonenzahl k�onnen im Rahmen
des Quasiteilchen-Rumpf-Kopplungsmodells oder QPC-Modells (Quasi-Particle-Core-
Coupling-Model) unterhalb der Teilchenaufbruchschwelle gut beschrieben werden
([SSV70], [SSV80]). Dies wurde bei der Analyse von verschiedenen Transferreaktio-
nen gezeigt wurde ([ELG90], [vNe90]). Diese Methoden sind jedoch nicht immer an-
wendbar bei der Beschreibung von Kontinuumszust�anden, also bei der Berechnung
von Transferwirkungsquerschnitten zu Zust�anden oberhalb der Teilchenaufbruch-
schwelle in einen Dreik�orper-Endkanal. Hier wird ein Ansatz vorgestellt, der eine
Erweiterung des bisher verwendeten QPC-Modells darstellt, in dem die aufgetrete-
nen Probleme, zumindest weitgehend, gel�ost werden k�onnen.
Die theoretischen Konzepte f�ur diese Erweiterung gehen auf das sogenannte Hinter-
grundkopplungsmodell von Bohr und Mottelson [BoM69] und auf eine Arbeit von
Fano [Fan61] zur�uck. Levin et al. wendeten das Verfahren von Fano auf Kernreak-
tionen an ([Lev68a], [Lev68b]), Weidenm�uller und Mahaux [MaW69] verwendeten
einen �ahnlichen Ansatz, der auch als Kontinuumsschalenmodell bezeichnet wird. Bei
allen Ans�atzen erfolgt eine Ankopplung von Streuzust�anden an diskrete, im Konti-
nuum eingebettete, gebundene Zust�ande (bound states embedded in the continuum
(BSEC)). Diese Zust�ande zeichnen sich dadurch aus, da� ihre Gesamtenergie realtiv
zum Grundzustand gr�o�er als die Energie bis zur Teilchenaufbruchschwelle ist. Die
scharfen Resonanzen im Wirkungsquerschnitt, die experimentell beobachtbar sind,
k�onnen mit den Ankopplungen an den "Hintergrund" erkl�art werden.
In dem Ansatz dieser Arbeit dient als Ausgangspunkt ein schematischer Hamilton-
operator Ĥ mit folgenden Eigenschaften:

� Der Gesamthamiltonoperator bestehe aus drei Summanden:
Ĥ = Ĥ1�QT + Ĥ3�QT + V̂13

� Ĥ1�QT beschreibt gebundene und ungebundene (kontinuierliche) 1-Quasiteil-
chenzust�ande jn`jmji = �+

n`jmj
j0i bzw. j�`jmji = �+

�`jmj
j0i mit den Ener-

gieeigenwerten En bzw. � und Quantenzahlen n, `, j, mj mit der �ublichen
Bedeutung.

� Ĥ3�QT beschreibt 3-QT-Eigenzust�ande j�(j 0J 0)jmji = [�+
j0 
 
+

cJ 0]�;j;mj
j0i

bzw. j��(j 0J 0)jmji = [�+
�j0 

+

cJ 0 ]�;j;mj
j0i mit den Energieeigenwerten E� bzw.

��, die aus der Kopplung eines 1-QT-Zustand j 0 und eines QRPA-Rumpf-
Anregungszustand J 0 resultieren. Die Parit�at dieses Zustands ergibt sich zu
�j = �j0�J 0.

� Die Restwechselwirkung V̂13 verkn�upft nur 1- und 3-QT-Zust�ande.
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Die obigen Annahmen werden auch im bereits bekannten diskreten QPC-Modell
verwendet [Len87]. Allerdings wurden in diesem Fall keine echten 1- bzw. 3-QT-
Kontinuumszust�ande, sondern nur diskrete Eigenzust�ande bez�uglich eines einge-
schr�ankten Operators verwendet.
F�ur die Gesamtwellenfunktion j�i zu Ĥ mit festen Drehimpulsquantenzahlen `, j
und mj wird nun der folgende Ansatz gemacht (wobei nicht alle Quantenzahlen aus-
geschrieben werden):

j�i =
X
n

z�njn`jmji+
Z
d�0��(�0)j�0`jmji

+
X
�

z�� j�(j 0J 0)jmji+
ZX
�

d�0��
�
� (�

0
�)j�0�(j 0J 0)jmji (3.48)

mit der Normierung

h�0j�i = Æ(E� � E�0) (3.49)

f�ur Energien E� oberhalb der Teilchenaufbruchschwelle Es und

h�0j�i = Æ��0 (3.50)

f�ur Energien unterhalb der Teilchenaufbruchschwelle Es. Diese wird �ublicherweise
gleich Null gesetzt, so da� f�ur die Energie E� � 0 ein gebundener, f�ur die Energie
E� � 0 ein ungebundener Zustand vorliegt. Diese Zust�ande sind durch ihre Asym-
ptotik ausgezeichnet. Interessanterweise enthalten ungebundene Zust�ande j�i auch
Komponenten der gebundenen 1-QT bzw. 3-QT Zust�ande und umgekehrt, d. h.
der Ansatz schlie�t Korrelationse�ekte ein. Die Energie E� eines gebundenen 3-QT-
Zustands kann oberhalb der Teilchenaufbruchschwelle liegen, der Zustand ist dann
"im Kontinuum eingebettet ", wie bereits auf Seite 74 erw�ahnt wurde.
Die Normierung im Kontinuum unterscheidet sich, nach (3.49) von der Normierung
im diskreten Fall ((3.50)). Wie man sp�ater sehen wird, sind beide Normierungen
kompatibel. Der Ansatz f�ur die Wellenfunktion j�i gilt somit global f�ur alle E�.
Unterhalb der Teilchenaufbruchschwelle �ndet man tats�achlich auch nur f�ur ganz
bestimmte, diskrete Energien E� Eigenzust�ande j�i.
Setzt man den Ansatz (3.48) f�ur die Wellenfunktion in die Schr�odingergleichung ein
und projiziert man die 1-QT- bzw. 3-QT-Zust�ande auf (Ĥ �E�)j�i, so erh�alt man,
in Analogie zum QRPA-Modell im Kontinuum, Gleichung (3.14) bis (3.17), das fol-
gende gekoppelte Integralgleichungssystem:
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(En � E�)z
�
n +

X
�

Vn�z
�
� +

ZX
�

d�0�Vn(�
0
�)�

�
� (�

0
�) = 0 (3.51)

(�� E�)�
�(�) +

X
�

V�(�)z
�
� +

ZX
�

d�0�V (�; �
0
�)�

�
� (�

0
�) = 0 (3.52)

(E� � E�)z
�
� +

X
n0
V �
n0�z

�
n0 +

Z
d�0V �

� (�
0)��(�0) = 0 (3.53)

(�� � E�)�
�
� (��) +

X
n0

V �
n0(��)z

�
n0 +

Z
d�0V �(��; �

0)��(�0) = 0: (3.54)

Die Gr�o�en V sind dabei Matrixelemente der 1-QT-3-QT-Restwechselwirkung. Ex-
plizit stehen die oben verwendeten Abk�urzungen f�ur die folgenden Matrixelemente:

hn`jmjjV̂13j�(j 0J 0)jmji = Vn� ; hn`jmjjV̂13j��(j 0J 0)jmji = Vn(��)

h�`jmjjV̂13j�(j 0J 0)jmji = V�(�) ; h�`jmjjV̂13j�0�(j 0J 0)jmji = V (�; �0�) (3.55)

Diese Matrixelemente unterscheiden sich in ihren Einheiten. Wird ein Matrixele-
ment mit den Wellenfunktionen diskreter Zust�ande gebildet, dann ist die Einheit
[E], im Falle eines diskreten und eines Kontinuumszustands ergibt sich die Einheit

[E]
1

2 , f�ur zwei Kontinuumszust�ande erh�alt man die Einheit [E]0. Der Grund f�ur diese
unterschiedlichen Einheiten ist die unterschiedliche Normierung der diskreten und
kontinuierlichen 1-QT- bzw. 3-QT-Wellenfunktionen, n�amlich Normierungen ent-
sprechend den Gleichungen (3.50) und (3.49).
Wie im Falle der Kontinuums-QRPA erh�alt man bei Division der Gleichung (3.54)
mit (�� � E�) f�ur die KoeÆzienten ��� (�) Pole erster Ordnung. Man macht daher
wieder einen Ansatz der Form (3.18) :

��� (��) = a��(��)Æ(�� � E�) + P b��(��)

�� � E�
: (3.56)

Mit diesem Ansatz kann man f�ur E� 6= E� ; �� die Gleichungen (3.53) und (3.54)
nach den 3-QT-Amplituden au�osen:

z�� =

P
n0 V

�
n0�z

�
n0 +

R
d�0V �

� (�
0)��(�0)

E� � E�
(3.57)

b��(��) = �X
n0
V �
n0(��)z

�
n0 �

Z
d�0V �(�0; ��)�

�(�0): (3.58)
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Diese 3-QT- Amplituden werden in die Gleichungen (3.51) und (3.52) eingesetzt.
Damit erh�alt man als Umformulierung die Gleichungen

(En � E�)z
�
n +

X
n0
Mnn0(E�)z

�
n0 +

Z
d�0Mn(�

0; E�)�
�(�0)

=
X
�

In�(E�) (3.59)

(�� E�)�
�(�) +

X
n0
M�

n0(�; E�)z
�
n0 +

Z
d�0M(�; �0; E�)�

�(�0)

=
X
�

I�(�; E�) (3.60)

in den 1-QT-Amplituden z�n und ��(�). Dabei sind die sogenannten Massen- oder
Selbstenergieoperatoren wie folgt de�niert:

Mnn0(E�) =
X
�

Vn�V
�
n0�

E� � E�
+
ZX
�

� d�00�
Vn(�

00
�)V

�
n0(�

00
�)

E� � �00�
(3.61)

Mn(�
0; E�) =

X
�

Vn�V
�
� (�

0)

E� � E�
+
ZX
�

� d�00�
Vn(�

00
�)V

�(�0; �00�)

E� � �00�
(3.62)

M(�; �0; E�) =
X
�

V�(�)V
�
� (�

0)

E� � E�
+
ZX
�

� d�00�
V (�; �00�)V

�(�0; �00�)

E� � �00�
(3.63)

F�ur die 1-QT-Zust�ande sind diese Gr�o�en das Kernstruktur�aquivalent zum nichther-
mitschen Polarisationsoperator im optischen Potential [Len87] (siehe auch Kapitel
1). Wie sp�ater gezeigt wird, handelt es sich bei den 1-QT-Zust�anden im Kontinuum
um den elastischen Anteil eines Einteilchenstreuzustands. �Uber den Massenoperator
erfolgt die Ankopplung an die 3-QT-Zust�ande, also an die n�achst komplizierteren
Kan�ale.
Auch die Massenoperatoren weisen, wie die Matrixelemente der Restwechselwirkung
V̂13, unterschiedliche Einheiten in der Energie auf (siehe oben). Die Polstellen sind
durch die Verwendung des Hauptwertintegrals explizit ausgeklammert. Die Massen-
operatoren sind daher stetige, wenn auch stark uktuierende Funktionen in E�.
Die Inhomogenit�aten In�(E�) bzw. I�(�; E�) ber�ucksichtigen die Polstellen in Glei-
chung (3.54). Explizit ergeben sich die Ausdr�ucke:

In�(E�) = In�(�� = E�) = �Vn(�� = E�)a
�
�(�� = E�) (3.64)

I�(�; E�) = I�(�; �� = E�) = �V (�; �� = E�)a
�
�(�� = E�) (3.65)

Dabei werden die Matrixelemente V an der Stelle �� = E� genommen. Die Inho-
mogenit�aten sind, wie im Falle der Kontinuums-QRPA, durch Randbedingungen
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bestimmt, die im Abschnitt 3.2.1 festgelegt werden.
Der letzte Schritt besteht nun in der Umformung von Gleichung (3.60), da sich f�ur
den Fall � = E� wieder Singularit�aten ergeben. Man verwendet daher f�ur ��(�) eben-
falls einen Ansatz der Art (3.56):

��(�) = a�(�)Æ(�� E�) + P b�(�)

�� E�
(3.66)

und erh�alt die verallgemeinerten QPC-Gleichungen in folgender Darstellung:

(En � E�)z
�
n +

X
n0
Mnn0(E�)z

�
n0 +

Z
� d�0Mn(�

0; E�)b
�(�0)

�0 � E�

= In(E�) +
X
�

In�(E�) (3.67)

b�(�) +
X
n0
M�

n0(�; E�)z
�
n0 +

Z
� d�0M(�; �0; E�)b

�(�0)

�0 � E�

= I(�; E�) +
X
�

I�(�; E�): (3.68)

Die beiden zus�atzlichen Inhomogenit�atsterme in den Gleichungen (3.67) und (3.68)
ergeben sich aus den Singularit�aten des Integrals �uber den Massenoperator. Explizit
ergibt sich:

In(E�) = In(� = E�) = �Mn(� = E�; E�)a
�(� = E�) (3.69)

I(�; E�) = I(�; �0 = E�) = �M(�; �0 = E�; E�)a
�(�0 = E�): (3.70)

Die Normierung der Wellenfunktion, die Bedeutung der Inhomogenit�aten und die
L�osung dieses Gleichungssystems ist Gegenstand der n�achsten Abschnitte. Im An-
hang D ist zudem der Zusammenhang zwischen der Kontinuumsdarstellung und der
urspr�unglichen diskreten Darstellung beschrieben.
Da es sich bei der Wellenfunktion j�i im Falle von Eigenenergien E�, die gr�o�er
als die Teilchenaufbruchenergie sind, um Streuzust�ande handelt, kann au�erdem
eine Streufunktion S(E�) ermittelt werden, die mit den oben erw�ahnten Inhomoge-
nit�aten in engem Zusammenhang steht. Um die doch ziemlich formale Darstellung
etwas zu erl�autern, wird schlie�lich im Abschnitt 3.2.2 als analytisches Beispiel ein
schematisches Modell behandelt, bei dem gebundene 3-QT-Zust�ande ins Kontinu-
um eingebettet werden und die zugeh�orige S-Matrix des Einteilchenstreuzustands
berechnet wird.
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3.2.1 Normierung und Asymptotik der QPC-Wellenfunktion

In den Gleichungen (3.49) und (3.50) wurde die Normierungsbedingung f�ur die Wel-
lenfunktion j�i bereits angegeben. Hier sollen nun diese Normierungsbedingungen
etwas genauer im Zusammenhang mit den physikalischen Randbedingungen disku-
tiert werden. Die hier verwendete Darstellung beschreibt in allgemeiner Form sowohl
diskrete Zust�ande als auch das Kontinuum. F�ur normierte 1- und 3-QT-Zust�ande
erh�alt man f�ur die QPC-Zust�ande die Beziehung:

h�0j�i =
X
n

z�
0�

n z�n +
Z
d�0��

0

(�0)���(�0)

+
X
�

z�
0�

� z�� +
ZX
�

d�0��
�0

� (�
0
�)
���� (�

0
�)

=

8><
>:
Æ��0 E� � Es

Æ(E� � E�0) E� � Es

: (3.71)

Hier ist Es wieder die Energie der Teilchenaufbruchschwelle. F�ur die KoeÆzienten
� k�onnen die Ausdr�ucke aus (3.56) und (3.66) eingesetzt werden. Damit erh�alt man
unterhalb der Teilchenaufbruchschwelle Es, entsprechend zu Gleichung (3.42), den
Ausdruck:

X
n

z� 2n +
X
�

z� 2� +
Z
� d�0 b� 2(�0)

(E� � �0)2
+
ZX
�

� d�0�
b� 2� (�0�)

(E� � �0�)
2
= 1 E� � Es: (3.72)

Die Energie Es der Teilchenaufbruchschwelle bezieht sich hier auf den Einteilchen-
streuzustand relativ zum Grundzustand des zugeh�origen Kernrumpfes. Auch hier
sieht man wieder, das Kontinuumsanteile der 1- und 3-QT-Zust�ande zu den ge-
bundenen Zust�anden beitragen. Sie haben bei geeigneter �Uberlagerung, wie sp�ater
gezeigt wird, die richtige, also exponentiell abfallende Asymptotik. Oberhalb der
Teilchenaufbruchschwelle Es erfolgt die Normierung wieder auf eine Deltafunktion
und h�angt daher nur von der Asymptotik der QPC-Wellenfunktion ab. Damit ergibt
sich wieder eine Beziehung entsprechend (3.44):

a� 2(E�) + �2b� 2(E�) +
X

�;E��E�
s

h
a� 2� (E�) + �2b� 2� (E�)

i
= 1: (3.73)

Hiermit sind verschiedene Situationen bez�uglich der Randbedingungen beschreibbar.
Mit zunehmender Anregungsenergie E� �o�nen sich weitere "Dreiteilchenkan�ale" 1.

1Damit sind hier Streuzust�ande gemeint, die sich durch Ankopplung eines Teilchenstreuzustands
an einen 2-QT-Phononoperator ergeben
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Soll z. B. ein Nukleonstreuzustand relativ zu einem geraden Kern in einem BCS-
Grundzustand beschrieben werden, so liegt im Eingangskanal ein Einteilchenstreu-
zustand vor und damit mu� die folgende Randbedingungen

a�(E�)� i �b�(E�) = 1

a��(E�)� i �b��(E�) = 0 8� (3.74)

g�ultig sein. Die zweite Bedingung ergibt sich aus der Forderung, da� keine 3-QT-
Zust�ande als einlaufendeWellen vorliegen. Selbstverst�andlich sind auch andere Rand-
bedingungen m�oglich. Im Falle einer Nukleonstreuung an einem angeregten Kern,
wird a��(E�)� i �b��(E�) = 1 gesetzt, d. h. die einlaufende Welle liegt in einem 3-QT-
Kanal vor. Mit (3.74) ist der Streuzustand eindeutig festgelegt und die asymptotische
Streuwellenfunktion kann bestimmt werden. Man erh�alt f�ur den Radialanteil:

u�(r; E�) � a�(E�)e
�iÆ`j(E�)uas`j (r; E�)�(E� � Es)

+
X
�

a��(E�)e
�iÆ�;`j(E�)uas�;`j(r; E�)�(E� � E�

s )

+
Z
� d�0 b

�(�0)

�0 � E�
e�iÆ`j(�

0)uas`j (r; �
0)

+
ZX
�

� d�0�
b��(�

0
�)

�0� � E�

e�iÆ�;`j(�
0

�)uas�;`j(r; �
0
�): (3.75)

Die uas`j (r; �) bzw. u
as
�;`j(r; ��) haben dabei den in (2.8) angegebenen asymptotischen

Verlauf. Mit den zus�atzlichen Phasen ergeben sich rein reelle Wellenfunktionen. Wie
durch die �-Funktion angegeben, sind die a�(E�) und a

�
�(E�) erst f�ur Energien E�,

die gr�o�er als die jeweilige Aufbruchenergie Es bzw. E
�
s sind, von Null verschieden.

Die physikalische Bedeutung ist, da� der jeweilige Kanal erst ab dieser Energie o�en
ist, so da� dann eine einlaufende Welle vorhanden ist. Die beiden Hauptwertintegra-
le werden, wie in Anhang F berechnet:

Z
� d�0 b

�(�0)

�0 � E�
e�iÆ`j(�

0)uas`j (r; �
0) =

�b�(E�) cos (�`(r; E�) + Æ`j(E�))�(E� � Es) (3.76)ZX
�

� d�0�
b��(�0�)
�0� � E�

e�iÆ�;`j(�
0

�)uas�;`j(r; �
0
�) =X

�

�b��(E�) cos (��;`(r; E
�
�) + Æ�;`j(E

�
�))�(E� � E�

s ): (3.77)

Insgesamt erh�alt man, wenn die Ausdr�ucke (3.76) und (3.77) in Gleichung (3.75)
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eingesetzt werden, im asymptotischen Bereich die radiale Wellenfunktion

u�(r; E�) � 1

2
iN(E�)e

�iÆ`j(E�)
h
I
(+)
` (r; E�)� S`j(E�)O

(+)
` (r; E�)

i
� 1

2
iN(E�

�)
X
�

e�iÆ`j(E�)S�
`j(E

�
�)O

(+)
` (r; E�

�) (3.78)

mit den S-Matrix-Komponenten

S`j(E�) =
�
a�(E�) + i �b�(E�)

�
e2iÆ`j(E�)

S�
`j(E

�
�) = eiÆ`j(E�)

�
a��(E�) + i �b��(E�)

�
eiÆ�;`j(E

�
�): (3.79)

Die Komponenten S`j(E�) und S
�
`j(E

�
�) beschreiben dabei die Streuung in den aus-

laufenden elastischen Kanal und in die inelastischen 3-QT-Kan�ale. Dies ist v�ollig
analog zu den in der Literatur angegebenen Ausdr�ucken im Rahmen von anderen
Kernstrukturmodellen (siehe [Blo66], [RMS67] und [MaW69]). Die S-Matrix kann
also aus den KoeÆzienten a�(E�), b

�(E�), a
�
�(E�) und b��(E�) gewonnen werden.

Eine Aufgabe dieser Arbeit ist die Bestimmung dieser KoeÆzienten im QPC-Modell
f�ur verschiedene Kernzust�ande. ( Siehe Kapitel 5 und 6).
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3.2.2 Beispiel: Im Kontinuum eingebettete

gebundene Zust�ande

Die relativ komplexe und formale Darstellung der bisherigen Abschnitte soll nun
durch ein einfaches, weitgehend analytisches Beispiel transparenter gemacht werden.
Es werde der Fall betrachtet, in dem die Kopplungen zwischen den 1-QT-Zust�anden
und den 3-QT Kontinuumszust�anden abgeschaltet werden - d.h. die Wechselwirkun-
gen V (�; ��) und Vn(��) werden gleich 0 gesetzt und es wird nur ein o�ener Kanal,
n�amlich der Einteilchenkanal ber�ucksichtigt. Damit reduzieren sich die Gleichungen
(3.51) bis (3.54) auf das folgende Gleichungsystem:

(En � E�)z
�
n +

X
�

Vn�z
�
� = 0 (3.80)

(�� E�)�
�(�) +

X
�

V�(�)z
�
� = 0 (3.81)

(E� � E�)z
�
� +

X
n0
V �
n0�z

�
n0 +

Z
d�0V �

� (�
0)��(�0) = 0: (3.82)

Durch Einsetzen von (3.80) und (3.81) in (3.82) und unter Ber�ucksichtigung von
(3.66) erh�alt man Gleichungen f�ur die z�� :

(E� � E�)z
�
� +

X
�0

"X
n0

V �
n0�Vn0�0

E� � En0
+
Z
� d�0V

�
� (�

0)V�0(�
0)

E� � �0

#
z��0 =

�V �
� (� = E�)a

�(E�)�(Es � E�): (3.83)

Die noch unbestimmte Gr�o�e a�(E�) wird f�ur Zust�ande oberhalb der Teilchenauf-
bruchschwelle Es durch die Randbedingung (3.74) festgelegt. Dann ergibt sich f�ur
die z�� das folgende Gleichungssystem:

F (E�)z
� =

�
i

2
�(E�)z

� � V �(E�)
�
�(Es � E�): (3.84)

Die hier verwendeten quadratischen und hermitschen Matrizen F (E�) und �(E�)
haben die Komponenten

F��0(E�) = (E� � E�)Æ��0 +
X
n0

V �
n0�Vn0�0

E� � En0
+
Z
� d�0V

�
� (�

0)V�0(�
0)

E� � �0
(3.85)

und

���0(E�) = 2�V �
� (E�)V�0(E�): (3.86)
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Die Komponenten der Vektoren z� und V �(E�) sind durch z�� und V �
� (E�) gege-

ben. Wie aus Gleichung (3.84) zu sehen, k�onnen in Abh�angigkeit der Energie E�

sowohl gebundene, als auch ungebundene Zust�ande beschrieben werden. F�ur eine
vollst�andige Diskussion ist daher eine Fallunterscheidung n�otig. Zun�achst soll der
Fall E� � Es untersucht werden. Es gilt also das aus dem Gleichungssystem (3.84)
erhaltene homogene Gleichungssystem

F (E�)z
� = 0 (3.87)

zu l�osen. Die in den Matrixelementen F��0(E�) enthaltenen Hauptwertintegrale wer-
den dabei zu Integralen im �ublichen Sinne, da � immer 6= E� ist und die Integranden
daher keine Singularit�aten aufweisen. Man erh�alt f�ur die z�� ein homogenes Glei-
chungssystem mit ganz bestimmten Energieeigenwerten E�. Unter Ber�ucksichtigung
der Normierungsbedingung (3.72) (Keine 3-QT-Kontinuumskan�ale !) �ndet man im
Falle einfacher Nullstellen E� f�ur die KoeÆzienten z

�
� den Ausdruck ([Len90])

1

jz�� j2
= �@E

 
det(F (E))

Adj(F��(E))

!
E=E�

; (3.88)

d. h. die jz�� j2 k�onnen aus den Residuen der Funktion Adj(F��(E))=det(F (E)), also
dem Quotienten aus der Adjunkten zum Matrixelement F��(E) und der Determi-
nante der KoeÆzientenmatrix, berechnet werden.
Diese Eigenschaft kann nun ausgenutzt werden, um eine energiegemittelte St�arke-
funktion,

P�(E) =
X
�

jz�� j2�(E � E�) (3.89)

mit einer Mittelungsfunktion �(E � E�) durch ein Kontourintegral in der komple-
xen Ebene zu berechnen. Verwendet man als Mittelungsfunktion eine Breit-Wigner-
Funktion mit der Mittelungsbreite �m, so ergibt sich der Ausdruck

P�(E) =
1

�
Im

"
Adj(F��(E + i�m=2))

det(F (E + i�m=2))

#
: (3.90)

Der Ansatz, der zu diesem Ausdruck f�ur eine 3-QT-St�arkefunktion f�uhrt, ist eine
Erweiterung des von Bohr und Mottelson gemachten Ansatzes zur Berechnung der
energiegemittelten Einteilchenst�arkefunktion.
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Als n�achstes soll der Fall E� � Es untersucht werden. Man �ndet jetzt sowohl ein-
laufende als auch auslaufende Komponenten in der Wellenfunktion j�i. Geht man
von der Randbedingung aus, da� der Eingangskanal ein Einteilchenkanal ist, so kann
das Gleichungssystem (3.84) nach dem KoeÆzientenvektor z� aufgel�ost werden:

z� = �
�
F (E�)� i

2
�(E�)

��1
V �(E�): (3.91)

Mit Hilfe der Gleichungen (3.80) und (3.81) k�onnen jetzt auch die KoeÆzienten f�ur
die 1-QT-Zust�ande (diskrete als auch kontinuierliche)

z�n =
X
�;�0

Vn�

��
F (E�)� i

2
�(E�)

��1�
��0
V �
�0(E�)

(En � E�)
(3.92)

und

b�(�) =
X
�;�0

V�(�)

 �
F (E�)� i

2
�(E�)

��1!
��0

V �
�0(E�) (3.93)

erhalten werden. Ermittelt man den Wert von b�(�) f�ur � = E� und n�utzt man die
Beziehung (3.79) aus, so ergibt sich schlie�lich die Streufunktion

S(E�) = exp(2iÆ�)
h
a�(E�) + i�b�(E�)

i
(3.94)

= exp(2iÆ�)

2
41 + 2i�

X
�;�0

V�(�)

 �
F (E�)� i

2
�(E�)

��1!
��0

V �
�0(E�)

3
5

f�ur den Einteilchenkanal. Diese Streufunktion ist unit�ar f�ur reelle Energien und hat
in der komplexen Ebene in der N�ahe der ungest�orten 3-QT-Energien Pole. Sie bedin-
gen das Auftreten von Resonanzen im Wirkungsquerschnitt. Die genaue Lage und
die Breiten dieser Resonanzen h�angen nur von den Matrixelementen der Restwech-
selwirkung ab und von den ungest�orten Energien der im Kontinuum eingebetteten
3-QT-Zust�ande.
Die so erhaltenen Ergebnisse entsprechen formal, sowohl den Resultaten von U. Fano
[Fan61], als auch denen von Mahaux und Weidenm�uller [MaW69]. Die Restwechsel-
wirkung ist allerdings in dem hier gemachten Ansatz explizit durch eine 1-QT-3-
QT-Wechselwirkungen gegeben. Daher ist es m�oglich die so erhaltenen Ergebnisse
noch weiter zu diskutieren und weitere N�aherungen zu betrachten. Die auftretenden
Gr�o�en F (E�) und � sind Funktionen der Restwechselwirkung. Die ���0 werden im
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Mittel eine �ahnliche Energieabh�angigkeit zeigen, wie der Wirkungsquerschnitt f�ur
eine Einteilchenstreuung. F�ur Einteilchenresonanzen ist ein starkes Anwachsen zu
erwarten, da in � Matrixelemente der Form h� = E�jV̂13j�ih� 0jV̂13j� = E�i eingehen.
Daher wird f�ur diese Modellbreite die Annahme gemacht, da� im Bereich einer Re-
sonanz die folgende Proportionalit�at f�ur ���0 gilt:

���0 � j sin(Æ(E�))j2p
E�

v
(�)
13 v

(�0)
13 : (3.95)

Dabei ist Æ(E�)) die Streuphase des Einteilchenkanals. Entsprechend nimmt man f�ur
das Hauptwertintegral aus Gleichung (3.85) folgendes Verhalten an

Z
� d�0V

�
� (�

0)V�0(�
0)

E� � �0
�
Z
� d�0 j sin(Æ(�

0))j2p
�0(E� � �0)

v
(�)
13 v

(�0)
13 : (3.96)

Da jetzt die dominierende Energieabh�angigkeit separiert ist, kann man f�ur die redu-
zierten 1-QT-3-QT-Wechselwirkungen v

(�)
13 dann n�aherungsweise einen konstanten

Wert annehmen.
Es wird im folgenden ein numerisches Beispiel diskutiert, da� den Verh�altnissen f�ur
den f5=2-Streuzustand im 41Sc, der in Kapitel 5 im vollst�andigen QPC-Modell be-
schrieben wird, prinzipiell beschreibt. Hier wird speziell die Ankopplung von zwei im
Kontinuum eingebetteten 3-QT-Zust�anden an das f5=2-Einteilchenkontinuum disku-
tiert. Die beiden ungest�orten 3-QT-Zust�ande liegen bei Eigenenergien von 4:167 und
5:521 MeV relativ zur Einteilchenaufbruchschwelle Es. Der f5=2-Einteilchenstreu-
zustand hat eine Resonanz bei ca. 5 MeV . Durch die Ankopplung kommt es zu
einer Fragmentation der verschiedenen Zust�ande, die von der Gr�o�e der reduzier-
ten 1-QT-3-QT-Restwechselwirkungen v

(1)
13 und v

(2)
13 abh�angt. In den folgenden drei

Abbildungen werden der elastische Einteilchenwirkungsquerschnitt und die St�arke-
funktionen der 3-QT-Zust�ande als Funktion der Restwechselwirkungen gezeigt.

� Abbildung 3.1: Hier ist der elastische Wirkungsquerschnitt, berechnet aus der
Streumatrix (3.94) dargestellt. Man sieht die Verschiebung und Ver�anderung
der Linienform der Einteilchenresonanz bei ca. 5 MeV in Abh�angigkeit der
Restwechselwirkungen. Des weiteren sind scharfe Resonanzen in der N�ahe
der ungest�orten 3-QT-Zust�ande, also insgesamt eine Fragmentation der un-
gest�orten Einteilchenresonanz, zu erkennen.

� Abbildung 3.2: Die drei Einzelbilder auf der linken Seite zeigen die St�arke des
tieiegenden 3-QT-Zustands bei 4:167 MeV in halblogarithmischer Darstel-
lung f�ur verschiedene St�arken der Restwechselwirkung. Maxima sind im Be-
reich der ungest�orten 3-QT-Energien und in der N�ahe der Einteilchenresonanz
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zu sehen. Deutlich sind ebenfalls die endliche Breite und die Verschiebung des
3-QT-Zustand durch die Ankopplung zu erkennen. Die drei Einzelbilder auf
der rechten Seite zeigen die �uber die Anregungsenergie E� au�ntegrierte St�arke
(�jz�j2). Erwartungsgem�a� ergibt sich f�ur den Gesamtwert der au�ntegrierten
St�arke der Wert Eins.

� Abbildung 3.3: In dieser Abbildung sind die den in Abbildung 3.2 gezeigten,
entsprechenden Gr�o�en f�ur den hochliegenden 3-QT-Zustand bei 5:521 MeV
zu sehen.

Die hier gemachte empirische Rechnung kann mit der realistischen Rechnung aus
Kapitel 5 verglichen werden. Es zeigen sich prinzipielle Gemeinsamkeiten (Auftre-
ten von schmalen Resonanzen in der N�ahe der ungest�orten 3-QT-Energien) Aller-
dings koppeln in der realistischen Rechnung wesentlich mehr 3-QT-Zust�ande ans
Kontinuum an | man erh�alt daher insgesamt sieben Resonanzen im elastischen
Wirkungsquerschnitt. Das diskutierte Modell soll daher nur einen ersten Eindruck
f�ur die zu erwartenden Ergebnisse geben.
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Abbildung 3.1: Elastischer Wirkungsquerschnitt eines f5=2-Protonstreuzustands an
einem 40Ca-Kern unter Ber�ucksichtigung von zwei im Kontinuum eingebetteten ge-
bundenen Zust�anden mit Energien E1

bs = 4:167 MeV und E2
bs = 5:521 MeV f�ur

verschiedene Werte der Restwechselwirkung v
(1)
13 und v

(2)
13 . Deutlich ist die Verschie-

bung und die Ver�anderung der Linienform der Einteilchenresonanz zu erkennen sowie
die durch die Ankopplung verursachten Resonanzen.
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Abbildung 3.2: St�arkefunktion und aufsummierte St�arke eines 3-Quasi-
teilchenzustands mit Gesamtspin 5=2� und einer Eigenenergie E1

bs von

4:167 MeV f�ur verschiedene Werte der Restwechselwirkung v
(1)
13 und v

(2)
13 .
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Abbildung 3.3: Wie Abbildung 3.2 St�arkefunktion und aufsummierte St�arke eines
3-Quasiteilchenzustands mit Gesamtspin 5=2� und einer Eigenenergie E2

bs von 5:521

MeV f�ur verschiedene Werte der Restwechselwirkung v
(1)
13 und v

(2)
13 .



Kapitel 4

Klassische und semiklassische

Beschreibung von

Transferreaktionen

In diesem Kapitel werden klassische und semiklassische Ans�atze zur Beschreibung
von Transferreaktionen vorgestellt. Die aus diesen Ans�atzen gewonnenen Ergebnisse
dienen zum besseren Verst�andnis der Physik von Transferreaktionen und sollen die
allgemeineren Ans�atze der letzten Kapitel transparenter machen. Die vorgestellten
Rechnungen dienen au�erdem als Vergleich zu den exakten Rechnungen in den fol-
genden Kapiteln. Die theoretischen Grundlagen dieser Ans�atze gehen auf Brink und
Bonaccorso [Bri72], [BBM87] und [BoB88] zur�uck.

4.1 Ans�atze des semiklassischen Modells

F�ur quasielastische Schwerionentransferreaktionen bei Energien oberhalb der Cou-
lombaufbruchschwelle beobachtet man experimentell und auch in theoretischen Rech-
nungen vergleichsweise gro�e Wirkungsquerschnitte, wenn die Impulse und Drehim-
pulse des transferierten Teilchens im Eingangskanal � sowie im Ausgangskanal �
im folgenden Sinne gut angepa�t sind: Im Falle der in Abbildung A dargestellten
Stripping-Reaktion hei�t dies, da� das Teilchen x bei dem in der Reaktionsebene
� statt�ndenen Transfer vom Projektilrumpf b zum Target A keine Impuls- und
Drehimpuls�anderung erf�ahrt. Dieses Verhalten von Transferreaktionen kann man
klassisch verstehen, da die Trajektorien des transferierten Teilchens im Eingangs-
und Ausgangskanal dann kompatibel sind. Unter den beiden Annahmen, da� es sich
bei den betrachteten Transferreaktion um periph�are Reaktionen handelt, und, da�
das Teilchen x im Ber�uhrpunkt, also in der Reaktionsebene, transferiert wird, erge-
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ben sich kinematische Bedingungen f�ur Impuls und Drehimpuls, die erstmalig von
D. Brink [Bri72] aufgestellt worden sind.

Wegen der Unsch�arferelation
m�ussen diese kinematischen Be-
dingungen bei der quantenmecha-
nischen Behandlungen von Trans-
ferreaktionen nur n�aherungswei-
se erf�ullt sein | gro�e Beitr�age
im Reaktionswirkungsquerschnitt
sind allerdings nur f�ur kleine
Abweichungen von der klassi-
schen Impuls- und Drehimpulser-
haltung zu erwarten. Die kinema-
tischen Anschlu�bedingungen der
f�ur das Teilchen x in der Ab-
bildung A schematisch dargestell-
ten Stripping-Reaktion sind dann
allgemein im Schwerpunktsystem
bei Verwendung der Nomenklatur
aus Kapitel 1 durch die Gleichun-
gen

-
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Figur A: Kinematische Verh�altnisse
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�~px =
�

mx

mb +mx
~p� � ~q�

�
�
�
� mx

mA +mx
~p� + ~q�

�

= mx

�
mA

M
~v0 +

mb

M
~v0
�
� ~q� � ~q�

� 0 (4.1)

und

�~L = ~L� � ~L�

=
�
~�� +m�

�
mb

mb +mx

~d� � ~d�

�
� ~v0

�

�
�
~�� +m�

�
~d� � mA

mA +mx

~d�

�
� ~v0

�
� 0 (4.2)

gegeben. Die Geschwindigkeitsvektoren ~v0 und ~v
0 sind dabei Relativgeschwindigkei-

ten zwischen Target und Projektilsystem vor und nach dem Transfer. Die Impulsvek-
toren (~p�; ~q�) und (~p�; ~q�) sind die zu den jeweiligen Jacobikoordinaten geh�orenden

konjugierten Impulse (siehe Abschnitt 1.2). Die intrinsischen Bahndrehimpulse ~�
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sind klassisch durch

~�� = ~d� � ~q� und ~�� = ~d� � ~q� (4.3)

gegeben. Mit den Abstandsvektoren ~d� und ~d� werden die Abst�ande zwischen dem
transferierten Teilchen x und dem entsprechenden Rumpf, also z. B. im Falle von
~d� der Abstand zwischen x und b beschrieben (Diese Gr�o�en sind vergleichbar mit
den Kernradien). Nimmt man weiter an, da� die Bahndrehimpulse bez�uglich des in
Abbildung A verwendeten Koordinatensystems in y-Richtung zeigen 1 , so erh�alt
man unter Ber�ucksichtigung der Energieerhaltung im Schwerpunktsystem,

p2�
2��

+
q2�
2m�

=
p2�
2��

+ �� =
p2�
2��

+
q2�
2m�

=
p2�
2��

+ ��; (4.4)

Gleichungen, die den Brink'schen Gleichungen entsprechen [Bri72]. Im Gegensatz
zu diesen werden in den Gleichungen (4.1) und (4.2) allerdings R�ucksto�e�ekte mit-
ber�ucksichtigt. Es werden daher zus�atzliche Glieder in der Masse m2

x erhalten. Die
Di�erenz der Bindungsenergien �� und �� bestimmt den Q-Wert (Q = �� � ��) der
Reaktion. Im Rahmen der weiteren Diskussion wird nun ein Koordinatensystem ver-
wendet, in dem die z-Achse als Einschu�richtung und Quantisierungsachse gegeben
ist. Aus den Gleichungen (4.1) erh�alt man dann f�ur die z-Komponente des Impulses
von x relativ zu den R�umpfen b und A n�aherungsweise (jetzt ohne R�ucksto�e�ekte)
die folgenden Ausdr�ucke [LoB85]:

�hk� = �(Q +
1

2
mxv

2
0)=v0 und �hk� = �(Q� 1

2
mxv

2
0)=v0: (4.5)

Der Transfer von x erfolgt durch eine Potentialbarriere, die die beiden R�umpfe b
und A trennt. Damit ist die, zur z-Komponente senkrechte Impulskomponente k?
des transferierten Teilchens x relativ zu den R�umpfen, eine rein imagin�are Gr�o�e.
Sie ergibt sich zu

�hk? = i�h� = i�h
q
k2� + 2� = i�h

q
k2� + 2�; (4.6)

1Bei der Beschreibung kinematischer E�ekte ([Bri72] und [Sat80]) wird h�au�g ein Koordina-
tensystem verwendet, in dem die Quantisierungsachse senkrecht zur Reaktionsebene angeordnet
ist (sogenannte Anti-Basel-Konvention). Damit ergeben sich nat�urlich etwas andere Ausdr�ucke f�ur
die Impuls- und Energieerhaltung. Diese Darstellung wird im �ubrigen gerne bei der Behandlung
von Polarisationse�ekten verwendet (Siehe z.B. [Bon80]).
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wobei die Gr�o�en

2� = �2mx��=�h
2 und 2� = �2mx��=�h

2 (4.7)

durch die Einteilchenenergien festgelegt sind. Durch Verwendung von komplexen (!)
Winkeln, �� und ��, k�onnen dann die komplexen Impulsvektoren

~p� = i�

0
B@ 0

sin ��
cos ��

1
CA (4.8)

und

~p� = i�

0
B@ 0

sin ��
cos ��

1
CA (4.9)

festgelegt werden. Die trigonometrischen Funktionen sind durch cos �� = �ik�=�
sowie sin �� = �=� (� = f�; �g) gegeben2. Die beiden Bedingungen (4.1) und (4.2)
ergeben sich auch aus einem semiklassischen Modell f�ur die Transferamplitude T��
bzw. Transferwahrscheinlichkeit P��, die bereits von Broglia und Winther [BrW81]
aufgestellt wurden.
In zeitabh�angiger St�orungtheorie kann die Transferamplitude T�� zwischen dem An-
fangszustand � und dem Endzustand � [BBM87] wie folgt geschrieben werden:

T�� =
1

i�h

1Z
�1

d th �(t)jV̂ �(t)j �(t)i

=
1

i�h

1Z
�1

d th �(t)jV̂ �(t)j �(t)i; (4.10)

wobei die Matrixelemente zerlegt werden k�onnen und in den beiden Halbr�aumen H�

und H� (Siehe Figur A) ausgewertet werden k�onnen:

h �(t)jV̂ �(t)j �(t)i =
Z
H�

d3r0  ��(~r
0; t)V �(~r 0; t) �(~r

0; t)

+
Z
H�

d3r0  ��(~r
0; t)V �(~r 0; t) �(~r

0; t): (4.11)

2Durch Verwendung des Realteils �
2
f�ur �� ergeben sich f�ur den Cosinus rein imagin�are Werte

und f�ur den Sinus rein reelle Werte. Diese De�nition wurde verwendet, um diese Gr�o�en sp�ater bei
der Darstellung von Kugel�achenfunktionen verwenden zu k�onnen.



94 Kapitel 4. Klassische und semiklassische Beschreibung von Transferreaktionen

Dabei sind die V � bzw. V � die Einteilchenpotentiale der Einteilchenzust�ande  �
und  � relativ zu Target- oder Projektilrumpf (Siehe Abschnitte 1.2 und 2.6).
Mit Hilfe einer bereits von Oppenheimer [Opp28] 1928 verwendeten Methode, deren
Ziel es ist im ersten Term V̂ � durch V̂ � zu ersetzen, zeigten Lo Monaco und Brink
[LoB85], da� der obige Ausdruck f�ur periph�are Kollisionen (und um solche handelt
es sich im Falle von direkten Reaktionen) in ein Oberf�achenintegral bez�uglich der
Reaktionsebene � zwischen Projektil und Target umgeformt werden kann (Siehe
Figur A). Zu diesem Zweck wird der erste Ausdruck auf der rechten Seite von Glei-
chung (4.11) unter Verwendung der zeitabh�angigen Schr�odingergleichung f�ur  � mit
dem folgenden Ausdruck

Z
H�

d3r0
 
�i�h@ �(~r

0; t)

@t
� �h2

2mx
� �(~r

0; t) + V �(~r 0; t) �(~r
0; t)

!�
 �(~r

0; t) (4.12)

der nat�urlich identisch 0 ist, erweitert. Nach Anwendung des Green'schen Satzes
und auf Grund der Tatsache, da�  � und  � f�ur t ! �1 keinen �Uberlapp haben,
kann dann der Ausdruck

T�� =
�h

2 imx

1Z
�1

d t
Z
�

d ~S 0
�
 ��r � �  �r ��

�
(4.13)

+
1

i�h

1Z
�1

d t

0
B@ Z
H�

d3r0  ��(~r
0; t)V �(~r 0; t) �(~r

0; t)

+
Z
H�

d3r0  ��(~r
0; t)V �(~r 0; t) �(~r

0; t)

1
CA

gewonnen werden. Die Integrationsvariable ~r 0 ist dabei der Abstandsvektor zum
Koordinatenursprung. Dieser Ursprung ist hier der Schwerpunkt von A und x. Im
Falle einer periph�aren Kollision kann die Reaktionsebene � so gew�ahlt werden, da�
n�aherungsweise sowohl V �(~r 0; t) � 0 f�ur alle ~r 0 innerhalb H�, als auch V

�(~r 0; t) � 0
f�ur alle ~r 0 innerhalb H� gilt. Als Endergebnis erh�alt man dann den von Lo Monaco
und Brink [LoB85] angegebenen Ausdruck:

T�� =
�h

2 imx

1Z
�1

d t
Z
�

d ~S 0 ( ��r � �  �r ��) (4.14)

Interessanterweise sind sowohl die Ausdr�ucke (4.13) als auch (4.14) v�ollig symme-
trisch bez�uglich des verwendeten Potentials, d. h. �aquivalent bez�uglich post-prior-
Darstellung. Das Ober�achenintegral wurde in [LoB85] n�aherungsweise ausgewertet:
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Die klassische Bahn des Projektils des in Figur A gegebenen Koordinatensystems ist
f�ur kleine Streuwinkel und unter der Annahme, da� der Transfer nahe dem Punkt
der n�achsten Ann�aherung erfolgt, durch eine klassische Bahn

~s(t) =

0
B@ d� + d�

0
0

1
CA+

0
B@ 0

0
v0t

1
CA (4.15)

gegeben. Damit erh�alt man durch eine Galilei-Transformation der Schr�odingerglei-
chung f�ur �, Einteilchenwellenfunktionen mit den Einteilchenenergien �� bzw. ��
und dem Target im Ursprung:

 �(~r; t) = ��(~r � ~s(t)) exp(� imxv0r

�h
) exp

�
� i

�h
(�� +

mx

2
v20)t

�

 �(~r; t) = ��(~r) exp(� i��t
�h

): (4.16)

Die Wellenfunktionen �� und �� sind dann L�osungen zu statischen Potentialen V �

und V �. Die Zeitvariable t wird durch z1 = z�v0t substituiert und nach Integration
erh�alt man:

T�� =
i�h

2mxv0

1Z
�1

d y

"
~���(d�; y; k�)

@

@ d�
~��(d�; y; k�)�

~��(d�; y; k�)
@

@ d�
~���(d�; y; k�)

#
: (4.17)

Dabei sind die ~� die Fouriertransformierten der Wellenfunktionen  bez�uglich z
bzw. z1. Eine alternative Darstellung f�ur (4.17) wurde von [BoB88] angegeben. Sie
lautet:

T�� =
i�h

2mxv0

1Z
�1

d ky
q
�2 + k2y ��

�
�(d�; ky; k�)���(d�; ky; k�): (4.18)

Die Gr�o�en �� sind jetzt die doppelten Fouriertransformierten bez�uglich y und z der
Einteilchenwellenfunktionen. Diese sind Gegenstand der letzten N�aherung, die jetzt
noch vorgenommen wird. Es wird angenommen, da� die Potentiale V � und V � in
der Reaktionsebene � ausschlie�lich durch ihren Zentrifugal- bzw. Coulombanteil
(falls vorhanden) bestimmt sind. Dann k�onnen die Teilchen- bzw. Lochwellenfunk-
tionen �� und �� im Ortsraum durch ihre asymptotischen Ausdr�ucke ersetzt wer-
den. Exemplarisch erh�alt man f�ur die Teilchenzust�ande relativ zum Rumpf A unter
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Ber�ucksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung und einer spektroskopischen Amplitude
C(+)
� = C(+)

`j
z dann den in Kapitel 2 (Gleichungen (2.1) und (2.6) bzw. (2.55) und

(2.68)), hergeleiteten Ausdruck:

�A;`jmj
(~r; �) ' C(+)

`j �`j;mj
(~r; �)

� 1

2
iN(�)

2
4I(+)

` (r; �)

r
� S`j(�)

O
(+)
` (r; �)

r

3
5Ymj

`;j (
) (4.19)

Die Einteilchenenergie wurde dabei wieder durch die Wellenzahl � ersetzt. Wie eben-
falls in Kapitel 2 beschrieben, k�onnen mit dem allgemeinen Ansatz aus Gleichung
(4.19) gebundene und ungebundene Zust�ande beschrieben werden. Eine analytische
L�osung f�ur die Transferamplitude (4.17) bzw. (4.18) kann allerdings nur f�ur den
Fall ungeladener Teilchen erhalten werden [LoB85], da nur f�ur Hankelfunktionen
und nicht f�ur Coulombfunktionen die jeweilige Fouriertransformierte analytisch be-
stimmt werden kann. F�ur den Transfer eines ungeladenen Teilchens in einen gebun-
denen Zustand mit der Energie � = ��h22=2mx ergibt sich, da N(i) = 0 und
1
2
N(i)S`j(i) = C(+)

`j c`j
x:

C(+)
`j �`jmj

(r;
; i) ' C(+)
`j c`jh

(+)
` (ir)Ymj

`;j (
); (4.20)

wobei die Einteilchenwellenfunktion �`jmj
(r;
; i) im Ortsraum auf Eins normiert

ist und damit die Gr�o�e c`j explizit durch die Anschlu�bedingung

c`j =
u`j(R0)

iR0h
(+)
` (iR0)

(4.21)

der radialen Wellenfunktionen u`j(R0) f�ur einen Radius R0 au�erhalb der Reichweite
des Potentials erhalten werden kann. Nimmt man an, da� die Potentiale bereits in
der Reaktionsebene � vernachl�assigbare Werte angenommen haben, so k�onnen f�ur
R0 die Werte d� bzw. d� eingesetzt werden. �Ahnlich einer exakten Rechnung erfolgt
im �ubrigen auch in diesem semiklassischen Ansatz eine Trennung zwischen Dynamik
und Kernstruktur. Kernstruktureigenschaften sind wieder in der spektroskopischen
Amplitude C(+)

`j enthalten.

F�ur die ungebundenen Teilchenzust�ande mit der Einteilchenenergie � = �h2k2f=2mx

erh�alt man wieder den gesamten Ausdruck (4.19) und speziell f�ur ungeladene Teil-
chen x [BoB88] (siehe auch die Gleichungen (2.5), (2.6) und (2.7):

zDie Indizierung mit � wird zur Vereinfachung auf dieser und der folgenden Seite unterdr�uckt
xEntspricht einem Pol in der S-Matrix S`j f�ur � = i (Siehe auch Kapitel 2 und [BZP69])



4.1. Ans�atze des semiklassischen Modells 97

�`jmj
(r;
; kf) ' 1

2
N(kf ) (ikf)

h
h
(�)
` (kfr) + S`jh

(+)
` (kfr)

i
Ymj

`;j (
): (4.22)

Die Ausdr�ucke (4.21) und (4.22) f�ur die asymptotische Wellenfunktion lassen sich
analytisch bez�uglich der Koordinaten y und z (r =

p
x2 + y2 + z2) fouriertransfor-

mieren [LoB85], [BPB85]. Da die doppelten Fouriertransformationen von h(+)(�r)=r
und h(�)(�r)=r bis auf ein Vorzeichen identisch sind, k�onnen die jeweiligen Vorfak-
toren der Wellenfunktionen des ungebundenen Zustands zusammengefa�t werden
[BoB88]. Damit erh�alt man dann f�ur ungebundene Zust�ande eine wie folgt festge-
legte "spektroskopische Amplitude":

C(+)
`j (kf) =

(1� S`j(kf))

2
(4.23)

Eine derartige Gr�o�e ist bereits in Kapitel 2, Absatz 2.6 diskutiert worden. Es
ist die spektroskopische Amplitude, die bei ausschlie�licher Ber�ucksichtigung der
"gestreuten" Anteile der Wellenfunktion erhalten werden. Anscheinend werden die
"ungestreuten" Anteile bzw. die Interferenzterme bei diesem Ansatz herausgemit-
telt. Setzt man die doppelten Fouriertransformierten in (4.18) ein, so erh�alt man
explizit und unter Verwendung von Clebsch-Gordan-KoeÆzienten den allgemeinen
Ausdruck (T�� = T (j�m�; j�m�) ):

T (j�m�; j�m�) = �4� �h

mxv0
C(�)� c�C(+)

� c� (4.24)X
��;��

[hj�m�j`���smsihj�m�j`���smsi

K�����(�(d� + d�))Y`���(��; 0)Y
�
`���

(��; 0)
i
:

K�(�R) bezeichnet hier eine modi�zierte Besselfunktion [AbS70]3, die asymptotisch
exponentiell abf�allt:

K�(�R) =

s
�

2�R
exp(��R) (4.25)

Im Ausdruck (4.24) f�ur die Transferamplitude sind die wesentlichen Gr�o�en einer
Transferreaktion enthalten: Die Einteilchenenergien relativ zum jeweiligen Rumpf

3Zur Abk�urzung wurde hier � = �� � �� und R = d� + d� gesetzt.
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(implizit �uber die Gr�o�en �, �� und ��), die Laborenergie (via v0), die Spins bzw
Bahndrehimpulse und die Gr�o�e der beteiligten Kerne. Der obige Ausdruck ist ana-
lytisch zudem wesentlich transparenter als etwa die Transferamplitude aus einer
DWBA-Rechnung. Aus T�� kann nun sofort die Einteilchentransferwahrscheinlich-
keit pro Energie f�ur ungebundene Zust�ande formuliert werden. Mittelt man �uber m�

und summiert man �uber m�, so ergibt sich:

dP (j�; j�)

d��
=

1

2j� + 1

X
m�;m�

jT (j�m�; j�m�)j2: (4.26)

Der Ausdruck (4.26) gilt f�ur den Fall, da� die Rumpfzust�ande b und A 0+-Zust�ande
sind. Koppelt man die Amplitude T (j�m�; j�m�) an die Gesamtspins Ia und IB der
Zust�ande a = b+x und B = A+x und erfolgt eine Summation �uber die z-Projektion
der Endzust�ande sowie eine Mittelung �uber die Anfangszust�ande, so ergibt sich als
Endresultat [BBM87]:

dP (Ia; IA ! Ib; IB)

d��
=
dP��
d��

=
(2IB + 1)

(2IA + 1)(2j� + 1)

dP (j�; j�)

d��
: (4.27)

Aus der Transferwahrscheinlichkeit l�a�t sich dann in einem semiklassischen Ansatz
der doppelt di�erentielle Wirkungsquerschnitt

d2���
d��d


=

 
d�

d


!
class

dP��
d��

Pel (4.28)

gewinnen [BBM87]. Die elastische Streuwahrscheinlichkeit Pel kann in Abh�angigkeit
des Sto�parameters b �uber die Partialwellenstreuamplitude SL angegeben werden
(Pel = jSL(b)j2). Dabei h�angen der Sto�parameter b und der Gesamtdrehimpuls L
�uber die semiklassische Formel kb = L + 1

2
zusammen. Insgesamt erh�alt man in

Abh�angigkeit von b den Ausdruck:

d2���
d��d


=
b

sin(#)

�����d bd#
����� dP��d��

jSL(b)j2: (4.29)

Durch Integration �uber # und b ergibt sich der Gesamtwirkungsquerschnitt
d���
d��

in

Abh�angigkeit von �� zu:

d���
d��

= 2�

1Z
0

d b b
dP��(b)

d��
jSL(b)j2: (4.30)
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Dieses Integral kann auch als Integral �uber die n�achste Ann�aherung (\distance of
closest approach\) R geschrieben werden. Mit b2 = R2 � 2Rac ( Dabei ist ac der
Coulomb Parameter [Boc79]) l�a�t sich der Wirkungsquerschnitt wie folgt schreiben:

d���
d��

= 2�

1Z
0

dR (R� ac)
dP��(R)

d��
jSL(R)j2: (4.31)

Die Ausdr�ucke (4.28) bis (4.31) sind bei bekanntem SL problemlos zu berechnen.
Wenn man nur an Absch�atzungen interessiert ist, f�uhren weitere N�aherungen schon
zu einem aussagekr�aftigen Ergebnis. Daf�ur erweist sich insbesondere Gleichung (4.31)
als geeigneter Ausgangspunkt. Ab einem bestimmten Abstand Rs zwischen den Re-
aktanden dominieren Compoundprozesse und der Beitrag zu einem direkten Reak-
tionsmechanismus wird stark unterdr�uckt. Es gen�ugt daher, das Integral ab diesem
Absorptionsradius Rs zu berechnen. Stellt man au�erdem die modi�zierte Bessel-
funktion K�(�R) durch ihre asymptotische Form dar, so kann das Integral (4.31)
mit der sogenannten "Sharp-cut-o�"-N�aherung, d.h. Pel(R) = 1 f�ur R > Rs und
Pel(R) = 0 f�ur R < Rs), direkt ausgewertet werden. In bestimmender Ordnung ist
das Integral durch den Ausdruck

d���
d��

=

 
�

�

!
(Rs � ac)

dP��(Rs)

d��
(4.32)

gegeben. Es zeigt sich, da� dieser Ausdruck f�ur Absch�atzungen meist ausreichend ist.
Bei genauerer Rechnung sollte ber�ucksichtigt werden, da� Pel nicht konstant ist. Es
zeigt sich die bekannte L bzw. R-Abh�angigkeit [Sat80]. Die "Sharp-cut-o�"-N�ahe-
rung kann durch die Wahl einer realistischeren R-Abh�angigkeit von Pel(R) verbessert
werden. Eine sinnvolle Parametrisierung ist dabei

Pel(R) = exp f� ln(2) exp[(Rs �R)=a]g: (4.33)

Hier ist a ein Di�usivit�atsparameter und Rs der Absorptionsradius f�ur den Pel(Rs) =
1=2 ist. Wird der Ausdruck (4.33) in das Integral (4.31) eingesetzt und ist exp (Rs=a)�
1 so kann das Integral dann durch den Ausdruck

�(2�a+ 1)(ln 2)�2�a (4.34)

mit einer Gammafunktion angegeben werden. Um die Gr�o�en (4.29) bis (4.32) mit
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dem Experiment vergleichen zu k�onnen, m�ussen sie mit einer Faltungsfunktion, �ubli-
cherweise einer Lorentzfunktion, gefaltet. werden. Bei Verwendung der experimen-
tellen Au�osung als Breite erh�alt man dann einen energiegemittelten Wirkungsquer-
schnitt.
Wie bereits erw�ahnt wurde, wird obige analytische L�osung nur im Falle ungeladener
Transferteilchen erhalten. Durch die Verwendung von e�ektiven Bindungsenergien ���
oder ��� und e�ektiven Q-Werten Qeff k�onnen die obigen Formeln allerdings auch f�ur
den Transfer geladener Teilchen verwendet werden [BoB88]. Diese e�ektiven Gr�o�en
��� und Qeff sind wie folgt de�niert:

��� = �� � ZbZxe
2

d�
und Qeff = ��� � ��� (4.35)

Die Zb und Zx bezeichnen dabei die Ladungszahlen des Rumpfes und des transfe-
rierten Teilchens.
Bei diesem Ansatz werden ungebundene Protonenzust�ande im Bereich der Teilchen-
aufbruchschwelle allerdings durch gebundene Neutronenzust�ande beschrieben. Es ist
daher wichtig, da� stetiger �Ubergang vom Regime der gebundenen Zust�ande in das
der ungebundenen Zust�ande besteht. Dieser ist dann gegeben, wenn die ungebun-
denen Neutronenzust�ande bzw. die zugeh�origen �Ubergangsamplituden T�� mit der

Wurzel der Einteilchenbreite und dem Faktor
q

�
2
multipliziert werden. Wie im Kapi-

tel 2 gezeigt, entspricht dies einer Ortsraumnormierung auf 1. Um den numerischen
Rechenaufwand gering zu halten, wurden in dieser Arbeit die Normierungskonstan-
ten c� f�ur die gebundenen Zust�ande (entsprechend c�) durch den Ausdruck

c� =
2

d�

s
1

��

1r�
@(�d�)K`�+1=2(�d�)

�2 � (`�+1=2)2

2�d
2
�

K`�+1=2(�d�)2
(4.36)

mit den Wittakerfunktionen K�(; d) festgelegt. Er ergibt sich wie in [LaL88] be-
schrieben, f�ur schwach gebundene Zust�ande eines Rechteckpotentials in der N�ahe der
Teilchenaufbruchschwelle. F�ur die Einteilchenbreiten der ungebundenen Zust�ande
kann n�aherungsweise eine Einteilchenbreite �0

�;`�
f�ur ein Potential mit konstanter

Potentialtiefe (Rechteckpotential) f�ur Neutronen

�0
�;`�

� 2�h2

mxd�
kf

1

I
(+)
`�

(d�; kf)O
(+)
`�

(d�; kf)

2`� � 1

2`� + 1
(4.37)

aus [BoM69] verwendet werden. Die beiden Darstellungen (4.36) und (4.37) haben
den Vorteil, da� au�er den Gr�o�en d� bzw. d� und den zugeh�origen Bahndrehim-
pulsen `� und `� keine weiteren Parameter eingehen. Nachteilig ist allerdings, da�
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beide Gr�o�en f�ur ein Rechteckpotential bestimmt werden und daher nur die sel-
be Gr�o�enordnung wie die entsprechenden realistischen Gr�o�en zu einem Woods-
Saxon-Potential haben. Daf�ur kann, wie sp�ater (Abbildungen 4.7 und 4.8) gezeigt
wird, die Stetigkeit der �Ubergang f�ur �� ! 0 f�ur alle ` 6= 0 mit diesem Ansatz
nachgewiesen werden. S-Neutronenzust�ande zeigen an der Schwelle allerdings eine
Unstetigkeit. Dies wurde bereits 1985 von Huby erw�ahnt [Hub85], bei Bonaccorso
et al. bleibt diese Tatsache allerdings unerw�ahnt. F�ur Streuzust�ande, deren Energie
gr�o�er ist als die Zentrifugal- und Coulombbarriere, ist die Angabe einer Einteilchen-
breite nur dann sinnvoll wenn zu dem zugeh�origen Potential auch ein gebundener
Zustand existiert. Nur dann ist im Streuquerschnitt auch f�ur h�ohere Einteilchenener-
gien eine typische Resonanzstruktur aus der eine Einteilchenbreite bestimmt werden
kann, zu sehen. Beispiele hierf�ur sind die Protonenstreuzust�ande an 12C und 40Ca
(sp�atere Abbildungen 4.4, 4.5 sowie 4.6.) F�ur diese Streuzust�ande k�onnen sinnvolle
Einteilchenbreiten angegeben werden, da der Streuphasenwinkel Æ`�j� den Wert �=2
durchl�auft und f�ur h�ohere Energien gegen � geht. Dieses Verhalten ist mit dem so-
genannten Levinson-Theorem zu erk�aren [LaL88].

4.2 Physikalische Interpretationen und Folgerun-

gen

Bisher beschr�ankte sich die Beschreibung des semiklassischen Modells auf die Her-
leitung der Transferamplitude (4.24) bzw. der Transferwahrscheinlichkeit (4.26) und
des Wirkungsquerschnitts (4.32). In diesem Abschnitt sollen einige physikalische In-
terpretationen und Folgerungen diskutiert werden (Siehe auch [LoB85]).
Man betrachte dazu einen Summanden der Transferamplitude T�� (4.24) bzw. des-
sen Umformung:

t��(��; ��) = �� �h

mxv0
2 C(�)� c� C(+)

� c� [hj�m�j`���smsihj�m�j`���smsi

K�����(�(d� + d�))Y`���(��; 0)Y
�
`���

(��; 0)
i

= �
"
�

�h

mxv0

#
F (��; ��; �(d� + d�)) �h

2 C(�)� c�hj�m�j`���smsiK��(�d�)Y`���(��; 0)
i
�h

2 C(+)
� c�hj�m�j`���smsiK��(�d�)Y

�
`���

(��; 0)
i
: (4.38)

Die Umformung besteht im wesentlichen aus drei Faktoren. Der erste Faktor ist ein
Gewichtsfaktor
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F (��; ��; �(d� + d�)) =

"
K�����(�(d� + d�))

K��(�d�)K��(�d�)

#
(4.39)

f�ur den �Ubergang eines Zustandes mit magnetischer Quantenzahl �� in einen Zu-
stand mit magnetischer Quantenzahl ��. Der zweite Faktor ist im wesentlichen die
Komponente der Fouriertransformierten der Wellenfunktion ~�(d�; 0; k�) mit der ma-
gnetischen Quantenzahl �� und der dritte Faktor ist die Komponente der konju-
giert komplexen Fouriertransformation ~��(d�; 0; k�) mit der magnetischen Quanten-
zahl ��. Das Quadrat dieser Faktoren beschreibt die Wahrscheinlichkeitsdichte des
Anfangs- und Endzustands in der Reaktionsebene � mit den Impulsen �hk� bzw.
�hk� in z-Richtung. Aus dem Gewichtsfaktor F (��; ��; �(d� + d�)) kann die An-
schlu�bedingung f�ur den Drehimpuls abgeleitet werden. F�ur gro�e Argumente der
Besselfunktion K�(w) (mit kleinem �) gilt n�aherungsweise der Ausdruck (eine Ord-
nung h�oher als in (4.25)):

K�(w) =

r
�

2w
exp(�w +

1
2
�2

w
) (4.40)

Man erh�alt dann f�ur F (��; ��; �(d� + d�)) den Ausdruck:

F (��; ��; �(d� + d�)) �
"

2 �d�d�
�(d� + d�)

# 1

2

exp

 
(�� � ��)

2

2 �(d� + d�)
� �2�
2 �d�

� �2�
2 �d�

!

=

"
2 �d�d�

�(d� + d�)

# 1

2

exp

0
@� d�d�

2 �(d� + d�)

 
��
d�

+
��
d�

!2
1
A
(4.41)

Damit ist der Gewichtsfaktor genau dann gro� wenn

��
d�

� ���
d�

(4.42)

gilt. Da au�erdem gilt

�� � k�yd� und �� � �k�yd�; (4.43)

sind f�ur kleine Laborenergien die klassischen Anschlu�bedingungen best�atigt.



4.2. Physikalische Interpretationen und Folgerungen 103

Eine weitere interessante Folgerung erh�alt man aus der Beziehung zwischen der
Gr�o�e � und den Bindungsenergien (siehe Gleichung (4.6)). Schreibt man �2 als
Funktion der variablen Bindungsenergie �� bei fester Bindungsenergie �� und fester
Laborenergie �lab =

mx

2
v20 des transferierten Teilchens, also

�2(��) = �(mx

�h2
)

"
(�� + ��)� 1

2

"
(�� � ��)

2

�lab
+ �lab

##
; (4.44)

so erh�alt man ein Maximum in der Transferamplitude auf Grund des exponentiellen
Abfalls von K�(�R) n�aherungsweise f�ur ein Minimum von � bzw. �2. Di�erenzieren
von Gleichung (4.44) ergibt dann den Wert �� = �lab + �� f�ur minimales �. Dieses
�lab wird im Falle von Transferreaktionen geladener Teilchen mit einem Coulomb-
korrekturterm versehen (Siehe Gleichung (4.35)). Damit ergibt sich der bekannte
Ausdruck f�ur den optimalen Q-Wert:

jQoptj = j�� � ��j = 1

2
mxv

2
0 � Vcoul = �lab � Vcoul (4.45)

Die daraus resultierende Eigenschaft, da� bei gro�en Einschu�energien ein Transfer
bevorzugt in schwachgebundene bzw. ungebundene Zust�ande erfolgt, wurde bereits
von v. Oerzen [Oer85] besonders sch�on beschrieben. V. Oerzen illustrierte diese Ei-
genschaft damit, da� es unm�oglich ist von einem schnell fahrenden TGV (train �a
grande vitesse) auf einen entgegenkommenden Zug zu springen, ohne da� man da-
vor oder danach in die entgegengesetzte Richtung l�auft. F�ur die Transferamplitude
T�� mu� aber dieser optimale Q-Wert nicht unbedingt ein Maximum liefern, denn

T�� h�angt auch wesentlich von den spektroskopischen Amplituden C(�)� und C(+)
�

ab. In diesen Gr�o�en sind mikroskopische Eigenschaften der Reaktion enthalten. Ist
z. B. beim optimalen Q-Wert ein Einteilchenzustand bzw. eine wesentliche Kom-
ponente davon zu �nden, so wird f�ur diesen Zustand eine gro�e Transferamplitude
zu erwarten sein. Wie bereits im letzten Abschnitt beschrieben, enth�alt die spek-
troskopische Amplitude im Falle ungebundener Einteilchenzust�ande den Sinus des
Streuphasenwinkels Æ`j f�ur elastische Streuung am Kernpotential. Diese Gr�o�e kann
f�ur bestimmte Spins und Energien, die kleiner als die Coulomb- bzw. Zentrifugalbar-
riere sind, resonante Strukturen zeigen (Siehe hierzu die Abbildungen 4.4, 4.5 und
4.6). Bei Verwendung eines realistischen Einteilchenpotentials (z.B. energieabh�angi-
ge Einteilchenpotentiale), bzw. bei Ber�ucksichtigung von Rumpfanregungen wie im
letzten Kapitel beschrieben, werden also die Resonanzen signi�kant zum Transfer
beitragen deren Einteilchenenergien �� die Gleichung (4.45) m�oglichst gut erf�ullen.
Ein weiterer wichtiger Aspekt bei der Untersuchung von Transferreaktionen ist auch
die Selektivit�at von bestimmten Spin- bzw. Drehimpuls�uberg�angen in Abh�angig-
keit der Einschu�energie bzw. des Q-Werts. Wie bereits auch von v. Oerzen ge-
zeigt wurde [Oer85], sind f�ur gro�e Laborenergien die �Uberg�ange mit gleichem Spin-
Bahn-Kopplungschema j� = `� � 1

2
! j� = `� � 1

2
bevorzugt, w�ahrend f�ur kleine
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Laborenergien die �Uberg�ange mit dem jeweils entgegengesetzten Kopplungsschema
j� = `� � 1

2
! j� = `� � 1

2
wichtiger sind. Diese Aussage ist so nur bedingt richtig.

Eigentlich h�angt die Bevorzugung eines �Ubergangs von der Gr�o�e des Q-Wertes ab .
F�ur Q-Werte < Qopt ist das �Ubergangschema j� = `�� 1

2
! j� = `� � 1

2
bevorzugt,

w�ahrend f�ur Q-Werte > Qopt das �Ubergangsschema j� = `�� 1
2
! j� = `�� 1

2
wich-

tiger ist. Tats�achlich kann diese Behauptung mit Hilfe des Ausdrucks f�ur die Trans-
ferwahrscheinlichkeit best�atigt werden. Mit Hilfe von Drehimpulsalgebra [BBM87],

l�a�t sich die Transferwahrscheinlichkeit
dP (j� ;j�)

d ��
wie folgt schreiben:

dP (j�; j�)

d ��
= (2j� + 1)(�)(j�+j�+2s)

X
J

(�)J
(

s s J
`� `� j�

)(
s s J
`� `� j�

)
FJ ; (4.46)

wobei

FJ = (2 J + 1)
`�+`�X

`=j`��`�j

(�1)`
(
`� `� `
`� `� J

)
[T (`�; `�; `; �)]

2 (4.47)

und

T (`�; `�; `; �) = �4 � �h

mxv0
C(�)� c�C(+)

� c� �X
��;��

(�)`����h`���`� � ��j`�i
h
K�����(�(d� + d�))Y`���(��; 0)Y

�
`���

(��; 0)
i
: (4.48)

Auf Grund der Auswahlregeln f�ur die 6-j-Symbole erfolgt die Summation f�ur Nu-
kleonentransfer (s = 1

2
) in Gleichung (4.46) nur �uber J = 0 und J = 1. Fa�t man

diese beiden Summanden zu einem Faktor zusammen, so kann die Gleichung (4.46)
auch als Produkt einer Bahndrehimpuls�ubergangswahrscheinlichkeit

dP (`�; `�)

d ��
=

1

2 `� + 1

X
`;�

jT (`�; `�; `; �)j2 (4.49)

und einem energieabh�angigen Faktor F (` ! j), der im wesentlichen von der Geo-

metrie abh�angt, ausgedr�uckt werden. Der Vorteil ist, da�
dP (`� ;`�)

d ��
, abgesehen von

den spektroskopischen Amplituden, nicht von der Spin-Bahnkopplung des jeweiligen
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Zustandes abh�angt. Diese Abh�angigkeit ist vorrangig im Faktor F (`! j) enthalten.
Explizit ergibt sich:

dP (j�; j�)

d ��
= F (`! j)

dP (`�; `�)

d ��
(4.50)

mit dem Faktor

F (`! j) =
1

2

2 j� + 1

2 `� + 1

h
1�Dj�Dj�R(Elab; ��; ��)

i
: (4.51)

F (` ! j) enth�alt die geometrischen Gr�o�en Dji, die die Quotienten der beiden 6-j

Symbole

(
1
2

1
2

1
`i `i ji

)
und

(
1
2

1
2

0
`i `i ji

)
sind [Edm57]. Sie ergeben sich zu:

Dji =

(
1
2

1
2

1
`i `i ji

)
(

1
2

1
2

0
`i `i ji

) = (�)`i+ji� 1

2

"
2 `i +

1
2
� ji

3 (ji +
1
2
)

# 1

2

: (4.52)

Der zweite Faktor R(Elab; ��; ��) h�angt von den Einteilchenenergien ��, �� des trans-
ferierten Teilchens bzw. von der Laborenergie ab und bestimmt daher f�ur welche
Werte welche �Uberg�ange bevorzugt sind. Ausgeschrieben ist R(Elab; ��; ��) von der
Form:

R(Elab; ��; ��) =
3

2
[`�(`� + 1)`�(`� + 1)]�

1

2 P
` `(`+ 1)[

P
� jT (`�; `�; `; �)j2]P

`[
P

� jT (`�; `�; `; �)j2]
� `�(`� + 1)� `�(`� + 1)

!
:

(4.53)

Die besprochenen Gr�o�en werden im folgenden f�ur die Protonen- und Neutronen-
transfers 40Ca(13C;12B)41Sc�, 12C(12C;11B)13N� sowie 12C(12C;11C)13C�, die in den
Kapiteln 5 und 6 im Vergleich mit dem Experiment diskutiert werden, illustriert. In
den Abbildungen 4.1, 4.2 und 4.3 werden die Geometriefaktorenh
1�Dj�Dj�R(E = (Elab; ��; ��))

i
, also die Gr�o�en aus Gleichung (4.51) ohne den

Vorfaktor, in Abh�angigkeit der Einteilchenenergie �� des ungebundenen Zustands
exemplarisch f�ur die Protonentransferreaktionen 12C(12C;11B)13N� bei einer Labor-
energie von Elab = 344:5 MeV sowie 40Ca(13C;12B)41Sc� bei Elab = 650 MeV ge-
zeigt.
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Die auf Seite 103 beschriebene Selektivit�at von bestimmten Spin- bzw. Drehim-
puls�uberg�angen wird hier deutlich. Die verschiedenen Kurven haben au�erdem f�ur
�� = �lab + ��, also in der N�ahe des optimalen Q-Werts Qopt, n�aherungsweise den
Wert Eins. (Da die �� f�ur die p1=2 und p3=2-Lochzust�ande im 12C unterschiedlich
sind, ist dieser "Schnittpunkt" um die Di�erenz der Bindungsenergien verscho-
ben.) Unterhalb bzw. oberhalb dieses Schnittpunkts sind bestimmte Spin-Bahn-
Kopplungsschemata bevorzugt. In der N�ahe des Schnittpunkts sind die �Uberg�ange
gleichbedeutend. �Uber den gesamten, betrachteten Energiebereich zeigen die Geo-
metriefaktoren ein streng monotones Steigungsverhalten, d. h. zunehmende oder
abnehmende Bedeutung des jeweiligen Transfers.

Als n�achstes sollen die Bahndrehimpuls�ubergangswahrscheinlichkeiten
dP (`� ;`�)

d ��
aus

Gleichung (4.49) n�aher untersucht werden. Um den Einu� der Kernstruktureigen-
schaften zun�achst zu eliminieren, wird diese Gr�o�e durch den spektroskopischen
Faktor C(+)

`�j�
(��)

2 dividiert. Au�erdem wird der Kontinuumsanteil mit der zugeh�ori-

gen Einteilchenbreite �0
�;`�

aus Gleichung (4.37) multipliziert, um einen stetigen
�Ubergang (f�ur `� 6= 0) zwischen dem Regime der gebundenen und ungebundenen
Zust�ande zu erlauben. Da die hier betrachteten Protonentransfers bei einer Einteil-
chenenergie �� wie in Abschnitt 4.1 auf Seite 100 beschrieben, mit Hilfe von einem
Neutronentransfer bei der e�ektiven Energie ��� dargestellt werden (siehe Gleichung
(4.35)), ergeben sich bei niedrigen positiven Protonenenergien negative, e�ektive
Neutronenenergien. Man erh�alt auf diese Weise eine normierte Bahndrehimpuls�uber-
gangswahrscheinlichkeit

p(`�; `�)(���) =
1

C(+)
`�j�

(���)2

dP (`�; `�)

d ���
��� � 0

=
�0
�;`�

C(+)
`�j�

(���)2

dP (`�; `�)

d ���
��� > 0 (4.54)

die in den jeweils oberen Figuren der Abbildungen 4.7 und 4.8, jetzt in Abh�angigkeit
von ��, gezeigt ist. Dort sieht man, da� die normierten �Ubergangswahrscheinlich-
keiten tats�achlich stetig vom Bereich negativer e�ektiver Energien in den Bereich
positiver e�ektiver Energien �ubergehen. Nur die �Uberg�ange in s-Zust�ande (`� = 0)
sind, wie bereits erw�ahnt und beschrieben [Hub85], unstetig. F�ur e�ektive Neu-
tronenenergien, die gr�o�er als die Zentrifugalbarriere sind, ist die Verwendung der
Einteilchenbreiten aus Gleichung (4.37) eigentlich nicht korrekt. Die Ergebnisse aus
den ersten Teilbildern dienen daher f�ur Energien oberhalb der jeweiligen Zentrifu-
galbarriere nur zur Illustration.
Im jeweils zweiten Teilbild der Abbildungen 4.7 und 4.8 sieht man f�ur die Proto-

nen�uberg�ange den Quotienten
dp(`�;`�)

d ��
aus der normierten �Ubergangswahrscheinlich-

keit p(`�; `�) und der Protonen-Einteilchenbreite. Letztere ergibt sich wieder (siehe
[BoM69]) f�ur ein Potential mit konstanter Potentialtiefe V0 und der Reichweite d� zu
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�0
�;`�

� 2�h2

mxd�

V0
V0 + Vcoul(d�)

kf

I
(+)
`�

(d�; kf)O
(+)
`�

(d�; kf)

� [1� ((`+
1

2
)2 + 2kfd��)

�1=2]: (4.55)

Die betrachtete Gr�o�e
dp(`�;`�)

d ��
wird also aus der ursp�unglichen Gr�o�e

dP (`� ;`�)

d ��
durch

Dividieren mit dem spektroskopischen Faktor und anschlie�ender Multiplikation mit
dem Quotienten aus der Neutronen- und Protonenbreite erhalten, falls die e�ektive
Neutronenenergie gr�o�er 0 ist. Da dieser Quotient f�ur gr�o�ere Einteilchenenergien

�� ungef�ahr 1 ist, ist die erhaltene Gr�o�e
dp(`� ;`�)

d ��
im ganzen Energiebereich sinnvoll.

Es zeigt sind, da� die �Uberg�ange in Endzust�ande mit gro�em Bahndrehimpuls und
kleinen, positiven Energien bevorzugt sind. Auch dies ist eine wohlbekannte Tatsa-
che.
Bildet man jetzt das Produkt aus den drei Gr�o�en Geometriefaktor, Transferwahr-
scheinlichkeit und Sinusquadrat des Streuphasenwinkels, also dem spektroskopischen
Faktor f�ur elastischen Transfer ins Kontinuum, so ergeben sich die physikalischen

Gr�o�en
dP (j� ;j�)

d ��
(Gleichung (4.26)) aus den Abbildungen 4.9 bis 4.11. Die Summe

�uber alle Spins liefert die gesamte Transferwahrscheinlichkeit, sowie bei Verwendung
von Gleichung (4.32) den di�erentiellen Wirkungsquerschnitt. Diese Gr�o�en sind
f�ur die verschiedenen Reaktionen den Abbildungen 4.12 und 4.13 zu entnehmen.
Hier sind auch die unterhalb der Teilchenaufbruchschwelle liegenden gebundenen
Zust�ande ber�ucksichtigt.
Der Vorteil einer wie oben durchgef�uhrten Analyse liegt auf der Hand: Prominente
�Uberg�ange, die bei Transferreaktionen zu beobachten sind, k�onnen zun�achst nach
folgenden Kriterien aussortiert werden:

� Gr�o�e des Bahndrehimpuls des transferierten Teilchens x im Endkanal �.

� Bevorzugtes Kopplungsschema in Abh�angigkeit der Bindungsenergien und der
Laborenergie.

� Gr�o�e der spektroskopischen Amplituden. N�aherungsweise auch Lage der Ein-
teilchenzust�ande.
Insbesonders werden f�ur hohe Einteilchenenergien �� Zust�ande mit j�> =
`� + 1=2 bevorzugt, da ihre Streuphasen allgemeinen gr�o�er sind als die ent-
sprechenden j�< = `� � 1=2-Zust�ande.

Anschlie�end wird eine mikroskopische Untersuchung durchgef�uhrt. Man erh�alt also
gerade bei Schwerionenreaktionen mit vielen m�oglichen �Uberg�angen Kriterien daf�ur,
welche �Uberg�ange ber�ucksichtigt bzw. vernachl�assigt werden k�onnen.
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Die Bedeutung von bestimmten �Uberg�angen bei gegebener Energie kann characte-
risiert werden nach der Gr�o�e der Transferwahrscheinlichkeiten der Bahndrehim-
puls�uberg�ange `, die als Di�erenz zwischen den totalen Spins des Anfangszustands
j� und des Endzustands j� de�niert sind (es gelten f�ur ` die Ausdr�ucke jj� � j�j �
` � jj� + j�j und j`� � `�j � ` � j`� + `�j). Wie bei der Berechnung des DWBA-
Wirkungsquerschnitts, werden zun�achst die partiellen Transferwahrscheinlichkeiten

zu jedem ` ermittelt. Durch Umkoppeln erh�alt man dann f�ur
dP (j�;j�)

d ��
den Ausdruck:

dP (j�; j�)

d ��
= (2 j� + 1)

X
`

(
j� j� `
`� `� s

)2X
�`

jT (`�; `�; ` �`)j2

� X
`

f`(j�; j�)
X
�`

jT (`�; `�; ` �`)j2: (4.56)

Dabei ist der in Gleichung (4.56) auftretende Faktor f`(j�; j�) ein Geometriefaktor,
der eine Gewichtung f�ur den jeweiligen �Ubergang angibt. Es ergibt sich f�ur ihn je
nach Kopplung der folgende Ausdruck:

f`(j�; j�) =
2

(2 `� + 1)(2 `� + 1)(2 j� + 1)

8>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

P`
`i=max(j`��`�j;jj��j�j)

`i

j� = `� � 1
2
! j� = `� � 1

2

Pmax(j`�+`�j;jj�+j�j)
`i=`

`i

j� = `� � 1
2
! j� = `� � 1

2

(4.57)

Der zweite Faktor
P

�` jT (`�; `�; ` �`)j2 aus der Summe in (4.56) beschreibt einen
Transfer mit dem relativen Bahndrehimpuls `.
Als Beispiele f�ur diesen analytischen Ausdruck sind in der Tabelle 4.1, die Gewichts-
faktoren aus (4.57) f�ur die p 1

2
und p 3

2
Anfangszust�ande gegeben. Aufgef�uhrt sind alle

�Uberg�ange bis zu den g 9
2
Endzust�anden. Vergleicht man �Uberg�ange von j� = `�� 1

2

nach j� = `�� 1
2
, so sieht man, da� die Gewichtsfaktoren mit zunehmendem ` gr�o�er

werden. F�ur entsprechende �Uberg�ange von j� = `� � 1
2
nach j� = `� � 1

2
dagegen,

werden die Gewichtsfaktoren mit zunehmendem ` kleiner.
Die verschiedenen `-Transfers zeigen ebenfalls eine deutliche Energieabh�angigkeit.
Insbesondere sieht man, da� relativ zur Laborenergie �lab f�ur gro�e Q-Werte `-
�Uberg�ange mit gro�em ` bevorzugt sind, deren Absolutwert mit zunehmendem Q-
Wert aber kleiner wird. Entspricht der Q-Wert ungef�ahr der Laborenergie �lab, so
sind die verschiedenen `-�Uberg�ange nahezu gleich berechtigt. Im Falle von etwa
gleichgro�en Argumenten �i in den Kugel�achenfunktionen in (4.24) sind im Ver-
gleich, nat�urliche Parit�aten bevorzugt, d. h. es mu� die folgende Beziehung gelten:
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(�)`�+`� = (�)` (4.58)

Man kann zeigen [BBM87], da� durch Verwendung der Additionstheoreme f�ur Kugel-
�achenfunktionen und des asymptotischen Ausdrucks (4.25) die Transferamplitude
(4.18) proportional zu dem Clebsch-Gordan KoeÆzient h`10`�0j`0i ist. Dieser ver-
schwindet nur dann nicht, wenn die obige Bedingung erf�ullt ist, d. h. f�ur �Uberg�ange
mit nat�urlicher Parit�at.

Tabelle 4.1: Geometriefaktoren f�ur verschiedene �Ubergangswahrscheinlichkeiten. F�ur die beiden

p 1

2

und p 3

2

Lochzust�ande sind alle �Uberg�ange von s 1

2

bis g 9

2

angegeben.

j� ! j� ` = 0 ` = 1 ` = 2 ` = 3 ` = 4 ` = 5

p 1

2
! s 1

2
0 1=3 0 0 0 0

p 1

2
! p 1

2
3=9 2=9 0 0 0 0

p 1

2
! p 3

2
0 1=9 3=9 0 0 0

p 1

2
! d 3

2
0 5=15 3=15 0 0 0

p 1

2
! d 5

2
0 0 2=15 5=15 0 0

p 1

2
! f 5

2
0 0 7=21 4=21 0 0

p 1

2
! f 7

2
0 0 0 3=21 7=21 0

p 1

2
! g 7

2
0 0 0 9=27 5=27 0

p 1

2
! g 9

2
0 0 0 0 4=27 9=27

p 3

2
! s 1

2
0 1=3 0 0 0 0

p 3

2
! p 1

2
0 1=18 3=18 0 0 0

p 3

2
! p 3

2
6=18 5=18 3=18 0 0 0

p 3

2
! d 3

2
0 1=30 3=30 6=30 0 0

p 3

2
! d 5

2
0 9=30 7=30 4=30 0 0

p 3

2
! f 5

2
0 0 2=42 5=42 9=42 0

p 3

2
! f 7

2
0 0 12=42 9=42 5=42 0

p 3

2
! g 7

2
0 0 0 3=54 7=54 12=54

p 3

2
! g 9

2
0 0 0 15=54 11=54 6=54
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Abbildung 4.1: Geometriefaktoren aus Gleichung (4.51) f�ur den Protonentransfer von
den p 1

2
(oben) und p 3

2
(unten) Lochzust�anden im 12C in verschiedene ungebundene

Teilchenendzust�ande von 13N .
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Abbildung 4.2: Geometriefaktoren aus Gleichung (4.51) f�ur den Protonentransfer von
den p 1

2
(oben) und p 3

2
(unten) Lochzust�anden im 13C in verschiedene ungebundene

Teilchenendzust�ande von 41Sc.
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Abbildung 4.3: Geometriefaktoren aus Gleichung (4.51) f�ur den Protonentransfer von
den p 1

2
(oben) und p 3

2
(unten) Lochzust�anden im 13C in verschiedene ungebundene

Teilchenendzust�ande von 41Sc.
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Abbildung 4.4: Sinusquadrat des Streuphasenwinkels f�ur verschiedene ungebundene
Teilchenendzust�ande von 13N , sowie Protonen-Einteilchenbreiten.
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Abbildung 4.5: Sinusquadrat des Streuphasenwinkels f�ur verschiedene ungebundene
Teilchenendzust�ande von 41Sc, sowie Protonen-Einteilchenbreiten.
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Abbildung 4.6: Sinusquadrat des Streuphasenwinkels f�ur verschiedene ungebundene
Teilchenendzust�ande von 41Sc, sowie Protonen-Einteilchenbreiten.
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Abbildung 4.7: Bahndrehimpuls�ubergangswahrscheinlichkeiten pro Energie wie in
Gleichung (4.54) (oben) f�ur den Protonentransfer von einem p 3

2
Lochzustand im 12C

in verschiedene ungebundene `-Zust�ande von 13N . Im unteren Teilbild ist die durch
die Protonen-Einteilchenbreite dividierte Gr�o�e zu sehen.
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Abbildung 4.8: Bahndrehimpuls�ubergangswahrscheinlichkeiten pro Energie wie in
Gleichung (4.54) (oben) f�ur den Protonentransfer von einem p 3

2
Lochzustand im 13C

in verschiedene ungebundene `-Zust�ande von 41Sc. Im unteren Teilbild ist die durch
die Protonen-Einteilchenbreite dividierte Gr�o�e zu sehen.
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Abbildung 4.9: �Ubergangswahrscheinlichkeiten pro Energie aus Gleichung (4.46) f�ur
den Protonentransfer von p 1

2
und p 3

2
Lochzust�anden im 12C in verschiedene unge-

bundene j�-Zust�ande von
13N .
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Abbildung 4.10: �Ubergangswahrscheinlichkeiten pro Energie aus Gleichung (4.46)
f�ur den Protonentransfer von p 1

2
und p 3

2
Lochzust�anden im 13C in verschiedene

ungebundene j�-Zust�ande von
41Sc.
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Abbildung 4.11: �Ubergangswahrscheinlichkeiten pro Energie aus Gleichung (4.46)
f�ur den Protonentransfer von p 1

2
und p 3

2
Lochzust�anden im 13C in verschiedene

ungebundene j�-Zust�ande von
41Sc.
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Abbildung 4.12: Wirkungsquerschnitt pro Energie aus Gleichung (4.31) f�ur den Neu-
tronen und Protonentransfer von p 1

2
und p 3

2
Lochzust�anden im 12C in alle Teilchen-

zust�ande, einschlie�lich h 11

2
, von 13C und 13N . F�ur �� < 0 ergeben sich Transfers in

gebundene Zust�ande.
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Abbildung 4.13: �Ubergangswahrscheinlichkeit und Gesamtwirkungsquerschnitt pro
Energie aus Gleichung (4.31) f�ur den Protonentransfer von p 1

2
und p 3

2
Lochzust�anden

im 13C in alle Teilchenzust�ande, einschlie�lich j 15
2
, von 41Sc. F�ur �� < 0 ist der

Transfer in den gebundenen f 7

2
-Grundzustand angegeben.
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4.3 Ergebnisse und Diskussionen der semiklassi-

schen N�aherung

Die Reaktionen 12C(12C;11C)13C�, 12C(12C;11B)13N� und 40Ca(13C;12B)41Sc� wur-
den f�ur Laborenergien von Elab = 344:5 MeV bzw. Elab = 650:0 MeV untersucht. Se-
miklassische Rechnungen zu gebundenen und ungebundenen Endzust�anden des Tar-
gets wurden durchgef�uhrt. Die dabei verwendeten Parameter f�ur die Lochzust�ande
sind in den Tabellen 4.2 und 4.3 zu �nden. Die Lochenergien sind [Siu93] bzw.
den Referenzen dort entnommen; die Normierungskonstanten ergeben sich aus dem
Wert der Radialanteile der zugeh�origen Einteilchenwellenfunktionen f�ur die Radien
d� (daraus ergibt sich c�; siehe auch (4.21)). Wie in Kapitel 2 beschrieben, werden
diese Einteilchenwellenfunktionen zu einem Woods-Saxon-Potential mit fester Geo-
metrie und an die Lochenergie angepa�ter Tiefe berechnet. Die spektroskopischen
Amplituden ergeben sich aus der BCS-Besetzungswahrscheinlichkeit v2� und dem
jeweiligen Spin j�, bzw. sind Cohen und Kurath [CoK67] entnommen. Die unge-
bundenen Teilchenendzust�ande des Targetendzustands 13C� bzw. 13N� wurden f�ur
Anregungsenergien zwischen 0 MeV und 40 MeV oberhalb der Teilchenaufbruch-
schwelle berechnet. Im Bereich von Resonanzen wurde eine ausreichende Anzahl
von St�utzpunkten ber�ucksichtigt um die Form der Resonanzen zu beschreiben. Bei
den Rechnungen wurde ein "Smooth-Cut-O�-Faktor" (4.34) ber�ucksichtigt, der Wir-
kungsquerschnitt wurde nach (4.31) unter Ber�ucksichtigung von (4.34) berechnet.
Es wurde keine N�aherung von K�(�(d� + d�)) im Sinne von (4.25) gemacht.

Lochzust�ande SP-Energie d� Normierung d� + d� Spek. Fak.(CoK)

(Projektil) [MeV ] [fm] [fm]�
1

2 [fm] C2Sj�
11C�p�1

3=2
-18.72 3.67 0.1275 7.45 2.849

11C�p�1
1=2

-20.43 3.67 0.1178 7.45 0.753
11B�p�1

3=2
-15.97 3.67 0.1301 7.45 2.849

11B�p�1
1=2

-17.68 3.67 0.1236 7.45 0.753
12B1+

�p�1
3=2

-20.03 3.78 0.1260 9.42 1.20

12B2+
�p�1

3=2

-21.64 3.78 0.1231 9.42 2.02

12B1+
�p�1

1=2

-24.46 3.78 0.1117 9.42 0.29

Tabelle 4.2: Parameter f�ur die Projektillochzust�ande der Transferreaktionen 12C(12C;11 C)13C�,
12C(12C;11 B)13N� und 40Ca(13C;12 B)41Sc� ins Kontinuum. Die Energien und spektroskopischen

Faktoren sind Cohen und Kurath [CoK67] entnommen.



124 Kapitel 4. Klassische und semiklassische Beschreibung von Transferreaktionen

Lochzust�ande SP-Energie d� Normierung d� + d� Spek. Fak.

(Projektil) [MeV ] [fm] [fm]�
1

2 [fm] C2Sj�
11C�p�1

3=2
-18.71 3.67 0.1275 7.45 3.479

11C�p�1
1=2

-20.62 3.67 0.1178 7.45 0.545
11B�p�1

3=2
-15.96 3.67 0.1301 7.45 3.566

11B�p�1
1=2

-18.03 3.67 0.1236 7.45 0.455
12B1+

�p�1
3=2

-17.533 3.78 0.1306 9.42 1.09

12B2+
�p�1

3=2

-18.486 3.78 0.1288 9.42 2.17

Tabelle 4.3: Parameter f�ur die Projektillochzust�ande der Transferreaktionen 12C(12C;11 C)13C�,
12C(12C;11 B)13N� und 40Ca(13C;12 B)41Sc� ins Kontinuum. Die Gr�o�en f�ur die Lochenergien bzw.

spektroskopischen Faktoren f�ur das 12C-Projektil wurden aus BCS-Rechnungen enthalten [Siu93].

F�ur das 13C-Projektil wurden experimentelle Gr�o�en aus [BOB90] verwendet

Die erhaltenen Gesamtspektren ergeben sich als Summe der Teilspektren zu den ver-
schiedenen teilchenstabilen Ejektilzust�anden. Die experimentelle Energieau�osung
wurde ber�ucksichtigt, in dem die Rechnungen mit einer Lorenzkurve, deren Breite
der experimentellen Breite entspricht, gefaltet wurden. Nicht ber�ucksichtigt wur-
de die Dopplerverbreitung angeregter Ejektilzust�ande durch -Zerfall im Flug, die
in den n�achsten Kapiteln diskutiert wird (siehe Abschnitt 5.5) und bei der Be-
rechnung der Spektren eingeht. Die Resultate f�ur die 12C-Targetkerne sind in den
Abbildungen 4.14, 4.15 gezeigt. Es ergeben sich keine gro�en Unterschiede zwischen
Neutronen- und Protonentransfers, obwohl im Falle des Neutronentransfers gebun-
dene, im Falle des Protonenentransfers ungebundene s 1

2
und d 5

2
-Einteilchenzust�ande

zur Berechnung des Wirkungsquerschnitts herangezogen wurden. Das beschriebene
Verfahren ist o�ensichtlich im Bereich der Teilchenaufbruchschwelle geeignet und
kann die Spektren qualitativ gut beschreiben. Wie sp�ater in Kapitel 6 gezeigt wird,
gilt dies auch f�ur ein Einteilchenmodell in DWBA-N�aherung. Dort werden ebenfalls
Transferwirkungsquerschnitte f�ur gebundene und ungebundene Zust�ande berechnet.
Die aus diesen genaueren DWBA-Rechnungen erhaltenen Spektren unterscheiden
sich nur um einen globalen Faktor von etwa 3 bzw 4 von den semiklassischen Re-
sultaten, zeigen aber sonst sehr gute �Ubereinstimmung. (Man vergleiche dazu die

Abbildungen 4.14, 4.15 f�ur den energieabh�angigen Wirkungsquerschnitt
d���
d��

mit

den entsprechenden Gr�o�en aus den Abbildungen 6.3 und 6.4). Da die semiklassi-
schen Ergebnisse sehr emp�ndlich auf die Gr�o�e der Abst�ande d� bzw. d� reagieren
ist dieser Gr�o�enunterschied nicht �uberraschend [BBM87].
Auch die Strippingreaktion 40Ca(13C;12B)41Sc� wird qualitativ gut beschrieben (Sie-
he Abbildung 4.16). Wie auch sp�ater in Kapitel 5 zu sehen ist, ist das Spektrum
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durch die Doppelstruktur zweier, prominenter Ejektilzust�ande gekennzeichnet. Al-
lerdings wird die g 9

2
-Resonanz im hier verwendeten reinen Einteilchenbild stark

�ubersch�atzt. Es bedarf also der Ber�ucksichtigung von komplizierteren Anregungs-
zust�anden, die zur Fragmentation der Resonanzen f�uhren, wie dies im QPC-Modell
geschieht. Au�erdem haben die gefalteten Peaks die gleiche Breite sind aber unter-
schiedlich hoch. Der Grund daf�ur ist die Vernachl�assigung der Dopplerverbreiterung
durch -Zerfall.
Zusammenfassend kann man sagen, da� die Wirkungsquerschnitte, von zwei wesent-
lichen Faktoren abh�angen. Zum einen von spezi�schen mikroskopischen Gr�o�en (bei
ungebundenen Zust�anden von den Streuphasen) und zum anderen von dynamischen
Gr�o�en, wie der Drehimpuls- und Energieerhaltung. Das oben vorgestellte Modell
erweist sich f�ur eine erste Absch�atzung als ausgesprochen n�utzlich, um den Aufwand
f�ur eine quantitativere Rechnung (z. B. DWBA) zu verringern. Ein Vergleich der Er-
gebnisse mit denen aus Kapitel 5 und 6 zeigt, da� die Reihenfolge in der Bedeutung
der �Uberg�ange in beiden Modellen �ubereinstimmend beschrieben wird, da� die ab-
solute Gr�o�e allerdings durchaus verschieden sein kann.
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Abbildung 4.14: Energiegemittelter Transferwirkungsquerschnitt (Faltungsbreite
� = 0:7 MeV) f�ur den Protonentransfer 12C(12C;11B)13N� bei Elab = 344 MeV.
Im oberen Bild wurden spektroskopische Faktoren aus BCS-Rechnungen f�ur die
Lochzust�ande verwendet, im unteren Bild wurden Ergebnisse von Cohen und Ku-
rath verwendet [CoK67]. Zum Vergleich ist au�erdem der Wirkungsquerschnitt aus
einer DWBA-Rechnung aus Kapitel 6 gezeigt.
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Abbildung 4.15: Energiegemittelter Transferwirkungsquerschnitt (Faltungsbreite
� = 0:7 MeV) f�ur den Neutronentransfer 12C(12C;11 C)13C� bei Elab = 344 MeV. Im
oberen Bild wurden spektroskopische Faktoren aus BCS-Rechnungen f�ur die Loch-
zust�ande verwendet, im unteren Bild wurden Ergebnisse von Cohen und Kurath
verwendet [CoK67]. Zum Vergleich ist au�erdem der Wirkungsquerschnitt aus einer
DWBA-Rechnung aus Kapitel 6 gezeigt.
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Abbildung 4.16: Energiegemittelter Transferwirkungsquerschnitt (Faltungsbreite
� = 0:25 MeV) f�ur den Protonentransfer 40Ca(13C;12B)41Sc� bei Elab = 650 MeV.
Im oberen Bild wurden spektroskopische Faktoren aus einer Arbeit von Braeunig
et al. [BOB90] f�ur die Lochzust�ande verwendet, im unteren Bild wurden Ergebnisse
von Cohen und Kurath verwendet [CoK67].



Kapitel 5

Ergebnisse der Stripping-Reaktion
40Ca(13C;12B)41Sc

Gegenstand dieses Kapitels ist die Diskussion der Protonentransferreaktion
40Ca(13C;12B)41Sc bei einer Einschu�energie von 50 MeV/Nukleon im Laborsystem.
Diese Reaktion wurde experimentell von Braeunig et al. [BOB90] durchgef�uhrt.
Es wurden Spektren von 12B und Winkelverteilungen signi�kanter Peaks gemessen
und mit DWBA-Rechnungen verglichen. Aus dieser und fr�uheren Untersuchungen
k�onnen bereits folgende Aussagen gemacht werden:

� Zur Transferst�arke tragen im Energiebereich bis etwa 15 MeV bevorzugt der
f 7

2
-Grundzustand und die f 5

2
, f 7

2
und g 9

2
-Anregungszust�ande des 41Sc bei. Bei

h�oheren Anregungsenergien sind au�erdem andere, h�ohere j+ 1
2
-Zust�ande von

Bedeutung.

� Das Ejektil 12B liegt vorrangig im 1+ Grundzustand sowie im ersten 2+-
Anregungszustand vor. Beide Zust�ande k�onnen aus 13C durch Pickup eines p 3

2
-

Lochzustands gebildet werden. Weitere Boranregungszust�ande mit p 1

2
-Lochst�ar-

ke sind bekannt [MaW75]. Sowohl der 1+ als auch der 2+-Zustand verf�ugen
�uber signi�kante St�arke. Der Transfer des p 3

2
-Protons aus 13C in 41Sc liefert

f�ur beide Zust�ande ein �ahnliches, jedoch energieverschobenes Spektrum.

� Der 2+-Zustand des Bors zerf�allt im Fluge unter -Emission. Es kommt daher
zu einer Dopplerverbreiterung der Peaks. Die maximale Energieverbreiterung
bei einer Laborenergie von 650 MeV f�ur das Ejektil und einer -Energie von
1 MeV betr�agt �E � �0:33 MeV

Um diese Daten beschreiben zu k�onnen, werden daher Einteilchenst�arken, sowie par-
tielle und totale Wirkungsquerschnitte f�ur den Transfer zwischen den verschiedenen
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Lochkomponenten des 13C und den Teilchenzust�ande des 41Sc berechnet.1 Zur Be-
rechnung dieser theoretischen Wirkungsquerschnitte wird hier wie folgt vorgegangen:
Einteilchenzust�ande werden im Schalenmodell ermittelt und als Eingangsgr�o�en f�ur
QPC- und QRPA-Rechnungen verwendet (siehe Abschnitt 3.1). Letztere liefern ein
Spektrum der Rumpf-Anregungen f�ur das QPC-Modell. Aus diesem werden f�ur das
41Sc realistische spektroskopische Faktoren f�ur gebundene und Partialwellenampli-
tuden f�ur ungebundene Zust�ande zu gegebenen Quantenzahlen (n; j; `) bzw.(�; j; `)
gewonnen. Die Partialwellenamplituden dienen wiederum als Eingabe f�ur die Be-
stimmung der Formfaktoren f�ur die DWBA-Rechnungen im Kontinuum. Schlie�lich
werden die aus der DWBA erhaltenen di�erentiellen und energieabh�angigen Wir-
kungsquerschnitte mit einer Breite, die sich aus der experimentellen Au�osung und
der Dopplerverbreitung ergibt, gefaltet, und anschlie�end zum Gesamtwirkungsquer-
schnitt aufsummiert.

5.1 Einteilchen-Potentialzust�ande

Als Eingangsgr�o�en f�ur die QRPA respektive QPC-Rechnungen werden Einteil-
chenwellenfunktionen relativ zu einem 40Ca-Rumpf ben�otigt, die einer de�nierten
Randbedingung gen�ugen sollen. Diese Wellenfunktionen sind die L�osungen zu ei-
ner Einteilchenschr�odingergleichung mit einem ph�anomenologischen Schalenmodell-
potential. Diese Schr�odingergleichung und ihre Eigenfunktionen sind im Kapitel 2
beschrieben. Die niedrigliegenden Energieeigenwerte der gebundenen Zust�ande so-
wie die Einteilchenresonanzen und die Potentialtiefen sind in Tabelle 5.1 zu �nden.
Als Geometrieparameter wurden f�ur die Potentiale die Standardwerte von Bohr
und Mottelson [BoM69] verwendet. F�ur den reduzierten Radius r0 wurde ein Wert
von 1:25 fm und f�ur die Di�usivit�at a0 ein Wert von 0:65 fm angenommen. Bei
den verwendeten Potentialtiefen wurden mit Ausnahme der g 7

2
- und g 9

2
-Zust�ande

identische Werte verwendet. Wegen der Asymmetrieenergie sind die Potentiale aber
isospinabh�angig. Die erhaltenen Einteilchenzust�ande und ihre Energien sind nicht
direkt mit experimentellen Werten vergleichbar. Vergleichbare Gr�o�en ergeben sich
erst aus dem QPC-Ansatz.
Die L�osungen der Schr�odingergleichung sind dadurch festgelegt, da� ihre logarith-
mischen Ableitungen f�ur einen Kavit�atsradius Rs = 20 fm den Wert 0 annehmen,
also ein Sturm-Liouvillsche-Randwertproblem erf�ullen. Die so erhaltenen Wellen-
funktionen, genauer Kavit�ats-Einteilchenwellenfunktionen, sind eine endliche Teil-
menge einer vollst�andigen Orthogonalbasis und werden sp�ater als Entwicklungs-
funktionen f�ur realistische QRPA- bzw. QPC-Wellenfunktionen verwendet. Auch
gebundene QPC-Zust�ande, also Zust�ande mit exponentiellem Abfall, k�onnen inner-
halb der Kavit�at durch eine solche Entwicklung dargestellt werden. Entsprechendes

1F�ur die Darstellung dieser Wirkungsquerschnitte sei der Leser auf Seite 27 � und die Gleichun-
gen (1.85) bis (1.89) verwiesen.
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gilt f�ur Streuzust�ande mit der in Abschnitt 2.1 beschriebenen Asymptotik (weitere
Details siehe Anhang G). Die Qualit�at der Entwicklung h�angt von der Anzahl der
Entwicklungsfunktionen ab. Hier wurden insgesamt jeweils 15 derartige Kavit�ats-
Einteilchenwellenfunktionen mit einer maximalen Einteilchenenergie von etwa 120
MeV oberhalb der Teilchenaufbruchschwelle zu jedem (j; `) berechnet. Eine typische
Entwicklung wurde in Kapitel 2 in Abbildung 2.2 f�ur die h 11

2
-Wellenfunktion von

41Sc gezeigt.

Protonen Neutronen

Niveau Esp [MeV] Vo Vso Niveau Esp [MeV] Vo Vso
1s 1

2
-29.96 51.0 33.7 1s 1

2
-39.39 52.0 33.7

1p 3

2
-20.84 51.0 33.7 1p 3

2
-29.62 52.0 33.7

1p 1

2
-18.24 51.0 33.7 1p 1

2
-27.10 52.0 33.7

1d 5

2
-11.04 51.0 33.7 1d 5

2
-19.17 52.0 33.7

2s 1
2

-7.12 51.0 33.7 2s 1
2

-15.23 52.0 33.7

1d 3

2
-5.83 51.0 33.7 1d 3

2
-14.03 52.0 33.7

1f 7

2
-0.92 51.0 33.7 1f 7

2
-8.35 52.0 33.7

2p 3

2
1.82 res 51.0 33.7 2p 3

2
-4.87 52.0 33.7

2p 1

2
3.52 res 51.0 33.7 2p 1

2
-2.70 52.0 33.7

1f 5

2
6.35 res 51.0 33.7 1f 5

2
-0.69 52.0 33.7

1g 9

2
10.09 res 50.0 26.5 1g 9

2
2.0 res 50.0 26.5

Tabelle 5.1: Energien und dazugeh�orige Potentialparameter f�ur Einteilchenzust�ande relativ zum
40Ca-Rumpf. Niveaus mit positiver Energie sind Resonanzzust�ande und werden mit res bezeichnet.

5.2 Spektroskopische Faktoren und Einteilchen-

breiten

Um f�ur Resonanzzust�ande den gebundenen Zust�anden entsprechende spektrosko-
pische Faktoren berechnen zu k�onnen, werden energieabh�angige Einteilchenbreiten
�(E)ressp ben�otigt. Die spektroskopische St�arke S`j(E) eines Kontinuumszustands mit
der Energie E kann mit dem Ausdruck (2.71) (siehe Kapitel 2)

S`j(E) =
jC`j(E)j2
�(E)ressp

(5.1)
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bestimmt werden. Das bedeutet, da� zur Berechnung der spektroskopischen St�arke
bei der Energie E nicht nur die gemessenen oder berechneten Partialwellenampli-
tuden C`j(E), die ja die elastischen Streuquerschnitte bestimmen, sondern auch die
Breite einer Einteilchenresonanz bei dieser Energie bekannt sein m�ussen. Mit der
Methode der Potentialtiefenanpassung ( "Well-Depth"-Methode) ist die Ermittelung
einer derartigen Breite bis zu einer Energie, die der Coulomb-Zentrifugalbarriere ent-
spricht, m�oglich, erweist sich aber als zeitaufwendig. N�aherungsweise wurde hier die
energieabh�angige Einteilchenbreite �sp(E) zun�achst in der N�aherung f�ur ein Kasten-
potential [BoM69]

�0
sp(E) =

2�h2

mR2

V0
V0 + Vcoul(R)

kR

I(+)
` (R; k)O(+)

` (R; k)
[1� ((`+

1

2
)2 + 2kR�)�1=2] (5.2)

ermittelt und anschlie�end, soweit m�oglich auf den Wert der f�ur das gegebene Poten-
tial berechneten Breiten der Protonenresonanzen bei der Energie E = Eres gem�a�
der Gleichung

�sp(E) = �0
sp(E)

�sp(Eres)

�0
sp(Eres)

(5.3)

normiert. Auf diese Weise wurde die starke Energieabh�angigkeit der Einteilchenbrei-
te mitber�ucksichtigt. Falls im betrachteten Kanal keine scharfe Resonanz vorliegt,
wurde die N�aherung (5.2) direkt benutzt, um n�aherungsweise einen spektroskopi-
schen Faktor berechnen zu k�onnen.

5.3 QRPA-Amplituden und St�arkefunktionen f�ur
40Ca

Als n�achstes werden die Quasiphononzust�ande des 40Ca-Rumpfes ben�otigt. Sie er-
geben sich sich aus dem QRPA-Dichteentwicklungsansatz aus Abschnitt 3.1. Auf
eine Verwendung des neu-formulierten Kontinuums-Dichteentwicklungsansatzes f�ur
die QRPA aus Abschnitt 3.1.1 wurde hier verzichtet, da nur tieiegende Anregungs-
zust�ande des 40Ca in den QPC-Rechnungen benutzt werden. Als zustandsunab-
h�angige gemittelte Dichte �� zur Berechnung der Felder U wurde statt dessen eine
ph�anomenologische Dichte, die von Tassie angegeben wurde, und die sich bei der
Beschreibung von Riesenresonanzzust�anden bew�ahrt hat, verwendet [RiS80]. Wie
sich in Untersuchungen von R. Siudak [Siu93] zeigte, gibt diese in guter N�aherung
die r-Abh�angigkeit der QRPA-Dichten wieder. Lediglich die Maxima werden ge-
ringf�ugig in die Richtung kleinerer Radien verschoben. Die hier verwendete e�ektive
Teilchen-Loch-Wechselwirkung, die sogenannte M3Y-Wechselwirkung, wurde durch
Anpassen von G-Matrixelementen des Paris NN-Potentials ([ANA82] und [BER77])
an eine Summe von Yukawatermen abgeleitet. Durch Verwendung von Normierungs-
konstanten f�ur die skalare-isoskalare Wechselwirkung erfolgte eine Anpassung der
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tieiegenden Anregungszust�ande, d. h. der 0+2 , 2
+
1 , 3

�
1 , 4

+
1 und 5�1 -Zust�ande, an

die experimentellen Werte von H. Ejiri et al. [EJI81]. Die Eliminierung der spurio-
sen Schwerpunktsanregung des 1�-Zustands erfolgte in bekannter Weise (siehe z.
B. [Siu93] ) | der Zustand wird mit einer geeigneten Normierung der St�arke in die
komplexe Energieebene geschoben. F�ur die �ubrigen �Uberg�ange (S=0,T=1 ; S=1,T=0
; S=1, T=1 ) wurden die Normierungskonstanten so gew�ahlt, da� die bekannten
Landau-Migdal-Parameter reproduziert werden konnten [DIC82]. Die berechneten
und experimentellen Werte f�ur die Energien und St�arken sowie die zugeh�origen Nor-
mierungskonstanten der (S=0,T=0)-Wechselwirkung sind in Tabelle 5.4 aufgef�uhrt.
In der QRPA wird als Grundzustand von 40Ca ein BCS-Grundzustand mit kon-
stanter Paarkraft gem�a� dem Ansatz aus Abschnitt 3.1 berechnet. Die St�arke dieser
Paarkraft wurde so gew�ahlt, da� sich die experimentell bekannten Werte der Gap-
Parameter � f�ur Protonen und Neutronen ergaben. Die Ergebnisse dieser Rechnung
wie Gap-Parameter, chemisches Potential, Besetzungszahlen und die BCS-Energien
f�ur die verschiedenen Quasiteilchenzust�ande sind den Tabellen 5.2 und 5.3 zu entneh-
men. Bei der Berechnung der Paarkorrelationen wurden nur die Einteilchenzust�ande
ber�ucksichtigt, deren Energien unterhalb der Teilchenaufbruchschwelle liegen - d.h.
Kontinuumszust�ande wurden bei der Berechnung explizit ausgeschlossen. Auch wenn
imWeiteren allgemein von Quasiteilchenzust�anden gesprochen wird, so sind die Kon-
tinuumszust�ande als reine Teilchenzust�ande mit v = 0 aufzufassen.

Protonen Neutronen

G [MeV] 30.0 26.5
� [MeV] 1.63 2.02
� [MeV] -3.98 -12.00

Tabelle 5.2: Paarkraft G, Gap-Parameter � und chemisches Potential � f�ur Protonen und Neu-

tronen im 40Ca.

F�ur das Ausschlie�en von Kontinuumszust�anden in den BCS-Rechnungen gibt es
zwei Gr�unde: Einmal ist der E�ekt von Paarkr�aften auf den Bereich um die Fermi-
kante konzentriert. Nur in diesem Bereich sind zustandsabh�angige Gap-Parameter,
die man exakterweise verwenden sollte, signi�kant von Null verschieden. Bei Verwen-
dung einer konstanten Paarkraft sollten daher nur Einteilchenzust�ande in der N�ahe
der Fermikante ber�ucksichtigt werden und f�ur die �ubrigen Einteilchenzust�ande sollte
die Paarkraft generell Null gesetzt werden (siehe auch [RiS80]). Es stellt sich aber die
Frage, f�ur den Fall das die Bindungsenergie sehr gering ist, ab welcher Einteilchen-
energie im Kontinuum durch die Kontinuumszust�ande festgelegt sind, die Paarkraft
"abgeschaltet" werden soll, d. h. bis zu welcher Energie Kontinuumszust�ande bei ei-
ner BCS-Rechnung mitber�ucksichtigt werden m�ussen. F�ur scharfe Resonanzen w�are
eine derartige "Abschaltenergie" relativ gut festzulegen. F�ur breite Resonanzen, re-



134 Kapitel 5. Ergebnisse der Stripping-Reaktion 40Ca(13C;12B)41Sc

Protonen Neutronen

Niveau Ei [MeV] v2i Niveau Ei [MeV] v2i
1s 1

2
-33.06 0.999 1s 1

2
-42.42 0.999

1p 3

2
-23.97 0.998 1p 3

2
-32.69 0.997

1p 1

2
-21.38 0.997 1p 1

2
-30.19 0.996

1d 5

2
-14.25 0.989 1d 5

2
-22.38 0.984

2s 1
2

-10.46 0.960 2s 1
2

-18.64 0.942

1d 3

2
-9.27 0.919 1d 3

2
-17.60 0.895

1f 7

2
-0.55 0.060 1f 7

2
-7.86 0.064

2p 3

2
-4.60 0.019

2p 1

2
-2.49 0.011

1f 5

2
-0.52 0.008

Tabelle 5.3: BCS-Teilchen- und Lochenergien sowie Besetzungszahlen v2i f�ur Protonen und Neu-

tronen im 40Ca. Die Berechnung erfolgte mit den in Tabelle 5.2 aufgef�uhrten Parametern.

spektive strukturlose Kontinuumsanteile w�are eine derartige Festlegung jedoch v�ollig
willk�urlich und f�uhrte damit auch zu nicht eindeutigen Resultaten.
Durch das Festlegen einer "Abschaltenergie" w�are au�erdem zu erwarten, da� bei
der �Uberlagerung von Kontinuumskomponenten keine "gebundene" Lochkomponen-
te, also kein Zustand mit exponentiellem r-Abfall im Ortsraum, entsteht, da daf�ur
auch h�oherenergetische Kontinuumswellenfunktionen in der Entwicklung ben�otigt
w�urden. Daher w�are z. B. bei der Berechnung der Grundzustandsdichte eine Di-
vergenz im Ortsraum zu erwarten. Dies ist der zweite Grund f�ur die ausschlie�liche
Verwendung von gebundenen Zust�anden. F�ur zuk�unftige Betrachtungen sollte ein ge-
eigneter BCS-Ansatz mit Kontinuumswellenfunktion und ortsabh�angiger Paarkraft
entwickelt werden. Im Rahmen dieser Arbeit wurde darauf allerdings verzichtet.
F�ur die Berechnung der 41Sc-Anregungszust�ande sind die energetisch tieiegenden
Rumpf-Anregungszust�ande von 40Ca von besonderer Bedeutung. Sie weisen im all-
gemeinen gro�e St�arke auf und liefern daher auch gro�e Beitr�age zu den QPC-
Massenoperatoren. Sie sind als diskrete Zust�ande im 40Ca-Spektrum zu �nden. Da-
her sollen die hier berechneten Zust�ande mit experimentellen Ergebnissen verglichen
werden, wobei allerdings einige Einschr�ankungen gemacht werden m�ussen, wie im
folgenden diskutiert wird. �Ahnlich wie bei R. Siudak [Siu93] werden aus den zu-
standsabh�angigen QRPA-Amplituden N�c gem�a� dem Ausdruck

�c� =
p
2�+ 1N�c (5.4)
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Deformationsparameter �c� f�ur verschiedene QRPA-Zust�ande c mit der Multipola-
rit�at � bestimmt.
Die Rechtfertigung f�ur diese Darstellung ist, da� im Dichteentwicklungsansatz die
�Ubergangsdichte als Produkt aus einer zustandabh�angigen Amplitude N�c und ei-
ner schematischen �Ubergangsdichte, hier einer Tassiedichte, geschrieben wird (sie-
he Gleichung (3.28)) und daher vergleichbar ist mit der Darstellung der kollekti-
ven �Ubergangsdichte f�ur Vibrationsanregungen. Die kollektiven �Ubergangsdichten
k�onnen als �Anderung der Grundzustandsdichte um die Gleichgewichtslage beschrie-
ben werden [BoM69]. Im kollektiven Modell werden diese �Ubergangsdichten ebenfalls
mit einem zustandsabh�angigen Deformationsparameter �exp� skaliert. Diese Dichten
gehen dann in den Formfaktor zur Beschreibung von inelastischen Streuprozessen
ein [BSD62]. Die Bestimmung der Deformationsparameter �exp� erfolgt im allgemei-
nen aus einem direkten Vergleich der unskalierten, berechneten mit den experimen-
tell bestimmten Wirkungsquerschnitten f�ur inelastische Streuungen. Allerdings ist
beim direkten Vergleich von �c� und �

exp
� Vorsicht geboten: Zum einen sind die ver-

wendeten schematischen �Ubergangsdichten der beiden Ans�atze oft unterschiedlich
(hier Vibrationsmodell via Tassiemodell), zum anderen sind bei den experimentellen
�Uberg�angen auch kompliziertere Mehrphononanregungen enthalten. Abweichungen
von bis zu einer Gr�o�enordnung sind daher m�oglich. Die Energien der Anregungs-
zust�ande und ihre Anzahl sollten allerdings vergleichbar sein.
In dieser Arbeit wurden die berechneten Ergebnisse mit den Resultaten von Gruhn
et al. [GKM72] verglichen. Gruhn et al. erhielten Deformationsparameter nach dem
oben beschriebenen Verfahren aus inelastischer Protonenstreuung auf 40Ca bei ver-
schiedenen Einschu�energien. Konsistenterweise zeigte sich, da� die Deformations-
parameter im Rahmen der experimentellen Genauigkeit unabh�angig von der Ein-
schu�energie sind, da es sich ja um Kerneigenschaften handelt. F�ur den Vergleich
mit den QRPA-Ergebnissen werden die Werte f�ur 35 MeV Einschu�energie verwen-
det. Sie liegen bis 10 MeV Anregungsenergie vor.
Die berechneten Deformationsparameter �c� der niedrigliegenden Anregungszust�ande,
die ja an die experimentellen Energien angepasst wurden, zeigen qualitativ das rich-
tige Verhalten (Tabelle 5.4). Dies gilt im besonderen f�ur die 3�1 - und 5

�
1 -Anregungen.

Beide Zust�ande zeigen kollektive Vibrationsstruktur und sollten daher gut mit QRPA-
Methoden beschrieben werden. Die Zust�ande positiver Parit�at, also der 0+2 -, 2

+
1 -

und 4+1 -Zustand, hingegen, bilden eine sogenannte Quasi-Beta-Bande mit eher ro-
tativem Charakter (Siehe N. Olsson et al. [ORT90] und Referenzen dort). Es ist
bekannt, da� f�ur die Beschreibung dieser Zust�ande Mehr-Phonon-Anregungen eine
wesentliche Rolle spielen. Gerace und Green [GeG67] beschrieben diese tieiegen-
den Zust�ande vorrangig als 4-Teilchen-4-Loch-Anregungen aus dem Grundzustand.
Die n�achsth�oheren Zust�ande 2+2 und 4+2 , konnten als 2-Teilchen-2-Loch-Anregungen
dargestellt werden (Tabelle 5.4). Die im QRPA-Modell berechneten Deformationspa-
rameter sind daher f�ur diese Anregungen gegen�uber dem Experiment �ubersch�atzt.
�Ahnliche Abweichungen wurden in anderen 1-Phonon-RPA-Rechnungen gefunden
[BMS77].
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Niveau 0+2 1� 2+1 3�1 4+1 5�1
Eexp [MeV] 3.353 0.0 3.904 3.736 5.279 4.492

�exp� ... ... 0.106 0.341 0.035 0.210
EQRPA [MeV] 3.389 0.0 3.908 3.786 5.277 4.479

�c� 0.249 ... 0.320 0.374 0.260 0.153
Normierung 0.570 0.725 0.856 0.940 1.860 2.100

Tabelle 5.4: Tieiegende Anregungszust�ande im 40Ca. Experimentelle Anregungsenergien [EJI81]

und mit den Normierungsparametern angepasste QRPA-Energien sowie Deformationsparameter.

Bei dem spuriosen 1�-Zustand entf�allt ein Deformationsparameter. F�ur den 0+2 -Zustand sind keine

experimentellen Ergebnisse bekannt.

Niveau 2+2 4�1 2�1 3�2 4+2 3�3
Eexp [MeV] 5.249 5.617 6.026 6.285 6.505 6.581

�exp� 0.030 0.083 0.045 0.103 0.045 0.083
EQRPA [MeV] 5.946 6.200 6.595 6.491 7.567 7.714

�c� 0.060 0.053 0.095 0.061 0.130 0.015

Tabelle 5.5: H�ohere Anregungszust�ande im 40Ca. Experimentelle Anregungsenergien [EJI81] und

QRPA-Energien, sowie Deformationsparameter.

Auch die Deformationsparameter �c� der h�oheren Anregungszust�ande haben im Ver-
gleich zu den Resultaten von Gruhn et al. fast alle dieselbe Gr�o�enordnung (siehe
Tabelle 5.5). Die Energien stimmen ebenfalls relativ gut �uberein. Die Ergebnisse und
der Vergleich mit dem Experiment sind graphisch in Abbildung 5.1 dargestellt. Hier
werden die Deformationsparameter und die Anregungsenergien f�ur alle Zust�ande ne-
gativer Parit�at bis 10 MeV Anregungsenergie gezeigt. Insgesamt zeigt sich eine gute
�Ubereinstimmung zwischen Experiment und Theorie.
Als weitere wichtige Vergleichsgr�o�e mit dem Experiment wurde die Lage der Rie-
senresonanzen ermittelt. Wie bekannt, k�onnen Riesenresonanzen theoretisch eben-
falls als kollektive Quasiphonon-Anregungen verstanden werden. Wesentliche Anteile
dieser Quasiphononen sind Teilchenkomponenten des Kontinuums, insbesondere die
Einteilchenresonanzen. Testrechnungen haben gezeigt, da� die Lage der Riesenre-
sonanzen von der Lage der Einteilchenresonanzzust�ande stark abh�angig ist. Eine
k�unstliche Verschiebung der g9=2-Protonresonanz z. B. f�uhrte zu einer Energiever-
schiebung sowohl der Quadrupol- als auch der hochliegenden Oktopolresonanz.
Um einen besseren �Uberblick �uber die Rumpfanregungen zu bekommen, sind ener-
giegemittelte St�arkefunktionen f�ur 0� bis 5�-Anregungen in den Abbildungen 5.2 bis
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5.5 gezeigt. Diese Gr�o�en erh�alt man durch Falten der QRPA-Amplitudenquadra-
te N2

�c mit einer energieabh�angigen Faltungsbreite �F , die die Diskretisierung in der
QRPA-Rechnung ber�ucksichtigt. Es handelt sich bei dieser Gr�o�e gerade um den
Ausdruck 1=jh'0

�;`jj�0`j(��)ij2, also um den reziproken Summanden aus der Niveau-
dichte freier Teilchen (siehe Gleichung (2.47)). Wie im Anhang H gezeigt, ist diese
Gr�o�e n�aherungsweise gleich dem Quadrat von N�

`j=N(��) also dem Quotienten der
Normierungskonstanten der Kavit�atseigenfunktionen und der echten Kontinuums-
funktionen. Es ergibt sich dann f�ur �F zu Energien E oberhalb der Teilchenauf-
bruchschwelle Es, der folgende Ausdruck:

�F =
2�

RS

vuut �h2

2�

q
E � Es: (5.5)

Dabei sollte der Kavit�atsradius RS eigentlich so gew�ahlt werden, da� �F deutlich
kleiner als die experimentellen Breiten der wichtigsten Riesenresonanzen ist. Nur so
ist ein direkter Vergleich einer berechneten Zerfallsbreite mit dem experimentellen
Wert m�oglich. Der hier verwendete Wert von 20 fm f�ur RS, der aus numerischen
Gr�unden gew�ahlt wurde, liefert etwas zu gro�e Breiten. In den Abbildungen 5.2
und 5.3 sind die Riesenresonanzen f�ur nat�urliche Parit�aten als breite Strukturen in
der N�ahe der Pfeile, die das Maximum der experimentellen Werte kennzeichnen, zu
erkennen. Die experimentellen Werte f�ur die Energien und die Breiten der Riesenre-
sonanzen sind in Tabelle 5.6 angegeben. Die berechneten Energien liegen meist ein
wenig zu tief.

Niveau GMR IVGDR GQR IVGQR HGOR

Eexp [MeV] 20.0 a 19.9 b 17.8 � 0.3 c 38.0 b 31.6 b

�exp [MeV] 3.5 a 4.0 b 2.5 � 0.5 c 10.0 b 10.0 b

Tabelle 5.6: Die Energien und Breiten der wichtigsten Riesenresonanzen aus a [BLA76], b [BER79]

und c [BER81] (berechnet).

Abschlie�end kann festgestellt werden: Die f�ur die QPC-Rechnung ben�otigten tieie-
genden Anregungszust�ande konnten in einer befriedigenden Weise durch die QRPA-
Rechnung ermittelt werden. Die Deformationsparameter liegen in der selben Gr�o�en-
ordnung wie experimentell bestimmte Werte. Auch die daraus vorausgesagten Ener-
gien von h�oherliegenden Anregungszust�anden k�onnen im QRPA-Ansatz relativ gut
reproduziert werden. Die zugeh�origen �Ubergangsst�arken sind sicher nicht f�ur al-
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le Zust�ande realistisch, da im verwendeten QRPA-Modell nur Ein-Quasiphonon-
Anregungen ber�ucksichtigt werden.
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Abbildung 5.1: Deformationsparameter �� f�ur negative Parit�atszust�ande von 40Ca
bis 10 MeV Anregungsenergie. Die Gr�o�en �exp� sind Ergebnisse aus einer expe-
rimentellen Analyse von Gruhn et al. [GKM72]. Die Werte �c� wurden aus dem
QRPA-Ansatz erhalten.
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Abbildung 5.2: �Ubergangsst�arken f�ur die nat�urlichen Parit�aten 0+ bis 2+ f�ur skalare,
isoskalare Wechselwirkung (S=0, T=0), sowie skalare, isovektorielle Wechselwirkung
(S=0, T=1). Die Pfeile geben die Lage der experimentell bestimmten Riesenreso-
nanzen (GMR, IVGDR, GQR) an (siehe Tabelle 5.6).
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Abbildung 5.3: �Ubergangsst�arken f�ur die nat�urlichen Parit�aten 3� bis 5� f�ur skalare,
isoskalare Wechselwirkung (S=0, T=0), sowie skalare, isovektorielle Wechselwirkung
(S=0, T=1). Der Pfeil zeigt die Lage der hochliegenden Oktopolresonanz (HGOR)
an.
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Abbildung 5.4: �Ubergangsst�arken f�ur die unnat�urlichen Parit�aten 0� bis 2� f�ur
vektorielle, isoskalare Wechselwirkung (S=1, T=0), sowie vektorielle, isovektoriel-
le Wechselwirkung (S=1, T=1). Gezeigt sind verschiedene Multipolarit�aten �.
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Abbildung 5.5: �Ubergangsst�arken f�ur die unnat�urlichen Parit�aten 3+ bis 5+ f�ur
vektorielle, isoskalare Wechselwirkung (S=1, T=0), sowie vektorielle, isovektoriel-
le Wechselwirkung (S=1, T=1). Gezeigt sind verschiedene Multipolarit�aten �.
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5.4 QPC-St�arkefunktionen und S-Matrixelemente

f�ur 41Sc

In diesem Abschnitt wird die QPC-Methode aus Kapitel 3 praktisch umgesetzt. Dazu
werden die QPC-Gleichungen (3.67) und (3.68) auf die im Anhang G beschriebene,
diskrete Basis umgeschrieben. Auf diese Weise erh�alt man aus dem Integralglei-
chungssystem ein diskretes, von der Anregungsenergie E� abh�angiges Gleichungs-
system mit unbekannten KoeÆzienten z�� zur diskreten Basis. Auch die Inhomo-
genit�aten und die Hauptwertintegrale �uber die Massenoperatoren k�onnen auf diese
Weise als Summe 2 dargestellt werden. Im Falle der Hauptwertintegrale sind die Sum-
manden dann Produkte aus den Matrixelementen der 1-3-QT-Restwechselwirkung
bez�uglich der diskreten Basis und den Hauptwertintegralen von je zwei Amplituden
der Basistransformation, gem�a� Gleichung (G.17) aus Anhang G.
Mit einer bestimmten Schrittweite f�ur E�, hier 10 keV, wird das diskrete Gleichungs-
system gel�ost. Um die KoeÆzienten z�� als L�osungen zu erhalten, bedarf es eines er-
heblichen numerischen Aufwands, da zum einen das Gleichungssystem abh�angig von
der Zahl der Basiszust�ande eine hohe Dimension hat, zum anderen zu jeder Energie
E� sowohl die Amplituden der Basistransformation als auch die Hauptwertintegrale
von je zwei Amplituden der Basistransformation ermittelt werden m�ussen. Die ei-
gentlich interessierenden Gr�o�en z�n und b�(E�) k�onnen dann wieder als Linearkom-
bination dieser KoeÆzienten z�� aus Gleichung (G.10) erhalten werden. Schlie�lich
k�onnen Einteilchen-S-Matrixelemente bzw. zugeh�orige Partialwellenamplituden C`j

zu festgelegtem Spin j und Bahndrehimpuls ` aus den KoeÆzienten b�(E�) und
den ungest�orten Einteilchenstreuphasen Æ`j(E�) (siehe Gleichung (3.79)) bestimmt
werden. Die zuletzt genannten Gr�o�en legen dann eindeutig den asymptotischen
Verlauf der zugeh�origen ungebundenen Einteilchenwellenfunktion fest. Wellenfunk-
tionen mit dieser Asymptotik, werden dann wie im n�achsten Abschnitt beschrieben,
zur Berechnung des DWBA-Formfaktors einer Schwerionenreaktion verwendet.
Die f�ur die QPC verwendete Restwechselwirkung, basiert im �ubrigen wieder auf der
e�ektiven M3Y-Wechselwirkung, die bereits bei der QRPA Verwendung fand. Im
Gegensatz zur QRPA, bei der verschiedene Normierungskonstanten zur Anpassung
an tieiegende Zust�ande benutzt wurden, erfolgte hier nur eine globale Normierung
mit einem Faktor von 0:6 zur Skalierung der Restwechselwirkung. Mit diesem Wert
konnten die Energien und die Breiten wichtiger resonanter Zust�ande befriedigend
beschrieben werden. Da insbesondere die Energien der Resonanzen gro�e Abh�angig-
keit von den ungest�orten 1- und 3-QT-Energien zeigen, ist die Bestimmung einer
geeigneten Normierungskonstanten mit Unsicherheiten behaftet. Eine Optimierung
dieses Werts als auch der Einteilchenenergien w�are sehr aufwendig und erfolgte daher
nicht. Au�erdem zeigt erst die Verwendung von einem einheitlichen Einteilchenpo-
tential und einer Normierungskonstante die hohe Stringenz des zu Grunde liegenden

2In Wirklichkeit handelt es sich nat�urlich um eine Reihe, da es sich um unendlich viele Basis-
zust�ande handelt. In der Praxis werden aber nur endlich viele Zust�ande ber�ucksichtigt.



5.4. QPC-St�arkefunktionen und S-Matrixelemente f�ur 41Sc 145

Modells, auch wenn dadurch gr�o�ere Unterschiede zwischen Theorie und Experiment
erhalten werden. Dieser Vergleich ist Gegenstand des zweiten Teils dieses Abschnitts,
doch zun�achst sollen einige qualitative Ergebnisse an Hand der Abbildungen 5.6 bis
5.8 diskutiert werden. In diesen Abbildungen sind die Quadrate der Partialwellen-
amplituden f�ur die verschiedenen Protonenzust�ande dargestellt, und zwar die reine
Einteilchengr�o�e (ET) und die entsprechende QPC-Gr�o�e (QPC), die durch An-
kopplung der Rumpfanregungen fragmentiert ist. Folgende Resultate sind zu sehen:
Tieiegende Einteilchenzust�ande, gebundene als auch Resonanzzust�ande, werden
durch die Ankopplung der 3-QT-Zust�ande energetisch zu tieferen Energien verscho-
ben. Die Energieverschiebung betr�agt ca. 0:5�2:0 MeV. Au�erdem erfolgt eine Frag-
mentation des ungest�orten Zustands, soda� die St�arken der tieiegenden Zust�ande
kleiner Eins werden, wie man sp�ater sehen wird. Der Grund f�ur eine derartige Ener-
gieverschiebung ist, da� die ungest�orten 3-QT-Zust�ande energetisch h�oher liegen als
die Einteilchenzust�ande und damit die Beitr�age zu den Massenoperatoren (siehe
Gleichungen (3.61), (3.62), (3.63)) f�ur eine Energie E� im Bereich der ungest�orten
Einteilchenergie En immer negatives Vorzeichen haben. Man erh�alt daher f�ur Energi-
en E�, die kleiner als die der 3-QT-Energien E� sind, signi�kante 1-QT-Amplituden
z�n bzw. �

�(�), aus denen der verschobene Einteilchenzustand gebildet wird. Mit dem
im Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Modell konnte ein derartiges Verhalten qualitativ
f�ur den p 1

2
-Streuzustand nachgewiesen werden. Ein realistisches Resultat aus den

QPC-Rechnungen f�ur die p-Zust�ande ist in Abbildung 5.6 zu sehen. Bei den p 1

2
-

Zust�anden (Abb. 5.6) sind deutlich zwei Peaks um die ungest�orte p 1

2
-Resonanz zu

erkennen. Ein Peak ist um etwa 2 MeV nach unten, der andere um 1:5 MeV nach
oben verschoben. V�ollig entsprechend verh�alt sich der energetisch tieferliegende p 3

2
-

Zustand. Allerdings ist hier die tieiegende Resonanz bereits unter die Teilchenauf-
bruchschwelle geschoben worden { es hat sich also ein gebundener Zustand gebildet.
Einteilchenzust�ande mit mittlerer Anregungsenergie (f�ur 41Sc bereits Resonanzen)
fragmentieren in eine Vielzahl von Zust�anden, die noch gut unterscheidbar sind. Dies
gilt insbesondere f�ur den f 5

2
-Zustand. Die QPC-Rechnung liefert insgesamt sieben

signi�kante Peaks mit unterschiedlichen Breiten f�ur das Quadrat der Partialwel-
lenamplitude, wie in Abbildung 5.7 gezeigt. Der Grund f�ur diese Fragmentierung
ist das Vorhandensein von ungest�orten 3-QT-Zust�anden mit Energien nahe der un-
gest�orten Einteilchenenergie. Damit kommt es in diesem Energiebereich zu starken
Fluktuationen in den Massenoperatoren, was wiederum die Bildung signi�kanter 1-
QT-Amplituden zur Folge hat. Auch dieser Aspekt wurde bereits im Abschnitt 3.2.2
beschrieben und in Abbildung 3.1 gezeigt.
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Abbildung 5.6: Quadrat der QPC- (schwarz) und der Einteilchenpartialwellenam-
plitude (gr�un) f�ur die s 1

2
, p 1

2
und p 3

2
-Streuzust�ande.
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Abbildung 5.7: Quadrat der QPC- (schwarz) und der Einteilchenpartialwellenam-
plitude (gr�un) f�ur die d 3

2
, d 5

2
und f 5

2
-Streuzust�ande.
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Abbildung 5.8: Quadrat der QPC- (schwarz) und der Einteilchenpartialwellenam-
plitude (gr�un) f�ur die f 7

2
, g 7

2
und g g

2
-Streuzust�ande.
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Abbildung 5.9: Betrag der QPC-S-Matrixelemente jSj.
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Energetisch hochliegende Einteilchenresonanzen koppeln an eine Vielzahl von 3-
QT-Zust�anden an. Die ungest�orte Einteilchenresonanzstruktur wird daher regel-
recht aufgel�ost. Die St�arke �ndet sich in einer Vielzahl von Zust�anden wieder. Im
Falle des 41Sc sieht man dies f�ur die g 9

2
-Resonanz in Abbildung 5.8, aber auch

f�ur die nichtresonaten Anteile der s 1
2
, p 1

2
, p 3

2
, d 3

2
- und d 5

2
-Streuzust�ande (Abbil-

dungen 5.6 und 5.7). Der g 9
2
-Zustand zeigt au�erdem einen weiteren interessanten

Aspekt: Bei etwa 3 MeV Anregungsenergie oberhalb der Teilchenaufbruchschwel-
le ist durch die Ankopplung des [3�1 
 f 7

2
] 9
2
-3-QT-Zustands eine schmale Resonanz

entstanden. Derartige Resonanzen weisen wegen der sehr kleinen Einteilchenbreite
(gro�es ` !) bei dieser Energie gro�e St�arke auf. Tats�achlich ist dieser, vermeintlich
kleine Peak, f�ur die beiden dominanten tieiegenden Resonanzen in der Transfer-
reaktion 40Ca(13C;12B)41Sc verantwortlich. Interessanterweise liegt dieser Zustand
energetisch unter den f 5

2
-Fragmenten. Zust�ande, die solche Abweichungen von der

klassischen Schalenstruktur zeigen, werden oft als Intruder-Zust�ande bezeichnet.
In Abbildung 5.9 sind die Betr�age der zugeh�origen S-Matrixelemente dargestellt. Ihr
Wert ist f�ur niedrige Anregungsenergien ungef�ahr Eins. Mit steigender Anregungs-
energie �ndet man resonanzartige Minima im Betrag. Diese Minima kommen durch
die Ankopplung von 3-QT-Zust�anden zustande, ihre Anzahl steigt auf Grund der
zunehmenden Niveaudichte der 3-QT-Zust�ande stark an. Im Mittel nimmt daher
der Betrag der S-Matrixelemente ab. In einem ph�anomenologischen Bild bedeutet
dies gerade die Vergr�o�erung des Imagin�arteils des optischen Potentials.
Nach diesen allgemeineren Aspekten sollen die St�arken f�ur die einzelnen berechneten
Zust�ande diskutiert und mit dem Experiment verglichen werden. Da f�ur 41Sc nur
fragmentarisch experimentelle Daten vorliegen (Siehe [YKK70], [MCC74], [KMV75],
[BOB90] und [GLW91]) werden zun�achst die aufsummierten QPC-St�arkefunktionen,
soweit m�oglich, mit den experimentellen Daten der genauen Analyse von F. J. Eckle
et al. ([ELG90]) f�ur den Spiegelkern 41Ca verglichen. Es ist zu erwarten, da� diese
St�arken in Abh�angigkeit der Anregungsenergie relativ zum Grundzustand entspre-
chende Strukturen zeigen.
Dieser Vergleich ist in den Figuren 5.11 bis 5.12 zu sehen. Hier werden die St�arke-
funktionen selbst und die aufsummierte St�arke in Abh�angigkeit der Anregungsener-
gie dargestellt. Allerdings erstreckte sich das Experiment nur �uber ein Energiein-
tervall bis 8:6 MeV, soda� f�ur h�ohere Energie des berechneten Spektrums keine
Vergleichsdaten vorliegen. Im wesentlichen zeigt sich, da� die aufsummierten QPC-
St�arkefunktionen f�ur das 41Sc einen entsprechenden Verlauf zeigen wie die experi-
mentellen Daten von 41Ca. Dies gilt im besonderen f�ur die St�arkefunktionen von
ungef�ullten Schalen, also von Teilchenzust�anden wie p 1

2
; 3
2
, f 5

2
; 7
2
und g 7

2
; 9
2
. Gr�o�ere

Abweichungen sind bei h�oheren Anregungsenergien f�ur die gef�ullten Schalen s 1
2
, d 3

2
,

d 5

2
in Abbildung 5.10 zu sehen. Ein Grund daf�ur ist vermutlich die Verwendung der

Kastenpotential-N�aherung f�ur die Einteilchenbreite bei der Berechnung der St�arke.
F�ur diese Schalen existieren keine Resonanzzust�ande aus denen eine Einteilchenbrei-
te gewonnen werden kann. Wie diskutiert, wurden daher in Gleichung (5.1) f�ur die
Einteilchenbreiten nur die N�aherung aus Gleichung (5.2) eingesetzt, die zwar recht
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gut die Energieabh�angigkeit nicht aber die absolute Gr�o�e der Breite beschreiben.
Au�erdem sieht man bei allen Zust�anden, da� die theoretische St�arke eine geringere
Fragmentation als die experimentellen Daten aufweist. Dies ist zum einen auf das
Fehlen komplexerer Kon�gurationen, wie zum Beispiel 5-QT-Zust�anden beim QPC-
Ansatz, zur�uckzuf�uhren, zum anderen handelt es sich beim 41Sc im betrachteten
Energieintervall bereits um Proton-Streuzust�ande, die vermutlich anderes fragmen-
tieren als die gebundenen 41Ca-Neutron-Zust�ande.
Die Ber�ucksichtigung von 5-QT-Zust�ande w�urde zu einer Verschiebung und Frag-
mentierung der 3-QT-Zust�ande f�uhren und damit die Matrixelemente in den QPC-
Massenoperatoren ver�andern [ELG90]. Tats�achlich ist ein derartiges Verhalten durch-
aus realistisch. Um dies zu zeigen sind in Abbildung 5.13 die Quadrate der Parti-
alwellenamplituden f�ur die f 5

2
- und f 7

2
-Zust�ande im Detail mit den experimentel-

len spektroskopischen Amplituden verglichen. Man sieht dort isolierte f 5

2
- und f 7

2
-

Resonanzen, die aus den QPC-Rechnungen erhalten werden. Um diese gruppieren
sich verschiedene gemessene f 5

2
- und f 7

2
-Zust�ande des 41Ca. Eine genaue Zuordnung

der einzelnen Peaks ist aber schwierig. Dies gilt auch f�ur die experimentellen Er-
gebnisse. So ist die Zuordung zum Bahndrehimpuls ` meist gesichert, um welche
j-Quantenzahl es sich handelt, bleibt aber unsicher. Zum Beispiel wird f�ur die f 5

2
-

Zust�ande bei einer Anregungsenergie von ca. 5:8 MeV aus der QPC-Rechnung nur
eine f 5

2
-Resonanz bei 6:28 MeV und eine f 7

2
-Resonanz bei 5:65 MeV erhalten. Eckle

et al. hatten f�ur die entsprechenden 41Ca-Zust�ande keine eindeutige j-Zuordnung.
Mittig et al. [MCC74] und Koltay et al. [KMV75] hingegen, nahmen f�ur die ent-
sprechenden 41Sc-Zust�ande allgemein j = 5

2
an. Dabei erscheint die Argumentation

fragw�urdig [MCC74], da� auf Grund der vollst�andigen f 7

2
-St�arke im Grundzustand

keine weitere f 7

2
-St�arke vorliegen kann. Auch das f 7

2
-Kontinuum tr�agt zur St�arke

bei, soda� die aufsummierte St�arke gr�o�er Eins werden kann.
Trotz einiger Unsicherheiten konnte ein direkter Vergleich der QPC-Resultate f�ur
die spektroskopischen Faktoren, sowie f�ur die Anregungsenergien und die Proto-
nenbreiten mit den experimentellen Daten f�ur einige prominente Zust�ande gemacht
werden (Siehe Tabelle 5.7). In der Tabelle werden experimentelle Daten f�ur elastische
Protonenstreuung [MCC74], [KMV75], sowie die Ergebnisse aus Transferreaktionen
[YKK70], [BOB90] aufgef�uhrt. Es zeigen sich mit wenigen Ausnahmen quantitativ
gute �Ubereinstimmungen. Dies gilt allerdings nur f�ur die prominenten Zust�ande.
Viele kleinere Peaks k�onnen in der QPC-Rechnung nicht erhalten werden, bzw. tra-
gen kaum zur St�arke bei und auch die berechneten Energien weichen oft um einige
hundert keV ab. Dies liegt wie bereits beschrieben zum einen am verwendeten An-
satz, der keine Fragmentation der 3-QT-Zust�ande ber�ucksichtigt, zum anderen aber
auch an der Unsicherheit der Einteilchenenergien als Eingangsgr�o�en. Die hier ver-
wendeten Einteilchenenergien entspringen einem sehr einfachen empirischen Ansatz.
Wie wichtig die Lage der Einteilchenenergien ist, wurde bereits auf Seite 136 f�ur die
Lage der Riesenresonanzen erw�ahnt, und wird hier nochmals f�ur den g 9

2
-Zustand

diskutiert. Untersuchungen haben gezeigt, da� der gr�o�te Teil der St�arke in einem
Anregungsenergiebereich von 2:0-12:4 MeV zu �nden ist [GLW91].
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J� Eexp [MeV] Sel/Stra �exp[keV ] Eqpc [MeV] Sqpc �qpc [keV] J�qpc
f 7

2
...../0.000 ...../0.96c 0.000 0.78 f 7

2

p 3

2
1.714a/1.714c 0.83a/0.86c 1.734 0.59 p 3

2

d 3

2
...../2.100d ...../0.07d 1.792 0.05 d 3

2

p 1

2
3.478a/3.467c 0.90a/0.75c 80�20a 3.642 0.86 17 p 1

2

f 5

2
4.947a/4.812d 0.10a/0.02d 2�0.4a 5.086 0.10 1 f 5

2

g 9
2

5.036a/5.036c 0.12a/0.12c 0.4�0.1a 4.874 0.14 0.4 g 9

2

d 5

2
5.417a/5.416d 0.05a/0.03d 18�5 a 5.932 0.005 0.4 d 5

2

f 5

2
5.647a/..... 0.06a/..... 3�1 a 5.651 0.17 3 f 7

2

f 5

2
5.706a/5.703c 0.23a/0.31c 12�4 a 6.279 0.30 15 f 5

2

f 5

2
5.860b/5.872d 0.16b/0.06d ..... ..... .....

Tabelle 5.7: Anregungsenergien, spektroskopische Faktoren und Protonenbreiten f�ur tieiegende

Anregungszust�ande des 41Sc. Die Daten sind den Referenzen a [KMV75], b [MCC74], c [GLW91]

und d [YKK70] entnommen. Sel bezeichnet spektroskopische Faktoren f�ur elastische Protonen-

streuung, Stra sind die aus der Transferreaktion 40Ca(3He; d)41Sc gewonnenen Gr�o�en. Die expe-

rimentellen Breiten �exp sind Protonzerfallsbreiten aus der elastischen Streuung.

Insgesamt ist die experimentelle St�arke also �uber einen Bereich von etwa 10 MeV ver-
teilt und ihr Energieschwerpunkt liegt bei 8:8 MeV relativ zum Grundzustand. Diese
Fragmentierung wurde auch von R. Majumdar [Maj93] best�atigt, der in einem ver-
einfachten Teilchen-Vibrationskopplungsmodell die Fragmentation eines 1g 9

2
-Zustands

berechnet hat. In seinem Ansatz ber�ucksichtigte er die 2+1 , 2
+
2 , 2

+
3 , 3

�
1 , 3

�
2 und 5�1 -

Rumpfanregungen von 40Ca und koppelte sie an die 1f 7

2
, 2p 3

2
, 2p 1

2
, 1g 9

2
, 1f 5

2
, 1d 5

2

und 1d 3

2
-Einteilchenzust�ande von 41Sc. Insgesamt erhielt er f�ur den 1g 9

2
-Zustand 11

Fragmente in einem Anregungsenergiebereich von 20 MeV. Um die bestm�ogliche
Fragmentation zu erhalten, optimierte er die Energie des 1g 9

2
-Zustands. Er erhielt

einen Wert von 8:2 MeV als Einteilchenenergie und f�ur das Energieintervall von 0:0
bis 13:9 MeV einen Energieschwerpunkt von 7:2 MeV (relativ zum Grundzustand).
Dieser Wert ist deutlich kleiner als das Ergebnis aus dem Experiment. Es ist da-
her anzunehmen, da� die ungest�orte g 9

2
-Einteilchenresonanz bei einer noch h�oheren

Energie liegen. Eine Berechnung von Tornow et al. [TCD90] zu einem realistischen
optischen Potential gibt eine Anregungsenergie von 10:75 MeV f�ur die g 9

2
-Resonanz

an. Aus der hier durchgef�uhrten QPC-Rechnung erh�alt man f�ur die Schwerpunkt-
senergie einen Wert von 9:8 MeV (bis 12 MeV Anregungsenergie) und als Einteil-
chenenergie einen Wert von 11:9 MeV. An Hand dieses Beispiels wird deutlich wie
schwierig eine eindeutige Festlegung der Einteilchenenergie f�ur stark fragmentierte
Zust�ande sein kann.
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F�ur die Berechnung der Transferwirkungsquerschnitte im n�achsten Abschnitt wer-
den die St�arkefunktionen und die Partialwellenamplituden ben�otigt. Erstere werden
f�ur die Berechnung des Formfaktors gebundener Zust�ande im Spektrum verwen-
det, zweitere f�ur den Kontinuumsanteil. Dabei wurde folgende N�aherung gemacht:
Das gekoppelte Gleichungsystem (2.74) aus Kapitel 2 wurde unter Vernachl�assigung
der Kopplungsterme auf der rechten Seite unter Ber�ucksichtigung der Asymptotik
f�ur den Realteil und Imagin�arteil der Wellenfunktion ( 2.73) gel�ost. Um die kor-
rekte Asymptotik zu erhalten, wurde die Tiefe des Zentralpotentials entsprechend
variiert. Au�erdem blieb der Imagin�arteil bei der Berechnung des Formfaktors un-
ber�ucksichtigt, da Testrechnungen gezeigt haben, da� der Beitrag zum Wirkungs-
querschnitt klein gegen den Anteil des Realteils ist (wenige Prozent). Dies ist auf
den Betrag der zugeh�origen S-Matrix zur�uckzuf�uhren, der im allgemeinen nur we-
nig von 1 abweicht. Auf eine vollst�andige L�osung des Gleichungssystem (2.74), in
dem nur die Asymptotik der QPC-Wellenfunktion eingeht, wurde daher verzichtet,
obwohl dieser Ansatz, insbesondere f�ur h�ohere Anregungsenergien, nicht ganz ge-
rechtfertigt sein k�onnte. Die in diesem Fall n�otige Anpassung an geeignete optische
Potentiale ist von erheblichem numerischen Aufwand und nicht frei von Unsicher-
heiten. Wie bereits im Kapitel 2 , Abschnitt 2.2 beschrieben, verursachen nichtlokale
energieabh�angige Potentiale zus�atzliche r-Abh�angigkeiten in den Wellenfunktionen
(e�ektive Massen, "Perey"-Faktoren). Die Potentiale auf denen das QPC-Modell
basiert, sind aber gerade energieabh�angig und nichtlokal. Dieser Aspekt bleibt bei
ausschlie�licher Ber�ucksichtigung der Asymptotik unber�ucksichtigt. Nat�urlich w�are
die Verwendung der aus dem QPC-Modell direkt erhaltenen Wellenfunktionen zur
Berechnung des Formfaktors wesentlich konsistenter. Au�erdem w�are es sicherlich
interessant, einen derartigen mikroskopischen Ansatz mit den empirischen Ans�atzen
aus Abschnitt 2.2 zu vergleichen.
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Abbildung 5.10: St�arkefunktion (d�unn, schwarz) und aufsummierte St�arke der s 1
2
-,

d 3

2
- und d 5

2
-QPC-Zust�ande (schwarz). Au�erdem aufsummierte experimentelle Neu-

tronenst�arke f�ur die entsprechenden 41Ca-Zust�ande (rot).
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Abbildung 5.11: St�arkefunktion und aufsummierte St�arke der p 1

2
-, p 3

2
- und f 5

2
-QPC-

Zust�ande (schwarz). Au�erdem aufsummierte experimentelle Neutronenst�arke f�ur
die entsprechenden 41Ca-Zust�ande. F�ur die 41Ca f 5

2
-Zust�ande war die Gesamtdre-

himpulszuordnung nicht immer sicher bestimmt. Daher wurden hier zwei experi-
mentelle Kurven eingezeichnet, wobei die untere die sichere j-Zuordnung beschreibt
(min), die obere zus�atzlich auch unsichere j-Beitr�age (rot).
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Abbildung 5.12: St�arkefunktion (d�unn, schwarz) und aufsummierte St�arke der f 7

2
-,

g 7

2
- und g 9

2
-QPC-Zust�ande (dick, schwarz). Au�erdem aufsummierte experimentelle

Neutronenst�arke f�ur die entsprechenden 41Ca-Zust�ande (rot). Man beachte die gro�e
g 9

2
-St�arke bei etwa 3 MeV.
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Abbildung 5.13: Vergleich der experimentellen spektroskopischen Faktoren von 41Ca
(dick,rot) mit den QPC-Partialwellenamplituden der f 5

2
- (nach oben) und f 7

2
-

Streuzust�ande (nach unten) von 41Sc .
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5.5 Spektren und Wirkungsquerschnitte f�ur
40Ca(13C;12B)41Sc

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels sollen die Spektren und Wirkungsquerschnit-
te der Reaktion dargestellt werden. Als Eingangsgr�o�en f�ur die elastische Streuung
von 13C auf 40Ca werden die optischen Modellparameter aus Tabelle 5.8 verwendet,
die von Braeunig et al. [BOB90] auch bei den DWBA-Rechnungen der Transfer-
wirkungsquerschnitte eingesetzt wurden. Aus dieser Referenz war bereits bekannt,
da� die mit diesen Parametern berechneten Wirkungsquerschnitte gegen�uber dem
Experiment um den Faktor 15 zu gro� sind. Da keine geeigneteren Modellparameter
zur Verf�ugung standen, wurden sie trotzdem auch hier verwendet und zum Ver-
gleich mit den experimentellen Daten die damit erhaltenen Wirkungsquerschnitte
entsprechend skaliert. Wichtig f�ur einen Vergleich mit der Theorie war der Verlauf
des Energiespektrums und die Winkelverteilungen und nicht die absolute Gr�o�e.

Reaktion V0 [MeV] r0 [fm] a0 [fm] Wi [MeV] ri [fm] ai [fm] Referenz
13C +40 Ca 35.0 1.00 0.90 35.0 1.00 0.90 [Oer85]

Tabelle 5.8: Modellparameter f�ur das verwendete optische Potential

Das gesamte Spektrum ist die Summe aus verschiedenen Teilspektren. Zu jedem
Ejektilzustand erh�alt man ein Teilspektrum f�ur die verschiedenen 41Sc-Restkernzu-
st�ande. Diese Teilspektren sind in den Abbildungen 5.14 und 5.15 zu sehen. F�ur einen
bestm�oglichen Vergleich mit dem Experiment wurden dabei, die in Tabelle 5.9 auf-
gef�uhrten experimentell bestimmten Borzust�ande aus der Reaktion 13C(d; �)12B, die
von Mairle und Wagner [MaW75] gemessen wurde, mit den dort aufgef�uhrten spek-
troskopischen Faktoren und Anregungsenergien verwendet (C2 ist das Quadrat des
Isospin-Clebsch-Gordan-KoeÆzienten). Die Zuordnung der Lochzust�ande erfolgte
mit den Ergebnissen einer Schalenmodellrechnung von Cohen und Kurath [CoK67].
Auch deren spektroskopische Faktoren, die im �ubrigen exzellente �Ubereinstimmung
mit den experimentellen Werten zeigen, sind in der Tabelle aufgef�uhrt. Es zeigt
sich, da� tats�achlich, wie bereits auf Seite 103 ausgef�uhrt, �Uberg�ange mit gleichem
Spin-Bahn-Kopplungschema j� = `� � 1

2
! j� = `� � 1

2
bei gro�en Laborenergi-

en bevorzugt werden. W�ahrend der �Ubergang bei Bildung von p 3

2
-Lochzust�anden

(Abbildung 5.14 ) bevorzugt in f 7

2
- und g 9

2
-Teilchenzust�ande erfolgt, ist f�ur p 1

2
-

Lochzust�ande (Abbildung 5.15) der Transfer in f 5

2
-Zust�ande wichtiger.

In der Abbildung 5.16 ist das Gesamtspektrum der Stripping-Reaktion im Vergleich
mit dem Experiment gezeigt. Man sieht deutlich die beiden f 7

2
-Grundzustandspeaks

des 41Sc, die zu den beiden 1+1 und 2+1 -Borzust�anden geh�oren, sowie ein entsprechen-
des Paar bei etwa 5 MeV Anregungsenergie (Elab = 627 MeV) f�ur die g 9

2
-Resonanz
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J� Eexp [MeV] C2Sexp Ex [MeV] C2S(1p�11
2

) C2S(1p�13
2

)

1+1 0.00 1.09 0.00 0.00 1.20
2+1 0.95 2.17 1.61 0.00 2.02
0+1 2.72 0.14 4.51 0.17 0.00
1+2 5.00 0.22 4.42 0.29 0.04

Tabelle 5.9: Anregungsenergien (relativ zum Grundzustand) und spektroskopische Faktoren f�ur

Zust�ande von 12B mit positiver Parit�at. Die mit exp indizierten Werte sind experimentelle Ergeb-

nisse [MaW75].

im 41Sc. Au�erdem sind zwei breite Resonanzen bei etwa 11 MeV Anregungsenergie
(relativ zum Grundzustand, Elab = 621 MeV ) zu sehen, die ebenfalls der fragmen-
tierten g 9

2
-Resonanz zuzuschreiben sind. Einige kleinere Peaks sind f 5

2
- und weitere

f 7

2
-Resonanzen, wie dies aus den Abbildungen 5.14 zu sehen ist. Eine genauere Ana-

lyse zeigt, da� diese drei Zust�ande des 41Sc in einem Energiebereich bis 15 MeV Anre-
gungsenergie das Teilspektrum zu einem bestimmten Ejektilzustand des Bors bereits
fast vollst�andig beschreiben. Diese starke Selektivit�at und die Dominanz gro�er `-
Transfers wurde bereits von Braeunig et al. erw�ahnt [BOB90]. Das Gesamtspektrum
ergibt sich als Summe der Teilspektren zu den verschiedenen Bor-Zust�anden. Da das
Bor als Ejektil vorrangig im 1+1 -Grundzustand sowie im ersten 2+1 -Anregungszustand
vorliegt, ergibt sich f�ur das Spektrum eine in Abbildung 5.16 gut sichtbare Doppel-
struktur. F�ur die Theorie wurden insgesamt die vier Borzust�ande positiver Parit�at
aus der Tabelle 5.9 ber�ucksichtigt. Neben den bereits genannten, ein 0+1 und ein
weiterer 1+2 -Zustand. Da die Anregungszust�ande, also die 2

+
1 - 0

+
1 - und 1+2 -Zust�ande,

unter -Emission im Flug zerfallen, wurde in allen drei F�allen eine Dopplerverbrei-
terung �d, gem�a� der folgenden Gleichung

�d =

s
1

3

s
2Elab

mb
E (5.6)

ber�ucksichtigt.
Dabei wurde n�aherungsweise angenommen, da� der -Zerfall isotrop erfolgt und sich
damit in Vorw�artsrichtung bzw. R�uckw�artsrichtung des Ejektils mit der Masse mb,
durch Integration �uber alle Raumrichtungen eine mittlere Energiezunahme bzw. Ab-
nahme von einem Drittel der Wurzel der Gesamtenergie ergibt. Diese Gr�o�e wurde
als zus�atzliche Breite ber�ucksichtigt. Als -Energie wurden die Zerfallsenergien zum
Grundzustand eingesetzt. Die Wahrscheinlichkeit f�ur eine derartige Abregung wird
mit 96:8 (2+1 ) und > 85 (0+1 ) Prozent angegeben [Ajz85]. Da� diese Annahme rea-
listisch ist, zeigt sich auch dadurch, da� durch An�tten einer Lorentzkurve an die
experimentellen Peaks f�ur die beiden f 7

2
-Zust�ande tats�achlich eine zus�atzliche Breite
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f�ur den zweiten Peak erhalten werden konnte, die der so berechneten Dopplerbreite
�d entspricht.
Insgesamt kann man sehen, da� das Spektrum bis zu einer Anregungsenergie von et-
wa 15 MeV sehr gut beschrieben wird. Auch wenn einige Strukturen des Spektrums
nur teilweise erfasst werden, so wird der globale Verlauf richtig wiedergegeben. F�ur
h�ohere Energien werden h�ohere j-Zust�ande und weitere inelastische Streukan�ale des
41Sc an Bedeutung gewinnen. Au�erdem werden sich neben dem Dreik�orperendkanal
auch Vier- und F�unfk�orperkan�ale �o�nen. Diese sind in dem hier benutzten Ansatz
nicht zu beschreiben und k�onnen daher auch nicht ber�ucksichtigt werden. Schlie�lich
wurden auch einige Ejektilanregungszust�ande, n�amlich s�amtliche Borzust�ande mit
negativer Parit�at nicht mitber�ucksichtigt.
Zusammenfassend kann festgestellt werden, da� mit dem Kontinuums-QPC-Modell
realistische Partialwellenamplituden f�ur Kontinuumswellenfunktionen erhalten wer-
den k�onnen und damit deren Asymptotik festlegen. Verwendet man dann die so
festgelegten Einteilchenwellenfunktionen bei der Berechnung eines DWBA-Form-
faktors, so werden auf diese Weise komplizierte Anregungse�ekte mitber�ucksichtigt.
Die Partialwellenamplituden beschreiben bereits automatisch die richtige Lage und
Gr�o�e von resonanten Strukturen gleichg�ultig welche spezielle Reaktion betrachtet
werden soll. Dies ist der entscheidende Vorteil dieses hier vorgestellten Ansatzes.
Dabei ist bemerkenswert, da� bis auf die niedrigliegenden Rumpfanregungsenergien
des 40Ca explizit keine experimentellen Gr�o�en verwendet wurden um das Spektrum
zu beschreiben. Die Lage und auch die Breiten der Resonanzen des Restkerns 41Sc
ergaben sich allein aus dem mikroskopischen Modell.
Die Bedeutung des hier verwendeten mikroskopischen Ansatzes zeigt sich auch beim
Vergleich mit der entsprechenden semiklassischen Rechnung aus Abschnitt 4.3. Dort
wurden nur unkorrelierte Einteilchenwellenfunktionen zur Berechnung des Spek-
trums herangezogen. Obwohl die Energien dieser Einteilchenzust�ande an die ex-
perimentellen Werte angepasst wurden, konnte der Verlauf des Spektrums nur un-
befriedigend reproduziert werden. Dies zeigt ein Vergleich der Abbildungen 5.16 und
4.16. Insbesondere die tieiegende g 9

2
-Resonanz wird dramatisch �ubersch�atzt (spek-

troskopischer Faktor von 1 (!) im Einteilchenbild). Viele der kleineren Resonanzen,
deren spektroskopische Faktoren nicht so dramatisch vom Wert 1 abweichen, werden
allerdings auch in der semiklassischen N�aherung gut wiedergegeben. O�ensichtlich
kann die Dynamik der Transferreaktionen auch in der semiklassischen N�aherung
gut beschrieben werden. F�ur eine gute Beschreibung der Kernstruktureigenschaften
allerdings, scheint die Verwendung realistischer St�arkefunktionen, wie sie aus QPC-
Partialwellenamplituden erhalten werden k�onnen, unbedingt n�otig. Die Verwendung
von QPC-St�arkefunktionen in der semiklassischen N�aherung k�onnte daher eine in-
teressante Alternative zu der hier benutzten, numerisch sehr aufwendigen, DWBA
sein.
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Abbildung 5.14: Doppelt di�erentieller Wirkungsquerschnitt f�ur verschiedene
Ejektil- Restkernzust�ande.Das Ejektil ist durch Bildung eines p 3

2
-Lochzustandes aus

13C entstanden. Die Teilbilder zeigen die Aufschl�usselung in die Targetrestkern-
zust�ande. Diese Teilspektren werden vom �Ubergang in den stark fragmentierten
g 9
2
-Zustand des 41Sc dominiert. Wichtige Beitr�age liefern au�erdem die f 5

2
- und f 7

2
-

Zust�ande des Restkerns.
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Abbildung 5.15: Doppelt di�erentieller Wirkungsquerschnitt f�ur verschiedene
Ejektil- Restkernzust�ande. Das Ejektil ist durch Bildung eines p 1

2
-Lochzustandes

aus 13C entstanden. Die Teilbilder zeigen die Aufschl�usselung in die Targetrestkern-
zust�ande. Diese Teilspektren werden von f 5

2
- und g 9

2
-Zust�anden des 41Sc dominiert.

Wichtige Beitr�age liefert au�erdem der f 7

2
-Zustand des Restkerns.
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Abbildung 5.16: Doppelt di�erentieller Wirkungsquerschnitt der Reaktion
40Ca(13C;12B)41Sc bei einer Einschu�energie Elab = 650 MeV (Histogramm experi-
mentelle Daten).



Kapitel 6

Transfer und Pickup-Aufbruch-

Reaktionen von 12C auf 12C

In diesem Kapitel werden die Kontinuumsendkan�ale der Reaktion 12C auf 12C bei
344.5 MeV betrachtet. Diese Reaktion wurde von L. Jarczyk et al. [JKM92] gemessen
und bereits zum Teil von R. Siudak [Siu93] theoretisch untersucht. Diese Untersu-
chung erstreckte sich auf die inelastische Streuung von 12C auf 12C und erfolgte im
Rahmen der statistischen Mehrstufen-Direkten-Reaktionstheorie (MSDR).
Es zeigte sich, da� der gemessene Wirkungsquerschnitt oberhalb der Teilchenauf-
bruchschwelle im oben erw�ahnten Modell untersch�atzt wurde. Dort wurde schon
vermutet, da� 2-Stufen-Proze�e �uber Kontinuumstransferkan�ale von wesentlicher
Bedeutung sind. Man erh�alt diese Beitr�age durch Neutronen- und Protonen-Pickup-
Proze�e in die 11C +13 C� und 11B +13 N�-Partitionen. Bei den Ejektilen 13C� und
13N� handelt es sich hier um ungebundene Zust�ande die nach dem Transfer wie-
der in das entsprechende Nukleon und 12C zerfallen. Bei alleinigem, d.h. inklusivem
Nachweis von 12C ist daher ein derartiger Proze� von der inelastischen Streuung
nicht zu unterscheiden. Im ersten Abschnitt werden zun�achst Ergebnisse zu den bei-
den Transfers im reinen Einteilchenmodell, d.h. ohne Korrelationen berechnet und
mit dem entsprechenden Experiment von Jarczyk et al. verglichen. Im zweiten Ab-
schnitt werden QRPA-Anregungszust�ande von 12C sowie QPC-Zust�ande von 13C�

und 13N� betrachtet und deren Einu� auf den Transfer untersucht. Der letzte Ab-
schnitt dieses Kapitels ist dem Aufbruch und dem Beitrag zur inelastischen Streuung
vorbehalten.
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6.1 Proton- und Neutrontransfer in die 11B +13 N

bzw. 11C +13 C Endkan�ale

Zur Berechnung der Transferwirkungsquerschnitte wird in erster N�aherung eine
Exact-Finite-Range Distorted Wave Born Approximation (EFR-DWBA) verwen-
det. Die optischen Potentialparameter entstammen einer optischen Modellanalyse
von Jarczyk et al. [JKM90] f�ur die elastische Streuung von 12C auf 12C (siehe Ta-
belle 6.1 aus Referenz [JKM92]). Die verwendeten Potentiale wurden unter dem
Aspekt ausgew�ahlt, da� sie hohe Transparenz zeigen. J. G. Satchler [Sat89] hat in
einer Untersuchung gezeigt, da� Transferwirkungsquerschnitte sensitiv auf die ver-
wendeten Modellparameter reagieren und da� Potentiale mit hoher Transparenz zur
Berechnung von Transferwirkungsquerschnitten am besten geeignet sind. Im Gegen-
satz zu der im letzten Kapitel besprochenen Stripping-Reaktion, wurde daher auf
Grund der G�ute des optischen Potentials n�aherungsweise ein globaler Skalierungsfak-
tor vom Wert 1 angenommen. Jarczyk et al. pa�ten in ihrer Analyse ausgew�ahlter
�Uberg�ange, die Produkte der spektroskopischen Faktoren an das Experiment an.
Die Bestimmung der spektroskopischen Faktoren f�ur die Teilchenzust�ande erfolg-
te dann aus diesen Produkten mit den theoretischen spektroskopischen Faktoren
der Lochzust�ande von Cohen und Kurath. Damit sind nat�urlich die m�oglichen Un-
sicherheiten des optischen Potentials implizit in den spektroskopischen Faktoren
enthalten. Berechnet man in DWBA, wie hier beschrieben, auch den strukturlosen
Kontinuumsuntergrund respektive das gesamte Kontinuum, dann erh�alt man eine
bessere Referenzgr�o�e zum Experiment. Mit ihr ist die Bestimmung einer geeigneten,
gemittelten Normierungskonstante m�oglich. Diese kann dann bei der Bestimmung
der spektroskopischen Faktoren f�ur signi�kante �Uberg�ange ber�ucksichtigt werden.
Wie eine derartige Normierung erfolgen sollte, wird hier beim Anpassen der Z�ahl-
raten, also einer Relativgr�o�e, auf die theoretischen Rechnungen demonstriert. Da
au�er wenigen ausgew�ahlten �Uberg�angen keine Absolutdaten vorlagen, war die Be-
stimmung eines realistischen Skalierungsfaktors zwischen Messung und Rechnung
allerdings nicht m�oglich. Es wurde daher auch der Wert 1 angenommen.

Reaktion V0 [MeV] r0 [fm] a0 [fm] Wi [MeV] ri [fm] ai [fm] Referenz
12C +12 C 175.0 0.6913 0.90 25.0 1.13 0.5837 [JKM92]

Tabelle 6.1: Modellparameter f�ur das verwendete optische Potential.

Der hier betriebene numerische Aufwand zur Bestimmung des Kontinuums, ist
nat�urlich ziemlich gro�, da man bei der Berechnung des Formfaktors, wie bereits
im Abschnitt 2.1 beschrieben, Einteilchenwellenfunktionen f�ur verschiedene (`; j) zu
kontinuierlicher Energie ermitteln mu�. Um einen direkten Vergleich mit dem Ex-
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periment zu erm�oglichen, sind mit der "Well-Depth"-Methode die Energien promi-
nenter gebundener sowie resonanter Zust�ande, an experimentell bekannte Energien
anzupassen (siehe Tabelle 6.2 ). Mit dem auf diese Weise bestimmten Potential wur-
den dann auch die anderen nichtresonanten Zust�ande zum selben (`; j) bestimmt.
F�ur die Bestimmung der �ubrigen nichtresonanten Streuzust�ande fand ein von Bohr
und Mottelson [BoM69] angegebenes Potential mit einer energieabh�angigen Potenti-
altiefe von V0 = 52 MeV �0:3 E (Anregungsenergie oberhalb der Teilchenaufbruch-
schwelle) Verwendung.

Protonen Neutronen

Niveau Esp [MeV] V0 Niveau Esp [MeV] Vo

1p 1

2
-1.945 45.37 1p 1

2
-4.946 45.41

2s 1
2

0.421 res 57.16 2s 1
2

-1.857 57.97

1d 5

2
1.604 res 55.27 1d 5

2
-1.09 55.63

Tabelle 6.2: Einteilchenenergien prominenter Zust�ande und dazugeh�orige Potentialparameter zu

einem 12C-Rumpf ([Ajz86]). Niveaus mit positiver Energie sind Resonanzzust�ande und werden mit
res abgek�urzt.

Um das Kontinuum gut abtasten zu k�onnen, wurden im Bereich der Resonanzen
auf einem engen Raster von Einteilchenenergien DWBA-Rechnungen durchgef�uhrt.
Ber�ucksichtigt wurden alle Einteilchenzust�ande mit den Spins s 1

2
bis h 11

2
mit einer

maximalen Einteilchenenergie von 40 MeV oberhalb der Teilchenaufbruchschwelle.
Der doppelt-di�erentielle Gesamtwirkungsquerschnitt im Kontinuum wurde durch
Summation �uber diese Einteilchenwirkungsquerschnitte erhalten. Um ein m�oglichst
vollst�andiges Spektrum zu erhalten, wurden zudem verschiedene Lochzust�ande im
Target ber�ucksichtigt. Deren spektroskopische Faktoren als auch Energien sind den
Tabellen 4.2 und 4.3 im Abschnitt 4.3 (Seite 123) zu entnehmen. Zuletzt wurden die
erhaltenen Spektren mit einer Lorentzkurve (Faltungsbreite � = 0:7 MeV) gefaltet.
In der Abbildung 6.1 sind f�ur verschiedene Schwerpunktwinkel die doppelt di�eren-
tiellen Wirkungsquerschnitte, sowie die Beitr�age der drei wichtigsten Lochzust�ande
mit spektroskopischen Faktoren von Cohen und Kurath [CoK67] (siehe Tabelle 4.3),
gezeigt. Da es sich ausschlie�lich um p-Zust�ande handelt sind signi�kante Unter-
schiede nicht zu erkennen. Die resonanten Strukturen im Spektrum sind durch die
prominenten 1p 1

2
und 1d 5

2
Teilchenzust�ande des Ejektils 13N aus Tabelle 6.2 be-

stimmt. Die sehr schmale 2s 1
2
-Resonanz liefert kaum Beitrag. Dies ist im Detail in

Abbildung 6.2 zu sehen. Hier sind die einzelnen Lochzust�ande in 11B f�ur �cm = 150

(mittleres Bild in Abbildung 6.1) aufgeschl�usselt in Betr�age der Teilchenzust�ande zu
sehen. Man sieht einerseits die Resonanzen der einzelnen Teilchenzust�ande, ande-
rerseits die Energieabh�angigkeit der Teilchenbeitr�age oberhalb der Resonanzregion.
Die durchaus vorhandene Energieabh�angigkeit summiert sich jedoch insgesamt zu
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einem sehr glatten Verlauf in den Abbildungen 6.1 und 6.2. �Uber die Bedeutung der
einzelnen Teilchenzust�ande kann man folgendes sagen: Mit zunehmender Energie
oberhalb der Teilchenaufbruchschwelle nimmt die Bedeutung von Einteilchenstreu-
zust�anden mit gro�em Spin zu. Im allgemeinen erh�alt man f�ur die verschiedenen
partiellen Wirkungsquerschnitte bei einer bestimmten Teilchenenergie ein Maximum
(siehe Abbildung 6.2). Auch zeigt sich hier, da� die in Abschnitt 4.2 auf Seite 103 be-
schriebenen �Ubergangsschemata zu beobachten sind. So ist zum Beispiel der Transfer
des Spin-Bahn-Kopplungsschema p 1

2
! d 3

2
gegen�uber der Kombination p 3

2
! d 3

2
f�ur

hohe Anregungsenergien unterdr�uckt, w�ahrend das Schema p 1

2
! d 5

2
im Vergleich zu

p 3

2
! d 5

2
bevorzugt ist. Ferner sieht man, da� �Uberg�ange in Zust�ande mit j� = `�+

1
2

f�ur hohe Energien bevorzugt sind. Besonders wichtig sind im betrachteten Energie-
bereich die d 5

2
, f 7

2
und g 9

2
-Zust�ande.

Die Spektren aus den Abbildungen 6.1 und 6.2 sind Protonentransfers. Tats�achlich
sehen die Neutronenspektren nahezu identisch aus (Spiegelkerne !), obwohl die pro-
minenten Neutronenteilchenzust�ande gebundene Zust�ande sind. In den beiden Ab-
bildungen 6.3 und 6.4 sind daher die Proton- und Neutron-Transferspektren (in
linearer Darstellung) zu sehen. (Die oberen Bilder zeigen die Wirkungsquerschnit-
te f�ur BCS-Lochzust�ande, die unteren f�ur Lochzust�ande nach Cohen und Kurath.)
Hier sind, wie bereits in den Abbildungen 6.1 und 6.2, die Beitr�age der 11B- bzw.
11C-Grundzust�ande und der ersten Anregungszust�ande als Teilspektren zu sehen.
Im wesentlichen wird die globale Struktur des Spektrums durch diese �Uberlagerung
von Teilspektren beschrieben. In Abbildung 6.5 werden schlie�lich die experimen-
tellen Daten (Histogramm) mit den berechneten Ergebnissen f�ur die doppelt di�e-
rentiellen Wirkungsquerschnitte im Laborsystem verglichen. (Transformation siehe
Anhang B). Die Daten lagen als Z�ahlraten vor und mussten daher skaliert wer-
den, wobei hier als Skalierungsfaktor das Verh�altnis der au�ntegrierten Spektren
verwendet wurde. Ein absoluter Vergleich der Rechnungen mit dem Experiment
konnte nur f�ur ausgew�ahlte �Uberg�ange erfolgen. Dies geschah z. B. f�ur die di�e-
rentiellen Wirkungsquerschnitte der �Uberg�ange bei 316 MeV Laborenergie (Proton-
und Neutron-Sripping), die quantitativ ohne Einf�uhrung weiterer Skalierungsgr�o�en
erhalten werden konnten. Bis auf die Resonanzen bei 318 MeV Laborenergie die
deutlich untersch�atzt wurden, liegen die anderen tieiegende Strukturen relativ gut
auf den skalierten Z�ahlraten.
Unten in den Bildern der Abbildung 6.5, sieht man die doppelt di�erentiellen Wir-
kungsquerschnitte der entsprechenden Pickup-Reaktionen. Beim Pickup zerf�allt ober-
halb der Teilchenaufbruchschwelle das Ejektil noch im Flug, soda� nur gebundene
13N bzw. 13C-Zust�ande im Detektor nachweisbar sind und daher bei einer theoreti-
schen Berechnung ber�ucksichtigt werden d�urfen. Dies bedeutet, da� f�ur das 13N -
Ejektil, da� ausschlie�lich im Grundzustand gebunden vorliegt, die ersten 11B-
Anregungszust�ande deutlich zu erkennen sind. Tats�achlich zeigen das theoretische
und experimentelle Spektrum genau diese Signatur, n�amlich drei Anregungszust�ande
(siehe das Teilbild links unten in der Figur 6.5) . Im Falle des 13C-Ejektils liegen meh-
rere gebundene Zust�ande des Ejektils vor, im wesentlichen der Grundzustand und
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der d 5

2
-Anregungszustand. Letzterer ist aber extrem kurzlebig (12.4 psec [Ajz86])

und wird daher bereits auf dem Weg zum Detektor zerfallen und eine gro�e Dopp-
lerbreite durch den -Zerfall zeigen. Auch dieser Sachverhalt ist dem Experiment zu
entnehmen. Die berechneten Wirkungsquerschnitte f�ur Stripping und Pick-Up wur-
den wegen der Zeitumkehrinvarianz aus demselben Wirkungsquerschnitt im Schwer-
punktsystem ermittelt. F�ur den Pick-Up wurden dann aber nur gebundene Zust�ande
ber�ucksichtigt. Die �Ubereinstimmung zwischen theoretischen und berechneten Spek-
tren ist dabei nicht nur qualitativ sondern auch quantitativ gut.
Dies gilt auch f�ur die Winkelverteilungen f�ur verschiedene Endzust�ande, die in Abbil-
dung 6.6 gezeigt sind. Dabei kann generell festgestellt werden, da� diese Winkelver-
teilungen relativ wenig Struktur zeigen, was auch ein Hinweis f�ur die �Uberlagerung
verschiedener �Uberg�ange im selben Energieintervall ist. Explizit wurden Vergleiche
mit starken experimentellen �Uberg�angen, die gefunden wurden, gemacht. Im einzel-
nen wurden die Resonanzen bei den Anregungsenergien relativ zum Grundzustand
von 7:37 MeV und 9:16 MeV f�ur den Protontransfer und bei 7:70 MeV und 9:79
MeV f�ur den Neutrontransfer, untersucht.
Um eine bessere Diskussion des hier verwendeten Ansatzes zu erm�oglichen, wurden
au�erdem entsprechend dem Vorgehen von L. Jarczyk et al. [JKM92], �Uberg�ange
in bestimmte Einteilchenresonanzzust�ande bei den angegebenen Energien in DW-
BA ermittelt. Bei der Berechnung des Formfaktors wurde dabei wie folgt vorgegan-
gen: Durch Anpassen der Potentialtiefe wurden Streuwellen mit einem Phasenwinkel
von �=2 ermittelt. Die Normierung der Wellenfunktionen dieser resonanten, unge-
bundenen Zust�ande erfolgte dabei im Ortsraum bis zum ersten externen Knoten
der Radialwellenfunktion (Ortsraumormierung auf 1 !). Die so erhaltenen DWBA-
Wirkungsquerschnitte wurden mit den in [JKM92] angegebenen spektroskopischen
Faktoren multipliziert. Bei diesem Ansatz ergaben sich zu den Streuwellen bei der
Anpassung teilweise unrealistisch tiefe Potentiale von �uber 100 MeV. Diese Tatsa-
che und auch der Umstand, da� die spektroskopischen Faktoren, die R. J. Peterson
[PeH80] f�ur die Reaktion 12C(3He; d)11B angibt, wesentlich kleiner sind, l�asst vermu-
ten, da� es sich bei den oben genannten resonanten Strukturen nicht um �Uberg�ange
zu bestimmten Teilchenzust�anden handelt. Im Besonderen gilt dies f�ur die Resonanz
bei 9:16 bzw. 9:79 MeV. Jarczyk et al. nahmen bei ihren DWBA-Rechnungen an, da�
es sich dabei um eine reine g 9

2
-Resonanz handelt. Hier durchgef�uhrte Rechnungen

konnten diese experimentelle Winkelverteilung durch Summation der verschiedenen
Teilchen- und Lochkomponenten beschreiben. Von besonderer Bedeutung erwies sich
dabei der �Ubergang in den angeregten p 3

2
-Lochzustand des 11B bzw. 11C und den d 5

2
-

Teilchenzustand des 13N bzw. 13C. Wie im n�achsten Abschnitt 6.2 diskutiert wird,
ist in diesem Peak allerdings auch resonante g 9

2
-St�arke enthalten. Die tieiegende

Resonanz bei 7:36 respektive 7:70 MeV konnte in dem hier gemachten Ansatz nicht
gefunden werden. Dieser Peak ist erst im QPC-Modell zu erhalten. Allerdings liefert
der Untergrundanteil alleine bereits die H�alfte der experimentellen St�arke und eine
�ahnliche Winkelverteilung. Diese Tatsache zeigt den enormen Einu� des struktur-
armen Untergrunds. Wie sp�ater gezeigt wird, handelt es sich bei diesem Peak um
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einen komplizierteren Anregungszustand. Hinweise daf�ur �nden sich auch in den
Referenzen von [Ajz86].
Der hier vorgestellte vereinfachte Ansatz ohne QPC-Korrelationen erhebt nicht den
Anspruch das entsprechende Experiment im Detail beschreiben zu k�onnen. Insbeson-
dere in einem Energieintervall von 0.0 bis 10.0 MeV oberhalb der Teilchenaufbruch-
schwelle k�onnen mit diesem Ansatz nicht alle experimentell gefundenen Resonan-
zen, wie oben erw�ahnt, erhalten werden. Dies ist erst im Rahmen des QPC-Modells
m�oglich. F�ur noch h�ohere Anregungsenergien, allerdings ist die Zustandsdichte in
den auslaufenden Kan�alen so hoch, da� resonante Strukturen gegen�uber dem struk-
turlosen Kontinuum kaum mehr aufzul�osen sind. Daher ist die globale Beschreibung
des Spektrums in diesem Bereich auch quantitativ gut mit dem Experiment ver-
gleichbar.
Die in diesem Ansatz gefundenen Resultate k�onnen daher, auf Grund ihrer guten
�Ubereinstimmung mit dem Experiment, als Eingangsgr�o�en f�ur den globalen Pickup-
Breakup-Proze� zur inelastischen Streuung, der in Abschnitt 6.3 beschrieben wird,
verwendet werden. Da beim Aufbruch resonante Strukturen durch die Kinematik
stark verschmiert werden, w�are eine Verwendung der im n�achsten Abschnitt vorge-
stellten QPC-Wirkungsquerschnitte f�ur den Aufbruch unn�otig aufwendig.
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Abbildung 6.1: Energiegemittelter, inklusiver doppelt di�erentieller Transferwir-
kungsquerschnitt (Faltungsbreite � = 0:7 MeV) aus einer DWBA-Rechnung mit
unkorrelierten Einteilchenzust�anden f�ur den Protonentransfer 12C(12C;11B)13N� bei
Elab = 344:5 MeV zu verschiedenen Schwerpunktwinkeln. Es sind die Beitr�age der
Lochzust�ande �p�13

2

(gs) (gepunktet), �p�11
2

(1:7 MeV) (gestrichelt) und �p�13
2

(5:39

MeV) (strich-punktiert) gezeigt.
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Abbildung 6.2: Energiegemittelter, doppelt di�erentieller Transferwirkungsquer-
schnitt wie in Abbildung 6.1 bei einem Schwerpunktwinkel von �cm = 150. Es sind
die Beitr�age verschiedener Teilchenzust�ande f�ur verschiedene Lochzust�ande in 11B
zu sehen.
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Abbildung 6.3: Energiegemittelter, inklusiver Transferwirkungsquerschnitt f�ur Pro-
tonen wie in Abbildung 6.1, in linearer Darstellung. F�ur die Lochzust�ande wurden
im oberen Bild spektroskopische Faktoren aus BCS-Rechnungen, im unteren Bild
Ergebnisse von Cohen und Kurath verwendet [CoK67].
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Abbildung 6.4: Energiegemittelter, inklusiver Transferwirkungsquerschnitt wie in
Abbildung 6.3, jedoch f�ur den Neutronentransfer 12C(12C;11C)13C�. F�ur die Loch-
zust�ande wurden im oberen Bild spektroskopische Faktoren aus BCS-Rechnungen,
im unteren Bild Ergebnisse von Cohen und Kurath verwendet [CoK67].
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Abbildung 6.5: Energiegemitteltes, inklusives Spektrum aus DWBA-Rechnungen mit
unkorrelierten Einteilchenzust�anden, dargestellt im Laborsystem bei den Laborwin-
keln 6:50 und 7:50. Die experimentellen Werte von L. Jarczyk et al. [JKM92] sind
als Histogramm dargestellt. In den oberen beiden Bildern sind Stripping-Reaktionen
dargestellt, in den unteren Bildern Pickup-Reaktionen.
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Abbildung 6.6: Winkelverteilungen im Schwerpunktsystem f�ur Anregungsenergien
von 7:37 MeV (links oben), 7:70 MeV (links unten), 9:16 MeV (rechts oben) und
9:79 MeV (rechts unten). Gezeigt werden experimentelle Ergebnisse von [JKM92],
DWBA-Rechnungen f�ur Einteilchenresonanzen von [JKM92] und eigene Rechnungen
ohne Korrelationen (Theorie inklusiv).
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6.2 QRPA und QPC-Anregungszust�ande f�ur 13C

und 13N

Im letzten Abschnitt wurden die Neutron- und Proton-Transferreaktionen
12C(12C;11C)13C� und 12C(12C;11B)13N� berechnet, wobei die gebundenen und un-
gebundenen Teilchenzust�ande in 13C� und 13N� in einem reinen Einteilchen-Potential-
modell beschrieben wurden. Diese Beschreibung ergab bereits eine befriedigende
�Ubereinstimmung mit den experimentellen Spektren in Abbildung 6.5. Allerdings
konnten einige kleinere Strukturen nicht erkl�art werden. Die Behandlung erfolgte ja
auch nicht auf dem gleichen Niveau wie die in Abschnitt 5.4 vorgestellte Beschrei-
bung der Transferreaktion zu 41Sc, wo die Einteilchenst�arke durch QPC-Zust�ande
beschrieben wurde.
Der Vollst�andigkeit halber soll deshalb in diesem Abschnitt die Beschreibung der
12C +12 C- Transferreaktion ebenfalls innerhalb der QPC-Theorie erfolgen. Es wird
interessant sein, ob sich die Beschreibung noch verbessern l�a�t. Es ist allerdings
schon a priori zu erwarten, da� 13C und 13N keine idealen Kandidaten f�ur eine
QPC-Beschreibung sind, da der zu Grunde liegende Rumpf 12C klein ist und die
separate Behandlung von Rumpfanregungen und Teilchenzust�anden sicher schlech-
ter gerechtfertigt ist. Hinzu kommt, da� 12C intrinsisch stark deformiert ist, und
daher die Rumpfanregungen besser in einem deformierten Rotations- Vibrationsmo-
dell zu beschreiben sind. Wie bereits erw�ahnt, war die Behandlung der 12C +12 C-
Transferreaktion dadurch motiviert die Aufbruch-Reaktionen, die im n�achsten Ab-
schnitt behandelt werden, zu beschreiben. Wegen der zus�atzlichen Verschmierung
aller Strukturen beim Aufbruch ist die Verwendung der QPC-Theorie an sich nicht
n�otig. Es wird daher auch nur eine der vier im letzten Abschnitt diskutierten Trans-
ferreaktionen exemplarisch behandelt. Die Ergebnisse werden auch nicht zur Be-
schreibung der Aufbruchreaktion eingesetzt.
Das Vorgehen in diesem Abschnitt ist analog zu dem in Kapitel 5. Es werden
zun�achst Quasiteilchenzust�ande in der BCS-Theorie erzeugt, dann werden Rumpf-
anregungen in der QRPA-Theorie diskutiert, und schlie�lich die St�arkefunktionen
bzw. Partialwellenamplituden im QPC-Modell ermittelt. Mit diesen Gr�o�en wird
dann exemplarisch die Transferreaktion 12C(12C;11B)13N� berechnet.
Ausgangspunkt der Berechnung der 12C-Zust�ande ist eine BCS-Rechnung mit kon-
stanter Paarkraft. Die St�arke dieser Paarkraft G wurde so gew�ahlt, da� sich die
aus Massendi�erenzen abgeleiteten experimentellen Werte der GAP-Parameter �
ergaben [NeA62]. Die Werte von G ergeben sich dabei als wesentlich h�oher als die
�ublichen Standardwerte. Dies ist allerdings nicht �uberraschend, da bei der Berech-
nung nur Proton-Proton und Neutron-Neutron-Paarung ber�ucksichtigt wurde. Da
die Unterschiede zwischen Protonen- und Neutroneneinteilchenenergien beim 12C
nur gering sind, sollte eigentlich auch Proton-Neutron-Paarung ber�ucksichtigt wer-
den. Au�erdem handelt es sich bei 12C im Grundzustand um einen Kern mit ob-
later Form. Dies bedingt eine Ausschmierung der Besetzungswahrscheinlichkeit der
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entsprechenden sp�arischen Einteilchenzust�ande. Die genannten Vernachl�assigungen
werden durch die Verwendung einer gro�en Neutron-Neutron- bzw Proton-Proton-
Paarkraft zumindest teilweise ber�ucksichtigt. Die Parameter f�ur die BCS-Rechnung
sind in der Tabelle 6.3 zu �nden. Die Teilchen- bzw. Lochenergien sowie die Beset-
zungszahlen sind in Tabelle 6.4 aufgef�uhrt.

Protonen Neutronen

G [MeV] 47.0 47.0
� [MeV] 5.07 5.04
� [MeV] -6.73 -9.74

Tabelle 6.3: Paarkraft G, Gap-Parameter � und chemisches Potential � f�ur Protonen und Neu-

tronen im 12C.

Protonen Neutronen

Niveau Ei [MeV] v2i Niveau Ei [MeV] v2i
1s 1

2
-29.56 0.985 1s 1

2
-33.43 0.986

1p 3

2
-15.87 0.852 1p 3

2
-18.85 0.853

1p 1

2
-1.25 0.311 1p 1

2
-4.29 0.308

Tabelle 6.4: BCS-Teilchen- und Lochenergien sowie Besetzungszahlen v2i f�ur Protonen und Neu-

tronen im 12C. Die Berechnung erfolgte mit den in Tabelle 6.3 aufgef�uhrten Parametern.

Mit diesen Quasiteilchenzust�anden wurden dann QRPA-Anregungszust�ande ent-
sprechend Abschnitt 3.1 berechnet. Durch Verwendung eines Normierungsparame-
ters f�ur die QRPA-Restwechselwirkungen wurden die tieiegenden Zust�ande, die
sp�ater bei der Berechnung des QPC-Massenoperators von besonderer Bedeutung
sind, an die Energien experimentell bekannter Zust�ande von 12C angepasst. Unter-
halb von 10 MeV Anregungsenergie sind dabei drei Anregungszust�ande des 12C zu
�nden: bei 4:44 MeV ein 2+1 -Zustand, bei 7:65 MeV ein 0+2 -Zustand und bei 9:64 MeV
ein 3�1 -Zustand (siehe [Ajz85] und Tabelle 6.5). Die Berechnung dieser Zust�ande er-
folgte analog den Ausf�uhrungen aus Abschnitt 5.4.
Wie ebenfalls dort beschrieben, k�onnen aus den Zustandsamplituden Deformations-
parameter �c� ermittelt werden (Gleichung (5.4)). Die berechneten Energien und
Deformationsparameter sind in Tabelle 6.5 mit den experimentellen Gr�o�en ver-
glichen, wobei auch die Normierungsparameter angegeben sind. Es zeigt sich, da�
die Deformationsparameter f�ur die 2+1 und 3�1 -Zust�ande um den Faktor 1:5 bis 2
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gr�o�er sind als die entsprechenden experimentell gewonnenen Gr�o�en �exp� f�ur ein
kollektives Rotations-Vibrations-Modell. Besonders f�ur den 2+-Zustand ist diese
�Ubersch�atzung typisch, da man wei�, da� dieser Zustand auch wesentlich 2p-2h-
bzw. Mehrphonon-Beitr�age enth�alt. Dieses Resultat wurde bereits von R. Siudak
best�atigt [Siu93] und ist auch aus anderen Rechnungen bekannt, bei denen einfache
Teilchen-Loch-Anregungen angenommen wurden. So ermittelten P. D. Greaves et
al. [GHL71] im Experiment Wirkungsquerschnitte und Analysierst�arken f�ur inela-
stische Protonenstreuung an 12C bei 30:4 MeV Einschu�energie. Sie verglichen ihre
experimentellen Resultate mit Coupled-Channel-Rechnungen mit mikroskopischen
Formfaktoren, in denen die ersten drei angeregten Zust�ande durch einfache Teilchen-
Loch-Anregungszust�ande beschrieben wurden, die n�aherungsweise den dominanten
Komponenten der hier berechneten QRPA-Zust�anden entsprechen. Die �Ubereinstim-
mung mit dem Experiment war f�ur die 2+1 - und 0+2 -Zust�ande relativ schlecht, was
darauf hinweist, da� eine kollektive Beschreibung notwendig ist. Nur der 3�1 -Zustand
konnte mit einer dominanten (1p�13

2

1d 5

2
)-Kon�guration gut beschrieben werden. Die

von P. D. Greaves et al. ebenfalls angegebenen Rechnungen f�ur ein kollektives Mo-
dell reproduzieren die experimentellen Daten insgesamt besser.
Dieser Sachverhalt wurde auch von G. R. Satchler [Sat67] erw�ahnt. Satchler ermit-
telte die Deformationsparameter �exp� des kollektiven Modells f�ur die inelastische
Protonenstreuung auf 12C bei 46 MeV Einschu�energie. Zu verschiedenen optischen
Potentialen wurden Werte von 0:61 bis 0:90 f�ur �

exp
2 und 0:41 bis 0:64 f�ur �

exp
3 gefun-

den. F�ur die Beschreibung der 0+2 -Anregung erwies sich allerdings auch das kollekti-
ve Modell als unzureichend. Satchler untersuchte sowohl Di�usivit�ats (a)- als auch
Radius (R)-Vibrationen zu verschiedenen optischen Potentialen f�ur die Monopol-
Mode. Beide Ans�atze konnten die experimentellen Wirkungsquerschnitte nur quali-
tativ beschreiben. F�ur den Deformationsparameter �

exp
0 ergaben sich Werte zwischen

0:40 und 0:60. Im Rahmen dieser Untersuchung zeigte Satchler, da� der 0+2 -Zustand
m�oglicherweise durch Mehrstufenanregungen, z. B. �uber den 2+1 -Zustand, bev�olkert
wird. Bei Ber�ucksichtigung von direkter und mehrstu�ger Anregung stimmen die
so erhaltenen Winkelverteilung der Wirkungsquerschnitte gut mit dem Experiment
�uberein.
Auch neuere Resultate f�ur die Deformationsparamter, die aus inelastischer Neutro-
nenstreuung an 12C bei Einschu�energien zwischen 16:5 und 22:0 MeV (Olsson et
al. [OTR89]) bzw. zwischen 20:8 und 26:0 MeV (Meigooni et al [MFP85]) erhalten
wurden, best�atigen die Ergebnisse f�ur die Deformationsparameter von Satchler zu-
mindest f�ur die 2+ und 3�-Anregung. Olsson et al. fanden z. B. einen Wert von 0:65
bzw. 0:55 f�ur �

exp
2 bzw. �exp3 . Signi�kante Unterschiede ergaben sich aber wieder bei

der Behandlung 0+2 -Anregung im kollektiven Modell. In einem k�urzlich erschienenen
Artikel von Chiba et al. [CIY97] wird die G�ultigkeit eines symmetrischen Rotations-
Vibrations-Modells f�ur die Berechnung von 12C-Anregungen daher auch in Frage
gestellt. Chiba et al. k�onnen die di�erentiellen Wirkungsquerschnitte f�ur die ver-
schiedenen Anregungen in einer Coupled-Channel-Analyse unter Verwendung eines
"weichen" Rotationsmodells gut beschreiben. Dies gilt auch f�ur den 0+2 -Zustand. Al-
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lerdings erhalten sie aus ihrem Modell eine prolate Quadrupoldeformation f�ur den
Grundzustand, was im Wiederspruch zur �ublichen Annahme einer oblaten Deforma-
tion steht. Andererseits w�urde die prolate Deformation in guter �Ubereinstimmung
mit dem Konzept einer "linearen Kettenstruktur" von drei �-Teilchen f�ur die Anre-
gungszust�ande von 12C stehen, ein Ansatz der ebenfalls in der Literatur zu �nden
ist.
Die obige Diskussion zeigt, da� die Beschreibung der 12C-Anregungszust�ande im
sph�arischen QRPA-Modell nur sehr n�aherungsweise m�oglich ist. Insofern ist die
Beschreibung mit angepassten Parametern nur als e�ektive Beschreibung zu be-
trachten, in der komplizierte Strukture�ekte verborgen sind. Insgesamt ist aber die
Korrespondenz zu den experimentellen Werten in Tabelle 6.5 gen�ugend gut, soda�
diese Zust�ande zur Beschreibung der Rumpfdynamik verwendet werden k�onnen.
Die theoretisch ermittelten Werte f�ur die Deformationsparameter sind gr�o�er als die
experimentellen Werte. Dies mu� bei der mikroskopischen Berechnung der QPC-
Restwechselwirkung durch Verwendung einer geeigneten Normierungskonstante be-
r�ucksichtigt werden. Bei den hier durchgef�uhrten QPC-Rechnungen wurde ein glo-
baler Wert von 0:5 als Normierung verwendet.

Niveau 0+2 1� 2+1 3�1
Eexp [MeV] 7.654 0.0 4.439 9.641

�exp� 0.40..0.60 ... 0.61..0.90 0.41..0.64
EQRPA [MeV] 7.65 0.0 4.442 9.645

�c� 0.47 ... 1.15 0.659
Normierung 0.523 1.090 1.207 2.255

Tabelle 6.5: Tieiegende Anregungszust�ande im 12C. Experimentelle Anregungsenergien aus

[Ajz85], Deformationsparameter aus [Sat67] und mit den Normierungsparametern angepasste

QRPA-Energien und Deformationsparameter. Bei dem 1�-Zustand handelt es sich um den spurio-

sen Schwerpunktszustand f�ur den kein Deformationsparameter zu ermitteln ist.
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Abbildung 6.7: �Ubergangsst�arken f�ur die nat�urlichen Parit�aten 0+ bis 3� f�ur skalare,
isoskalare Wechselwirkung (S=0, T=0), sowie skalare, isovektorielle Wechselwirkung
(S=0, T=1).



6.2. QRPA und QPC-Anregungszust�ande f�ur 13C und 13N 181

0.0 10.0 20.0 30.0
Ec [MeV]

0.000

0.020

3
+
 (λ = 2)

3
+
 (λ = 4)

0.000

0.020

S 
[M

eV
-1
] 

2
-
 (λ = 1)

2
-
 (λ = 3)

0.000

0.010

1
+
 (λ = 0)

1
+
 (λ = 2)

0.000

0.005

0.010

0
-
 (λ = 1)

0.0 10.0 20.0 30.0
Ec [MeV]

0.000

0.020

3
+
 (λ = 2)

3
+
 (λ = 4)

0.000

0.020

2
-
 (λ = 1)

2
-
 (λ = 3)

0.000

0.010

1
+
 (λ = 0)

1
+
 (λ = 2)

0.000

0.005

0.010

0
-
 (λ = 1)

    

   

   

    

 

 

 

Abbildung 6.8: �Ubergangsst�arken f�ur die unnat�urlichen Parit�aten 0� bis 3+ f�ur
vektorielle, isoskalare Wechselwirkung (S=1, T=0), sowie vektorielle, isovektoriel-
le Wechselwirkung (S=1, T=1).
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Um einen besseren �Uberblick zu gewinnen, wurden zu den QRPA-Zust�anden ener-
giegemittelte St�arkefunktionen berechnet. Diese energiegemittelten QRPA-St�arke-
funktionen sind f�ur Gesamtspins J = 0 � 3 f�ur S = 0-�Uberg�ange in Abbildung
6.7 und f�ur Spinip-�Uberg�ange S = 1 in Abbildung 6.8 jeweils f�ur T = 0 und
1 gezeigt. Wie oben ausf�uhrlich diskutiert, werden unterhalb von 10 MeV Anre-
gungsenergie drei prominente Zust�ande mit gro�er St�arke erhalten. Sie sind in den
linken Teilbildern der Abbildung 6.7 zu sehen. Als eine signi�kante Struktur ist auch
die isovektorielle Dipolst�arke (1�; T = 1), der Dipolriesenresonanz zu erkennen, die
einen charakteristischen Doppelpeak zeigt und aus experimentellen und theoreti-
schen Untersuchungen wohlbekannt ist. Au�erdem �ndet man bei etwa 13 MeV die
beiden isoskalaren und isovektoriellen 1+-Zust�ande, sowie bei 16 MeV Beitr�age der
isovektoriellen 2�-Anregung (Abb. 6.8). Im Experiment werden diese Zust�ande bei
12:7, 15:11 und 16:11 MeV beobachtet [Ajz85]. Im Gegensatz zu Kernen mit gr�o�erer
Massenzahl sind weitere Riesenresonanzen nur andeutungsweise zu erkennen. So die
Quadrupolriesenresonanz (2+) bei etwa 27 MeV und eine Oktopolresonanz (3�) bei
22 MeV. Kontinuierliche St�arke ist ab Energien > 15 MeV zu sehen. Dies entspricht
ungef�ahr der Separationsenergie des Protons aus dem 12C-Rumpf.
Im n�achsten Schritt werden jetzt durch Ankopplung von Quasiteilchenzust�anden
an die QRPA-Zust�ande, realistische 3-QT-Zust�ande berechnet. Die Bestimmung der
Einteilchenzust�ande erfolgt im �ubrigen wieder zu einem konstanten Schalenmodell-
potential. Mit Ausnahme der s- und p-Zust�ande wurden dabei f�ur alle Zust�ande
die selben Geometrieparameter und Potentialtiefen verwendet. Aus einer QPC-
Rechnung wie in Abschnitt 3.2 beschrieben und analog zu Abschnitt 5.4, lassen sich
dann realistische Partialwellenamplituden ermitteln. Exemplarisch sind die Quadra-
te dieser elastischen Protonen-und Neutronenpartialwellenamplituden f�ur die p-, d-
und f-Streuzust�ande in den Abbildungen 6.9 bis 6.11 gezeigt. Die zugeh�origen Ein-
teilchenst�arkefunktionen und die kumulierten St�arken sind in den Abbildungen 6.12
und 6.13 zu sehen. Au�erdem sind tieiegende Anregungszust�ande und experimen-
telle Ergebnisse in den beiden Tabellen 6.6 und 6.7 aufgef�uhrt. Zun�achst f�allt die
gro�e �Ahnlichkeit zwischen Neutronen- und Protonenzust�anden auf. Es �nden sich
relativ zum Grundzustand f�ur das Spiegelkernsystem 13C und 13N nahezu iden-
tische Anregungen. Diese haben allerdings wegen der verschiedenen Lage relativ
zur Schwelle, erwartungsgem�a�, unterschiedliche Breiten. Auch sind einige Neutro-
nenzust�ande bereits gebunden, w�ahrend die entsprechenden Protonenzust�ande als
Resonanzen vorliegen. Besonders interessant ist hier der d5=2-Zustand (siehe Ab-
bildung 6.13). Ohne die Ankopplung der komplizierten Dreiquasiteilchenzust�ande
ergeben sich sowohl f�ur die Protonen als auch f�ur die Neutronen resonante Streu-
zust�ande. W�ahrend die Protonenresonanz nur verschoben wird, entwickelt sich aus
der Neutronenresonanz, die wesentlich dichter an der Teilchenaufbruchschwelle liegt,
ein gebundener Zustand (siehe auch Abbildung 6.13). Durch die Ankopplung wird
der Zustand "unter die Schwelle geschoben".
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J� Eexp [MeV] �exp[keV ] Ecal [MeV] �cal [keV]
1
2

�
-4.946 -5.069

1
2

+
-1.857 -1.420

3
2

�
-1.261 -1.688

5
2

+
-1.092 -0.972

5
2

+
1.918 6 0.650 ...

5
2

�
2.601 1.2 � 0.3 -0.16

3
2

+
2.795 70 � 5 2.829 650

3
2

+
3.25 1000 � 300 4.261 270

1
2

�
... ... 3.140 360

1
2

�
3.914 150 � 30 3.850 110

5
2

+
... ... 3.967 90

3
2

�
4.951 26 � 3 4.366 14

7
2

�
5.807 55 � 2 3.692 4

1
2

+
6.050 37 � 4 7.018 190

1
2

�
6.134 <4 7.000 <1

3
2

�
6.802 110 � 15 7.178 150

Tabelle 6.6: Tieiegende Anregungszust�ande des 13C relativ zur Teilchenaufbruchschwelle. Expe-

rimentelle Anregungsenergien aus [Ajz85] und berechnete QPC-Energien, sowie zugeh�orige Brei-

ten.(... keine Breite zu ermitteln)

Auch f�ur die p1=2 und p3=2-Zust�ande (Abbildungen 6.9 und 6.12) und die d3=2 (Abbil-
dungen 6.10 und 6.13) sieht man eine gro�e �Ahnlichkeit zwischen den Proton- und
Neutronzust�anden. Die Partialwellenamplitudenquadrate sind jeweils um 3 MeV
verschoben. Dies entspricht der Di�erenz der Grundzustandsenergien. Das hier ver-
wendete QPC-Modell erlaubt also in konsistenter Form die Beschreibung von gebun-
denen und ungebundenen Zust�anden. Tats�achlich ergibt sich der unter die Schwelle
geschobene, gebundene d5=2-Neutronenzustand aus einer Linearkombination von un-
gebundenen Einteilchenzust�anden.
Im Detail wurden f�ur beide Spiegelkerne folgende prominente Zust�ande erhalten
(Tabellen 6.6 und 6.7): Der p1=2-Grundzustand, die drei tieiegenden s1=2, p3=2 und
d5=2-Zust�ande, die in

13C gebunden sind, in 13N jedoch im Kontinuum liegen, sowie
mehrere p1=2, p3=2, d3=2 und d5=2-Anregungszust�ande im Kontinuum. Auch ein wei-
terer s1=2-Kontinuumszustand bei ca. 6:0 bzw. 8:3 MeV ist zu �nden. Die Energien
der tieiegenden Zust�ande decken sich mit den experimentellen Werten. Auch die
Anzahl der ersten Kontinuumsanregungszust�ande �ndet sich in den experimentellen
Daten wieder, ihre Energien und Breiten stimmen allerdings nur teilweise �uberein.
F�ur die p-Zust�ande ist au�erdem besonders deutlich die Einbettung von gebundenen
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J� Eexp [MeV] �exp[keV ] Ecal [MeV] �cal [keV]
1
2

�
-1.945 -2.026

1
2

+
0.415 32 0.268 17

3
2

�
1.565 62 1.338 1

5
2

+
1.605 47 1.256 40

5
2

+
4.415 11 2.5 ...

3
2

+
4.935 115 4.737 550

5
2

�
5.431 75 � 5 3.013 2

3
2

+
5.955 1500 6.162 860

1
2

�
... ... 6.253 420

1
2

�
6.975 230 6.921 130

3
2

�
7.535 30 7.405 27

1
2

+
8.305 280 8.320 410

7
2

�
8.415 76 6.719 20

1
2

�
8.888 7.000 <1

3
2

�
9.795 530 � 80 10.21 150

Tabelle 6.7: Tieiegende Anregungszust�ande des 13N relativ zur Teilchenaufbruchschwelle. Expe-

rimentelle Anregungsenergien aus [Ajz85] und berechnete QPC-Energien, sowie zugeh�orige Breiten.

(... keine Breite zu ermitteln)

Zust�anden im Kontinuum zu sehen (siehe Abbildung 6.9). Dabei zeigt das Quadrat
der Partialwellenamplitude durch die Ankopplung eine Nullstelle in der N�ahe der
Energie des im Kontinuum eingebetteten Dreiquasiteilchenzustands. Bei den ein-
gebetten Zust�anden handelt sich im Falle der p1=2-Einteilchenstreuzust�ande um die
beiden tieiegenden [0+
1=2�]1=2� und [2+
3=2�]1=2� -Zust�ande. Tats�achlich kann
der Einu� dieser Zust�ande selektiv berechnet werden, indem man sie jeweils alleine
ber�ucksichtigt. Experimentell ist allerdings nur ein 1=2�-Zustand in diesem Energie-
bereich zu �nden (siehe Tabelle 6.6 und 6.7 . Vermutlich wird die Teilchenamplitude
des p3=2-Quasiteilchenzustands in der BCS-Rechnung �ubersch�atzt, soda� der Einu�
des [2+ 
 3=2�]1=2� -Zustands in Wirklichkeit kleiner ist. Bei den d3=2-Streuphasen
wird der Unterschied bei der Ankopplung gebundener und ungebundener Dreiquasi-
teilchenzust�ande deutlich (siehe Abbildung 6.10 ). Der tieiegende [2+ 
 1=2+]3=2+-
Zustand ist im Falle von 13C ein gebundener Zustand, im Falle von 13N aber ein
Streuzustand. Man erh�alt daher f�ur 13C eine Nullstelle im Quadrat der Partial-
wellenamplitude und f�ur 13N nur ein lokales Minimum. Ein v�ollig entsprechendes
Verhalten zeigen die f-Zust�ande.
Diese QPC-Streuphasen k�onnen nun als realistische Streuphasen bei der Berechnung
doppelt di�erentieller Wirkungsquerschnitte verwendet werden.
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Im letzten Teil dieses Abschnitts wird dies exemplarisch f�ur die Proton-Stripping-
Reaktion 12C(12C;11B)13N durchgef�uhrt. Als optische Modellparameter f�ur die DW-
BA werden dabei wieder die Gr�o�en aus Tabelle 6.1 verwendet. Das inklusive Ge-
samtspektrum mit 11B als Ejektil ist, wie in Abschnitt 6.1 beschrieben, wieder eine
Summe aus Teilspektren zu verschiedenen teilchenstabilen Ejektilzust�anden, in die-
sem Falle zu den in Tabelle 6.8 aufgef�uhrten Zust�anden des 11B. Es wurden die
p-Lochkomponenten f�ur den 3

2

�
-Grundzustand, sowie f�ur den ersten 1

2

�
- und den

ersten 3
2

�
-Anregungszustand ber�ucksichtigt. Die spektroskopischen Faktoren, sowie

die Anregungsenergien relativ zum Grundzustand wurden Cohen und Kurath ent-
nommen [CoK67]. Auch wurde gem�a� Gleichung (5.6) f�ur die Anregungszust�ande
eine zus�atzliche Dopplerbreite (siehe Tabelle 6.8) bei der Faltung mit der experi-
mentellen Breite von 0:7 MeV ber�ucksichtigt. F�ur die -Zerf�alle wurden �Uberg�ange
in den Grundzustand angenommen, was durch die Verzweigungsraten von 100% f�ur
den 1

2

�
- und 85% f�ur den 3

2

�
-Anregungszustand gerechtfertigt ist [Ajz85].

Unber�ucksichtigt blieb der tiefste 5
2

�
-Anregungszustand, sowie die h�oherliegenden

Anregungszust�ande mit positiver Parit�at des 11B, da es sich bei diesen Lochzust�anden
vermutlich vorrangig um Kopplungen an Rumpfanregungen handelt.

J� Eexp [MeV] Ex [MeV] C2S(1p�11
2

) C2S(1p�13
2

) �d

3
2

�
0.00 0.00 0.000 2.850 0.00

1
2

�
2.12 1.71 0.753 0.000 0.25

3
2

�
5.02 5.39 0.000 0.378 0.78

Tabelle 6.8: Anregungsenergien (relativ zum Grundzustand) und spektroskopische Faktoren f�ur

Zust�ande von 11B mit negativer Parit�at aus [CoK67]. Die mit exp indizierten Werte sind experi-

mentelle Ergebnisse [Ajz85].

Mit den QPC-Amplituden wird jetzt die 12C(12C;11B)13N Reaktion exemplarisch
berechnet, die im vorherigen Abschnitt mit reinen Einteilchenzust�anden f�ur das 13N
bereits gezeigt wurde. Das Ergebnis war in Abbildung 6.5 dargestellt. Es soll jetzt
der Unterschied durch die QPC-Behandlung untersucht werden. In Abbildung 6.15
sind verschiedene Teilspektren dargestellt: f�ur den 11B(g:s:) die Beitr�age verschie-
dener Teilchenzust�ande (oben) und die Teilspektren f�ur die drei 11B-Endzust�ande
summiert �uber alle Teilchenzust�ande (unten). Diese Abbildungen sind mit den Ab-
bildungen 6.2 (oben) und den Abbildungen 6.3 (unten) f�ur unkorrelierte Teilchen-
zust�ande zu vergleichen. Man erkennt deutlich die st�arkere Strukturierung auf Grund
der Ankopplung der Rumpfanregungen.
In Abbildung 6.16 ist schlie�lich das inklusive Gesamtspektrum bei �lab = 6:50

dargestellt, wobei die unkorrelierte Rechnung aus Abschnitt 6.1 (hellgr�un) und die
QPC-Rechnung aus diesem Abschnitt (schwarz) mit dem Experiment (rotes Histo-
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gramm) verglichen werden. Dabei wurde wieder das experimentelle Spektrum, da
nur Z�ahlraten bekannt waren, derart skaliert, da� der Wert des Integrals �uber das
beobachtete Energieintervall dem Wert des Integrals des unkorrelierten Einteilchen-
spektrums entsprach. Damit wird eine sehr gute �Ubereinstimmung mit dem struk-
turlosen Kontinuum (ab etwa 15 MeV Anregungsenergie) erhalten. Diese Skalierung
hat den Vorteil, da� die bekannten Unsicherheiten im optischen Potential verringert
werden. Mit diesem Ansatz ergibt sich wie bereits in Abschnitt 6.1 erw�ahnt, auch
eine gute �Ubereinstimmung mit vielen signi�kanten Peaks der Reaktion mit unkor-
relierten Zust�anden. Auch werden mit dem QPC-Modell, in dem spektroskopische
Faktoren enthalten sind, die meisten resonanten Strukturen richtig erfa�t. Im ex-
perimentellen Spektrum sind dabei folgende Peaks, der Reihe nach, zu beobachten:
Der g.s.-Peak, ein gro�er Peak bei 3:59 MeV Anregungsenergie, sowie drei Peaks bei
Anregungsenergien von 5:83, 7:37 und 9:16 MeV. Au�erdem sind noch zwei weitere
breite Peaks bei etwa 12 und 14 MeV Anregungsenergie zu sehen. Die tieiegen-
den Peaks k�onnen bestimmten �Uberg�angen eindeutig zugeordnet werden. Bei den
h�oherliegenden Peaks (ab 7:37 MeV) ist die Zuordnung unsicher und auch auf Grund
der schlechten experimentellen Au�osung nicht eindeutig. Die Peaks sollen jetzt der
Reihe nach diskutiert werden und mit den hier erhaltenen Ergebnissen verglichen
werden.
g.s.-Peak: Bei diesem Peak handelt es sich um den �Ubergang in die Ejektil- und
Restkerngrundzust�ande, also in einen p 3

2
-Lochzustand (11B(g:s:)) und einen p 1

2
-

Teilchenzustand (13N). Dieser �Ubergang wird durch eine Vielzahl von Experimenten
best�atigt ([JKM92] und Referenzen dort). Allerdings zeigen die spektroskopischen
Faktoren, die aus den verschiedenen Experimenten erhalten wurden, relativ gro�e
Unterschiede. In den hier durchgef�uhrten Rechnungen wurde f�ur das Ejektil der
spektroskopischer Faktor von 2:85 von Cohen und Kurath angenommen. F�ur den
Restkern wurde in der unkorrelierten Rechnung ein Wert von 1:0 angenommen, aus
der QPC-Rechnung ergab sich ein Wert von 0:64. Der zuletzt genannte Wert scheint
aber zu klein, obwohl er dem Wert von Jarczyk et al. [JKM92] (0:64) entspricht.
Peak bei 3.59 MeV: Dieser Peak ist vorrangig dem �Ubergang in den p 3

2
-Lochzustand

(11B(g:s:)) und den d 5

2
-Teilchenzustand (13N) zuzuordnen. Kleinere Beitr�age sind

au�erdem vom �Ubergang in den p 3

2
-Teilchenzustand (13N) zu erwarten. Auch hier

�nden sich bei den experimentellen Ergebnissen f�ur die spektroskopischen Faktoren
des Restkernsystems durchaus signi�kante Unterschiede (siehe wieder [JKM92]). So-
wohl Einteilchenmodell- als auch QPC-Rechnungen reproduzieren diesen �Ubergang
quantitativ. Der von Jarczyk et al. angegebene spektroskopische Faktor von 0:48 ist
um die H�alfte kleiner ist als die hier errechneten Gr�o�en (1:0 Einteilchenmodell, 1:13
QPC-Modell).
Peak bei 5.83 MeV: In der Literatur ([ACF74] und [JKM92]) wird dieser Peak, als
�Ubergang in den p 1

2
-Lochzustand (11B) und den d 5

2
-Teilchenzustand (13N) beschrie-

ben. In den hier durchgef�uhrten Rechnungen liegt dieser Peak energetisch um etwa
0:5 MeV zu tief. Dies ist im wesentlichen auf die Verwendung der Ejektilanregungs-
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energie von 1:71 MeV der Rechnung von Cohen und Kurath zur�uckzuf�uhren (statt
des experimentellen Wertes von 2:11 MeV). Im Falle des QPC-Ansatzes �ndet man
au�erdem Beitr�age des �Ubergangs in den 11B-Grundzustand (p 3

2
-Lochzustand) und

den f 5

2
-Teilchenzustand des 13N (siehe Abbildung 6.15 oberes Teilbild). Der zuletzt

genannte Teilchenzustand liegt energetisch um fast 2:5 MeV tiefer als der entspre-
chende experimentelle Zustand (Siehe Tabelle 6.7).
Peak bei 7.37 MeV: Von Jarczyk et al. wird dieser Peak als �Ubergang in den 11B-
Grundzustand und das nicht aufgel�ostes Dublett der 7=2+ und 5=2�-Zust�ande des
13N bei 7:16 bzw. 7:38 MeV interpretiert. Die hier durchgef�uhrten QPC-Rechnungen
zeigen aber auch einen signi�kanten Beitrag des d 3

2
-Teilchenzustands. Insgesamt

wird der Peak in der QPC-Rechnung untersch�atzt, da der f 5

2
-Teilchenzustand, wie

oben bereits erw�ahnt energetisch zu tief liegt. Der spektroskopische Faktor des f 5

2
-

Teilchenzustand betr�agt 0:1, was mit dem Wert 0:096 von Jarczyk et al. �uberein-
stimmt. Allerdings ist davon auszugehen, da� dieser Peak auch Mehrstufen�uberg�ange
enth�alt [PeH80]. Der hier angegebene spektroskopische Faktor f�ur f 5

2
ist zudem mit

dem Wert 0:024 wesentlich kleiner.
Peak bei 9.16 MeV: Dieser Peak enth�alt vermutlich wieder mehrere �Uberg�ange.
Zum einen den �Ubergang in den angeregten p 3

2
-Lochzustand des 11B und den d 5

2
-

Teilchenzustand des 13N , wie man ihn aus der Einteilchenmodellrechnung enth�alt,
zum anderen aber auch den �Ubergang in den 11B-Grundzustand sowie den f 7

2
-

Teilchenzustand des 13N (Siehe Abbildung 6.15 oberes Teilbild). Jarczyk et al.
nehmen f�ur diesen Peak einen �Ubergang in den 11B-Grundzustand und den 9=2+-
Anregungszustand des 13N an. In Anbetracht des gro�en spektoskopischen Faktors
von 0:054, der um den Faktor 10 gr�o�er ist als bei anderen Experimenten [PeH80],
scheint diese Zuordnung alleine allerdings fragw�urdig. g g

2
-Beitr�age k�onnten auch bei

QPC-Rechnungen gefunden werden. Der erhaltene spektroskopische Faktor von ca.
0:006 erwies sich allerdings ebenfalls als wesentlich kleiner als der von Jarczyk et al.
angegebene und lag in der Gr�o�enordnung der anderen Experimente.
Peaks bei 12 und 14 MeV: Experimentelle Zuordnungen zu diesen Peaks sind nicht
bekannt. Hier konnten diese Strukturen im wesentlichen durch den �Ubergang in den
11B-Grundzustand und in f 7

2
-Anregungszust�ande des 13N beschrieben werden. Wei-

tere Beitr�age sind allerdings anzunehmen, da insbesondere der Peak bei 12 MeV
deutlich untersch�atzt wird.
Zusammenfassend kann festgestellt werden: Die globale Struktur des Spektrums
wird sowohl im Einteilchenmodell als auch im QPC-Modell qualitativ korrekt be-
schrieben. Einige �Uberg�ange werden allerdings unter- bzw. �ubersch�atzt, was zum
Teil auf die Lage der Anregungsenergien, zum Teil auf die berechneten Amplituden
zur�uckzuf�uhren ist. F�ur hohe Anregungsenergien werden die experimentellen Daten
vom QPC-Modell gegen�uber dem Einteilchenmodell untersch�atzt. Hier sollten je-
doch Mehrstufenanregungen zunehmende Bedeutung gewinnen. Au�erdem wurden
im QPC-Modell f�ur die Restkernzust�ande keine Zust�ande mit ` � 4 ber�ucksich-
tigt, die gerade f�ur h�ohere Anregungsenergien > 15 MeV an Bedeutung gewinnen.
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Bei der Auswertung von Jarczyk et al. [JKM92] ergeben sich f�ur die meisten si-
gni�kanten Peaks, spektroskopische Faktoren, die im Vergleich zu den Ergebnissen
aus anderen Experimenten und den hier gefundenen Resultaten, zu klein erscheinen.
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Abbildung 6.9: Quadrate der Partialwellenamplitude f�ur ungest�orte Quasiteilchen
(gr�un) und aus den QPC-Rechnungen (schwarz) f�ur die p 1

2
und p 3

2
-Protonen- (links)

und Neutronen-Streuzust�ande (rechts).
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Abbildung 6.10: Quadrate der Partialwellenamplitude, wie in Abbildung 6.9, f�ur die
d 3

2
und d 5

2
-Protonen- (links) und Neutronen-Streuzust�ande (rechts).
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Abbildung 6.11: Quadrate der Partialwellenamplitude, wie in Abbildung 6.9, f�ur die
f 5

2
und f 7

2
-Protonen- (links) und Neutronen-Streuzust�ande (rechts).
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Abbildung 6.12: Einteilchenst�arkefunktionen f�ur die p 1

2
und p 3

2
-Protonen- (durchge-

zogen) und Neutronenzust�ande (gestrichelt) aus der QPC-Rechnung. Es ist jeweils
die St�arkefunktion und die bis zur Energie E� au�ntegrierte, kumulierte St�arke ge-
zeigt.
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Abbildung 6.13: St�arkefunktionen, wie in Abbildung 6.12, f�ur den d 3

2
und d 5

2
-

Protonen- (durchgezogen) und Neutronenzust�ande (gestrichelt).
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Abbildung 6.14: St�arkefunktionen, wie in Abbildung 6.12, f�ur den f 5

2
und f 7

2
-

Protonen- (durchgezogen) und Neutronenzust�ande (gestrichelt).
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Abbildung 6.15: Doppelt di�erentielle Partialwirkungsquerschnitte der Reaktion
12C(12C;11B)13N . Im oberen Teilbild sind �Uberg�ange in den 11B-Grundzustand und
verschiedene Einteilchenkomponenten von 13N zu sehen. Im unteren sind Teilspek-
tren f�ur die verschiedenen 11B-Endzust�ande, summiert �uber alle Einteilchenkompo-
nenten von 13N , gezeigt.
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Abbildung 6.16: Doppelt di�erentieller 11B-inklusiver Wirkungsquerschnitt der Re-
aktion 12C(12C;11B)13N im Laborsystem. Gezeigt sind die Ergebnisse der Rechnung
mit unkorrelierten Teilchenzust�anden (gr�un) und mit QPC-Zust�anden (schwarz), so-
wie als Histogramm (rot) die experimentellen Daten.
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6.3 Pickup-Aufbruch-Reaktion | Vergleich mit

inelastischer Streuung

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels ist der Pickup-Aufbruch-Reaktion zum inklu-
siven 12C Spektrum gewidmet. Als Eingangsgr�o�en fungieren die in Abschnitt 6.1
beschriebenen Proton- und Neutron-Pickup-Reaktionen in unkorrelierte Kontinuum-
sendzust�ande. Wie im Anhang C beschrieben sollen die dabei entstehenden angereg-
ten Ejektile 13C� und 13N� noch auf ihrem Weg zum Detektor zerfallen. Der Zerfall
wird dabei als isotroper Zerfall angenommen. Insgesamt wurden s�amtliche Proton-
und Neutron-Kontiuumszust�ande von s 1

2
bis h 11

2
ber�ucksichtigt, die nach dem Zer-

fall des ungebundenen Ejektils als "side feed"-Proze� zur inelastischen Streuung
auftreten. In der Abbildung 6.17 sind diese aufsummierten doppelt-di�erentiellen
Wirkungsquerschnitte des Pickup-Aufbruchs f�ur die Protonen und f�ur die Neutro-
nen, sowie deren Summe linear dargestellt. Da die Separationsenergie f�ur Protonen
im 12C niedriger ist als f�ur Neutronen (15.96 MeV gegen�uber 18.72 MeV) �ndet
man zun�achst nur einen Anteil der aus dem Zerfall von 13N� resultiert. Der Pro-
tonenwirkungsquerschnitt zeigt au�erdem �uber einen Anregungsenergiebereich von
etwa 20 MeV ein Plateau, da� von der zerfallenden d 5

2
-Resonanz herr�uhrt. Der An-

teil aus dem Zerfall von 13C� zeigt diese charakteristische Struktur nicht, da der
entsprechende Zustand gebunden ist. Au�erhalb des Plateaus sind die Protonen-
und Neutronenanteile etwa gleich gro�. Es zeigt sich au�erdem, da� bei Vorw�arts-
winkeln die Theorie das Experiment �ubersch�atzt, w�ahrend bei gr�o�eren Winkeln,
die theoretischen Ergebnisse zu klein sind. Dies ist vermutlich durch die Annahme
eines isotropen Zerfalls bedingt. Insgesamt stimmt der Gesamtwirkungsquerschnitt
gut mit dem Experiment �uberein. F�ur niedrige Anregungsenergien sind nat�urlich die
direkten inelastischen Anteile zu ber�ucksichtigen, die von R. Siudak [Siu93] ermit-
telt wurden. Sie wurden im Rahmen des MSDR-Modells bestimmt. Dazu wurden
St�arkefunktionen f�ur 1- und 2-stu�ge inelastische Anregungen des Targets und des
Ejektils berechnet und damit die Wirkungsquerschnitte der inelastischen Streuung
ermittelt. Die Summe aller diese Anteile liefert dann den gesamten theoretischen
Wirkungsquerschnitt. In der Abbildung 6.18 werden diese inelastischen Anteile und
die Pickup-Breakup-Anteile dargestellt und mit dem Experiment verglichen. Sowohl
die Struktur als auch die absolute Gr�o�e werden recht gut beschrieben.
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Abbildung 6.17: Doppelt-di�erentieller Wirkungsquerschnitt (linearer Ma�stab):
||{ Summe Pickup-Aufbruch (gr�un) ; { � { � { Protonen (gr�un) ;
| | | Neutronen (gr�un); Histogramm (experimentelle Daten; rot)
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Abbildung 6.18: Doppelt-di�erentieller Wirkungsquerschnitt (logarithmischer Ma�-
stab): Pickup-Aufbruch (gr�un) ; Inelastische Streuung (blau) ; Pickup-Aufbruch +
inelastische Streuung (schwarz); Experimentelle Werte: Histogramm (rot)



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Das Hauptziel dieser Arbeit war die Behandlung von Transferreaktionen in Drei-
k�orperendkan�ale. Ausgehend von einem sehr allgemeinen Dreik�orperansatz, wurden
die bekannten Einstufen�ubergangsamplituden in Distorted-Wave-N�aherung hergelei-
tet. Dabei wurde die besondere Problematik die durch Dreik�orperkan�ale bedingt ist,
ausf�uhrlich diskutiert. Insbesondere der Formfaktor f�ur Kontinuumstransfer enth�alt
eine nicht konvergente Streuwellenfunktion des transferierten Teilchens und ist da-
her in einer f�ur die jeweilige Reaktion geeigneten Darstellung zu berechnen, um kon-
vergente �Ubergangsamplituden zu erhalten [Wei89]. F�ur eine realistische Beschrei-
bung von experimentellen Daten ist es au�erdem n�otig, die Streuwellenfunktion des
transferierten Teilchens mit einem Modell zu bestimmen, das die Freiheitsgrade des
Rumpfes ber�ucksichtigt. Abh�angig von der Nukleonenzahl des ungebundenen Ker-
nendzustands wurden zwei Modelle ausf�uhrlich diskutiert. Als Ansatz f�ur realistische
Wellenfunktionen von Systemen mit gerader Nukleonenzahl wurde ein Kontinuums-
QRPA-Modell mit mikroskopischen Restwechselwirkungen vorgestellt. Die erhalte-
nen Modellzust�ande sind Linearkombinationen von 2-Quasiteilchenanregungen. Die
Bestimmung der KoeÆzienten dieser Linearkombination, der QRPA-Amplituden,
erfolgte dabei mit dem Dichtentwicklungsansatz von H. Lenske [Len87]. In diesem
Ansatz ergibt sich eine verallgemeinerte Dispersionsgleichung mit einer zus�atzlichen
Inhomogenit�at, bedingt durch die Ber�ucksichtigung von ungebundenen Teilchen-
zust�anden in den Phononanregungen. Man erh�alt daher auch Zustandsamplituden
zu den gemittelten Einteilchenfeldern die kontinuierlich von der Energie abh�angen.
Dies erweitert das urspr�ungliche Modell von H. Lenske [Len87] in dem nur diskre-
te Zustandsamplituden und damit auch nur diskrete Anregungszust�ande auch f�ur
Anregungsenergien oberhalb der Teilchenaufbruchschwelle erhalten werden. Dieses
neue Modell wurde allerdings hier noch nicht konkret angewandt.
F�ur die Behandlung von Systemen mit ungerader Nukleonenzahl wurde ein Quasi
-teilchen-Rumpf-Kopplungsmodell (QPC-Modell) im Kontinuum formuliert. Dieses
Modell ist ebenfalls eine Erweiterung eines Ansatzes von H. Lenske [Len87] f�ur ge-
bundene Anregungszust�ande. Im Kontinuums-QPC-Modell werden die Anregungs-
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zust�ande als Linearkombination von 1- und 3-Quasiteilchenzust�anden, die �uber ei-
ne Restwechselwirkung verkn�upft sind, beschrieben. Dabei wurden explizit Streu-
zust�ande mitber�ucksichtigt. Man erh�alt dann ein kompliziertes Integralgleichungs-
system, �ahnlich wie auch im Kontinuumsschalenmodell von C. Mahaux und H. Wei-
denm�uller [MaW69]. Als L�osung ergeben sich anregungsenergieabh�angige Zustands-
amplituden. Im Kontinuum beschreibt der 1-Quasiteilchenanteil dabei nichts ande-
res als den elastischen Anteil eines Einteilchenstreuzustands zu einem realistischen
Potential. Die Asymptotik dieses Streuzustandes legt dann eine realistische Parti-
alwellenamplitude bzw. S-Matrix fest. F�ur Streuzust�ande mit Anregungsenergien,
die kleiner als die Zentrifugal- Coulombbarriere sind, kann aus diesen Gr�o�en eine
spektroskopische St�arkefunktion bestimmt werden, die direkt mit entsprechenden
experimentellen Gr�o�en verglichen werden kann. Au�erdem dient die Asymptotik
zur Bestimmung einer geeigneten Streuwellenfunktion im Formfaktor f�ur Einstufen-
transferreaktionen.
Schlie�lich sind die aus dem Kontinuums-QPC-Modell erhaltenen Partialwellenam-
plituden geeignet ein realistisches optisches Potential f�ur Protonen- und Neutronen-
streuung zu ermitteln. Mit einem solchen Potential w�aren dann gemittelte Transfer-
wirkungsquerschnitte leicht zu bestimmen.
F�ur zwei Reaktionen wurde das Kontinuums-QPC-Modell explizit angewendet. F�ur
die erste Reaktion, die Stripping-Reaktion 40Ca(13C;12B)41Sc bei 50 MeV pro Nu-
kleon Einschu�energie, ergab sich eine sehr gute �Ubereinstimmung zwischen Theo-
rie und Experiment. Dies lie� der Vergleich zwischen der berechneten St�arkefunk-
tion von 41Sc mit den experimentellen Resultaten f�ur 41Ca [ELG90] bereits ver-
muten. Die Ergebnisse zeigten �ahnlichen Verlauf f�ur das Spiegelkernsystem. Auch
die berechneten Anregungszust�ande und zugeh�origen elastischen Breiten prominen-
ter Zust�ande konnten den experimentellen Daten zugeordnet werden. Beispielhaft
daf�ur war das Verhalten des g 9

2
-Streuzustands des 41Sc. Diese Resonanz bei ca. 5

MeV liegt energetisch tiefer als der fragmentierte f 5

2
-Streuzustand, d. h. dieser Zu-

stand bildet eine Art Intruder-Zustand. Er tr�agt aber nur zu knapp zwanzig Prozent
zur Einteilchenst�arke bei. Die �ubrige St�arke ist bei h�oheren Energien zu �nden, was
experimentelle Untersuchungen sowie die hier gemachten theoretischen Rechnungen
best�atigen. Prinzipiell zeigte sich bei allen Rechnungen, da� die in einem einfachen
ph�anomenologischen Schalenmodell berechneten Einteilchenzust�ande durch die An-
kopplung an kompliziertere Anregungszust�ande so fragmentieren bzw. energetisch
verschoben werden, da� sich eine gute �Ubereinstimmung mit den experimentellen
Zust�anden ergab. Damit ergibt sich eine weitere interessante Anwendung | die Be-
handlung der oben erw�ahnten Intruder-Zust�ande im QPC-Modell. Es gilt daher nach
Einteilchenzust�ande zu suchen die stark von der zu erwartenden Einteilchenenergie
abweichen und eine spektroskopische St�arke aufweisen die signi�kant vom Wert Eins
abweicht.
Genau das selbe Verhalten ergab sich f�ur die zweite Reaktion 12C +12 C bei 344:5
MeV Einschu�energie. Hier wurden sowohl f�ur 13C als auch den zugeh�origen Spiegel-
kern 13N QPC-Rechnungen durchgef�uhrt. Die prominentesten Anregungszust�ande
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zeigen gute �Ubereinstimmung mit dem experimentellen Daten. Besonders interes-
sant ist hier das Verhalten des d 5

2
-Zustands. Im Schalenmodell liegen Protonen- und

Neutronenzust�ande als Resonanzen vor. W�ahrend der Protonzustand durch die An-
kopplung nur energetisch verschoben wird, also ein Resonanzzustand bleibt, wird
der Neutronzustand unter die Teilchenaufbruchschwelle "geschoben", die Resonanz
mutiert also zu einem gebundenen Zustand.
Dieses Modell f�ur Transferreaktionen ins Kontinuum erh�alt eine besondere Aktua-
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Abbildung 7.1: �Ubersicht aus zur Zeit bekannten und experimentell untersuchten
Halokerne (aus [JoR98]).

lit�at [JoR98] durch die M�oglichkeit sehr schwach gebundene leichte Kerne, sogenann-
te Halo-Kerne experimentell mit radioaktiven Strahlen zu untersuchen. Diese Kerne
liegen au�erhalb des Stabilit�atstals, sind also �-instabil, an der Grenze des teilchen-
stabilen Bereiches, der sogenannten Abbruchkanten oder Driplines (siehe Abbildung
7.1). So w�aren die Einneutron-Halokerne 11Be und 19C, sowie die Proton-Halokerne
11N , 17F und 17Ne geeignete Kandidaten f�ur eine derartige Untersuchung. Wegen
der sehr geringen Bindungsenergie von einigen 100 keV treten Neutronen- bzw. in
geringem Ma�e Protonenh�aute (skins) oder Auras (Halos) auf. Bei der spektrosko-
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pischen Untersuchung solcher Kerne, sowohl durch inelastische wie durch Transfer,
sind Aufbruchkan�ale, d. h. Dreik�orperkan�ale, stets stark an den Eingangskanal ge-
koppelt. Zur reaktionstheoretischen Beschreibung solcher Reaktionen k�onnen die
hier entwickelten Methoden einen wichtigen Beitrag leisten [Len98]. So kann erwar-
tet werden, da� bei diesen Kernen ein einzelnes Nukleon sich au�erhalb eines Rump-
fes bewegt, der selbst wenig Stabilit�at zeigt. Die r�ucktreibenden Kr�afte sind durch
isovektorielle Absto�ung reduziert, soda� die Systeme leicht polarisierbar sind. Ein
Indiz daf�ur ist ein tieiegender 2+-Anregungszustand wie zum Beispiel in 10Be und
besonders in 16;18C. Durch Rumpfanregung kann das zus�atzliche Nukleon Energie
gewinnen. Genau dieses Verhalten sollte mit QPC-Modell zu beschreiben sein.



Anhang A

Einheiten, Konstanten, Symbole

und Begri�e 1

In dieser Arbeit werden folgende Einheiten, Konstanten, Symbole und allgemein
g�ultige Begri�e verwendet:2

� Einheiten:

{ L�angeneinheiten: 1Fermi = 1 fm = 10�15m
Fl�acheneinheiten: 1Barn = 1 b = 10�28m2

{ Atomare Masseneinheit: 1 u = 1:6600540(2) � 10�27kg
{ Energieeinheit: 1MeV = 1:60218 � 10�13J

� Konstanten:

{ Masse Neutron: mn = 1:008664904(14)u = 939:56563(28)MeV=c2

{ Masse Proton: mp = 1:007276470(12)u = 938:27231(28)MeV=c2

{ Masse Pion: m+�
� = 139:5675(4) MeV=c2

{ Masse Elektron: me = 5:4858 � 10�4u = 510:99906(15) keV=c2

{ Elementarladung: e = 1:60217733(49) � 10�19C
{ Lichtgeschwindigkeit: c = 2:99792458 � 108m=s
{ Quadrat der Lichtgeschwindigkeit: c2 = 931:49MeV=u

{ Wirkungsquantum: �h = 0:6581220(20) � 10�22MeV s
= 197:327053(59)MeV fm=c

1Empfohlen durch die Kommission f�ur Symbole, Einheiten und Nomenklatur der International
Union of Pure and Applied Physics

2Zu �nden unter anderem in [May92] S.334 � oder [Sat80] S.303 �
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� Symbole:

{ Massenzahl: A

{ Neutronenzahl: N

{ Ladungszahl: Z

{ Reduzierte Massen: �, ��, ��, m�, m�

{ Hauptquantenzahl: n, �

{ Kernspin: J, j

{ Bahndrehimpuls: L, `

{ Nukleon- oder Clusterspin: S, s

{ Magnetische Quantenzahlen: M, m

{ Hamiltonoperatoren: Ĥ, Ĥ�, Ĥ�, ĥ�, ĥ�

{ �Ubergangsamplituden: T��0 , T��0

{ Wechselwirkungskern: I��

{ Realistische Kernpotentiale: V̂�; V̂�, V̂
�; V̂ �

{ Optische Kernpotentiale: Û�; Û�

{ Potentialtiefe (Einteilchenpotential): V0

{ Potentialtiefe (Imagin�arteil): W0

{ Spinbahnpotential: Vso

{ Reduzierter Radius: r0

{ Kernradius: R = r0A
1=3

{ Di�usivit�at: a0

{ Kavit�atsradius: Rs

{ Normierungskonstanten: N(�), N(�)

{ Sph�ar. Bessel-, Neumann-, Hankelfunktionen: j`(r; �), n`(r; �), h`(r; �)

{ Reg. und irreg. Coulombfunktionen: F`(r; �), G`(r; �)

{ Spektroskopischer Faktor: S`j

{ Partialwellenamplitude: C�`j
{ Streuphasenwinkel: Æ`j

{ Deformationsparameter: �c�

{ Einteilchenbreite: �sp

{ Elastische Breite: �el

{ Totale Breite: �tot
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{ Dopplerbreite: �d

{ Faltungsbreite: �f

{ Wirkungsquerschnitt: �

{ Streuwinkel: Laborsystem: 
;�;�
Schwerpunktsystem: !; #; '

� Begri�e:

{ Kernreaktionen (allgemein): a+ A! B + b1 + b2
3

{ Elastische Streuung:4 A(a; a)A oder a+ A! a+ A

{ Inelastische Streuung: A(a; a�)A� oder A + a! A� + a� ;
Target und/oder Ejektil sind im Ausgangskanal in einem angeregten Zu-
stand

{ Transferreaktion: A(a; b)B oder A+ a! B + b;
Pickup: a = b + x ; Stripping: b = a + x

{ Aufbruch, Fragmentation: A(a; (b+ x))A oder A+ a! B + b+ x;
Im Ausgangskanal liegt ein Dreik�orperkontinuum vor.

{ Elastischer Aufbruch: A(a; (b + x))A oder A + a! B + b + x ;
Target B im Ausgangskanal liegt im Grundzustand vor.

{ Inelastischer Aufbruch: a(A;A)(b+ x) oder A+ a! B + b + x ;
Weitere Reaktionen zwischen B + x �nden statt.

{ Sequentieller Aufbruch auch Resonanzaufbruch: A(a; (b+ x))A oder A+
a! (ar = (b + x)) +B ;
Das Ejektil liegt in einem Resonanzzustand vor der dann zerf�allt.

{ Di�erentieller Wirkungsquerschnitt: d�
d


bzw. d�
d!

{ Doppelt-di�erentieller Wirkungsquerschnitt: d2�
dExd


;
Spektrale Winkelverteilung des Ejektils.

{ Dreifach-di�erentieller Wirkungsquerschnitt: d3�
dE�

b
d
bd
x

;

Korrelierte, spektrale Winkelverteilung von x und b bei einer Aufbruch-
reaktion.

{ Q-Wert der Reaktion: Bei der Kernreaktion verbrauchte bzw. aufgenom-
mene Energie.

{ Separationsenergie: Sbx bzw. SBx;
Energie, die n�otig ist um a in b und x bzw. A in B und x aufzubrechen
(Sbx und SBx werden auch als Teilchenaufbruchenergien bezeichnet).

3Gro�buchstaben stehen f�ur Targetsystem; Kleine Buchstaben f�ur Projektil/Ejektilsystem.
Transferierte Teilchen werden im Allgemeinen mit x bezeichnet.

4die hier verwendeten Begri�e �nden sich bei [BRT84]



Anhang B

Transformation zwischen

Labor-Schwerpunktsystem

F�ur die im Unterabschnitt 1.3 angegebenen Koordinatentransformationen eines Wir-
kungsquerschnitts einer bin�aren Transferreaktion A(a; b)B sollen jetzt explizite Aus-
dr�ucke hergeleitet werden.
Ausgangspunkt ist die Galileitransformation der Geschwindigkeit ~vlab eines Projek-
tils a im Laborsystem

~vlab = ~vr + ~vs (B.1)

auf die Schwerpunktgeschwindigkeit ~vr im Schwerpunktsystem zwischen dem Pro-
jektil a und dem Target A. Mit ~vs werde die Geschwindigkeit des Schwerpunkts von
a und A bezeichnet. Die Richtung der Geschwindigkeiten soll jetzt so festgelegt wer-
den, da� die Einschu�richtung nur eine z-Komponente aufweist und da� nach der
Reaktion keine y-Komponente gegeben ist. Damit erh�alt man die bekannte Darstel-
lung [Joa75] f�ur die x- und z-Komponente der Geschwindigkeit:

vlab sin � = vr sin#

vlab cos � = vr cos# + vs (B.2)

Beide Gleichungen k�onnen nach cos � und Elab =
mb

2
v2lab des Ejektils im Ausgangs-

kanal aufgel�ost werden:

cos � =
cos# + vs

vrq
1 + 2 vs

vr
cos# + vs

vr

2
(B.3)

und



208 Anhang B. Transformation zwischen Labor-Schwerpunktsystem

Elab =
mB

(mb +mB)
Er +

mbma

(ma +mA)
2Elab

0 +

2

s
mambmB

(ma +mA)
2(mb +mB)

ErElab
0 cos(#); (B.4)

wobei Elab
0 die anf�angliche Laborenergie des Projektils a bezeichnet und vs =p

2maElab
0

(ma+mA)
die zugeh�orige Geschwindigkeit des Schwerpunkts. vr =

q
2mBEr

mb(mb+mB)
be-

schreibt die Relativgeschwindigkeit im Schwerpunktsystem nach der Reaktion Sie
�andert sich mit dem Q-Wert der Reaktion. Durch Umformen von (B.3) und (B.4)
werden die f�ur die jeweilige Transformation ben�otigten Abbildungen erhalten. Dabei
ist auf Umkehrbarkeit zu achten. Diese ist gegeben, wenn der Laborwinkel � 1800

und die Energien � 0 sind. Durch Di�erenzieren erh�alt man die jeweiligen Funktio-
nalmatrizen und daraus die Funktionaldeterminanten.



Anhang C

Transformation eines

Breakup-Wirkungsquerschnitts

auf einen inelastischen

Wirkungsquerschnitt

Bei der experimentellen Bestimmung von Wirkungsquerschnitten k�onnen oft nicht
alle Informationen erfa�t werden. Betrachtet man z.B eine Pickup Reaktion A(a; b)B
mit anschlie�endem isotropen Zerfall des Ejektils b in a und x, so kann eine der-
artige Reaktion bei ausschlie�lichem Nachweis von a nicht von einer inelastischen
Streuung A(a; a�)A� unterschieden werden. Prinzipiell handelt es sich bei beiden
Reaktiontypen auch um die gleiche Endpartition, nur in verschiedenen Koordinaten
ausgedr�uckt, wie aus Gleichung (1.65) auf Seite 23 zu sehen ist. Daher w�are jede
der Darstellungen bei vollst�andiger Kenntnis der �Ubergangsoperatoren m�oglich und
w�urde das gleiche Endresultat liefern. Meist werden aber nur Ein- und Zweistufen-
prozesse ber�ucksichtigt, so da� man zwischen Pickup und inelastischer Anregung
ins Kontinuum zumindest bedingt unterscheiden kann. W�ahrend bei einem Pickup-
Aufbruch, wie oben bereits erw�ahnt, das entstehende intermedi�are Projektilsystem
b = a+ x in a und x zerf�allt, werden bei einer inelastischen Anregung intermedi�are
Targetzust�ande A�, wie Mehrphononenanregungen z. B. Riesenresonanzzust�ande,
angenommen, die sich unter Emission von x stabilisieren. Zumindest auf der Zeit-
skala kann daher zwischen beiden Prozessen ein gewisser Unterschied gegeben sein.
Bei der Berechnung des inelastischen Wirkungsquerschnitts wird man also auch den
inklusiven Anteil des Pickup-Aufbruch als "Side-Feeding"-Proze� mitber�ucksichti-
gen. Um aber diesen Anteil entsprechend der inelastischen Streuung ermitteln zu
k�onnen, mu� der dreifach di�erentielle Wirkungsquerschnitt des Aufbruchkanals
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inelastischen Wirkungsquerschnitt

d �

d
�d
a;xd ��
(C.1)

(entsprechend Gleichung (1.88)) in Impulsen der �-Partition geschrieben, so umge-
formt werden, da� ein doppelt di�erentieller, inklusiver Wirkungsquerschnitt

d �

d
�d ��
(C.2)

(Gleichung (1.89)) in den Impulsen der �-Partition erhalten wird. Die Energie ��
steht dabei f�ur eine Anregungsenergie der beiden Fragmente a und A.
Bei dieser Umformung sind Koordinatentransformationen durchzuf�uhren. Je nach-
dem ob man den Wirkungsquerschnitt im Laborsystem oder Schwerpunktsystem
angeben m�ochte, k�onnen sogar mehrere Transformationen nacheinander n�otig sein.
Die Beziehungen zwischen den verwendeten Impulskoordinaten ergeben sich aus
der Kinematik. Da im betrachteten Energiebereich relativistische Korrekturen ver-
nachl�assigbar sind, wird auch hier wieder eine nichtrelativistische Rechnung durch-
gef�uhrt. Zun�achst wird der Ausdruck (C.1) f�ur den dreifach di�erentielle Wirkungs-
querschnitt durch Verwendung einer Korrelationsfunktion W (
�;
x) zwischen den
Raumwinkeln 
� und 
x in einen zweifach di�erentiellen Wirkungsquerschnitt um-
geschrieben werden, der bei Annahme eines isotropen Zerfalls von b in a und x dem
zweiten Teil der folgenden Gleichung (C.3)

d �

d ��d
�d
x
=

d �

d ��d
�
W (
�;
x) =

d �

d ��d
�

1

4�
(C.3)

gehorcht. Wegen der Energieerhaltung gilt au�erdem

�� = �a + �x + Sax (C.4)

oder f�ur die Energie von x alleine

�x =
ma

mb

[�� � ��a � Sax] (C.5)

Dabei ist ��a nur die Anregungsenergie von a relativ zum Grundzustand nach dem
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Zerfall und Sax die Separationsenergie von x und b 1. Wegen der Impulserhaltung
gilt f�ur den Impuls von a:

~pa =
ma

mb

~pb � ~px (C.6)

Dieser Ausdruck l�a�t sich bez�uglich der Winkel #b, 'b, #x, 'x und der Energie ��
darstellen,

~pa =
ma

mb
~pb(#b; 'b) +Oz('b)Oy(#b)~px (C.7)

wobei mit O Drehmatrizen bezeichnet werden, die ~px in das raumfeste Koordina-
tensystem �uberf�uhren. Diese Gleichung beschreibt nat�urlich f�ur feste Winkel #x und
'x eine stetig di�erenzierbare Abbildung. Diese ist aber auf der gesamten interes-
sierenden Teilmenge nicht bijektiv, d. h. es gibt zu einem bestimmten Wert von ~pa
verschiedene #b, 'b und ��. Bei der Berechnung der Funktionaldeterminante mu�
diese Tatsache ber�ucksichtigt werden. Prinzipiell ist eine Transformation auf neue
Koordinaten nur �uber eine C1 invertierbare, d.h. einmal stetig di�erenzierbare Ab-
bildung eindeutig de�niert. Durch die Einschr�ankung auf Teilintervalle ist dies aber
auch f�ur die obige Transformation gew�ahrleistet [For83]. Man erh�alt f�ur die Funk-
tionaldeterminante den Ausdruck:

 
@(~pa)

@(#b; 'b; ��)

!
=

 
@(pza)

@(#b)

! 
@(p2a)

@(��)

!
(C.8)

Explizit ergeben sich die Faktoren zu:

 
@(pza)

@(#b)

!
= cos(#b) sin(#x) cos('x)

s
2
mxma��
mb

+

sin(#b)

"
cos(#x)

s
2
mxma��
mb

+
ma

mb

s
2
mbmB

mb +mB
�

s�
ma

ma +mA

�
Elab �Q0 � ��

#
(C.9)

 
@(p2a)

@(��)

!
=

mxma

mb

�
�
ma

mb

�2� mbmB

mb +mB

�
�
�
ma

mb

�s
mamBmx

mb +mB

�

1Im weiteren sei angenommen, da� a im Grundzustand vorliege. Auch Anregungszust�ande von
x sollen in diesem Fall nicht ber�ucksichtigt werden. Bei x soll es sich um ein Nukleon oder Cluster
handeln.
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cos(#x)

�
ma

ma +mA

�
Elab �Q0 � 2��s��

ma

ma +mA

�
Elab �Q0 � ��

�
��

(C.10)

Da der Impulsvektor ~pa nach wie vor in kartesischen Koordinaten gegeben ist, ist
eine weitere Transformation auf Winkelkoordinaten erforderlich. Dazu erh�alt man
als Funktionaldeterminante den Ausdruck:

 
@(~pa)

@(#a; 'a; �a)

!
=

sin(#a)

2

 s
2mamA

Ma +mA

!3s
ma

ma +mA
Elab � �a (C.11)

Damit erh�alt man f�ur den Wirkungsquerschnitt in den Winkeln 
a, 
x und der An-
regungsenergie �a den Gesamtausdruck:

d �

d �ad
ad
x

d �ad
ad
x =
d �

d ��d
b

1

4�

 
@(
b; ��)

@(
a; �a)

!
d�ad
ad
x (C.12)

mit der Funktionaldeterminante:

 
@(
b; ��)

@(
a; �a)

!
=

sin(#b)

sin(#a

 
@(#b; 'b; ��)

@(#a; 'a; �a)

!

=
sin(#b)

sin(#a)

 
@(~pa)

@(#b; 'b; ��)

!�1  
@(~pa)

@(#a; 'a; �a)

!
(C.13)

Auf der linken Seite von (C.12) stehen Ausdr�ucke in #b, 'b, �� und 
x, die f�ur feste
Werte von �a und 
a zu ermitteln sind. Dabei ist auf Mehrdeutigkeiten zu achten.
Die Bestimmungsgleichungen f�ur 
b respektive #b, 'b und �� erh�alt man aus (C.6).
Der Winkel 'b kann dabei unber�ucksichtigt bleiben, da d �

d ��d
b
keine Azimuthwin-

kelabh�angigkeit hat. F�ur #b und �� ergeben sich implizit die Ausdr�ucke:

p cos(#a) =
ma

mb
pb cos(#b) + px cos(#b) cos(#x)�

px sin(#b) sin(#x) cos('x) (C.14)

p2a
2ma

=
ma

mb

p2b
2mb

+
mx

mb
��

�2 cos(#x)
vuutmamx

m2
b

��
p2b
2mb

(C.15)
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mit pa =
q
2maES(a) und pb =

q
2mb[E0

S � mB

mb+mB
]. Beide Gleichungen lassen sich

nach #b bzw. �� auf�osen. Man erh�alt dabei quadratische Gleichungen (Mehrdeutig-
keit der L�osung!). Da die erste Gleichung implizit �� enth�alt ist die zweite Gleichung
zuerst zu l�osen.
Hier seien noch einige Bemerkungen zu den bisher gemachten Ver�o�entlichungen
von H. G. Bohlen et al.[BOL84], E. Adamides [ABO87] und Y. Blumenfeld [BRC85]
gemacht. Bohlen berechnet den Wirkungsquerschnitt d �

d �ad
a
nach folgendem Ver-

fahren: Das Integral

Z ��

0

Z �

0

Z 2�

0

d �

d ��d
b
(�b; ��)Wx(
b;
x) sin(#x)d #xd'xd �� (C.16)

wird in einer Riemannschen Obersumme mit �aquidistanten St�utzstellen dargestellt.
Jeder Summand dieser Riemannsumme wird f�ur einen bestimmten Winkel #a ermit-
telt (daraus resultiert nach Gleichung (C.14) #b). Alle Summanden zu einem festen
�a werden dann aufsummiert. An dieser Stelle fehlt in dem Verfahren in [BOL84] die

Funktionaldeterminante
�
@(
b)
@(
a)

�
. Diese Funktionaldeterminante ist durch den Aus-

druck

 
@(
b)

@(
a)

!
=

sin(#a)

sin(#b)

 
@(pz)

@(#b)

!(�1) 
@(~pa)

@(#a; 'a; �a)

!
(C.17)

gegeben. Darauf ist bereits von Blumenfeld et al. [BRC85] aufmerksam gemacht wor-

den. Die dort angegebene zweite Funktionaldeterminante
�
@(��)

@(�a)

�
mu� allerdings nur

f�ur den nicht �uber �� integrierten Ausdruck ber�ucksichtigt werden. Das vermutlich
einfachste Verfahren zur Berechnung von d �

d �ad
a
ist eine Erweiterung des Verfahrens

von H. G. Bohlen. Diese Verfahren wurde im Rahmen dieser Arbeit entwickelt und
angewendet. Es werde zum Abschlu� kurz skizziert. Ausgangspunkt ist die Tatsache,
da� der gesamte Wirkungsquerschnitt � eine invariante Gr�o�e gegen�uber Koordina-
tentransformationen ist. Es gilt o�ensichtlich:

� =
Z d �

d �ad
a

d
ad �a

=
Z d �

d ��d
b
Wx(
b;
x)d
bd ��d
x (C.18)

Berechnet man wieder die Riemannschen Obersummanden des zweiten Ausdrucks
von (C.18) und sortiert diese zu entsprechenden Werten #a und

p2a
2ma

um (Gleichungen
(C.14) und (C.15)), so erh�alt man den gesamten doppelt di�erentiellen Wirkungs-
querschnitt d �

d �ad
a
ohne Berechnung der relativ komplizierten Funktionaldetermi-

nante. Auch die numerisch aufwendige Umformung von (C.14) und (C.15) kann
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vermieden werden. F�ur eine gro�e Anzahl von Winkeln ist dieses Verfahren sogar
schneller.



Anhang D

Zusammenhang

Kontinuumsdarstellung - diskrete

Darstellung

Um den Zusammenhang zwischen dem hier verwendeten Kontinuums-QPC-Modell
und dem bisher verwendeten diskreten QPC-Modell zu verdeutlichen, soll in die-
sem Unterabschnitt das diskrete QPC-Modell als Grenzfall aus der Kontinuums-
QPC hergeleitet werden. Ausgangspunkt ist das System der diskretisierten QPC-
Gleichungen:

(En � E�)z
�
n +

X
n0
Mnn0(E�)z

�
n0 +

X
n0;n00

Mnn0(E�)b
�
n00

Z
� d�0 hn

0j�0ihn00j�0i
�0 � E�

=
X
n0
Mnn0(E�)hn0j� = E�ia�n0 (D.1)

X
n

h�jnib�n +
X
n;n0

Mnn0(E�)z
�
n0 +

X
n;n0;n00

Mnn0(E�)b
�
n00

Z
� d�0 hn

0j�0ihn00j�0i
�0 � E�

=
X
n;n0

Mnn0(E�)hn0j� = E�ia�n0 : (D.2)

Im Falle der zweiten Gleichung (D.2) mu� die Gleichheit nat�urlich f�ur die Einzel-
summanden gelten, so da� man ein Gleichungssystem f�ur alle n erh�alt:

(D.3)

b�n +
X
n0
Mnn0(E�)z

�
n0 +

X
n0;n00

Mnn0(E�)b
�
n00

Z
� d�0 hn

0j�0ihn00j�0i
�0 � E�

=
X
n0
Mnn0(E�)hn0j� = E�ia�n0 : (D.4)
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N�aherungsweise kann nun das Hauptwertintegral, z. B. in Form einer Riemann'schen
Summe an St�utzstellen �k ausgewertet werden:

Z
� d�0 hn

0j�0ihn00j�0i
�0 � E�

�X
k

hn0j�kihn00j�ki
�k � E�

(�k+1 � �k) (D.5)

Verwendet man als St�utzstellen �k gerade die Kavit�atseigenenergien, so folgt wegen
hn0j�ki = Ækn0hn0j�ki und jhkj�kij2(�k+1 � �k) � 1 :

Z
� d�0 hn

0j�0ihn00j�0i
�0 � E�

� X
k

jhkj�kij2
�k � E�

(�k+1 � �k)

� X
k

1

�k � E�
: (D.6)

Mit Hilfe dieses Ausdrucks ergeben sich die diskretisierten QPC-Gleichungen dann
zu:

(En � E�)z
�
n +

X
n0
Mnn0(E�)z

�
n0 +

X
n0
Mnn0(E�)b

�
n0

1

�n0 � E�

=
X
n0
Mnn0(E�)hn0j� = E�ia�n0 (D.7)

b�n +
X
n0
Mnn0(E�)z

�
n0 +

X
n0
Mnn0(E�)b

�
n0

1

�n0 � E�

=
X
n0
Mnn0(E�)hn0j� = E�ia�n0 : (D.8)

Diese Gleichungen sind ohne Inhomogenit�atsterm vollst�andig �aquivalent zu den be-
kannten diskreten QPC-Gleichungen [Len87]. Ist die Eigenenergie E� des QPC-
Eigenzustandes kleiner als die Teilchenaufbruchenergie, dann ist das Matrixelement
hn0j� = E�i = 0 (!) und damit sind beide Beschreibungen v�ollig identisch.



Anhang E

Normierung der QRPA- und

QPC-Zust�ande

Dieser Anhang behandelt detaillierter die Herleitung der Normierungsbedingung f�ur
die QRPA- und QPC-Zust�ande. Ausgangspunkt f�ur die Normierung ist eine Glei-
chung (3.40) f�ur die QRPA-Zust�ande bzw. (3.71) f�ur die QPC-Zust�ande, also allge-
mein eine Gleichung der Form

h�0j�i =X
�

z�
0�

� z�� +
X
�

Z 1

Es
�

d�0��
�0

� (�
0
�)
���� (�

0
�) (E.1)

mit den Eigenzust�anden j�i bzw. j�0i zu einem Hamiltonoperator Ĥ0 + V̂ res. Die
KoeÆzienten geh�oren zu Eigenzust�anden von Ĥ0. Die Integration erfolgt von der
Schwellenenergie Es

� als unterer Grenze bis1 als oberer Grenze. Macht man f�ur die
KoeÆzienten in den Integranden dieses Ausdrucks wieder den Ansatz

��� (��) = a��(��)Æ(�� � E�) + P b��(��)

�� � E�
; (E.2)

so erh�alt man, unter Beachtung der Identit�at

1

(E�0 � �� 0)(E� � �� 0)
= P 1

E�0 � E�

�
1

E� � �� 0
� 1

E�0 � �� 0

�

+ �2Æ(E�0 � E�)Æ(��
0 � 1

2
(E�0 + E�)) (E.3)

f�ur die Partialbruchdarstellung, den Ausdruck

h�0j�i = F1(E�0 ; E�) + F2(E�0; E�)Æ(E�0 � E�); (E.4)
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wobei

F1(E�0 ; E�) =
X
�

z�� z
�0�
�

+
ZX
�

� d�0�
1

E�0 � E�

 
1

E� � �0�
� 1

E�0 � �0�

!
b��(�

0
�)b

�0

� (�
0
�)
�

+
X

�;E��ES
�

a��(E�)
b�

0

� (E�0)
�

E� � E�0
+

X
�;E0

�
�ES

�

b��(E�)

E�0 � E�

a�
0

� (E�0)
�

(E.5)

und

F2(E�0 ; E�) =
X

�;E��ES
�

h
a�(E�)a

�0

� (E�0)
� + �2b��(E�)b

�0

� (E�0)
�
i
: (E.6)

F�ur Energien E�, die kleiner sind als das Minimum aller Teilchenaufbruchschwellen
ES
� , tragen nur die ersten beiden Summanden des ersten Terms F1 aus Gleichung

(E.4) zur Normierung bei. F�ur E� � Min(ES
� ) tr�agt nur der zweite Term F2 bei.

Die Summation erfolgt in diesem Fall �uber Streuzust�ande oder "Kan�ale", die be-
reits o�en sind, d.h. deren Schwellenenergie ES

� kleiner ist als E�, denn nur f�ur diese
Zust�ande erh�alt man bei der Integration �uber die Deltafunktionen von Null ver-
schiedene Beitr�age. Die Tatsache, da� sich bei bestimmten Schwellenenergien neue
"Kan�ale" �o�nen, bedingt oft signi�kante �Anderungen im Wirkungsquerschnitt f�ur
die Streuung von Neutronen. Diese Ph�anomen wird in der Literatur auch als "Wig-
ner Cusp" bekannt [LaL88].
F�ur Energien, die kleiner sind als Min(ES

� ) erh�alt man damit die Normierungsbe-
dingung f�ur Zust�ande unterhalb der Teilchenaufbruchschwelle:

1 =
X
�

z� 2� +
ZX
�

� d�0�
b��(�

0
�)

2

(E� � �0�)
2
: (E.7)

Die Orthogonalit�at zweier Zust�ande mit Energieeigenwerten E� 6= E�0 , ergibt sich
mit Hilfe der Schr�odingergleichung zu dem entsprechenden Modell, also dem QRPA-
Modell bzw. QPC-Modell.
Exemplarisch soll nun die Orthogonalit�at f�ur das QPC-Modell gezeigt werden. Dazu
werden die den Gr�o�en F1(E�0 ; E�) und F2(E�0; E�) aus den Gleichungen (E.5) und
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(E.6) entsprechenden Ausdr�ucke f�ur das QPC-Modell formuliert:

FQPC
1 (E�0 ; E�) =

X
n

z�
0�

n z�n +
X
�

z�
0�

� z��

+
Z
� d�0 1

E�0 � E�

�
1

E� � �0
� 1

E�0 � �0

�
b�

0

(�0)�b�(�0)

+
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�

� d�0�
1

E�0 � E�
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� 1
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� (�
0
�)
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0
�)

+
1

E�0 � E�

h
a�

0

(E�0)
�b�(E�)� a�(E�)b

�0(E�0)
�
i
�(Es)

+
X

�;E��ES
�

a��(E�)
b�

0

� (E�0)
�

E� � E�0
+

X
�;E0

�
�ES

�

b��(E�)

E�0 � E�
a�

0

� (E�0)
�

(E.8)

und 1

FQPC
2 (E�0 ; E�) = a�

0

(E�0)
�a�(E�) +

X
�

a�
0

� (E�0)
�a��(E�)

+ �2b�
0

(E�0)
�b�(E�) + �2

X
�

b�
0

� (E�0)
�b��(E�): (E.9)

FQPC
2 (E�0 ; E�) tritt mit dem Faktor Æ(E� �E�0) auf und ist nat�urlich immer gleich

0 falls E� 6= E�0 . Der Ausdruck F1(E�0 ; E�) aus Gleichung (E.8) nimmt ebenfalls
den Wert 0 f�ur E� 6= E�0 an. Diese Behauptung sieht man wie folgt ein: Zun�achst
multipliziere man die ersten beiden Summanden von FQPC

1 (E�0 ; E�) (Siehe Glei-
chung (E.8)) mit der Einheit in der Form [(En�E�)� (En�E�0)]=(E�0 �E�) bzw.
[(E� � E�)� (E� � E�0)]=(E�0 � E�). Nach Umsortieren ergibt sich:

FQPC
1 (E�0 ; E�) =

1

(E�0 � E�)

h
FQPC
3 (E�)� FQPC

3 (E�0)
�
i

(E.10)

mit

FQPC
3 (E�) =

X
n

(En � E�)z
�0�
n z�n +

Z
� d�0 b

�0(�0)�b�(�0)

�0 � E�
+ a�

0

(E�0)
�b�(E�)

� X
�

(E� � E�0)z
�0�
� z�� �
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�

� d�0 (b
�0

� (�
0
�)
�b��(�

0
�)

E�0 � �0�

� X
�;E��ES

vu

a��(E�)b
�0

� (E�0)
� (E.11)

1Es ist die Schwellenergien des Einteilchenkanals und � die Heavyside-Funktion
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Ben�utzt man f�ur die z�
0�

� und die b�
0

� (�
0
�)
� die Ausdr�ucke aus (3.57) und (3.58) aus Ka-

pitel 3, Abschnitt 3.2, Seite 74 �, so kann FQPC
3 (E�) (und entsprechend F

QPC
3 (E�0)

�),
nach Umsortieren, wie folgt geschrieben werden:

FQPC
3 (E�) =

X
n

z�
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b��(�

00
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�00 � E�

+
X
�

V (�0; �� = E�)a
�
�(�� = E�)

#
(E.12)

Die Ausdr�ucke in den Klammern entsprechen jetzt genau den QPC-Gleichungen
(3.51) und (3.52), wenn man die ��

0

� entsprechend einsetzt. Damit ist die Orthogo-
nalit�at f�ur E� 6= E�0 gezeigt.
Unterhalb der Teilchenaufbruchsschwelle ES �ndet man wieder einen Ausdruck der
Form (E.7). Sollte Entartung auftreten, k�onnen durch geeignete Wahl der KoeÆzi-
enten (Schmidt'sches Orthogonalisierungsverfahren) orthogonale Zust�ande ermittelt
werden. Bei Kontinuumszust�anden liegt bei mehr als einem o�enen Kanal immer
Entartung vor. Auch in diesem Fall k�onnen orthogonale Kan�ale ermittelt werden.
Orthogonale Kan�ale erh�alt man f�ur einen reinen Zustand � im Eingangskanal.
V�ollig entsprechend zum obigen Ansatz, kann die Orthogonalit�at f�ur die QRPA-
Zust�ande gezeigt werden. Durch Verwendung einer Beziehung, entsprechend (E.10)
k�onnen durch Einsetzen die QRPA-Gleichungen erhalten werden.
Das die FQPC

1 und FQPC
2 wie oben festgelegt werden k�onnen, sieht man mit Hilfe des

asymptotischen Ausdrucks von j�i im Ortsraum. In diesem sind die physikalischen
Randbedingungen enthalten. Dieser Zusammenhang wird genauer im folgenden An-
hang F beschrieben.



Anhang F

Asymptotik der

QPC-Wellenfunktion

An dieser Stelle soll nun etwas genauer auf die Asymptotik der QPC-Wellenfunktion
im Ortsraum eingegangen werden, d.h. es sollen im wesentlichen der Ausdruck (3.76)
aus Abschnitt 3.2.1 bewiesen werden. Es gen�ugt die Behandlung f�ur 1-QT-Zust�ande
durchzuf�uhren, da die Behandlung f�ur 3-QT-Zust�ande entsprechend ist. Ausgangs-
punkt ist der radiale Kontinuumsanteil der 1-QT-Zust�ande aus Abschnitt 3.2 f�ur
festes ` und j bez�uglich der Einteilchenenergie �0 bzw. bez�uglich der Wellenzahl �0

als Integrationsvariablen:

Z 1

0
� d�0

b�(�0)

�0 � E�
u`j(r; �

0) =
Z 1

0
� d �0

2�0b�(�0)

�02 � �2�
u`j(r; �

0): (F.1)

Au�erhalb der Reichweite des Kernpotentials l�a�t sich die Wellenfunktion u`j(r; �)
mit Gleichung (2.4) wie in Abschnitt 2.1 angegeben schreiben. Asymptotisch ergibt
sich f�ur Gleichung (2.4) nach Multiplikation mit der Phase e�iÆ`j(�) der Ausdruck
(De�nition von �` siehe Gleichung (2.23)):

u`j(r; �) � N(�)sin(�`(r; �) + Æ`j(�)): (F.2)

Mit dieser Gleichung, kann der Ausdruck (F.1) folgenderma�en umgeschrieben wer-
den:

1

2i

Z 1

�1
� d �0

s
2

�

s
�

j�0j�h2
2�0b�(�0)

�02 � �2�
ei(�`(r;�

0)+Æ`j(�
0) (F.3)



222 Anhang F. Asymptotik der QPC-Wellenfunktion
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>

Abbildung F.1: Integrationsweg � zur Berechnung des Kontourintegrals (F.4). Die
Pole f�ur E� < 0 (ij��j) und E� � 0 (�j��j+ i�) sind eingezeichnet. Den Radius des
Halbkreisbogens mu� man sich ins Unendliche fortgesetzt denken.

Dabei wurde die in Abschnitt 2.4 beschriebene Eigenschaft c) auf Seite 44, also
das punktsymmetrischen Verhalten der Funktion �` und der Streuphase bez�uglich
�, ausgen�utzt. Durch Fortsetzen in die komplexe Ebene kann dieses Hauptwert-
integral aus Gleichung (F.3) mit Hilfe des Residuensatzes berechnet werden. Als
Integrationsweg � verwendet man den in Abbildung F.1 gezeigten Halbkreis in der
oberen komplexen �-Ebene und uml�auft die Polstellen in der gezeigten Weise bzw.
verschiebt die Polstellen um eine in�nitissimale, komplexe Gr�o�e in die obere bzw.
untere Halbebene. Entlang des Halbkreisbogens geht das Wegintegral f�ur j�j � 0
gegen 0, so da� nur das Wegintegral von �! �1 bis �!1 Beitr�age liefert. F�ur
das komplexe Integral ergibt sich nun:

lim
�!0

1

2i

I
�
d z

s
2

�

s
�

jzj�h2
2zb�(z)

z2 � (�� + i�)2
=

�

s
2�

��h2j��j
b�(k2�)e

i(�`(r;��)+Æ`j(��)) (F.4)

F�ur das Hauptwertintegral bez�uglich der Energie erh�alt man dann mit
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P 1

�� E�

= lim
�!0

1

�� E� � i�
� i�Æ(�� E�) (F.5)

denn Ausdruck

Z
� d�0 b

�(�0)

�0 � E�
u`j(r; �

0) = �N(E�)b
�(E�)cos(�`(r; E�) + Æ`j(E�)): (F.6)

Damit ergibt sich unter Ber�ucksichtigung eines einlaufenden Einteilchenzustandes
insgesamt:

N(E�)
nh
a�(E�)� i�b�(E�)

i
exp [�i�`(r; E�)] �h

a�(E�) + i�b�(E�)
i
S`j(E�) exp [i�`(r; E�)]

o
: (F.7)

Dieser Ausdruck beschreibt einlaufende und auslaufende Kugelwellen. Setzt man
den Ausdruck a�(E�)� i�b�(E�) = 1 (siehe Gleichung (3.74)), dann liegt im einlau-
fenden Kanal ein reiner 1-QT-Zustand vor.
Diese Beziehung gilt auch f�ur E� = ��h2�2�=2� < 0, also f�ur gebundene Zust�ande.
Da in diesem Fall keine einlaufende Welle vorliegt ist a�(ij��j)� i�b�(ij��j) = 0 und
da das Argument dann eine rein imagin�are Gr�o�e ist, hat die sich ergebende Expo-
nentialfunktion einen negativen Exponenten, der den asymptotischen Verlauf v�ollig
korrekt wiedergibt. Der KoeÆzient b�(ij�j) ergibt sich dann aus der stetigen Fort-
setzung der KoeÆzientenfunktion b�(z) mit komplexem Argument. Dieses Verhalten
ergibt sich aus den QPC-Gleichungen, die in diesem Fall ein homogenes Integralglei-
chungssystem bilden. Eine L�osung zu diesem homogenen Gleichungsystem gibt es
nur f�ur eine verschwindende Resolvente bei ganz diskreten Energieeigenwerten. Eini-
ge dieser Energieeigenwerte liegen in der N�ahe der ungest�orten Einteilchenenergien,
andere sind durch die Energien der kollektiven 1 und 3-QT-Zust�ande bestimmt. Die
so erhaltenen L�osungen zeigen auch die korrekte Asymptotik, da sich die KoeÆzien-
ten b�(�) im Hauptwertintegral (F.1) gerade so �uberlagern, da� nur eine exponentiell

abfallende L�osung O
(�)
` � exp (�j��jr � ���1� ln(2��r)) �ubrigbleibt. Es zeigt sich da-

mit, wie in nat�urlicher Weise die Erweiterung zum Kontinuumsansatz den diskreten
Fall mit einschlie�t.
Diese auf den ersten Blick recht �uberraschend wirkende Tatsache ist aus der Theorie
der Fouriertransformationen bekannt. So erh�alt man z.B f�ur die Sinusfouriertrans-
formierte von �(�2 + �2�)

�1 den Wert 1
2
�exp(���r) [EMO54].



Anhang G

Darstellung des

Einteilchenkontinuums durch ein

diskretes Basissystem

Ausgangspunkt der weiteren Diskussion sind die beiden folgenden Einteilchenhamil-
tonoperatoren ĤS

0 und Ĥ0 im Ortsraum. Sie induzieren im mathematischen Sinne
die folgenden linearen Abbildungen zwischen dem Raum C2 der zweimal stetig dif-
ferenzierbaren Funktionen:

ĤS
0 : C2( �U)! C2( �U) ; �U � S3 ; S3 := fx 2 IR3 : kxk � RSg
Ĥ0 : C2(U)! C2(U) ; U � IR3 (G.1)

S3 bezeichnet dabei die dreidimensionale Sph�are mit Radius RS; beide Operatoren
sollen f�ur Funktionen innerhalb S3 identisch sein. Die L�osungen zum Operator ĤS

0

sollen allerdings durch weitere, homogene Randbedingungen auf der Sph�are so fest-
gelegt werden, da� sich ein Sturm-Liouvillsches Eigenwertproblem ergibt. Dies ist
gleichbedeutend damit, da� es ein Spektrum von diskreten Energieeigenwerten �� mit
dazugeh�origen Eigenfunktionen '�;`jmj

(~r) gibt, deren logarithmische Ableitungen
auf der Sph�are einen bestimmten, festen Wert annehmen. Damit ist gew�ahrleistet,
da� jede Funktion im Inneren der Sph�are nach diesen Eigenfunktionen entwickelt
werden kann. (F�ur eine genauere Darstellung siehe z.B. [Wal76]) Ĥ0 ist im gesamten
Ortsraum de�niert und hat daher ein diskretes und ein kontinuierliches Spektrum
von Energieeigenwerten �n und � mit dazugeh�origen Eigenfunktionen �n;`jmj

(~r) bzw.
�`jmj

(~r; �). Mit diesen Eigenfunktionen lassen sich die bekannten Vollst�andigkeits-
relationen in der �ublichen Form schreiben (siehe auch die Gleichungen (2.17) und
(2.30) auf den Seiten 35 und 40):
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X
�;`jmj

'�;`jmj
(~r 0)'�;`jmj

(~r) = Æ(~r � ~r 0); j~rj; j~r 0j � RS: (G.2)

X
n;`jmj

�n;`jmj
(~r 0)�n;`jmj

(~r) +
ZX
`jmj

d �0�`jmj
(~r 0; �0)�j(`;s)(~r; �

0)

= Æ(~r � ~r 0): (G.3)

Im weiteren werde nun eine beliebige Wellenfunktion  `jmj
=  `j (zur Vereinfachung

werden die Drehimpulsquantenzahl mj nicht mehr ausgeschrieben), in der Basis von

Ĥ0 dargestellt:

 �
`j(~r) =

X
n

z�n�n;`j(~r) +
Z 1

0
d �0��(�0)�`j(~r; �

0): (G.4)

Diese Wellenfunktion kann innerhalb der Sph�are mit Radius RS, bez�uglich der dis-
kreten Basis von Eigenfunktionen, durch Verwendung der Vollst�andigkeitsrelation
(G.2), wie folgt dargestellt werden:

 �
`j(~r) =

X
n

z�n
X
�

h'�;`jj�n;`ji'�;`j(~r)

+
Z 1

0
d �0��(�0)

X
�

h'�;`jj�`j(�0)i'�;`j(~r):
(G.5)

Vertauscht man die Summation �uber n bzw. die Integration �uber �0 mit der Sum-
mation �uber �, so erh�alt man die EntwicklungskoeÆzienten z�� , die man als verall-
gemeinerte FourierkoeÆzienten bezeichnen kann, bez�uglich der diskreten Basis:

z�� =
X
n

z�nh'�;`jj�n;`ji

+
Z 1

0
d �0��(�0)h'�;`jj�`j(�)i: (G.6)

Die �Uberlappmatrixelemente zwischen diskreten und Kontinuumszust�anden, die in
der R-Matrix-Theorie eine zentrale Rolle spielen, entsprechen den Ortsraumintegra-
len:

h'�;`jj�n;`ji =
Z
S3
d 3r0'��;`j(~r

0)�n;`j(~r
0)

h'�;`jj�`j(�)i =
Z
S3
d 3r0'��;`j(~r

0)�`j(~r
0; �): (G.7)
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Anhang G. Darstellung des Einteilchenkontinuums durch

ein diskretes Basissystem

In v�ollig analoger Weise kann eine beliebigeWellenfunktion, die innerhalb der Sph�are
in der Basis der diskreten Eigenfunktionen angegeben ist, durch die Kontinuums-
funktionen dargestellt werden. Sei

 �
`j(~r) =

X
�

z��'�;`j(~r) (G.8)

eine derartige Funktion. Durch Verwendung der Vollst�andigkeitsrelation (G.3) ergibt
sich:

 �
`j(~r) =

X
�

z��

(X
n

h�n;`jj'�;`ji�n;`j(~r)

+
Z 1

0
d �0h�`j(�0)j'�;`ji�`j(~r; �0)

�
(G.9)

als umgekehrte Darstellung. Die FourierkoeÆzienten z�n bzw. ��(�) zu den Kontinu-
umszust�anden sind dann von folgender Form:

z�n =
X
�

z�� h�n;`jj'�;`ji

��(�) =
X
�

z�� h�`j(�)j'�;`ji: (G.10)

Aus den beiden Schr�odingergleichungen

ĤS
0 j'�;`ji = ��j'�;`ji (G.11)

Ĥ0j�`j(�)i = �j�`j(�)i (G.12)

k�onnen die �Uberlappmatrixelemente beim Darstellungswechsel von kontinuierlichen
zu diskreten Zust�anden durch Projizieren mit h�`j(�)j bzw. h'�;`jj und anschlie�endes
komplexes Konjugieren der ersten Gleichung (G.11) erhalten werden.(Zur weiteren
Vereinfachung wurde � allgemein f�ur diskrete �n und kontinuierliche � gesetzt.) Es
ergibt sich nun:

h'�;`jj�`j(�)i = h'�;`jjĤ0j�`j(�)i � h�`j(�)jĤS
0 j'�;`ji�

(�� ��)
: (G.13)
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Im Falle reeller Einteilchenpotentiale sind nur die Matrixelemente mit dem Opera-
tor der kinetischen Energie f�ur die beiden Hamiltonoperatoren innerhalb der Sph�are
unterschiedlich, da T̂ S nicht hermitsch ist. Die rechte Seite von Gleichung (G.13)
l�a�t sich daher, wie folgt, vereinfachen:

h'�;`jj�`j(�)i = h'�;`jjT̂ j�`j(�)i � h�`j(�)jT̂ Sj'�;`ji�
(�� ��)

; (G.14)

wobei T̂ bzw. T̂ S die Operatoren der kinetischen Energie sind. Im Ortsraum l�a�t sich
dieser Ausdruck mit Hilfe der zweiten Greenschen Formel 1 und unter Ber�ucksichti-
gung der Tatsache, da� die logarithmischen Ableitungen der diskreten Eigenfunktio-
nen '�;`j(~r) auf der Ober�ache der Sph�are einen bestimmten Wert annehmen, wie
folgt auswerten:

h'�;`jj�`j(�)i = (G.15)
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f�ur � 6= �� . F�ur � = �� mu� der Grenzwert

lim
�!��

h'�;`jj�`j(�)i = (G.16)
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1
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�`j(~r
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#

berechnet werden. Die Auswertung des Ober�achenintegrals entspricht der Raum-
winkelintegration. Werden die Einteilchenwellenfunktion in sp�arischen Polarkoordi-
naten angegeben, wird also die Darstellung aus Kapitel 2.6, Abschnitt 2.1 verwendet,
so sind nur Integrationen �uber Kugel�achenfunktionen (bzw. Summationen �uber
Spinfunktionen) durchzuf�uhren. Man erh�alt dann:

h'�;`jj�`j(�)i =
�h2

2�

h
u`j(r; �)@ru

�
�;`j(r)� u�;`j(r)@ru

�
`j(r; �)

i
r=RS

[ �� � � ]
(G.17)

1In der Literatur wird die folgende Beziehung auch als Green'sches Theorem der Kernreaktionen
bezeichnet [LaT58].
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Anhang G. Darstellung des Einteilchenkontinuums durch

ein diskretes Basissystem

bzw. f�ur den Grenzwert � = �� durch Anwenden der Regel von de l'Hospital:

lim
�!��

[� � �] = �h2

2�

h
@�u`j(r; �)@ru

�
�;`j(r)� @�@ru`j(r; �)u

�
�;`j(r)

i
r=RS ;�=��:

(G.18)

Wobei die u`j(r; �) bzw. u�;`j(r) die Radialanteile der Einteilchenwellenfunktionen des
echten Kontinuums und der diskreten Basis sind. Diese Gr�o�en sind proportional zu
denen aus der R-Matrix-Theorie bekannten reduzierten Breiten von Schalenmodell-
zust�anden  [MaW69]. Genauer ergeben sich

`j(�) =

 
�h2

2mRS

! 1

2

u`j(RS; �)

�;`j =

 
�h2

2mRS

! 1

2

u�;`j(RS): (G.19)

Die Ausdr�ucke (G.17) und (G.18) werden �ublicherweise numerisch ermittelt. Wich-
tige Eigenschaften, insbesondere der Zusammenhang mit Distributionen sind Ge-
genstand des folgenden Anhangs.



Anhang H

Eigenschaften der
�Uberlappmatrixelemente

Zum besseren Verst�andniss sollen an dieser Stelle die folgenden analytische Eigen-
schaften der �Uberlappmatrixelemente formuliert und bewiesen werden. Vom mathe-
matischen Standpunkt aus sind diese Eigenschaften trivial, da man aber physikalisch
relevante Folgerungen erh�alt, scheint die folgende Diskussion sinnvoll.

i. Die �Uberlappmatrixelemente f�ur � 6= � 0 bilden bez�uglich � ein "Orthogonalsy-
stem" d.h.

Z 1

0
d �0h'�;`jj�`j(�0)ih�`j(�0)j'�0;`ji = Æ��0

und insbesondere bilden sie f�ur � = � 0 bez�uglich der Energie auf eins normierte
Gewichtsfunktionen:

Z 1

0
d �0jh'�;`jj�`j(�0)ij2 = 1:

ii. Die Ortsraumintegrale �uber die endliche Sph�are bilden eine Niveaudichtefunk-
tion mit der Eigenschaft:

Z
S3
d~rh�`j(�)j~rih~r�`j(�)i =

X
�

jh'�;`jj�`j(�)ij2
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iii. Falls � = ��0 gilt, d.h falls die Kontinuumsenergie mit der Eigenenergie eines
diskreten Zustands �ubereinstimmt gilt

h'�;`jj�`j(��0)i = CÆ��0

wobei im Falle � = � 0

C = lim
�!��

"
�h2

2�

h
@�u`j(r; �)@ru

�
�;`j(r)� @�@ru`j(r; �)u

�
�;`j(r)

i
r=RS

#
:

(Die u`j(r; �) und u�;`j(r) entsprechen den Radialanteilen der Einteilchenwel-
lenfunktionen)

iv. F�ur RS !1 erh�alt man

h'�;`jj�`j(�)i = 1

2
N(�)N`je

i[Æ(�)�Æ(�� )]
h
f (�)(�; ��)� f (+)(�; ��)

i

mit

f (�)(�; ��) =
sin [(�� ��)RS + Æ(�)� Æ(��)]

�� ��

Die Behauptung i. ist durch Verwendung der Vollst�andigkeitsrelation f�ur die Konti-
nuumszust�ande und die Orthonormiertheit der diskreten Zust�ande sofort zu bewei-
sen.
Die Behauptung ii. ergibt sich durch zweimaliges Ausn�utzen der Vollst�andigkeitsre-
lation f�ur diskrete Zust�ande und anschlie�ende Ber�ucksichtigung der Orthogonalit�at.

Z
S3
d~rh�`j(�)j~rih~r�`j(�)i =

X
�;�0

Z
S3
d~rh�`j(�)j'�;`jih'�;`jj~rih~rj'�0;`jih'�;0`j�`j(�)i =

X
�;�0

Æ�;�0h�`j(�)j'�;`jih'�;0`j�`j(�)i =
X
�

jh'�;`jj�`j(�)ij2

Der erste Teil der Behauptung iii. ist klar. Der zweite Teil ist aus Gleichung (G.18)
zu erhalten.

Um iv. zu erhalten n�utzt man aus, da� die beiden Radialwellenfunktionen asympto-
tisch durch eine Linearkombination von einlaufenden und auslaufenden Coulomb-
funktionen I

(+)
` und O

(+)
` bzw. im Falle gebundener Zust�ande durch eine Whitta-

kerfunktion O
(�)
` dargestellt werden (Siehe Gleichungen (2.5) und (2.3) Kapitel 2.6
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Seite 33). F�ur Radien r, die gr�o�er als die Reichweite des Kernpotentials sind, erge-

ben sich dann in Abh�angigkeit von � =
q
(2��=�h2) und r, die Wellenfunktionen zu :

u`j(r; �) � 1

2
i N(�)

h
I
(+)
` (r; �)� S`j(�)O

(+)
` (r; �)

i
u�;`j(r) � 1

2
i N�

`j

h
I
(+)
` (r; ��)� S`j(��)O

(+)
` (r; ��)

i
; (H.1)

mit der Streufunktionen S`j und den Normierungskonstanten N(�), N
�
`j.

Die Streufunktion ist �ublicherweise von der Form S`j = exp 2iÆ`j. Mit dieser Dar-
stellung ist es nun m�oglich den Grenzwert aus (G.18) explizit anzugeben. Es ist
leicht einzusehen, da� sich daf�ur gerade der Quotient der Normierungskonstanten
Nc(�) und N�

`j ergeben mu�. Multipliziert man n�amlich die Gleichung (G.16) mit
N�
`j=Nc(��), so erh�alt man auf der linken Seite gerade den Wert 1, wenn die �ubliche

Ortsraumnormierung f�ur die diskreten Eigenfunktionen verwendet wird. Doch nun
zur eigentlichen Berechnung von (G.18). Zun�achst setzt man die Ausdr�ucke aus den
Gleichungen (H.1) in (G.18) ein und n�utzt die Wronskideterminante f�ur Coulomb-
funktionen [AbS70]

W (G`; F`) = G`(r; �)@rF`(r; �)� F`(r; �)@rG`(r; �) = �; (H.2)

aus. Damit ergibt sich explizit mit den Di�erentialquotienten ausgedr�uckt in �:

lim
�!��

[� � �] =
1

8

n
Nc(�)N

��
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nh
@�H

(�)
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h
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(+)
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� ��1

h
H

(+)
` (r; �)� S�`j(�)H

(�)
` (r; �)

i
r=RS;�=��

�
+ 4@�Æ`j(�)ggr=RS;�=��

: (H.3)

Mit der asymptotischen Darstellung f�ur H(�) aus Gleichung (2.8) im Abschnitt 2.1
ist eine weitere Vereinfachung m�oglich. Die Di�erentiation der auftretenden Cou-
loumbstreuphase kann analog zur Behandlung der Potentialstreuphase Æ`j mit Hilfe
der Wronskideterminante (H.2) erfolgen. Insgesamt ergibt sich n�aherungsweise:

lim
�!��

[� � �] = 1

2
Nc(��)N

��
`j
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�
RS

�
1� ��

��RS
(1� �� log( ��RS))

� �
1� ��

��RS

�
+ [@��`(�)]�=�� + [@�Æ`j(�)]�=��
1

��

�
1 +

��
��RS

�
sin(� + Æ`j) cos(� + Æ`j)

�
;

(H.4)

wobei

� = ��RS � �� log(��RS)� 1

2
`� + �`j(�nu)

wobei �� = Z1Z2e2

��
der Sommerfeld bzw. Coulombparameter zur Energie �� ist

und diem Argument � F�ur gro�e ��RS k�onnen schlie�lich die Terme in 1
��RS

ver-
nachl�assigt werden. Mit den Gleichungen hat man n�aherungsweise den inversen Aus-
druck f�ur jN�

`jj2 gewonnen, wenn die diskreten Basisfunktionen im Ortsraum auf 1
normiert sein sollen. Dieser Ausdruck steht in engem Zusammenhang mit der soge-
nannten Einteilchenniveaudichte. Letztere ist als Funktion von � wie folgt de�niert
(siehe z.B. [Shl92] und Referenzen dort):

g(�) = gf(�) + gc(�)

=
1

2
A`j(�)

2
X
`j

(2j + 1)RS +
1

2
A`j(�)

2
X
`j

(2j + 1)@�Æ`j(�) (H.5)

Dabei ist der erste Term der Anteil f�ur ein freies Gas, da� in einer Sph�are eingeschlos-
sen ist. Der zweite Term beschreibt den Kontinuumsanteil der Einteilchendichte.
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